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Résumé

Nous proposons dans ce document des techniques de déduction automatique pour effec-
tuer des preuves de propriétés par réfutation dans la logique du premier ordre. Ces preuves
sont réalisées modulo un ensemble d’axiomes formant une théorie réguliére E.

Les systémes d’inférence définis sont fondés sur les regles de résolution et de paramodu-
lation. Nous proposons plusieurs stratégies de sélection de clauses (ordonnée ou positive), et
de remplacement (paramodulation ou superposition). Nos régles d’inférence évitent la com-
binatoire de 'usage des axiomes de £, par un calcul de contextes de remplacements et un
algorithme d’unification modulo E. En plus de ces régles 'd’inférence, nous définissons des
régles de simplification permettant d’éliminer les clauses redondantes. Nous démontrons la
complétude réfutationnelle de ces systémes grace & une extension de la technique des arbres
sémantiques transfinis.

Pour le cas des théories associatives et commutatives, nous montrons que ’on peut éviter
de résoudre les problémes d’unification. Seul le test d’existence d’une solution est nécessaire.
Ainsi, tout probléme d’unification est ajouté & la clause déduite sous la forme d’une con-
trainte, de méme que toute autre condition non résolue pour appliquer ’'inférence. Cette
stratégie contrainte simule la stratégie basique et n’engendre qu’une seule clause par étape
d’inférence, au lieu d’autant de clauses que de solutions au probléme d’unification rencontré.

Nous décrivons le logiciel DATAC, implantant les résultats présentés dans ce document,
pour le cas des théories associatives et commutatives.

Mots-clés: déduction automatique, théorie équationnelle, résolution, paramodulation, ré-
écriture, contraintes symboliques, stratégie basique, arbres sémantiques.

Abstract

In this document, we propose techniques of automated deduction for proving properties
by refutation in first order logic. These proofs are done modulo a set of axioms forming a
regular theory E.

The inference systems defined are based on resolution and paramodulation rules. We
propose several strategies for selecting clauses (ordered or positive) and for applying repla-
cements (paramodulation or superposition). Qur inference rules avoid the combinatory of a
direct use of axioms of E by a calculus of replacements contexts and an algorithm for uni-
fication modulo E. In addition to these inference rules, we define simplification rules which
permit the deletion of redundant clauses. These systems are proved refutationally complete
by an extension of the transfinite semantic trees technique.

For associative and commutative theories, we show that we can avoid to solve unification
problems. We only have to test the existence of a solution. Each unification problem is
added to the deduced clause as a constraint, and each unsolved condition for applying the
deduction is added as a constraint too. This constrained strategy simulates the basic strategy
and generates only one clause by deduction step, instead of as many as solutions of the
unification problem.

We describe the system DATAC, implementing the results presented in this document, for
associative and commutative theories.

Keywords: automated deduction, equational theories, resolution, paramodulation, term re-
writing, symbolic constraints, basic strategy, semantic trees.
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Introduction

La déduction automatique est un réve trés ancien des mathématiciens, qui consiste a vouloir
mécaniser le raisonnement humain. Dans ce but, des régles de déduction (ou régles d’inférence)
ont été mises au point, comme le modus ponens. Ces regles permettent entre autres de montrer
de maniere constructive la consistance de spécifications.

Cette volonté d’effectuer automatiquement des déductions apparait dans de trés nombreux
domaines. En calcul formel, pour calculer les bases de Grobner par exemple, la tendance est
d’utiliser des outils automatisant les techniques de réécriture de polyndémes ainsi que les cal-
culs d’idéaux. Cet intérét pour la déduction automatique concerne également la validation de
programmes ou la programmation logique. D’autre part, ces domaines manipulent trés souvent
des fonctions ayant des propriétés équationnelles, telles que ’associativité et la commutativité.
I est donc intéressant de raisonner modulo ces propriétés. Nous présentons justement dans ce
document des techniques de déduction modulo une théorie équationnelle, permettant d’effectuer
des preuves par réfutation.

Nos travaux sur la déduction automatique, comme beaucoup dans ce domaine, reposent sur

les résultats logiques fondamentaux introduits par J. Herbrand dans sa thése [Her30]. Citons
une conséquence de ses travaux:

Si S est un ensemble fini de clauses, alors 5 est insatisfaisable sI et seulement si il
existe un ensemble fini d’instances closes de S formant un systéme insatisfaisable.

Ce théoréme est un fondement essentiel de nombreuses techniques de preuve réfutationnelles ; il
a permis de faire évoluer les définitions de systemes de régles d’inférence, avec le souci permanent
d’essayer de diminuer ’espace de recherche.

Résolution et Unification

La premiére étape significative a été franchie par J.A. Robinson [Rob65], lorsqu’il a proposé
la regle de résolution, qui représente une regle de la logique classique, mais a ’avantage d’étre
simple. Elle est fondée sur un algorithme d’unification, qui réscut les différences entre deux
atomes de maniere a les rendre identiques. La regle de résolution binaire est définie par

Al VDI —1A2VD2
DIO' \4 DzO’

si les atomes A et A; sont égaux lorsque la substitution ¢ leur est appliquée.
Cette reégle de résolution, combinée avec une regle de factorisation éliminant les occurrences

9



10 Introduction

multiples d’un atome dans une clause, est réfutationnellement complete, c’est-a-dire engendre
une contradiction de tout ensemble incohérent.

Egalité

Par souci de concision et d’efficacité, des regles d’inférence dérivées ont été introduites
(J.R. Slagle [S1a67]). Une seule application de régle correspond & I’enchainement de plusieurs
étapes de déduction. Par exemple, la théorie de 1’égalité est classiquement exprimée par les
propriétés de réflexivité, symétrie, transitivité et réflexivité fonctionnelle. La présence de ces
axiomes augmente énormément le nombre de déductions possibles, dont beaucoup sont redon-
dantes. G.A. Robinson et L.T. Wos [RW69] ont introduit une régle appelée paramodulation
qui, combinée avec la résolution et les axiomes de réflexivité fonctionnelle, forme un systéme de
déduction complet par réfutation. Cette régle de paramodulation consiste & remplacer un terme
par un terme égal. Elle est définie par:

(ll ~ 7‘1) v Dy LQ[[Q} v Dy
Lz[T‘l]O’ vV DioVv Dyo

si la substitution o est un unificateur des termes [, et ;. Nous dirons alors que la paramodula-
tion a été appliquée dans les termes /5.

D. Brand [Bra75] a montré que seul I’axiome de réflexivité (z ~ ) est nécessaire pour la complé-
tude. Une amélioration trés importante a été montrée par G.E. Peterson [Pet83]: il est inutile
d’appliquer une paramodulation dans une variable.

Par la suite, M. Rusinowitch [Rus89] et J. Hsiang [HR91] ont défini une technique de preuve

dans les arbres sémantiques transfinis pour montrer la complétude réfutationnelle des regles dites
de factorisation, résolution et paramodulation ordonnées, qui consiste & restreindre les inférences
aux seuls littéraux maximaux des clauses et, lors d’une paramodulation, & ne pas remplacer un
terme par un autre plus grand ou égal.
Une modification de cette stratégie ordonnée est la stratégie dite positive. Elle précise en ef-
fet que toute déduction doit utiliser au moins une clause n’ayant que des littéraux positifs.
Cette stratégie, proposée pour la résolution par J.A. Robinson dans [Rob65], est définie pour la
paramodulation dans [Rus89].

De nombreux raffinements ont ensuite été définis pour la régle de paramodulation, comme la
régle de superposition interdisant tout remplacement dans le plus petit membre d’une équation,
ou les régles de simplifications clausales [Rus89], inspirées de ’algorithme de D.E. Knuth et
P.B. Bendix [KB70], éliminant des clauses redondantes. En particulier, une définition générale

de redondance d’une clause ou d’une inférence a été proposée par L. Bachmair et H. Ganzin-
ger [BG94].

Insuffisance des techniques classiques

Les régles d’inférence mentionnées précédemment forment un systéme complet, mais restent
inefficaces dans de nombreux cas. En particulier, la présence d’équations non orientables, c’ess-
a-dire dont les membres ne sont pas comparables, comme la commutativité ( f(z,y) ~ f(y,z)),
géne considérablement l'application de la régle de paramodulation. D’autres axiomes, comme
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lassociativité (f(f(z,y),2)~f(z, f(y,2))) combinée avec la commutativité, provoquent la di-
vergence des déductions. En effet, si une paramodulation est effectuée dans le sous-terme f(z,y)
de cet axiome, la clause déduite pourra également étre utilisée pour une paramodulation dans
ce méme sous-terme, et ainsi de suite.

Le traitement de tels axiomes nécessite donc un contréle important et cofiteux, afin d’éviter
autant que possible ces nombreuses déductions qui s’averent étre inutiles.

Déduction modulo une théorie équationnelle

La solution proposée par G. Plotkin [Plo72], pour éviter ces déductions redondantes, est
d’utiliser un algorithme d’unification dans une théorie équationnelle présentée par un ensemble
fini d’axiomes. J.R. Slagle [Sla74] a montré que la combinaison de régles de réécriture et de
regles d’inférence utilisant I'unification, comme la résolution et la paramodulation, permet de
construire des procédures complétes (pour réfuter des conjectures). Le résultat de J.R. Slagle
portant sur des théories trés limitées, D.S. Lankford et A. Ballantyne [LB77a] 'ont étendu aux
théories permutatives, c’est-a-dire composées d’axiomes tels que tout opérateur apparaissant
dans un membre d’un axiome apparait aussi dans le second membre de cet axiome. L’exemple
le plus important étant les théories associatives et commutatives [LB77b].

En 1981, G.E. Peterson et M.E. Stickel [PS81] ont proposé une procédure de complétion pour
les théories présentées comme 'union d’un ensemble de regles de réécriture R et d’un ensemble
d’équations non orientables F, qui engendre un systeme canonique de réductions. Cet algorithme
utilise comme G. Plotkin les axiomes de £ de maniére implicite, mais il n’a été appliqué qu’aux
théories associatives et commutatives.

La déduction modulo une théorie équationnelle E nécessite donc la définition de mécanismes’
simulant le réle de ces axiomes, tels que des algorithmes d’unification, de filtrage et d’égalité
modulo cette théorie F. Il faut également tenir compte des éventuelles paramodulations appli-
quées dans ces axiomes, engendrant des clauses appelées extensions des clauses initiales ; dans
le cadre purement équationnel, la gestion des extensions est habituellement traitée

e soit en ajoutant une régle d’inférence correspondant a une paramodulation d’une équation
dans un axiome de F, ce qui engendre les extensions des équations,

e soit en associant & chaque équation I’ensemble de ses extensions possibles, qui peuvent étre
utilisées par la regle de paramodulation.

Nous avons proposé une nouvelle technique pour traiter les extensions dans le cadre clausal,
adaptée aux théories associatives et commutatives [RV91, RV95]. Elle consiste a définir deux
nouvelles regles d’inférence, appelées paramodulation contextuelle et paramodulation étendue,
simulant Papplication d’une paramodulation avec une extension. Ainsi, nous n’avons plus besoin
de créer explicitement les extensions des clauses.

Cette action de simuler les extensions a été appliquée pour la complétion équationnelle par
S. Anantharaman, J. Hsiang et J. Mzali [AHM89] dans implantation du systéme SbReve2, puis
par C. Marché [Mar93]

1.
Dans ce document, nous généralisons cette technique a une théorie équationnelle E, et pro-
posons une méthode que ’on pourrait qualifier de « compilatoire » pour gérer les extensions
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potentielles associées a la théorie E. Cette méthode consiste a extraire de la théorie E les
différentes formes (appelées contextes) que pourront prendre les extensions. Un contexte est
principalement représenté par un couple composé d’un terme et d’une position dans ce terme:
ainsi, ’extension d’une équation (/~~r) pour un contexte (e, p) est (e[l],~e[r],). Ce calcul de
contextes incorpore un algorithme détectant les éventuelles redondances.

Les contextes calculés pour la théorie £, avant méme de connaitre le systéme de clauses
a résoudre, sont utilisés dans les régles d’inférence de paramodulation contextuelle et de para-
modulation étendue. En conséquence, nous n’engendrons pas explicitement les extensions des
clauses, mais simulons leur réle grace aux regles précédentes.

Les regles d’inférence définies dans cette thése décrivent les stratégies de paramodulation et
de superposition basées sur les stratégies ordonnées et positives ; 4 ces régles viennent s’ajouter
des régles de simplification permettant d’éliminer des clauses redondantes. Ces systémes sont
réfutationnellement complets pour des théories équationnelles vérifiant la propriété de régularité:

Pour toute équation (e; ~ eq) de la théorie I/, ensemble des variables du terme
ey doit étre égal & 'ensemble des variables du terme e,.

Cette condition est imposée par les propriétés nécessaires a l’ordre comparant les termes. La
preuve de complétude est basée sur la technique des arbres sémantiques transfinis de J. Hsiang
et M. Rusinowitch [Rus89, HR91].

Nous appliquons et raffinons ces résultats a la classe des théories associatives et commuta-
tives. Ces derniéres sont trés importantes car elles interviennent dans de nombreux domaines
comme les calculs algébriques, la modélisation de processus concurrents ou la planification. Pour
ces théories, nous ajoutons dans les régles d’inférence des conditions limitant leurs applications,
comme par exemple interdire tout remplacement au niveau d’un opérateur associatif et commu-
tatif f s’il se trouve juste sous un méme opérateur f. D’autres raffinements tres importants pour
restreindre l’espace de recherche interviennent dans les régles de paramodulation contextuelle
et étendue. En particulier, notre régle de paramodulation étendue peut étre vue comme une
généralisation de la régle de superposition de 1’algorithme de B. Buchberger pour construire les
bases de Grobuner [Buc65], ou une simulation du calcul des paires critiques étendues de C. Mar-
ché [Mar93].

Contraintes symboliques

La déduction dans une théorie équationnelle F s’appuie sur un algorithme d’unification
dans cette théorie. Contrairement & la théorie vide ou il n’existe qu’un unificateur principal.
les algorithmes d’unification modulo F peuvent engendrer un trés grand nombre d’unificateurs
principaux, voire une infinité comme pour les théories associatives. Par exemple, E. Domen-
joud [Dom92] a montré que I'unification des termes z *z %z *z et y; * Y3 * Y3 * Y4, ou I'opérateur
* est associatif et commutatif, engendrait 34 359 607 481 solutions principales.

Ainsi, malgré les nombreuses conditions ajoutées dans les régles d’inférence, l’espace de
recherche reste énorme pour de nombreuses théories équationnelles.

Nous proposons donc une amélioration trés importante pour la déduction dans des théo-

ries associatives et commutatives (AC), permettant de supprimer ces problemes d’unification.
Ceux-ci sont conservés sous la forme de contraintes d’unification AC associées a chaque clause:
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pour une clause C et une conjonction ¢ de contraintes d’unification (t; =% t2), C [ ¢] représente
I’ensemble des clauses C'o telles que o est solution des contraintes ¢. Ainsi, une seule clause est
déduite lors d’une étape d’inférence, au lieu d’une clause par solution du probleme d’unification.
Ces travaux sont inspirés de la notion de résolution contrainte présentée par G. Huet [Hue72]
pour la logique d’ordre supérieur, et étendent les résultats de C. Kirchner, H. Kirchner et M. Ru-
sinowitch [KKR90] et R. Nieuwenhuis et A. Rubio [NR92a, NR92b], développés dans la théorie
vide.

La regle de résolution pour les théories AC s’exprime alors par:

A1V Dy [[CIII —Ay V Dy I[Cz]]
D1V Dy [er Aeg A(Ar =)o 42)]

Ainsi, chaque clause déduite hérite des contraintes de ses clauses parentes, auxquelles s’ajoutent
les problemes d’unification AC introduits par la regle utilisée. De la méme maniere, la regle de
paramodulation contrainte est définie par:

(h=r)V D [e] Lalla] V Dy [eq]
Lo[ri]V D1V Dy [ex Aea A{li=4c 12)]

Il est & noter que toutes les autres regles d’inférence (factorisation, réflexion, paramodulations
contextuelle et étendue) peuvent étre transtormées de la méme maniére.

Les problémes d’unification n’étant pas résolus, la stratégie contrainte permet également de
simuler la stratégie basique, définie par:

Tout remplacement appliqué dans un terme introduit dans une clause par une
déduction antérieure est inutile.

Les solutions des contraintes n’étant pas calculées, aucune substitution n’est appliquée dans la
clause déduite. La définition initiale de cette stratégie basique présentée par J.-M. Hullot [Hul80]
pour la regle de surréduction dans la théorie vide, consiste a retenir les positions ol une substi-
tution a été appliquée, afin d’interdire toute future déduction au niveau de celles-ci. Le principe
de cette stratégie a été incorporé dans des systemes d’inférence basés sur les stratégies de para-
modulation et de superposition dans la théorie vide par L. Bachmair, H. Ganzinger, C. Lynch et
W. Snyder [BGLS92], avec cependant une différence significative : les substitutions ne sont plus
appliquées dans les clauses déduites; a chaque clause est associée une substitution, représentant
le cumul des substitutions calculées pour déduire cette clause.

En appliquant la stratégie basique, une amélioration supplémentaire peut étre ajoutée dans
les regles de paramodulation : nous « bloquons » tout futur remplacement dans le terme 7y, car
celui-ci est introduit dans la clause déduite par la régle d’inférence. Cette amélioration n’est pas
compatible avec la stratégie de superposition. Cependant, les adaptations que nous avens dé-
finies pour ces stratégies de paramodulation et de superposition sont optimales (jusqu’a ce jour).

La stratégie contrainte présentée dans cette thése met en ceuvre d’autres types de contraintes
symboliques. En fait, toutes les conditions qu’il faut habituellement vérifier pour appliquer une
regle d’inférence sont codées sous forme de contraintes, les plus importantes étant les contraintes
d’ordre. En effet, les conditions d’orientation d’une équation ou de maximalité d’un littéral dans
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une clause restent souvent non résolues, car I’ordre sur des termes avec variables n’est pas total.
En conséquence, une étape d’inférence est appliquée si ces conditions sont satisfaisables, mais
il est possible qu’une instance de la clause déduite falsifie I'une de ces conditions. Pour éviter
ces problemes d’incohérence dans une succession de déductions, nous ajoutons dans la partie
contrainte de la clause déduite des contraintes de la forme (t; > t5).

Ainsi, une clause est déduite par une étape d’inférence s’il existe une solution de ses con-
traintes d’unification satisfaisant les autres contraintes symboliques.

La stratégie de déduction avec des contraintes symboliques est en quelque sorte un retour &
I'esprit des travaux de J. Herbrand [Her30] ou ’on tente de réduire le calcul des prédicats au
calcul propositionnel. On peut considérer les fcrmules contraintes comme des approximations des
formules propositionnelles pouvant intervenir dans une preuve. En particulier, nous n’utilisons
plus la regle de logique qui, a partir d’une formule Yz, p(z), déduit p(¢) pour un terme ¢. Ainsi,
nous gardons la notion d’existence d’un ensemble fini d’instances closes insatisfaisables, sans
chercher a les calculer.

Le systéeme DATAC

Le logiciel DATAC, pour Déduction Automatique dans des Théories Associatives et Commuta-
tives, est I'implantation des travaux réalisés au cours de cette thése pour les théories associatives
et commutatives. Il est écrit en CAML Light [LM93], langage fonctionnel de la famille ML, et est
muni d’une interface développée en Tcl/Tk [Ous94]. Qutre les stratégies de paramodulation et de
superposition, le logiciel offre la possibilité d’utiliser la stratégie contrainte, la stratégie basique,
ou bien la stratégie standard. Cette implantation nous a permis de comparer ces différentes
stratégies.

Plan de la thése

Le document est organisé de la facon suivante. Le premier chapitre est consacré a la présenta-
tion du cadre de travail, c’est-a-dire des notations et des concepts de base. Nous introduisons les
ordres de simplification compatibles et décrivons quelques propriétés qui seront fondamentales
pour la suite.

Le second chapitre souléve les problemes rencontrés pour effectuer de la déduction modulo
une théorie équationnelle F, puis présente des systémes de régles d’inférence basés sur les stra-
tégies de paramodulation et de superposition. Ces systémes étant définis pour la stratégie or-
donnée, nous décrivons ensuite leur adaptation a la stratégie positive. Enfin, nous proposons un
ensemble de régles de simplification permettant d’éliminer des clauses redondantes. Nous termi-
nons ce chapitre par une comparaison avec les travaux de G.D. Plotkin [Plo72], U. Wertz [Wer92]
et E. Paul [Pau94].

Le troisiéme chapitre est consacré a ’étude des extensions de régles (sous forme de contextes)
nécessaires a une théorie équationnelle E. Nous y définissons un algorithme de calcul des
contextes combiné avec une détection de redondance. Nous proposons également un algorithme
qui, appliqué juste avant d’effectuer une déduction avec un contexte, permet de déterminer si la
clause déduite ne sera pas redondante par rapport a ’ensemble des clauses disponibles.
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La preuve de complétude des systemes d’inférence, décrits dans le deuxiéme chapitre pour une
théorie équationnelle F, est détaillée dans le quatriéme chapitre. Cette preuve est valable pour
toute théorie F réguliére, c’est-a-dire préservant les variables. La méthode de preuve est fondée
sur la technique des arbres sémantiques transfinis. Une partie de ces preuves a été transférée
dans ’Appendice A, afin de faciliter la compréhension de la technique utilisée.

Dans le cinquieme chapitre, nous présentons le cas des théories associatives et commutatives,
et nous y décrivons des améliorations trés importantes dans 'application des regles d’inférence.

Le sixiéme chapitre présente la stratégie contrainte. Apres avoir retracé ’historique de cette
stratégie et précisé nos motivations, nous décrivons le langage de contraintes manipulé, puis
définissons les regles d’inférence et de simplification. La preuve de complétude de cette stratégie
s’inspire trés naturellement de la preuve dans le cas non contraint. Nous présentons ensuite
quelques regles pour simplifier les ensembles de contraintes engendrés.

Le septiéme chapitre est consacré a I'implantation dans le logiciel DATAC des travaux décrits
dans les chapitres 4, 5 et 6, concernant les théories associatives et commutatives. Nous y dé-
taillons les différentes stratégies proposées, accompagnées de quelques exemples de résolution,
puis comparons ces stratégies.

Enfin, nous concluons sur des perspectives, des extensions et des applications potentielles de
notre travail.
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1
Cadre de travail

Nous présentons dans ce chapitre les principales définitions et notations utilisées dans ce
document, adaptées pour la déduction modulo une théorie équationnelle K. Nous énongons
également les propriétés devant étre vérifiées par I'ordre sur les termes, et décrivons les principaux
ordres existants avec ces propriétés. Ce chapitre se termine par la construction d’ordres totaux
sur les classes de congruence de termes et d’atomes engendrées par la théorie £, a partir d’un
ordre total sur les termes clos.

1.1 Définitions et notations

Cette section est consacrée a la présentation des principales notations utilisées tout au long
de cette these. Elles sont conformes aux notations standards définies dans [DJ90].

Termes et substitutions

Soient F un ensemble fini d’opérateurs de fonctions, et X un ensemble fini de variables.
L’algebre des termes composée a partir de F et & est notée T(F,X). T(F) désigne 'ensemble
des termes clos (I’Univers de Herbrand).

Soit P un ensemble fini d’opérateurs de prédicats, contenant le prédicat d’égalité ~. L’en-
semble des atomes A(P,F,X) est {P(t1,...,t,) | P € P et t; € T(F,X)}. L’ensemble des
atomes clos (la Base de Herbrand) est notée A(P,F). Une équation est un atome dont le sym-
bole de prédicat est ~. Dans ce document, nous supposerons que ~ est commutatif dans le sens
ou nous ne ferons pas la distinction entre les atomes (s~1t) et (¢ ~s). Un littéral est un atome
(A) ou la négation d’un atome (—A). Une clause C' est un multi-ensemble de littéraux, notée
sous la forme d’une disjonction: C = Ly Vv ...V L,. La clause ne contenant aucun littéral est
appelée clause vide, et notée O.

L’ensemble des variables d’un terme ¢ est noté Var(t). Une substitution est une fonction o
de X dans T(F,X). Dom(o) désigne le sous-ensemble des variables de X telles que o(z) # =,
et CoDom(o) est I’ensemble {o(z) | ¢ € Dom(c)}. Une substitution o est appliquée a un terme
i si toutes les variables z de ¢ sont remplacées par o(z); le résultat est noté to.

Pour exprimer plus efficacement les sous-termes et les substitutions, nous utilisons des posi-

tions (ou occurrences). Imaginons un terme représenté par un arbre : une position dans un terme
indique un nceud de ’arbre ; elle est représentée par une suite d’entiers naturels i3-33- .. .-i,, o1,
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partant de la racine du terme, chaque 7; est l'indice de la branche a emprunter pour passer du
j-ieme nceud au j + 1-iéme; la suite vide, notée ¢, représente la position vide (i.e. la racine).
Soit p une position ; nous utiliserons t|, pour le sous-terme de ¢ en p. Plus précisément, t|e = 1,
et f(t1,...,tn)lip = ti|p. Nous noterons s[p « t] ou s[t], pour préciser que le sous-terme a la
position p de s est . Un sous-terme de t est dit strict s’il est distinct de ¢. L’opérateur au sommet
d’un terme ¢ est noté Head(t), si t n’est pas une variable ; sinon, #Head(t) n’est pas défini.

I’ensemble des positions non variables d’un terme t, c’est-a-dire des positions p de ¢ telles que
tl, & X, est noté FPos(t).

Théorie équationnelle

Soit E un ensemble d’équations. La congruence engendrée par cet ensemble F est appelée
E-égalité et notée =g. Une substitution o est un F-unificateur de deux termes s et ¢ si s0d =g to;
o est un F-unificateur principal s’il n’existe pas d’autre F-unificateur p de s et t tel que, pour
toute variable z de Dom(p), o(z) =g T(p(z)) pour une substitution 7. Un probléme d’unification
entre deux termes s et  est noté s :% t. L’ensemble des substitutions solution d’une conjonction
¢ de problémes d’unification est noté Sol(c). Une substitution o est un filtre (modulo F) d’un
terme s dans un terme ¢ si so =g t; ’ensemble des filtres de s dans ¢ sera noté E-match(s,t).

La relation de sous-terme modulo E est notée < g; s dgt s’il existe un terme t', F-égal a ¢,
et une position p dans ¢’ tels que t'|, =g s. Si la position p est stricte, la relation est notée <.

La relation d’inclusion d’un ensemble de termes dans un autre ensemble de termes, utilisant
la E-égalité pour comparer les termes, est notée Cp; Cg désigne son extension aux multi-
ensembles de termes.

Une théorie F est dite réguliére si, pour chacun de ses axiomes (e; ~e3), Var(e;) = Var(ez).

Cohérence et complétude

Un ensemble de clauses S est cohérent s’il posséde au moins un modeéle. Un ensemble de
clauses S est F-incohérent s’il n’a pas de modele cohérent avec la théorie .

Soit INF un ensemble de regles d’inférence et 5 un ensemble de clauses. INF('S) dénote l’en-
semble obtenu en ajoutant a S toutes les clauses engendrées par application de régles de INF aux
clauses de §. Soit INFO(§) = §, INF""1(§) = INF(INF™(S)), et INF*(S) = >0 INF™(S).

Un ensemble de régles d’inférence INF est réfutationnellement complet pour une théorie E,
ou E-complet en abrégeant, si, pour tout ensemble de clauses S E-incohérent, INF*(S) contient
la clause vide.

1.2 Ordres sur les termes

L’utilisation d’un ordre, relation irréflexive et transitive permettant de mesurer la complexité
des termes, est indispensable en déduction automatique. Cela permet d’assurer la terminaison
des simplifications et de restreindre ’application de régles d’inférence. Les ordres que nous utili-
sons doivent étre des ordres de simplification totaux, c’est-a-dire avoir les « bonnes » propriétés
énumérées ci-dessous.
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Définition 1.1 (Ordre de simplification total) Un ordre > est un ordre de simplification
total (TSO pour abréger) si

1. > est bien fondé (ou neethérien): il n'eriste pas de suite infinie de termes sy, sz,... telle
que $; > S;+1 pour tout ¢ > 1,

\
o~
E}
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@
g
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b}
\
g
=
b}
3
<

2. > est monotone : étant donnés deuzx termes s et 1 tels que s
tout terme w et toute position p dans w,

3. > a la propriété de sous-terme: si s est un sous-terme strict de t, alors t > s,

4. > est stable par instanciation : pour toute substitution o, et pour tous termes s et t tels
que s > t, alors so > to,

5. > est total sur ’ensemble des termes clos: pour tous termes clos s et t, on a soit s > t,
soitt > s, soit s = 1.

Comme nous allons travailler dans une théorie équationnelle £, une autre propriété doit étre
respectée, la F-compatibilité.

Définition 1.2 (E-compatibilité) Un ordre > est E-compatible si, étant donnés deuz termes
s et t tels que s > t et s#gt, alors pour tous termes s’ et t' respectivement E-égaux a s et t,
>t

La définition d’ordres de simplification totaux dans une théorie F est un probleme trés
difficile. Le cas des théories associatives et commutatives (AC) a été traité; E contient I’ensemble
des axiomes

(4) f(f(z,y),2)=f(z, fy,2)) (€) flz,y)=f(y,2)

pour chaque opérateur f d’un sous-ensemble F, ¢ de F. Dans ces théories, le probleme est:

Comment tenir compte du fait que
tous les sous-termes d’un opérateur AC peuvent permuter ?

Trois types d’ordres ont été développés pour tenter de résoudre ce probleme. Détaillons leurs
approches.

1.2.1 Ordres récursifs sur les chemins

Rappelons la définition d’un ordre récursif sur les chemins, le RPO [Der82]. Pour cela, il
est nécessaire d’ordonner les opérateurs par preférence et de s’assurer que deux opérateurs sont
toujours comparables: un tel ordre est appelé une précédence totale sur les opérateurs et noté
>r. Une fonction 7 associe un statut a chaque opérateur pour indiquer la maniere de traiter ses
arguments ; il peut étre multi-ensemble, lexicographique de la gauche vers la droite (Lexico-GD)
ou de la droite vers la gauche (Lexico-DG).

L’extension d’un ordre > aux multi-ensembles est définie par:

Définition 1.3 (Extension multi-ensemble) § = {s;,...,s,} >™ {t1,...,t,} = T si,
définissant le multi-ensemble I comme ’intersection des multi-ensembles § et T', pour tout t;
de T — I, il existe un s; dans S — I tel que s; > t;.
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L’extension lexicographique d’un ordre > est définie par:

Définition 1.4 (Extension lexicographique) (si,...,8y) >/ (t1,...,tm) sl eziste un in-
dice 1 € [1,m] tel que: Vj € [1,1], s; = t; et s; > t,.

Enoncons la définition de l'ordre RPO, faisant appel & ces extensions multi-ensembles et

lexicographiques.
Définition 1.5 (Ordre RPO) s = f(s1,...,8n) >rro g(t1,...sln) =1 st

e soit 31 € [1,m], s; >rpo t,
o soit f >r g etVj€[l,n], s >rpot;,
e soit f =g (donc7(f)=7(g)) et

— st 7(f) = Multi-ensemble, {s1,...,5n} >B}élé {t1,...stn},

— i 7(f) = Lexico-GD, ($1,...,8m) >550 (t1,-- s tn),
— si 7(f) = Lezico-DG, (Smy-..,51) >%%50 (tny .- -»11)-

Rappelons qu’un ordre défini sur les termes clos peut s’étendre sur les termes avec variables de
la facon suivante:

Définition 1.6 (Extension aux termes variables) Soient s et ¢ deuz termes de T(F,X);
s >t si, pour toute substitution close o définie sur Var(s)U Var(t), so > to.

Les premieres adaptations aux théories AC ont été réalisées sur les ordres récursifs sur les
chemins, et ont consisté a aplatir les termes au niveau des opérateurs AC et a donner un statut
multi-ensemble & ceux-ci.

Définition 1.7 (Aplatissement) La fonction aplat : T(F) — T(F), aplatissant un terme
clos t, est définie par:

7

13 si t est une constante
f(aplat(ts),...,aplat(t,)) sit= f(ty,....t,) et f & Fac
f(tl,la---atl,kla-- -atn,]_’“-atn,kn) sit= f(tl,. . .,tn) et f S fAC
ou, pour chaque i € [1,n], la séquence t;1,...,%k, est
o soit réduite a aplat(t;) si Head(t;) # f, (ki=1)
® soit définie par f(t;1,....4 k) = aplat(t;).

aplat(t) =

Un terme t est dit aplati si aplat(t) = t.

Nous noterons #Hterms(t, f) le multi-ensemble des arguments de 'opérateur AC f au sommet
de aplat(t). Si Head(t) # f, alors Hierms(t, f) = {t}.

Le statut multi-ensemble associé aux opérateurs AC est indispensable, car ce sont en fait
des opérateurs variadiques aprés aplatissement, c’est-a-dire n’ayant pas une arité fixe.
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Ainsi, une premiere proposition d’ordre a été
s>t si aplat(s) >grpo aplat(t)

Mais, ’ordre obtenu n’est pas un TSO, comme le montre I’exemple suivant (la propriété de
monotonie n’est pas respectée).

Exemple 1.1 Les entiers naturels sont classiquement représentés par les regles z + 0 — z et
z + 8(y) — s(z + y), orientées grice a la précédence + >x s >r 0. + est un symbole AC et
a donc le statut multi-ensemble. Selon la précédence ainsi décrite, le terme s(0) + s(0) est plus
grand que le terme s(s(0)). Cependant, si nous incluons ces deux termes dans un méme contexte
s(0) + [.] Pordre est inversé, c’est-a-dire s(0) + s(s(0)) >rpo $(0) + s(0) + s(0). En effet, le
multi-ensemble {s(0), s(s(0))} est supérieur au multi-ensemble {s(0), s(0),s(0)}. é

Une nouvelle condition doit donc étre ajoutée: les opérateurs AC doivent &étre minimaux pour la
précédence. Mais, cela veut dire qu’un seul opérateur AC est autorisé, et que la représentation
des entiers naturels citée dans I’Exemple 1.1 n’est plus orientable dans le sens usuel.

De nombreux ordres AC-compatibles ont été définis avec pour point commun de ne per-
mettre 'utilisation que d’un seul opérateur AC. La principale question a lors été: comment
faire cohabiter plusieurs opérateurs AC ¢

L. Bachmair et D. Plaisted [BP85b] ont défini un ordre basé sur le RPO mais permettant
plusieurs opérateurs AC, ’Associative Path Ordering. Pour cela, ils ont exploité des propriétés
de distributivité entre ces opérateurs AC. L’ordre RPO n’est appelé qu’apres avoir appliqué
cette distributivité dans les termes & comparer.

Définition 1.8 (Ordre APO) Ftant donnés deuz termes clos s et t,
s>4pot st aplat(distrib(s)) >rpo aplat(distrib(t))
ot la fonction distrib: T(F) — T(F), appliquée a un terme t, est définie par

(1 st t est une constante
g(t'i,té) sit= f(t1,t2), F €[L,2], t; = g(ti1, ti2),
f9 € Fac, f est distributif dans g, et
e soit 1 = 1, t] = distrib( f(t11,12)) et ty = distrib(f(t12,12))
e soit 1 =2, t) = distrib(f(t1,121)) et th = distrib( f(t1,1t22))
f(t1,.. . tn) sinon (t = f(t1....,%,) et t| = distrib(t;))

La condition de minimalité des opérateurs AC pour la précédence est toujours présente, mais
en plus "opérateur AC distribué doit étre plus grand que ’autre opérateur AC.

Cet ordre peut traiter plus de deux opérateurs AC, mais dans ce cas la précédence n’est plus
totale, car au plus deux opérateurs AC peuvent étre comparables avec cette approche.

Le principal défaut de cet ordre, outre la limitation du nombre d’opérateurs AC, est la

minimalité des opérateurs AC' pour la précédence. C. Delor et L. Puel [DP93] ont montré que
I’ordre APO pouvait étre considérablement amélioré:
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1. il est possible de déclarer des constantes et des opérateurs unaires plus petits que des
opérateurs AC,

2. il est possible d’avoir plus de deux opérateurs AC comparables.

Ces progrés sont possibles a condition d’appliquer des transformations sur les termes: cela se
traduit par la mise en forme normale des termes a comparer, grace a un systéme de réécriture
représentant les transformations a appliquer. Le lecteur intéressé par plus de détails pourra se
reporter a [DP93].

De telles techniques avaient déja été utilisées par I. Gnaedig et P. Lescanne [Gna86, GL86], sous
la forme de systéemes de réécriture auxiliaires.

1.2.2 Interprétations polynomiales

Les interprétations polyndmiales ont été introduites par D. Lankford [Lan79]. Elles consistent
a associer un polynéme a chaque opérateur. Ainsi, un terme est interprété par le polynéme
résultant de la composition des polyndmes associés a chacun de ses opérateurs. A. Ben Cherifa
et P. Lescanne [BC86, BCL87] ont décrit des techniques assez simples permettant de montrer
qu’'un polynéme P; est plus grand qu’un polyndéme F;.

Is ont étendu ces calculs d’interprétations aux opérateurs AC en donnant le profil des poly-
noémes a associer a de tels opérateurs.

Proposition 1.9 L’interprétation de tout opérateur associatif-commutatif f (binaire) doit étre
un polynéme de la forme:

[fIX,Y) = aXY +b(X+Y)+c avec ac+b—b'=0 (a,b,cEN)

Ces interprétations sont essentiellement utilisées pour prouver la terminaison d’un systeme de
réécriture, c’est-a-dire que, pour chaque regle I — r de ce systéme, le terme [ est supérieur au
terme 7. En voici un exemple:

Exemple 1.2 Soit le systeme suivant, décrivant un anneau :

z+0 — =z
z+(-z) = 0
zx(y+2) = (zxy)+(zx2)
(z+y)xz — (zxz2)+(yx2)

La terminaison de ce systéme est prouvée en interprétant les opérateurs par

[+)(X,)Y) = X+YV +1 X)) = 2X
+(X.,Y) = XY 0 = 2

En effet, la premiere régle donne X + 3 > X, la deuxiéme 3X + 1 > 2 (car X est supérieur ou
égal & 2, interprétation de 0), la troisieme XY + XZ + X > XY 4+ X Z + 1 pour la méme raison,
et la quatrieme XZ +YZ + 272> XZ+YZ + 1. é

Cependant, le principal reproche fait & ces techniques d’interprétation polynoémiale est la
nécessité de chercher des polynomes adéquats pour chaque exemple traité, ce qui est d’autant
plus complexe lorsque le nombre d’opérateurs manipulés est élevé.
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1.2.3 Interprétations AC

A ce jour, il n’existe que deux ordres ne limitant pas le nombre d’opérateurs AC. I s’agit des
ordres de P. Narendran et M. Rusinowitch [NR91], utilisant les interprétations polynémiales, et
de A. Rubio et R. Nieuwenhuis [RN93, Rub84], basé sur le RPO.

I Ordre de P. Narendran et M. Rusinowitch

Cet ordre est un ordre de simplification AC-compatible et total sur les classes de congruence
AC. 1l est défini sur les termes clos par une interprétation dans les anneaux commutatifs libres.
Ainsi, & chaque symbole de fonction f est associé une indéterminée Xy et l'interprétation I est
calculée par:

e I(f(tr,y...,tn)) = (Xs+ 1)((X? +2X)I(t) . I(tn) + (X + D))+ ...+ 1(tn)) + 1),
pour tout opérateur f d’arité n > 0
e [(a)= X, + 1, pour toute constante a

Il faut noter que cette interprétation respecte la condition définie par A. Ben Cherifa sur la
forme des polynémes interprétant un opérateur AC (Proposition 1.9), car les coefficients a, b et
¢ sont respectivement ( Xy + 1)(X12¢ +2X5), (Xs+1)(Xs+1) et (X5+1), et ac+ b—b?* est bien
égal a 0.

Utilisant un ordre >p pour comparer deux polyndmes, basé sur une précédence totale entre
les indéterminées Xy (f € F), l'ordre sur les termes clos est défini par:

Définition 1.10 s = f(s1,...,8m) = ¢g(t1,....0n) =1 351

e soit I(s) >y I(1),
e soit I(s) = I(t) et
~ si f € Fac, Hterms(s, f) =" Hterms(t, f),

- SifQ}-Ac, (317...,Sm) »lez (tl,...,tn).

Cet ordre est bien fondé, monotone et total sur les classes d’AC-congruence, ce qui implique la
propriété de sous-terme. De plus, il est AC-compatible.

Le seul reproche qui puisse étre fait a cet ordre est qu’il nécessite des calculs de polynomes
pouvant étre coiteux. Cependant, il est possible d’utiliser des polyndémes plus simples pour
interpréter des opérateurs non AC, comme l’a fait C. Marché dans sa these [Mar93).

II Ordre de A. Rubio et R. Nieuwenhuis

Contrairement a ’ordre précédent, cet ordre est défini de maniere trés classique puisqu’il
est basé sur le RPO (Définition 1.5) et nécessite une précédence totale > sur les opérateurs.
L’interprétation I d’un terme clos consiste a P’aplatir au niveau des opérateurs AC, puis a
le transformer suivant les regles suivantes, oit L est la plus petite constante pour ’ordre de
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précédence:

o f(...,c,..)—~ f(...,L,...)
si f € Fac, ¢ est une constante (# L), et f>re¢
o f(...,9(t1, ... tn)s..) = fL 0 t5,.00)

si f € Fac, f>rg,ett; est maximal dans {t1,...,%,} pour l'ordre >grpo

L’interprétation /(s) d’un terme s consiste donc & lui trouver une forme normale en 1’aplatissant
et en appliquant les deux régles précédentes en suivant la stratégie en profondeur d’abord et
toujours le plus a gauche possible. I’ordre entre deux termes clos est défini ainsi :

Définition 1.11 s = f(s1,...,8m) > g(t1,...,8,) =1 si
e soit I(s) >rpo I(1),
e soit I(s) =ac I() et
— si f € Fac, Hterms(s, f) =™ Hterms(t, f),
— 8t f € Fac, (S15..018m) =% (t1,....tn).

Cet ordre a été étendu aux termes avec variables, en modifiant la seconde régle de réécriture
dans la transformation: plusieurs termes ¢; pouvant étre susceptibles d’étre maximaux dans
{t1,...,tn}, il faut créer un terme f(...,¢;,...) pour chacun de ces ;.

L’interprétation d’un terme donnant un ensemble de formes normales, la définition de Pordre
> doit étre modifiée :

Définition 1.12 s = f(s1,...,9m) > g(t1,....tn) =1 si

e sout, Vt' € I(t), 3s’ € I(s), s’ >rpo 1’

e soit, Vt' € I(t), ds’ € I(s), s’ >rpo 1’ et
— 81 f € Fac, Hterms(s, f) -t Hterms(t, f),
~ 81 f € Fac, (81,...08m) =% (t1,....1n).

L’ordre obtenu est un ordre de simplification total (Définition 1.1).

Cependant, il posséde un inconvénient majeur: étant donnés deux opérateurs AC + et *,
tels que * >z +; 'axiome de distributivité de * par rapport & + est orienté dans le sens inverse
de ce qui est nécessaire: x x (y + z) < (z * y) + (z * z). En effet, I{(z*x(y + 2)) = {z x y,x % 2}
et I{(z+y)+ (zx2)) ={(zxy) +(zx2)}, et le terme (z *x y) + (2 x z) est supérieur aux termes
rTxyetr*z.

A. Rubic a montré dans sa thése [Rub94] que cet ordre peut étre adapté aux théories asso-
ciatives uniquement associatives.

1.3 Ordre total sur les classes de congruence

Les ordres sont utilisés pour limiter les applications des régles d’inférence. Tout au long de
ce document, nous allons utiliser une stratégie dite « ordonnée », qui va consister a n’appliquer
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des déductions que si elles sont effectuées entre les littéraux maximaux des clauses; de plus,
lorsqu’une égalité sera utilisée pour effectuer un remplacement, nous vérifierons qu’il s’agit bien
du remplacement du plus grand membre de I’égalité par le plus petit. Nous allons donc devoir
comparer des termes ou des atomes, et la complétude des régles d’inférence gue nous définirons
sera basée sur 'utilisation d’un ordre de simplification total.

En fait, nous avons besoin d’un ordre total sur les classes de congruence engendrées par la
théorie F. Voici comment nous le définissons:

Définition 1.13 (E-TSO sur les termes) Soit > un T'SO E-compatible sur les termes. Un
ordre total sur les classes de congruence engendrées par la théorie E (E-TSO pour abréger),
noté >, est défini par: s> 1 sis >t et s#pt.

Il est aisé de vérifier que cet ordre > est ncethérien, monotone, stable par instanciation, et
possede les propriétés de sous-terme et de E-compatibilité.

Nous avons également besoin d’un ordre sur les atomes, qui est simplement défini par exten-
sion de ’ordre > comme suit. Notons que cette extension préserve la propriété d’ £-compatibilité
sur les atomes.

Définition 1.14 (TSO sur les atomes) Soit >p une précédence totale sur les symboles de
prédicat, “~7” étant le plus petit. Soit > un TSO F-compatible sur les termes. Nous étendons
cet ordre > sur l’ensemble des atomes par:

P(s1y...y8n) > Qt1,-- - tm) st

e soit P>p (),

e soit P = (), P n’est pas le prédicat d’égalité, et
— 506t (S1y...,85) %% (ty,.. ., 1),
— s0it P(s1,...,80) =g Q(t1, ... tn) € (S15....8,) > (t1,....tn),

o soit P =@, P estle prédicat d’égalité, et, en supposant que sy > 8o et t; > to,
— soit {s1, 89} >™ {t],1,},
— soit {s1,s2} =p{ti.ta} et {s1,s2} > {1, 1,}.

Il est facile de vérifier que cet ordre sur les atomes est aussi un TSO. De méme, nous
I’étendons sur les classes de congruence:

Définition 1.15 (E-TSO sur les atomes) Soit > un TS0 sur les atomes défini comme ci-
dessus. L’ordre > est étendu auz atomes par: A > B si A > B et A#gB.

Nous avons donc défini un ordre permettant de comparer deux atomes. Mais, dans les regles
d’inférence que nous défirirons plus tard, les comparaisons porteront sur des littéraux. En géné-
ral, comparer deux littéraux revient a comparer les atomes correspondants. Mais, nous verrons
que pour la stratégie de superposition, nous aurons besoin d’un ordre spécifique sur les littéraux
(Définition 2.8).
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2

Paramodulation modulo
une théorie équationnelle

Nous présentons dans ce chapitre différents systemes de regles d’inférence pour effectuer de
la déduction dans une théorie équationnelle F. Ces systémes sont basés sur les regles de para-
modulation et de superposition, et font appel a une stratégie ordonnée obligeant a n’effectuer
des inférences qu’entre les littéraux maximaux des clauses. Nous montrerons qu’un raffinement
de cette stratégie ordonnée est également possible ; il s’agit de la stratégie positive.

Nous définissons ensuite des régles de simplification, dont le but est d’éliminer des clauses redon-
dantes. Ces régles sont compatibles avec tous les systémes d’inférence décrits dans ce chapitre.

Ces systémes d’inférence sont réfutationnellement complets. La preuve, basée sur la technique
des arbres sémantiques transfinis [HR91, Rus89], sera décrite dans le Chapitre 4.

Nous clorons ce chapitre par une présentation des travaux voisins effectués par G.D. Plot-
kin [Plo72], U. Wertz [Wer92] et E. Paul [Pau94].

Mais, commencons par étudier les différents problémes soulevés pour effectuer des déductions
modulo une théorie équationnelle. Notons immédiatement que la théorie E considérée doit étre
réguliére. Cette condition n’apparaitra pas dans les définitions des regles d’inférence, mais elle
est indispensable pour la complétude de ces systemes d’inférence comme nous le verrons dans le
Chapitre 4.

2.1 Problématique

Pour travailler dans une théorie équationnelle £, nous avons besoin d’un ordre de simplifica-
tion >, total sur les classes de congruence et F-compatible, défini sur les termes et les atomes,
comme décrit dans le chapitre précédent (Définition 1.15). Nous avons également besoin d’un
algorithme de E-unification.

A partir de cela, nous pouvons définir des regles d’inférence, représentées sous la forme de
fractions avec les clauses initiales au-dessus de la barre et la clause déduite en-dessous. Ces
regles, classiques en déduction automatique, sont la résolution

AV Dy —AqV Dy
Dyo Vv Dyo

ol ¢ est un #-unificateur principal de 4; et Ay,

27
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Figure 2.1: F-Paramodulation

et la paramodulation

(lh=~ry)Vv Dy LyV Dy ol o est un E-unificateur principal de [, et
Lo[py & m]JoV DyoV Dyo du sous-terme a la position py de L.

Le role de ’étape de E-unification dans cette derniére régle est schématisé dans la Figure 2.1,
ol deux termes (triangles) ont le méme grisé s’ils sont E-unifiables.

Cependant, cette régle ne permet pas de traduire tous les remplacements possibles modulo
les axiomes de la théorie F, comme le montre I’exemple suivant :

Exemple 2.1 Supposons que E représente la propriété d’associativité d’un opérateur f: E =
{(f(f(z,y),2) =~ f(z, f(y,2)))}. Le systeme de clauses suivant

(fla,b)=c) (1)
P(f(a, f(b,d))) (2)
- P(f(e.d)) (3)

est F-incohérent, mais les régles de résolution et de paramodulation dont nous disposons ne
permettent pas de déduire une contradiction. En effet, pour pouvoir appliquer un remplacement
grace a la clause (1), il faut saveir que le sous-terme f(a, f(b,d)) de la clause (2) est E-égal
a f(f(a,b),d). Cette information ne peut étre gérée par l'algorithme d’unification et la regle
de paramodulation, car le remplacement n’est pas effectué a la méme position que 1’étape de
E-égalité. ¢

La solution est d’appliquer le remplacement & la position de ’étape de E-égalité, en utilisant
ce qui est appelé une extension de I’équation invoquée. Appliqué a ’exemple précédent, cela
donne:
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(1)

Figure 2.2: F-Paramodulation contextuelle

Exemple 2.2 (Suite de I'Exemple 2.1) Une extension de la clause (1) est créée en remplacant
le sous-terme f(z,y) de Paxiome d’associativité par ¢, aprés 'avoir unifié avec f(a,b) grace a la
substitution {z + a,y > b}.

(f(a,b)~c) (f(f(zyy),2) = f(2, f(y,2)))
(fle,z) = f(a, f(b,2)))
Notons (1eg¢) cette extension ( f(a, f(b,2))=~ f(e,2)). Alors, une paramodulation de (1.5 ) dans
la clause (2) produit la clause P(f(c,d)) (4), la variable z ayant été instanciée par d. Une étape

de résolution entre les clauses (3) et (4) engendre alors une contradiction, symbolisée par la
clause vide O (5). ¢

Nous rassemblons ces deux étapes, extension puis remplacement, dans une regle, appelée pa-
ramodulation contextuelle et schématisée par la Figure 2.2, qui permet donc de ne remplacer
qu’un sous-terme (modulo des étapes de E-égalité) du terme a la position choisie. Le contexte
est le terme étendant le membre gauche de I’équation utilisée ; dans ’exemple précédent, f([,d)
est le contexte du remplacement (le symbole || représente un sous-terme vide).

Ajouter cette nouvelle régle d’inférence ne suffit pas pour traiter completement la théorie
F. 11 reste encore des déductions que nous n’arrivons pas a dériver comme le montre I’exemple
suivant.

Exemple 2.3 L’opérateur f étant toujours associatif, le systéme suivant est F-incohérent.

(((lab)=c) (1
(fb,dy~e) (2)
iP(f(c,d)) (3)
~P(f(a,¢)) (4)
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(1) (2)

(3)

Figure 2.3: F-Paramodulation étendue

En effet, I'instance (f(f(a,b),d)~ f(a, f(b,d))) de 'axiome d’associativité de f est réductible
dans son membre gauche par la clause (1) et dans son membre droit par la clause (2), ce qui
permet de déduire que 1’équation (f(c,d)~ f(a,e)) est une conséquence logique du systéme
précédent et de E. De cette nouvelle équation, une contradiction peut étre dérivée entre les
clauses (3) et (4).

Or, nous sommes dans I’impossibilité de montrer cette incohérence, car aucun remplacement
ne peut étre effectué avec nos regles de paramodulation et de paramodulation contextuelle. La
raison en est simple: la déduction précédente a été faite entre une extension de la clause (1) et
une extension de la clause (2), ce qui n’est pas prévu par nos régles. $

La solution est donc d’ajouter une nouvelle régle d’inférence appliquée entre deux clauses éten-
dues, qui consiste & unifier les membres gauches des équations étendues pour déduire 1’égalité
des deux membres droits. Nous avons appelé cette régle paramodulation étendue et la Figure 2.3
schématise son role.



2.2. Regles d’inférence 31

Voici ce que donne cette nouvelle régle lorsqu’elle est appliquée a ’exemple précédent :
q pphq p

Exemple 2.4 (Suite de ’Exemple 2.3) Les deux extensions sont créées ainsi:

(fla,b)~¢) (1) (f(f(z,y),2) > f(, f(y,2)))
(f(ca Z) :f(av f(bq Z))) (lext)
(f(b,d)~e) (2) (f(f(=z,9),2) > f(z, £y, 2)))
(f(f(z,b),d)= f(z,€)) (2eat)
Fnsuite, un remplacement est effectué dans la clause (1..¢), en utilisant la clause (2..), grace
a la substitution {z — a,z — d} qui unifie les termes f(a, f(b,2)) et f(f(z,b),d). La clause
engendrée, (f(c,d) ~ f(a,e)) (5), va permettre de trouver une contradiction entre les clauses (3)

et (4). ¢

Finalement, ces deux nouvelles régles de paramodulation simulent le réle des extensions
de clauses, engendrées habituellement par les axiomes de E. Et comme elles évitent de créer
explicitement ces extensions, elles évitent également la mise en place du contréle classiquement
utilisé pour les gérer [PS81, Wer92, Pau94]. D’autre part, comme nous le verrons dans la suite
de ce chapitre ainsi que dans le chapitre suivant, leur application peut étre limitée grace a des
conditions assez simples.

2.2 Regles d’inférence

Nous définissons dans cette section les regles d’inférence pour les stratégies de paramo-
dulation et de superposition. Elles font appel & un algorithme d’unification dans une théorie
équationnelle F, et utilisent un ordre de simplification total sur les classes de congruence et
E-compatible (E-TSO, Définition 1.15).

2.2.1 Stratégie de paramodulation

Ces regles d’inférence sont basées sur les régles classiques de résolution [Rob65] et de pa-
ramodulation [RW69], et manipulent les extensions engendrées par la théorie équationnelle F
grace aux regles de paramodulation contextuelle et étendue. La stratégie de déduction est dite
ordonnée [Rus89] car, grace a un ordre >, E-TSO, nous vérifions que chaque étape d’inférence
est appliquée entre les littéraux maximaux des clauses concernées, et chaque terme remplacé
doit ’étre par un plus petit.

L’ordre > n’étant pas total sur les termes et les atomes non clos, deux objets peuvent étre in-
comparables; donc, nous nous contentons de vérifier que I’objet devant &étre maximal n’est pas
inférieur ou égal (noté £) aux autres. De plus, la notation L £ D, ou L est un littéral et D une
clause, signifie qu’aucun atome de D n’est supérieur ou égal a ’atome correspondant & L.
Chaque regle fait appel a des clauses dont les ensembles de variables sont disjoints. Un exemple
illustre leur application dans lequel la théorie F représente 'associativité d’un opérateur f:
E = {(f(f(z,y),2)~f(z, f(y,2)))}: pour ne pas surcharger ces exemples, nous supposerons
dans chacun d’eux que les conditions d’ordre sont satisfaites pour un ordre et une précédence
sur les opérateurs donnés.

La premicere regle est la factorisation, ayant pour but d’engendrer des clauses dont le littéral
maximal ne possede qu’une seule occurrence.
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Définition 2.1 (E-Factorisation)

Liv..vI,vD o €Sol({L1=5Lay....,L1=5Ln})
LioV Do Lioc A Do

Exemple 2.5 Une factorisation de la clause P(f(a,y))V P(f(f(z,b),z))V Q(z,y) utilisant
P'unificateur principal {z — a, y — f(b,a)} produit la clause P(f(a, f(b,a)))V Q(a, f(b,a)). &

La regle suivante est la résolution dont nous avons vu une description sommaire au début
de ce chapitre. Dans ce document, nous utiliserons toujours une régle de résolution binaire,
c’est-a-dire ne traitant qu’un seul littéral par clause, contrairement & la régle de résolution de
G.D. Plotkin (cf. Section 2.5.1).

Définition 2.2 (E-Résolution)

A1V Dy A,V Dy si g e SOZ({Al :% Ag})
DIUVD2U AlUﬁDlo'VDgO'

Notons que toute résolution appliquée sur des littéraux équationnels est inutile, car elle équivaut
a une paramodulation suivie d’une réflexion (cf. définitions suivantes).

Exemple 2.8 Si une résolution est effectuée entre la clause P(f(a,y))V Q(y) et la clause
-P(f(f(z,b),2))V @Q(z), avec la substitution o = {z — a, y — f(b,a)}, la clause déduite est
Q(f(b,a))V Q(a). ¢

L’utilisation du prédicat d’égalité a entrainé la création de la regle de paramodulation pour
remplacer les axiomes décrivant les propriétés de ce prédicat. Mais, I'un de ces axiomes n’est
pas traduit par cette régle; il s’agit de la réflexivité (z ~z). La régle suivante évite d’ajouter cet
axiome a I’ensemble initial de clauses. Elle simule une étape de résolution avec (z ~z).

Définition 2.3 ( E-Réflexion)

“(I~r)VD , o € Sol({l=%r})
Do 5 (I=r)o £ Do

Exemple 2.7 Une réflexion appliquée a la clause —{f(a,y)~ f(f(a,b),z))V (f(z,y)~¢c) pro-
duit (f(z, f(b,z))~c), en utilisant la substitution {y — f(b,z)}. @

Il est & noter que seules les regles de résolution et de réflexion peuvent engendrer la clause vide
(0), car ce sont les seules régles qui suppriment des littéraux.

Définition 2.4 (E-Paramodulation)

[ o€ Sol({Lafp, =L 0}) ot py € FPos(Ly)
(llﬁTl)VDl L2v_D2 . (llZTl)O'ﬁDlO'
Lg[pg — 7‘1]0' V _D10' \% D2U LzO‘ ﬁ DQO’ et L20' 7( (11 27‘1)0'

lho £ rio
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Une paramodulation est donc appliquée a une position non variable du littéral Lo, a condition
d’avoir bien orienté I’équation (I3 ~r;). En plus de la maximalité des littéraux utilisés, une
condition précise que ’équation servant au remplacement ne doit pas étre plus grande que
I’atome dans lequel le remplacement est effectué. La condition suivante peut étre ajoutée:

Si le littéral Ly est une équation négative —(ly~rq), il faut vérifier que le rempla-
cement a été appliqué dans le plus grand membre de cette équation, c’est-a-dire, en
supposant que la position py appartient a Iy : o £ rq0.

Exemple 2.8 Une paramodulation de la clause (f(e,y)~c)V (g(y)=~d) a la position 1 du
littéral P(f(z, f(b,2)))de la clause P{f(f(z,b),2))VQ(z,z), utilisant la substitution o = {z
a, y+— f(b, 2)}, produit la clause P(e)V (g(f(b,2)) ~d)V Q(a, 2). ¢

La régle d’inférence suivante est la paramodulation contextuelle, simulant une paramodu-
lation avec une extension, grace a la notion de contexte que nous étudierons dans le prochain
chapitre. Nous avons vu dans la section précédente qu’une extension d’une équation (/~r) était
engendrée grace a une paramodulation dans un axiome (ex~e’) de ¥, & une position p; l'ex-
tension est alors (¢’ ~ e[r],)o, pour un E-unificateur o de [ et e|,. Mais, comme les termes e et
¢’ sont E-égaux, cette extension est équivalente & (e[l],~e[r],)o. Le terme e et la position p
indiquent donc le contexte de ’extension. Plus formellement, nous définissons un contexte par
un triplet (e,p,¢) oll ¢ est une conjonction de problémes de E-unification apparus lors de la
construction du terme e. Cont(l) désigne un ensemble de contextes (e[l],,p,c) associés au terme
[. Pour simplifier les notations dans les regles d’inférence suivantes, le terme e[/}, du contexte
sera noté e.

Nous ne détaillons pas plus cette notion de contexte ici, et nous renvoyons le lecteur au Chapitre 3
entierement consacré & ce sujet.

Définition 2.5 (E-Paramodulation contextuelle)

(e1,p1,¢1) € Cont(ly), p2 € FPos(Lz)
o € Sol({Lalp, =g e1}Uer)

(Zl’:Tl)VDl LQVDQ si (llzrl)aﬁ DIO'
LZLPZ — 61[7‘1]1,1]0' \Y D10' V D20 LQU’ ﬁ DQO' et LQO' 74 (Zl 27‘1)0’
l]U’ ;é ryo

Ve € Var(Lylp,), hodgzo

\

Les conditions d’application de cette régle sont sensiblement les mémes que celles de la paramo-
dulation, En plus, la substitution utilisée doit satisfaire les contraintes d’unification soulevées
lors de I’élaboration du contexte utilisé. La dernieére condition stipule que le terme & rempla-
cer dans Ls|,, ne doit pas avoir été intreduit par la substitution, c’est-a-dire ne doit pas étre
un sous-terme d’un terme associé a une variable; ce test est trés important, car si la condition
n’est pas vérifiée, I'inférence reviendrait a une paramodulation dans une variable, connue comme
source d’inefficacité.

Comme pour la paramodulation, nous pouvons ajouter une condition précisant que toute para-
modulation contextuelle doit s’appliquer dans le plus grand membre des équations négatives.
Bien que {; soit un sous-terme strict de L, nous avons quand méme précisé la condition
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Lyo £ (li~7)o, car la théorie F peut contenir des axiomes ne préservant pas la propriété
de sous-terme.

Exemple 2.9 Une paramodulation contextuelle, appliquée de la clause (f(y,b)~¢)V(g(y)=d)
dans le sous-terme f(a, f(z,d)) de la clause P(f(a, f(z,d))) V Q(z), utilisant le contexte

(f(f(z1,22),23), L, { f(z1,22) :E f(y,b)}) de Cont(f(y,b))et la substitution {z,zs + b, y,z; —
a, 3+ d}, engendre la clause P(f(c,d))V (g(a)~d)V Q(b). é

La derniere regle d’inférence est la paramodulation étendue, simulant une paramodulation
entre deux extensions.

Définition 2.6 (E-Parameodulation étendue)

(e1,p1,¢1) € Coni(ly), (ez,p2,c2) € Cont(ly)
o € Sol({ex =F e2} Uey Uey)

(li~r)V D (la~rg) V Dy . (h~r)oe A Do et (la~re)o X Dyo
(1M1l ~ealralyy )0 VD10V Do ° | Lo o et Lo Arao
Yo € Var(ly), hiodgzo

Ve € Var(ly), lyjodgzo

Cette regle s’applique en unifiant des contextes étendant le plus grand membre de 1’équation
maximale de chacune des deux clauses. Les deux derniéres conditions vérifient que le plus
grand membre d’une équation n’est pas introduit par l'instanciation d’une variable dans ’autre
membre,

Exemple 2.10 Une paramodulation étendue entre les clauses (f(z,b)~c)V (g(z)~z) et
(f(b, f(y,d))~y) V (h(y) ~b), utilisant les contextes (f(f(z1,22),73),1,{f(z1,22) =} f(z,b)})
de Cont(f(z,b)) et (f(y1, f(y2,93)):2, {f(y2,93) =F f(b, f(y, ))}) de Cont(f(b, f(y,d))), et la

substitution {z1,y1 — z, z2,¥2 = b, z3,y3 — f(y,d)}, permet de déduire la clause suivante:

(fle, f(y, d)) = F(2,9)) V (g9(z) >2) V (A(y) =b). ¢

Les exemples que nous avons donnés pour chaque regle d’inférence ne considérent a chaque
déduction qu’une seule substitution solution, mais la plupart d’entre eux possedent plusieurs
solutions et, pour préserver la complétude, il est indispensable d’engendrer une clause pour cha-
cune de celles-ci. La théorie considérée étant ’associativité, un probleme d’unification peut avoir
une infinité de solutions ; par exemple, f(z.a) :% f(a.z) a pour solutions les instanciations de
z par a, f(a,a), f(a, f(a,a)), ...

Pour de telles théories, il est donc nécessaire d’utiliser un semi-algorithme produisant un nombre
fini de solutions, et d’intercaler la production avec d’autres étapes de déduction.

Soit INF I’ensemble des régles d’inférence définies dans cette section, pour la stratégie de
E-paramodulation. Enoncons le théoréme de E-complétude de INF',

Théoréeme 2.7 (Complétude de la E-paramodulation) Si S est un ensemble de clauses
E-incohérent, INF*(S) contient la clause vide.

Ce théoréme sera démontré dans la Section 4.3.
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2.2.2 Stratégie de superposition

La stratégie de superposition est une variante trés intéressante de la stratégie de paramodula-
tion pour faire de la complétion. La principale différence réside dans le fait qu’une superposition
n’est jamais appliquée dans le plus petit membre .’un littéral équationnel. La définition de
cette stratégie se fait donc par ’ajout de régles traitant des remplacements dans les littéraux
équationnels, et surtout par 'introduction d’un nouvel ordre »; de comparaison des littéraux
équationnels, qui ne consiste plus a simplement comparer les atomes correspondants.

Définition 2.8 (Ordre sur les littéraux) [’ordre > entre deuz littérauz est défini par:
® (le’l'l) L (lz.")‘.’l’g) i (llﬁ’l‘l) - (1227‘2),
e (1127'1) I _1(12"17'2) si (1127‘1)>-(122l2) et (119_’7'1)>-(7‘22’I‘2),

e (ly~ry) > (lg~rg) si (li~ry) > (lg~1) et (ly~ry) > (ra~1), ot L représente
une constante minimale pour la précédence, n’appartenant pas a F,

e —(ly~ry) > o(la~ry) st (ly~ry) = (lo~rs).

Toute comparaison entre d’autres littérauz revient a utiliser directement l’ordre > sur les atomes
correspondants.

Cet ordre doit remplacer > dans les regles d’inférence définies pour la stratégie de paramodu-
lation, a chaque fois que des littéraux sont comparés. Il apparait dans les régles sous la forme
L 41, D pour dire qu’aucun littéral de D n’est supérieur ou égal au littéral L.

Définissons maintenant les regles de superposition et de superposition contextuelle. Nous ne
décrivons pas la regle de superposition étendue car la seule différence avec la paramodulation
étendue (Définition 2.6) est I'utilisation de I'ordre sur les littéraux, modification immédiate deés
que ’on utilise la stratégie de superposition.

Définition 2.9 (E-Superposition) Celte régle se substitue a la E-Paramodulation (Défini-
tion 2.4) lorsque le littéral Ly, dans lequel le remplacement est effectué, est de la forme (lg ~13)
ou ~(ly~ry). Outre la manipulation d’un ordre sur les littérauz, les modifications suivantes sont
a effectuer:

e ajouter [yo A roo, en supposant que le remplacement a lieu dans I,

e remplacer Lyo 4 (ly~r1)o par Lyo A1 (i ~r)o.

Définition 2.10 ( E-Superposition contextuelle) Cette régle se substitue d la E-paramodu-
lation conteztuelle (Définition 2.5) lorsque le littéral Ly, dans lequel le remplacement est effectue,
est de la forme (la~73) ou —~(Ila~ry). La condition a ajouter est :

e [,o A roo, en supposant que le remplacement a lieu dans I,

Une nouvelle régle d’inférence doit étre ajoutée au systéme. Elle s’appelle factorisation équa-
tionnelle et a pour but de dériver des clauses dans lesquelles aucun littéral équationnel positif ne
posséde un membre gauche E-unifiable avec le membre gauche de ’équation positive maximale
de cette clause.
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Définition 2.11 (F-Factorisation équationnelle)
o € Sol({l; =% 12})

81 (li~r)o A (la~r)o V Do

Lo A rio

(h~r)V(a~r)V D
(la=rg)oV(ri=ry)oV Do

Ainsi cette régle remplace ['équation maximale par une diséquation (équation négative) formée
avec les deux membres droits.

Soit INF D’ensemble des regles d’inférence définies dans cette section, pour la stratégie
de E-superposition, c’est-a-dire les régles de E-factorisation, F-factorisation équationnelle, E-
résolution, E-réflexion, E-superposition, E-superposition contextuelle et E-superposition éten-
due, auxquelles viennent s’ajouter les régles de E-paramodulation et E-paramodulation contex-
tuelle applicables uniquement dans des littéraux non équationnels. Enoncons le théoréme de
F-complétude de INF.

Théoréme 2.12 (Complétude de la E-superposition) 5: 5 est un ensemble de clauses E-
incohérent, INF*(S') contient la clause vide.

Ce théoréme sera démontré dans la Section 4.4.

La stratégie de superposition que nous venons de définir utilise les régles de la stratégie de
paramodulation. Cependant, il est possible de supprimer les régles de factorisation, paramodu-
lation et paramodulation contextuelle si le seul prédicat utilisé est le prédicat d’égalité. Nous
pouvons remarquer dans un premier temps que la regle de factorisation est inutile lorsqu’elle est
appliquée sur des littéraux équationnels positifs, car des étapes de factorisation équationnelle
puis de réflexion produisent le méme résultat. Les factorisations entre diséquations peuvent étre
évitées en assouplissant les conditions de maximalité des diséquations dans les autres regles d’in-
férence: il suffit de remplacer les symboles A7, par 47, afn de tolérer I’existence de diséquations
E-égales a celle traitée.

Ces modifications apportent un gain car elles permettent d’économiser trois régles d’infé-
rence, mais elles provoquent souvent le remplacement d’une déduction par plusieurs, comme
nous venons de le préciser pour la factorisation de littéraux positifs, mais également pour la
factorisation de littéraux négatifs, car une clause obtenue par paramodulation dans un litté-
ral négatif d’une clause factorisée est alors obtenue apres autant de paramodulations que de
littéraux initialement factorisés. L’avantage est donc discutable.

2.3 Stratégie positive

La stratégie positive est un raflinement de la stratégie ordonnée utilisée dans la section
précédente pour définir les régles d’inférence pour la F-paramodulation et la £-superposition.
Cette stratégie s’appelle «positive » car une majorité d’inférences doit utiliser au moins une
clause positive, c’est-a-dire une clause n’ayant que des littéraux positifs. Ainsi, dans les regles de
paramodulation et de superposition définies auparavant, la clause contenant ’équation utilisée
pour le remplacement doit étre positive, et les remplacements doivent étre appliqués en priorité
dans les littéraux négatifs d’une clause. Définissons plus formellement cette stratégie.
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Définition 2.13 (Stratégie positive) Siune inférence utilise un littéral positif dans une clause,
alors cette clause doit étre positive, c’est-a-dire ne contenir aucun littéral négatif, est le littéral
considéré doit étre mazrimal dans la clause.

Si une inférence utilise un littéral négatif dans une clause, alors ce littéral doit étre mazimal
vis-a-vis des autres littérauz négatifs de cette clause.

Le but de cette stratégie est donc d’éviter "Taugmentation du nombre de littéraux négatifs.
En effet, la clause vide ne pouvant étre engendrée que par suppression de littéraux, et comme les
seules régles d’inférence concernées (résolution et réflexion) n’6tent que des littéraux négatifs,
la stratégie permet de savoir de quel ensemble de clauses trés restreint la contradiction sera
dérivée. Notons cependant qu’il existe une regle créant des littéraux négatifs: la factorisation
équationnelle.
Cette stratégie offre également 'avantage d’étre trés explicite sur I'ordre d’application des régles
d’inférence. Si nous voulons utiliser une équation pour effectuer une paramodulation, il faut
d’abord éliminer les littéraux négatifs de la clause a laquelle elle appartient.

Enumérons les modifications a effectuer dans les régles d’inférence des sections précédentes:

e Factorisation: siles littéraux factorisés sont positifs, alors la clause les contenant doit étre
positive, et ces littéraux doivent étre maximaux; si les littéraux factorisés sont négatifs,
alors ils doivent étre maximaux par rapport aux autres littéraux négatifs de la clause,

o Factorisation équationnelle : appliquée uniquement sur une clause positive (les conditions
de maximalité ne changent pas),

e Résolution : la clause contenant le littéral positif utilisé doit étre positive et ce littéral doit
étre maximal ; le littéral négatif utilisé dans Pautre clause doit étre le plus grand littéral
négatif de celle-ci,

e Réflexion: la maximalité de I’équation négative n’est plus vérifiée que par rappori aux
autres littéraux négatifs de la clause.

e Paramodulation, Paramodulation contextuelle, Superposition, Superposition contextuelle :
la clause contenant I’équation utilisée pour le remplacement doit &tre positive, et cette
équation doit étre maximale dans la clause; si le littéral Lg, dans lequel s’effectue le
remplacement, est positif, alors la clause L,V D, doit étre positive et Lq doit étre maximal
dans celle-ci ; si le littéral L, est négatif, alors ce doit étre le plus grand littéral négatif de
la clause L4 Vv D5,

e Paramodulation étendue, Superposition étendue: elles ne sont plus appliquées qu’entre les
équations maximales de deux clauses positives.

Soit INF un ensemble de regles d’inférence définies dans cette section, pour la stratégie de
F-paramodulation ou de F-superposition. Enongons le théoréme de F-complétude de INF.

Théoréme 2.14 (Complétude de la stratégie positive) Si S est un ensemble de clauses
E-incohérent, INF™(5) contient la clause vide.

Ce théoreme sera démontré dans la Section 4.5.
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2.4 Regles de simplification

Cette section présente des mécanismes indispensables pour l’efficacité des démonstrateurs,
puisqu’il s’agit de regles permettant d’éliminer des informations redondantes. Ces régles peuvent
étre décomposées en deux groupes: celles qui suppriment une clause, comme la subsomption, et
celles qui remplacent une clause par une autre, comme les régles de simplification.

Une notion de redondance plus générale a été définie par L. Bachmair et H. Ganzinger [BG94].
Elle permet d’éliminer une clause si celle-ci est redondante par rapport & un ensemble de clauses.
Nous étudions actuellement 1’adaptation de notre technique de preuve de complétude a cette
notion.

2.4.1 Subsomption

La regle de subsomption consiste & supprimer une clause si elle est redondante vis-a-vis d’une
autre clause. Sa définition, comme toutes les définitions de régles de simplification, fait appel &
un algorithme de filtrage dans la théorie E.

Définition 2.15 (E-Subsomption) Soient C; et C; deuz clauses telles qu’il existe une sub-
stitution p vérifiant: Ci1p Crp Cy (les clauses sont considérées comme des multi-ensembles de
littérauz). Alors, la clause C subsume la clause C;.

Ainsi, la clause C; est subsumée par C) si chaque littéral de C;p apparait dans C, avec le méme
nombre d’occurrences. Donc, la clause C; a au moins autant de littéraux que C;.

L’application de la regle de subsomption consiste a supprimer les clauses subsumées.

Définition 2.16 (Application de la subsomption) Soient Cy et Cy deuz clauses. Si C sub-
sume C3, alors la clause Cq est supprimée.

Considérer les clauses comme des multi-ensembles de littéraux est indispensable, comme le
montre ’exemple suivant.

Exemple 2.11 Soit le systeme de clauses suivant, incohérent dans la théorie vide :

(fla,z)~g(z)) vV (f(z,a) =g(z)) (1)
(g(a)>b) (2)
~(f(a,a)=b) (3)

Supposons que, pour chaque équation, le membre gauche est plus grand que le membre droit. Une
factorisation de la clause (1) engendre la clause (f(a,a}~g(a)) (4). Cependant, si la définition
de la subsomption teste linclusion des clauses comme une inclusion d’ensembles, la clause (1)
subsume la clause (4) (en instanciant z par a). La clause (4) est donc supprimée.

Cependant, il n’est plus possible d’appliquer une seule inférence entre les clause (1), (2) et (3),
car la condition de maximalité du littéral utilisé dans la clause (1) ne serait pas respectée.
L’incohérence du systéme ne peut étre démontrée. é

Nous montrerons (Théoréme 2.21) que ’application de cette régle de subsomption est cor-
recte, bien qu’elle ne fasse pas intervenir la notion de subsomption stricte, habituellement utilisée.
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Une clause est strictement subsumée si elle est subsumée par une clause, mais ne subsume pas
cette méme clause. Par exemple, les clauses P(f(z,y)) et P(z) se subsument mutuellement, si la
théorie E est formée de I'axiome ( f(z,z)~z). La subsomption stricte interdit donc de supprimer
I’une des deux.

Ces problémes de subsomption mutuelle sont résolus par ’application d’une stratégie tres
simple que nous détaillons dans la Section 2.4.4, Ne pas utiliser la subsomption stricte permet de
supprimer les clauses qui sont F-égales, a un renommage de variable pres, a une clause existant
dans ’ensemble de clauses courant.

2.4.2 Simplification conditionnelle

Un deuxiéme type de régle de simplification est la simplification par remplacement, qui cor-
respond en fait & une étape de réécriture dans une clause. Elle ne s’applique que si ’orientation
de ’équation utilisée est certaine. Les régles que nous définissons sont dites « conditionnelles »
car la clause permettant la simplification peut posséder d’autres littéraux que I’équation en
question, a condition bien siir que ces littéraux apparaissent aussi dans la clause simplifiée.
L’ordre utilisé pour comparer les littéraux est noté >, comme pour la stratégie de paramodula-
tion ; mais, lorsque ces régles sont utilisées avec la stratégie de superposition, il faut le remplacer
par >r.

Définition 2.17 ( E-Simplification)

p € E-match(ly, Lajp,) ou py € FPos(Ly)
(lh~r)V D LoV Dy o lip>rmp
La[ps ¢ r1p]V Dy Dy =Div Dy et DipCgD)

(ll D‘;Tl)p < LyVv Dg

Cette regle s’applique donc si [; est filtré dans le sous-terme & la position ps de Ls. L’inclusion
des littéraux de D; dans ceux de D) porte sur les ensembles et non sur les multi-ensembles.
Cela signifie que la simplification est effectuée méme si un littéral a un plus grand nombre
d’occurrences dans D;p que dans DY. La derniére condition précise qu’un littéral de la clause
LoV Do, non utilisé dans D%, doit étre plus grand que I’équation (I3 ~71); ceci est imposé par
notre technique de preuve de complétude.

La régle suivante est le pendant de la paramodulation (ou superposition) contextuelle. Son
énoncé est plus compliqué que la précédente en raison du traitement de I’extension.

Définition 2.18 (E-Simplification contextuelle)

{(e1,p1,21) € Conit(iy), pys € FPos(Ly)

, o L o € Sol(cy) et p € E-match(eio, L]y, )
\ZIETI}\/Ul LoV 1y ,

La[p2 < eilrilp,0p0] vV D2

81 Liop > rop
Dy = D’? \ Dg et Dyop QEDIQ
(hi=r)p < Lyv Dy

Ainsi, il faut d’abord trouver une solution au probleme d’extension de [; pour ensuite filtrer le
terme étendu dans le sous-terme Lj|,,. Comme pour la régle de E-simplification, nous vérifions
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qu’un littéral de L, v DY est plus grand que (I3 ~rq); ce test est trivial si la théorie E respecte
la propriété de sous-terme, mais est indispensable sinon.

Définition 2.19 (Application des régles de simplification) Soient Cy et Cy deuz clauses.
51 Cy simplifie (conteztuellement) Cy en une clause C}, alors la clause Cy est remplacée par sa
simplification C}.

2.4.3 Autres régles de simplification

D’autres regles de simplification sont compatibles avec les stratégies de paramodulation et
de superposition. Par exemple, il est possible de supprimer les tautologies; il en existe deux
sortes: les clauses contenant un littéral E-égal & une identité (s~s); et les clauses contenant
des littéraux complémentaires, i.e. des clauses de la forme LV—L'V D, ou L et L’ sont E-égaux.
Une autre regle importante est la simplification clausale, qui supprime toutes les instances
d’un littéral I dans les clauses si —L est une clause a part entiére. On peut donc supprimer
toute instance de —(z ~z), ce qui est en quelque sorte une réflexion triviale. En fait, une
simplification clausale revient a appliquer une résolution puis a supprimer 'une des clauses
parentes par subsomption.

D’autres transformations sont possibles, comme les simplifications par remplacement
qui consistent & remplacer une clause —(s~t)Vv D par —(s~t)V D', ou D' correspond &
D dans lequel tout sous-terme FE-égal & s a été remplacé par ¢, ceci a condition que s soit
strictement plus grand que £, pour assurer la diminution de la complexité de la clause.

2.4.4 Théoreme de complétude

Soit INF I’'un des ensembles de régles d’inférence définis dans les sections précédentes, ¢’est-a-
dire pour la E-paramodulation ou la F-superposition, et pour la stratégie ordonnée ou positive.
Soit INFg le systéme composé de INF' et des régles de simplification définies dans cette section.

Soit Sy un ensemble de clauses. Une dérivation de 5y est une suite d’ensembles de clauses

So0,51,52,..., ol chaque S;4) est obtenu aprés une étape d’inférence ou de simplification de
INFg utilisant une ou plusieurs clauses de 5;.

Définition 2.20 INF(S) désignant ’ensemble des clauses pouvant étre déduites d’un ensemble
de clauses S en une étape par une régle de INF, une dérivation So, 51,52,... est équitable si
toute clause C' appartenant a (;»; INF(S;) (pour un indice j) est subsumée par une clause C’

de UZZO Szy

Le probléme de subsomption mutuelle de deux clauses est résolu en appliquant une stratégie
de subsomption des clauses les plus récentes d’abord. Soit £ et Cy deux clauses d'un ensemble
S; telles que Cy subsume C3, et Cy subsume Cj. Soient j; et jo les indices minimaux tels que:
Vk € [51.1], C1 € Sk et Yk € [Jo,4], Ca € Sk. Si j1 > jo. la clause Cy peut étre supprimeée; sinon,
la clause (5 peut étre supprimée.

Enoncons le théoréme de E-complétude de INF en présence des regles de simplification.

Théoréme 2.21 Soit S un ensemble E-incohérent de clauses. Alors, toute dérivation équitable
de § engendre la clause vide.

Ce théoréme sera démontré dans la Section 4.6.
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2.5 Comparaison avec des travaux voisins

Cette section est consacrée a la comparaison de nos travaux avec ce qui a déja été fait pour
la déduction automatique modulo une théorie équationnelle. Nous allons plus particulierement
étudier les travaux de G.D. Plotkin [Plo72], U. Wertz [Wer92] et E. Paul [Pau94].

2.5.1 Travaux de G.D. Plotkin

Les régles d’inférence définies par G.D. Plotkin dans [Plo72] incluent la factorisation, car
chacune d’entre elles n’agit pas sur un littéral d’une clause, mais sur un ensemble de littéraux
FE-unifiables. Nous dirons qu’une substitution o est un F-unificateur d’ensembles de termes,
d’atomes ou de littéraux {Ay1,..., Aing}s oo oy {Amas- s Amnn by S

Vi € [lam]3 Vi€ [QJLZ'], A;10=F A, jo

Définition 2.22 (Résolution)

AV.. VA, VD, —Byv...V-aB,, VD,
DlUVDgU

st o est un E-unificateur de ’ensemble d’atomes {Ay,..., An,B1,..., Bn}

La regle suivante permet d’éliminer des équations négatives dont les deux membres sont
E-unifiables. Dans les sections précédentes, nous avons appelé cette reégle « réflexion ».

Définition 2.23 (Trivialisation)

“‘I(Zlﬁ’f‘])\/.“\/’“"(ln’:’l‘n)\/p
Do

st o est un E-unificateur de ’ensemble de termes {l1,r1,....0,,Tn}

La définition de la paramodulation fait appel au calcul d’une paire spéciale, notée <z,t>,
ou ¢ est un terme possédant la variable z & une position p et tel que, pour toute position ¢ dans
t, indépendante de p (p # g-0), t|; est une variable. Notons que toute variable de Var(t) n’a
qu’une seule occurrence dans ¢.

Définition 2.24 (Paramodulation)

(llﬁTl)V...V(anTn)\/Dl Ll\/...\/Lm\/Dz
LioV DyoV Dyo

si, @ chaque littéral L;, correspond un atome P(t;1,...,t;;,...,tip), €t 0 est un E-
unificateur des ensembles {{(ly~7r1)....,(ln~rn)}, {L1,..., L} et {t1 .tz L]},
ot <z,t> est une paire spéciale.

Le littéral L} correspond au littéral L, dans lequel le terme t1,; a été remplacé par
t[.’lf 4 Tl],
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Ces régles d’inférence, bien que définies pour effectuer des déductions dans une théorie équa-
tionnelle £, ne font pas intervenir la notion d’extension ou toute autre notion semblable. Cela
s’explique par les deux remarques suivantes sur la régle de paramodulation :

e Aucune condition d’orientation de ’équation n’est imposée; il est ainsi possible de rem-
placer un terme par un plus grand, ce qui évite (indirectement) 'introduction d’une regle
comme la paramodulation étendue.

@ La construction de la paire spéciale est indépendante du sous-terme dans lequel le rempla-
cement est effectué ; elle dissimule en fait la construction de contextes. En effet, comme les
remplacements sont appliqués juste sous le symbole de prédicat, et non a une occurrence
interne, le terme t de la paire spéciale peut étre construit complétement différemment du
terme t; ;. La version de cette regle de paramodulation pour le cas clos est encore plus
explicite a ce sujet: G.D. Plotkin précise que le terme t; ; est unifié avec un terme w{l,].

Notons également que les paramodulations dans des variables sont autorisées.

2.5.2 Travaux d’U. Wertz

U. Wertz définit dans sa thése [Werd2] un ensemble de régles d’inférence basé sur la stratégie
de superposition pour effectuer de la déduction automatique dans une théorie équationnelle
réguliere E.

Les régles de base utilisées sont la superposition, la réflexion et la factorisation équationnelle,
définies pour la stratégie ordonnée. Elles sont complétées par deux approches Mg et M g pour
traiter les extensions.

Le systéeme Mg

Une nouvelle régle appelée E-closure est introduite ; elle consiste a effectuer une superposition
d’une clause dans un axiome de la théorie E. L’inconvénient immédiat de cette regle est donc
qu’elle permet d’engendrer des extensions de clauses, ainsi que des extensions de ces extensions,
sans aucune restriction.

L’ensemble de ces regles d’inférence est prouvé réfutationnellement complet a condition que
la théorie E soit simple, c’est-a-dire respecte la propriété suivante :

Aucun terme ne doit étre I/-égal 2 I'un de ses sous-termes stricts.

Le systeme Mgy,

Ce second systéme ne contient pas de régle d’inférence supplémentaire. A chaque clause est
associé 'ensemble de ses extensions et des extensions de ses extensions. Il est alors possible
d’appliquer une superposition d’une clause étendue dans une autre clause, pouvant elle-méme
étre étendue si la superposition s’effectue dans une équation positive et au sommet de son
membre gauche.

Mettre a la disposition du systeme d’inférence toutes les extensions des clauses requiert
la mise en place d’un contrdle sévére, afin de calculer I’ensemble des extensions pour chaque
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clause, de modifier ’ensemble de ces extensions lorsqu’une clause est simplifiée, et de vérifier le
bon usage de ces extensions dans les regles d’inférence.

D’autre part, lorsqu’une clause étendue est utilisée, la maximalité de ’équation utilisée est testée
sur la clause étendue, et non sur la clause de départ.

Ce systéme est prouvé réfutationnellement complet a condition que la théorie E respecte la
propriété suivante:

Si un terme s est E-égal 4 'un de ses sous-termes stricts s|p, alors pour tout terme
t, s[t], doit étre E-égal at.

Nous montrerons dans notre preuve de complétude (preuve du Lemme A.2) le probleme ayant
provoqué ’ajout de cette restriction sur la théorie F/, mais nous prouverons que cette condition
est inutile. La seule condition a retenir sur la théorie £ est qu’elle doit étre réguliere.

Notons que la propriété imposée par U. Wertz implique que ia théorie F est réguliére, mais la
réciproque est fausse. Par exemple, la théorie £ = {(f(z,e)~z)} est réguliere mais ne satisfait
pas la propriété précédente: f(e,e) =ge. mais Vi € T(F), f(e,t) =gt est faux.

La preuve de complétude de ces deux systémes est basée sur la technique de construction de
modeles de L. Bachmair et H. Ganzinger [BG90]. U. Wertz utilise une notion de redondance de
clauses plus générale que nous ; cette notion englobe nos regles de subsomption, simplifications.

2.5.3 Travaux d'E. Paul

Les travaux d’E. Paul sont assez proches de ceux décrits par U. Wertz, dans la mesure ot il
définit un systéme de regles d’inférence ayant a sa disposition ’ensemble des ciauses étendues.
Cependant, une regle d’inférence spéciale, appelée paramodulation étendue, est définie pour
appliquer une paramodulation entre deux clauses étendues. E. Paul présente en plus un sys-
téme de regles d’inférence basé la stratégie positive combinée avec la stratégie de superposition.
Cette derniére n’est pas totalement appliquée, car certains remplacements dans le plus petit
membre d’une équation sont permis par une regle spéciale, appelée « merging paramodulation »,
apparaissant dans les travaux de L. Bachmair et H. Ganzinger [BG90] et M. Haberstau [Hab90].

Comme pour le second systéeme d’U. Wertz, ce systéme est prouvé réfutationnellement com-
plet & condition que la théorie E respecte la propriété suivante :

Si un terme s est E-égal a 'un de ses sous-termes stricts s|,, alors pour tout terme
t, s[t], doit étre E-égal a t.

La preuve de complétude est basée sur la rechnique des arbres sémantiques de J. Hsilang et
M. Rusinowitch [Rus89, HR91]. La principale différence avec notre technique de preuve est la
construction de ’arbre sémantique: E. Paul définit un arbre sémantigue sur les classes d’équi-
valence pour la théorie £, alors que nous utilisons 1’arbre sémantique correspondant a la théorie
vide puis sélectionnons une branche consistante avec F.
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Extensions de regles
modulo une théorie équationnelle

La déduction dans une théorie équationnelle F en évitant 1'usage explicite des axiomes

de F oblige a simuler le role de ces axiomes, comme nous venons de le voir dans le chapitre
précédent. Cela se traduit par l'utilisation d’un algorithme de FE-unification, mais surtout par
la manipulation de clauses étendues.
Cette technique fut proposée par G.E. Peterson et M.E. Stickel pour la définition d’un algorithme
de complétion dans les théories équationnelles [PS81]. Elle fut également utilisée dans les travaux
de H. Kirchner [Kir85] et J.-P. Jouannaud et H. Kirchner [JK86] sous le nom de paires critiques
de cohérence.

Deux régles d’inférence pour la stratégie de E-paramodulation utilisent ces clauses étendues:
la paramodulation contextuelle et la paramodulation étendue. Lors de leur définition, nous avons
noté Cont(l) 'ensemble des extensions possibles d’une équation (I~ r) par rapport a [; chaque
élément (e, p, c) de Cont(l), appelé contexte, étend I’équation (I~r) en (e[l],~e[r],).

Dans ce chapitre, nous allons montrer comment construire incrémentalement 1’ensemble des
contextes utiles pour une théorie E, en définissant un algorithme détectant la redondance d’un
contexte par rapport & un ensemble de contextes déja construits. Ce calcul ne dépend que de la
théorie F, c’est-a-dire est effectué indépendamment de I’ensemble de clauses a compléter ou a
résoudre.

Nous terminerons ce chapitre par une étude de la redondance d’un contexte pour une clause
donnée, limitant ainsi les applications des régles de paramodulation contextuelle et étendue avec
cette clause.

3.1 Les extensions vues par les contextes
Rappelons par un petit exemple pourquot étendre des clauses est indispensable.

Exemple 3.1 Soit E la théorie représentant la propriété d’associativité d’un opérateur f. Soient
(fla,b)~c) (1) et P(f(a, f(b,d))) (2) deux clauses. Aucun remplacement ne peut étre effectué
de (1) dans (2), cependant la clause (2) est E-égale a la clause P(f(f(a,b),d)) (2) dans la-
quelle le sous-terme f(a,b) peut étre remplacé par ¢ pour obtenir P(f(c,d)). Etendre la clause
(1) consiste & trouver un terme e[-},, appelé contexte, tel qu'une paramodulation appliquée de
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(e[f(a,b)]p~e[c],) dans (2) engendre P(f(c,d)) (olt une clause qui lui est E-égale). Dans cet
exemple, le contexte est f(-,z).

Le cas que nous venons de voir est simple car nous n’avons utilisé que des clauses closes. Mais,
si la clause (2) est P(f(u,v)), ol u et v sont des variables, la clause P(c) peut étre engendrée,
mais il est également indispensable de pouvoir engendrer les clauses P(f{c,z)), P(f(z,c)) et
P(f(z, f(c,y))), grace aux contextes respectifs f(-,z), f(z,-) et f(z, f(-,y)), car elles seules
permettent de trouver une contradiction si I'une des clauses suivantes est présente: = P( f(c, d)),

~P(f(d,c)) ou ~P(f(d, f(c,d))). ¢

3.1.1 Construction des contextes

Un contexte est un triplet composé d’un terme, d’'une position non variable dans ce terme,
et de 'ensemble (i.e. la conjonction) des problémes de E-unification apparus au cours de la
construction du terme.

La Figure 3.1 décrit récursivement la construction des contextes par rapport aux axiomes de
la théorie E. Un premier ensemble de contextes, noté Contg, représente les contextes initiaux,
c’est-a-dire désigne les positions internes non variables des membres des axiomes de FE. Les
ensembles Contry; (ol k > 0) représentent les contextes issus de ’empilement d’un élément de
Contp & un contexte de Contg, aprés renommage des variables. L’ensemble Cont(l) contient les
triplets (e,p,c) des Conty (k > 0) pour lesquels le terme [ est unifiable avec le sous-terme a la
position p de e.

Ainsi, une extension d’une équation (I ~r), ou [ est supposé plus grand que r, est une équation
(ell]lpe[r],) telle que le contexte (e,p,c) appartient & Cont(l); les seules instances de cette
extension pouvant étre utilisées sont celles qui satisfont c.

Conty = { (e,p,0) | e~e)ou (e~e)e FE, pe FPos(e)etp#e}

Contryr = { (erealpy, P1-p2, coU{erlp, = €2}) | (e1,p1,0) € Conto,
(e2,p2.¢2) € Conty, et Sol(caU{er]p, =g ea}) # 0}

Cont(l) = { (e, p, cUfely=k1}) | (e,p.c) € UpoCont, Sol(cUfel,=51})#9}

Figure 3.1: Construction par récurrence des contextes

Cet algorithme s’arréte lorsqu’un ensemble de contextes Cont,, est vide. Mais, pour de tres
nombreuses théories, une infinité de contextes est engendrée par cet algorithme ; c’est pour cette
raison que nous étudierons par la suite une notion de redondance d’un contexte par rapport a
un ensemble de contextes déja créés (notion qui devra étre intégrée a cet algorithme).

Donnons un exemple de calcul de contextes.

Exemple 3.2 Soit F la théorie représentée par les propriétés d’associativité et de commutativité
d’un opérateur f:

E = { (f(f(z,y),2) = (2, f(y,2))), (f(z,9)~f(y,2)) }

L’ensemble des contextes initiaux Contg est:

{ (f(f(zy9),2),1,0), (f(=, f(y,2)),2,0) }
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Les contextes de Cont; calculés & partir du premier contexte de Conigy sont:

{ (F(F(f(2,9),2),2), LLAf(@',¢) = f(f(=,9),2)}),
(f@@, f(f(z,y), 2)), 2.0, {f(y, 2) = F(f(=,9),2)}) }

Les contextes de Cont, calculés a partir du second contexte de Conty sont :

{ (f(f(Q, f(@/', Z))’ ZI)? 1.2, {f(.’c‘,, y!) :?};; f(:L‘, f(y7 z))})v
(f(', f(z, f(y,2))), 22,{f (v, 2") =F f(=, f(y,2))}) }
En continuant d’appliquer ’algorithme de la Figure 3.1, nous construisons 8 contextes dans
Cont,, 16 dans Conts, et ainsi de suite. é

L’algorithme décrit dans la Figure 3.1, appliqué sur la théorie AC de I’exemple précédent en-
gendre une infinité de contextes. Cependant, il est bien connu qu’une seule extension est néces-
saire pour cette théorie. Cela montre bien que I’algorithme ne peut étre utilisé sous sa forme
actuelle, et motive ainsi les définitions d’algorithmes détectant la redondance de contextes dans
les Sections 3.1.4 et 3.2.

3.1.2 Variante de la construction des contextes

Le calcul des contextes décrit dans la Figure 3.1 pourrait étre syntaxiquement simplifié:
il n’est pas indispensable de conserver les problémes de F-unification rencontrés lors de la
construction ; il suffit de tester la E-unifiabilité a chaque étape. Ainsi, pour une équation (I ~r),
tout contexte de Cont(l) est de la forme (e, p, ), et 'extension correspondante est I’équation
(elllp~elr]p).

Cette simplification est correcte, car tout contexte possédant des contraintes d’unification
est une instance du méme contexte sans ces contraintes. Mais cela signifie qu’une instance d’un
contexte peut é&tre utilisée alors qu’elle ne respecte pas les contraintes d’unification accumulées
lors de sa construction. De plus, la version non simplifiée a ’avantage de détecter les cas ol
aucune solution n’est utile, comme le montre ’exemple suivant :

Exemple 3.3 Soit F la théorie représentée par 'axiome ( f(z,e) ~z). Conty contient le contexte
(f(z,€),2,0) et Cont; contient le contexte (f(z,f(y,e)),22,{f(y,e)=ge}), issu de I'appli-
cation du contexte (f(y,e),2,0) dans le sous-terme e (position 2) du contexte (f(z,e),2,0).
Or, la seule solution de la condition de E-unification est {y — e}, et le contexte est en fait
(f(z, f(e,e)),22,0). L’algorithme de redondance gue nous développerons dans la Section 3.2
permettra de montrer la redondance de ce contexte, car le sous-terme f(e,e) est E-égal au
sous-terme a la position 2-2, e,

Or, si nous ne tenons pas compte du probleme de E-unification posé lors de la construction
du contexte de Conty, celui-ci devient { f(z, f(y,e}),2:2,0) et n’est pas redondant. é

Pour les raisons que nous venons d’énumeérer, nous conserverons les contraintes de £-unifi-
cation dans les contextes.

3.1.3 Couverture totale des contextes

Nous avons défini dans la Figure 3.1 un algorithme de construction de contextes a partir
d’une théorie équationnelle E. L’utilisation de ces contextes dans les regles d’inférence a pour but
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d’éliminer toute manipulation explicite des équations de F, lors de la construction des extensions
en particulier. Cependant, nous devons vérifier que ces contextes expriment complétement la
théorie £ ; c’est le but de cette section.

La preuve de cette propriété sera effectuée sur les termes clos, car nous 'utiliserons dans la
preuve de complétude des systémes d’inférence, preuve réalisée dans le cas clos. La propriété
que nous voulons montrer est la suivante: si un terme clos ¢ est réduit par une équation close
(l~r) (ou I'une de ses extensions) a une position p (I étant plus grand que r, pour un ordre
donné), alors, pour tout terme clos t' E-égal a t, ¢’ et t[r], peuvent &tre réduits en deux termes
E-égaux par ’équation (I~ 7) et ses extensions calculées & partir des contextes.

Pour rester le plus général possible, nous n’utiliserons pas la notion citée ci-dessus de réduc-
tion par une équation bien précise. Nous dirons que le terme ¢, dont un sous-terme est F-égal a
un contexte e[l], de [ (ot p peut étre la position vide ¢, i.e. e[l], =), est transformé (ou réduit)
en t[e[-],]; la transformation consiste donc & remplacer le sous-terme de ¢ par le contexte dans
lequel [ est remplacé par une nouvelle constante, symbolisée par “-”. Nous montrerons alors que,
pour tout terme t', F-égal & t, t[e[-],] et t' peuvent étre transformés en deux termes E-égaux.
Mais introduisons d’abord quelques notations et notions nouvelles.

Une étape de F-égalité entre deux termes clos ty et 12, & une position py, utilisant un axiome
(e1~~¢€]) de F et une substitution o, est décrite ainsi:

D . \
31 <—-——-—i,———> to sl tlgpl =e107 et Iy = tl[eli(fﬂpl
€1 ﬁel, o1
Les deux termes t; et t, étant clos, la substitution o; instancie toutes les variables de e; et €] ; il
ne s’agit donc pas d’un simple filtrage de e; dans t;|p,, mais aussi de e} dans ¢3]p,, car la théorie
E peut ne pas étre réguliére et certaines variables de €} ne pas apparaitre dans e;. Lorsque les
détails d’une étape de F-égalité ne sont pas importants, nous la notons simplement <.

Un ensemble de contextes C; associé & un rerme [ est un ensemble de couples (e}, p;), ol e est
un terme clos et p; une position (éventuellement vide) dans e, tels que €|, =g . Cet ensemble
contient en fait les instances closes des contextes de Cont(!), ainsi que le couple (I, ¢).

Un algorithme de calcul de contextes est un algorithme qui associe a tout terme clos / un
ensemble de contextes (.

Soit C; un ensemble de contextes. Nous définissons la relation —¢, g par:

t1 —c,pta si (e, pr) € Ci, 3g € FPos(th), 1

¢ =E €, t2 - tl[el[']Pl]q

Cette relation, appliquée a un couple (e;, p;) et une position ¢, est notée: ¢y ——}?e, o). E 2
Précisons que les clotures transitive et réflexive transitive d’une relation — seront notées —7 et
—™ respectivement.

Le but de cette section étant de montrer que les contextes expriment totalement la théorie
E, rappelons la propriété que nous allons montrer:

Si un terme t est réductible en un terme t; par la relation —¢, g, alors pour tout
terme t, F-égal 4 t, 1, et t; sont réductibles par —¢, g en deux termes E-égaux.

Cette propriété est appelée E-fermeture de —¢, g. Pour prouver qu’elle est vérifiée, nous aurons
besoin d’une propriété intermédiaire, appelée E-fermeture locale, qui differe de la F-fermeture
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par I’hypothése qu’il ne doit exister qu’une étape de E-égalité pour passer de t a t5. Ces deux
propriétés sont décrites dans la Figure 3.2.

t <——— —
Cz,El : CLE
N \{, .
i Ci B i ty C,?Eé*
CLE = CLE * ;
v . A ¥ Y
LN ! * J
tl < i > t? t’i s E> t2

Figure 3.2: E-fermeture locale et E-fermeture de —¢, g

Les définitions de ces propriétés sont assez proches des notions de E-cohérence et E-cohérence
locale données par J.-P. Jouannaud et H. Kirchner dans [JK86]. Les principales différences sont :

1. Dans nos deux définitions, le terme ¢, peut étre directement E-égal a ¢}, alors que les
définitions de F-cohérence obligent a ce que 5 soit réduit au moins une fois. Comme nous
le verrons plus tard, cette différence vient du fait que nous ne nous restreignons pas a des
théories équationnelles réguliéres, et que la propriété de E-compatibilité n’est pas requise
pour l'ordre.

2. Dans la définition de la F-fermeture, nous ne considérons qu’une seule étape de réduction
entre t et 1, alors que la définition de E-cohérence précise qu’il peut y en avoir plusieurs.

Un ensemble de contextes C est dit couvrant si, pour tout terme clos [, la relation —¢ g est
F-fermante. ‘

Proposition 3.1 L’algorithme de calcul de conteztes décrit dans la Figure 3.1 construit un
ensemble couvrani.

La preuve de cette proposition est effectuée en deux étapes. La premieére consiste & montrer
que, pour tout terme clos /, la relation —¢, g est localement E-fermante (Lemme 3.2). La seconde
étape consiste a montrer la F-fermeture de la relation —¢, g (Lemme 3.3).

Lemme 3.2 Pour tout terme clos I, la relation —¢, g est localement E-fermante.

Preuve: Selon I’algorithme décrit dans la Figure 3.1, 'ensemble C; associé au terme [ est:
Cr={{l,e)yu{(er,p) | (e.p.c) € Cont(l), T € Sol(c)}
Soient ¢ un terme clos, (e;,p;) un élément de C;, et (e ~¢') une équation de F tels que:
D — )
(e ). B '; g
v
tled-1lg

Tout au long de cette preuve, nous omettrons volontairement de préciser que la constante
“” se trouve a la position p; de e;, afin de ne pas surcharger les notations.
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1. Si les positions p et q sont indépendantes : le terme & la position g dans t[e’o], peut

étre réduit par —(, g, pour obtenir un terme E-égal a t[e;[-]],.
tle'o],
(elypl)1Eiq

el lly 5 telsledl

5

. Sip = q-o (ou o peut étre la position vide €): cela signifie que I’étape de E-égalité

a été appliquée au niveau, ou en-dessous, du sous-terme a la position g de t. Donc,
le sous-terme & la position q de t[e’o), est toujours E-égal & e}, et la réduction peut
donc y étre appliquée.

tle'o],

q
{er,p1). B

. Si g = po (ot 0 # ¢): I'étape de E-égalité a été appliquée au-dessus de [’étape

de réduction dans t. Il faut alors différencier deux cas, selon que la réduction a été
appliquée 4 une position variable ou non de e.

(a) Sip € FPos(e), la réduction a été appliquée & une position non variable de e.
Selon notre algorithme de construction de contextes, e[e;] fait partie des contextes
de Cont(l), et donc le couple (ele;], 0-p;) appartient & C; ; il peut alors étre utilisé
pour réduire t[e'c], en t[e[-]],.

tle'o],
P
(elei),om) E
tlei[]lg = tle[ei] ]lo)p

(b) Sip ¢ FPos(e), la réduction s’est produite dans un terme créé par la substitution
0. Soit z la variable de e concernée, instanciée par un terme s dont un sous-terme
est F-égal 4 e). En réduisant toutes les autres occurrences de la variable = dans
eo, nous obtenons un terme tleo’],, ot la substitution ¢’ ne différe de o que par
Daffection de s[ey[-]] & la variable z. L’étape suivante consiste a réduire le terme
tle’c] en t[e’o’]; mais, si la théorie E n’est pas réguliére, il est possible que la
variable = n’ait aucune occurrence dans €.

i. Si z € Var(e'), le terme t[¢’c] peut effectivement étre réduit en tle'c’], qui
est F-égal a tlec’].

tle'ol,
|
t[el[']]q (er.p1),E l +
s |
| R — P
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ii. 5iz ¢ Var(e'), aucune réduction n’a a étre appliquée dans le terme t[e'o], et
comme o’ ne différe de o que par ia valeur associée & z, les termes t[e’o] et
tle'o’] sont égaux, et donc E-égaux a t[eo’].

Dans chaque cas, nous avons montré que les termes t[e;[]], et t[e’c], pouvaient étre réduits
par —¢, g en deux termes E-égaux. La relation —¢, g est donc localement E-fermante, et
ceci pour un terme | quelconque. O

Lemme 3.3 Pour tout terme clos l, la relation —¢, g est E-fermante.

Preuve: La relation —¢, g est E-fermante si, étant donné un terme t réductible par —(., ) £
(ot (e, p1) € C;) en un terme tle-]], pour tout terme t' E-égal a1, t' et t{e,[-]] sont réduc-
tibles par —¢, g en deux termes F-égaux. Décrivons la situation de départ en décomposant
la E-égalité de t et t' en un nombre fini d’étapes de E-égalité.

D1 P2 3 Pn
i - 1 = - 12} oo tn-1 -, = t
i €1 X ¢y, 01 e ey, 02 EnX€hy On
(6z,P1),Elq
tler-]]q

La preuve de la propriété de F-fermeture se fait en appliquant récursivement la propriété
de FE-fermeture locale en partant du termet, a chaque fois que ’on va rencontrer un terme
duquel partent une étape de F-égalité et une réduction par —¢, E.

Décrivons la situation aprés avoir appliqué la propriété de E-fermeture locale sur le terme
t, selon les cas soulevés dans la preuve du Lemme 3.2

Cas 1. Le terme t; est réductible a la position q par —(e,ym),E €0 un terme E-égal a
tlei[-]lq- La E-fermeture locale doit alors étre appliguée pour i1, entre cette réduction
et la E-égalité avec iq.

Cas 2. Le terme t; est réductible a la position q par —(., »,) g en tle,[]];. La E-fermeture
locale doit alors étre appliquée pour ty, entre cette réduction et la E-égalité avec t5.

Cas 3a. Le terme t; est réductible a la position q par —(c,(e,],0-0,),2 €1 t[ex{e]-]]olp, - La E-
fermeture locale doit alors étre appliquée pour ty, entre cette réduction et la F-égalité
avec to.

Cas 3(b)i. Le terme tle[]], est réductible par —ep),E €1 N terme tle1of]p,. Le terme

5 : ; 5 PWE T
i1 est réductible en au moins une étape par ~(espy),E €1 un terme tlefoq]p, ; nous
noterons ty[e;[']] le terme issu de la premiére réduction par —(c, ;) g, car la position
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de la réduction n’est pas connue. La propriété de E-fermeture locale doit alors étre
appliquée sur ty, entre la premiére réduction par —(erp0),E €t la E-égalité avec t,. -

¢ 2 t £ s
; 612’61y0‘1 i 8226270'2
(El,pl\),E‘]&q (elvpl)vEl
ted 1l el ]
(Elvpl)lEl* (elvpl)yEl*
r Y

tlerol]py, =———t[e] o]

1 101

P e 261, 0_{ [ ]pl

Etudions les différentes possibilités pour cette E-égalité, car certains cas sont relati-
vement complexes.

Cas 1. Sit; est réductible en un termet, E-égal at)[e)[-]], les étapes de E-fermetures
locales suivantes s’appliquent sur ty, entre la réduction en t, et la E-égalité avec
ts, ainsi que sur t[e)[-]];, entre les éventuelles réductions par —(c, p,) £ et la E-
égalité avec t}.

Cas 2. et 3a. Sit, est réductible en t\[e)[-]], I'étape de E-fermeture locale suivante
s’applique sur ty, entre la réduction en t[e;[-]] et la E-égalité avec 3.

Cas 3(b)i. La situation est décrite dans le schéma ci-dessous.

y . P2

tleor]p, = t1 = tile2oz]y, ; l2

i €z 2’62, o2 l
<ez,pz>,El
t1 e ]] (1), E | +
- \
(e1,m),F (e, p1),C
P2

t[ellai]m t [820'3]1,2 / tl[egg’Z]P2

ez~ eh, o

Le probléme qui parait se poser vient de la réduction possible du terme t;[e;[-]] de
deux maniéres différentes par —(, ) g- Il semble qu’une propriété de confluence
soit nécessaire.
Cependant, ces réductions s’appliquent dans des variables de €] et de eq, au
niveau de sous-termes F-égaux a e;. Plus précisément, ces sous-termes sont égaux
(syntaxiquement, i.e. pas E-égaux) au sous-terme dans lequel la réduction a été
appliquée pour transformer ty en t;[e/f-]].
Donc, les termes t[elai],, et t1[eqol],, peuvent étre réduits par —(e, p) E €0 un
méme terme tj.
La propriété de E-fermeture locale doit alors étre appliquée sur les termes tg,
t[eilgi]pl et t1[€QUé]P2"

Cas 3(b)ii. Sit, est E-égal a t][e)[-]], ’étape de E-fermeture locale suivante s’ap-
plique sur tj[ej[-], entre les éventuelles réductions par —(c, 5,5 et la E-égalité
avec ty. Si le terme t{[e)[-]] n’est pas réduit par —(,, ) g, alors tz est E-égal a

te101]p,-
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L’application du cas 3(b)i de E-fermeture locale sur le terme t est donc compatible
avec tous les cas de E-fermeture locale applicables sur le terme 1.

Cas 3(b)ii. Le terme t[e;]']], est réductible par —(, ) g en un terme E-égal a1y, et donc
E-égal at'. La propriété de F-fermeture est donc satisfaite.

Nous avons ainsi montré comment appliquer récursivement la propriété de F-fermeture
e 7 ’ .

locale pour obtenir finalement que les termes t[e;[-]] et t' se réduisent par —(c, ) £ en

deux termes F-égaux. O

Ceci cl6t la preuve de couverture de la théorie E par ’ensemble des contextes construits dans
la Figure 3.1.

Voici un exemple d’application récursive de la propriété de F-fermeture locale entre deux
termes E-égaux. Notons que la théorie équationnelle utilisée n’est pas réguliere, et que ’ensemble
des axiomes la représentant n’est pas canonique sur les termes clos.

Exemple 3.4 Soit F la théorie des groupes représentée par les axiomes suivants:

(z*y)xz >~ zx(yxz) (1)
rx0 ~ =z (2)
rei(z) ~ 0 3)

Considérons le terme clos 0 x ¢(¢(a)), ol a est une constante, et considérons que le sous-terme
i(a) est réductible. Le probleme que l'on se pose est de faire la correspondance entre ce terme
réductible et le terme a, qui est E-égal & 0 % ¢(i(a)). Détaillons la preuve de F-fermeture de
'ensemble de contextes C;(,)-

0*i(i(a)) H(;) (a* z(a)) * 1(i(a)) <_(1£_)—) a* (i(a) * i(i(a))) (T:T a 0 (;)
(i(a).e). B 21 (i(a)e) B 21 (i(a).0),B 221 e
1 v v 2,
0 % 1( )f\(3)1> (a*i(a))«i(+) <§1¥ ..... - % (z(a) % i( )2 )
3 i(a),e ,E . 4
(axi(a),2),E™ ~ N ‘ {t(a)e) v?i/
(ax)ail) <= == == ax(-xi()

(1)

Cette preuve de E-fermeture entre les termes 0 * i(¢(a)) et @ nous donne en plus la marche a
suivre pour résoudre des systémes £-incohérents, comme par exemple

{ (ita)=b), P(0xi(b)), ~P(a) }

o nous retrouvons une équation traduisant la réductibilité de i(a), une clause contenant G *i(b)
et une derniere contenant a.

II faut donc appliquer une paramodulation contextuelle de (i(a)~b) dans P(0xi(b)), ala position
1.1, avec le contexte (zxi(z),2,0) et la substitution {z — a} ;la clause déduite est P((axb)*i(b)).
Une résolution entre cette derniére clause et = P{a) engendre alors la clause vide. é
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3.1.4 Notion de redondance

La définition du calcul des contextes donnée dans la Figure 3.1 est relativement primaire. Elle
ne peut étre mise en ceuvre efficacement sans introduire la notion de contextes inutiles. Cette
notion est tres liée au test de convergence des paires critiques de cohérence de H. Kirchner [Kir85]
dans les techniques de complétion, mais notre méthode offre ’avantage de les détecter & ’avance,
c’est-a-dire avec pour seule donnée la théorie £.

Considérons I’exemple ou F contient les propriétés d’associativité et de commutativité d’un
opérateur f.

Exemple 3.5 (Associativité et commutativité) Soit F la théorie représentée par I’ensemble
d’axiomes {(f(f(z,y),2)~f(z, f(y,%2))), (f(z,y)~f(y,z))}, ensemble initial des contextes
est:

Conty = {(f(f(z,y),z),l,@), (f($,f(y72)),2,®)}

Nous obtenons donc déja deux solutions, alors qu’il est bien connu qu’une équation ({~r) ne
s’étend que d’une seule manieére dans les théories AC, (f(l,2) ~ f(r, z}), c’est-a-dire en ajoutant
une nouvelle variable z liée & [ et 7 par 'opérateur AC f.

Les deux solutions trouvées nous disent que cette nouvelle variable peut étre ajoutée soit & droite
(premiére solution), soit & gauche (seconde solution) du terme {: f(I,z) et f(z,l). Or, ces deux
termes sont AC-égaux a un renommage de variables prés. L’une de ces deux solutions est donc
inutile, et ’ensemble initial des contextes Contg est réduit a { (f(f(z,y),2),1,0) }. é

Nous venons donc de montrer que certains contextes sont redondants, car F-égaux a un autre
contexte, modulo un renommage des variables. Cependant, d’autres contextes sont inutiles,
comme le montre I’exemple suivant, toujours avec les théories AC.

Exemple 3.6 (Suite de ’Exemple 3.5) Nous avons montré que Contg était réduit a un seul
contexte, (f(f(z,y),2),1,0). Calculons Cont, : considérant les contextes (f(f(z1,¥1),21),1,0)
et (f(f(z2,¥2),%22),1,0), renommages de I’élément de Conty, le contexte suivant appartient &
Conty :

( F(F(f(z2,92),22), 21), 11, {f(21,91) =5 f(f(z2,%2),22)} )

Or, le terme f(f(f(z2,¥2),22),21) n’est pas AC-égala f(f(z,y),z)a un renommage de variables
prés. Cependant, nous pouvons remarquer qu’il est AC-égal au terme f( f(z2,y2), f(22, 21)), dans
lequel le sous-terme f(z3z,y2) (ol le remplacement doit avoir lieu) est resté inchangé et s’est juste
déplacé de la position 1-1 & la position 1. Ce terme est moins général que f(f(z,y), z), car il en
est une instance par la substitution {z — z,y > y2.2+— f(22,21)}.

Toute extension utilisant le contexte de Conty est donc une instance d’une extension utilisant le
contexte de Contgy. Le contexte calculé pour Conty est ainsi redondant, et il n’existe qu’un seul
contexte, c’est-a-dire qu’une seule maniére d’étendre une équation, pour les théories associatives
et commutatives. @

Alinsi, les contextes redondants ne sont pas simplement définis par un renommage des va-
riables, mais par un filtrage. Donnons une définition de la redondance d’un contexte {sans
contraintes d’unification) lorsqu’elle est détectée a une position p du terme le composant.

Définition 3.4 Un contexste (e1,p1,?) est redondant 4 une position p pour un ensemble
de conieztes C si p € FPos(e1) et py = p-q (ot g est une position non vide), et s’il eriste un
contezte (eq,pa,c2) dans C et une solution o de cy tels que:
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Un contexte (e, p;, ) est E-redondant pour un ensemble de contextes C si,
1. soit (e, p1,®) est redondant au sommet pour C,
2. soit, pour tout terme e}, F-égal a une instance close e;o de ey,

(a) il existe une position p} dans FPos(e]) telle que (e, p},B) est redondant au
sommet par (e, p1, ), ou bien

(b) la représentation e} du contexte (e1,p;,0) est E-redondante & une position
p’ pour C.

Un contexte (e;, p1, ¢1) est E-redondant pour un ensemble de contextes C si, pour toute
solution o¢ de ¢y, (e101,p1,0) est E-redondant pour C.

Figure 3.3: E-redondance d’un contexte (version simple)

e eol]p,0 =k (e1lp)[]y, afin de garantir "équivalence des termes ey et ey,

® (ealp,)0 =E e1|p,, pour s’assurer que les sous-termes ou ont lieu les remplacements sont
bien équivalents.

(e1,p1,0) est dit redondant en p pour C, par (e20,pq,0). Le contexte (ey,p1,9) est redondant
au sommet si p = €. Notons que la substitution o, en plus d’éire solution de cy, est un filtrage
de e; dans e;.

La définition suivante introduit une notion de redondance trés différente de la précédente,
puisqu’elle s’applique & un terme clos €| et pour un contexte (ej,p;,?) donné. Ce terme clos
est appelé une représentation du contexte, car il représente un terme dans lequel le contexte
pourrait étre appliqué. Dire que €] est F-redondant pour le contexte (ey,p1,?) signifie que ce
dernier n’a pas besoin d’étre appliqué dans un terme égal a €].

Définition 3.5 Soit (ey,p;,0) un contexte. Soit €] un terme clos et o une substitution close
tels que €/ est E-égal d eyo. La représentation €} du contezte (e1,p1,9) est dite E-redondante
a une position p pour un ensemble de contextes C s’il existe un terme ey E-égal a )}, et une
position py dans FPos(ey) iels gue :

e (eg,p2,0) est redondant au sommet pour C, par un contezte (e, p3,¥),

e (e10,p1,0) est redondant au sommet par (€}|es],, p-ps, ).
1l faut noter que la position p peut éire la posiiion vide.

La Figure 3.3 décrit un algorithme permettant de reconnaitre quelques contextes redondants
pour la théorie E. Cet algorithme est assez simple, mais il n’est efficace que sur des théories
respectant la propriété de sous-terme, c’est-a-dire telles qu’un terme n’est jamais E-égal & I'un
de ses sous-termes. Nous détaillerons dans la prochaine section (Section 3.2) un algorithme plus
complexe permettant d’identifier un grand nombre de contextes redondants supplémentaires,
particulierement dans ces théories ne respectant pas la propriété de sous-terme.
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Lemme 3.6 L’ensemble de contextes calculé par Ualgorithme de la Figure 3.1, muni de la dé-
tection des contextes E-redondants décrite dans la Figure 3.3, est couvrant.

Preuve: Il n’est pas besoin de reprendre en détail la preuve de E-fermeture des ensembles
de contextes décrite dans la section précédente (Section 3.1.3), car la E-redondance d’un
contexte exprimée dans la Figure 3.3 peut étre interprétée comme suit.

1. §’il existe un contexte (ez,p2,0) dans C tel que tout remplacement avec le contexte
(e1,p1,0) est une instance d’un remplacement avec ce contexte (e, p2,0), alors utiliser
ce contexte (ez,pe,0) au lieu de (ey, p1,) produit exactement le méme résultat.

2. Portons notre attention sur les termes dans lesquels le contexte (ey,p;,®) pourrait
étre appliqué. La premiére remarque que nous pouvons faire est que ce contexte n’a
pas besoin d’étre utilisé avec les termes qui sont des instances de ey, car le remplace-
ment peut étre effectué directement a la position p;. Nous pouvons généraliser cette
remarque en déclarant (ey,p1, ) inutile si tous les termes dans lesquels il pourrait
étre appliqué peuvent étre traités sans contexte ou par un autre contexte de C. Mais,
effectuer ce test pour tous les termes F-égaux a ey ne suffit pas, car un terme E-égal
a une instance de e; peut ne pas étre une instance d’un terme FE-égal & e1. Ainsi, le
contexte (ey, p1, D) est E-redondant si, pour tout terme e; E-égal & une instance close
€10 de ey,

(a) soit un terme E-égal 4 e1],, apparait & uue position p} de €}, i.e. le remplacement
peut étre directement effectué a cette position, mais il faut vérifier en plus que
le résultat est identique & celui obtenu en appliquant le contexte (ey,p1,0),

(b) soit un contexte de C peut étre appliqué & une position p’ de €} pour obtenir le
méme résultat qu’en appliquant le contexte (e1,p;,D) au sommet de €.

Dans la pratique, vérifier le second point ne consiste pas a étudier toutes les instances
closes de ey, mais plus simplement & énumérer les différentes formes que peuvent prendre
ces instances. Nous pouvons d’ailleurs noter que, si le contexte (ey,p1,0) est redondant &
une position p # € par un contexte (e, p2, ), alors toutes les représentations €] =g e;o
telles que

3’ € FPos(e), ellpy =gleilp)o et ey =peil]po

sont E-redondantes & la position p’ par le contexte (ey0, p2,0). O

Le calcul des contextes défini dans la Figure 3.1 doit étre appliqué en tenant compte de
cette définition de redondance. Un algorithme simple serait, pour chaque contexte nouvellement
construit, de vérifier qu’il n’est pas E-redondant pour ’ensemble C des contextes déja construits,
puis d’6ter de C les contextes devenus £-redondants par l'ajout de ce nouveau contexte. Il
serait méme intéressant, lors d’une inférence avec contexte, de vérifier que linstance utilisée du
contexte, et méme la représentation de son terme dans la clause ol le remplacement doit avoir
lieu, n’est pas redondante.

Détaillons quelques exemples de calculs de contextes utiles.

Exemple 3.7 (Associativité) Soit £ = {(f(f(z,y),2)~ f(z, f(y, 2)))}. L’ensemble initial des
contextes est:

Conty = { (f(f(xﬂ y),Z),L@).) (f(:c.,f(y,z)),Q,(D) }
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Aucun des ces contextes n’est F-redondant pour l'autre. Le calcul des contextes au niveau
suivant donne:

(F(f(f(z2,92)s 22), 21), 1L, {f(zr, 1) =F F(f(22,92), 22)} )
( f(xlv f($27f(y2az2)))a 2.2, {f(ylazl):?E f(‘T?ef(yZ?ZZ))} )
( f(f(=z2, fly2, 22))s 1), 12, {f(z1,91) =F f(z2, f(y2,22))} )
( flzr, F(f(z2,92), 22)), 21, {f(y1,21) =5 F(f(22,¥2), 22)} )

Les deux premiers sont redondants au sommet pour Contg. Les deux derniers sont équivalents,
a un renommage de variables pres.

Il faut noter que les problemes de F-unification peuvent étre supprimés, car le membre gauche est
un terme faisant intervenir des variables qui n’apparaissent plus dans le contexte et n’apportent
aucune contrainte sur les variables du terme du triplet.

Le seul contexte utile de ’ensemble Conty est donc (f(f(z2, f(y2,22)),21), 12, @), car, bien
qu’il soit redondant & la position 1 pour le second contexte de Contg, la représentation de son
terme sous la forme f(f(z2,y2), f(22,21)) n’est pas redondante. De plus, tout contexte de Cont,
est redondant au sommet pour ce dernier, car il exprime que ’extension se fait en ajoutant une
variable de chaque coté du terme & étendre, alors que les contextes de Cont, expriment qu’il
peut y avoir plusieurs variables de chaque coté.

Donc, ’ensemble des contextes possibles pour ’axiome d’associativité est:

U Conti = { (f(F(2,9).2),1,0), (f(=, f(3,2)),2,0), (f(f(w, f(2,9)),2),12,0) }

k>0

COTLtl =

ce qui signifie qu'une équation s’étend en ajoutant une nouvelle variable soit a droite, soit a
gauche, soit de chaque coté. é

Les deux cas que nous venons de voir (AC et A) sont assez particuliers, car leur nombre de
contextes utiles est fini. Cependant, il ne faut pas perdre de vue que de nombreuses théories en
engendrent un nombre infini. En voici un exemple.

Exemple 3.8 (Distributivité a droite) Soit £ = {(f(z,9(y,2)) ~g9(f(z,y), f(z,2)))}. L'en-
semble de contextes Contg est composé de trois éléments, tous indispensables :

(f(l'lag($27$3))7 27 @) (g(f($1,-732)7f(971,$3))7 1v 0) (g(f($17$2)7f($17$3))’ 2’ 0)

En utilisant la notation (¢, ;) pour désigner le j¢ élément de Cont;, et 71(¢2, j2) pour indiquer la
construction d’un contexte a partir du j1¢ élément de Contgy et de (¢2,j2), ensemble Cont; est
composé des contextes utiles suivants (aux contraintes simplifiées) :

100,1)  ( fler, f(z2,9(23,24))), 22, )

2(0,2)  (g(g(f(z1,22), f(21,23)), fz1,24)), 1-1, 0)
3(0,2)  ( g(f(z1,22),9(f(z1,23), f(71,24))), 2:1, 0 )
2(0,3) { g(g(f(xb$2),f($11$3))vf($1,$4))7 12, 0 )
3(0,3)  ( g(f(z1,22), 9(f(z1,23), f(21,24)))s 22, D)

Les quatres autres contextes calculables sont F-redondants. Par exemple, le contexte construit
par 2(0,1),

( 9(f(21,9(22,23)), f(24,26)), 12, {flza25) =5 f(z1,9(2,23))} ),
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se simplifie en (g(f(z1,g(z2,23)), f(z1,%6)), 12, @), car I'unique solution de la contrainte de
E-unification est {z4 — 1, 5 — g(z2,23)}. Le terme de ce contexte est redondant a la position
1 pour le contexte (0, 1). Ses représentations sont :

e g(g(f(z1,22), f(z1,23)), f(21,26)), terme E-redondant & la position 1 pour (0, 1),

e f(z1,9(9(z2,23),26)), terme redondant au sommet pour son contexte 2(0, 1).

Nous avons donc déja 8 contextes utiles, et en prétant attention & leur construction, il est
assez facile de s’apercevoir que I’on peut en engendrer une infinité. Par exemple, le contexte (1,1)
a été créé par un plongement du contexte (0,1) dans lui-méme. Et, si on applique & nouveau
(1,1) dans (0,1) pour obtenir (2,1), et ainsi de suite, une chaine infinie de contextes va étre
engendrée. La forme de ses éléments est la suivante :

( f(xl)f(:v?a o -f(xnag(wn+17 wn—}—?))))’ 2n. @ )

Ces contextes sont indispensables, car ils permettent de retrouver le sous-terme ¢(Zp41, Zn+2),
ou le remplacement doit avoir lieu, & partir de la représentation

g(f($17 f(w% o f(wn, $n+1)))v f(wla f(l‘?’ . -f($ns $n+2))))

3.2 Détection de contextes redendants

L’algorithme donné dans la section précédente pour détecter la redondance de contextes est
assez simple et efficace pour de nombreuses théories équationnelles, mais il s’avére insuffisant
pour les théories simples, ¢’est-a-dire telles qu’un terme est E-égal & 'un de ses sous-termes.
Etudions quelques exemples pour bien cerner les différents problemes.

Exemple 3.9 Soit £ la théorie {f(g(z))~g(z)}. La construction des contextes donne:

Contg = {(f(9(2)),1,0)}
Conty = {(f(f(g(2))),1-1,0)}

Il

Cont,

{ (/™ (g(2)), 177, 0) }

Or, aucun de ces contextes n’est F-redondant selon {’algorithme décrit dans la Figure 3.3.
Cependant, en examinant la théorie, on s’apergoit que seul le contexte de Contg est utile. Voyons
cela sur le systéme F-incohérent suivant :

(g(a)~b) (1)
P(b) (2)
—P(F(f(b)) (3)

En posant que g(a) est plus grand que b, aucune déduction ne peut étre effectuée entre la clause
(1) et les clauses (2) et (3). Par contre, une paramodulation contextuelle de (1) dans (1), avec
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le contexte (f(g(z)),1,0) de Contg permet de déduire la clause (f(b)~b) (4). Cette derniere
montre facilement la contradiction entre les clauses (2) et {3).

Nous pouvons remarquer alors que toute inférence utilisant un contexte pour la clause (1)
produit une clause dans laquelle le contexte est réduit par (4) en b. Ainsi, toute paramodulation
étendue, utilisant donc deux contextes de (1), produit une clause qui se simplifie en une tautologie
(b~b). En ce qui concerne les paramodulations contextuelles possibles a une position p d’un
terme, elles peuvent étre remplacées par une paramodulation directement a la position p, car le
sous-terme 3 cette position est E-unifiable avec g(a) (grace a la forme de la théorie E), et la
clause déduite est identique & celle obtenue par une paramodulation contextuelle, suivie de la
simplification de la clause déduite par (4).

Donc, le contexte de Conty sert a engendrer des clauses comme (4), mais tous les autres
contextes sont inutiles. é

Exemple 3.10 Soit E la théorie { f(f(g(z)))~ f(g(z))}. La construction des contextes donne:

{ (f(f(g(2))), 1,0), (f(f(g(=))),11,0), (f(g z)),1,0) }
{ (F(f(f(g(22))),1-1.0), (f(f(f(g(=)))), 11 9(2))}

i

Conig
Conty

]

Aucun contexte de Contg n’est E-redondant. Cependant, les contextes de Cont; le sont, car on
retrouve le méme probleme que dans Uexemple précédent, grace aux déductions faites par une
paramodulation contextuelle et une paramodulation étendue.

En effet, si 'on dispose d’une équation ({~7) ot ! est E-unifiable avec f(g(z)), une paramo-
dulation contextuelle de (I~ ) dans (I ~r), avec le contexte (f(f(g(z))),1,0), produit I’équation
(f(r)=r).

Si 'on dispose d’une équation (g~d) ou d est E-unifiable avec g(z), une paramodulation
étendue entre (g~ d) et (g~d), avec les contextes (f(f(g(2))),1-1,0) et (f(g(z)), 1,0), produit
Péquation (f(f(d))=~ f(d)).

Grace a ces deux équations, tous les contextes autres que ceux de Conitg sont inutiles. é

Ainsi, il est possible de détecter la redondance d’un contexte en tenant compte des clauses
qui seront déduites par des étapes d’inférence. Nous présentons dans la Figure 3.4 un algorithme
plus complet que celui de la Figure 3.3, ot nous détectons les cas semblables & ceux décrits dans
les exemples précédents, c¢’est-a-dire lorsqu’un contexte produirait systématiquement une clause
simplifiable en une seconde clause, qui peut étre obtenue directement sans contexte, ou avec un
autre contexte.

Malheureusement, nous n’avons pas encore réussi a prouver que cet algorithme produit un
ensemble couvrant. Nous énoncons donc ce résultat comme une conjecture.

Conjecture 3.7 L’algorithme de construction des contertes de la Figure 3.1, muni de la détec-
tion des conteztes E-redondants decrite dans la Figure 3.4, est couvrant.

Expliquons cependant en quelques mots nos motivations pour utiliser le cas 2 de la Figure 3.4.

Si un sous-terme a une position p (p # €) de e; est E-redondant pour C, par un
contexte (eg, p2, D), et
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Un contexte (e1,p1,¥) est E-redondant pour un ensemble de contextes C si,
1. soit (e, p1,®) est redondant au sommet pour C,

2. soit (e1,p1,0) est redondant & une position p # € pour un contexte (e, p2, ) de
C,et
(a) soit e1]p, =F €1]p, et le contexte (eq[e1|p,]p, p, ) est E-redondant pour C,

(b) soit (e1,p1,0) est redondant a une position ¢, plus interne que p (¢ = p-o ot
0 # €), pour un contexte (es, ps3,d) de C, et

o les termes e;|, et &1, sont E-égaux, et
s le contexte (er[er|qlp, p-¢’, @) est E-redondant pour C, ol ¢' désigne la
position non vide telle que p; = ¢-¢’.
3. soit, pour tout terme e}, F-égal & une instance close e;o de e,
(a) il existe une position pj dans FPos(e}) telle que (€}, p},?) est redondant au
sommet par (e1,p1,9), ou bien
{b) la représentation €} du contexte (ey,p1,¥) est E-redondante a une position

p’ pour C.

Un contexte (e, p1, ¢1) est E-redondant pour un ensemble de contextes C si, pour toute
solution oy de ¢, (e101,p1,0) est E-redondant pour C.

Figure 3.4: F-redondance d’un contexte (version complete)

(a) si ce sous-terme est E-égal au terme e;|,, ot le remplacement doit étre effectué,

alors, pour toute équation (I~7) ou [ est E-unifiable avec e,|,, , une paramodu-
lation contextuelle de (I~r) dans (Il ~r) avec le contexte (e, p,0) engendrera
Péquation (eg[r]p, ~1).
Ainsi, si le contexte (ej,p1,0) est utilisé avec (I~r), le terme e;[r]p,, appa-
raissant dans la clause déduite, est simplifiable par (e3[r]p, ~) en ei[r]y, ce
qui revient & utiliser directement le contexte (eq,p,0). Nous vérifions que le
probléme peut effectivement étre ramené a ce dernier contexte par un test de
E-redondance de (e1[e1|p, jp, p, ) pour C.

(b) siun autre sous-terme de ey, & une position q plus interne que p, est E-redondant
pour C, par un contexte (es,p3,0), et les sous-termes aux positions p et ¢
de e; sont E-égaux, alors cela signifie que, pour toute équation (I~r} ot [
est E-unifiable avec e,,,, une paramodulation étendue entre (I~r) et (I~r)
avec les contextes (e, po,?) et (e3,p3,0) de C permet de déduire I’équation
(ea[r]p, = e3[r]p,)-

Donc si le contexte (eq, p1, ) est utilisé avec (I~r), le terme e1[r]p,, apparais-
sant dans la clause déduite, est simplifiable par (ea[r],, ~ €[], ) en ex[es[r]ps]p-
Cela revient a utiliser directement le contexte (e1[e1q]p, p,?). L'existence de ce

dernier est testée par sa E-redondance pour C.
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Donnons maintenant quelques exemples de constructions de contextes pour des théories
équationnelles courantes.

Exemple 3.11 Soit £ la théorie des monoides.

= { (f(f(=,9). 2) > f(z, f(y,2))), (f(z,0)=z), (f(0O,2)~z) }
La construction des contextes donne:

Conto { (f(f(z,9),2),1,0), (f(z, f(y,2)),2,0), (f(2,0),2,0), (f(0,2),1,0) }
Conty = é (f(w,f(f(z,y),z)),?l,@) }

Contg =

Seuls ces 5 contextes sont utiles lorsque ’on travaille modulo un monoide. é

Exemple 3.12 Soit E la théorie des groupes, représentée par le systeme suivant :

= { (f(f(z,y),2) = f(z, f(y,2))), (f(z,0)~z), (f(z,i(z))=0) }
La consiruction des contextes donne:

Conty = { (f(f(z,y),z),l,(D), (f(zv f(y,z)),?,@), (f(.’L‘,O),Q,@), (f(.’]),l(.’]))),?,@)}

Cont; = {(f(w,f(f(2,9),2)),21,0), (f(z.f(y,4(y))),22,0), (f(f(z,i(2)),9),12,0) }
Conty = {(f(z,f(f(y,i(y)),2)),2:12,0) }
Coniz = 0

Il existe donc 8 contextes utiles pour la théorie des groupes. L

Exemple 3.13 Soit E la théorie des groupes abéliens.

= { (f(f(z,y),2)=f(, f(y,2))), (f(z,y)=f(y,2)), (f(2,0)>2), (f(z,(z))=0)}

La construction des contextes donne:

Contg = { (f(f(=, y 0), (f(2,0),2,0), (f(z,i(2)),2,0) }
Conty = { (f(f(z.« 3/) 12,0 }
Cont, = ¢
Il n’existe ainsi que 4 contextes utiles pour la théorie des groupes abéliens. 7

3.3 Elimination d’inférences utilisant des contextes

Nous avons défini dans les sections précédentes le calcul des extensions engendrées par la
théorie &, sous forme de contextes et en tenant compte d’une notion de redondance. Nous avons
également montré dans la Section 2.2 comment simuler leur role griace a l'utilisation de ces
contextes dans les régles de paramodulation contextuelle et étendue. Mais, au vu d’un ensemble
de clauses, il est possible d’associer a chaque clause un ensemble de contextes inutiles, ce qui
rend inutile les régles de paramodulation contextuelle et étendue avec ces contextes.
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Cette notion d’extensions inutiles a été définie pour les théories associatives et commutatives
dans la procédure de G.E. Peterson et M.E. Stickel [PS81] par L. Bachmair et N. Dershowitz
dans [BD89], et elle correspond au test de confluence des paires critiques de cohérence [Kir85].
Notons qu’elle correspond a la définition de déductions redondantes [BG94], car toute paramo-
dulation contextuelle ou étendue avec l'une de ces extensions déclarées inutiles engendre une
clause redondante.

Avant de définir cette notion d’extensions inutiles, rappelons que ’extension d’une régle
(ly = 71) est notée (f(l1,2) = f(r1,2)), ol z est une variable n’apparaissant ni dans /; ni
dans rq, car le seul contexte utile issu des propriétés AC de 'opérateur f est ( f(f(z,y),2),1,0)
(provenant de ’axiome d’associativité (f(f(z,y),2)~ f(z, f(y,2)))).

Définition 3.8 (Extension inutile dans les théories AC) Soit R un systéme de réécriture.
Soit (I1 = 1) une régle de R. L’extension (f(l1,2) — f(r1,2)) est inutile s’il existe une régle
(I = r9) dans R et une substitution o, telles que f(l1,z) =ac la0; et le terme f(r1,2) se réécrit
par R (et modulo AC) en un terme AC-égal d r90,.

Nous étendons cela pour définir dans quel cas un contexte est inutile pour une équation
donnée, dans une théorie équationnelle F.

Définition 3.9 (Contexte inutile) Soit § un ensemble d’équations et (I; ~r1) l'une d’entre
elles, telle que I1 > 1. Un contezte (e1,p1,c1) de Cont(ly) est inutile si, pour toute solution o,
de cy, il existe une équation (ly~r3y) dans § et une substitution o, telles que e1{l1]p,01 =E l209
et le terme e1{ry]p, 01 est simplifiable (au sens des régles de simplification définies dans la Sec-
tion 2.4.2) en un terme E-égal a r203.

Cette définition est donnée pour un ensemble d’équations S, mais elle peut étre facilement
étendue & un ensemble de clauses, & condition de vérifier en plus que, pour chaque littéral L,
appartenant & la méme clause que (lp ~79), L20; est également un littéral de I'instance par oy
de la clause contenant (I;71).

Preuve: (Correction de la définition des contextes inutiles)
L’inutilité de ces contextes est montrée trés simplement : soit Cy = (I1 ~r1)V Dy une clause
utilisée dans une inférence avec la solution o1 d’un contexte (ey,py,c1) de Coni(ly), jugé
inutile par la définition précédente (grace a une clause Cy = (lp~1y)V Dy ). Détaillons
chaque inférence possible :

& Paramodulation contextuelle de Cy dans une clause C3 = L3 V D3.

(112‘_7'1) vV Dy Lz v D3
L3[ps « e1[r1lp, jo V D1o V Dso

Notons d’abord que la substitution ¢ est une instance de la substitution oy, car o
utilise 01 comme solution de ¢1: Yo € Dom(c), zo =g x01p, pour une substitution
0.

Comme le contexte est inutile, la définition nous dit que e1[r1],,01 est simplifiable
en ro0y, et Dooy est inclus dans Dyo;. Donc, la clause déduite est simplifiable de la
méme maniére en une clause C E-égale a Lyo(reoqp],, vV Dio Vv Dso.

Or, la définition nous dit également que le terme iy0 est E-égal au terme ej[l1]p, 01 ;
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donc, Ls|p,0 =g e1{l]p,0 =E l,02p, et une paramodulation de la clause Cy dans Cj,
a la position p3 de L3, est possible:

(lzﬁ?‘z)VDg Lzv D3

L3[p3 — 7‘2]0'/ VvV Dyo’ v Dio’

La clause ainsi obtenue est plus générale que (i.e. subsume) la clause C, d’oir |
d’éviter la premiére inférence.

e Paramodulation étendue entre C et une clause C3 = (I3~r3)V Ds.
(li=r) VD (lar3)V D3
(e1[r1]p, > es{ralp,)o V Dio V D3o

Comme dans le cas précédent, la clause déduite est simplifiable en une clause C E-
égale a (ryo9p ~es[rs)y,0) V Do V D3o. La définition d’un contexte inutile précise
que lyoy =g e1[l1]p, 01 ; donc, le terme esfrs),, o, E-égal a e1fl{],, o, est aussi E-égal
au terme lyo9p. La clause C est donc subsumée par C,.

e Paramodulation étendue entre Cy et une clause C3 = (lg~r3)V D3, utilisant la
solution o3 d’un contexte (es, p3,c3) de Cont(l3), également jugé inutile grace & une
clause Cy = (ly~r4) V Dy.

(1127‘1)\/}?1 (Z327‘3)VD3
(e1[r1]p, ~ea[rslp,)o V Dyo V D3o

Pour les méme raisons que les cas précédents, la clause déduite est simplifiable en
une clause C' E-égale a {rooop~r404p’) V D1o V Dzo. De plus, notant p’ la substi-
tution telle que Yz € Dom(co), zo =g zosp’, les termes ly02p et l4o4p’ sont E-égaux,
car lyoy =g e1{li]p, 01 et l4o04 =F es[l3]p,03. Une paramodulation appliquée entre les
clauses Cy et Cy4 produit la clause

(lzl"l‘z)VDz (l4 7‘4)\/ D4
(7‘2 ~ 7‘4)0” \Y DQO' \Y D40’

qui est plus générale que C.

Ainsi, nous avons montré qu’une clause engendrée par une inférence utilisant un contexte
dit inutile était redondante. |

Donc, a chaque fois que nous voudrons appliquer une paramodulation contextuelle ou étendue
avec une clause €', il faudra vérifier que le contexte utilisé est bien utile pour I’équation & étendre
de €. Ce test est trés important pour limiter les déductions, comme cela a déja été montré pour
les théories associatives et commutatives dont nous donnons un exemple ci-dessous.

Exemple 3.14 Pour un opérateur AC f, les équations suivantes n’ont pas besoin d’étre utilisées
dans les regles de paramodulation contextuelle et étendue, car chaque équation étudiée & part
rend son extension redondante.

flz,0) ~ 0
flz,1) ~ 2
flz,0(y)) = o(f(z,y))
flz.g(y,2)) = g(f(z,9), fz,2))
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Alors que les extensions des équations suivantes sont indispensables, si elles sont traitées indé-
pendamment des équations précédentes:

flzi(z)) = 1 sétenden  f(f(a, @)),2) = f(1,2)
fz,5(y) ~ g(e.f(z,y) sétenden  f(f(z,5(1))2) = flg(, f(z))2)

Cependant, si ces six équations sont rassemblées en un méme ensemble de clauses, ’extension
de la derniére devient redondante: le membre gauche est AC-égal & f(f(z,z),s(y)), instance
de f(z,s(y)) en remplagant « par f(z,z); le membre droit, f(g(z, f(z,y)),2), est simplifiable
par Téquation (f(,0(y,2))=g(f(,1), f(z,2))) en g(f(z,2), f(F(z,y),2)), terme AC-égal &
9(f(z,z2), f(f(z,2),y)), instance de g(z, f(z,y)) toujours en remplagant = par f(z,z). Toutes
les conditions sont donc réunies pour affirmer que I’extension de la sixiéme équation est inutile.

~
~

1R

Dans la pratique, ’extension de la cinquiéme équation n’est pas utilisée sous la forme don-
née ci-dessus. En effet, il est plus avantageux de ne considérer les extensions qu’aprés avoir
simplifié au maximum leur membre droit, car cela évite de répéter ces simplifications apres
chaque utilisation de I’extension. Donc, I'extension simplifiée de I’équation (f(z,i(z)) 1) est

(f(f(z,i(2)), 2) = 2)- ¢

La définition des contextes redondants donnée dans la section précédente est en fait tres
proche de cette notion de contexte utile pour une clause. Plus particuliérement, les points 2a
et 2b de la Figure 3.4 déclarent certains contextes £-redondants en anticipant la déduction de
clauses par paramodulation contextuelle et étendue. Avec la définition de contexte inutile pour
une clause, ces contextes auraient également été déclarés inutiles dés que ces clauses auraient
été effectivement déduites.

Reprenons "Exemple 3.9 pour montrer cela.

Exemple 3.15 Soit E la théorie {f(g(z))~g(2)}.

e Avec notre définition de contextes E-redondants, seul le contexte (f(g(z)),1,0) est utile.
En effet, pour toute équation (! ~r) telle que [ est E-unifiable avec g(z), une paramodula-
tion contextuelle de (I~r) dans elle-méme avec le contexte précédent engendre I’équation

(f(r)=r).
o Avec la définition d’un contexte inutile pour ’équation (I ~r), dés que (f(r)~r) est en-
gendrée, tout contexte ( f*(g(z)),1%,0) utilisé avec ({~r) devient inutile :

fi(l) =gl et le terme f*(r) est simplifié par (f(r)~r)enr

Notons que 'unique contexte non E-redondant devient inutile pour l’équation (I~r) des que
(f(r)=~r) est engendrée. o

Notre définition de E-redondance des contextes peut paraitre faire double emploi dans ces
cas particuliers, mais elle apporte des avantages essentiels :

e Les contextes sont déclarés F-redondants avant méme de connaitre les clauses du systeme,
et donc avant que les étapes de paramodulation contextuelle et étendue ne soient appliquées
pour engendrer les clauses telle que (f(7)~r) dans ’exemple précédent.
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e Cette détection préventive de contextes K-redondants permet de limiter le nombre de
contextes a notre disposition, et méme, comme dans ’exemple 3.9, de ne conserver qu’un
nombre fini de contextes au lieu d’un nombre infini.
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4

Complétude de la
paramodulation équationnelle

Le probléme consistant & prouver la complétude de stratégies de preuve de théorémes avec
égalité est resté essentiel depuis les premiers pas de la déduction automatique. L’une des ques-
tions posées était de savoir si le systéme d’inférence composé de la résolution et de la paramodu-
lation était complet sans les axiomes de réflexivité fonctionnelle et sans paramoduler dans les va-
riables. Une premiére preuve indirecte de V'inutilité des axiomes de réflexivité fonctionnelle a été
donnée par D. Brand [Bra75]. La premiere preuve directe a été décrite par G.E. Peterson [Pet83]
al’aide des arbres sémantiques. Cependant, cette preuve nécessite ’utilisation d’un ordre de sim-
plification isomorphique a w sur les atomes clos. J. Hsiang et M. Rusinowitch [Rus89, HR91]
ont développé une nouvelle méthode basée sur les arbres sémantiques transfinis pour éviter cette
condition et permettre ainsi une plus grande classe d’ordres. Leur méthode a été appliquée a la
procédure de complétion de Knuth-Bendix [HR87] et & la complétion conditionnelle [KR87].

D’autres techniques ont été proposées par J. Pais et G.E. Peterson [PP91] et L. Bachmair
et H. Ganzinger [BG90]. La premiere est basée sur le forcing et utilise également ’induction
transfinie pour construire le modeéle de Herbrand d’un ensemble de clauses. La seconde est
basée sur la définition de systémes de réécriture canoniques pour représenter les interprétations
équationnelles.

Nous allons utiliser dans ce chapitre la technique des arbres sémantiques transfinis pour
prouver la complétude réfutationnelle des regles d’inférence définies dans le Chapitre 2. Dans
un premier temps, nous avons étendu cette technique aux théories associatives et commuta-
tives [RV91, RV95]. Nous présentons dans ce chapitre son extension aux théories équationnelies
régulieres. Cette technique des arbres sémantiques transfinis a également été étendue aux théories
AC, puis a une théorie équationnelles F, par E. Paul [Pau92, Pau94]. Cependant, les méthodes
cbtenues sont assez différentes puisque E. Paul construit un arbre sémantique modulo la théorie
E, puis considere la branche droite de cet arbre, alors que nous utilisons ’arbre sémantique de
la théorie vide, puis sélectionnons une branche consistante avec la théorie F.

L’adaptation proposée de la technique des arbres sémantiques a la stratégie de superposition
permet de montrer la complétude de cette stratégie dans sa totalité. Les adaptations précédem-
ment proposées autorisent soit quelques déductions avec des littéraux non maximaux dans leur
clause [Rus91], soit quelques remplacements dans le plus petit membre d’une équation [Hab90].

La preuve de complétude réfutationnelle présentée dans ce chapitre n’est valable que si la
théorie équationnelle utilisée est réguliere. Ce résultat étend les travaux d’U. Wertz [Wer92] et
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d’E. Paul [Pau94], qui posent la condition suivante :

Si un terme s est E-égal & 'un de ses sous-termes stricts s|,, alors pour tout terme
1, 8[t], doit étre E-égal a t.

Comme nous 'avons précisé dans la Section 2.5.2, cette condition implique la régularité de F,
mais la réciproque est fausse.

4.1 Technique des arbres sémantiques

Commencons par introduire les principales notions de cette technique, mais nous recomman-
dons la lecture de [Rus89, HR91] pour plus de détails.

Soit > un ordre de simplification total E-compatible défini sur A(P,F,X)U T(F,X) (Dé-
finition 1.14), et soit > 'ordre correspondant total sur les classes de congruence engendrées par
la théorie E considérée (Définition 1.15).

La base de Herbrand A(P,F), c’est-a-dire I'ensemble des atomes clos, peut étre ordonnée en une
séquernce croissante {A4;};<\ par l'ordre > ; ¢ est appelé 'ordinal de 1’atome A; et A Uordinalité
de la séquence. Un ordinal « est un ordinal limite s’il n’admet pas de prédécesseur: ’atome A,
est le plus petit atome supérieur & une séquence croissante infinie d’atomes. Le successeur d’un
ordinal « sera noté a + 1, et son prédécesseur o~ (s’il existe).

Etant donné un atome A,, W, dénote le segment initial formé de ’ensemble des atomes plus
petits que A,: W, = {A4; | i < a}.

Etant donné un ordinal «, une interprétation partielle sur W, est une fonction I (parfois
notée I,) de W, dans {V, F'} définie par:

e Si (s~s)€ Wy, alors I(s~s)=V,
e Si (s~~t), B[s], B[t] € W, et I(s~t)=1V,alors I(B[s])= I(B]t]).

Une interprétation est une interprétation partielle définie sur W}, i.e. toute la base de Herbrand.

Cette définition d’interprétation s’étend naturellement aux clauses par: soient [ une inter-
prétation (partielle) sur W,, A un élément de W,, et C la clause close Ly V...V L, dont les
atomes appartiennent & W,. Alors,

e I(-A4) = ~I(A),
e I(C) = I(I1)V...VI(Ly).

1 satisfait une clause close C si I[(C') = V. Sinon, [ falsifie C.

En ce qui concerne les clauses avec variables, une interprétation [ satisfait une clause C (ou
bien C est valide dans I) si, pour toute instance close C’ de C, I(C') = V. De méme,

Une clause C est cohérente s’il existe une interprétation pour laquelle elle est valide.
Sinon, C est incohérente.

Un ensemble de clauses S est cohérent s’il existe une interprétation satisfaisant toutes
les clauses de 5. Sinon, S est incohérent.
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Lorsque 1’on travaille dans une théorie équationnelle £, on dit qu’un ensemble de clauses S est
E-incohérent si S U E est incohérent.

Soient u et v deux atomes clos et I une interprétation sur W,. u est I-réductible en v par
Iéquation (s=~t), noté uw —5~% v, si (st} est un atome de W, tel que:

u=uls], s>t,u>(s~t), [(s~t)=V el v=ut]

Un atome qui n’est pas I-réductible est dit [-irréductible. Au cours des preuves & venir, il
nous arrivera souvent d’omettre de préciser le nom de I’interprétation pour ne pas surcharger
I’écriture ; nous parlerons donc de réductibilité et d’irréductibilité d’atomes.

Le théoreme suivant énonce que, pour tester la I-réductibilité, il suffit d’utiliser des équations
qui, elles, sont I-irréductibles.

Théoréme 4.1 (Théoréme de la Réduction) Un atomne clos est I-réductible si et seulement
s’il est I-réductible par une équation I-irréductible.

Cet autre théoréme montre que les interprétations peuvent étre construites par récurrence,
comme dans [Pet83].

Théoréme 4.2 Soit I: W, — {V,F} telle que I est une interprétation sur W,. Soit J la
restriction de I @ W,. I est une interprétation sur W,y si et seulement si:

1. A, est J-réductible en un atome B et I(A,) = I(B), ou bien
2. A, est J-irréductible, de la forme (t~1), et [{Ay) =V, ou bien
3. A, est J-irréductible mais pas de la forme (t ~1).

Dans le théoreme précédent, I est une extension (ou successeur) de J. L’ensemble formé par
toutes les interprétations partielles est appelé arbre sémantique transfini. Un nceud est un élé-
ment de cet arbre. Un chemin (ou branche) est une séquence de nceuds {I;}.<. telle que a est
un ordinal (< A) et le domaine de I; est W;.

Par convention, lorsqu’une interprétation I, admet deux extensions, son successeur gauche
(ou nceud gauche) satisfait ’atome A, et son successeur droit (ou nceud droit) falsifie A,.

Notre arbre sémantique étant construit dans la théorie vide, une interprétation I peut ne
pas étre un modele de la théorie ¥, c’est-a-dire I peut interpréter différemment deux atomes
F-égaux. Introduisons donc la notion d’inconsistance d’une interprétation pour la théorie E.

Définition 4.3 (E-(in)consistance) Une interprétation I définie sur W, est E-consistante
s1, pour tout atome A dans W, et pour tout atome B F-égal a A,

e si B € W,, alors I(A) = I(B),
e siBgW, et B—'=" B (avecl > r), alors I(A) = I(B).
Sinon, I est dite E-inconsistante.

Cette définition ne prend pas en compte les atomes B hors de W, qui sont I-réductibles en un
B’ par une équation ({~r) ol { =g r, car cela revient a faire le test sur I’atome B’. De méme, si
I'atome B n’appartient pas & W, et est I-irréductible, ’interprétation I est considérée comme
E-consistante, car elle n’influe pas sur la valeur de 5.
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Définition 4.4 (Arbre sémantique cohérent) Soit T un arbre sémantique transfini. L’ arbre
sémantique cohérent d’un ensemble de clauses S, noté MCT(S), est le sous-arbre mazimal de
T tel que, pour chaque neud I dans MCT(S),

e soit I est E-consistante et, pour toute clause C’, E-égale a une instance close d’une clause
C de S et dont les atomes appartiennent au domaine de [, I(C') =V,

o soit I est E-inconsistante, mais satisfait toute équation (v =>~u') de son domaine telle que
7
u=gu'.

Un nceud d’échec I est soit un nceud E-consistant falsifiant une clause C’, E-égale a une
instance close d’une clause C' de §, soit un nceud E-inconsistant falsifiant une équation (u ~ ')
ol v =g u’; nous dirons que la clause C”’ (resp. (v ~u')) étiquette le nceud d’échec 1.

Si J est le dernier nceud d’un chemin de MCT(S), alors toute extension de J est un nceud
d’échec. Un chemin maximal dans M CT'(S5) est un chemin dont les extensions ne sont pas dans
MCT(S); ces extensions sont donc des nceuds d’échec,

Le lemme suivant établit que si une interprétation 7, définie sur W,, est un nceud d’échec,
alors a ne peut pas étre un ordinal limite. Sa preuve est identique a celle présentée dans {HR91]
pour la théorie vide.

Lemme 4.5 (Lemme de Cléture) Soit S un ensemble de clauses. Alors, tout chemin mazi-
mal de MCT(S) admet un dernier élément (dans MCT(S)).

Le second lemme ci-dessous énonce une propriété tres importante de MCT(S): aucune
interprétation F-inconsistante n’est un modeéle de .

Lemme 4.6 Si une interprétation I de MCT(S) est E-inconsistante, alors tout chemin passant
par I est mazimal.

Il s’agit en fait d’une conséquence immédiate du second point de la construction de MCT(S5)
(Définition 4.4), car dans un chemin, si deux atomes E-égaux sont interprétés différemment, cela
signifie qu’une équation (u~u'), ol u =g ¢, a été (ou sera) falsifiée par un nceud de ce chemin.
Ainsi, ce nceud est un noeud d’échec et le chemin est maximal, i.e. n’est pas défini sur toute la
base de Herbrand.

Une conséquence de ces deux lemmes est :

Corollaire 4.7 Soit § un ensemble de clauses: § est f-incohérent si et seulement si tout che-
min mazimal de MCT(S) s’étend en un neeud d’échec.

Il est inutile d’ajouter les axiomes de la théorie £/ & 5, car nous avons vu que les seuis chemins
pouvant étre définis sur toute la base de Herbrand sont F-consistants.

Voici le théoreme de complétude de régles d’inférence pour les arbres sémantiques dans une
théorie équationnelle £':

Théoréme 4.8 (Théoréme Fondamental) Un ensemble de régles d’inférence INF est E-
complet si et seulement st MCT(INF*(S)) ne contient que !'interprétation vide 4 chaque fois
que S est E-incohérent.
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4.2 Lemme de relévement

Le but du lemme de relévement est de montrer que toute inférence appliquée au niveau clos
peut étre relevée au niveau général, c’est-a-dire qu’une inférence appliquée entre des instances
closes de clauses peut également étre appliquée entre les clauses générales correspondantes.

Le principal probléme est le relevement de la regle de paramodulation, illustré par I'exemple
suilvant.

Exemple 4.1 Soient P(z,z,a) et (a~b) deux clauses (¢ > b); considérant I'instance close
P(a,a,a) de P(z,z,a), une paramodulation dans le troisieme argument produit P(a,a,b), et la
méme paramodulation dans la clause générale produit P(z,z,b), qui admet bien P(a,a,b) pour
instance.

Cependant, si la paramodulation est appliquée dans le premier argument, produisant P(b,a,a),
il est impossible d’engendrer une clause admettant P(b, a, a) pour instance a partir de la clause
générale. ¢

La solution est de ne considérer que les instances closes calculées & partir d’une substitution
remplacgant les variables par des termes irréductibles, ou plus précisément irréductibles modulo
la théorie £. Si 'on reprend ’exemple précédent, la seule instance a considérer est P(b,b,a),
car a est réductible. Alors, toute clause déduite par paramodulation dans une instance close de
P(z,z,a) est une instance d’une clause déduite par paramodulation dans P(z,z,a).

Enoncons la définition d’irréductibilité d’une substitution:

Définition 4.9 Soit I une interprétation (partielle) et o et 8 deuz substitutions closes. o est
dite I-réductible en 8, dénoté o — 8, si o est identiqgue a 8 sauf pour une variable z, et
o(z)=gt —' =" 8(z), ol = r c’est-d-dire | n’est pas E-égal a r. Si o ne peut étre réduite,
elle est dite I-irréductible.

Mais, notre arbre sémantique étant construit dans la théorie vide, I'interprétation I de la
définition précédente peut ne pas étre un modele de la théorie F, et une clause C'o peut ne pas
avoir la méme interprétation que la clause C'#. Nous ne pourrons donc appliquer cette définition
qu’aux interprétations F-consistantes.

Le théoréme suivant énonce que on peut ne considérer que les clauses dont la partie sub-
stitution est irréductible pour une interprétation £-consistante.

Théoréme 4.10 (Théoréme de la Substitution Irréductible) Soient I une interprétation
(partielle) E-consistante et C'o une clause close dont les atomes sont tous dans le domaine de
1. Alors, il eziste une substitution close I-irréductible 8 telle que I(Co) = I{C¥).

La preuve de ce théoreme, basée sur la ncethérianité de la relation —;, est détaillée pour la
théorie vide dans [HR91]. Elle reste valide dans notre cas grace a la propriété de E-consistance
de I. Ce théoréme permet donc de relever la paramodulation du cas clos au cas général en
ne tenant compte, dans les clauses closes, que des positions qui existent déja dans les clauses

générales correspondantes.

Plus généralement, nous considérerons a partir de maintenant qu’une clause C’, E-égale a
une instance close C'o d’une clause C de §, étiquette un nceud d’échec 7 si la substitution o est
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I-irréductible. Une telle substitution existe toujours car, par définition, un nceud d’échec étiqueté
par une clause (et non une équation triviale pour F) est une interprétation E-consistante.

Revenons au relevement proprement dit des réegles d” férence; il se fait en deux étapes:
d’une part montrer que les conditions pour appliquer une régle sont toujours valables au cas
général, et d’autre part que la clause déduite admet bien pour instance la clause déduite dans
le cas clos. Nous allons donc utiliser la propriété suivante, issue de la stabilité par instanciation
de P'ordre ».

Proposition 4.11 Soient A et B deux objets (termes ou atomes). Si Ao > Bo pour une sub-
stitution o, alors A £ B.

Une conséquence de cette proposition est :

Corollaire 4.12 Soit 0 un E-unificateur des objets Aq,..., A, et By et By deuz objets tels
gue: Byo » Beo. Il existe un E-unificateur principal T de Ay, ..., A tel que: By £ BoT.

Ce corollaire permet de relever les conditions d’ordre des regles d’inférence. La substitution
T est définie par: Dom(r) C Dom(c), Vo € Dom(o), ro =g x7p, pour une substitution close p.

Lemme 4.13 (Lemme de Relévement) Soient Cy,...,C, des clauses et o une substitution
close définie sur Var(C1)U...UVar(C,). Si une régle d’inférence R appliquée entre Cio,...,Cho
produit une clause C, la méme régle R peui étre appliquée entre les clauses Cy,...,Cp. Elle
engendre une clause D qui admet C' comme instance close.

Preuve: L’inférence appliquée sur les clauses Cyo,...,Cyo utilise une substitution ¢’ unifiant
des objets Aq0,..., A0 modulo E, et produit une clause C de la forme C’'oo’. Bien que
o soit close, o’ peut ne pas étre 'identité, car certaines régles d’inférence introduisent
de nouvelles variables (paramodulations contextuelle et étendue). Soit T un F-unificateur
principal de A, ..., A, tel que: Yz € Dom(o’) UDom(o), zoc’ =g x7p, pour une substi-
tution close p.
Les conditions d’ordre apparaissant dans les régles d’inférence portent toujours sur des ob-
Jjets des clauses initiales. Comme elles sont valides pour l'inférence R sur les clauses closes et
comme la substitution ¢ est irréductible, le Corollaire 4.12 nous permet d’affirmer qu’elles
ne sont pas contredites lorsque la substitution T leur est appliquée.

Si R est une paramodulation ou une superposition (normale ou contextuelle), la position
p, ott I'inférence est appliquée, existe aussi dans la clause générale par irréductibilité de o.

La derniére condition devant étre vérifiée par T concerne la régle de paramodulation contex-
tuelle (le cas de la superposition est identique). et consiste & vérifier que le membre gauche
de I’équation n’a pas été introduit dans une variable du sous-terme ol le remplacement a
eu lieu.

Soient C1 = (ly~1{)VC] et Cy = LV () deux clauses. L’étape de paramodula-
tion contextuelle est appliquée de C; dans C; a la position p; de L. Nous avons a
montrer la propriété suivante: V& € Var(Lsal,,), it 4 gz7. Si une telle variable
existe, {{Tp est également un sous-terme modulo F de zrp. Or, le terme x7p est
égal au terme zo, par définition de T, et il existe donc un terme t, E-égal a zo,
qui est réductible par (l;0 ~r{0). Cela contredit I’hypothése d’irréductibilité de
la substitution o.
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Ainsi, toutes les conditions sont remplies, et la régle R peut étre appliquée entre les clauses
Ci,...,Cn, pour produire la clause Dt. La clause C déduite au cas clos étant égale & C'oo’
et comme oo’ =g 7p, la clause D7p est E-égale a4 C'ao’, et donc & C. Nous avons ainsi
montré que la clause C' est une instance close de la clause D1, module E. G

Ce Lemme de Relevement est valable pour les stratégies de paramodulation et de superpo-
sition, ainsi que pour la stratégie positive,

4.3 Preuve de complétude

Dans cette section, nous allons prouver la complétude réfutationnelle des régles d’inférence
pour la stratégie de paramodulation décrite dans le Chapitre 2 (Section 2.2.1). Les principales
différences entre cette preuve et la preuve dans la théorie vide sont la construction de la branche
droite dans 'arbre sémantique, et les nombreux cas supplémentaires introduits par la théorie
FE concernant les nceuds d’échec. Il nous faut montrer que chacun de ces cas est résolu par nos
regles d’inférence.

Soit INF I’ensemble des regles d’inférence décrites dans la section 2.2.1, c’est-a-dire les regles
de E-factorisation, F-résolution, ££-réflexion, E-paramodulation, £-paramodulation contextuelle
et E-paramodulation étendue. Cette section est entierement consacrée a la preuve du Théoreme
de Complétude de la E-paramodulation (Théoreme 2.7). Au cours de ces preuves, nous ne
manipulerons que des clauses closes, car nous avons montré dans la section précédente comment
passer au cas général en utilisant le Lemme de Relévement et le Théoréme des Substitutions
Irréductibles. Tracons d’abord les grandes lignes de la preuve:

Schéma de Preuve: La preuve se faisant par contradiction, nous supposons que INF*(5) ne .
contient pas la clause vide; alors, MCT(INF*(S)) n’est pas vide. Nous définirons (Défini-
tion 4.15) par récurrence une suite de nceuds dans MCT(INF*(S)), appelée branche droite,
et prouverons (Proposition 4.18) que tous ses nceuds sont E-consistants, i.e. compatibles
avec les axiomes de la théorie E. Dans ce but, nous construirons cette branche droite pour
qu’elle évite ce que nous appellerons des nceuds de quasi-échec (Définition 4.14).

Le dernier nceud (), de cette branche droite s’étend en un ou plusieurs nceuds d’échec
(ou de quasi-échec). Nous montrerons dans la Proposition 4.19 qu’une étape d’inférence,
utilisant les clauses étiquetant ces nceuds, peut étre appliquée et engendrer une clause
falsifiée par (). Nous aurons alors une contradiction avec le fait que ()., appartient a
MCT(INF"(S)), ce qui signifiera que 'arbre sémantique cohérent est vide, et donc que la
clause vide appartient a INF*(5). ]

4.3.1 Construction de la branche droite

Pour prouver le Théoreme de Complétude, nous raisonnons par contradiction. Donc, suppo-
sons que S est un ensemble F-incohérent de clauses, mais que INF*(S) ne contient pas la clause
vide ; dans ce cas, MCT(INF~(S)) n’est pas vide. Définissons les ensembles suivants :

Ggs
&

{l

{C | 3C" € INF*(§), C =g C’o. pour une instance close C'o de C' }
{{(u=dy | u, v’ € T(F), u=gu }

Il
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GS est 'ensemble de toutes les instances closes des clauses de INF*(§), et £ est ’ensemble de
toutes les équations closes triviales pour la théorie £. Ces deux ensembles contiennent en fait
toutes les clauses pouvant étiqueter un nceud d’échec au bout d’un chemin de MCT(INF=(S5)),
selon la définition d’un noeud d’échec (page 70). Par définition d’un arbre sémantique cohérent,
MCT(GS) est équivalent & MCT(INF*(5)); donc, MCT(GS) est également non vide.

Dans les preuves qui vont suivre, une équation (u~wv) vérifiera implicitement » > v». D’autre
part, nous pouvons toujours supposer qu’il existe un unique littéral maximal dans une clause
close, car la régle de factorisation permet d’éliminer les autres occurrences de ce littéral. Nous
n’insisterons pas plus sur ce point car il est identique au cas standard [HR91], c’est-a-dire dans
la théorie vide.

La technique utilisée dans la théorie vide consiste a construire une suite d’interprétations
partielles, par récurrence transfinie, en suivant la branche droite de MCT(GS). Ensuite, il est
montré que cette branche est vide, ce qui contredit le fait que MCT(GS) n’est pas vide. Ce-
pendant, en ce qui nous concerne, cette branche droite peut étre E-inconsistante et donc ne
pas représenter la théorie dans laquelle nous travaillons. Nous allons ainsi définir et utiliser le
chemin F-consistant le plus a droite, c.-a-d. le chemin le plus a droite dont chaque nceud est
E-consistant.

Pour détecter les E-inconsistances le plus t6t possible, nous avons a définir une extension de
la notion de nceud d’échec, les nceuds de quasi-échec. Mais, comme ces inconsistances peuvent
étre bien dissimulées, cette notion est assez compliquée. Elle est illustrée par la Figure 4.1.

(ug[r] ~v) v

(ug ~v) v F : L(ulzuz[l])g E
L= R P pr LK
O] by m= N\,
e Rk (ualll~v) v i v $ oo Bt
; b ; (=l

Figure 4.1: Neeuds de quasi-échec (R) ot uy =g ug

Définition 4.14 Soit K un neud de MCT(GS), défini sur W, tel que A, est un atome équa-
tionnel irréductible (uy~v) ot uy > v; K admet deur extensions L et R: L(Ay) = V el
R(Ay) = F. Alors, R est un neeud de quasi-échec s’il eriste un terme uy, E-égal a uy, el que:

e soit ’atome (ug~v) appartient @ W, est irréductible et K(uy~v) =V,

o soit ’atome (uy 2 v) est réductible par une équation (I~r1) ot [ > r, et K satisfait I’atone
{ug[rl~v).

L’étiqueite d’un tel neeud de quasi-échec est (ui ™~ ug).
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Notons qu’un nceud de quasi-échec est E-inconsistant. Dans le premier cas, nous choisirons u,
minimal, ce qui garantit que le nceud droit au niveau de 'atome (ug =~ v) est soit un nceud d’échec,
soit un nceud de quasi-échec satisfaisant le deuxiéme cas de la définition précédente. Dans le
second cas de cette définition, nous pouvons supposer ~ue (I~ ) est un atome irréductible, grace
au Théoreme de la Réduction.

Maintenant, définissons la branche droite de MCT(GS), c’est-a-dire le chemin le plus & droite
qui ne contient pas de nceuds de quasi-échec. Ensuite, nous prouverons qu'’il est E-consistant.

Définition 4.15 La branche droite de MCT(GS) est Uinterprétation partielle ()., définie sur
W.,, et construite comme suit: Qg est {'interprétation vide; supposant que (); est définie pour
tout i < o, Qo est défini (st possible) par:

e Sia est un ordinal limite, comme dans le cas classique [HR91], on définit simplement @,
par ;<o @i. Alors, par le Lemme de Cléture, Qo appartient a MCT(GS).

e Si a n'est pas un ordinal limite, alors o admet un prédécesseur o~ . Plusieurs cas peuvent
se produire :

— S18),- a exactement un successeur .J,
x S1J appartient a MCT(GS), alors {}, est Uinterprétation J,
* 51 J n'appartient pas ¢ MCT(GS), alors le dernier neud ()~ de la branche droite
est -,
— 51 Q.- a exactement deur successeurs I et R, L(A,-) =V et R(A,-) = F, alors
x 57 K est un neud d’échec ou de quasi-échec,
- St L est un neud d’échec, alors v est égal 4 o~
- Si L n’est pas un neud d’échec, alors (), est l'interprétation L
* Si R nest ni un neud d’échec, ni de quasi-échec, alors (), est K.

La proposition suivante est une conséquence du Théoréme de la Réduction ; elle énonce que
tout atome réductible est réductible (modulo F) par une équation dont le nceud droit est un
nceud d’échec.

Proposition 4.18 Soit Q, la restriction ¢ W, de la branche droite Q).,. Si l’atome A, est
réductible par une équation (I~r), avec I = r, alors il existe un atome Ay, E-égal @ /., qui
est réductible par une équation (g~d) telle que g > d et le neeud droit de (g~d) est un necud
d’échec étiqueté par une clause de GS. De plus, (J,(A,[r]) = Qa(Ay]d]).

Preuve: Supposons que cette proposition soit vraie pour tous les atomes plus petits que (mais
non E-égaux a) A,.
Le Théoréme de la Réduction nous permet de choisir (I ~r) irréductible ; soit R; son nceud
droit: Ri{l~r)=F.

® Si R; est un nceud d’échec, alors il ne peut pas étre étiqueté par une équation de &
puisque | > r implique que | #g r. Donc, (I~r) est I’équation recherchée.

e Si R; est un noeud de quasi-échec, étiqueté par (I~{") ot (I'~r) est irréductible (et
plus petit que (I ~r)), il faut alors reprendre tout le raisonnement avec ’atome (I' ~r)
et son nceud droit.
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e Sinon, R; est un neeud de quasi-échec étiqueté par (I ~1'[a}), tel que 'atome (I'[a] ~r)

est réductible par une équation (a~b) en (I'lb]~r) (a > b); de plus, Ri(I'[b]~r) =
V. L’atome A,[l'[a]], E-égal & A,[l], est ainsi réductible par (a ~b) en A,[l'[b]], et
Qul AallB]) = QulAalr)).
Par hypothése de récurrence, nous avons supposé que cette proposition était vraie
pour tout atome plus petit que A,. Donc, il existe une équation (¢’ ~b') (' = ¥'),
dont le nceud droit est un nceud d’échec, réduisant un atome (I" ~r) E-égal a (I[a] ~r)
en conservant la valeur de 'interprétation de ces atomes. Cela nous permet de dire
que Péquation (a’ ~b') est atome recherché, puisqu’il réduit 'atome A,[l"], E-égal
a A,, en un atome ayant la méme interprétation que Ay[r].

Dans les trois cas nous avons trouvé des atomes A, et (g~d) vérifiant les conditions
énoncées. o

Une autre proposition importante est citée puis prouvée ci-dessous. Elle montre qu’une régle
de E-paramodulation (contextuelle) peut étre appliquée quand deux clauses étiquettent des
neeuds d’échec et que le littéral maximal de I'une est réductible par le littéral maximal de
Pautre.

Proposition 4.17 Soient Cy = (ly ~r1)V Dy et Cqy = LoV Dy deuz clauses de GS étiquetant
des neeuds d’échec le long de la branche droite de MCT(GS), et telles qu’il existe un littéral L,
E-égal ¢ Lo, réductible par (Iy~ry) (4 > r1). Alors, le dernier neud de la branche droite Q).
falsifie une clause de GS.

Preuve: Les atomes (I ~7,) et L, étant maximaux dans leur clause respective, @, falsifie Dy

et Dy. D’autre part, L étant réductible & une position ¢ par (I1 ~ry) en L{r1], et par défini-
tion d’un neceud d’échec (propriété de E-consistance respectée), les atomes correspondant
aux littéraux L et L{r1], ont méme valeur de vérité (celle de ’atome de L;).
Soient C{ = (I1~71) VvV D} et C} = Ly v Dj les clauses de INF*(5) admettant respective-
ment Cq et Cy comme Instances closes pour une substitution . Comme L est réductible
par (I1~r1) et la théorie E est réguliéere, nous avons vu dans le Chapitre 3 sur la gestion
des extensions que le littéral Lo est réductible soit par (ly~ry), soit par une exten-
sion de (l1~ry) (Lemme 3.3: propriété de E-fermeture). Il existe donc une position o
dans Lho telle que: o € FPos(Lho) et soit Lyo|, =g lio et Lyo[-], =g L[]y, soit il existe
un contexte (e1,p1,¢1) € Cont(ly) et une substitution close o’ solution de ¢y tels que
Lyolo =g 10"l

e Si Lhol, est E-égal & l!o, alors une E-paramodulation de Clo dans Clo, 4 la
291 & 19, paramo ! 1 2
osition o, permet d’engendrer la clause Lio{ric], Vv Dio v Dbo. La clause déduite
P s P g 29T 7] 1 2
est E-égale & Lir], vV D1V Da.

e Si Lho|, est E-égal & un terme eic'llic},,, alors une E-paramodulation contex-
tuelle de Cio dans Clo, a la position o et utilisant le contexte (e1,p1,¢1), permet
d’engendrer la clause Liolejo’[riol, lo v Dio VvV Dyo. Par E-consistance du nceud

/ g ;2 ’ > re i r i i b -~ I3 Ie
d’échec étiqueté par la clause Coq, le littéral Lioleio'[rio], ], a la méme interpréta-

tion que L.
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Ainsi, dans les deux cas, la clause déduite appartient a GS, mais est falsifiée par ).,. Un
nceud d’échec devrait donc couper la branche droite. Nous en concluons que )., ne peut
pas appartenir a MCT(GS). O

I faut noter que, dans la preuve précédente, la position o a été trouvée dans L,o, mais en fait
il s’agit d’une position de L5, car le Lemme de Relevement nous dit qu’il ne faut considérer que
les substitutions irréductibles. Dans cette preuve, nous n’avons pas mentionné que 1’équation
(l1 = 71) ne doit pas étre plus grande que ’atome correspondant au littéral L, mais nous verrons
dans les preuves a venir que cette condition est toujours vérifiée.

4.3.2 Consistance de la branche droite

Proposition 4.18 Si MCT(GS) nest pas vide, sa branche droite )., n'est pas vide et est E-
consistanie.

La preuve de cette Proposition, donnée ci-dessous, fait appel a plusieurs lemmes qui seront
énoncés et démontrés dans I’Appendice A.1.

Preuve: Premiérement, ()., n’est pas vide car, par construction de ’arbre sémantique, Ao est
un atome (a~a) et Q1(A4p) = V ; donc, ()1 ne peut étre ni un nceud d’échec ni un nceud
de quasi-échec.

Enfin, nous avons a prouver que (). est E-consistant. Pour cela, nous raisonnons par
contradiction ; si ()., est E-inconsistant, il existe un ordinal minimal o tel que @, est E-
inconsistant, Nécessairement, o n’est pas un ordinal limite car, comme dans le cas
classique [HR91], si o est un ordinal limite, ¢, est défini par | J;., @, et donc I'un des Q);
est E-inconsistant, ce qui est impossible puisque nous avons choisi a minimal.

Comme a n’est pas un ordinal limite, il admet un prédécesseur a~. Notons K Dinterpré-
tation partielle ()~ et B 'atome A,-. Par minimalité de o, K est E-consistant, et

JAg=g B tel que o soit Ag € W, et Q,(B)# Qu.(4p)
e soit Ag ¢ W,, Ag ——%%T Alg[’l‘] ol >r, et Qa(B) # Qa(A,B[T])

La preuve qu’une telle interprétation ), n’existe pas se décompose ainsi: nous prouvons
dans un premier temps (Lemme A.1) que B est une équation (uz ~v) et Ag une équation
(u1 = v), ol u3 =g ug, ug > v et v est irréductible; alors, en supposant que Ag est le plus
petit atome F-égal a B permettant de détecter la F-inconsistance de (), nous détaillons
les différents cas possibles :

e Si K a exactement un successeur, ), {Section A.1, Paragraphe I): nous montrons
d’abord que B est réductible, puis que Agp est irréductible et enfin que K(Ag) = F'.
Cela signifie qu’un nceud de quasi-échec devrait couper la branche droite au niveau
du nceud droit de I’atome Ag.

e Si K a exactement deux successeurs L et R, au moins ['un d’entre eux n’est ni un
nceud d’échec ni un neceud de quasi-échec (), L(B) =V et R(B) = F.
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~ 8iQq est L (Section A.1, Paragraphe II) : 'atome Ag, falsifié par K, est réductible
par une équation ([~ r) dont le nceud droit est un nceud d’échec; R est un nceud
de quasi-échec, c’est-a-dire qu’il existe un atome E-égal 4 B qui est réductible par
une équation (g~d) dont le nceud droit est un nceud d’échec. A partir de cela,
nous en déduisons que @), ne peut pas appartenir &8 MCT(GS), car elle falsifie
une clause de GS engendrée par une paramodulation étendue entre les clauses
étiquetant les nceuds droits de (g~ d) et (I~7).

— Si Q4 est R (Section A.1, Paragraphe III) : 'atome Ag est valide pour K et, qu’il
soit réductible ou pas, J, devrait étre un nceud de quasi-échec.

Donc, dans tous les cas, nous trouvons une contradiction avec le fait que @, appartient
a la branche droite de MCT(GS). L’unique conclusion est que la branche droite Q., est
E-consistante. a

4.3.3 Génération de la clause vide

Comme nous venons de montrer que, si la clause vide n’a pas été engendrée, la branche
droite (), de MCT(GS) n’est pas vide et est E-consistante, il nous reste & montrer que ),
falsifie une clause de GS, et donc que MCT(GS) est vide. Cela cioturera la preuve du Théoreme
de Complétude, car 'unique raison pour laquelle arbre sémantique cohérent est vide est que la
clause vide appartient a GS, et donc & INF*(5).

Voici donc la derniére proposition qui montre que la branche droite est vide, et donc que la
clause vide a été engendrée par notre systeme de regles d’inférence.

Proposition 4.19 La branche droite est vide, et donc la clause vide appartient ¢ INF*(5).

Preuve: Le dernier neeud ¢J., de la branche droite est défini sur W.,, c’est-a-dire pour tous
les atomes A; tels que i < +y; il appartient a MCT(GS) et chacune de ses extensions est
un nceud d’échec ou de quasi-échec. Comme dans Ia théorie vide, nous avons trois cas
principaux a étudier:

1. Soit ., a une seule extension I et A, est irréductible,
2. Soit (), a deux extensions L et R,

3. Soit (}., a une seule extension I et A. est réductible.
Détaillons chacun de ces cas.
Cas 1: (), a une extension I et A, est irréductible.

t

' Qs

(u~u) v
’___é__l’_%
—(u~u}Vv D|

Par construction de ’arbre sémantique, I satisfait ’atome A., qui est en fait une
équation de la forme (u=~u), ot u est un terme clos irréductible. I étant un nceud
d’échec, il falsifie une clause C' de G§.
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Cas

@~ ne falsifiant pas C et ()., et I ne différant que par la valeur associée & A, nous
avons

C = ~(u~uy)yvD et Q. (D)=F,

pour une clause D dont les atomes sont plus petits que (u=~u).

La clause C appartient a GS et il existe une clause C' dans INF*(5) et une substi-
tution close o teiles que C'oc =g C,

Par une étape de E-réflexion dans la clause C'c, nous déduisons une clause E-égale
a D. Donc, D appartient a GS, et comme elle est falsifiée par ¢, cette derniére
interprétation ne peut appartenir a MCT(GS), et donc a la branche droite.

Ce cas ne peut donc pas se produire.

2: (@), a deux extensions L et R (donc A, est irréductible).

i
L
4y I NR
L g
gﬁAw\/DLj ICRf

Le neeud @), a deux extensions qui sont des nceuds d’échec ou de quasi-échec. Comme
Pextension gauche I satisfait 'atome A., L est un nceud d’échec et falsifie une clause
Cr, de GS. Cette clause est de la forme A, V Dp, ot chaque atome de Dy, est plus
petit que A,,. (), et L ne différant que par la valeur associée a A, Q)., falsifie également
Dy.

Notons C7 la clause ~A! VvV D} de INF*(S) qui admet Cy comme instance close
(modulo E ), pour une substitution o.

Quant a R, il s’agit soit d’un nceud d’échec, soit d’un nceud de quasi-échec. Etudions
ces deux cas.

Cas 2.1: 5i R est un nceud d’échec.
La clause Cr étiquetant R appartient soit a GS, soit a £.

Cas 2.1.1: S5i CregGs.
Chr est de la forme A, Vv Dp et il existe une clause Cy, de INF*(S) telle que
Cro =5 Cr. Comme pour Dy, Q. falsifie Dpg.
Donc, uzne étape de E-résolution peut étre appliquée entre les clauses Cio et
CRro, et déduit une clause E-égale & Dy vV Dp ; cette clause appartient ainsi
a gs, et, comme elle est falsifiée par (., Uinterprétation (), ne peut pas étre
dans MCT(GS).

Cas 2.1.2: S§i Creé.
Cela signifie que A., est une equation (v ~v) ol v et v sont I-égaux. Une
E-réflexion dans la clause C;o permet de déduire la clause Do, E-égale a
Dy. Dy, est donc une clause de GS, et nous en concluons que ), ne peut étre
un nceud de la branche droite puisqu’elle falsifie Dy .

Cas 2.2: 5i R est un noeud de quasi-échec,

Par définition d’un neeud de quasi-échec, A., est un atome (uz ~v), oti up = v, et

R est étiqueté par une équation (uy ~ uy) ol ug et uy sont E-égaux. Différencions

les deux possibilités pour ce nceud de quasi-échec:
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Cas

e si (uy~wv) est irréductible, cet atome est validé par (. Or, =(u;~v) Vv
Dy étant une clause E-égale & Cp, elle appartient aussi & GS et un nceud
d’échec étiqueté par cette clause devrait couper la branche droite au niveau
de (u; >~ v).

e si (u; ~v) est réductible par une équation (g~d) (ot g > d) en (uq[d] ~v)
et @ (u1[d] ~v) =V, la Proposition 4.16 nous permet d’affirmer qu’il existe
une équation (I~r), dont le nceud droit est un nceud d’échec, qui réduit un
atome E-égal & (u1[g] ~v), c’est-a-dire a A,. Soit Cy la clause étiquetant le
nceud droit de cet atome (I{~r). Par la Proposition 4.17, une inférence (E-
paramodulation ou E-paramodulation contextuelle) de Cy dans Cy, engendre
une clause falsifiée par ().

Dans les deux cas, nous avons montré que )., falsifiait une clause de GS. Cette
interprétation ne peut donc pas appartenir a la branche droite.

Le cas 2 est également impossible.

3: (), a une extension I et A, est réductible.

Soit (g ~d) une équation telle que g > d, @(g~d) = V et il existe une position p
dans A, telle que

e A,|, = g si A, n’est pas un littéral équationnel, ou bien I{Ay) = F,

® s|, =g si Ay est une équation (s~1), ot s >tet [(4A,)=V.

Dans le second cas, I'existence de (g~ d) n’est pas immédiate. Nous pouvons la prou-
ver ainsi: supposons que s est irréductible ; alors t doit étre réductible en un terme
t'; mais, il est aisé de vérifier que @~ (s~t") =V et (s~t') est plus petit que (s~1);
donc (s~1) est réductible en s par (s~1'), ce qui contredit I’hypothése de départ.

Notons que 'extension I de ()., est un neeud d’échec, car A, est réductible, étiqueté
par une clause C; de GS, car autrement ()., serait ¥ -inconsistant : A., serait un atome
(u~v) ot u=gv, Qy(u~v) = Q-{u[d]~v) = F, alors que Q., validerait (v~ u[d]),
E-égal a (u[d] ~v), puisque (v~ u[d]) est réductible en (u[d] = u[d]).

D’autre part, g ne peut étre F-égal & d, car une clause F-égale a celle étiquetant I

; ; vean g [l
devrait alors couper la branche droite au niveau de 'atome A, |d].

Donc, l'atome A, est réductible par {g~d) et ¢ > d. Par la Proposition 4.16, il
existe un atome A., E-égal 4 A, et réductible par une équation irréductible (I ~r)
(ot | > r) dont le nceud droit est un nceud d’échec étiqueté par une clause C; de
GS. Une étape de E-paramodulation, ou de E-paramodulation contextuelle, peut
alors étre appliquée de C; dans Cj et engendrer une clause de GS falsifiée par ¢},

(Proposition 4.17).
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(l~r) v F

T/ LG

| 10,
A,
1
<] |

5 Ay [l] _"’}Q:.,r Aqyi[r]

Ay [l ‘ Aylll=p Ay et Qy(Ay[r]) = I(4,)

Ainsi, dans ce dernier cas nous avons également trouvé une contradiction avec le fait
que Q. appartient a la branche droite de MCT(GS).

Nous venons de détailler tous les cas possibles. Comme ils se concluent tous de la méme ma-
niére (()., ne peut pas appartenir a la branche droite), nous en déduisons que cette branche
droite est vide, et donc que le sous-arbre MCT(GS) l'est également. Or, le seul moyen de
ne laisser que !l'interprétation vide dans MCT(GS) est que la clause vide appartienne 2
INF*(S). Ceci conclut la preuve du Théoréme de Complétude. O

4.4 Stratégie de superposition

Soit INF P’ensemble des regles d’inférence décrites dans la section 2.2.2, c’est-a-dire les regles
de E-factorisation, F-factorisation équationnelle, £-résolution, £-réflexion, £-superposition, F-
superposition contextuelle et F-superposition étendue, auxquelles viennent s’ajouter les régles de
E-paramodulation et F-paramodulation contextuelle applicables uniquement dans des littéraux
non équationnels.

Cette section est consacrée ala preuve de F-complétude de INF (Théoréme 2.12), c’est-a-dire
a montrer que, pour tout ensemble F-incohérent de clauses S, INF*(S) contient la clause vide.
Nous effectuerons la preuve dans le cas clos, grice au Lemme de Relévement et au Théoréme
des Substitutions Irréductibles.

Comme pour la stratégie de paramodulation, la preuve du Théoréme de Complétude de la
E-superposition se fait par contradiction. Supposons que S soit un ensemble E-incohérent de
clauses, mais que INF*(5) ne contienne pas la clause vide. Alors, ’arbre sémantique cohérent
MCT(INF~(S)) n’est pas vide. Pour représenter ’ensemble des clauses pouvant étiqueter un
neceud d’échec dans cet arbre, nous définissons les ensembles suivants :

Gs {C [ 3C" € INF*(S), C =g C'o. pour une instance close C'o de C’ }
£ = {(um=u)|u' € T(F), u=pt' }

GS est 'ensemble de toutes les instances closes des clauses de INF*(.5), et £ ’ensemble de toutes
les équations closes triviales pour la théorie £. Par définition d’un arbre sémantique cohérent,
MCT(GS) est équivalent a MCT(INF*(S)); donc, MCT(GS) est également non vide.

Nous détaillons dans cette section les différentes adaptations nécessaires pour exprimer la
stratégle de superposition lors de la construction de la branche droite de MCT(GS), puis mon-
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trons que cette branche est E-consistante, et enfin qu’elle ne peut étre que vide, ce qui implique
que le sous-arbre MCT(GS) est vide et donc que la clause vide appartient & INF*(5).

4.4.1 Adaptation de la technique des arbres sémantiques

La stratégie de superposition est différente de la stratégie de paramodulation par le fait
qu’elle interdit tout remplacement dans le plus petit membre (membre droit) d’une équation.
Cependant, lors de la mise en place d’un nceud d’échec dans ’arbre sémantigue, il est possible
que le littéral maximal de la clause étiquetant ce nceud soit une équation réductible dans son
membre droit. Nous avons déja vu pour la stratégie de paramodulation que, si ce littéral est
négatif, la réductibilité du membre droit implique la réductibilité du membre gauche. Mais si ce
littéral est positif, il nous faut absolument éviter d’appliquer une superposition dans cette clause,
car elle ne pourrait étre appliquée que dans le membre droit. Dans ce but, nous introduisons une
nouvelle notion de nceud d’échec, appelée nceud d’échec distant et illustrée par la Figure 4.2,
qui consiste & dévier la branche droite pour qu’elle n’atteigne pas de tels nceuds d’échec.
N’oublions pas également que la stratégie de superposition met en ceuvre un ordre sur les lit-
téraux favorisant les littéraux équationnels négatifs (Définition 2.8). Ainsi, la maximalité d’un
littéral dans une clause devra étre vérifiée car ’ordre n’est plus tout-a-fait celui des atomes dans
I’arbre sémantique.

(wov) v
,
LK
(uv) L;/NR
i AN
| N
®
(v~ w) v! F
5 M
! E(u:w)\/D

Figure 4.2: Neeud d’échec distant (R)

Définition 4.20 Soit K un neud de MCT{GS), défini sur W, tel que A, est un atome équa-
tionnel (u~v), avec u > v; K admet deuz extensions L et R: L{Ay) =V, R(A,) = F et
R ¢ MCT(GS). Alors, R est un neud d’échec distant au niveau d’un atome (u~w) s1 cetle
interprétation R est la racine d’un sous-arbre de MCT(GS) dont la branche droite se termine
par un neud d’échec M, étiqueté par une clause (u~w)V D et tel que: w > v, K(w~v) =V,
Vo' < w, M(u~v")=F.

Pour simplifier, nous dirons qu’un tel nceud R est étiqueté par la clause (v~ w)V D. Notons que
les nceuds K, R et M sont E-consistants puisque M est E-consistant par définition d’un nceud

d’échec.
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Maintenant, définissons la branche droite de MCT(GS), c’est-a-dire le chemin le plus a droite
qui ne contient pas de nceuds de quasi-échec ou d’échec distant. Ensuite, nous prouverons qu’elle
est F-consistante.

Définition 4.21 La branche droite de MCT(GS) est Uinterprétation partielle Q, définie sur
W, et construite comme suit: Qg est I'interprétation vide; supposant que Q); est définie pour
tout © < o, Qo est défint (si possible) par:

e Sia est un ordinal limite, comme dans le cas classique [HR91], on définit simplement Q.
par ;<o @i. Alors, par le Lemme de Cléture, (), appartient ¢ MCT(GS).

e Si o nest pas un ordinal limite, alors a admet un prédécesseur a™. Plusieurs cas peuvent
se produire :

— 51 Q,~ a exactement un successeur J,
x Si J appartient a MCT(GS), alors Q4 est interprétation J,
x 5iJ n'appartient pas ¢ MCT(GS), alors le dernier neeud (), de la branche droite
est () o—,
~ 51 Q- a exactement deur successeurs L et B, L(A,-) =V et R(A,~) = F, alors
* 81 K est un neeud de quasi-échec, d’échec, ou d’échec distant,
- 57 L est un neud d’échec, alors v est égal a a—,
- Si L n’est pas un neud d’échec, alors (), est Uinterprétation L,

x §1 R n'est ni un neud de quasi-échec, ni un neud d’échec, ni un neud d’échec
distant, alors (), est R.

Soit B un nceud d’échec distant comme décrit dans la Définition 4.20, étiqueté par une clause
C'. Détaillons quelques propriétés de cette clause C':

Propriétés des noeuds d’échec distants :

1. C ne peut contenir de littéral -(uv' ~w’) ol v’ =g u. En effet, cela signifie que I’atome
(v’ ~w') est valide pour M, mais comme (u~w’) doit étre falsifié par M, l'interprétation
M serait E-inconsistante. Cette propriété garantit donc que le littéral (u~w) est bien
maximal dans la clause C pour Vordre =;.

2. La clause C ne contient pas de littéral positif (v’ ~w') ot v/ =gu et K(w~w')= V. En
effet, une étape de factorisation équationnelle sur la clause C = (u~w)V (' ~w') v D
produit la clause (u'~w") V ~(w~w') v D plus petite que C, qui devrait donc étiqueter
un neeud d’échec au-dessus de M.

3. Sila clause C contient des littéraux positifs (u'~w’). ou v’ =g u, qui ne satisfont pas la
propriété précédente, alors ces littéraux peuvent étre remplacés dans C par les littéraux
(u~w'), car (u~w') est falsifié par définition.

La propriété suivante présente un cas dans lequel la maximalité d’un littéral dans une clause
étiquetant un nceud d’échec est garantie.

Propriété des noeuds d’échec :
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1. Soit ), une interprétation E-consistante, restriction de la branche droite & W,, telle que

A, soit irréductible. Si une clause LV D étiquette une extension de ¢, (L est A, ou = A4,),
alors I est maximal dans 7 vV D pour ordre > ..
Cette propriété est évidente si A, n’est pas un atome équationnel ou bien si I = —A,.
Par contre, si L = A, = (v~w) (v > w), D ne doit pas contenir de littéral ~(u'~v), ol
v’ =g u. Cette condition est facile a vérifier, car un tel atome (v’ ~v) serait valide pour
@ de méme que (u~v) par E-consistance, et (u~w) devrait étre réductible par (u~v).
Or, A, est irréductible.

La proposition suivante correspond a la Proposition 4.16 pour la stratégie de paramodulation.
Elle exprime que si un atome A, est réductible, il existe une équation dont le nceud droit est
étiqueté par une clause de GS et telle que son équation maximale réduit un atome E-égal a A,.
Ces clauses de GS pourront servir pour les trois régles de superposition.

Proposition 4.22 Soit Q4 la restriction @ W, de la branche droite Q.. Si l'atome A, est
réductible par une équation (I~r) ou | > r, alors il existe un atome Ay, E-égal a A., qui est
réductible par une équation (g~d) ou g > d et telle que le neeud droit de (g~d) est un neud
d’échec ou un neeud d’échec distant étiqueté par une clause Cy de GS. De plus, Qo(Ax(r]) =
Qo(Ay[d]) et, s Uinterprétation au niveau de l’atome (g~ d) est E-consistante, la clause C, ne
contient pas de littéral —(g' ~d') ou ¢’ est E-égal a g.

Preuve: La preuve de lexistence des atomes A, et (g~d) est faite exactement comme dans
la preuve de la Proposition 4.16, avec en plus la possibilité pour le nceud droit de 'atome
(g~d) d’étre un nceud d’échec distant.

La proposition demande également qu’il n’existe pas de littéral —(¢' ~d'), ot ¢’ est E-égal
& g, dans la clause étiquetant le nceud droit de (g~d). Cette propriété est importante,
car elle permet de garantir que I’atome au niveau duquel se trouve le nceud d’échec (sous
le nceud droit de (g~d)) est bien maximal dans la clause Cy; cet atome est (g=~d) si le
neceud droit de (g=~d) est un nceud d’échec, ou bien (g~ w) s’il s’agit d’un nceud d’échec
distant.

Par définition, cette propriété est vraie si le nceud droit de (g~d) est un nceud d’échec
distant.

Donc, supposons que le nceud droit de (g~ d), noté R, est un nceud d’échec et qu’il existe
un atome (¢’ ~d') minimal, tel que ¢’ =F g et le littéral ~(g'~d') appartient a Cy. Notons
Ly le neeud gauche de (g~d), restriction de la branche droite aux atomes inférieurs a
(g~d), ce dernier atome compris: Ly(¢'~d') = R (¢'~d")=V.

e si Ly(d~d) =V, Patome (g’ ~d) étant réductible en (g’ ~d’), il est valide pour ¢,
et R, devrait donc éire un nceud de quasi-échec.

ot ok o s T ,
L,(d~d") = F, atome (¢’ ~d) est falsifié par §, mais les interprétations L, et

& si
o sont alors E-inconsistantes.

Ainsi, si 'on suppose que L, est E-consistante, il n’existe pas de tel atome (g’ ~d"}. Le
littéral {g~d) est donc maximal dans C'; pour l'ordre >p,. o

La prochaine proposition est 1’équivalent de la Proposition 4.17 pour la stratégie de paramo-
dulation. Elle précise que si une superposition ou une superposition contextuelle est appliquée
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entre deux clauses étiquetant des nceuds d’échec ou d’échec distants le long de la branche droite,
alors la clause déduite est falsifiée par ¢}, ce qui remet en cause I'appartenance de @, a la
branche droite,

Proposition 4.23 Soit C1 = (li~7r1)V Dy et Cy = LoV Dy deuz clauses de GS étiquetant des
neeuds d’échec ou d’échec distant le long de la branche droite de MCT(GS), et telles qu’il existe
un litiéral L, F-égal @ Ly, réductible par ({1 ~ry) ot I} > ry. Alors, si les conditions d’ordre
pour appliquer une superposition (contextuelle) de Cy dans Cy sont vérifies, Q)., falsifie une
clause de GS.

La preuve de cette proposition est similaire & celle de la stratégie de paramodulation. Les condi-
tions d’ordre introduites par la stratégie de superposition ne posent pas de probleme car elle
sont supposées correctes. La raison en est simple : & chaque utilisation de cette proposition, nous
montrerons la correction de ces conditions de maximalité de littéraux et de termes. Mais, nous
pouvons déja noter que si la clause C; étiquette un nceud d’échec distant ou bien un neceud
d’échec, successeur droit d’un nceud de la branche droite, ’atome (/; ~r;) est maximal dans la
clause C; pour Pordre 7 (propriétés des nceuds d’échec et d’échec distants citées précédem-
ment).

4.4.2 Consistance de la branche droite

La proposition suivante énonce que la branche droite construite est £-consistante. Sa preuve
différant quelque peu de celle de la Proposition 4.18, nous allons détailler 4 nouveau les princi-
paux cas.

Proposition 4.24 57 MCT(GS) n'est pas vide, sa branche droite (., n’est pas vide et est k-
consistante.

Les lemmes intermédiaires utilisés dans la preuve de cette proposition sont démontrés dans
PAppendice A.2.

Preuve: La branche droite n’est pas vide car, par construction de I’arbre sémantique, Ay est

un atome (a~a) et Q1(Ao) =V ; donc, @, ne peut étre ni un nceud d’échec, ni un nceud
d’échec distant, ni un nceud de quasi-échec.

Pour montrer que interprétation ()., est £-consistante, nous raisonnons par contradiction :
si ()~ est F-inconsistant, il existe un ordinal minimal o tel que (), est F-inconsistant. Cet
ordinal ne peut étre un ordinal limite car, comme dauns le cas de la théorie vide [HR91], si &
est un ordinal limite, (), est défini par | J;_, @Q:. et donc I'un des Q; doit étre E-inconsistant,
ce qui est impossible puisque nous avons choisi @ minimal.

o admet donc un prédécesseur o~ . Soit K [Dinterprétation partielle (),~, et notons B

l'atome A,-. Par minimalité de o, K est F-consistante et

JAg=g B tel que e soit Ag € W, et ,{B) # Q.(Ag)
o soit Ag & Wa. Ay —E" Aglr] 0it [ > 7, et Qu(B) # QalAslr])

Il a été prouvé dans le Lemme A.1 que B esi une équation (us~v) et Ag une équation
(u1~v), ot ug =g ug, uy > v et v est irréductible. Dés lors, supposons que Ag est le plus
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petit atome E-égal & B permettant de détecter la E-inconsistance de Q. Plusieurs cas
sont & envisager, mais nous montrerons dans les lemmes qui vont suivre qu’ils sont tous
impossibles :

e Si K a exactement un successeur, @, (Section A.2, Paragraphe I): B est réductible,
Ap est irréductible et K(Ag) = F. Cela signifie qu’un neeud de quasi-échec devrait
couper la branche droite au niveau du nceud droit de 'atome Ag.

e 5i K a exactement deux successeurs I et B, au moins I'un d’entre eux ((),) n’est ni
un neceud d’échec, ni un nceud d’échec distant, ni un noeud de quasi-échec; L(B) =V
and R(B) = F.

— 5iQq est L (Section A.2, Paragraphe IT) : 'atome Ag, falsifié par K , est réductible
par une équation (I~ r) dont le nceud droit est un nceud d’échec; R est un nceud
de quasi-échec, c’est-a-dire qu’il existe un atome F-égal & B qui est réductible par
une équation (g~ d) dont le nceud droit est un nceud d’échec. A partir de cela,
nous en déduisons que (), ne peut pas appartenir & MCT(GS), car elle falsifie
une clause de GS engendrée par une paramodulation étendue entre les clauses
étiquetant les nceuds droits de (g~d) et (I ~r).

~ 81 @, est R (Section A.2, Paragraphe I} : Patome Ag est valide pour K, mais
@), devrait étre un noeud de quasi-échec.

Donc, dans tous les cas, nous trouvons une contradiction avec le fait que ¢, appartient
a la branche droite de MCT(GS). L’unique conclusion est que la branche droite ()., est

—_

FE-consistante. O

4.4.3 Génération de la clause vide

La branche droite étant E-consistante, il nous reste & montrer qu’en fait elle est vide. Pour
cela, nous étudions dans la preuve de la proposition suivante chacun des cas possibles pour le
dernier nceud (., de cette branche, et nous montrons qu’ils sont tous impossibles.

Proposition 4.25 La branche droite est vide, et donc la clouse vide appartient a INF™{S).

Preuve: Le dernier nceud ., de la branche droite est donc défini sur W.,, c’est-a-dire sur tous les
atomes A; pour i < v ; il appartient & MCT(GS) et chacune de ses extensions est un nceud
d’échec, d’échec distant ou de quasi-échec. Comme pour la stratégie de paramodulation,
nous avons trois cas principaux a étudier:

1. Soit Q. a une seule extension { et A, est irréductible,
2. Soit ., a deux extensions L et R,
3

. Soit @ a une seule extension I et A, est réductible.
Détaillons ces différents cas:

Cas 1: (), a une extension I et A, est irréductible.
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Cas

A~ est une équation (w~u), ot u est un terme clos irréductible. La clause C de
GS étiquetant le nceud d’échec I est de la forme =(u~u)V D. Ce cas souléve une
contradiction, car Q., falsifie la clause D de GS, produite par une étape de E-réflexion

sur C.

2: Q. a deux extensions L et R (donc A, est irréductible).

LGy
A, v F
L e R
| A,V Dy %

Le nceud ()., a deux extensions qui sont des nceuds d’échec, d’échec distants ou de
quasi-échec. Comme extension gauche I satisfait 'atome A.,, L est un nceud d’échec
et falsifie une clause Cy, de GS. Cette clause est de la forme -=A, V Dr, ou chaque
atome de Dy, est plus petit que A.. Q. et L ne différant que par la valeur associée a
Ay, Q. falsifie également Dy,.

Notons Cy, la clause —=A! v D} de INF*(S) qui admet Cp comme instance close
(modulo E), pour une substitution o.

Quant & R, il s’agit soit d’un nceud d’échec, soit d’un noeud d’échec distant, soit d’un
nceud de quasi-échec. Etudions ces trois cas.

Cas 2.1: Si R est un nceud d’échec.
La clause Cr étiquetant R appartient alors soit & G&, soit a &.
Cas 2.1.1: Si Cr e GS.
CR est de la forme A,V Dp et il existe une clause C de INF*(S) telle que
Cho =g Cr. Comme pour Dy, (), falsifie Dg.
Donc, un étape de E-résolution peut étre appliquée entre les clauses C;o et
Cho, et déduit une clause E-égale & Dy VvV DR ; cette clause appartient ainsi
agS, et, comme elle est falsifiée par ¢}, I'interprétation ¢}, ne peut pas étre
dans MCT(GS).
Cas 2.1.2: 51 Cref.
Cela signifie que A, est une équation {u~v) ot u et v sont E-égaux. Alors,
une E-réflexion dans la clause Co permet de déduire la clause D} o, E-égale
a Dy. D’ou, Dy, appartient & GS, et nous en concluons que )., ne peut étre
un neeud de la branche droite puisqu’elle falsifie Dy,
Cas 2.2: 5i R est un neceud d’échec distant.
Dans ce cas, A, est un atome (u==v) et le nceud d’échec Mg sous R se trouve
au niveau d’un atome (v~ w) et est étiqueté par une clause Cr = (u>~w)V Dg;
de plus, ()o(w~v) = V. II existe donc une clause Cy dans INF*(S) telle que
Cro =g Cg. Si nous appliquons une E-superposition de la clause Clo dans la
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clause Cpo, E-égale 4 ~(u~v)V Dy, la clause déduite est E-égale & ~(w~v)V
Dr v Dg. Cette derniére clause appartient donc a GS et est falsifiée par Mg, ce
qui contredit la construction de la branche ¢ »ite car il devrait y avoir un nceud
d’échec au-dessus de Mp.

Cas 2.3: 5i R est un nceeud de quasi-échec.
Par définition d’un nceud de quasi-échec, A, est un atome (ug >~ v), ot 4z > v, et
R est étiqueté par une équation (ug >~ uy) ol uy et uy sont E-égaux. Différencions
les deux possibilités pour ce nceud de quasi-échec:

e si (ug~v) est irréductible, cet atome est validé par Q.. Or, ~(u;~v) V
Dy, étant une clause E-égale a Cp, elle appartient aussi a G& et un nceud
d’échec étiqueté par cette clause devrait couper la branche droite au niveau

e (u; ~v).

® si (uy ~v) est réductible par une équation (g~d) (ot g > d) en (uy[d] ~v) et
Q~(u1][d)~v) =V, la Proposition 4.22 nous permet d’affirmer qu’il existe une
équation (I~r), dont le nceud droit est un nceud d’échec ou d’échec distant,
qui réduit un atome E-égal a (u1[g] ~v), c’est-a-dire & A,. Soit Cy la clause
étiquetant le nceud droit de cet atome ([~r). Par la Proposition 4.23, une
inférence (E-superposition ou E-superposition contextuelle) de Cy dans Cfy,
engendre une clause falsifiée par @)..

Les conditions de maximalité des littéraux pour effectuer cette déduction sont
satisfaites car le remplacement s’effectue dans un littéral négatif.

Dans les deux cas, nous avons montré que (., falsifiait une clause de GS. Cette
interprétation ne peut donc pas appartenir & la branche droite.

Le cas 2 est donc impossible.

Cas 3: () a une extension I et A, est réductible.

L’interprétation I ne peut étre ni un nceud de quasi-échec ni un nceud d’échec distant
car A., est réductible. Donc, I est un nceud d’échec étiqueté par une clause Cy. Cette
clause ne peut pas appartenir a £ car dans ce cas, A, serait une équation (s~s')
ou s et & sont E-égaux; alors, (s~ s') serait réductible par une équation (g~d) en
(s[d] ~s"); or ce dernier atome, falsifié par Q.,, est E-égal a (s[d] ~s), atome valide
dans Q. car réductible en (s[d] ~s[d]); cela contredit la E-consistance de (.

Ainsi, Cy est une clause de GS. Notons d’autre part que I’atome A ne peut étre réduit
en un atome Al E-égal, car une clause C; de GS, E-égale & C|, devrait étiqueter un
nceud d’échec au niveau de cet atome Al

Donc, par la Proposition 4.22, il existe deux atomes A.; et (g=~d) teis que A, est
E-égala A, réductible par (g ~d), atome irréductible olt g > d, et J(A )= T(Ap{d]).
Soit R le neeud droit de Pato o~ dY T}

{
MOUEIVIv U romie ‘\ wp. 4

a,g
neeud d ‘échec distant. Notons Cy = (gf: w)V Dy la clause [’étiquetant (w est en fait
le terme d si Ry est un nceud d’échec).

I, i h anit Alnn
SGlt d Hn neeuda u eCuGC, S0iv G un

m

Détaillons maintenant les différents cas possible :

Cas 3.1: Si A, n’est pas équationnel.
La clause Cy est de la forme |A,|V Dy, ou |A.,| dénote le littéral A, si Patome
A, est falsifié par I, et le littéral —A., sinon.
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P
4, | D —

!

Ay V Dry avec: [A,|= si I{(A,) = F alors A,, sinon -4,

Le littéral |A+| est bien maximal dans la clause Cr, au sens de la stratégie de
superposition. Ainsi, la Proposition 4.23 nous dit qu’une F-superposition ou une
E-superposition contextuelle de Cy dans Ct produit une clause falsifiée par Q).
Donc, cela contredit la construction effectuée de la branche droite.
Cas 3.2: SiI(Ay)=V et A, = (s>t).

La clause Cy est de la forme —~(s~1}V Dy, et le littéral ~(s ~1) est bien maximal
au sens de la stratégie de superposition. De plus, la réduction s’applique dans le
terme s, si t est réductible en un terme t', ’atome (s~1t") est valide pour @)~ et
réduit donc (s~t) dans s.

[~(slgl~t) vV Dy }

e Sitout atome de D, est plus petit que I"atome (s~ ) alors, comme dans le cas
précédent, la Proposition 4.23 nous permet d’appliquer une E-superposition
ou une E-superposition contextuelle de Cy dans Ct pour déduire une clause
falsifiée par (., ce qui contredii 'appartenance de () a la branche droite.

e S’il existe un atome plus grand que (s~~t) dans Dy, cela signifie que R, est
un neeud d’échec distant, s = g, et cet atome supérieur & (g=~t) est de la
forme (g~ w'), falsifié par le nceud d’échec M, au bout de la branche droite
de Ry : Cy = (g=w)V {(g=uw') Vv Dy.

Il faut donc montrer que 'on peut dériver une clause falsifiée par M,, coupant
la branche entre R, et M.
Une E-superposition de Cy, dans Cy produit la clause ~(w ~¢)VD V(g ~w')V
Dy,. Pour que cette clause soit falsifiée par My, il faut que tout littéral de Dy
le soit. Mais, il peut exister un atome (g~u) tel que Dy = =(g~u)V D7,
Qv(g~u) =V et M,(g~u) = F. Il faut alors appliquer une E-superposition
de Cy dans chacun de ces littéraux de D; pour obtenir enfin la clause de GS
recherchée, i.e. falsifiée par My : ~(w~t)V =(wx>u) Vv Dy V(g~w') v Di.
Cas 3.3: SilI(A,)=F, A, = (s>t) et s est réductible.
La clause Cy est de la forme {s~1t}v Dj. Jusqu’a présent, lorsqu’un atome comme
A, était réductible, nous avons utilisé une étape de E-superposition (contex-
tuelle) pour trouver une contradiction. Mais dans le cas considéré, le probléme
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de la maximalité de I'atome A. dans C1 se pose. En effet, s’il existe un lit-
téral (s’ ~u) dans Dy tel que s’ =g s, nous ne pouvons pas appliquer de E-
superposition dans A..

Supposons donc que les clauses C; et C, sont les plus petites clauses de GS
pouvant étiqueter les nceuds I et R, respectivement, pour 'ordre st

e Supposons qu’il existe au moins un littéral de la forme —(s~u) dans Dy;
notons Dy = =(s~u)V D}. Le littéral (s~t) n’est donc pas maximal dans
Cr1. Mais, si nous appliquons une E-superposition (contextuelle) de C, dans
chacun de ces littéraux, la clause C déduite, appartenant & GS, est: (s~1)V
=(s[d]~u) Vv D}V D,

Si(s~t) > (g~ w), la clause C est falsifiée par I et plus petite que Cr; cela
contredit le choix de C; minimale.

Si (s~t) < (g~w), Ry est un nceud d’échec distant; notons M, le nceud
d’échec au bout de la branche droite sous R, ; la clause C est falsifiée par M,
et plus petite que Cy ; cela contredit également le choix de C; minimale.

e S’il n’existe pas de littéral ~(s'~u) dans Dy tel que 8’ = s, le littéral (s ~1)
est maximal dans C;. Une E-superposition (contextuelle) de C, dans Cfy
produit la clause C = (s{w]~t)v Dy v D, de GS.

Si (s~t) > (g~w), la clause C est falsifiée par (., ce qui contredit son
appartenance a la branche droite.

Si (s~t) < (9~w), B, est un noeud d’échec distant; notons M, le nceud
d’échec au bout de la branche droite sous Ry ; la clause C est falsifiée par M,
et plus petite que C, ; cela contredii le choix de C'; minimale.

Cas 3.4: SiI(A,)=F, A, = (s~1) et s est irréductible.

Le nceud d’échec I est étiqueté par une clause C; = (s~t)Vv Dy. Il n’existe aucun
littéral négatif —(s' ~u) dans Dy tel que s est F-égal & s, par E-consistance de
Qs

Soit t' le plus petit terme inférieur a i et tel que Q,(t~t") = V et (s~t') est
irréductible. L’atome (s~1) se réduisant par (t~*') en (s~1"), ce dernier atome
(s=~1') est falsifié par Q... Soit o indice de (s=<1"); Q est la restriction de (},
a W,. Soit R D’extension droite de @, : R(s~1") = F.
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La situation est décrite par la figure suivante:

(t=t))

(s>t

Le nceud R ressemble énormément a un nceud d’échec distant. Pour conclure qu’il
s’agit en effet d’un nceud d’échec distant, il nous suffit de vérifier la propriété
suivante: Vu < t, I(s~u) = F. Or, aucun terme u ne peut contredire cela, car
sinon (s~t) serait réductible par ce (s~wu), ce qui est interdit par ’hypothése
d’irréductibiiité de s.

Ainsi, chaque cas méne a une contradiction.

Comme tous les cas ont montré une incohérence avec la construction de la branche droite,
nous en déduisons que cette branche droite est vide, et donc que le sous-arbre MCT(GS)
Pest également. Or, le seul moyen de ne laisser que 'interprétation vide dans MCT(GS)
est que la clause vide appartienne a INF*(S). Ceci conclut la preuve de complétude. O

4.5 Stratégie positive

Soit INF un ensemble de regles d’inférence défini pour la stratégie positive dans la Section 2.3.
Rappelons que le but de cette stratégie est de ne faire une inférence que si elle utilise au moins
une clause positive, c’est-a-dire une clause ne contenant que des littéraux positifs.

Détaillons la preuve du Théoreme de Complétude de la stratégie positive (Théoreme 2.14),
qui consiste en fait & montrer quelques propriétés pour ensuite reprendre les preuves de: théo-
remes de complétude de la E-paramodulation (Théoréme 2.7 prouvé dans la Section 4.3) et de
la E-superposition (Théoréme 2.12 prouvé dans la Section 4.4) pour la stratégie ordonnée.

Preuve: La preuve de ce théoréme se fait par contradiction. Supposons que S est un ensemble
E-incohérent de clauses, mais que INF*(5) ne contient pas la clause vide. Alors, 'arbre
sémantique cohérent MCT(INF*(S)) n’est pas vide. Comme pour la stratégie ordonnée,

définissons les ensembles suivants :

GS = {C|3C" € INF*(S5), C=gC'o, pour une instance close C'c de C' }
& = {(u~u)|u,u' e T(F), u=gu}
GS contient toutes les instances closes de clauses de INF*(S), et £ contient toutes les

équations triviales pour la théorie E. L ’arbre sémantique cohérent MCT(GS) est équivalent
a MCT(INF*(S)); il est donc non vide.
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Nous construisons la branche droite Q., de MCT(GS) comme pour la stratégie ordon-
née, c’est-a-dire selon la Définition 4.15 pour la stratégie de paramodulation, ou bien la
Définition 4.21 pour la stratégie de superposition.

Rappelons que si un nceud @, de cette branche droite admet une extension droite R
n’appartenant pas a la branche droite, alors 'interprétation R est soit un nceud de quasi-
échec, soit un nceud d’échec, soit un nceud d’échec distant. Supposons que les nceuds R
ainsi définis et étiquetés par une clause de GS, le sont par une clause positive.

Grace a cette hypothése de positivité des clauses étiquetant les nceuds droits, les preuves
de complétude de la stratégie ordonnée pour la paramodulation (Théoréme 2.7) et la
superposition (Théoréme 2.12) peuvent étre reprises mot pour mot afin de dériver une
contradiction au fait que MCT(GS) n’est pas vide. D’autre part, toutes les conditions de
maximalité des littéraux utilisés, apparaissant dans les régles d’inférence, découlent trés
simplement de I’hypothése précédente. Rappelons ces conditions :

e Si une inférence fait appel a une clause positive, alors elle doit utiliser le littéral
maximal de cette clause,

e Si une inférence utilise un littéral négatif d’une clause, alors ce littéral doit étre
maximal vis-a-vis des autres littéraux négatifs de cette clause.

QOutre ces conditions de maximalité, 'obligation d’effectuer des remplacements uniquement
depuis une clause positive, et d’appliquer des paramodulations étendues uniquement entre
clauses positives, vient du fait que ces déductions utilisent toujours des clauses étiquetant
des nceuds droits. i

11 nous faut donc montrer le lemme suivant :

Lemme 4.26 Les neeuds d’échec et d’échec distants, extensions droites de neuds de la branche
droite, sont étiquetés par des clauses positives de GS.

Preuve: La preuve de ce lemme est réalisée par récurrence sur ces nceuds d’échec et d’échec
distants K.

Etape initiale : Soit @, la plus petite restriction de la branche droite ¢}., qui admet deux
extensions L et R, telles que L(A,) =V, R(A,) = F et R est un nceud d’échec ou
d’échec distant, étiqueté par une clause Cr de GS. Supposons que Cg est la plus
petite clause de GS falsifiée par R pour I'ordre >™¥  extension aux multi-ensembles
de littéraux de >.

Notons dans un premier temps que !'interprétation R ne peut pas étre un nceud
d’échec distant, car I’atome A, serait une éguation (u~v) et la clause C'r serait de
la forme (v ~w)V Dg; atome (w =~ v}, valide pour @, réduisant (u~w) en (u>~v),
la Proposition 4.22 affirme qu'il existe alors un atome irréductible, dont le nceud droit
est étiqueté par une clause de GS, réduisant un atome F-égal a (v ~w). Or, ceci est
impossible car nous avons supposé que R était la plus petite interprétation étiquetée
par une clause de GS.

La clause Cpg est donc de la forme A, V Dg, ou tout atome de Dg est plus petit que
A,. Nous pouvons également supposer qu’aucun atome de Dg n’est E-égal & A,, car
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une étape de factorisation permet d’éliminer ces occurrences multiples de A,.
Soit Cy = Al Vv DY la clause de INF*(S) telle que Cr =g Cro pour une substitution
close o.

Nous allons montrer dans un premier temps que tout atome de Dg est irréductible,
puis que tout littéral de Dp est positif.

e S5'il existe un littéral réductible Ly de Dp (Dr = Lr V D3g), alors par le Théo-
réme de la Réduction, il est réductible par une équation irréductible (I ~r).
[ ne peut étre E-égal a r, car la clause A,V Lg[r]V Dog appartiendrait également
a4 GS, et comme elle est falsifiée par R et plus petite que Cg, cela contredit la
minimalité de Cg.
Selon les Propositions 4.16 et 4.22, il existe un atome E-égal a Ly qui est ré-
ductible par une équation irréductible, dont le nceud droit est étiqueté par une
clause de GS. Une telle équation ne peut exister, car R est le plus petit nceud
falsifiant une clause de GS le long de la branche droite.
Donc, le littéral Lr ne peut étre réductible, et la clause Cg est ainsi irréductible.
e Sl existe un littéral ~Ag dans Dy (D = —AgV Dag), atome Ag est donc valide
pour Q, et nous venons de montrer qu’il est irréductible. Ainsi, la restriction ¢ g
de , & Wi admet soit une seule extension et Ag est une équation de la forme
(u~u), soit deux extensions et le nceud droit de Ag est un nceud d’échec étiqueté
par une équation de &, ce qui signifie que Ag est une équation (u~v) ot u=pg v, -
ou bien le nceud droit de Ag est un nceud de quasi-échec.

— Si Ag est une équation (u~v) ol u=g v, et éventuellement u = v, alors une
étape de E-réflexion sur la clause Cro = AoV =Ajo V Dypo produit la
clause Ao V Dypo. La clause A, V Dy appartient donc & GS, est falsifiée
par R et est plus petite que Cr. Cela contredit le choix de Cr comme la
clause minimale de G§ falsifiée par R.

— Le nceud droit de Ag ne peut étre un nceud de quasi-échec, car dans ce cas
les Propositions 4.16 et 4.22 nous disent qu’il existe une équation irréductible
dont le nceud droit est étiqueté par une clause de GS, qui réduit un atome
F-égal a Ag. Or, R est le plus petit nceud étiqueté par une clause de GS.

Ainsi, R est étiqueté par une clause positive de GS.

Etape de récurrence: Soit (), un neceud de la branche droite admettant deux extensions
L et R telles que L{A,) =V, R(A,) = F et R est un nceud d’échec ou d’échec distant,
étiqueté par une clause Cr de GS. Supposons que Cg est la plus petite clause de GS
falsifiée par R pour lordre >™%!  extension aux multi-ensembles de littéraux de >.
Supposons également par hypothése de récurrence que pour tout nceud de la branche
droite, plus petit que @}, et admettant une extension droite étiquetée par une clause
de GS, cette clause est positive.
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La clause CR est de la forme A,V Dg, ot A, représente soit 'atome A, si R est
un noeud d’échec, soit 'atome sous R au niveau duquel se trouve le nceud d’échec si
R est un neeud d’échec distant.

Nous allons montrer que tout littéral de Dy est positif en deux étapes: d’abord, s’il
existe un littéral négatif dans Dp, il est irréductible ; ensuite, il existe une clause dans
GS ne contenant pas de littéral négatif.

e S’il existe un littéral négatif réductible = Ag dans Dg, il ne peut étre réduit par
une équation ({~r) ou les termes [ et r sont E-égaux, par minimalité de Cp.
Donc, grice aux Propositions 4.16 et 4.22, il existe une équation irréductible
(I~ r) réduisant un atome Ag, E-égal & Ag, dont le nceud droit R; est étiqueté
par une clause C) de GS. Par hypothése de récurrence, C; est une clause positive.
Notons Ay V —Ag V Dyg la clause Cr, et supposons que le littéral —Ag a été
choisi maximal parmi les littéraux négatifs de la clause Cp.

E Ag' VAp NV Dop

Soient C} = (I'xr") vV D} et Cpp = Al,, vV =Al, vV Dy deux clauses de INF*(5)
admettant respectivement C; et Cr pour instance close pour une substitution o :
Cjo =g C; et Cro =g Cp. Etudions les différents cas possibles :

— Si Ay est une équation (u~wv) ot u =g v, alors une E-réflexion appliquée sur
la clause Cpo produit une clause E-égale & Ay V Dyg ; cette derniére clause

appartient donc a GS et est plus petite que Cr, ce qui contredit la minimalité
de Chq.

— Si Ap n’est pas une équation triviale, une E-paramodulation ou une kK-

paramodulation contextuelle peut étre appliquée de CJo dans Cro pour pro-
duire une clause F-égale & A, v —Ag[r'o|V Dag VvV Dy, appartenant a G§ et
falsifiée par R. Cette clause est plus petite que Cg pour l'ordre >™*  car
Patome Ap: a été remplacé par un ensemble d’atomes qui lui sont tous stric-
tement inférieurs. Cela contredit le choix de C'r comme la plus petite clause
falsifiée par K.
Pour la stratégie de superposition, si Ag est un atome équationnel, il faut vé-
rifier en plus que le remplacement ne s’effectue par dans le plus petit membre
de cette équation. L’atome Ag étant valide pour Q, il est toujours possible
de choisir (I~ r) réduisant le plus grand membre de son équation.

Les deux cas que nous venons d’étudier sont donc impossibles car la clause Cg
a été choisie minimale dans le sous-ensemble de GS des clauses falsifiées par E.



4.5. Stratégie positive 95

Alinsi, s’il existe un littéral négatif dans Cp, celui-ci est irréductible.

Supposons maintenant qu’il existe un littéral négatif irréductible ~Ap dans Dg:
Dr = —AgV Dyg. Soit Cl = AL, v —A, V Dy la clause de INF*(5) telle que
Cro =g Cr pour une substitution close o. Supposons que le littéral ~Ag a été
choisi maximal parmi les littéraux négatifs de la clause Cp.

|
L Qs
Rg
Qa
Aa N
L & R
i
1

[ Agi \/“1A,3VD2R i

Soit Q 5 la restriction de Qo a W3, L’atome Ag étant irréductible, soit {)5 n’admet
qu’une seule extension et alors Az est une équation (u~u), soit @z admet deux
extensions ; dans ce second cas, son extension droite Kg est soit un nceud d’échec
ou d’échec distant étiqueté par une clause Cg = AgV Dg, soit un neeud de quasi-
échec. Par hypothese de récurrence, nous pouvons supposer que la clause Cg est
positive. Etudions ces différents cas :

Cas 1: 5i Ag est une équation (u~v) oul ©u =g v.
Alors, une étape de E-réflexion peut étre appliquée dans la clause Cro pour
engendrer une clause E-égale a A,V Dyp; cette derniére clause appartient
donc a GS. Mais, comme elle est falsifiée par R et plus petite que C'r, ce cas
ne peut se produire puisque C'r a été choisie minimale.

Cas 2: Si Rp est un nceud d’échec.
Soit Cy = Al Vv Djj une clause de INF*(S) telle que Czo =g Cp. La clause
C"Bo étant positive par hypothese de récurrence, une F-résolution peut étre
appliquée entre les clauses Cyo et Cpho pour engendrer la clause AL,0 V
Dypo v Do, E-égale & Ao V Dop V Dg qui appartient donc & GS. Cette
derniére clause étant plus petite que Cp et falsifiée par R, cela contredit le
choix de C'p minimale.

Cas 3: Si Rp est un neeud d’échec distant.
L’atome Ag est une équation (u=~wv), et la clause Cs étiquette un nceud
d’échec sous Rg au niveau d’un atome (u~w) tel que Qs{w~vj=V.
Soit Cjy = (u'~w') v Dy une clause de INF*(§) telle que Cho =g Cps. Une
E-paramodulation (ou E-superposition} appliquée de C’ba dans Cyo produit
une clause E-égale & Ay V ~(w>~v)V Dyp V Dg. Cette clause de GS est
taisifiée par R et plus petite que Cg.

Cas 4: Si Rg est un neeud de quasi-échec.
Par définition d’un nceud de quasi-échec, cela signifie qu’il existe un atome
E-égal a Ag qui est réductible par une équation (I~r) ot [ > r. Mais, nous
retrouvons le cas déja résolu d’un littéral négatif réductible de Dpg. Cette
situation est donc également impossible.
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Comme dans tous les cas nous avens trouvé une contradiction, nous en concluons que tout
neeud d’échec ou d’échec distant R, extension droite d’un nceud de la branche droite, est
étiqueté par une clause positive de GS. Ceci conclut la preuve du lemme. o

4.6 Regles de simplification

Soit INF un ensemble de régles d’inférence défini dans 'une des Sections 2.2.1, 2.2.2 et 2.3,
c’est-a-dire pour la F-paramodulation ou la E-superposition, et pour la stratégie ordonnée ou
positive. Soit INFs le systéeme composé de INF et des regles de simplification définies dans la
Section 2.4.

Nous allons montrer dans cette section que les regles de simplification ajoutées aux regles
d’inférence préservent la complétude réfutationnelle (Théoréme 2.21).

La méthode de preuve de complétude utilisée dans les sections 4.3 et 4.4 ne peut pas étre
appliquée ici, car, si deux clauses permettent d’en déduire une troisiéme, rien n’assure que
ces deux clauses apparaitront un jour dans le méme §;; donc, 'inférence peut ne jamais étre
considérée. Nous allons montrer qu’'heureusement cela ne géne en rien la déduction de la clause
vide.

A partir de maintenant, nous supposons que g est un ensemble de clauses E-incohérent, et
que S, 51, 52,. .. est une dérivation équitable. 5* dénote | ;v 5;.

Comme pour prouver la complétude des stratégies de paramodulation et de superposition
sans régles de simplification, nous définissons les ensembles de clauses suivants :

GS = {C|3C"e 8", C=gC'o, pour une instance close C'c de C’ }
£ = {(uxv)|u, v €T(F), u=gv}

La construction de la branche droite ¢. de I’arbre sémantique cohérent MCT(GS) ne differe
pas: Définition 4.15 pour la stratégie de paramodulation, Définition 4.21 pour la stratégie de
superposition.

Définition 4.27 Une clause C est persistante dans une dérivation Sg, S1,59,... 8'il eriste un
indice k tel que C appartient d (V> 5.

La preuve de complétude en présence de régles de simplification se fait habituellement en mon-
trant que tout nceud d’échec le long de la branche droite de MCT(GS) est étiqueté par une
clause persistante de GS. Ceci n’est possible que s’il n’existe pas de suite infinie décroissante
de clauses pour l’ordre de subsomption. Cette propriété, montrée par D. Loveland [Lov78] pour
Pordre de subsomption stricte dans la théorie vide, n’est pas valable pour I'ordre de subsomp-
tion. Bt méme pour 'ordre de subsomption stricte, cette propriété ne peut étre étendue qu’aux
théories équationnelles £ dont les classes de congruence sont finies.

Lemme 4.28 Soit E une théorie équationnelle ayant des classes de congruence finies. Il n’ezxiste
pas de séquence infinie Cq,C1,Co, . .. telle que la clause C;yq E-subsume strictement la clause

Ci, pour tout 1.

La preuve de ce lemme est trés simple. Elle se fait par récurrence sur la taille des clauses.
Donnons maintenant un exemple de théorie équationnelle ne respectant par le lemme précédent.
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Exemple 4.2 Soit F la théorie composée de 'axiome (f(z,z)~z). Les classes de congruence
définies par E sont infinies. Par exemple, pour une constante a,

a4 =g f(ava) —=F f(f(a?a)aa) =E f(a9f(a9a)) -k f(f(f(a,a),a),a) =E -

Notons »g 'ordre de F-subsomption stricte: A» g B si B subsume strictement 4. Alors, la

séquence suivante est infinie

Pla) »g P(f(z1,0)) > P(f(22, f(21,0))) »E P(f(23, f(22, f(z1,0)))) >E ...

car, si on instancie la variable z; de 'un de ces atomes par a, ’atome obtenu est £-égal a ’atome
précédent dans la séquence, & un renommage de variables preés. é

Notons » i I'ordre de E-subsomption. Cet ordre n’est pas ncoethérien, et nous ne pouvons
donc pas assurer que si une clause C; de GS est subsumée par une clause Cy, alors il existe une
clause C3 de G& subsumant € mais non subsumée. Nous allons orienter notre raisonnement
sur la persistance des nceuds d’échec au lieu des clauses. Mais auparavant, définissons quelques
notations:

GR(S) : ensemble des clauses E-égales a une instance close d’une clause de S, i.e.
{C|3C"e S, C=gC"0 , pour une substitution close & }

et pour un neceud d’échec X :

%Kk : ensemble des clauses de S* falsifiées par K, i.e.
{C"eS§*|3C e GR({C'}), K(C)=F}
TGy : ensemble des clauses minimales de GR(Zg ) pour 'ordre > (ou >p)
Hg : sous-ensemble des clauses de ¥ g ayant une instance (modulo F) dans TGg

Notons que: TGg C GR(llg).

Définition 4.29 Soit K un nceud d’échec de MCT(GS) étiqueté par une clause de GS. K est
un neud d’échec persistant s’il existe un indice k tel que: Vi > k, 3C € GR(S;), K(C)= F.

Dans la proposition suivante, nous montrons que tout naeud d’échec K, étiqueté par une
clause de IIx le long de la branche droite ¢}, de MCT(GS), est un nceud d’échec persistant.
Dans la preuve, nous ne parlerons pas explicitement des nceuds d’échec distants, car ils servent
a aannoncer un nceud d’échec plus bas dans 'arbre, et c’est ce nceud-1a que nous considérerons
en parlant d’un noeud d’échec le long de la branche droite.

Proposition 4.30 Soit K un neud d’échec, eriension d’un neud Q. de la branche droite, ou
plus précisément extension droite de (), ou extension de Q).,. Si K est étiqueté par une clause
de GS, alors K est un neeud d’échec persistant.

Preuve: Soit (), un nceud de la branche droite tel que

e soit il admet deux extensions L et R, R est un nceud d’échec ou d’échec distant
étiqueté par une clause de GS (R(Ay) = F)et K = R,
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e soit il s’agit du dernier nceud ((}.) de la branche droite et K est une extension de
(o, nceud d’échec étiqueté par une clause de GS.

Par hypothése de récurrence, supposons que tous les nceuds d’échec le long de la branche
droite sont des nceuds d’échec persistants, ceci jusqu’a K exclus. Pour prouver que K
est également un nceud d’échec persistant, nous allons montrer que la clause Cx € TGk
Pétiquetant ne peut étre simplifiée, et que si elle est subsumée, il existe toujours une autre
clause de GS falsifiée par K. Soit C}, une clause de Il telle que Cx =g C};0, pour une

substitution close o.

Si C}( est simplifiée : Il existe un indice j pour lequel Cx appartient & S; mais pas

a Sj41. Soit (I{ ~r{) Vv Dj la clause de S; simplifiant C}, ; par définition des régles
de simplification et de simplification contextuelle, la réduction est appliquée & une
position non-variable p d’un littéral L%, a Paide d’une substitution p; la clause C,
peut étre décomposée en Ly V Diyp V Dy, et Dip est inclus dans Dij; modulo
E, ie. DipCgDiy. La clause Cx peut étre décomposée de la méme maniére en
LgVDigVDyg,ol L =g L}{O" Dig =k DQKO’ et Dﬁp(f CeDig=E D;KO'
D’autre part, il existe un atome A’ dans L'y V Dj g qui est plus grand que (lip ~1ip).
Par stabilité de I’ordre sur les atomes, A'c est plus grand que (ljpo ~rpc). La clause
(lipo~ripo)V D1k est ainsi plus petite que Ck. Or, cette clause Cx appartenant
a TGk, K ne peut pas falsifier une clause plus petite, et comme K falsifie déja D,
K doit satisfaire 'atome (lipo ~ripo).
Un autre point important est qu’il existe un littéral L%, E-égal & Lk, réductible par
(lipo~ripo), et tel que LY [ripo] est falsifié par K. Ceci découle de la réductibilité
(contextuelle) de Ly et de la E-consistance de K (par définition d’un nceud d’échec).
Une instance close de la clause déduite par I’étape de simplification (contextuelle) de
(i ~7})v D] dans C est L [ripo]V D1g V Dag. Cette clause appartient a GR(S;41)
et donc a GR(S™); elle est falsifiée par K et plus petite que Cx pour l'ordre >, car
lipo = vipo. Ceci contredit 'appartenance de Cx 4 TGk.

Si Cj est subsumée: Il existe un indice j pour lequel C appartient & S; mais pas a
S;41. Soit D la clause de §; subsumant CY%. Ainsi, il existe une substitution p telle
que DipCg CK La clause D{pc n’est ni plus petite que Cio pour Iordre >, car
CY appartient & Ilx, ni plus grande que C'y 0 par définition de la subsomption. Les
clauses Dipo et Cy o sont donc E-égales.

La clause D} appartient également a g, car K(D{po) = F. Donc, K falsifie quand
méme une clause de GR(S;.,1).

En conclusion, la clause C, de llx ne peut pas étre simplifiée et, si eile est subsumée a un
indice j, il existe une clause dans chaque S; (1 > j) falsifiée par K. Donc, le nceud d’échec
K est persistant. O

Dans la preuve de cette proposition, nous n’avons pas fait que montrer que K était un nceud
d’échec persistant, mais nous avons montré que la clause Cg 1’étiquetant est persistante, dans le
sens ot elle étiquettera toujours K méme si elle ne sera pas toujours considérée comme l'instance
d’une méme clause.

Les preuves de compatibilité des autres régles de simplification mentionnées dans la Sec-
tion 2.4.3 sont tres faciles:
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Elimination des tautologies : une clause contenant une équation F-égale a (¢~ 1), ou conte-
nant un littéral L et un littéral F-égal a —IL ne peut étigueter un nceud d’échec par
définition.

Simplifications clausales : si une clause =L V D étiquette un nceud d’échec, et s’il existe une
clause réduite & L dans G&, alors la clause D étiquette soit ce méme nceud d’échec, soit
un neeud d&’échec plus haut dans la branche.

Réflexion triviale: une clause =(t~1') vV D, ol ¢ et ¢’ sont F-égaux, ne peut pas étiqueter
un nceud d’échec par définition.

Simplification par remplacement : si une clause ~({ ~r)V D étiquette un nceud d’échec I et
{ > r, cela signifie que "atome ({ ~ r) est valide pour /. Donc, si D contient un sous-terme
E-égal a I (notons-le D[{]), D étant falsifié par I, D[r] est également falsifié par 7. La
clause ~(I~r)V D[r] étiquette donc soit I, soit une restriction de 1.

Proposition 4.31 La branche droite ()., de [’arbre sémantique cohérent MCT(GS) est E-con-
sistante.

Preuve: Les seuls points qui peuvent poser un probléme dans les preuves pour les stratégies de
paramodulation (Proposition 4.18) et de superposition (Proposition 4.24) sont les étapes
d’inférence entre des nceuds d’échec ou d’échec distants, extensions droites de nceuds de
la branche droite.

Or, nous venons de montrer dans la proposition précédente que tout nceud d’échec étiqueté
par une clause de GS§ le long de Ia branche droite est persistant, sans jamais avoir a supposer
que cette branche est FE-consistante. Nous avons méme montré qu’une clause étiquetant
un tel nceud d’échec est persistante. Donc, toutes les inférences réalisées dans la preuve de
la E'-consistance de (}., restent applicables. a

Nous n’allons pas reprendre les preuves des Propositions 4.19 et 4.25 pour montrer que
la branche droite de MCT(GS) est vide, et donc que la clause vide a été engendrée dans la
dérivation 5y, 51, 5%,..., car toutes les inférences effectuées dans ces preuves utilisent donc des
clauses étiquetant des nceuds persistants. Ces inférences seront toujours applicables, et le nceud
d’échec qu’elles provoquent dans la branche droite est persistant.
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5

Déduction dans les théories
associatives et commutatives

Les théories associatives et commutatives représentent un cas bien particulier de théories
équationnelles ; elles ont été tres largerment étudiées en raison de leurs fréquentes applications.
D’autre part, les récentes définitions d’ordres de simplification totaux sur les classes de AC-
congruence ont accentué 'intérét de ces théories (cf. Section 1.2).

Le remplacement de ces axiomes d’associativité et de commutativité par des mécanismes,
tels qu'un algorithme d’unification et des regles d’inférence, a été initialement proposé par
G.E. Peterson et M.E. Stickel [PS81, Sti84] pour la réécriture, grice & une extension de la
procédure de complétion de Knuth-Bendix. Nous présentons dans ce chapitre l'adaptation des
stratégies de paramodulation et de superposition du Chapitre 2 aux théories AC, travaux parus
dans [RV91, Vigd4b, RV95].

Un systeme de regles d’inférence pour les théories AC a été définis, pour la stratégie de para-
modulation, par E. Paul [Pau92]; sa preuve de complétude est basée sur les arbres sémantiques
transfinis de M. Rusinowitch [Rus89] et J. Hsiang et M. Rusinowitch [HR91], mais differe de la
notre par la construction de 'arbre sémantique pour les classes de congruence AC. Les systemes
définis pour la stratégie de superposition par U. Wertz [Wer92], L. Bachmair et H. Ganzin-
ger [BG93] sont démontrés réfutationnellement complets grace a la technique de construction
de modeles de L. Bachmair et H. Ganzinger [BG90]; cependant, les extensions de clauses y sont
explicitement créées, ce qui nécessite la mise au point d’un controle spécial pour les gérer. Notons
gue trés récemment, L. Bachmair et H. Ganzinger ont modifié leur technique de preuve pour
utiliser une autre approche tres intéressante, fondée sur la construction d’un modeéle équationnel
a partir de modeéles non-équationnels (ayant une relation transitive) [BG93].

Le principal avantage des théories AC est qu’elles admettent des « extensions » trés simples.
Nous avons vu dans le Chapitre 3 (Exemple 3.5) qu’il n’existe en effet qu'un seul contexte utile
par opérateur AC f:

| Conty = { (F(f(z,y).2), 1, 0) | f € Fac }

E>0
Ainsi, le seul moyen d’étendre une équation est d’unifier son membre gauche avec le sous-terme
f(z,y) de ce contexte, et 'extension d’une équation {I~r) est donc {f({,z)~f(r.z)). I est
inutile de calculer les extensions des extensions; ce sont des instances de ’extension précédente :
(f(f(l,2),2") = f(f(r,2),2")) est Vinstance de { f({,z) = f(, z)), en substituant f(z,2z') & 2.

101



102 5. Déduction dans les théories associatives et commutatives

Nous montrons dans ce chapitre les différentes améliorations qu’il est possible d’apporter
aux regles d’inférence définies dans le Chapitre 2. Ces transformations sont compatibles avec les
stratégies de paramodulation et de superposition, ainsi que la stratégie positive et les régles de
simplification.

5.1 Notations particulieres

Les théories associatives et commutatives étant des cas trés particuliers de théories équa-
tionnelles, nous commengons par définir un ensemble de notations adaptées & ces théories.

Supposons que les opérateurs d’un sous-ensemble F4c de F sont associatifs et commutatifs,
ce qui signifie que, pour tout opérateur f de Fuc, les axiomes (f(f(z,v),2)~ f(z, f(y,2))) et
(f(z,y)~ f(y,z)) appartiennent & la théorie & considérer. La congruence sur 7(F, X') engendrée
par des axiomes, appelée AC-égalité, est notée = 4. Mentionnons tout de suite que nous n’allons
pas utiliser la représentation aplatie des termes (cf. Définition 1.7) afin de rester homogene
avec notre technique de preuve qui, manipulant un ordre total sur les termes clos, a besoin de
différencier tous termes syntaxiquement différents, méme s’ils sont AC-égaux.

Nous notons N4c (resp. Cac) lintersection (resp. Iinclusion) d’ensembles, comparant les
objets grace a’AC-égalité. Par exemple, {axb,b,c} Nac{b*a,c,d} = {axb,c}, {a*xb,c} Cac{bx
a,b,c}, ou x est AC. L’extension de Cac aux multi-ensembles est notée Cac. Ainsi, {a *
bye,e} Cac{b*a,c,b,ct, mais {axb,c,c} Cac{bxa,b,c}.

MPos(t) désigne I’ensemble des positions non variables p du terme ¢ telles que, si 'opérateur
fen pest AC, alors il n’est pas sous le méme opérateur [ dans t.

Etant donné un terme ¢ et un opérateur AC f, Hterms(t, f) est le multi-ensemble des termes
sous f au sommet de aplat(t) (Définition 1.7). Par exemple, Hterms(a = ((a = z) * g(b)), *) est
{a,a,z,9(b)}.

5.2 Regles d’inférence

Les définitions dans des théories associatives et commutatives des régles d’inférence de facto-
risation, de réflexion et de résolution correspondent exactement a celles définies dans une théorie
équationnelle générale (Section 2.2.1). Seules les régles de paramodulation contiennent quelques
améliorations supplémentaires.

La premieére de ces améliorations est la restrictior des remplacements aux positions maxi-
males des opérateurs AC, notées MPos(t) pour un terme ¢. Ceci revient a travailler uniquement
avec des termes aplatis au niveau des opérateurs AC {cf. Définition 1.7). La raison de cette condi-
tion est treés simple:

Soit f un opérateur AC. Si un remplacement peut étre appliqué au niveau du sous-
terme f(?.t2) d’un terme f(f(%1.%¢2),%3), un remplacement avec contexte peut étre
effectué au sommet du terme et donner exactement le méme résultat; le sous-terme
t3 se trouve alors placé dans le contexte.

Il est vrai que cette condition oblige a faire appel a de plus gros problemes d’unification AC, mais
ces inférences auraient de toute fagon été effectuées. 1l s’agit donc d’une amélioration effective,
proposée par M. Lai [Lai89] et E. Domenjoud [Dom91].
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Donnons la définition de la régle de paramodulation.

Définition 5.1 (AC-Paramodulation)

i 0 € Soi({Lalp, =) 11}) o po € MPos(Ly)
(ll 27‘1) v I Lav Dy . (]1 ~ Tl)a' 4 Dyo
Lylp; ¢ 1oV Dio vV Dao Lyo £ Dyo et Lyo £ (li=r)o

lyo A rio

Pour définir la paramodulation contextuelle, il n’est pas besoin de choisir un contexte pour
le membre gauche [y, car, comme seul le contexte ( f( f(z,¥y), 2), 1, ) est utile pour un opérateur
AC f, 1l peut étre directement utilisé.

Définition 5.2 (AC-Paramodulation contextuelle)

0 € Sol({Lalp, =¢ f(h.2)})
ot f € Fac, P2 € JMPOS(.[/’Z)
et 2z est une nouvelle variable
i ({iy~r)o £ Dio et Lyo £ Dyo
lho A ro
Yw € Hterms(Laly,, f),
\ Hterms(lio, f) € ac Hterms(wo, f)

(llle)VDj LQ\/DQ
Lolps &« f(r1,2)]oV DyoV Do

La condition Lo £ (I3 ~7y)o, apparaissant dans le cas d’une théorie générale £, a été supprimée
car, les théories AC respectant la propriété de sous-terme et le terme [;0 étant un sous-terme
strict de Lq0, elle est triviale.

Qutre les conditions classiques d’orientation de 1’équation et de maximalité des littéraux,
cette regle fait appel a une condition sur les Hterms du sous-terme a la position pg du littéral
L. Le multi-ensemble Hterms(La|,,. f) contient

e des termes restreints a une variable; préciser que les Hterms de I;0 ne doivent pas étre
inclus dans les Hterms de U'instanciation par ¢ de ces variables signifie que le terme [;o
ne doit pas avoir été créé de toute piéce par Valgorithme d’unification AC dans 'une de
ces variables ;

e des termes dont opérateur au sommet n’est pas f; la condition sur les Hierms signifie
Tmnmes

alors que le terme {;0 ne doit pas étre AC-égal a I'instance par ¢ de 'un de ces termes;
ceci revient a interdire le cas ou I'opérateur au sommet de {,0 n’est pas f.

La derniere régle de paramodulation, la paramodulation étendue, applique aussi directement
P'unique contexte associé & un opérateur AC. Elle met en ceuvre des conditions sur les Hierms
qui apportent un controle tres sévere sur son application.
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Définition 8.3 (AC-Paramodulation étendue)

(11’:7‘1) VD1 (IQETQ)VDQ
(f(r1,21) = f(re, 22))o V Dyo V Dao

g € Sol({f(lz1)=}c Fl2,22)})
ott [ € Fac, 71 et zy sont de nouvelles variables
(li~r)o A Dyo et (la~rg)o £ Dyo
lio A 1m0 et lyo A ryo
Hierms(lyo, f) Nac Hierms(lao, f) # B
. Hterms(zi0, f) Nac Hierms(zqo, f) = 0

st

La premiere condition sur les Hierms précise que les termes [;o et 30 doivent avoir au moins
un sous-terme en commun (modulo AC'), et la seconde condition précise qu’ils doivent méme
en avoir un maximum, c’est-a-dire qu’aucun sous-terme ne doit apparaitre a la fois dans z;0 et
dans z0.

Cette regle de paramodulation étendue peut étre vue comme une généralisation de la regle
de superposition de I’algorithme de B. Buchberger pour construire les bases de Grobner [Buc65].
Les conditions sur les Hterms ont une signification tres proche des critéres de paires critiques
assurant un recouvrement des membres gauches de régles [Buc79]. Les relations entre les tech-
niques de construction des bases de Grobner et les techniques de réécriture ont d’ailleurs été
étudiées par F. Winkler [Win84] et R. Biindgen [Biin91], mais surtout par C. Marché [Mar93].

Les deux exemples suivants mettent en évidence le rdle de ces conditions sur les Hterms. ls
montrent que, lorsque ces conditions ne sont pas respectées, la clause produite est redondante.

Exemple 5.1 Si [y0 et l;0 n’ont pas de Hierms communs:

(f(a,b) ~c) (fld,e)~g)
(fle, f(d,e)) = f(g, f(a,b)))
Intuitivement, la clause déduite peut étre & nouveau réduite par les deux clauses initiales en une
tautologie (f(c,¢)~ f(g,¢c)). D’autre part, toute inférence utilisant la clause déduite peut étre
remplacée par des inférences utilisant ces deux clauses initiales. :

ot o= {zn— fld,e),zp— f(a,b)}

Exemple 5.2 Si z30 et ;o ont un Hierms commun :

fafbg)=e)  (lgdha)=e)
e Fo.a=Te. 1.0 oh o ={n > flg.d) 2z f(5.9)]

Une autre paramodulation étendue peut étre appliquée entre ces deux clauses en respectant
les conditions sur les Hterms. La clause déduite est (fle,d)~ f(e,b)). Or, la premiére clause

déduite (f(c, f(g,d))~ f(e, f(b,g))) est en fait une extension de cette seconde déduction; eile
est donc inutile. é

Pour montrer lefficacité de ces deux conditions sur les Hierms, donnons quelques statis-
tiques :

e Une paramodulation étendue appliquée entre deux équations, dont les membres gauches
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sont f(z1,z2) et f(y1,ys), fait appel au probleme d’unification AC

f(f($19$2)?zl) :,:/)10 f(f(yla 92)5 22)

qui admet 265 solutions minimales. Les conditions sur les #terms permettent de n’en
retenir que 103.

e Pour une paramodulation étendue appliquée entre les membres gauches f(z1, f(z2,23)) et
fly1, f(y2,¥3)), le probleme d’unification AC

F(f(z1, f(72,23)), 21) =4c f(F (W1, F(32:93)), 22)

admet 41503 solutions minimales. Seules 18456 satisfont les conditions sur les Hierms.

Ces deux exemples montrent des cas extrémes, car le nombre de solutions reste énorme. Ce-
pendant, ils donnent une idée du gain apporté, car ces conditions (et plus particulierement la
seconde) peuvent étre tres facilement intégrées dans un algorithme d’unification AC.

Les systemes d’inférence INF ainsi formés pour les stratégies de paramodulation et de su-
perposition (et en présence des regles de simplifications) sont réfutationnellement complets.

Théoréme 5.4 (Théoréme de complétude) Soit § un ensemble AC-incohérent de clauses.
Alors, toute dérivation équitable de S engendre la clause vide.

Preuve: La preuve de ce théoréme est un cas particulier de la preuve des théorémes cités
dans le Chapitre 2, pour la déduction modulo une théorie équationnelle réguliére. Les
conditions supplémentaires sur les Hierms s’intégrent tres naturellement dans ces preuves
de la maniére suivante:

e Paramodulation contextuelle: la condition sur les Hterms est une conséquence de
I'irréductibilité de Ia substitution close appliquée aux clauses.

e Paramodulation étendue : les membres gauches doivent posséder au moins un Hterms
en commun, car sinon la clause déduite se réduit en une tautologie (cf. Exemple 5.1),
ce qui contredit la consistance du morceau de branche droite déja construit (cf. preuve
du Lemme A.2). Ces membres gauches doivent partager en plus un maximum de
Hterms, car sinon une autre paramodulation étendue engendre une clause plus petite
(cf. Exemple 5.2), également falsifiée par la branche droite.

Le relévement au cas général de cette preuve est effectué grace aux lemmes décrits dans
la section suivante. ad

5.3 Reléevement des conditions sur les Hterms

Nous avons montré dans la Section 4.2 comment relever les regles d’inférence du cas clos au
cas général, en n’utilisant que des substitutions irréductibles. Les preuves décrites sont valables
pour les théories associatives et commutatives, mais nous devons nous assurer que les condi-
tions ajoutées sur les Hterms dans les regles de paramodulation contextuelle et paramodulation
étendue peuvent également étre relevées.
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Lemme 5.5 (Reléevement de la AC-paramodulation contextuelle) Soient deur clauses
Ci =(li=m)V Dy et Cy = Ly V Dy et o une substitution close. 51 une AC-paramodulation
contextuelle de Cio dans Ca0, 4 une position p; € MPos(Lyo), produit une clause C, alors
une paramodulation contextuelle peut étre appliquée de C; dans Cy a cette méme position po,
produisant une clause D admettant C pour instance close.

Preuve: Grace au Lemme de Relévement 4.13 et a I’hypothése d’irréductibilité de la sub-
stitution o, nous savons que la position p, est une position non variable de L, i.e.
p2 € MPos(Ly). La paramodulation contextuelle de Cyo dans Cqo utilise une substi-
tution o' telle que: Lyo|p, =ac f(l10,20"), ot f est un opérateur AC.

Il existe une substitution 7, AC-unificateur principal de f(ly,z) et Lj|p,, et une substitu-
tion close p telles que: Yz € Dom(o), zo =4c z7p, et 20’ =4¢ z7p. Les conditions d’ordre
sont relevées comme dans le Lemme 4.13.

La derniére condition & relever est celle sur les Hierms du sous-terme a la position py de
Ls. Nous savons que:

Yw € Hterms(La0|p,, f), Hterms(lio, f) Cac Hterms(w, f)

c’est-a-dire: Yw € Hterms(Lyolp,, f), (10 #4c w; cela assure que l'opérateur au sommet
de lyo est f. Il nous faut montrer que :

Yw € Hterms(Lalp,, f), Hterms(lyt, f) Cac Hierms(wr, f)

Supposons qu’un tel terme w ne satisfasse pas cette derniére condition ; w étant issu de
Hterms(Lag|p,, f), il ne posséde pas f en son sommet; il s’agit donc soit d’une variable,
soit d’un terme avec au sommet un opérateur g ; ce dernier cas peut étre immédiatement
éliminé, car il signifierait que g est I'opérateur au sommet de Iy, ce qui est impossible
(litp=aclio).

w ne peut donc étre qu’une variable. Cependant, le terme 7 étant inclus dans wr, son
instance [y Tp est incluse dans wrp; or, les termes wtp et wo étant AC-égaux et w étant
une variable, wo est réductible (modulo AC) par (lyo ~7y0), ce qui contredit ’hypotheése
d’irréductibilité de o.

La condition sur les Hterms étant ainsi montrée pour la substitution 7, nous pouvons
en déduire de la maniére suivante que Ie terme I17 n’est pas réduit 4 une variable: si
it = ¢z € X, comme f(z,27)=4c(Lq|p, )7, cela implique qu’il existe un terme w de
Hierms(Lalp,, f), tel que wr est soit z, soit f(z,w') pour un terme w', ce qui contredit Ia
propriété précédente sur les Hierms.

Toutes les conditions sont réunies pour appliquer iz suite du Lemme de Relévement 4.13,
assurant que la clause déduite par une paramodulation contextuelle de Cy dans C, admet
C pour instance close (modulo AC ). n

Montrons également le relevement des conditions sur les Hterms dans la regle de paramo-
dulation étendue dans les théories AC.

Lemme 5.6 (Relévement de la AC-paramodulation étendue) Soient deuz clauses C; =
(lh=r)V Dy et C; = (Iy~r3) V Dy, et o une substitution close. 51 une AC-paramodulation
étendue entre Cyo et Cyo produit une clause C, alors une paramodulation étendue peut étre
appliquée enire C1 et Cq, produisant une clause D admettant C pour instance close.
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Preuve: La paramodulation étendue entre Cio et (0 utilise une substitution o’ telle que:
fllio,z10") = 4c f(la0, 2206"), ot f est un opérateur AC.
Comme dans la preuve du lemme précédent, le Lemme de Relévement 4.13 et a ’hypothese
d’irréductibilité de la substitution o nous gar- ntissent l’existence d’une substitution T,
AC-unificateur principal de f(ly,z1) et f(la,22), et une substitution close p telles que:
Vo € Dom(o), €0 =ac 7p, 210’ =c 217p, €t 220’ =4¢ 227p. Les conditions d’ordre sont
relevées comme dans le Lemme 4.13.

Montrons le relévement des conditions sur les Hterms. Nous savons que:

Hterms(lio, f) Nac Hierms(lzo, f) # 0 (1)
Hierms(z10', f) Nac Hierms(zd',f) = 0 (2)

Montrons dans un premier temps que Hterms(z7, f) Nac Hterms(zo7, f) = 0. Sup-
posons qu’il existe deux éléments AC-égaux a et b de Hterms(z1, f) et Hterms(ze7, f)
respectivement. Dounc les termes ap et bp sont AC-égaux, de méme que les multi-ensembles
Hterms(ap, ) et Hterms(bp, f). D’oi, Hterms(z17p, f)Nac Hierms(zyTp, f) # . Ceci
contredit la propriété (2), car Tp = ¢ 00’.

Ainsi, Hterms(zi7, f)Nac Hterms(z7, f) = 0.

Montrons maintenant que les termes [1T et {37 partagent au moins un sous-terme. Par
définition de 7, on a: f({17, 217} = 4¢ f(lo7, 2o7). Donc,

Hierms(l17, f) Uiac Hterms(zir, f) =ac Hierms(lar, f) Uiac Hterms(zet, f)

Nous avons prouvé que Hterms(z 7, f) et Hterms(z7, f) n’ont aucun élément en commun.
Donc,

Hterms(z17, f) Cac Hterms(lyT, f)
Hterms(zeT, f) Cac Hterms(liT, f)

Si nous supposons que Hterms(z17, f) Cac Hterms(laT, f), tous les sous-termes de lpT
qui ne sont pas dans z 7, sont dans ;7. Donc, Hterms(ly7, f) et Hterms(l,T, f) ont des
éléments en commun.

Le second cas est Hierms(zi7, f)=ac Hterms(laT, f); cela signifie que l;7 =4c 17 et
I T =4c 297, et en conséquence: lyo =40 210 et [0 =40 290. La propriété (2) dit que z10
et z90 n’ont pas de Hierms communs, donc {yo et [o0 non plus; cela contredit la propriété
(1). Donc, ce cas est aussi impossible.

Nous pouvons facilement vérifier que ni I17 ni lo7 ne sont des variables; en effet, si nous
supposons que [T est une variable z, comme loT et ly7 partagent des Hterms, la variable
z appartient & Hterms(ly7, f); d’autre part, cela signifie que zo7 est inclus dans z17, ce
que ces deux termes n’ont aucun Hierms en commun.

s

qui est en contradiction avec le fai

!
Donc, Head(ly7) = Head(lyT) =

Les conditions sur les Hterms étant valides pour la substitution T, une paramodula-
tion étendue peut effectivement étre appliquée entre les clauses Cy et Cy, avec T pour
AC-unificateur principal, et la clause déduite admet la clause C comme instance close
(Lemme 4.13), modulo AC. O
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5.4 Exemple de résolution

Nous détaillons dans cette section un exemple d’application des régles d’inférence définies
dans ce chapitre, qui consiste a prouver la propriété (z7 -z =~ z7) dans les Algébres de Kleene,
décrites par 'axiomatisation de D. Kozen [Koz91] suivante :

(K, +,0) est un monoide commutatif idempotent : AC(+)

(2) (231-{—.'1?1 o~ $1)

(K,-,1) est un monoide :

(3) (z1-(zg-23) ~ (z1-72) T3)
(4) (1-z1 >~ z1)
(5) (z1-1 =~ 1)

(K,+,-,0,1) est un semi-anneau idempotent :

R

(6) (z1-(z2+23) =~ (21-72) +(71-73))
(7) ((z1+22) 23 >~ (z1-23) +(22-23))
(8) (0-zy ~0)
(9) (10 ~ 0)

Définition de 'opérateur étoile de Kleene :

(10) (1+(z1-27) = a7)
(11) (1+(a-21) = 27)
(12) —((z1-z9)+zo >~ z2) V ((27-22)+ 29 ~ 29)
(13) ~((z1-z2) + 21 = &) V ((z1-73) + 71 = 21)

Pour montrer la propriété citée précédemment, nous ajoutons au systéme une clause repre-
sentant la négation de cette propriété (ot A est une nouvelle constante):

(C) —=(A"- A" ~ A*)

L’ordre utilisé pour comparer les termes est un ordre récursif sur les chemins, basé sur 'APO
de L. Bachmair et D. Plaisted [BP85b]. La précédence sur les opérateurs est: - >z + >x “ >r
1>70.

La séquence de déductions suivante monire comment une contradiction peut étre dérivée du
systéme formé des 13 clauses représentant la théorie des algébres de Kleene et de la clause (C).
Notons que nous avons utilisé la stratégie de superposition.

Superposition étendue entre 2 et 10
(14) (1+(zq-27) ~ 27 +1)

Simplification de 10 dans 14
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(14) (2341 =~ z%)

\

Superposition étendue entre 14 et 10

(15) (2] +(zo-23) ~ 23+ 27)
Superposition de 14 dans 7

(16) ((23-21) +(1-21) >~ 25-2)
Simplification de 4 dans 16

(16) ((z3-z1) + 21 ~ 23 21)
Simplification de 16 dans 12

(12) —-((z1-z2)+ 22 ~ z3) V (2} 72 =~ z3)
Superposition de 12 dans C

(17) —~{A* >~ A*) V =({A-A")+ 4" =~ 47)
Réflexion triviale dans 17

(17) —{{A-A")+ A" =~ A7)
Simplification de 15 dans 17

(17) —(A*+ A" ~ A*)

Simplification clausale dans 17 grice a 2

(17) O
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6
AC-Paramodulation contrainte

Nous avons défini depuis le début de ce document des ensembles de régles d’inférence pour
effectuer des déductions modulo une théorie équationnelle . L’application de ces regles est res-
treinte grace a des conditions d’ordre, et dans le chapitre précédent, consacré aux cas particuliers
des théories associatives et commutatives (AC), nous avons décrit des mécanismes supplémen-
taires permettant de limiter ’espace de recherche.

Cependant, malgré ces conditions, l’appel d’un algorithme d’unification AC pouvant engen-
drer de trés nombreuses solutions entame fortement ’efficacité du processus d’inférence. Aussi,
nous présentons dans ce chapitre une amélioration trés importante pour limiter le nombre de
clauses engendrées, et donc le nombre de déductions possibles. Il s’agit de I’association de con-
traintes symboliques & chaque clause, permettant entre autres de retarder, voire d’éviter, la
résolution des problémes d’unification AC.

Un premier type de contrainte symbolique simule la stratégie basique, qui consiste & interdire
tout remplacement dans un sous-terme introduit dans une clause par une substitution lors
d’une déduction antérieure. Par exemple, considérant ’étape de paramodulation suivante, avec
la substitution {z — ¢, y — a},

(fla,z)=b)  P{f(y.¢)VQ(y,b)
P(b) v Q([a] b)

le sous-terme f(y,c) est remplacé par b, en supposant que f(a,c) A b (orientation de I’équation)
et P(f(a,c)) £ Q(a,b) (maximalité du littéral utilisé). Le sous-terme a ayant été introduit dans
la clause déduite par 'instanciation de la variable g, tout futur remplacement dans a est interdit.
L’idée de cette restriction est simple : si un remplacement doit étre appliqué dans a, alors il doit
avoir lieu dans la clause (f(a,2)~b), avant d’effectuer I’étape de paramodulation précédente.
Il est possible de compléter cette définition en interdisant tout futur remplacement dans le
terme introduit dans la clause déduite par le remplacement (b dans ’exemple précédent). Ceci
ne s’applique qu’a la stratégie de paramodulation, car elle permet des remplacements dans les
membres non maximaux des équations.

Nous traduisons cette stratégie basique par des contraintes d’unification AC, dans la lignée
des travaux de C. Kirchner, H. Kirchner et M. Rusinowitch [KKR90] et de R. Nieuwenhuis et
A. Rubio [NR92a, NR92b]. Ainsi, a chaque clause C est associée une conjonction de contraintes,
notée [ c], formée des contraintes d’unification AC posées lors de la déduction de C, ainsi que

111
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des contraintes héritées de ses clauses parentes. L’exemple précédent devient :

(fla,z)~b) [c1] P(f(y,c))VQ(y,b) [e2]
Pb)Vv Q(y,b) [c1 AegAeg]

-l

a ° E s o . 5 ?
ol c3 contient la contrainte d’unification AC (f(a,z) =} f(¥,2)).
Une clause contrainte ainsi déduite représente autant de clauses qu’il y a de solutions mini-
males a ses contraintes d’unification AC. Cela représente un gain considérable en espace, pour
n’avoir engendré qu’une seule clause, mais le gain est aussi tres important en calcul, car recher-
cher toutes les solutions minimales d’un probléme d’unification AC est doublement exponentiel,

alors que tester Iexistence d’une solution n’est qu’exponentiel.

A ces contraintes d’unification, nous ajoutons des contraintes d’ordre, représentant les condi-
tions des regles d’inférence. Ainsi, dans ’exemple précédent, c3 contient également les contraintes
(f(a,z) =" b) et (P(f(y,¢)) =7 Q(y,b)). Ces contraintes permettent de transmettre d’une infé-
rence a la suivante les hypotheses sur la maximalité des termes.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous retracons la genese de la stratégie basique
et des contraintes symboliques. Apres avoir introduit quelques notations, nous présentons des
ensembles de regles d’inférence basés sur les stratégies de paramodulation et de superposition,
puis détaillons différentes regles de simplification. La preuve de complétude réfutationnelle de ces
systemes est dérivée trés naturellement de la preuve dans le cas non contraint. Dans la derniere
section, nous discutons des avantages et des inconvénients d’appliquer la stratégie basique au
lieu de la stratégie contrainte, c’est-a-dire de résoudre les problemes d’unification AC, mais de
ne pas appliquer dans les clauses les substitutions solutions, comme cela a été réalisé pour la
théorie vide par L. Bachmair, H. Ganzinger, C. Lynch et W. Snyder [BGLS92].

6.1 Historique et motivations

Rappelons les travaux ayant conduit 4 la stratégie basique, et a I'usage des contraintes
symboliques. Nous montrerons ensuite les avantages essentiels apportés par les contraintes dans
les mécanismes de déduction modulo des théories associatives et commutatives.

6.1.1 Stratégie basique et contraintes symboliques

L’idée d’interdire tout remplacement dans un terme créé par 'instanciation d’une variable a
été proposée en premier par J.R. Slagle [Sla74], avec la définition d’inférences bloquées, caracté-
risées par l'utilisation de substitutions associant un terme irréductible (au sens de la réécriture)
a chaque variable. Cette propriété était également sous-jacente dans la méthode de modification
de D, Brand [Bra75].

Ce concept a été étendu aux théories permutatives (incluant les théories AC) par A.M. Bal-
lantyne et D.S. Lankford [BL79]. Son adaptation & la technique de surréduction a été réalisée
par J.-M. Hullot dans sa theése [Hul80], dans des dérivations dites basiques, grace a la définition
de I’ensemble des positions dans lesquelles les étapes de surréduction sont autorisées; la régle
d’inférence issue de cela fut appelée surréduction basique.
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Dans une optique différente mais trés proche du principe de la stratégie basique, D. Kapur,
D.R. Musser et P. Narendran [KMNB85] ont défini la régle de superposition primale, tenant
compte du fait que de nombreuses superpositions sont inutiles dans la procédure de D.E. Knuth
et P.B. Bendix [KBT70].

La stratégie basique a été adaptée & la paramodulation par W. Snyder et C. Lynch [SLI1],
puis a été complétement définie, pour des systémes de régles d’inférence basés sur la superposition
et la paramodulation, par L. Bachmair, H. Ganzinger, C. Lynch et W. Snyder dans [BGLS92];
4 chaque clause est associée une substitution, représentant le cumul des substitutions calculées
pour déduire cette clause. Conserver cette substitution hors de la clause évite le calcul les posi-
tions dans lesquelles les remplacements sont autorisés.

Cependant, la plupart de ces travaux sur la stratégie basique ont été motivés initialement
par I’idée de bloquer tout terme créé par un algorithme d’unification, ce qui fut partiellement
réalisé dans le cadre de la logique d’ordre supérieur par G. Huet dans sa these [Hue72], o une
régle de résolution, basée sur la résolution de J.A. Robinson [Rob65], fut décrite de telle maniére
que les problémes d’unification n’aient pas a étre résolus, ces derniers étant conservés comme
contraintes des clauses déduites. Ce principe fut appliqué par C. Kirchner et H. Kirchner [KK89]
pour définir une régle de superposition et un algorithme de complétion pour le raisonnement
équationnel contraint. La regle de surréduction basique de J.-M. Hullot [Hul80] fut présentée
sous une forme contrainte par W, Nutt, P. Réty et G. Smolka dans [NRS90].

R. Caferra et N. Zabel [CZ92] ont défini des régles d’inférence de résolution et de factorisation,
pour la déduction dans la logique du premier ordre sans égalité; le systéeme d’inférence proposé
permet de construire des modéles, en combinant des conjonctions et des disjonctions de con-
traintes d’unification, de disunification. Cette technique ne peut étre simulée par les mécanismes
classiques de résolution de contraintes comme ceux décrits dans [JL87, Biir91].

Les contraintes d’unification ont été utilisées par R. Nieuwenhuis et A. Rubio [NR92a] pour
définir un ensemble de réegles d’inférence basé sur la stratégie de superposition, dans lequel aucun
unificateur n’a besoin d’étre calculé.

Un second type de contraintes fut utilisé pour la complétion sans échec par G.E. Peter-
son [Pet90] et U. Martin et T. Nipkow [MN90}; il s’agit des contraintes d’ordre. Elles permettent
d’orienter des axiomes tels que la commutativité: 2 xy — y*z si z > y. L’utilisation de telles
contraintes est également motivée par les résultats sur la décidabilité des contraintes d’ordre de
H. Comon [Com90] (’ordre lexicographique sur les chemins (LPQO) est décidable) et J.-P. Jouan-
naud et M. Okada [JO91] ('ordre lexicographique et multi-ensemble sur les chemins (RPQ) est
décidable).

La combinaison de contraintes d’unification et de contraintes d’ordre fut proposée par C. Kir-
chner, H. Kirchner et M. Rusinowitch [KKR90] lors de la définition de régles d’inférence pour les
stratégies de superposition et de paramodulation ; pour étre complet, ces systémes nécessitaient
soit de résoudre quelques problemes d’unification, soit d’appliquer des remplacements dans des
termes appartenant aux contraintes. R. Nieuwenhuis et A. Rubio [NR92b] ont défini des regles
d’inférence basées sur la stratégie de superposition qui ne nécessitaient aucun calcul d’unifica-
teur, et dans lesquelles les conditions d’ordre (orientation d’équations, maximalité d’un littéral
dans une clause) étaient conservées.
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Nous présentons dans ce chapitre I’extension de ce dernier résultat aux théories associatives
et commutatives. Le systéme d’inférence ainsi défini est réfutationnellement complet, sans jamais
nécessiter le calcul d’unificateurs AC. Ce résultat a été présenté dans [Vig94a.

Nous devons cependant préciser que le premier systéme de régles d’inférence ne nécessitant
aucun calcul d’unificateurs AC est dii a R. Nieuwenhuis et A. Rubio [NR94, Rub94], car dans
une premiére version [Vig93], nous devions calculer des unificateurs dans des cas trés restreints.

6.1.2 Avantages des contraintes symboliques

Les contraintes symboliques que nous allons manipuler dans la suite de ce chapitre sont donc
de deux types: contraintes d’unification AC et contraintes d’ordre.

La déduction dans des théories associatives et commutatives fait appel & un algorithme
d’unification [Sti81, BHK*88]. Cet algorithme est décidable et finitaire (i.e. il existe un nombre
fini de solutions a un probléme d’unification AC'). Cependant, le calcul de ’ensemble des so-
lutions minimales &tant doublement exponentiel [KN92], il est nécessaire de les éviter. Ainsi,
les contraintes d’unification nécessitent seulement de tester existence d’une solution, ce qui est
seulement exponentiel. Qutre ce calcul simplifié, il n’est plus nécessaire d’engendrer une clause
pour chaque solution minimaie, ce qui a pour effet de diminuer aussi le nombre de déductions
potentielles.

Exemple 6.1 Soit * un opérateur AC. Considérons une étape de paramodulation de I’équation
(2 xz %z xz~z) dans la clause P(y; * y2 * ys * ya) V Q(¥1, Y2, Y3, ¥a), at niveau du sous-
terme y; * Y * Y3 * Y4 ; une clause doit étre engendrée pour chaque AC-unificateur principal, ce
qui fait 34359607 481 nouvelles clauses (toutes indispensables), comme I’a montré E. Domen-
joud [Dom92].

Cette méme étape de paramodulation avec une contrainte d’unification, n’engendre qu’une seule
clause: P(z)V Q(y1, Y2, Y3, ¥a) [z *x*xT xx =N o U H Yz * Yz x U] é

L’avantage de ce type de contraintes était déja sculigné dans [KK89, KKR90] et [Biir91].

En ce qui concerne les contraintes d’ordre, leur but est de conserver une trace des choix
effectués au cours des déductions, que ce soit pour orienter une équation ou pour choisir un
littéral maximal dans une clause. Ainsi, tout nouveau choix reste cohérent avec les précédents.
L’exemple suivant montre le probleme soulevé en cas d’absence de ces contraintes.

Exemple 6.2 Etant donné le systéme de clauses suivant.
(f(b)=y) (1)
j (9(f@)=a)  (2)
P(g(f(b))) {
[
montrons qu’il est incohérent, en utilisant I'ordre LPQO avec la précédence g ># f >r a >x b.
Paramodulation de (1) dans {3): P(g(y)) (5)
Paramodulation de (2) dans (5):  Pla)  (6)
Résolution entre (4} et (6): o (7)
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Une contradiction a bien été dérivée, mais étudions plus en détail les deux étapes de paramo-
dulation. Dans la premiere, le sous-terme f(b) a été remplacé par y, bien que ces deux termes
soient incomparables par I’ordre LPO, car la condition testée est f(b) A y; cependant, le but
étant de remplacer un terme par un plus petit, la condition 3 retenir est f(b) =* y.

Dans la seconde étape de paramodulation, la variable y a été instanciée par f(a). Or, cette
instanciation falsifie la contrainte précédente (f(b) < f(a)).

Cela signifie que la dérivation précédente est incorrecte (et donc inutile), mais cela ne remet
pas en cause l'incohérence du systéme initial, car il existe toujours une dérivation correcte de la
clause vide:

Paramodulation de (1) dans (2): (g(f(6))~a) (5) {y— f(a)}, f(a)> f(b)
Paramodulation de (5) dans (3): P(a) (6)
Résolution entre (4) et (6): = (7)

6.2 Notations et langage de contraintes

Apres avoir présenté quelques notations venant s’ajouter & celles définies dans le chapitre
précédent (Section 5.1), nous décrirons celles concernant les contraintes symboliques.

La relation < 4o représente la propriété de sous-terme dans les théories AC, c’est-a-dire
t1 < 4c tg §'ll existe un terme ty AC-égal & t; et une position p dans t) tels que 5], est égal a
t1. Par exemple, a x b J 40 b* (a xc), ol * est AC. Cette relation est étendue aux ensembles de
termes: {s1,...,8m} Jac{ti,...,tn} si Vie[l,m], 3j € [1,n], s; dact;.

L’ensemble des substitutions ¢ permettant de filtrer un terme ¢; dans un terme {3 modulo
AC (t10 =4c t3) est noté AC-match(ty,ts). ‘

Nos régles d’inférence manipulent des clauses contraintes, notées C [ ¢ ] comme dans [NR92a],
ou C est une clause et ¢ est une conjonction de contraintes. Les contraintes de base sont des
formules atomiques du type (s=%-t) (contrainte d’unification AC) ou (s >’ ¢) (contrainte
d’ordre) pour deux objets s et t. Les solutions de contraintes sont des substitutions sur 7(F, &)
notées SU. Une conjonction de contraintes est dite satisfaisable si elle admet au moins une
solution. Pour une contrainte ¢, Sol(c) désigne ’ensemble des solutions définies par:

® SOZ(tIIQCtQ) = {O’GSU ! t10:ACt2U}
e Sol(ty > tg) = {O’G SU | i10'>-t20'}

Des contraintes d’ordre dérivées de la précédente seront utilisées par la suite pour exprimer, soit
qu’un terme est plus supérieur ou égal & un autre, soit qu’un littéral est supérieur a tous les
littéraux d’une clause.

o Sol(t; >" 1) = {0€8U |t10 > t0 }
o Sol(L>"(LiV...VL,)) = {c€SU ! Vie[l,n], Lo > Lo }

D’autres symboles sont ajoutés dans le langage des contraintes, comme T, F et A. Ils sont
interprétés par:
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® Sol(T) = {oce SU}
® Sol(F) = 0
e Sol(ci Aeg) = Sol(er) N Sol(cy)

Les contraintes définies ci-dessus peuvent faire appel a un algorithme de résolution. Cepen-
dant, notre but étant de retenir dans la partie contrainte toutes les conditions d’application des
régles d’inférence, nous devons définir des contraintes d’un type trés différent, dont le test de
satisfaisabilité sera: il existe une solution aux contraintes d’unification et d’ordre ne contredi-
sant pas ces contraintes spécifiques. La premiére de ces contraintes a pour but de tester que
I’opérateur au sommet d’un terme ¢ est bien un opérateur donné f ; elle n’est pas résolue si t est
une variable, et fait donc appel i la fonction Head.

o Head(t)="f

Les autres contraintes font appel a la fonction Hierms, pour tester l'intersection d’ensembles
(N?) ou la non inclusion de multi-ensembles (€7), en utilisant 1’ AC-égalité = 4o pour comparer
les termes.

o Hterms(ty, f) N’ Hterms(ta, ) ="0
e Hterms(ty, f) N Hterms(ty, f)#0
e Hterms(ty, f) g’ Hterms(ts, f)

Etant donnée une substitution o, par abus de notation nous écrirons C [o ] la clause con-
o ?
trainte ¢ [[ /\zeDom(a)(m —AC :L‘O') ]]

6.3 Regles d’inférence

Dans les regles définies dans cette section, nous ne précisons pas que ’ensemble des contrain-
tes des clauses déduites doit étre satisfaisable, car il existe deux points de vue a ce sujet :

e Vérifier & chaque déduction que les contraintes sont satisfaisables, ce qui est trés colteux
mais évite de nombreuses déductions inutiles.

e Vérifier la satisfaisabilité des contraintes uniquement lorsqu’une contradiction a été engen-
drée, ce qui provoque la déduction de nombreuses clauses inutiles.

Ces deux stratégies ne sont pas incompatibles et pourraient trés bien étre combinées. Le choix
est laissé a 1'utilisateur.

6.3.1 Stratégie de paramodulation

Nous définissons ci-dessous six régles d’inférence qui sont en fait les adaptations a la stratégie
contrainte et aux théories AC (Section 5.2) des regles définies dans la Section 2.2.1. Les exemples
illustrant leur application utilisent Popérateur AC * et la précédence P >p § >p =~ sur les
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opérateurs de prédicats, et *x >r g >r a >x b >r d > e sur les opérateurs de fonctions. Les
contraintes d’ordre et d’unification AC seront systématiquement simplifiées au moyen de regles
que nous définirons dans la Section 6.6.

Définition 6.1 (AC-Factorisation contrainte)

Ll\/\/LnVD ![Clﬂ
Ll\/D [[Cl/\02]]

ot ey est (Ly=%c La)A...A{L1=%¢ La) A (L =7 D)

Exemple 6.3 Si nous appliquons cette régle de factorisation sur la clause P(z;*y)V P(bxz)V
Q(z,y) [z1 =" a], nous obtenons P(zy *y)V Q(z,y) [c], ot ¢ est simplifié en (z1 =", a) A
(21 x y =40 b z), car la contrainte d’ordre (P(z; * y) =° Q(z,y)) est triviale et la contrainte
d’unification AC (P(z1 *y) =4¢ P(b+z)) peut étre décomposée en (z; *y =" b * 2). é

Les deux regles d’inférence suivantes sont les seules pouvant engendrer la clause vide (dé-
notée O), i.e. une clause symbolisant une contradiction, sans littéraux et avec un ensemble de
contraintes satisfaisable.

Définition 6.2 (AC-Résoclution contrainte)

Al\/Dl ﬂcl]] ﬁAz V'Dz [[Cz]]
D1VD2 [Cl/\CQ/\Cg]J

otl ¢35 est (A =yo A2) A (A1 =7 Dy Vv Dy)

Exemple 6.4 Une étape de résolution entre les clauses Pz * y) V Q(y) [21 :an][ et
~P(zyx2)VQ(z) [22="b] permet de déduire la clause Q(y)V Q(z) [c], ot ¢ est simplifié
en (z :E«xc a)A(zy :,?;10 YA (zyxy :ch To * ). &

Définition 6.3 (AC-Réflexion contrainte)

(l~rjvD [e]
D [egnez]

ol ¢y est (l:";w PYA((I~r) - D)

Exemple 6.5 Une réflexion sur la clause —(z1*y~b*2)V (z+y~d) [21=%a] permet de
déduire la clause (zxy~d) [c],ot cest (axy=30bx2)A((axyxbxrz) = (zxy=d)). ¢

La regle suivante est 'adaptation de la paramodulation a la stratégie contrainte. En plus de
Pajout des contraintes d’ordre et d’unification AC, le membre droit r; de ’équation servant au
remplacement n’est pas inséré dans la clause déduite. I est remplacé par une nouvelle variable
z,, et la contrainte (z,, :?4(; r1) est ajoutée.

Définition 6.4 (AC-Paramodulation contrainte)

{15127‘1)\/1}1 [Clﬁ LQVD‘Z I[CQH
Lg[pg (—-;Erl]\/ DV Dy [{Cl /\02/\03]]

ot z,, est une nouvelle variable, po € MPos(Ly)
et 3 est (L2§P20:?AC 11) A (Zﬁ :Lg Tl) N .,
/\(Zj_ > 7‘1) A ((11:7‘1) > Dl) A (Lg = Dg) A (LQ > (ll 27‘1))



118 6. AC-Paramodulation contrainte

Comme pour la régle de paramodulation sans contraintes, si le littéral L, est une équation
négative (I3~ 7,), et en supposant que la position py appartient & Iy, la contrainte (I >° ry)
peut étre ajoutée dans cs.

Exemple 6.6 Une paramodulation de (z; xy=~d)V (g(y)=~e) [z, =% a] dans P(zg*2)V
Q(z) [72=%¢b], dans le sous-terme z, * z, produit la clause P(z.)V (9(y)~e)V Q(z) [¢ ]]
ol ’ensemble de contraintes ¢ est simplifié en (& * y =4 b* 2) A (2, =4o d)-

Dans la regle suivante, un nouveau type de variable est introduit; il s’agit de variables
d’extension, indicées par un opérateur AC, pour représenter les sous-termes non utilisés (le
contexte) lors d’une étape de paramodulation contextuelle. Le but de ces variables spéciales sera
décrit dans la prochaine section.

Définition 6.5 (AC-Paramodulation contextuelle contrainte)

(llﬁTl)VDl [[Cl]] Lov Dy [[Cz]]
Lg[pg (—f(:z:,l,zf)]vD]_‘\/Dg [61/\C2/\(23/\L‘gﬂ

ou z,, est une nouvelle variable, p, € MPos(Ly),
z5 est une nouvelle variable d’extension associée a 'opérateur AC f |
et cz est (Lo|p, :20 flli,z8)) A (zry :340 )AL =" r)A (i) =7 D) A(L2 > Dy)
et c§ est la conjonction des contraintes Hterms(iy, f) €° Hterms(t, f), pour chaque
terme t de Hterms(Lalp,, f) qui n’est pas une variable d’eztension pour f,
a laquelle on ajoute la condition (Head(l) =" f).

La condition de non inclusion des Hierms pourrait étre remplacée par la conjonction des deux
problémes de AC-disunification suivants:

(LAt A (flle)#1)

pour une nouvelle variable z. En effet, Hterms(iy, f) €* Hterms(t, f) signifie que [, ne doit pas
étre AC-égal 3 t, et que ¢t ne doit pas étre AC-égal a un terme f(y,s).

Exemple 6.7 Si nous appliquons une paramodulation contextuelle de la clause (zy xb~d}V
(g(z1)~e) [21="ca] dansla clause P(zy (u=xe)) Vv Q(u) [z2=},b], dans le sous-terme
zo*(u*e), nous déduisons la clause P(z,, *x2.)V(g(z1) e VQ ) [e]. L’ensemble de contraintes
¢ est simplifié en (2, =" pa) A{a* z=youxe) A{z, =4 d) /‘\ ({a.b} €7 Hterms{u,*)). ¢

Définition 6.6 (AC-Paramodulation étendue contrainte)

(h~r)v Dy [a] (la=r3)V Dy [eo]
(f(l)rl,zl)ﬁf(Zw,ZQ))\/D]_ vV Dq [(,1 C2 /\Cgﬂ

ot Ty, Tr,, 21 €t 27 sont de nouvelles variables fe fAc

et ¢z est (f(l1,21) ="¢ flla, 22)) A(@ey =0 ™) A2 = 2)
Ay =" re) ALy =7 ra) A ((hera) =7 D) A ((larg) > D)
AHterms(ly, f) N Hterms(ly, £)#°0)
A Hterms(zy, f) N Hterms(zq, f) = 0)
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Dans la clause déduite, les termes 7, et ro sont remplacés par des variables comme dans les deux
régles précédentes. Par contre, 'utilisation de variables d’extension est inutile dans cette régle,
comme nous le montrerons dans la preuve de complétude du systéme que nous venons de définir.

Exemple 6.8 Une paramodulation étendue entre les clauses (z;+b~d)V(g(z1) ~d) [z1 = a]
et (a*zo~e)V (g(zg)~b) [z2=cd] permet de déduire la clause (22 * Ta~z,, * 22) V
(g(zq; ~d)V(g(z2)=b) [c], et la forme simplifiée de cest (21 =4o a)A(z2 =45 A)A(Zr, =)0 €)A
(22 =40 b)- ®

La section suivante est consacrée a l’explication détaillée des contraintes présentes dans ces
régles d’inférences. Ensuite, nous montrerons que cette stratégie contrainte s’applique également
a la stratégie de superposition.

6.3.2 A propos des conditions dans les régles d’inférence

Les regles d’inférence décrites dans la section précédente incluent les conditions énoncées
dans le Chapitre 5, c’est-a-dire:

e lorsqu’une régle de paramodulation est appliquée au niveau d’un opérateur AC, il s’agit
toujours d’une position maximale de cet opérateur dans le littéral considéré (M7Pos),

e dans la régle de paramodulation étendue, les conditions sur les Hterms indiquent que
nous devons considérer que les termes I} et i, partagent un maximum de sous-termes: ils
en possédent au moins un, et les contextes z; et 2, ne doivent pas avoir de sous-terme
commun.

La principale difficulté pour intégrer les contraintes d’unification AC dans les régles porte sur .

le traitement du contexte lors d’une paramodulation contextuelle. Cette réegle a pour but de ne
remplacer qu’une partie du sous-terme dans lequel l'inférence est appliquée. C’est ce qu’exprime
la contrainte d’unification: Lq|,, :?AC f(l1, z5). Le sous-terme de Ly a la position p, est divisé
en deux parties: I'une doit étre unifiable avec I, la seconde contient le contexte représenté par
la variable z;.
Pour la stratégie de paramodulation. il est bien connu que tout remplacement dans une variable
est source d’inefficacité. Il est donc naturel de vérifier que, dans une étape de paramodulation
contextuelle, le terme /4 ne soit pas trouvé dans une variable de L;|,, ; c’est le role des conditions
sur les Hierms. Elles précisent que les seules solutions valables sont celles ol toute variable =
de Hterms(Lz|p,, f) n’est pas instanciée par un terme contenant [;. En fait, cette condition sur
les Hterms est étendue a chaque terme de Hterms(Lz|,,, f) pour garantir que le symbole de
téte de [ est bien f.

Cependant, avec ces conditions sur les Hterms et comme nous ne calculons pas les unifi-
cateurs, les termes constituant le contexte ne peuvent &tre isolés et ne peuvent donc pas étre
replacés dans la clause déduite. Cela provoque la perte de ia propriété de complétude de notre
systeme de regles d’inférence, comme le montre I’'exemple suivant :

Exemple 6.9 Etant données trois clauses incohérentes (modulo les propriétés d’associativité et
de commutativité de ’opérateur )

(axb~d) [T] (1) P({axa)«(bxb)) [T] (2) -~P(dxd) [T] (3)



120 6. AC-Paramodulation contrainte

une paramodulation contextuelle de (1) dans (2) dans le sous-terme (a * a) * (b * b) produit la
clause P(z * z)[(z=%c d) A (z=Y¢ a*b)] (4). Mais, une paramodulation contextuelle de (1)
dans (4) au niveau du sous-terme z x z ne peut pas étre ap; .quée car le membre gauche a xb de
I’équation utilisée pour le remplacement serait trouvé dans la variable z. Ainsi, il est impossible
de dériver une contradiction.

Cependant, si nous permettons cette paramodulation contextuelle de (1) dans (4), la clause
déduite est P(y*2)[(z=%ca*b)A(Z=cd)A(y="c d)] (5). Alors, une résolution entre (3)
et (5) engendre la clause vide O[(z=%caxb)A (2’ =%d)]. ¢

A partir de cet exemple, une solution pour retrouver I'indispensable propriété de complétude est
de permettre des paramodulations indirectes dans des variables. Nous restreignons ces applica-
tions a des variables spéciales, représentant le contexte dans les paramodulations contextuelles.
Elles sont appelées variables d’extension et indicées par l'opérateur AC grace auquel elles ont
été créées. Dans ’exemple précédent, les variables z et 2z’ devraient étre notées z, et z.. La dif-
férenciation entre ces variables et les autres termes et variables est faite dans les contraintes de
non-inclusion du membre gauche /; dans les Hterms de Lo|,, : ces contraintes sont limitées aux
termes qui ne sont pas des variables d’extension liées a I’opérateur AC considéré dans 'inférence.

Dans la regle d’AC-paramodulation contextuelle sans contraintes (Définition 5.2), vérifier
que [y n’était pas inclus dans 'instance d’une variable permettait également de s’assurer que
I’opérateur au sommet de l'instance de [, était bien 'opérateur AC f. Ne plus appliquer cette
condition sur les Hterms de Ly|,, nous oblige & ajouter Ia contrainte (Head(l;) =" f).

En résumé, les variables d’extension sont créées par la régle de paramodulation contextuelle
et utilisées uniquement par cette méme régle. Dans toutes les autres régles, ces variables doivent
étre considérées comme des variables normales, et la régle suivante doit étre appliquée des que
possible.

Définition 6.7 (Elimination des variables d’extension) Si une variable d’extension z5 de
Pensemble de contraintes ¢ d’une clause C [ c] n’apparait pas dans C, alors application de la
regle d’élimination des variables d’extension consiste a remplacer zy par une nouvelle variable
z.

Cette définition est motivée par les propriétés suivantes :

1. Si une variable d’extension z; apparait seulement dans les contraintes d’une clause, elle
ne peut étre utilisée pour une étape de paramodulation contextuelle et a donc perdu son
intérét.

2. Toute variable d’extension z; ne peut avoir qu'une occurrence dans une clause: elle est
créée par une étape de paramodulation contextuelle et ne peut &tre dupliquée car cela
nécessiterait 'instanciation d’une variable, ce qui est impossible (aucun unificateur n’est
calculé).

3. Pour la méme raison que précédemment, une variable d’extension ne peut apparaitre que
sous l'opérateur auquel elle est liée.

Il est & noter que cette notion de variable d’extension n’apparait pas dans la regle de para-
modulation étendue, car nous montrerons dans la preuve de complétude que tout futur rempla-
cement dans ces contextes est inutile.
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Dans les régles de paramodulation et de paramodulation contextuelle, un raffinement peut
étre ajouté: si le littéral L, est une équation négative —(l; >~ rq) et en supposant que la position
p se trouve dans le terme [5, la contrainte d’ordre (I, &° 73) peut étre ajoutée pour spécifier que
le remplacement doit s’effectuer dans le plus grand membre de I’équation.

L’ensemble de régles d’inférence ainsi défini limite fortement I’espace de recherche, grice
aux contraintes d’ordre, mais surtout grace aux contraintes d’unification AC qui permettent de
remplacer les calculs d’unificateurs principaux par un simple test de satisfaisabilité.

6.3.83 Stratégie de superposition

L’ensemble de régles d’inférence donné précédemment peut également étre adapté a la stra-
tégie de superposition. Les principales différences entre les stratégies de superposition et de
paramodulation, déja étudiées dans la Section 2.2.2, sont;

e Toute superposition dans le plus petit membre d’une équation est interdite,

e L’ordre >y comparant des littéraux équationnels est défini pour favoriser les équations
négatives,

e Une regle supplémentaire est indispensable pour conserver la complétude; il s’agit de la
factorisation équationnelle.

Ainsi, les régles de paramodulation et de paramodulation contextuelle ne traitent plus que
les remplacements dans des littéraux non-équationnels. Les remplacements dans des équations
sont traités par les régles de superposition et de superposition contextuelle. Comme pour la
stratégie non contrainte, la régle de superposition étendue est identique a la paramodulation
étendue.

Cependant, une différence importante entre les stratégies de paramodulation et de superposi-
tion lorsque les contraintes d’unification sont introduites est que le membre droit d’une équation
utilisée pour un remplacement doit étre placé dans la clause déduite, et non remplacé par une
nouvelle variable comme c’était le cas pour la stratégie de paramodulation. Ceci est di a l'in-
terdiction de réduire ce membre droit par les régles de superposition. Donc, dans les deux regles
de paramodulation et les trois régles de superposition le membre droit de I’équation n’est plus
abstrait dans la clause déduite.

Les contraintes représentant la maximalité d’un littéral équationnel (I~r) ou ~(I~r) (ou !
est supposé plus grand que r) dans une clause sont interprétées ainsi :

o (I~r)>7 D setraduit par (I~r) =" L pour tout littéral positif L de D et, [ =7 s et
MEA

! >" ¢ pour tout littéral négatif

s~1tyde D,

s —(l~r)>] D setraduit par ({~7) >" L pour tout littéral négatif L de Det, (I~1I)>=" L
pour tout littéral positif L de I,

La regle de factorisation équationnelle contrainte, qui a pour but d’engendrer des clauses ne
possédant pas plusieurs équations positives de membres gauches AC-unifiables, est définie par:



122 6. AC-Paramodulation contrainte

Définition 6.8 (AC-Factorisation équationnelle contrainte)

(ll’.“‘_’l‘l)\/(lgﬁ’!‘g)\/D [[61]]
(lzﬁTQ)Vﬁ(Tlﬁ’l‘z)VD [[61/\62]]

ot Cq €st (ll ::'?40 32) A (131 ‘P? 7‘1) A ((51 jad 7“1) >'2,(ZZ =~ 1"2) V D\}

R. Nieuwenhuis et A. Rubio ont défini un systéme de régles d’inférence similaire pour la
stratégie de superposition [NR94, Rub94]. Nos deux systémes ne calculent pas les unificateurs
AC et permettent d’effectuer indirectement des remplacements dans une variable, dans la régle
de superposition contextuelle., Mais, ils n’ont pas restreint cela 4 ce que nous appelons des
variables d’extension. Ainsi, ils permetient des étapes de déduction inutiles comme nous le
montrons dans I’exemple suivant.

Exemple 6.10 Etant donné le systéme
((exe)*xz~axz) [T] (1) (bxe~c) [T] (2) P(laxb)x(axc)) [T] (3)

la clause P(axz)[z=4ob*c] (4) est déduite par une superposition de (1) dans (3). Alors.
R. Nieuwenhuis et A. Rubio permettent d’appliquer une superposition contextuelle de (2) dans
(4), ce qui engendre la clause P(c*y)[y=%ca] (5). En oubliant que nous n’appliquons les
remplacements qu’aux positions maximales des opérateurs AC, cette derniere étape revient &
une superposition de (2) dans la variable z, ce qui est bien connu pour étre inutile.

Avec nos contraintes, nous interdisons cela car une clause similaire & la clause (5) peut étre
dérivée par une superposition contextuelle de (2) dans (3), P(c#* z.)[2z. =% a*a] (4'), suivie
d’une superposition de (1) dans (4'), P(axz)[z=5sc] (5).

Les clauses (5) et (5') paraissent quelque peu différentes, mais en propageant les sous-termes
contraints dans les deux séquences de déduction, les termes a et ¢ sont tous les deux bloqués et
la clause déduite dans les deux cas devrait &tre P(yxz)[(z =%c¢) A (y="ca)] (5”). é

De plus, R. Nieuwenhuis et A. Rubio n’ont aucune restriction sur les #Hterms dans leurs regles
de superposition contextuelle et étendue.

Au vu des définitions des stratégies de paramodulation et de superposition, nous pouvons
remarquer que la différence entre ces deux stratégies est assez faible : la stratégie de paramodu-
lation permet des remplacements dans le membre droit d’une équation, mais bloque ce membre
droit lorsque I’équation sert pour effectuer une paramodulation ; la stratégie de superposition
interdit tout remplacement dans le membre droit d’une équation, mais permet des remplace-
ments dans ce terme, 3 lintérieur d’une clause déduite par superposition depuis cette équation.
Nous détaillerons un peu plus cette comparaison dans la Section 7.3.2.

6.3.4 Stratégie positive
Nous avons vu dans la Section 2.3 une stratégie appelée positive. Son principe est le suivant :

e Si une inférence utilise un littéral positif dans une clause, alors cette clause doit é&tre
positive, c’est-a-dire ne contenir aucun littéral négatif, est le littéral considéré doit étre
maximal dans la clause.
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e Siune inférence utilise un littéral négatif dans une clause, alors ce littéral doit étre maximal
vis-a-vis des autres littéraux négatifs de cette clause.

Les modifications apportées aux systémes d’inférence “asés sur les stratégies de paramodulation
et de superposition sont entierement compatibles avec 'utilisation de contraintes symboliques.
Ainsi, nous ne détaillons pas les regles d’inférence obtenues, mais insistons sur le fait que cette
stratégie est tres importante.

6.4 Regles de simplification

Dans cette section, nous définissons des régles de simplification compatibles avec la stratégie
contrainte décrite dans ce chapitre. Comme I'ont montré C. Lynch et W. Snyder {LS93], la
notion de redondance en présence de contraintes d’unification est trés complexe. Les conditions
d’application des régles présentées ci-dessous sont assez fortes, car une simplification ne peut
étre appliquée sur une clause contrainte que si toutes ses instances peuvent étre simplifiées dans
les mémes conditions ; nous donnons donc d’autres versions de ces régles qui ne s’appliquent que
sur une instance d’une clause. Ces derniéres sont essentielles pour 'efficacité d’un démonstrateur
de théoremes.

6.4.1 Subsomption contrainte

Le but de la subsomption est d’éliminer une clause redondante. Sa définition classique est
une clause Cy subsume une clause Cy s’il existe une substitution p telle que C1p C Cq. Comme
nous "avons vu dans la Section 2.4.1, les clauses sont considérées comme des multi-ensembles de
littéraux, ce qui signifie que €7 n’a pas plus de littéraux que C;. L’extension de cette définition -
au cas contraint se fait ainsi:

Définition 6.9 (AC-Subsomption contrainte) Une clause contrainte Cy [ ¢1 | subsume une
clause contrainte Cq [ cy] s%l eziste une solution oy de ¢ telle que: pour toute solution o, de
g, 1l existe une substitution p vérifiant que Cro1p est un sous-ensemble de Ca09, 1.€.

doy € Sol(c1), Voq € Sol(cz), Ip, Cro1p Cac Caoz

La stratégie contrainte provoque la perte de la complétude, comme cela a été montré par
L. Bachmair, H. Ganzinger, C. Lynch et W. Snyder dans [BGLS92]. Cela peut se produire
lorsqu’un terme zo,p associé a une variable z du domaine de o7 n’est pas inclus {au sens de
la relation de sous-terme) dans un terme du co-domaine de oy, noté CoDom(o;). Nous devons
donc vérifier que cette condition est bien satisfaite.

Définition 6.10 (Application de la subsomption) Si une clause contrainte C1[c1] sub-
sume une clause contrainte Ca [ cq] et si les substitutions o1, oy et p définies dans la Défini-
tion 6.9 satisfont

CoDom(c1p) dac CoDom(os)

alors la clause Cy [ cq | est supprimée.
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Notons que CoDom(op) désigne I'ensemble des termes du co-domaine de oy instanciés par p.
Cette définition doit &tre quelque peu modifiée pour tenir compte des variables d’extension in-
troduites par les regles de paramodulation et de superposition contextuelles contraintes. Cette
modification intervient dans le calcul du co-domaine des o; : si une variable d’extension z; appar-
tient au domaine d’un o;, et apparait sous l'opérateur AC' f dans C;, ’ensemble Hterms(zso;, f)
doit remplacer zyo; dans CoDom(o;).

A partir de maintenant, & chaque fois que nous parlerons du co-domaine d’une substitution,
nous ferons référence & la définition précédente.

Comme pour le cas non contraint, I’application de cette régle de subsomption doit étre ac-
compagnée d’une stratégie de suppression des clauses les plus récemment engendrées en priorité.

6.4.2 Simplification contrainte

Une étape de simplification est en fait une étape de réécriture: une clause Lo, V Dy est
simplifiée par une équation (I; ~r;) a la position py du littéral L, s’il existe une substitution p
telle que: Lql,, = l1p et l1p > r1p. Cette définition est étendue au cas contraint et pour les
théories associatives et commutatives par:

Définition 6.11 ( AC-Simplification contrainte) Une clause ([y~r1) V Dy[ec1] simplifie
une clause LoV Dy [ ca] @ une position py € MPos(Ly) si:

Jdoy € Sol(cy), Ip1, Vo € Sol(cz), p}| € AC-match(lyo1p1, La|p,02), tels que

Dom(o1) N Dom(py) = 0

Dyoy =4c DyoyV Dyoy et Dioypipy Cac Dhoo
lio1p1py = m101p1P7

(ll 2‘7‘1)0'1,01,0’1 < Loog Vv D,2/O'2

Nous venons donc de définir une simplification conditionnelle, car la clause permettant la simpli-
fication peut contenir d’autres littéraux que I’équation (/; ~71), a condition que ceux-ci soient
également présents dans la clause simplifiée. L’énoncé de cette régle de simplification est assez
complexe, et plus particulierement le choix des substitutions, car il nous faut différencier la par-
tie du filtre qui instanciera la clause déduite (p;) de celle qui apparaitra dans la partie contrainte
(010}), comme nous le verrons un peu plus loin.

Il est & noter que nous avons utilisé la notion d’inclusion entre ensembles et non multi-
ensembles. Cela signifie qu’un littéral peut apparaitre plusieurs fois dans Dqo1p et n’apparaitre
qu'une fois dans Djo,. De plus, un littéral de Cy, n’apparaissant pas dans (', doit étre plus
grand que ’équation (I; ~ 7).

Définition 6.12 (AC-Simplification contextuelle contrainte) Une simplification contez-
tuelle de (Iy~r)V Di[e1] dans Ly v Dofez] d une position py € MPos(Ly) est possible
8i:

Jdoy € Sol(cr), Ip1, Yoo € Sol(cy), Ipt € AC-match{ f(lio1,2)p1, Lalp,02), tels que

z est une nouvelle variable et Head{lyo1p107) = [ € Fac
Dom(o1) N Dom(p) =0

Dioip1py Cac Daoy

hioipipy = To1p1p)
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Cette régle esi la contrepartie de la paramodulation (ou superposition) contextuelle. Mais ici,

nous ne pouvons pas utiliser la notion de variable d’extension pour exprimer le contexte, car ce

dernier (représenté par zpq) doit étre replacé dans la clause déduite.

Contrairement & la régle de simplification contrainte, il est inutile de vérifier qu'un atome de

Loog V Dyoy est plus grand que ({3 ~ry)o1p, car Lyo; satisfait trivialement cette condition.
L’exemple suivant montre la perte de complétude si la notion de variable d’extension était

utilisée dans la regle de simplification contextuelle.

Exemple 6.11 Etant donné le systéme AC-incohérent suivant, ot f est AC et ¢ > d,

P(f(f(a,d), f(b,e))) [T] (1) (f(a,b)=b) [T] (2)
~P(f(f(d,d),0)) [T] (3) (c~d) [T] (4)

La clause (1) est simplifiée par (2) en P({f(b,25)) [z7=uc f(c,d)] (1). Mais alors, il n’y a
aucun moyen de prouver l'incohérence dans les théories AC. Avec la définition précédente, la
clause simplifiée est P(f(b, f(e,d))) [T] (1), laquelle peut & nouveau étre simplifiée par (4) en
P(f(b, f(d,d))) [T] (1). Une étape de résolution entre (1) et (3) dérive une contradiction. ¢

En reprenant 'exemple donné au début de cette section, ’application classique de ces regles
de simplification consiste & remplacer la clause LyV Dy par Ly[r1p],, V Do. Mais, nous rencontrons
le méme probléme que pour la subsomption ; la condition sur les co-domaines des substitutions
est également nécessaire.

Définition 6.13 (Application des simplifications contraintes) Si une clause Cy [¢; | sim-
plifie une clause Cq [ cy] a une position py et st CoDom(p})UCoDom(o1p]) Jac CoDom(os),
la clause Cy [t5] est remplacée par La[ripilp, V Dy [co A(liorpr =4 Lalp, ) Aoy [Var(ry) ] pour
la régle de simplification, et Ly[f(r1,2)p1lp, V D2 [e2 A (f(lior, 2)p1 =4c Lalp,) A 1var(r) |
pour la regle de simplification conieziuelle.

Cette définition de ’application des régles de simplification montre ’intérét des différentes

substitutions calculées. La substitution o) représente une solution de I’ensemble de contraintes
cy associé a la clause C;. Ensuite, pour chaque solution o2 de cg, il faut trouver un filtre p de
lyoy dans Lq|,,00. Nous avons vu que ce filtre devrait étre appliqué dans la clause déduite sur
71. Mais, comme nous vérifions que tout terme du co-domaine de oy (auquel on applique p) est
inclus dans le co-domaine de o9, il est inutile d’appliquer cette substitution oyp sur r;. Il s’agit
en quelque sorte d’une propagation de contraintes; nous gardons une trace de ces instanciations
en ajoutant A cyq,(r)( =" zo1) dans les contraintes de la clause déduite, sous la notation
o1var(ry)-
Il reste donc a considérer les variables de r; instanciées directement par le filtre p. Nous dé-
composons la substitution p en deux substitutions p; et pj: le domaine de p; est constitué des
variables z de 7, instanciées directement par p et telles que zp n’est pas dans CoDom(oy);
£ =4c Tp1pY, et py extrait les plus gros sous-termes de zp qui appartiennent a CoDom(o3).

&3

Le raisonnement que nous venons de développer a été appliqué pour un filtre p, calculé
pour une substitution o,. Il ne faut pas oublier cependant que l’ensemble de contraintes ¢
peut admettre plusieurs solutions ¢3. Une premiére possibilité serait de n’appliquer une regle de
simplification que si chaque solution o engendre le méme filtre p, ce qui est tres restrictif. Nous
avons opté pour une définition plus générale, ce qui explique pourquoi nous ne mentionnons pas
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I’existence de ce filtre p dans les regles. La substitution p; apparaissant avant le choix de oy
représente en fait la partie commune de tous les filtres p. La substitution p} dépend de o3 et
associe a une variable un terme du co-domaine de o3.

Pour la regle de simplification contextuelle, la substitution p; sert en plus a identifier le
contexte de la simplification. Celui-ci doit donc étre similaire pour chaque solution o.

6.4.3 Simplification par transformation ou application locale

Nous avons vu que des conditions sur les co-domaines des substitutions devaient étre respec-
tées pour conserver la complétude de nos regles d’inférence. Mais, elles limitent énormément les
simplifications. Pour compenser cela, nous donnons ci-dessous quelques modifications & appli-
quer sur les définitions de la subsomption et des simplifications pour pouvoir les appliquer méme
si 'inclusion des co-domaines n’est pas vérifiée. Il s’agit d’instancier partiellement la clause C
avec la substitution oy jusqu’a ce que o, soit réduit a une substitution of respectant la condi-
tion d’inclusion des co-domaines. Cette solution a été proposée par L. Bachmair, H. Ganzinger,
C. Lynch et W. Snyder dans [BGLS92].

Cependant, ce n’est pas suffisant car 'ensemble de contraintes ¢; peut avoir d’autres solutions
que o1, et instancier partiellement C avec oy peut provoquer la perte des autres solutions.

Nous proposons donc de créer une nouvelle clause, qui est en fait l'instance de Cy [ o1 ], et
de transformer C; [ ¢1 ] en Cy [ ¢; — o1 ] pour préciser que o1 ne doit plus étre considérée comme
une solution de ¢;.

La notation ¢; — oy peut étre interprétée soit par de la AC-disunification, c’est-a-dire en ajou-
tant ’ensemble {V epom(or) T #7201} 4 ¢), soit par des contraintes d’ordre forcant les variables
z du domaine de oy & prendre d’autres valeurs que 201, i.e. {V,epom(sy)(Z <" 201)V(2 =" zoy)}.
Mais cette seconde technique est difficile & gérer en raison des nouvelles variables introduites par
lalgorithme d’unification AC. Notons que des contraintes de disunification ont déja été utilisées
par T.B. Baird, G.E. Peterson et R.W. Wilkerson [BPWS89] ainsi que par J.-P. Jouannaud et
C. Marché [JM90] pour effectuer de la complétion modulo des théories associatives, commuta-
tives avec élément neutre. Ces contraintes permettent de limiter les applications de certaines
régles de réécriture comme I'opposé d’une somme dans la théorie des groupes Abéliens, grace a
I’énoncé suivant de cette régle:

si 2#0 et y#0 alors —(z+y) = (—2)+{(-y)

olt + est AC et 0 est son élément neutre,

Ainsi, pour les régles de subsomption et de simplification, si la condition d’inclusion des
termes du co-domaine de o1p dans ceux de o, n’est pas respectée, il est quand méme possibie
d’appliquer la simplification mais a condition d’effectuer les actions suivantes:

e Créer la nouvelle clause Cy7 [ o} ], ot o] est la plus grande substitution et 7 la plus petite
substitution vérifiant oy =4¢ 707 et CoDom(oip) <ac CoDom(oz),

o Transformer la clause Ci[ci] en Cy[c1 — o1 ],

® Pour les régles de simplification et de simplification contextuelle, instancier dans la clause
déduite le membre droit de 1'équation ¢ par 7 et utiliser of au lieu de oy dans les con-
traintes.
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Nous appellerons ces régles des régles de simplification par transformation.

Les régles de simplification définies jusqu’a présent s’appliquent lorsque toutes les instances

d’une clause peuvent étre simplifiées par la méme clause et a la méme position. Ceci est tres
restrictif et nous pouvons imaginer que si seulement ’'une des instances d’une clause peut étre
simplifiée, il serait quand méme intéressant d’effectuer cette simplification. C’est ce que nous
appelons des simplifications locales. L’idée de telles regles a été proposée par C. Kirchner,
H. Kirchner et M. Rusinowitch dans [KKR90], puis développée par C. Lynch et W. Snyder
dans [LS93].
Elles se traduisent par l'utilisation de Jo; € Sol(cy) au lieu de la quantification universelle.
L’application d’une simplification locale consiste a créer une nouvelle clause, le résultat de ’étape
de simplification, puis a transformer la clause Ly vV D, [ ¢z | en spécifiant que o3 n’est plus une
solution de ¢5.

Exemple 6.12 Une simplification locale de la clause {axb~d)[T] (1) dansla clause P(a *
y,2) [y* 2=Y - exb] (2), avec la substitution oy = {y — b, z > e}, provoque la création de la
clause P(d,2)[(y =% 0)A(2=%c e} ] (3), et le remplacement de la clause (2) par P({axy,z)[c].
oli ¢ est l'ensemble de contraintes {y*z=4,e*b) A {(y#£ b)V (2#"e)}, qui se simplifie en
(y:.ZlC eyA(z :340 b). &

Avec le méme principe, il est possible d’appliquer des subsomptions locales, qui consistent a
oter une solution d’un ensemble de contraintes si elle est subsumée.

6.4.4 Autres regles de simplification

I existe une simplification tres importante apportée par la stratégie contrainte ; elle s’énonce
ainsi : étant donnée une clause contrainte C [ c] et une solution o de ¢, si la clause C[o] est
simplifiable dans un terme de I'ensemble CoDom(o), o est une solution redondante. En effet,
dans notre preuve de complétude de la stratégie contrainte, nous montrons que les instances
closes de clauses, réductibles dans leur partie contraintes, sont inutiles. Cette propriété peut
étre appliquée localement ou bien sur une clause entiere si toutes ses instances sont simplifiables
dans leur partie contrainte, méme par des clauses différentes.

Enfin, les autres régles ae suuplifications classiques, comme 1’élimination de clauses triviales,
la simplification clausale, la réflexion triviale ou les simplifications par remplacement peuvent
étre adaptées a la stratégie contrainte et appliquées localement ou non.

6.5 Preuve de complétude

Enongons le théoreéme de complétude réfutationnelle des systemes de regles d’inférence définis
dans ce chapitre, en présence des regles de simplification.

Théoréme 6.14 (Complétude de la déduction contrainte) Soit S un ensemble AC-inco-
hérent de clauses dont la partie contrainte est vide (T). Alors, toute dérivation équitable de §
engendre la clause vide.
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Ce théoreme s’applique donc pour les stratégies de paramodulation et de superposition. Sa
preuve ne differe que trés peu de la preuve dans ie cas non contraint (Chapitre 4), adaptée aux
théories AC. En effet, comme nous allons le voir dans ce qui suit, la preuve de complétude de la
déduction contrainte impose de ne considérer que des substitutions irréductibles pour instancier
les clauses. Or, cette condition est déja imposée dans la stratégie non contrainte par le Lemme
de Relevement (Section 4.2). Aussi, nous ne détaillerons pas & nouveau ces preuves, mais nous
nous contenterons de montrer les quelques propriétés supplémentaires nécessaires.

Dans 1’énoncé de ce théoréme, nous avons précisé que toute clause initiale doit contenir
une partie contrainte vide. Cette condition ne s’applique que si le prédicat d’égalité fait partie
de ’ensemble des opérateurs, comme 'ont montré R. Nieuwenhuis et A. Rubio [NR92b]. La
présence de contraintes symboliques dans les clauses initiales, combinée avec la présence du
prédicat d’égalité impose 'utilisation de techniques de surréduction comme celles décrites par
J. Chabin [Cha94] et H. Kirchner et C. Ringeissen [KR94].

6.5.1 Technique des arbres sémantiques

La principale modification intervient dans la définition de l’arbre sémantique cohérent. Il faut
en effet tenir compte d’une nouvelle condition : étant donnée un clause contrainte C [ ¢ |, interdire
tout remplacement dans sa partie contrainte signifie qu’il ne faut retenir que les substitutions
closes ¢, solution de ¢, dont le co-domaine est irréductible.

Définition 6.15 (Arbre sémantique cohérent) Soit 7 un arbre sémantique transfini. Nous
définissons ’arbre sémantique cohérent associé a un ensemble de clauses contraintes S, et noté
MCT(S), le sous-arbre mazimal de T tel que, pour chaque neud I dans MCT(S),

e soit I est AC-consistant et, pour toute clause C', AC-égale ¢ une instance close Co d’une
clause C'c] de S, telle que o appartient 4 Sol(c) et les atomes de C’ appartiennent au
domaine de I, I(C') =V si

1. pour chaque variable z d’un atome A de C,

(a) si z est une variable d’extension liee a un opérateur AC f, alors pour chaque
terme u, AC-égal d un élément de Hterms(zo, f), il n’existe pas d’équation (I ~r)
plus petite que A (ou ]l = ) telle que w —%=" ulr],

(b) siz n’est pas une variable d’eztension, alors pour chaque terme u, AC-€égal d zo,
il n'eziste pas d’équation (I=r) plus petite que A (oul > r) telle que u b

4

ulr].

e soit [ est AC-inconsistant, mais satisfait toute équation {u=~u') de son domaine telle que

v=p20.

La condition précédente 1 peut étre interprétée comme lirréductibilité de la substitution o. Un
nceud d’échec se définit alors par:

Définition 6.16 (Noeud d’échec) Un nceud d’échec I est

e soit une interprétation AC-consisiante falsifiant une clause C', AC-égale d une instance
close d’une clause C' [ c] de S, o C' satisfait la condition précédente 1; I est alors étiqueié
par C'.
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® soit une interprétation AC-inconsistante falsifiant une équation (u~u') ot u=4c v ; I
est dite étiqueté par (u~u').

Si J est le dernier noeud d’un chemin de MCT(S), alors toute extension de J est un nceud
d’échec. Un chemin maximal dans MCT(S) est un chemin dont les extensions ne sont pas dans
MCT(S); ces extensions sont donc des nceuds d’échec.

Le lemme suivant énonce que, si S est un ensemble AC-incohérent de clauses contraintes,
aucun chemin de MCT(S5) n’est défini sur toute la base de Herbrand.

Lemme 6.17 Soit § un ensemble de clauses contraintes; S est AC-incohérent si et seulement
st tout chemin mazimal de MCT(S) s’étend en un neud d’échec.

Pour montrer que les systémes de regles d’inférence INF' définis dans ce chapitre sont réfuta-
tionnellement complets en présence des regles de simplification (Théoréme 6.14), nous raisonnons
par contradiction : supposons que Sg est un ensemble AC-incohérent de clauses dont les con-
traintes sont vides (T), et que Sg, 91, 5%,... est une dérivation équitable (Définition 2.20); 5*
dénotant (J;5q 5;, supposons que 5™ ne contient pas la clause vide. L’arbre sémantique cohérent
MCT(5%) n’est donc pas vide. Définissons les ensembles suivants :

GS = {C'[a] {3C' [c] € 5%, o close € Sol(c) }
AC = {(uxu)[T] [u,v' € T(F), u=gou’ }

GS est I'ensemble de toutes les instances closes des clauses de 5%, et AC est I’ensemble de toutes
les équations closes triviales pour les théories AC. Ces deux ensembles contiennent en fait toutes
les clauses pouvant étiqueter un noeud d’échec au bout d’un chemin de MCT(S*). Par définition
d'un arbre sémantique cohérent, MCT(GS) est équivalent a MCT(S*); donc, MCT(GS) est
également non vide.

Comme pour la preuve de complétude dans le cas non contraint, nous avons besoin de
définir des nceuds de quasi-échec (Définition 4.14), ainsi que des nceuds d’échec distants pour la
stratégie de superposition (Définition 4.20). La branche droite §), de ’arbre sémantique cohérent
MCT(GS) est construite comme dans les Définitions 4.15 et 4.21.

Dans ce qui suit, nous montrons en méme temps la complétude des stratégies de paramodulation
et de superposition.

6.5.2 Preuve de complétude

Pour montrer que I’arbre sémantique cohérent MCT(GS) est vide, il faut montrer que la
branche droite ¢}, est vide. Mais dans un premier temps, il faut s’assurer que les nceuds d’échec
le long de cette branche droite sont bien persistants.

Proposition 6.18 Soit K un neud d’échec, ztenszvn d’un neud Q. de la branche droite, ou
plus précisément eztension droite de (), ou extension de ¢).,. Si K est étiqueté par une clause

de GS, alors K est un neud d’échec persistant.

La preuve de cette proposition est identique a celle de la Proposition 4.30. Le seul probleme qui
pourrait se poser vient de la définition des nceuds d’échec, et plus précisément de I'irréductibilité
de la substitution. Cependant, nos régles de simplification (Section 6.4) sont définies de telle
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maniére que si une clause Cy [ 9] étiquetant un nceud d’échec K est subsumée par une clause
C1[o1p1 ], ot o7 désigne une substitution close solution de I’ensemble de contraintes associé a
Ch et py désigne une substitution close instanciant les variables de C'; qui ne sont pas contraintes,

e soit tous les termes du co-domaine de oy sont également dans le co-domaine de o,

e soit la clause Cy [o1p1] est transformée en une clause Cyof [ ofp1] (ol ofo] =4c 01) afin
que cette propriété d’inclusion des co-domaines soit satisfaite par les substitutions of et
Jg.

Nous avons isolé la substitution p; de la solution ; des contraintes car, dans la regle de sub-
somption, 'inclusion des co-domaines n’est testée que sur les variables apparaissant dans les
contraintes d’unification. Cependant, nous pouvons remarquer que cette substitution p; est éga-
lement irréductible, car sinon la clause Cjo,p] (ou pj désigne la substitution irréductible issue
de p1) devrait étiqueter un nceud d’échec au niveau ou au-dessus de K.

Nos autres regles de simplification vérifient que la clause C} [ 0} ] résultant de la simplifica-
tion de Cy [ o, ] satisfait : CoDom(o}) 4 ac CoDom(oz). Si cette propriété n’est pas vérifiée, la
clause Cy [ o1p1] utilisée pour la simplification est transformée en Cyoy [ o7 p1 ], comme pour la
subsomption.

Proposition 6.19 51 MCT(GS) n’est pas vide, alors sa branche droite ()., est non vide et
AC -consistante.

La preuve de cette proposition est identique & celle du cas non contraint (Propositions 4.18
et 4.24). 1l reste cependant plusieurs cas & vérifier. La preuve faisant appel a I’application de
regles d’inférence, il faut s’assurer qu’a chaque fois la clause déduite étiquette bien un nceud
d’échec coupant la branche droite. La preuve montre que la clause déduite est falsifiée par ¢},
mais il faut vérifier en plus que la substitution représentant ses contraintes est irréductible
(condition 1 dans la Définition 6.15). Montrons dans un premier temps cette propriété pour la
régle de paramodulation étendue contrainte.

Proposition 6.20 Soit Qg une interprétation AC-consistante, restriction de la branche droite
Q. Soit Qu, et Qn, deux restrictions de Qg, admettant un neeud d’échec (ou d’échec distant)
comme extension droite. Si une paramodulation étendue est appliquée entre les clauses étiquetant
ces neeuds d’échec, et si la clause déduite est falsifiée par Q 3, alors elle étiquette un neud d’échec
coupant la branche droite.

Preuve: Soient Cy = (li~ry)V Dy et Oy = (la~ryj VvV Dy les clauses étiquetant les nceuds
d’échec, extensions droites de Q,, et ),. Pour la stratégie de paramodulation, cela signifie
que (Iy ~71) et (I3~ 13) sont irréductibles ; pour la stratégie de superposition, cela signifie
que les termes I, et o sont irréductibles.

Soient C7 = (I{ ~r)V D [e1] et C4 = (ly~rh) Vv Dy [ca] les deux clauses contraintes de
5™ telle que : Cy est AC-égal a Cloy et Cy est AC-égal a Choq, ol les substitutions oy et
o4 sont closes, irréductibles (condition 1 dans la définition de MCT ), et solution de c; et
¢, respectivement. Une étape de paramodulation éiendue entre les clauses closes C [ o]
et C}[o2] engendre une nouvelle clause contrainte C'[ ¢ ].

Si nous supposons que linterprétation () falsifie une clause C, AC-égale a C'o, la seule
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condition & vérifier pour qu’un nceud d’échec (étiqueté par C) coupe la branche droite est
lirréductibilité de la substitution o.

Pour chaque variable z du domaine de o :

1. Si z appartient au domaine d’un o; (i € [1,2]), z0; est égal & zo car o; est close,
est donc tout terme AC-égal & xo est irréductible. Si @ est une variable d’extension
zs sous un opérateur AC f dans C!, elle apparait également sous f dans C, et la
condition d’irréductibilité de ses Hierms reste valide.

2. Si x est 'une des variables z,, et z.,, z,, par exemple, introduites par ’étape d’in-
férence dans le cas de la stratégie de paramodulation (Définition 6.6): elle apparait
dans les contraintes par r :ZC rioy.

Donc, zo est le terme rjo, AC-égal a ri. Il nous faut montrer qu’il n’existe pas de
terme r{ AC-égal a ry et réductible par une équation (g ~d) (ou g > d).

Si un tel terme existait, I’équation (I; ~ r{') serait réductible par (g ~d) en (I; ~r{[d]).
Comme Qg est AC-consistante, elle satisfait les atomes ({1 ~r1), (Iy ~7{) et donc
(i r{ld]). Mais, (Ii~ry) > (I, =7/[d]) et ainsi (I; ~ry) devrait étre réductible en
(r{ld] >~r1); cela contredit Virréductibilité de (i; ~r1).
Ainsi, chaque terme AC-égal a r est irréductible. Le raisonnement est identique pour
z,, et Tg.

3. Le dernier cas est que la variable z est 'une des variables z; et z, (cf. Définition 6.6).
Supposons que x est égal & z,. Par définition de cette variable, ly =4¢ f(u,z0), o
f est opérateur AC au sommet de Iy, et uw un terme clos. S’il existe un terme t,
AC-égal & 210, et réductible par une équation (g~d), ot g > d, le terme f(u,t)
(AC-égal & l;) est lui aussi réductible par (g~ d). Cela signifie que le nceud droit de
(ly~rq) devrait étre un nceud de quasi-échec au lieu d’un nceud d’échec ou d’échec
distant. Donc, chaque terme AC-égal & z10 est irréductible par une équation (g ~d)
ou g > d.
Le raisonnement est identique pour z,0.

Ainsi, un nceud d’échec étiqueté par la clause C coupe la branche droite de MCT(GS). O

Le cas de la paramodulation étendue étant traité, il reste & étudier les autres inférences
possibles. Rappelons auparavant la proposition énoncant que la branche droite @, de MCT(GS)
falsifie une clause de GS§.

Proposition 6.21 Le dernier neud Q. de la branche droite de MCT(GS) falsifie une clause
de GS.

Sa preuve est identique a celle des stratégies de AC-paramodulation et AC-superposition pour
le cas non contraint (Propositions 4.19 et 4.25}.

Le dernier noeud de la branche droite falsifiant une clause de GS, il reste & montrer que cette
clause peut effectivement étiqueter un nceud d’échec. En effet, comme nous Iavons déja fait
pour la régle de paramodulation étendue (Proposition 6.20), il faut vérifier que la substitution
représentant la partie contrainte de cette clause falsifiée est bien irréductible.
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Proposition 6.22 5% une étape d’inférence est appliquée entre des clauses de GS étiquetant des
neeuds d’échec ou d’échec distants, extensions de neeuds de la branche droite ()., de MCT(GS),
et si la clause déduite est falsifiée par (), alors un neud d’échec coupe cette branche droite.

Preuve: Sotent Cy,...,Cp (1 < n < 2) des clause étiquetant des nceuds d’échec (ou d’échec
distants). Cela signifie qu’il existe des clauses C{[ec1],...,CLlen] dans S* telles que
chaque C; est AC-égal a Clo;, ol 0; est une substitution close irréductible (condition 1
dans la définition de MCT ), solution de c¢;. L’étape d’inférence est appliquée entre les
clauses contraintes C{[o1],...,C} [o.], et engendre une clause contrainte C'[o]. Si
nous supposons que l'interprétation () falsifie une clause C, AC-égale & C'o, la seule
condition restant a vérifier pour que C étiquette un nceud d’échec dans la branche droite
est Uirréductibilité de la substitution o.

Supposons que les o; ont des domaines disjoints (obtenus en renommant les variables).
Alors, pour chaque variable x du domaine de o ;

1. Si z appartient au domaine d’un o;, zo; est égal & zo car o; est close, et donc chaque
terme AC-égal a xo est irréductible. 5i z est une variable d’extension z 7, comme C;
étiquette un nceud d’échec, les Hterms de zyo; doivent étre irréductibles.

2. Si z est la variable d’extension zy introduite par la régle de paramodulation (ou su-
perposition) contextuelle, et si un terme t de Hierms(zso, f) est réductible par une
équation (g~d) (g > d), alors une autre étape de paramodulation (ou superposition ),
éventuellement contextuelle, de la clause étiquetant le nceud droit de (g~ d) dans Cs
(& une position dans le terme t) engendre une clause falsifiée par §)., étiquetant un
nceud d’échec dans la branche droite.

Ce raisonnement par récurrence est bien fondé, car cette derniére inférence est appli-
quée dans une position plus interne que la premiere.

3. La derniére possibilité est la suivante : la variable est introduite par ’étape d’inférence
dans la clause déduite. Seules trois régles d’inférence créent de nouvelles variables ;
il s’agit des régles de paramodulation, paramodulation contextuelle et paramodu-
lation étendue. Le cas de la paramodujation étendue ayant déja été traité dans la
Proposition 6.20, étudions les deux autres régles.
Les clauses C} et Cy sont respectivement notées (I'~r'YVv D} et (I~r)V Dy ; z est
décrite par la contrainte ¢ :ZC r’, produite par I’étape d’inférence ; donc, ro est égal
ar'oy (et AC-égal ar). Nous devons montrer qu’il n’existe pas de terme r" AC-égal
ar et réductible par une équation (g~d) (ot g > d). Le raisonnement est identique
a celui effectué dans le cas Z de la Proposition 6.20.

Nous venons donc de montrer que tous les termes du co-domaine de la substitution o
sont irréductibles. Un nceud d’échec peut donc étre placé au-dessus de ¢}~ dans la branche
droite. O

Pour résumer, nous avons moniré que la branche droite de 'arbre sémantique cohérent
MCT(GS) est vide, car sinon elle est coupée par un nceud d’échec, ce qui contredit sa construc-
tion. Donc, ’arbre sémantique cohérent MCT(GS) est également vide, de méme que MCT(S5™).
La clause vide appartient donc a §™.
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6.6

Simplification de contraintes

Nous consacrons cette section a la description de regles permettant de simplifier les contrain-

tes symboliques manipulées.

6.6.

1 Simplification des contraintes d’unification AC

Les contraintes d’unification AC peuvent é&tre simplifiées grace & des regles inspirées des al-
gorithmes d’unification AC [JK91], combinées avec I’aplatissement (Définition 1.7) systématique
des termes. Nous décrivons dans un premier temps des régles de décomposition, élimination, sim-
plification et instanciation. Il faut remarquer que le symbole :;{1() est commutatif, ce qui signifie

qu’il faut parfois permuter ses arguments pour pouvoir appliquer I'une des réegles suivantes.
7
, . SlgecaySp) =" t1,...,1 Ac R
Décomposition (A 1’? ’ 1") 4C f( L - n)Ac si f & Fac
(si=4cti)A...A(sn=)ctn)Ac
.. . (s =5~ 1) . )
Elimination 8=act)ne si s=4ct
¢
.
. . . 815000985y esSm) =) [ TS I ; Ac \
Simplification 1 (f(, LEARRARLL mz ;40 j;( LRSI si f € Fac,
. (f(s15eeerevnSm)=upo f(t1,.o0h i tn)) A m>1.n>1
et 8; =40 i
s ? \
. . . { Sy=4~1 Ac .
Simplification 2 () =a0 1) si f € Fac

Instanciation

{(s=lct)Ae

(\CE :;C t) /\ C
(z="ct) Az}

si z ¢ Var(t)
et ¢ € Var(c)

Ces régles peuvent étre appliquées sans aucune stratégie particuliére.

@

La regle Décomposition consiste a propager le probleme d’unification sur les sous-termes,
si les deux membres de la contrainte considérée possédent le méme opérateur (non AC)
au sommet.

La regle Elimination consiste a 6ter une contrainte dont les deux membres sont AC-égaux.

Si les deux membres d’une contrainte ont le méme opérateur AC au sommet et s’ils ont
des arguments AC-égaux, alors la regle Simplification 1 6te ces arguments (un par un, afin
de respecter leur nombre d’occurrences). Cette regle ne s’applique que si les opérateurs
AC ont au moins deux arguments, afin d’éviter la suppression de tous les arguments.

La regle précédente otant des arguments d’un opérateur AC, il peut arriver qu'un tel
opérateur se retrouve avec un seul argument. La ré
opérateur pour ne conserver que l'argumens.

gle Simplification 2 supprime donc cet

La reégle Instanciation consiste a remplacer une variable z par un terme t dans les autres
contraintes, si la contrainte considérée est (z =} t}, & condition que z n’ait pas d’occur-
rence dans ¢.
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D’autre regles peuvent étre définies pour détecter d’éventuelles incohérences dans les con-
traintes.

Cycle 1 (F=act)ne si ¢ € Var(t),
F T F£tet
Head(t) & Fac
Cycle 2 (=40 f{t1,. - stn)) N e si f € Fac,
F Ji, z € Var(t;)
etn>1
COTLﬂit (f(sla"-93m)220g(t17'"'7tn))/\c sif;éget
F

-8l f € Fac,m>1
-sig€ Fac,n>1

Ces incohérences proviennent soit de cycles, soit de conflits de symboles:

e La regle Cycle 1 s’applique si une variable doit étre unifiée avec un terme contenant cette
méme variable & une position interne, mais a condition que le terme n’ait pas un opérateur
AC au sommet.

e La regle Cycle 2 complete la régle Cycle 1, en précisant que si 'opérateur au sommet du
terme a unifier avec la variable est AC, alors il doit posséder au moins deux arguments.
Nous avons vu en effet que la régle Simplification 1 peut engendrer des termes avec un
opérateur AC' & un seul argument.

e La regle Conflit s’applique si I'on essaie d’unifier deux termes dont les opérateurs de téte
sont différents. Pour la méme raison que la régle précédente, si un opérateur de téte est
AC, il doit posséder au moins deux arguments.

Si aucun conflit n’est trouvé, ces regles de simplification engendrent une conjonction de
contraintes (51 :LC )AL A (Sn :?40 t,) telle que, Vi € [1,n],

e soit s; est une variable n’ayant aucune occurrence dans les termes 81, .. Si—1, Sidls oo
Sq s tle eeey by

e soit ¢; est une variable n’ayant aucune occurrence dans les termes sy, ..., Sny 314 oo o Lic1,
ti-f—la 2o ay tn

® soit s; et t; sont deux termes avec le méme opérateur AC au sommet.

6.6.2 Simplification des contraintes d’ordre

Il est également possible de définir des régles de simplification pour les contraintes d’ordre, en
appliquant aussi loin que possible ’algorithme de comparaison des termes ou atomes. Ces régles
dépendent donc de l'ordre utilisé : interprétation polynémiale, ordre récursif sur les chemins, ...
(cf. Section 1.2).

Nous ne donnons pas de régles pour simplifier ces contraintes d’ordre comme nous I’avons
fait pour les contraintes d’unification, car & part éliminer des contraintes triviales ou détecter
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des conflits, la décomposition de contraintes d’ordre fait appel & un langage de contraintes
plus complet, mélant conjonctions et disjonctions de contraintes pour traduire la notion de
complémentarité.

Cependant, pour un ordre récursif sur les chemins, il est assez simple de transformer 1’algo-
rithme afin d’utiliser les informations fournies par les autres contraintes d’ordres accompagnant
celle qui est testée. La stratégie serait alors de chercher & évaluer les plus petites contraintes
(par la taille) en premier.

6.6.3 Combinaison de contraintes

La combinaison de contraintes d’ordre et d’unification AC est un probleme tres complexe.
Cependant, chaque type de contrainte peut aider & simplifier autre.

En effet, lorsque des contraintes d’unification AC sont simplifiées par les régles décrites
précédemment, rien n’interdit la présence de contraintes d’un type différent dans la conjonction ;
ces derniéres n’interviennent pas dans la simplification, mais elles peuvent étre concernées par
I’application de la substitution dans ia régle Instanciation. Cela peut permettre de simplifier ces
autres contraintes, ou bien de détecter un conflit.

De méme, une contrainte du type s > ¢ peut servir dans un probléme d’unification, car elle
signifie que s et ¢ ne sont pas AC-unifiables, grace a la propriété d’ AC-compatibilité de I'ordre >.

Tres peu de travaux ont été réalisés sur ce sujet de combinaison de résolveurs de contraintes
symboliques. Nous ne citerons que ceux de H. Kirchner et C. Ringeissen [KR94, Rin93], qui ont
proposé un cadre formel pour la combinaison de résolveurs de contraintes symboliques.

6.7 Stratégie basique

Nous avons décrit dans ce chapitre une stratégie contrainte, consistant a associer & chaque
clause des contraintes d’ordre et d’unification AC. Ces derniéres provoquent une trés sérieuse
limitation du nombre de clauses déduites, et par conséquent de ’espace de recherche. En contre-
partie, I’'un des inconvénients majeurs de cette stratégie contrainte est la difficulté pour appliquer
les regles de simplification, comme nous 1’avons souligné dans Ia Section 6.6. De telles réegles sont
cependant indispensables pour I'efficacité d’un démonstrateur de théoremes.

Aussi, il est intéressant de définir une stratégie intermédiaire, conservant la limitation des
positions dans lesquelles les remplacements peuvent étre effectués, mais facilitant I’application
des régles de simplification. Cette stratégie n’est autre que la stratégie basique, gui consiste a
résoudre les problemes d’unification AC et a engendrer une clause par solution de ces problemes ;
cependant les substitutions solutions ne sont pas appliquées aux clauses, mais conservées comme
contraintes.

Par exemple, la regle de paramodulation devient :

(h~r)VD [ar] LoV Dy [eg]
Lolps < 2, VD1V Dy [er AeaNegAey]
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oit z,, est une nouvelle variable, p, € MPos(Ly), ¢ € Sol(Lalp, =45 1),
? ?
€3 est (z"'l =4C Tl) A {/\IEDom(U)(m =AC mo’v)}?
¢4 est (ll >’-? ’I"l) A ((ll 2‘7‘1) > Dl) A (LQ >'? D‘) A (LQ t? (ll 27‘1))

La stratégie basique est théoriquement beaucoup moins intéressante que la stratégie con-
trainte, mais nous verrons dans le Chapitre 7, sur 'implantation de ces techniques, qu’elie est
beaucoup plus efficace dans la pratique, car d’autres paramétres viennent a son secours, comine
le fait de ne pas conserver toutes les solutions des problémes d’unification AC.
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Le systeme DATAC

Nous décrivons dans ce chapitre I'implantation des résultats sur les théories associatives
et commutatives présentés dans ce document. Le logiciel se nomme DATAC, pour Déduction
Automatique dans des Théories Associatives et Commutatives. Ses fonctionnalités sont de

e démontrer des théorémes par réfutation,
e compléter des systémes de clauses,

en présence d’opérateurs commutatifs, ou associatifs et commutatifs.

Il est écrit en CAML Light [LM93] (environ 15000 lignes de code), langage fonctionnel de la
famille ML, et posseéde une interface graphique ! réalisée en Tcl/Tk [Ous94] (X11 Toolkit basé
sur le langage Tcl). DATAC est portable sur stations SUN, HP et IBM PC.

L’algorithme d’unification AC est celui de M.E. Stickel [Sti81], muni de la technique de
résolution des équations diophantiennes de A. Fortenbacher [For89]. Deux algorithmes de filtrage
AC sont disponibles : le premier est inspiré de ’algorithme de J.-M. Hullot [Hul80]; le second
est di & S. Eker [Eke93] (écrit en langage C).

La premiere section de ce chapitre sera consacrée a la description du logiciel et de son inter-
face. Nous présenterons ensuite quelques exemples d’exécution, puis comparerons les différentes
stratégies proposées dans le logiciel DATAC.

7.1 Description du logiciel

L’interface du systéme DATAC offre la possibilité de saisir la spécification d’un probleme de
maniere trés conviviale. Ces spécifications sont également stockées dans un fichier, qui peut
atre modifié indépendamment du logiciel. Nous décrivons dans cette section les données d’une
spécification, puis les différents parametres pouvant influencer le déroulement de ’exécution.
Enfin, nous mentionnons les stratégies d’exécution possibles.

7.1.1 Données principales

Les principales données pour spécifier un probleme sont les clauses. Dans 'implantation,
elles sont représentées sous la forme de séquents: une clause ~4; vV ...V—-4,, VB{ V...V B,

1 L’interface graphique a été réalisée par V. Bardelang, étudiant & I’Ecole Supérieure d’Informatique Appliquée
de Lorraine.
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Figure 7.1: Fenétre principale de l'interface

est représentée par Aj,...,4, = Bi,...,B,. En conséquence, chaque régle d’inférence de
paramodulation ou de superposition est décomposée en deux régles: une regle s’appliquant a
gauche du symbole = (c’est-a-dire dans les littéraux négatifs), et une autre s’appliquant a droite
de ce symbole (c’est-a-dire dans les littéraux positifs).

Parmi les données initiales, nous distinguons deux ensembles de clauses :

e les clauses décrivant la théorie,

@ les clauses représentant la négation de la conjecture a montrer.

Un autre ensemble de données trés important concerne les opérateurs. L’ordre utilisé sur les
termes étant ’APO de L. Bachmair et D. Plaisted [BP85a], avec des adaptations de C. Delor et
L. Puel [DP93], il est possible de définir pour chaque opérateur,

e une propriété: commutativité (C), ou associativité et commutativité (AC),

e un statut: lexicographique gauche-droite ou droite-gauche, ou multi-ensemble (par conven-
tion, les opérateurs AC et C ont le statut multi-ensemble),

e une liste d’opérateurs inférieurs en précédence,

e une liste d’opérateurs égaux en précédence.

En plus de cela, un opérateur peut étre désigné minimal. Cette information est utilisée dans
I’algorithme comparant des termes dans le sens ou une variable est supérieure ou égale 3 cet
opérateur.

7.1.2 Parameétres d’exécution

Lorsque la spécification du probléeme a été définie (clauses, opérateurs), 'utilisateur a la
possibilité de faire varier de nombreux parameétres pour 'exécution.

e Nombre maximal de clauses. Tl est obligatoire de préciser un nombre maximal de clauses
a engendrer, afin d’assurer I’arrét de I’exécution.
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Figure 7.2: Description des clauses initiales

e Unification AC optimisée. 1.’algorithme d’unification AC implanté offre la possibilite de
ne pas calculer toutes les solutions minimales. Les solutions «oubliées» font partie de
celles qui ajoutent de nouvelles variables. Que cet algorithme soit utilisé dans sa version
optimisée ou non, nous y avons intégré les conditions sur les Hterms apparaissant dans la
régle de paramodulation étendue (Définition 5.3).

e Nombre maximal de AC-mgus. Ce parameétre précise le nombre de solutions minimales
d’un probléme d’unification AC & conserver.

e Reégles de simpiification. Booléen indiquant si les régles de simplification standard sont
autorisées.

e Algorithme de Subsomption. Si la regle de subsomption est permise, deux algorithmes sont
proposés. Le premier est une extension de celui de G. Gottlob et A. Leitsch [GL85]. Le
second est un simple appel au filtrage AC aprés un petit traitement des clauses.



140

7. Le systéeme DATAC

Figure 7.3: Description des opérateurs

Autres régles de simplification. Booléen indiguant si les régles de simplification, comme la
simplification clausale, la réflexion triviale ou la simplification par remplacement peuvent
étre utilisées.

Taille limite des clauses. Il est possible de préciser une taille maximale pour les clauses a
engendrer.

Degré de trace. Lors d’une exécution, les informations affichées peuvent étre soit pratique-
ment nulles, soit restreintes aux inférences réussies, soit tres détaillées (mention de tous
les essais de déduction).

Stratégie de déduction. 1l s’agit de préciser s’il faut utiliser la stratégie de paramodulation
ou de superposition. En plus, il faut choisir enire une stratégie dite de Résolution, qui
coupe quelques branches de ’arbre de recherche, et une stratégie dite de Complétion, qui
n’oublie aucun chemin.

Préférence dans le choix des clauses. 1l s’agit de placer d’éventuels poids pour avantager le
choix des clauses issues de la négation de la conjecture & prouver, de la théorie, ou possédant
des littéraux négatifs ; le troisieme poids peut étre combiné avec les deux autres.

Simplification avant Subsomption. Booléen indiquant s’il faut d’abord essayer de simplifier
une clause avant de tester si elle est subsumée.
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e Littéraux non équationnels. Booléen indiquant s’il faut commencer par un pré-traitement
des clauses possédant des littéraux non équationnels.

e Préférence pour les inférences. Saisie d’un ordre de préférence pour appliquer les regles
d’inférence.

7.1.3 Stratégies et modes d’exécution

Figure 7.4: Fenétre d’exécution

Avant de lancer une exécution, I'utilisateur a la possibilité de choisir la combinaison de
plusieurs stratégies:

e Stratégie ordonnée ou Stratégie positive. La stratégie ordonnée vérifie que chaque inférence
est effectuée entre les littéraux maximaux des clauses, alors que la stratégie positive oblige
a utiliser au moins une clause positive, c’est-a-dire sans littéraux négatifs.
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e Stratégie standard, basigue ou contrainte. La stratégie standard applique la stratégie de
AC-paramodulation ou de AC-superposition en conservant les contraintes d’ordre non ré-
solues. La stratégie basique, en plus de conserver les contraintes d’ordre, n’applique pas les
substitutions solution des problémes d’unification AC ; elles sont conservées dans la partie
contrainte associée a chaque clause. La stratégie contrainte se contente de décomposer les
problemes d’unification AC et de vérifier qu’ils ont au moins une solution.

Lorsque les stratégies d’exécution sont fixées, le lancement du programme peut se faire de
deux facons:

e Mode automatique. L’exécution est alors lancée sans que 'utilisateur puisse intervenir par
la suite. L’arrét de ’exécution peut étre provoqué

— soit par la découverte d’une contradiction (clause vide),
— soit par le dépassement du nombre maximum de clauses a engendrer,

— soit par I'impossibilité d’appliquer une déduction.

e Mode manuel. Chaque inférence doit alors étre donnée par 'utilisateur. En plus des régles
d’inférence et de simplification classiques, il est offert la possibilité de simplifier compléte-
ment une clause, de supprimer une clause, ou d’ajouter une nouvelle clause. Des statistiques
sont également disponibles pendant I’exécution : ensemble de clauses courant, liste des in-
férences ayant permis d’engendrer une clause donnée, liste de toutes les inférences ayant
déduit une nouvelle clause, statistiques globales sur les inférences échouées, réussies, le
nombre d’appels aux algorithmes d’unification et de filtrage.

En plus, I'utilisateur a la possibilité de stopper définitivement une exécution, d’interrompre
momentanément le défilement dans la fenétre (mode automatique). Lorsque ’exécution est finie,
tout son contenu peut étre sauvegardé dans un fichier.

7.2 Exemples de résolution avec la stratégie basique

Détaillons deux exemples de résolution et un exemple de complétion avec la stratégie basique.

7.2.1 Treillis modulaires

Nous détaillons ci-dessous deux exemples de résolution de problémes dans les treillis mo-
dulaires. Pour représenter ces treillis, nous utilisons la formulation équationnelle de W. Mc-
Cune [McC88].

9

Les opérateurs habituellement appelés min et mar sont notés -7 et ” + " respectivement ;
ils sont tous les deux associatifs et commutatifs. Le symbole de prédicat COMP, dénotant
la propriété de complémentarité, est commutatif. L’élément maximal est noté 1, et I’élément
minimal 0. Les treillis sont caractérisés par les clauses I & &, la modularité par la clause §: la

complémentarité est décrite par les clauses 10 5 12.

Clause 1: = (21-21 >~ 1)
Clause 2: = (z1+2z1 ~ 1)
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Clause 3: = (z1-(z1+22) ™~ z1)

Clause 4: = (z1+(z1-2T2) >~ 7)

Clause 5: = (z;-0 ~ 0)

Clause 6: = (21+0 ~ z1)

Clause 7: = (z1-1 ~ z1)

Clause 8§: = (z1+1 ~ 1)

Clause §: (z1 23 ~ z1) = (22-(z1+23) >~ 21 +(z35-22))
Clause 10: COMP(zq1,2z2) = (21-z2 ~ 0)

Clause 11: COMP(z1,23) = (r1+ 22 =~ 1)

Clause 12: (z1-73 ~ 0),(z1+ 27 ~ 1) = COMP(z,,2,)

I Premier exemple

Le but de ce premier exemple est de montrer la propriété suivante ;

si z et maz(u,v) sont complémentaires, et y et min(u,v) sont complémentaires,
alors u et maz(z,min(y,v}) sont complémentaires.

La négation skolémisée de cette propriété est exprimée par les clauses 13 & 15. La précédence
sur les symboles de prédicat est COMP >p =~ et celle sur les symboles de fonction est - >
+>r B>r A>r Bo>r B> 1>7 0.

Clause 13: = COMP(R,,A+ B)
Clause 14; = COMP(R,,A-B)
Clause 15: COMP(A,Ry+(Ry-B)) =

>> Résolution entre 10 et 13

Clause 16: = (21-29 ~ 0) [(z1=4c R1) A (2= A+ B) ]
>> Résolution entre 11 et 13

Clause 17: = (21423 ~ 1) [(z1=4c B1) A (z2=4c A+ B) ]
>> Résolution entre 10 et 14

Clause 18: = (21-23 = 0) [(21="4¢ R2) A (22 -_-:‘LCA'B) ]
>> Résolution entre 11 et 14

Clause 19: = (2142, ~ 1) [(21=4¢c R2) A (22=4cA-B) ]
>> Résolution entre 12 et 15

Clause 20: (2129 ~ 0),(z1+ 22 =~ 1) =  [(z1=4c A) A (2= R1+(Ry-B)) |
>> Superposition droite de 19 dans 9

Clause 75: (2121 ~ 21) = (71 +(zg-21) =~ 21-1) [(21=4c A B) A (za=4c R2) ]
>> Simplification droite de 7 dans 75

Clause 75: (2121 ~ 21) = (z1+(20-21) =~ 21) [(z1=4c4-B) A (m2=4c Ra) |
>> Superposition étendue entre 3 et 9

Clause 110: (z1-21 ~ 1) = ((z1+(z4-21)) T3 >~ 23 22)

[(21=%cz2+23) A (22=%caat 1) A Hierms(zs, )N {z4+21}="0 ]
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>> Superposition contextuelle gauche de 3 dans 110
Clause 151: (x1-2. = z3) = ((23+(z4-21)) 23 ~ 33 22)
[ (1=l z2+a3) A (2=he Tat(21-22)) A (23=)021-82) A (2 =}c 2)
A Hterms(zs, )N {za+(z1-22)} =0 A {22+ 23} @° Hterms(zy,-)
A ((z’l . .’132) '(232 + .’123) >~ Iy 502)
T (21 22) H(zs (32 + ¥3))) - 23 = z3-(2a+(21-22))) ]
>> Réflexion triviale dans 151
Clause 151: = ((23+(x4-21)) 23 ~ 23 29)
[ (z1=hc 22+ 23) A (22=lic Ta+(o1-22)) A (23 =0 21-22)
A Hterms(zs, )N {zg+(z1-22)} =0 A {zo+ 23} € Hterms(zy,)
A ((z1-z2) (224 23) =~ z1-22)
R (21 22) Hza (224 23))) - 23 = 23-(2a+(21-22))) |
>> Superposition contextuelle gauche de 1 dans 75
Clause 193: (z3-2. ~ z1) = (21+(22-23) =~ 2z3)
[(s1=hc A B) A (22=}c R2) A (23=kcB) A (2=l A) ]
>> Réflexion triviale dans 193
Clause 193: = (214+(22-23) ~ 23) [ (=1 :LCA~B) A (2 2340 Ry) A (23 :ZC B) ]
>> Superposition droite de 16 dans 151
Clause 352: = (2129 ~ (234+0)-21)
[(s1=0c 4) A (=)o Ri+(z1-B)) A (z3=}cz1-B)
A{A+B} €' Hterms(z1,-) ]
>> Simplification droite de 6 dans 352
Clause 352: = (21°29 ~ 23-71)
[(z1=0c 4) A (2=} B1+(21-B)) A (z3=4c @1 B)
A {A+ B} @7 Hterms(z1,-) ]
>> Simplification gauche de 352 dans 20
Clause 20: (z3-21 ~ 0),(21+22 = 1) =
[(z1=}c4) A (2=fic Ri+(B2-B)) A (3=}4c B2 B) ]
>> Simplification clausale dans 20 grace a 18
Clause 20: (z14+22 = 1) =  [(21=4c A) A (2= Ri1+(R2-B)) |
>> Superposition étendue entre 4 et 193
Clause 457: = (21422 ~ 23+21) [(z1=4c A} N (za="c R2-B) A (23 =B 1
>> Simplification contextuelle gauche de 457 dans 20
Clause 20: (z1+22+23 ~1) = [(= :;c A) {2 :ZC B) A (23 :ic Ry) ]
>> Simplification clausale dans 20 grace a 17
Clause 20: O [ T ]

>> Le systéme initial est AC-incohérent <<

Voici quelques statistiques sur le déroulement de cette preuve. A partir de 15 clauses initiales,
240 applications de régles d’inférence et 901 simplifications, 443 clauses ont été engendrées mais
seules 114 clauses apparaissent dans I’ensembie final. Les autres clauses ont €té supprimeées soit
parce qu’elles étaient réductibles dans leur partie contrainte (112), soit parce qu’elles ont été
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réduites & des clauses triviales (232). De plus, I’algorithme de subsomption et la détection de
clauses triviales ont évité d’engendrer 149 clauses.

II Second exemple: Le Lemme de SAM

Ce second exemple est le célebre Lemme de SAM, posé en 1965 par Bumcroft comme un
probleme ouvert dans la théorie des treillis, et extrait de I'article Semi-Automated Mathematics
de Guard et al. [GOBS69]. A notre connaissance, la seule preuve entiérement automatique de
cette version a été réalisée par RRL [ZK88]. L’énoncé du lemme est le suivant:

si z et maz(u,v) sont complémentaires, et y et min(u,v) sont complémentaires,
alors min(maz(z,min(y,v)) maz(z,min(y,u))) est égal a z.

La négation skolémisée de ce lemme est exprimée par les clauses 18 a 15. La précédence sur
les symboles de prédicat est COMP >p ~ et celle sur les symboles de fonction est - > + >
B>r A>r Ry>r Ry >71>70.

Clause 13: = COMP(R;,A+ B)
Clause 14{: = COMP(R;,A-B)
Clause 15: ((R1+(R2-B))(R1+(R2-4)) ~ Ry) =

>> Résolution entre 10 et 13
Clause 16: = (2120 ~ 0) [(z1=4cR1) A (ma=4cB+A) ]
>> Résolution entre 10 et 14
Clause 18: = (2122 ~0) [(z1=)c Ra) A (za=4cB-A4) ]
>> Superposition étendue entre 3 et 9
Clause 106: (r1-21 ~ z1) = {(z1+(zg-21)) T3 ~ 23+ 22)
[ (=1 ::"40 zg+x3) A (29 :Zc 4+ z1) A Hierms(zz, )N {zg4+2,}="0 ]
>> Superposition contextuelle gauche de 3 dans 1C6
Clause 150: (z1-2. ~ z3) = ((23+(z4-21)) T3 =~ z3-29)
[ (21 =hc @2+ 23) A (2=} 24+(21-22)) A (3=} 21:72) A (2=} T2)
A Hterms(zs, ) N {zs+(z) - 22)} =70 A {zo4+ 23} €° Hiterms(zy,:)
A((z1-z2) (2 +23) >~ 21 22)
= (((z1-29) +(z4 (22 + 73))) - 23 = 23-(4 +(21-72))) ]
>> Réflexion triviale dans 150
Clause 150: = ((zz+(z4-21)) 23 ~ T3 23)
[ (= :340 2ot x3) A (29 :zc g +{zy-z2)) A (23 :340 T1-2Z3)
A Hierms(zs, ) N {zg+{z1-22)} ="0 A {22 +23} € Hterms(zy,-)
A (zrezg) (2o 2s) > 2y g)
= (21 22) Hza (22 + 23))) 23 = 23+(24 +H(21-22))) ]
>> Superposition gauche de 9 dans 15
Clause 239: (z1-29 ~ z1), (;1+(23 29} ~ 2} =
[(z1=hcRi) A (2=l RiH(Ro-B)) A (z3=}c Ry 4) ]
>> Simplification clausale dans 239 grice a 3
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Clause 239: (z:14+(23-22) ™~ 21) =
[(z1=hc Ra) A (22=0c Bi+(Ry-B)) A (23=}yc Ra-4) ]
>> Superposition droite de 16 dans 150
Clause 260: = (212 =~ (23+0)-21)
[(z1=004) A (2=ic Bi+(21-B)) A (m=)cz1-B)
A {A+B} €' Hterms(z1,-) ]
>> Simplification droite de 6 dans 260
Clause 260: = (z1-29 ~ 23-21)
[(z1=lc 4) A (2a=}ic Ri+(z1-B)) A (=} 21-B)
A{A+B} € Hterms(z1,-) ]
>> Simplification contextuelle gauche de 260 dans 239
Clause 239: (1 +((23:22) 24) ~ z1) =
[ (z21=hc B1) A (22=0c 4) A (3=} Re-B) A (24=lic Ra) ]
>> Simplification contextuelle gauche de 1 dans 239
Clause 239: (21 +(z4-(22-23)) >~ 1) =
[(21=he B1) A (2a=)c R2) A (=)o B) A (2= 4) ]
>> Simplification gauche de 18 dans 239
Clause 239: (21 +0 ~ 2z1) = [(z21=4¢c R1) ]
>> Simplification clausale dans 239 grace & 6
Clause 239: O
>> Le systéme initial est AC-incohérent <<

Pour donner quelques statistiques sur cette preuve, a partir de 15 clauses initiales, 132
applications de régles d’inférence et 475 simplifications, 246 clauses ont été engendrées mais
seules 66 clauses apparaissent dans ’ensemble final. Les autres clauses ont été supprimées soit
parce qu’elles étaient réductibles dans leur partie contrainte (54), soit parce qu’elles ont été
réduites & des clauses triviales {141). De plus, I'algorithme de subsomption et la détection de
clauses triviales ont évité d’engendrer 106 clauses.

7.2.2 Groupes Abéliens

Détaillons maintenant un exemple de complétion, les groupes Abéliens. Ils sont caractérisés
par deux axiomes :

= ($1+0 o ;1)‘1_)
= {zy+z) ~ 0)

L’opérateur + est AC, et la précédence sur les opérateurs est ¢ > + > 5 0.

Si nous complétons ces axiomes avec la stratégie standard, nous obtenons les 3 clauses sup-
plémentaires suivantes :

= (i(0) ~ 0)
= (i(i(21)) ~ 1)
= (i(z1+22) ~ i(z1) +i(z4))
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Si nous utilisons la stratégie basique pour compléter ’ensemble initial de clauses, les trois
clauses finales sont les suivantes:

= (21 = z2) I[(zlzzw i(0)) A (22=Y400)]
= (21 = 22)  [(21=}40i(i(22)))] i
= (21 = z2+23) [(z1=4pi(za+25)) A (22=0c1i(z4)) A (23=]¢ 1(z5))]

La premieére chose que nous remarquons est la forte proportion de termes bloqués dans la
partie contrainte. Cependant, il ne faut pas perdre de vue que la stratégie basique que nous avons
implantée ne vérifie pas toutes les conditions lors de I’application d’étapes de simplification. Ces
trois clauses ne devraient donc certainement pas apparaitre sous une forme aussi contrainte.

Cependant, la présence de termes bloqués dans l’ensemble final de clauses peut étre tres
utile lorsque celles-ci serviront & normaliser un terme. En effet, les conditions d’inclusion des
termes bloqués dans les clauses pour appliquer une regle de simplification guident la mise en
forme normale. Si nous reprenons les trois équations déduites ci-dessus, leur application impose
une stratégie en profondeur d’abord.

7.3 Comparaison des différentes stratégies

Dans cette section, nous comparons les différentes stratégies d’exécution, puis celles de rem-
placement.

7.3.1 Stratégies d’exécution

Le logiciel DATAC propose trois stratégies: standard, basique ou contrainte. Détaillons les
avantages et inconvénients de chacune d’entre elles, puis donnons quelques statistiques décrivant
leur effet.

I Stratégie standard

Cette stratégie applique les regles d’inférence et de simplification définies dans le Chapitre 2
et adaptées aux théories associatives et commutatives (Chapitre 5). Ces regles font appel a
un algorithme d’unification AC. Et & chaque déduction, pour ne pas perdre la propriété de
complétude, elles doivent engendrer autant de clauses qu’il y a de solutions minimales au pro-
bléme d’unification traité. Le nombre de clauses augmente donc trés rapidement, ce qui a pour
conséquence d’accroitre le nombre de déductions possibles.

Des limitations non négligeables sont cependant apportées dans ’espace de recherche. Elles
proviennent d’une part de la stratégie de sélection des clauses et des termes (stratégies ordonnées
et positives), et d’autre part du contréle tres strict lors de ’application des régles simulant 1’uti-
lisation de clauses étendues (paramodulations contextuelles et étendues, Définitions 5.2 et 5.3).
La manipulation de regles de simplification permet également de supprimer ou de réduite de
nombreuses clauses redondantes.
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II Stratégie basique

Cette stratégie consiste a résoudre les problémes d’unification et & engendrer une clause par
solution, comme dans la stratégie précédente, mais les substitutions solution ne sont pas appli-
quées dans les clauses déduites. Elles sont conservées sous la forme d’une contrainte associée & la
clause concernée. Ainsi, cette technique engendre un grand nombre de clauses, mais le nombre
de déductions applicables avec ces clauses est largement diminué ; les substitutions n’étant pas
appliquées, de nombreux sous-termes ne peuvent étre atteints par les régles effectuant des rem-
placements.

Nous n’avons implanté que partiellement les régles de simplification, dans le sens ot nous ne
vérifions pas l'inclusion des co-domaines des substitutions utilisées. La conséquence principale
est la perte de la complétude du systéme d’inférence. Cependant, dans la pratique, nous n’avons
jamais eu d’exemple de preuve de propriété échouant pour cette raison.

III Stratégie contrainte

Cette stratégie est la meilleure en théorie, car elle a I’énorme avantage de n’engendrer qu’une
seule clause par déduction, et de ne nécessiter qu’un algorithme de décidabilité des problémes
d’unification. Cependant, dans la pratique, cette stratégie est trés difficilement utilisable dans
I’état dans lequel nous ’avons décrite, car ce qu’elle apporte en limitation d’espace mémoire et
de calculs est perdu lorsque 1’on veut appliquer des régles de simplification. En effet, si nous
essayons de simplifier une clause C3[c;] a I’aide d’une clause € [ ¢y ], il faut dans un premier
temps choisir une instance de Cy, ce qui oblige & résoudre ’ensemble de contraintes c;. De
plus, soit la simplification peut étre appliquée sur toutes les instances de Cs, ce qui est assez
rare et demande quand méme de résoudre c; afin de vérifier les conditions d’inclusion des co-
domaines des substitutions, soit la simplification est appliquée pour une solution de ¢z, ce qui
oblige également & résoudre c;, mais aussi & créer une nouvelle clause (la clause simplifiée) et &
transformer C; [ ¢5 ] en précisant que la solution utilisée dans la simplification ne doit plus étre
prise en compte dans ¢3.

Ces différents calculs sont relativement complexes, mais ils doivent en plus étre réitérés a
chaque essai de simplification. La version implantée de cette stratégie contrainte n’effectue des
simplifications que si elles sont triviales, c’est-a-dire s’il n’est pas besoin de calculer les solutions
des problémes d’unification.

Donnons maintenant quelques statistiques sur ces trois stratégies d’exécution. L’exempie
considéré porte sur les Algébres de Kleene décrites par 13 clauses (voir Section 5.4). Nous
avons effectué deux étapes de complétion linéaire a partir de ces clauses. Cela signifie que, dans
un premier temps, toutes les déductions possibles entre ces clauses initiales ont été effectuées
(colonnes #1). Dans un second temps (colonnes #2), nous avons refait la méme opération
mais en partant de I’ensemble de clauses obtenu apreés la premiere étape de complétion linéaire.
Notons que nous avons utilisé la stratégie de superposition positive, et la version optimisée de
I’algorithme d’unification AC, afin d’obtenir des résultats dans un temps raisonnable.

Les résultats obtenus sont décrits dans la Figure 7.5, et refletent completement les observa-
tions faites sur d’autres exemples. Les statistiques portent sur le nombre d’inférences appliquées,
le nombre de clauses engendrées et le nombre de clauses finales. L’interprétation de ces résultats
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Complétion Ilinéaire Standard Basique Contrainte
(Algébres de Kleene) #1 | #2 #1 E #2 #1 ; #2
Nbre clauses initiales 13 31 13 31 13 52

Nbre inférences 51 296 51 231 61 845
Nbre clauses engendrées 64 652 64 455 64 1271
Nbre clauses finales 31 143 31 91 52 1070

Figure 7.5: Comparaison des stratégies de déduction

est la suivante:

e Si nous comparons les trois colonnes #1, nous remarquons qu’il n’y a aucune différence
entre les stratégies standard et basique. Cela s’explique simplement par le fait que chaque
clause de 1’ensemble initial est sans contraintes; il n’existe donc aucun sous-terme bloqué
dans ces clauses. Pour la stratégie contrainte, un plus grand nombre de régles d’inférence
a pu étre appliqué, car la redondance de certaines clauses déduites n’a pu étre montrée.

e La comparaison des colonnes #2 permet d’observer 'effet de la stratégie basique : comme
certains sous-termes ont été bloqués dans les clauses issues de la premiére étape de com-
plétion linéaire, le nombre d’inférence possibles lors de la seconde étape est diminué, ce
qui entraine une diminution du nombre de clauses déduites, et donc du nombre de clauses
finales. Les résultats obtenus pour la stratégie contrainte confirment la difficulté d’appli-
cation des regles de simplification.

7.3.2 Stratégies de remplacement

Dans le logiciel DATAC comme dans ce document, nous proposons deux technigues de rempla-
cement : la paramodulation et la superposition. La seconde étant un raffinement de la premiere,
elle est plus efficace pour la déduction non contrainte. Cependant, pour les stratégies basique et

contrainte, la différence entre ces deux techniques est moins évidente:

e La regle de paramodulation permet d’appliquer des remplacements dans les plus petits
membres d’équations, mais compense cela en n’insérant pas le membre droit de I’équation
utilisée pour le remplacement dans la clause déduite. Ce membre droit est abstrait par une

nouvelle variable, ce qui interdit tout futur remplacement dans celui-ci.

e La regle de superposition n’effectue que des remplacements dans les membres maximaux

d’équations.

Nous avons ainsi dans chacune de ces regles la notion de remplacement interdit dans un membre
droit d’une équation. Cependant, si nous étudions plus précisément le comportement de ces deux
regles, la superposition reste la plus efficace. Montrons cela sur un exemple trés schématique.
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Exemple 7.1 Supposons que l'on dispose d’une clause C et de deux équations (/3 ~7;) et
(la~r3), telles que:

o un remplacement peut étre effectué de I’équation (/; ~ry) dans la clause C, pour déduire

C[Tl]a

e un remplacement peut étre effectué de ’équation (lo~r9) dans le terme r; de ’équation
(l1 ~r1), pour déduire ({3 ~ry[rq)).

Avec la stratégie de superposition, la clause C[r;] sera déduite, puis la clause C[ry[r;]]. Par
contre, I’équation ({; >~ ri[ry]) ne sera pas déduite car tout remplacement dans un membre droit
est interdit.

Avec la stratégie de paramodulation, la clause C[rq] sera déduite, mais pas C[ri[rz]] car le
sous-terme r; sera bloqué dans la partie contrainte, et ne pourra étre atteint pour effectuer le
remplacement avec ({3~ r;). Cependant, ’équation ({1 ~r[r2]) sera engendrée, et elle servira a
déduire la clause C[rq[rs]] directement a partir de C.

Pour conclure cet exemple, la stratégie de superposition a engendré deux clauses alors que
la stratégie de paramodulation en a engendré trois. é



Conclusion

Nous nous sommes concentrés au cours de ce travail sur I’étude de techniques de déduction
automatique dans la logique du premier ordre, modulo un ensemble d’équations. Nous avons
étudié différentes améliorations a apporter, en particulier lors de la gestion des extensions. Ces
techniques, appliquées aux théories associatives et commutatives, ont permis la définition de
regles d’inférence optimales en intégrant une stratégie contrainte. Les conséquences de cette
stratégie sont de ne plus résoudre les problémes d’unification AC, et de conserver une trace de
toutes les autres conditions d’application des régles d’inférence qui n’ont pu étre résolues.

Apports

La déduction automatique modulo une théorie équationnelle étant restreinte au cadre pure-
ment équationnel, nous avons étendu cela au cadre clausal, et avons mentré comment gérer les
clauses étendue par I’ajout de regles d’inférence. Nous avons également défini une procédure de
calcul des extensions utiles pour une théorie équationnelle E, qui est exécuté avant méme de
connajtre les clauses du systéme a résoudre.

Nous avons proposé des systémes d’inférence trés variés, puisque nous offrons plusieurs stra-
tégies de choix de clauses et de termes pour effectuer des déductions (stratégies ordonnées et
positives), ainsi que plusieurs stratégies de remplacement (paramodulation et superposition).
Nous avons démontré que ces systemes d’inférence sont réfutationnellement complets si la théo-
rie F est réguliere. Ce résultat généralise les travaux de U. Wertz [Wer92] et E. Paul [Pau94],
car la classe des théories réguliéres est beaucoup pius grande que celle qu’ils imposaient.

Le cas des théories associatives et commutatives a été approfondi, et nous avons montré que
des restrictions tres importantes sur les régles d’inférence peuvent étre ajoutées, afin de diminuer
le nombre de déductions possibles.

Pour ces théories associatives et commutatives, nous avons défini une amélioration tres forte,
gui consiste a ajouter des contraintes symboliques représentant les conditions des regles d’in-
férence. Ainsi, nous n’avons plus besoin de résoudre les problémes d’unification AC, mais sim-
plement de tester Jeur satisfaisabilité. Le gain est considérable, car la complexité du calcul de
tensemble des substitutions minimales solution d’un probléeme d’unification AC est doublement
exponentiel, alors que le test de satisfaisabilité d’un tel probléme n’est qu’exponentiel. La stra-
tégie contrainte ainsi définie simule la stratégie basique qui précise que tout remplacement dans
un terme créé dans une clause par une déduction antérieure est inutile.

Les résultats présentés dans ce document sur les stratégies associatives et commutatives ont
été implantés dans un logiciel appelé DATAC. Les résultats obtenus avec ce logiciel permettent de
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comparer les différentes stratégies, et de cerner les avantages et inconvénients de chacune.

Perspectives

Les systemes d’inférence présentés dans ce document, concernant la déduction modulo une
théorie équationnelle £, ont été démontrés réfutationnellement complets, mais nous allons nous
attacher a montrer qu’ils peuvent également servir pour effectuer de la complétion, ainsi que de
l'unification, grace a la technique de surréduction. De méme, les régles de simplification définies
permettent d’éliminer un grand nombre de clauses redondantes, mais nous avons dii montrer la
compatibilité de chacun d’entre elles, séparément. Nous allons étudier une notion plus générale
de redondance, qui permettra ainsi de manipuler toute régle de simplification satisfaisant les
conditions associées a cette notion, comme Pont fait U. Wertz et E. Paul dans [Wer92, Pau94].

Dans nos regles d’inférence, nous avons besoin d’un ordre de simplification E-compatible
pour comparer les termes. De tels ordres existent pour un nombre trés restreint de théories
équationnelles, comme nous ’avons précisé dans la Section 1.2. Une de nos préoccupations est
donc de définir des ordres compatibles avec une classe plus grande de théories £.

La définition d’une stratégie contrainte n’a été appliquée que pour des théories associatives
et commutatives. Nous sommes sur le point de généraliser ce résultat aux théories éguation-
nelles réguliéres, ce qui apportera un progres considérable. En effet, nous pourrons traiter des
théories dont 'unification est soit indécidable, soit infinitaire, car nous n’aurons besoin gue de
la satisfaisabilité des problémes d’unification.

Lors de la définition de cette stratégie contrainte, nous avons souligné le probleme posé par

les reégles de simplification. Ces régles sont difficilement applicables, mais comme elles sont in-
dispensables pour 'efficacité des déductions, leur étude doit étre approfondie.
Plus généralement, I’étude de la redondance de clauses est un sujet important, qui fait appel a
des mécanismes de résolution et de propagation de contraintes. En particulier, il serait intéres-
sant de définir des procédures incrémentales de résolution et de propagation de contraintes, ceci
afin de minimiser les temps de calcul. D’autre part, ces procédures devront mettre en ceuvre des
techniques de combinaison de contraintes, car il ne s’agit pas seulement d’étudier des contraintes
d’unification, mais aussi des contraintes d’ordre.

Enfin, le logiciel DATAC est un outil appelé a évoluer, et donc a expérimenter ces techniques de
résolution et de propagation de contraintes. De méme, traitant actuellement des théories com-
mutatives et associatives-commutatives, il serait intéressant de permettre 'utilisation d’autres
théories équationnelles.



Appendice A

Preuves de complétude

Lors des preuves de complétude des stratégies de paramodulation (Section 4.3) et superposi-
tion (Section 4.4) modulo une théorie équationnelle £, nous avons montré comment sélectionner
une branche de ’arbre sémantique (appelée branche droite), a I’aide de nceuds d’échec, de quasi-
échec et d’échec distants. Nous avons également montré que, si cette branche est consistante pour
la théorie E, elle ne peut étre que vide, ce qui signifie qu’une contradiction (la clause vide) est
toujours engendrée par nos systémes de régles d’inférence si ’ensemble de clauses initial est
FE-incohérent.

Cependant, nous n’avons pas détaillé la preuve de consistance modulo F de cette branche
droite. C’est ce que nous allons faire dans cet appendice, pour les stratégies de paramodulation
et de superposition.

A.1 Stratégie de paramodulation

Commencons par rappeler la situation dans laquelle nous nous trouvons. A partir d’un
ensemble de clauses E-incohérent S, nous avons défini un ensemble GS, contenant I’ensemble
des instances closes des clauses pouvant étre engendrées & partir de S, par nos régles d’inférence
(définies dans la Section 2.2.1). Les clauses de GS servent & couper toutes les branches de I’arbre
sémantique au nivean de nceuds appelés nceuds d’échec. Le sous-arbre élagué est appelé arbre
sémantique cohérent, et noté MCT(GS). Pour montrer que notre ensemble de régles d’inférences
est réfutationnellement complet, il faut montrer que ce sous-arbre est vide. Ceci est réalisé
en sélectionnant une branche de ce sous-arbre, appelée branche droite (Définition 4.15), et en
démontrant qu’elle ne peut étre que vide (Proposition 4.19).

Cependant, cette branche droite doit étre F-consistante (Définition 4.3). Cette propriété a
été annoncée dans la Proposition 4.18, et nous allons détailler sa preuve dans cette section, sous
la forme de plusieurs lemmes.

Soit ¢} le dernier nceud de la branche droite. Par abus de langage, Q. désignera cette
branche droite toute entiére. Dans la preuve de la Proposition 4.18, nous avons montré que Q.
ne peut étre vide si MCT(GS) n’est pas vide. Supposons que (J., est E-inconsistant ; il existe un
ordinal minimal a tel que ¢, est E-inconsistant. & n’est pas un ordinal limite et admet donc
un prédécesseur o~ . Notons K Dinterprétation partielle ¢}~ et B ’atome A,-. Par minimalité
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de o, K est F-consistant, et

JAg=g B tel que o soit Ag € Wy et Qo(B) # Qu(4s)
© soit Ag & Wy, Ag —'57 Aglr] ol I = 7, et Qu(B) # Qu(As[r))

Montrons dans un premier temps que les atomes 5 et Ag sont équationnels et qu’ils possédent
un méme membre droit irréductible.

Lemme A.1 B est une équation (uz~v) et Ag est une équation (u; ~v), 04 Uy =g Ug, Uy > ¥
et v est irréductible.

Preuve: Décomposons la preuve de ce lemme en quatre faits:

1. Head(B) est “x~”; si ce n’est pas le cas, B est un atome P(sy,...,s,), Ag est
un atome P(y,...,t,), et s; =g t; pour tout i. Cependant, B et Ag sont interprétés
différemment implique qu’il existe au moins un indice j tel que K(s; ~t;) = F ; donc,
K serait F-inconsistant, ce qui est faux par hypothése.

Ainsi, nous pouvons noter que: B = (uy~v,) et Ag = (u1~v1), avec uy > s,
uy > vy, U1 =F Uz et v1 =F Vg.

2. u, #g v, ; en effet, si uy et vy sont E-égaux, les atomes B et Apg sont tous les deux
des équations triviales pour la théorie E, dont l'une est falsifiée :

e si Qo(B) = F ou bien, Q.(B) =V et Ag € W,, Q4 ne devrait pas appartenir &
MCT(GS), car elle falsifie une équation de &,

o siQy(B) =V et Ag & Wy, 'atome Ag est réductible par une équation (I~r) (I =
r); supposons que cette réduction s’applique dans le terme u; (le raisonnement
serait identique pour vy): K(vy ~uy[r]) = F. L’atome (u1[l] ~uy[r]) est satisfait
par K car il se réduit en un atome trivial; (ug~wu;[r]) Pest aussi car il lui est
E-égal. Cependant, (uy~v,) étant valide pour Q,, cela signifie que (vy ~u[r])
Pest également, ce qui est en contradiction avec la E-consistance de K, puisque
K falsifie (vy = uq{r]).

Donc, ug = vo, et par E-compatibilité, u; > vy.

3. On peut choisir Ap tel que v, = v, ; si v; et vy sont différents, comme K est F -
consistant, B ne peut étre réduit en un atome E-égal et ainsi v; > vo, K(v1 ~vg) =
Vet (up~v) — 3" (ug1~vz). Donc les atomes B et (u;>~wv;) sont toujours
interprétés différemment et il est possible d’utiliser (u; ~vy) a la place de Ag pour
marquer ’inconsistance avec B.

Il faut remarquer que atome (uy >~ vy) est plus petit que ’atome initialement choisi

o

Nt
VU

Qs
<
@

Ap. C’est pour cette raison que nous supposerons dan es les preuves nir gue
Ag a été choisi minimal. Notons v les termes v, et vq.
4. v est irréductible ; si le terme v est réductible en un terme v’, les équations (u; >~ v)

et (ug~w) sont réductibles en (u; ~v") et (ug>~v'); or, ces atomes sont toujours E-

égaux et interprétés différemment par K ; cela signifierait que K est E-inconsistant.

Donc, B est une équation (uz ~v) et Ag une équation (uy ~v) telles que: uy =g ug, uy > v
et v est irréductible. |
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Le lemme suivant est trés important pour prouver la E-consistance de la branche droite. Il
établit que, pour un nceud E-consistant K de cette branche droite, si deux atomes E-égaux et
différemment interprétés sont réductibles par des équations différentes a des positions différentes,
alors un nceud d’échec devrait couper la branche droite. Pour démontrer ce lemme, nous nous
sommes inspiré de la preuve d’une propriété similaire effectuée par E. Paul dans [Pau94].

Lemme A.2 Soient (u;~v) et (uz~v) deuz atomes ayant les propri€étés énoncées dans le
Lemme A.1 et tels que

(ug~v) —>£}§:d1 (ur[dh]~v) et g1 > dy

(ug ) —‘>§§:d2 (ug[de] ~v) et go > dy

Si K est E-consistant et K (uy[d1] ~v) # K{(uq[ds]~v), alors K falsifie une clause de GS.

Preuve: Le Théoréme de la Réduction nous permet de dire qu’il existe des équations irréduc-
tibles réduisant (u; ~v) et (v >~ v). La Proposition 4.16 nous permet méme d’affirmer qu’il
existe des atomes E-égaux a (u; ~v) et (up > v), conservant les interprétations, réductibles
par des équations dont les nceuds droits sont des nceuds d’échec étiquetés par des clauses
de GS. Alors, considérons que les atomes vérifiant ces propriétés sont (w; ~v), (w2 ~v),
(ly ~ Tl) et (12 ~ Tg).

\ p1, 12ry (

(w1 >v) — wi[r1]p, ~v) et Iy >

(wev) — 8 faxr (wolre)y, ~v) et I 1y
K(u[di]=v) = K(wi[rij~v) # K(we[r]j~v) = K(ugldy]~v)
Comme K (wq[r1]~v) # K(wy[re] ~v), K falsifie 'atome (wy[r1] >~ wa[rs]).

— FEtudions la propriété de E-fermeture suivante:

W <> W1
C[;,Ei Ci, B
wZ[TZJ w1y [7‘;]
Ciy B Ciy B
y v
E

ot C;, désigne I'ensemble des contextes (ey,02) du terme l5 tels que, soit e = [ et 09 = ¢,

soit il existe un contexte (€}, 09, cp) de Coni(l;) et une substitution close o, solution de ¢,
tels que e, = €ho.

Dans le diagramme précédent, la réduction de wy en ws|rz] est faite par I’équation (I3 ~13)
a la position ¢q1. La théorie £ étant réguliére, le terme w1 est réductible a la position p,
par une équation (I3~ r5), extension de (I3 ~ry) pour un contexte (ez,03) de Cj, (02 peut
étre la position vide) : I =g 15, ou Iy’ désigne wy|,,.

Les atomes (w1 [r§] ~v), (w] ~v), (w)~v) et (wy[ry] ~v) appartiennent tous au domaine
de K, et comme cette interprétation est E-consistante, ils sont tous interprétés de la méme
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maniére. Cependant, cela signifie que les atomes (w1[r§] ~v) et (w;[r;] =~ v) sont interprétés
différemment, ce qui n’est possible (par construction de I’arbre sémantique) que si ’atome
(w1 ~v) n’est pas réductible par (I3 ~r$), c’est-a-dire si (I¥ ~r§) > (wy;=~v). Nous en
concluons que les termes ¥ et wy sont E-égaux.

Dans la suite de la preuve, nous allons étudier 'extension (I5=75). Mais, pour faire le
lien avec le terme wq, il faut montrer que K(wq[r§]~r5) = V. U. Wertz [Wer92] et
E. Paul [Pau94] ont résolu le probléme en obligeant la théorie E & vérifier wq[r§] =g r§ (cf.
Section 2.5). Nous allons montrer que cette restriction sur la théorie E est inutile grace a
Pétude de la propriété de E-fermeture suivante :

* e
o ?
Cig B l
wy [75]

En effet, si wy[r§] et r5 ne sont pas F-égaux, au vu des preuves des Lemmes 3.2 et 3.3
(E-fermeture locale et E-fermeture de la relation —¢,. g), la E-fermeture du graphe
2

précédent ne peut étre réalisée que de deux maniéres :

e Soit a P’aide d’une réduction au sommet de l5 par —c,. g (Cas 3a), pour obtenir
2

un terme E-égal & wq[r§]. Comme nous étudions le cas & wi[r§] et r5 ne sont pas
E-égaux, le contexte (€}, 0}) utilisé dans la réduction précédente est un vrai contexte,
ie. o # e

Soit Cy la clause de GS étiquetant le nceud droit de 'atome (lg~ry). Soit ) =
(ly~r4) Vv D} la clause de INF*(S) telle que : Cy = Cho, pour une substitution close
o

0

— Si le contexte (eq,07) est égal a (lg,¢), 1§ = I, une E-paramodulation contex-
tuelle de Clo dans Cho, avec le contexte (e}, 0}), engendre une clause E-égale &
(e3[ryole, ~rho) v Do v Dyo, ol ejryo] est E-égal & wirs].

— Si la position o5 du contexte (ey, 03) n’est pas vide, alors une E-paramodulation
étendue appliquée entre Cho et Cho, avec les contextes (eq,02) et (€),0%), en-
gendre une clause E-égale a (ea[ryol,, = e5[r30], )V Dyo V D)o, ot ex[ryo] =g 15
et e,[rho] =g wi[r§].

Si Patome (w;[r§] ~r§) est falsifié par K, cette interprétation falsifie la clause déduite
dans chacun des cas, ce qui contredit la construction de la branche droite.

e Soit a 'aide d’une réduction dans un sous-terme strict de [§, correspondant a I'occur-
rence d’une variable lors d’une étape de E-égalité entre wy et I§ (Cas 3(b)i). Le terme
déduit est E-égal a wi[r§] (propriétés de ['ordre sur les termes). Dans ce cas, nous
pouvons étudier la E-fermeture du graphe formé par cette réduction et la E-égalité
entre (§ et le sous-terme dans lequel la réduction a été appliquée, E-égalité impliquée
par les propriétés de ’ordre sur les termes,

Ce raisonnement récursif est bien fondé, car nous considérons un sous-terme strict de

5, terme de taille finie.

En conclusion, 'atome (wq[r§]~715) est valide pour K. Nous en déduisons que l’atome
(r$~v) est interprété différemment de ’atome (wy ~v).
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— FEtudions la propriété de E-fermeture suivante :

E S
iy Ei i, B
v
wi[r] I5irs)

Ci B ix Ciy B e
¥ ¥

/ * ’

T — e > w)

ot C;, désigne 'ensemble des contextes (ey,01) du terme [y tels que, soit e; = lj et 01 = ¢,
soit il existe un contexte (€},01,¢1) de Cont(ly) et une substitution close o, solution de ¢y,
tels que e; = e}o.

Dans le diagramme précédent, la réduction de wy en wq[r1] est faite par I’équation (i1 ~ry)
a la position py. La théorie E étant réguliére, le terme I§ est réductible & la position g, par
une équation (I§=~=r}), extension de (I ~71) pour un contexte (ey,01) de Cy, : I =g, ot
1 désigne lg,,. 01 ne peut étre égal & ¢, car le nceud droit de (I ~r1) devrait alors étre un
neeud de quasi-échec au lieu d’un nceud d’échec (réductible modulo E par Iy ~1r3). Il faut
noter que les termes wj et w) n’ont aucun lien avec les termes appelés ainsi plus haut.

Les atomes (I§[r§] ~v), (w)~v), (w]~v) et (wy[r1] ~v) appartiennent tous au domaine
de K, et cette interprétation étant E-consistante, ils sont tous interprétés de la méme
maniére. Comme K(w[r1|~v) # K(r§~v), Patome (I§~v) ne peut étre réductible par
(I ~r$) (par construction de l’arbre sémantique); 'atome (I} ~1%) est donc plus grand
que 'atome (I5~v), et les termes [{ et I (ainsi que [§) sont E-égaux.

Comme nous ’avons montré auparavant, dans cette situation, il est possible de montrer
que l'interprétation K satisfait 'atome (I§[r{] ~r$). Cela implique que I’atome (7{~v) est
interprété comme {(w; ~v), et donc différemment de (r§~v). D’ou, K(r{~r3) = F.

— Pour résumer, nous disposons d’une extension (I§~r{) de (l;~ry), et d’une extension
(I5~7§) de (I3~ ry), telles que: I$ =gl et K(r§~75) = F. Notons (€], 01,¢1) et (e}, 02,c2)
les contextes de Cont(ly) et Cont(ly) respectivement, vérifiant €jo = ey et €40 = ey, pour
une substitution close o, solution de ¢y et cs.

Soient C; et C les clauses de GS étiquetant les nceuds droits de (11 ~ry) et (I3~ 12). Soient
Cl={l~r))VvDi et Cy = (ly~rh)V D} les clauses de INF*(S) telles que: Cy =g C{o et
Cy =g Cho, pour une substitution close 0. Une E-paramodulation étendue peut étre ap-
pliquée entre ces clauses Cjo et Cho. La clause déduite est C' = (€jo[rio],, > esy0(ryols, )V
DoV Dio, appartenant donc a GS.

L’atome (e|o{rio] ~eLol[rio]), ou plutét 'atome (ey[ri]~eq[rs]) qui lui est E-égal

i t st
falsifié par K, car eq[r1] = r{ et eg[ry] = r5. Ainsi, linterprétation K falsifie la clause C
de G&, produite par cette étape de E-paramodulation étendue. a

A partir de maintenant, supposons que Ag est le plus petit atome E-égal & B permettant de
détecter la E-inconsistance de Q. Etudions chacune des trois possibilités pour 'interprétation

Q-
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I Si K a exactement un successeur ((J,)

Si Pinterprétation partielle K admet pour unique successeur ¢4, nous allons montrer en
trois lemmes que @, ne peut pas appartenir & la branche droite. Le premier prouve que B est
réductible, le second que Ag est irréductible, et le dernier souléve la contradiction finale apres
avoir montré que Ag était falsifié par K.

Lemme A.3 B = (uz~v) —}ﬁ{:d (uzld]~v) ot g > d.

Preuve: Démontrons ce lemme en deux étapes:

1. B est réductible par (g~2d); par construction de P’arbre sémantique (Théo-
réme 4.2), K n’a qu’une extension implique que soit B est un atome (u~u) et
Q«(B) = V, soit B est réductible. Or, comme nous savons que uy > v, B ne
peut étre que réductible. Notons (g~ d) une équation irréductible (Théoréme de la
Réduction) réduisant B ; de plus, v étant irréductible, B est réductible dans us:
(ug~v) —)»?fd (ug[d] ~v).

2. g #p d car K étant E-consistant, B ne peut étre réduit en un atome F-égal.

Ainsi, B est réductible par une équation (g~d) ou g > d. a
Lemme A.4 Ag est irréductible.

Preuve: Maintenant, nous allons étudier 'atome Ag, prouvant qu’il est irréductible.

Si Ag est réductible, il est réductible par une équation (I~r) telle quel > r, carl et r ne
peuvent étre E-égaux, Ag ayant été choisi minimal (Proposition 4.18). Cependant, nous
savons que B est également réductible par une équation (¢~d) ot g > d, et dans ce cas
le Lemme A.2 nous permet de dire que K falsifie une clause de GS, ce qui contredit le fait
qu’il appartient &8 MCT(GS).

Nous en déduisons que Ag est irréductible et ainsi qu’il appartient a W, (Définition 4.3
de la E-inconsistance d’une interprétation). g

Lemme A.5 K falsifie Ag et Qo ne peut pas étre un neud de la branche droite.

Preuve: Nous allons montrer qu’un nceud de quasi-échec devrait étre placé au niveau de Ag,
et donc que (), ne peut pas appartenir a ia branche droite. Mais, montrons d’abord que
Ag est falsifié par K, car Ag appartient au domaine de K.
Si nous supposons que Ag est valide dans K, et donc que B est falsifié par (), le nceud
droit R de Ag est

e soit un nceud d’échec étiqueté par une clause Cy = (uy ~v)VvD; de GS {caruy #pv);
B étant réductible par une équation (g ~d) ou g » d, la Proposition 4.16 nous permet
de trouver un atome FE-égal a B et réductible par une équation irréductible dont le
neeud .droit est un nceud d’échec étiqueté par une clause Cy de G&S. Alors, par la
Proposition 4.17, une E-paramodulation (contextuelle) peut étre appliquée de Cy dans
1 pour produire une clause de GS falsifiée par Q.. ce qui contredit I’appartenance

de Q, & MCT(GS).
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e soit un nceud de quasi-échec étiqueté par une équation (uq ~u3) telle que u; =g us;
Ap ayant été choisi minimal, I’atome (u3[l] ~v) est réductible par une équation (I>1),
ot > r, en (u3[r] ~v). De plus, par définition d’un nceud de quasi-échec, R{us[r]|~v)
est différent de R(uq ~v), c’est-a-dire R(us[r]~v) = V. Mais, nous avons donc deux
atomes E-égaux B et (uz~v) interprétés différemment et réductibles. Nous pouvons
appliquer le Lemme A.2 qui nous dit que K falsifie une clause de G&; et donc ne peut
pas appartenir a la branche droite.

Finalement, Ag est irréductible et K(Ag) = F. Mais, comme B est réductible par (g ~d),
g>detQy(B) =1V, R devrait étre un nceud de quasi-échec, et donc (), ne devrait pas
appartenir a la branche droite. O

ITI Si K a exactement deux successeurs et (J, est son successeur gauche

Si K admet deux extensions L et #, L{(B) =V et R(B) = F, et {J, est 'extension gauche,
c’est-a-dire L, alors nous montrons ci-dessous que ¢, ne peut pas appartenir a la branche droite.

Lemme A.8 Q. ne peut pas étre un neeud de la branche droite.

Preuve: Comme @), est 'extension gauche de K, Q.(B) = V, K(Ag) = F, et I’extension
droite R est soit un nceud d’échec, soit un nceud de quasi-échec. Alors, nous pouvons en
déduire les faits suivants:

1. Ap est réductible : si 'atome Ag est irréductible, il appartient au domaine de K et

e soit R est un nceud de quasi-échec, et un méme nceud de quasi-échec devrait
couper la branche droite au niveau du nceud droit de Ag,

e soit R est un nceud d’échec étiqueté par une clause (ug~v)V Dy de GS, et un
neeud d’échec devrait couper la branche droite au niveau du neceud droit de Ag,
étiqueté par la clause (uy ~v) Vv D, car elle appartient également & GS.

Donc, atome Ag est réductible par une équation (I~r) en (u1[r]~v), atome falsifié
par K, et | > r par minimalité de Ag. Par la Proposition 4.16, il existe un atome
F-égal & Ag qui est réductible par une équation dont le nceud droit est étiqueté par
une clause Cy de GS§.

2. R est un nceud de quasi-échec: si R est un nceud d’échec étiqueté par une clause

Cy = BVvDp de GS, la Proposition 4.17 permet d’en conclure que K falsifie une clause
de GS, produite par une F-paramodulation ou une E-paramodulation contextuelle
de Cy dans Cs.
Ainsi, R est un nceud de quasi-échec étiqueté par une équation (uz > us) ol ug et us
sont E-égaux; le cas ou 'atome (us~v) est irréductible est impossible, car K serait
alors E-inconsistant, validant (uz~wv} et falsifiant (uq ~v). Donc, (uz~v) ——)ﬁ{zd
(us|d) ~v), g > d et K(us[dl~v)=1V.

Pour résumer, nous savons que:
o (uy~v) —=" (wyfr]xv) et >r,

e (uz3>v) —'rg{:d (us[d]~v) et g > d,
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o K(ui[r]~v)# K(ug[d]~v).

Le Lemme A.2 peut alors étre appliqué, et nous en déduisons que K falsifie une clause de
GS et ne devrait donc par appartenir 8 MCT(GS). En conséquence, @, ne peut étre un
nceud de la branche droite. c

III Si K a exactement deux successeurs et (), est son successeur droit

Si K admet deux extensions L et R, L(B) = V et R(B) = F, et @, est I’extension droite,
c’est-a-dire R, nous montrons dans le lemme ci-dessous que (), ne peut pas appartenir a la
branche droite.

Lemme A.7 (), nest pas un neud de la branche droite.

Preuve: (), étant I’extension droite de K, ,(B) = F' et K(Ag) = V. Nous avons alors deux
cas & étudier:

e Si Ap est réductible par une équation (¢9~d) en (u1[d]~v), g et d peuvent étre
choisis tels que g > d, par minimalité de Ag et par définition de la E-inconsistance de
Q. Alors, QQy devrait étre un nceud de quasi-échec étiqueté par (ug >~ u4[l]) et ainsi
ne pas appartenir 4 la branche droite.

e Si Ap est irréductible, (), devrait encore étre un nceud de quasi-échec étiqueté par
(ug~uq) (premier cas de la définition d’un nceud de quasi-échec).

Dans les deux cas, ()., ne peut étre un nceud de la branche droite. O

A.2 Stratégie de superposition

Commencons par rappeler la situation dans laquelle nous nous trouvons. A partir d’'un
ensemble de clauses E-incohérent S, nous avons défini un ensemble GS, contenant I’ensemble
des instances closes des clauses pouvant étre engendrées & partir de S, par nos régles d’inférence
(définies dans la Section 2.2.2). Les clauses de G& servent a couper toutes les branches de I’arbre
sémantique au niveau de nceuds appelés nceuds d’échec. Le sous-arbre élagué est appelé arbre
sémantique cohérent, et noté MCT(GS). Pour montrer que notre ensemble de régles d’inférences
est réfutationnellement complet, il faut montrer que ce sous-arbre est vide. Ceci est réalisé en
sélectionnant une branche de ce sous-arbre, appelée branche droite (Définition 4.21), principale
différence avec la preuve de la stratégie de E-paramodulation, et en démontrant qu’elle ne peut
étre que vide (Proposition 4.25).

Cependant, cette branche droite doit étre F-consistante (Définition 4.3). Cette propriété a
été annoncée dans la Proposition 4.24, et nous allons détailler sa preuve dans cette section, sous
la forme de plusieurs lemmes. Notons que nous utiliserons quelques lemmes démontrés pour la
stratégie de E-paramodulation (Section A.1).

Soit ). le dernier nceud de la branche droite. Par abus de langage, (), désignera cette
branche droite toute entiere. Dans la preuve de la Proposition 4.24, nous avons montré que ¢/,
ne peut étre vide si MCT(GS) n’est pas vide. Supposons que &, est E-inconsistant ; il existe un
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ordinal minimal « tel que @, est E-inconsistant. @ n’est pas un ordinal limite et admet donc
un prédécesseur . Notons K linterprétation partielle },- et B ’atome A,-. Par minimalité
de a, K est E-consistant, et

JAg=p B tel que e soit Ag € W, et Q.(B) # Qa(Ap)
e soit Ag & W, Ag —4&7 Apglr] o [ = r, et Qo B) # Qa(Ag[r])

Dans le Lemme A.1, nous avons montré que les atomes B et Ag sont des équations (ug ~v)
et (u; >~ v) respectivement, ol u; =g u, up > v et v est irréductible. Ce lemme reste valable
pour la stratégie de E-superposition. A partir de maintenant, supposons que Ag est le plus petit
atome F-égal a B permettant de détecter la F-inconsistance de Q4.

Le lemme suivant, d’énoncé identique au lemme A.2 pour la stratégie de paramodulation,
reste trés important pour prouver la E-consistance de la branche droite.

Lemme A.8 Sotent (uy~v) et (uy~v) deux atomes tels que uy =g ug, u; > v et

(ug ~v) ——):'}é:di {uildi]~=v) et g1 > dy

(ug ~v) ——>§§:

Si K est E-conststant et K (u1[d1] ~v) # K(uo[da]=v), alors K falsifie une clause de GS.

4z auﬂdgj:v) et go > dg

Sa preuve est similaire a celle du Lemme A.2 car elle utilise une étape de E-superposition
étendue, régle qui est en fait identique a la F-paramodulation étendue; la Proposition 4.22
ainsi que les propriétés des nceuds d’échec et d’échec distants citées au début de cette Section
nous garantissent que les conditions de maximalité des littéraux sont bien respectées; la seule
différence & prendre en compte dans la preuve est que les équations irréductibles {{; ~r;) et
(l2~ry) peuvent avoir un nceud droit qui est un nceud d’échec distant au lieu d’un nceud
d’échec. Si c’est le cas par exemple pour ({3 ~ry), sa branche droite se termine par un nceud
d’échec étiqueté par une clause ', au niveau d’un atome (/; >~ r3). La preuve devra donc utiliser
cette équation (l/; ~r3) au lieu de (I, ~r), ainsi que la clause (.

Etudions chacune des trois possibilités pour 'interprétation Q.

I Si K a exactement un successeur (Q),)

Si linterprétation K admet pour unique successeur (., nous allons montrer que ¢, ne
peut pas appartenir & la branche droite. Grace a la preuve de complétude de la stratégie de
paramodulation, nous savons déja que l’atome (uz~v) (B) est réductible en (ug[d]~wv) par
une équation {(g~d) ou g > d (Lemme A.3), et (u;~v) (Ag) est irréductible (Lemme A.4) et
appartient donc au domaine de K.

Lemme A.9 K foisifie A

5 PN P Fro Bosersan oo b 1.
as €ire un neud de la branche droite.

w

Preuve: Nous allons montrer qu’un nceud de quasi-échec devrait étre placé au niveau de Ag,
et donc que ), ne peut pas appartenir a Ia branche droite. Mais, montrons d’abord que
Ag est falsifié par K, car Ag appartient au domaine de K.
Si nous supposons que Ag est valide dans K, et donc que B est falsifié par ), le nceud
droit B de Ag est
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@ soit un nceud d’échec étiqueté par une clause Cy = (uq3~v)V Dy de GS (caruy #gv);

B étant réductible par une équation (g~d) ol g > d et K étant E-consistante, la
Proposition 4.22 nous permet de trouver un atome E-égal & B et réductible par
une équation irréductible dont le nceud droit est un nceud d’échec ou de quasi-échec
étiqueté par une clause Co de GS. Alors, par la Proposition 4.23, une E-superposition
(contextuelle) peut étre appliquée de Cy dans C pour produire une clause de GS
falsifiée par Q,, ce qui contredit ’appartenance de Q., 3 MCT(GS).
Cette étape d’inférence ne peut étre faite que si le littéral (uy ~ v) est maximal dans
la clause Cy. Or, nous avons vu au début de cette Section que cette condition est
vérifiée si ’atome (uq ~v) est irréductible et s’il est défini par une interprétation
E-consistante. Ces deux conditions sont vérifiées (la seconde par K ).

@ soit un nceud d’échec distant au niveau d’un atome (u; ~w), étiqueté par une clause
Ci = (uy ~w) V Dy de GS en une interprétation M. Comme B est réductible et K
étant E-consistante, la Proposition 4.22 nous permet de trouver un atome, F-égal
a B et interprété comme B, qui est réductible par une équation dont le nceud droit
est soit un nceud d’échec soit un nceud d’échec distant. Soit Cy la clause étiquetant
ce nceud. Alors, par la Proposition 4.23, M, falsifie une clause de GS, obtenue par
E-superposition de Cy dans Cf.

Comme dans le cas précédent, la condition de maximalité de (u; ~w) dans Cy est
respectée grace aux propriétés des nceuds d’échec distants.

e soit un nceud de quasi-échec étiqueté par une équation (uy >~ usz) telle que uy =g us;
Ap ayant été choisi minimal, I'atome (us[l] ~v) est réductible par une équation (I>~r),
ot | > r, en 'atome (us[r]~v). De plus, par définition d’un nceud de quasi-échec,
R(us[r]~v) est différent de R(uj=v), c’est-i-dire R(us[r]~v) = V. Nous avons
ainsi deux atomes E-égaux B et (uz~v) interprétés différemment et réductibles.
L’application du Lemme A.8 nous dit que K falsifie une clause de GS, et qu’il ne
peut donc pas appartenir a la branche droite.

Finalement, Ag est irréductible et K(Ag) = F. Mais, comme B est réductible par (¢ ~d),
g > d et Qu(B) =V, R devrait étre un nceud de quasi-échec, et donc ¢}, ne devrait pas
appartenir a la branche droite. a

I1 Si K a exactement deux successeurs et (), est son successeur gauche

Si K admet deux extensions L et R, L{(B) =V et R(B) = F, et (J, est I'extension gauche,
c’est-a-dire I, alors nous montrons ci-dessous que {J, ne peut pas appartenir a la branche droite.

Lemme A.10 @, ne peut pas étre un neeud de la branche droite.

Preuve: Comme @, est I’extension gauche de K, G {B} =V, K(Ag) = F, et I'extension droite
R est soit un nceud d’échec, soit un nceud d’échec distant, soit un nceud de quasi-échec.
Nous pouvons en déduire les faits suivants :

1. Ag est réductible : si 'atome Ag est irréductible, il appartient au domaine de K et

e soit R est un noeud de quasi-échec, et un méme nceud de quasi-échec devrait
couper la branche droite au niveau du nceud droit de Ag,
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s soit R est un nceud d’échec étiqueté par une clause (ug~v)V Dy de GS, et un
nceud d’échec devrait couper la branche droite au niveau du nceud droit de Ag,
étiqueté par la clause (u; ~v) V Dy car elle appartient également 4 GS,

e soit R est un nceud d’échec distant étiqueté par une clause (ua~w)V Dy de GS ;
alors, un nceud d’échec devrait étre placé au-dessus de (uz ~w), au niveau de
Patome (uy ~ w), car la clause (uy ~w)V D, appartient également 3 GS ; notons
que dans ce cas la branche droite serait coupée par un nceud d’échec distant au
niveau du nceud droit de Ag.

Donc, I'atome Ag est réductible par une équation (I~r) en (u1[r]~v), atome falsifié
par K, et | > r par minimalité de Ag. Par la Proposition 4.22, il existe un atome
FE-égal & Ap qui est réductible par une équation dont le nceud droit est étiqueté par
une clause C7 de GS.

2. R est un noeud de quasi-échec: si R est un nceud d’échec ou d’échec distant

étiqueté par une clause Cy = (uy~w)V Dg de GS (w = v si c’est un noeud d’échec),
la Proposition 4.23 permet d’en conclure que K falsifie une clause de GS, produite
par une F-superposition ou une E-superposition contextuelle de Cy dans 5. Cette
inférence est possible car le littéral (uz ~w) est maximal dans C; selon les propriétés
citées au début de cette Section.
Ainsi, R est un noeud de quasi-échec étiqueté par une équation (uz >~ u3) oll uy et ug
sont E-égaux; le cas ot 'atome (u3z ~v) est irréductible est impossible, car K serait
alors E-inconsistant, validant (ug~v) et falsifiant (uy ~v). Donc, (uz>~v) —>%—gd
(ug[d)~v), g > d et K(ug[d|~v)=V.

Pour résumer, nous savons que:
o (u3~v) —>f[(:’ (uq[r]~v) etl>r,

e (uz3~v) —>§(gd (us[d]~v) et g > d,
o K(ui[r]~v)+# K(us[d]~v).

Le Lemme A.8 peut alors étre appliqué, et nous en déduisons que K falsifie une clause de
GS et ne devrait donc par appartenir &8 MCT(GS). D’ott ), ne peut étre un nceud de la
branche droite. O

ITT Si K a exactement deux successeurs et (J, est son successeur droit

Si K admet deux extensions L et R. L(B) =V et R(B) = F, et ), est ’extension droite,
c’est-a-dire R, nous montrons dans le lemme ci-dessous que (J, ne peut pas appartenir a la
branche droite.

5 PO S S
Lemme A.11 @, n'est pas un neud de la branche drotle.

Preuve: (), étant l'extension droite de K, Q,(B) = F et K(Ag) = V. Nous avons alors deux
cas a étudier:

e Si Ay est réductible par une équation (g~d) en (uy[d]~v), g et d peuvent étre
choisis tels que g > d, par minimalité de Ag et par définition de la E-inconsistance de
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Qq. Alors, Q, devrait étre un nceud de quasi-échec étiqueté par (ug~uy{l]) et ainsi
ne pas appartenir a la branche droite.

e Si Ag est irréductible, @, devrait encore étre un nceud de quasi-échec étiqueté par
(ug >~ uy), par définition d’un tel nceud.

Dans les deux cas, ¢}, ne peut étre un nceud de la branche droite. O
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Résumé

Nous proposons dans ce document des techniques de déduction automatique pour effec-
tuer des preuves de propriétés par réfutation dans la logique du premier ordre. Ces preuves
sont réalisées modulo un ensemble d’axiomes formant une théorie réguliére F.

Les systémes d’inférence définis sont fondés sur les régles de résolution et de paramodu-
lation. Nous proposons plusieurs stratégies de sélection de clauses (ordonnée ou positive), et
de remplacement (paramodulation ou superposition). Nos régles d’inférence évitent la com-
binatoire de I'usage des axiomes de E, par un calcul de contextes de remplacements et un
algorithme d’unification modulo E. En plus de ces régles d’inférence, nous définissons des
régles de simplification permettant d’éliminer les clauses redondantes. Nous démontrons la
complétude réfutationnelle de ces systémes grace a une extension de la technique des arbres
sémantiques transfinis.

Pour le cas des théories associatives et commutatives, nous montrons que ’on peut éviter
de résoudre les problémes d’unification. Seul le test d’existence d’une solution est nécessaire.
Ainsi, tout probléme d’unification est ajouté a la clause déduite sous la forme d’une con-
trainte, de méme que toute autre condition non résolue pour appliquer l'inférence. Cette
stratégie contrainte simule la stratégie basique et n’engendre qu’une seule clause par étape
d’inférence, au lieu d’autant de clauses que de solutions au probléme d’unification rencontré.

Nous décrivons le logiciel DATAC, implantant les résultats présentés dans ce document,
pour le cas des théories associatives et commutatives.

Mots-clés: déduction automatique, théorie équationnelle, résolution, paramodulation, ré-
écriture, contraintes symboliques, stratégie basique, arbres sémantiques.

Abstract

In this document, we propose techniques of automated deduction for proving properties
by refutation in first order logic. These proofs are done modulo a set of axioms forming a
regular theory E.

The inference systems defined are based on resolution and paramodulation rules. We
propose several strategies for selecting clauses (ordered or positive) and for applying repla-
cements (paramodulation or superposition). Our inference rules avoid the combinatory of a
direct use of axioms of E by a calculus of replacements contexts and an algorithm for uni-
fication modulo E. In addition to these inference rules, we define simplification rules which
permit the deletion of redundant clauses. These systems are proved refutationally complete
by an extension of the transfinite semantic trees technique.

For associative and commutative theories, we show that we can avoid to solve unification
problems. We only have to test the existence of a solution. Each unification problem is
added to the deduced clause as a constraint, and each unsolved condition for applying the
deduction is added as a constraint too. This constrained strategy simulates the basic strategy
and generates only one clause by deduction step, instead of as many as solutions of the
unification problem.

We describe the system DATAC, implementing the results presented in this document, for
associative and commutative theories.

Keywords: automated deduction, equational theories, resolution, paramodulation, term re-
writing, symbolic constraints, basic strategy, semantic trees.
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