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Introduction

Vers 1890, dans leur étude de la structure des algébres de Lie semi-simples complexes,
Killing et Cartan utilisent de facon essentielle, certaines formes linéaires (sur une “sous
algébre de Cartan” § d’une telle algébre g) qu’ils nomment “racines” (parce qu’elles appa-

raissent comme les racines de det(adg z — T') considérées comme des fonctions de z € f ).

La classification des algébres de Lie semi-simples complexes se raméne i celles des
R . i6s” qui elle mé tduit & 1o dé ination d .
systémes de racines associés” qui elle méme se réduit & la détermination de certaines
matrices & coefficients entiers (matrices de Cartan). Les systémes de racines considérés
pour cela, sont dits ici de type fini et réduits; une présentation axiomatique en est donnée

dans [Bbki, Lie chap.VI].

La présentation de Serre, par générateurs et relations permet de retrouver & partir

d’une matrice de Cartan, I’algébre de Lie semi-simple complexe correspondante.

L’étude des systémes de racines des algébres de Lie semi-simples réelles a fait ap-
paraitre les systémes de racines de type fini non réduits c’est a dire dans lesquels pour

certaines racines «, 2¢: est encore une racine.

Kac et Moody introduisent indépendamment en 1968 de nouvelles algébres, dites
maintenant de Kac-Moody, qui constituent une généralisation des algébres semi-simples
en dimension infinie; pour ’étude de ces algébres va apparaitre une nouvelle notion de
racine : les racines imaginaires.

La construction de ’algébre de Kac-Moody est une généralisation de la construction

de Serre a partir des générateurs de Chevalley.

La matrice A = (“ij)(i jyer? est & présent supposée de Cartan généralisée (on dira ici
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de Kac-Moody) c’est & dire que I est un ensemble fini non vide et que I’on a :

ai€Z  Wig)el
a; =2 Viel
a;; <0 Vi g
(aij:0<:>aj,~=0
Considérons alors une réalisation libre R, c’est & dire un espace vectoriel h sur un
corps K, I™:= {aj; i € I} libre dans b et Il := {a;; i € I} libre dans b~ et telles que
< a;,aj >= aj; pour tous i et j dans I.
Ceci permet de construire ’algébre g (A, R) définie par les générateurs
{b, ei, fi; (1 € I)} vérifiant les relations :
[h,h'} =0
[h,ei] = ai(h)ei
[h, fi] = —ci(h)fi
les, fi] = dijeri
puis le quotient de cette algébre par le plus grand idéal intersectant § non trivialement
qui est l’algébre de Kac-Moody g(A).
h s’injecte dans g := g(A) et agit de fagon adg diagonalisable et I'on a :

9= P g, ot Q=P ze

a€Q el

De plus chaque sous-espace radiciel g, (pour @ # 0) est de dimension finie, et le

systéme de racines est alors :
A(g,h) == {a € Q\ {0};9, # {0}} .
On constate que A=Ay UA_ ot Ay := AN(P Nai)=-A_ .
el

Dans cette étude, grace a la théorie des slo-modules, il est facile de constater que pour
tout ¢ € I, il existe une involution r; du systéme de racines et on peut encore considérer r;
comme une réflexion sur b et donc définir, comme dans le cas classique le groupe de Weyl
W engendré par ces réflexions ((W, {r;}icr) est encore un systéme de Coxeter). Mais dans
ce cas, si on note A™ := WII, alors A™ C A mais 1’égalité n’est vraie que si 1’algébre
considérée est en fait une algébre semi-simple (donc de dimension finie). Les racines de

A\ A™ sont alors dites “imaginaires” et on note A™ = A\ ATe,

Cependant, dans ce cadre d’étude, le systéme de racines est encore bien connu. Les
racines imaginaires qui interviennent peuvent, dans ce cas, étre caractérisées par le fait
que si a est une telle racine, na est encore une racine pour tout n entier non nul alors

que les racines réelles ne sont pas multipliables.
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Dans le cas oul la matrice est de plus “symétrisable”, g est exactement le quotient de
g par 'idéal engendré par les premiers membres des relations de Serre (toujours vérifiées
par les générateurs de Chevalley). Dans ce cas particulier, il est possible d’introduire une
forme bilinéaire symétrique (qui généralise la forme de Killing) et la caractérisation de la

nature des racines est alors facile :
a€ A" <= (a,0) >0

ae A" = (a,a) <0

Considérons 4 présent une autre situation (développée dans [BsR}), conduisant a des
systémes de racines. K est un corps de caractéristique 0 et K désigne sa cloture algébrique.
Une algébre de Lie g est une K-forme de 1’algébre de Kac-Moody g(A) définie sur K si et
seulement si les deux algebres g(A) et g® x K sont isomorphes et on peut alors considérer
(en fixant un tel isomorphisme) ’action K-linéaire du groupe de Galois de [K, K] sur
a(A).

Les sous-algébres de Borel de g(A) sont les sous-algébres complétement résolubles
maximales (cf [PK]), les sous-algébres de Borel standards étant b° := § & (Daea.fs) OU

e==+.

Dans le cas ott A est “indécomposable”; et si ’algébre g(A) n’est pas de dimension
finie, elle admet deux classes de sous-algébres de Borel non conjuguées par automorphisme
intérieur (chacune contenant une sous-algébre de Borel standard).

Les sous-algébres paraboliques sont les sous-algébres de g(A) conjuguées par un auto-
morphisme intérieur & une sous-algébre (dite parabolique standard de type J)
p®:=b* B (Daea.(1)8a) O A(J) = AN BiesN(ea).

Dans la suite, on suppose A indécomposable et g(A) de dimension infinie.

Si g est une K-forme de g(A) , deux cas sont possibles :

- L’action du groupe préserve chaque classe de conjugaison de sous-algébres de Borel
ou, ce qui est encore équivalent, il existe une sous-algébre parabolique propre définie sur
K (dans ce cas la K-forme est dite presque déployée).

- L’action du groupe échange les deux classes de Borel (la K-forme est alors dite

presque anisotrope).

Dans le cas presque déployé, on démontre qu’il existe une sous-algébre torique déployée
maximale tx de gx (c’est & dire diagonalisable pour I’action adjointe dans gz et maximale

pour cette propriété), une sous-algebre de Cartan by de gx, une sous algébre de Borel b®
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de g(A) et une sous algebre parabolique p% définie sur K et contenant tx minimale telles

que :
(*) tChCb®Cp° o on note de fagon générale X := Xx ®, K .

Si G est le groupe associé a 1’algébre g(A), le groupe I' agit sur G et on note Gk
I’ensemble des points fixes sous cette action. Alors, on démontre que Gk agit transitive-
ment sur les paires (tx,pg) du type précédent.

Dans une telle situation, p est forcément de type fini, c’est 3 dire que le Levi [ de
p, qui est 1’algébre dérivée du centralisateur de t, est une sous-algébre semi-simple. En
particulier le groupe de Weyl W (I) est fini et agit transitivement sur les sous-algébres de
Borel satisfaisant a (*).

Considérons alors v € T := Gal ([K; K)), il est clair que y(b®) satisfait encore a (*),
et par suite, il existe w, € W(1) tel que yw.,(b°) = b®, en posant v* := 7y o w, pour tout
v, on définit une action de I' sur la base II correspondant & b°, donc I' agit comme un
groupe d’automorphismes de diagramme par son action étoile.

Dans le cas quasi déployé (ou b® est définie sur K'), v* = v pour tout 7.

Toujours avec les notations précédentes, pour a € A(g, h), on considére o' sa restric-
tion a la sous algebre t. Le systeme de racines relatives est alors A’ := {a' # 0; a € A}.
L’étude abstraite de A’ se fait grice & des quotients de A, le premier correspondant a
la recherche du systéme de racines de la forme quasi déployée (qui existe toujours) et le
second & I’action du groupe de Weyl du Levi [; (ces études abstraites sont développées ici
au chapitre VI). Dans le systéme de racines relatif de ces formes presque déployées, une
racine réelle peut admettre un double et il existe des racines imaginaires, mais 1’aspect
nouveau est que, dans ce cadre d’étude, il existe des racines imaginaires simples.

Considérons en effet ’exemple suivant :

La matrice de Cartan généralisée A = (a;;) o1l 1 £ ¢< 11,1 < j < 11 est définie par
€10,11 = @11,10 = G5,10 = @105 = &5,11 = @115 = —1, @i iy1 = —1si i ¢ {9,11}, aii-1 =
—1si¢ ¢ {10,1} et les autres coefficients nuls alors il existe (d’aprés les résultats de
Ben Messaoud [B3R]) une R-forme presque déployée de I’algébre de Kac-Moody complexe
g(A) pour laquelle I'.1 = {1,9}, .10 = {10,11} et ou le [ est la sous algébre engendrée
par les e; et f; pour ¢ € {2,3,4,5,6,7,8}.

Alors A := A" U A'i™ avec Al = {£a},+2a]} et :

Alm = {+(ma) + paly); p € N*, 0 < m < 2p} en particulier N*aj, C A’ donc o) est
une racine simple imaginaire.

Néanmoins, dans le cas des K-formes presque déployées des algébres de Kac-Moody

construites i partir d’une réalisation libre de A, les bases des systémes de racines relatifs
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sont encore libres et il est aussi & noter que dans le cas d’une racine simple imaginaire,

tout multiple entier de cette racine est encore une racine.

Parallélement, Borcherds étudie dans [B], les algébres de Kac-Moody généralisées
(que nous nommerons ici algébres de Kac-Moody-Borcherds). A partir d’une matrice de
“Cartan généralisée généralisée” (dite ici de Borcherds normalisée), c’est & dire vérifiant

seulement :

a; R VG, el
a; € {2YUR_ Viel
a;; € Z si a;; =2
ai; <0 Vifj
ai; = 0= aj; = 0
il construit de facon analogue & Kac et Moody, une algébre dont le systéme de racines

admet des racines imaginaires dans la base (correspondant aux «a; pour ¢ tels que a;; < 0)

cependant il est clair qu’aucun multiple d’une telle racine n’est encore une racine.

Si a € Ay et si a; est une racine simple imaginaire, si @ + a; a un support connexe,
alors a + Ne; C A. Les racines imaginaires simples peuvent alors étre caractérisées par
cette propriété puisque les autres induisent une réflexion et que les chaines (a + Za;) N A
sont bornées si a; est réelle.

Dans le cas symétrisable ou il se place, Borcherds obtient des résultats analogues a
ceux précédemment obtenus pour les algebres de Kac-Moody(caractérisation de g(A4) par
les relations de Serre et lien entre la nature des racines et le signe de (a,a)), (voir aussi

[K; 11.13]).

des

4]

Enfin, Moody et Pianzola, dans [MP], développent une étude plus axiomatiqu
systémes de racines (ou plus exactement des ensembles des racines réelles des systémes
de racines) et montrent la nécéssité de ne pas se restreindre au cas ot la base du systéme

est libre car cette propriété ne peut pas étre stable par passage aux sous systémes.

Le but & atteindre dans cette thése était donc de trouver une axiomatique englobant
tous ces systémes de racines et donc en particulier stable par passage aux sous-systémes en
un sens bien sir a définir mais qui devait étre compatible & la notion de Moody et Pianzola
(c’est & dire stable sous les réflexions par rapport aux racines réelles qu’il contient) mais
aussi a la notion de systéme clos, et si possible moins exigeant. En effet en complétant
comme Moody et Pianzola, un systéme de racines réelles avec des racines imaginaires, on

voulait trouver effectivement un systéme de racines.
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I a donc fallu considérer dans les études précédentes des cas ol la base n’est pas libre
(réalisation quelconque d’une matrice) et ceci nous a bien siir amené (dans les passages
aux quotients qui traduisent, de facon abstraite, I’étude des systémes de racines relatifs)
3 devoir considérer pour les racines imaginaires des ensembles quelconques de multiples.

Dans le cas des racines réelles, on doit donc admettre éventuellement certains doubles
des racines simples, dans le cas imaginaire il ne devrait y avoir a priori pas de restriction,
cependant, pour pouvoir utiliser des méthodes de récurrence, on a di imposer aux en-
sembles N; C Q (associés aux racines simples (@;)ier et tels que le systéme de racines est
engendré par U;erNV;a;) de ne pas admettre 0 pour borne inférieure. Cette axiomatique
est donc développée ici et les définitions essentielles en sont données au chapitre IV, elle

semble englober toutes les notions de systémes de racines connus actuellement sauf celle

développée par J.Y.Hée pour les groupes de Kac-Moody-Rée qu’il construit.

Le chapitre I est consacré a 1’étude détaillée des systémes de racines des algebres de
Kac-Moody-Borcherds. Intéressant en tant qu’exemple introductif & la notion et illus-
trant certaines propriétés des racines imaginaires, il sera également utilisé comme outil

au chapitre II.

Nous construisons au chapitre II, un systéme de racines a base libre de fagon abstraite,
en introduisant la possibilité de multiples d’éléments de la base. Il faut bien stir déterminer
et établir les propriétés nécéssaires a la suite, et la principale difficulté est la non-existence
(a priori) d’une algébre admettant un tel ensemble pour systéme de racines. Nous avons
donc généralisé un résultat déja établi pour les systémes de racines des algébres de Kac-
Moody, & savoir une caractérisation de ces systémes par des propriétés abstraites pour
établir les conditions 4 imposer et sous ’hypothése d’existence, I’unicité d’un tel systéme.

Et c’est ensuite par sa construction explicite que nous en démontrons 1’existence.

Au chapitre ITI, nous introduisons une notion de coracine pour les racines imaginaires,
dans le but de généraliser les résultats obtenus dans le cas symétrisable pour les algébres

de Kac-Moody griace a la forme bilinéaire et en particulier :
(a,a)SO@aEAi’“

a€Ay, €A \Qa, (o,f)<0=a+[B€A.
Nous décrivons alors les différents choix possible pour les coracines.

Le chapitre IV est consacré a ’axiomatique des systéme générateurs de racines (notion
analogue aux réalisations), les hypothéses alors nécessaires sont

- celles déja décrites sur les ensemble de multiples (nécessaires dés le chapitre II);
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- des hypothéses techniques permettant de montrer qu’aucune combinaison linéaire 3
coefficients entiers positifs des racines de la base n’est nulle.
Cela est suivi d’une approche géométrique (qui n’est qu’une petite généralisation des

résultats de Moody et Pianzola) qui n’est elle basée que sur les racines réelles du systéme.

Nous vérifions, au chapitre V, la stabilité par passage aux sous-systémes (pour une
définition suffisament large de la notion de sous-systéme), puis nous démontrons la con-
jugaison des bases par =W dans le cas indécomposable et sous de nouvelles hypothéses

(notées (A) et (BN)).

Enfin, le chapitre VI est consacré au passage aux quotients qui correspondent (dans
I’étude abstraite) aux passages d’un systéme de racines d’une algébre de Kac-Moody aux
systémes de racines de K-formes de cette algébre. Une version simplifiée de ces résultats,
suffisante pour 1’étude des systémes de racines relatifs des formes presque déployées des
algebres de Kac-Moody figure déja dans [B3R]; nous y avons également effectué un certains
nombres de calculs précis de tels quotients (pour toutes les formes réelles presque déployées

des algeébres affines).
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Systeme de racines d’une

algebre de Kac-Moody-Borcherds

1. Algebres de Kac-Moody-Borcherds

On considére K, un corps totalement ordonné (ce sera souvent Q ou R), on note

K, (resp. K;_) I’ensemble des éléments positifs (resp. négatifs) ou nuls de Kj.

1.1. Matrices de Borcherds

Définition
Une matrice A = (ai;); (i,j) € I%, Iensemble d’indices fini ou dénombrable est dite
de Borcherds (générale) si elle vérifie les propriétés suivantes :
(B1) a;; € Ky pour tout (¢,7) € I* .
(B2) a;; € K1- pour tout (i,7) € I tel que 1 # j .
(B3) Si a;; > 0 on dira que ¢ € I,,, et que i est réel, alors
pourtoutjEI,ona-@%EZ.
Si a;; < 0 on dira que ¢ inm, et que i est imaginatre.
(B4) Si a;; = 0, alors a;; = 0.
Remarques :
1) Les matrices étudiées par Borcherds, dans [Bol] sont symétriques et vérifient ces
propriétés.
2) La matrice sera dite de Borcherds normalisée si de plus, A vérifie :
(B5) pour tout i € L, aj; = 2 .
On a alors a;; € Z, pour ¢ € I, et pour tout j € I.
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Si A est une matrice de Borcherds générale, on lui associe la matrice de Borcherds

normalisée A' = (ai;) ol af; = %, si i € Ire, €t ai; = aij, 8i ¢ € Lim.

3) Si Iim est vide et A vérifie (B5), A est une matrice de Kac Moody (ou encore de
Cartan généralisée). La matrice de Borcherds A est dite symétrisable (resp. de Cartan)
s’il existe des coefficients positifs €; tels que si on pose b;; = €;a;;, la matrice B = (b;;) est
symétrique (resp. symétrique définie positive et A vérifie (B5)); on peut alors supposer
les €; € Q: pour ¢ € Ir.. Une matrice de Cartan est une matrice de Kac-Moody.

4) Une matrice carrée sera dite décomposable si il existe une partition I = I, U I, de
I en deux ensembles non vides, telle que a;; = a;; = 0 dés que i € I, et j € I,. Dans le

cas contraire, la matrice est dite indécomposable.

5) Si A est une matrice de Borcherds normalisée, on lui associe un diagramme de
Dynkin ainsi construit :

A tout i € I, on associe un point, indexé par i, et auprés duquel on fait figurer le
coefficient a;; si ce dernier est négatif (ou nul).

Si et seulement si a;; # 0, on lie les sommets ¢ et j du diagramme. Plus précisément,
si 7 et j sont deux éléments de I, on a a;;a;; € N et on utilise les conventions de Kac,
(K; 4.7]; si aija;; < 4 et |aij| > |aji], les deux sommets sont liés par |a;;| segments, et
ceux-ci sont munis d’une fleche dirigée vers i si [a;;| > 1. Si aijja;; > 4, ou, si 'un des
deux au moins n’est pas dans I,., on les lie par un trait gras au dessus duquel on note

lai;| prés de i et |aji| prés de j.

Il est clair qu’une matrice de Borcherds normalisée est indécomposable si et seulement

si son diagramme de Dynkin est un graphe connexe.

1.2. Classification
Comme dans [K; chap 4], on peut établir une classification des matrices de Vinberg
(c’est & dire des matrices A vérifiant (B1), (B2) et (B4)), d’ordre fini n et qui, de plus,
sont indécomposables. Introduisons comme Kac, la notation : pour v € K, v > 0 (resp.
v > 0) si et seulement si toutes ses coordonnées sont positives (resp. strictement positives).
Alors, sous les hypothéses précédentes, A et sa transposée A* sont simultanément et
exclusivement dans une des situations suivantes;
(Fin) det (A) # 05 il existe u > 0 tel que Au > 0 ;
Av > 0 implique v >0 o0uv =0
A et A? sont alors dites de type fini.
(Aff) det (A) = 0; il existe u > 0 tel que Au=0;
Av 2> 0 implique Av =0 ;
A et A? sont alors dites de type affine.
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(Ind) 1 existe u > 0 tel que Au < 0;
Av > 0, v > 0 implique v =0 ;
A et A® sont alors dites de type indéfini.
H

(nerd

est en particulier intéressant de remarquer que (Fin), (Aff), (Ind), sont caractérisées

par D’existence du vecteur u donné dans cette classification.

Démonstration.

Notons V = K*, la démonstration de Kac repose sur le “lemme fondamental”
démontré par Vinberg [V], dans le cas oll R est le corps considéré.

Montrons qu’il est encore valable dans le cas d’un corps totalement ordonné quel-

conque. 1l s’agit de montrer que si vy,..., v, sont des éléments de V tels que

i=n
() D Nvi=0et € Kip(Vie{l..n}) = \;=0(Vie {l...n});
i=1
alors il existe une forme linéaire définie sur V strictement positive sur les v;.
Montrons ce résultat par récurrence sur n, pour m € N* quelconque.
Sin =1, la propriété (x) implique v; # 0 donc I’existence de u ne pose aucun probléme
pour m € N*,
Supposons le résultat établi au rang n — 1.
Soit alors n vecteurs de V vérifiant I’hypothése (*), il est clair qu’aucun de ces vecteurs
n’est nul. Soit alors C := Z’ =n-l K ;.
- Si le vecteur v, est dans le cone C, le résultat est immédiat par hypothése de récurrence.
- Sinon v, ¢ C ce qui implique Kj4v, N C = {0}, de plus par (*), on a nécessairement
K;_v,NnC = {0}; donc C N K v, = {0} et la dimension m est supérieure ou égale a 2.
On considére alors V' := V/Kjv,, et on note v},...,v! _; les classes des v;. Une

i=n-1 Aivi = 0 & coefficients positifs dans K7, implique :

relation linéaire )~
E' =71 \jv; € C N Kvy, = {0} et donc par (%) la nullité de tous les A;.

Par hypothese de récurrence, il existe dans V' une forme linéaire u; strictement po-
sitive sur chacun des v} pour : € {1...n — 1}. On note encore u; € V* la forme linéaire
sur V nulle sur Kv,, et induisant y; lors du passage au quotient.

Soit alors ps € V* | telle que p2(vy) > 0, et A := sup,-e{lmn__l}{(:lﬁ—z—(tfﬁ), 1} alors
1= Apy + po convient.

La suite de la démonstration est analogue a celle de Vinberg [V] reproduite par Kac

X, 4,3].
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Remarques :
1) Si A est une matrice de Borcherds normalisée indécomposable de type fini (resp.
de type affine), il s’agit d’une matrice de Cartan (resp. une matrice de Kac-Moody affine

usuelle (ie. affine réelle) ou la matrice nulle d’ordre 1 dite affine imaginaire).

2) Si l’un des a;; est strictement négatif, la matrice est de type indéfini. Il est clair en
effet que ’existence d’un vecteur tel que ceux caractérisant les cas affines et finis est alors

impossible.

3) Multiplier une ligne ou une colonne d’une matrice de Vinberg par un scalaire
strictement positif ne change pas le type de cette matrice. En particulier A et sa normalisée
A’ (définie en 1.1.2) sont de méme type. On dira aussi qu'une matrice de Borcherds

indécomposable A est de type affine réelle (resp. affine imaginaire) si A’ I’est.

4) Une matrice de Vinberg indécomposable d’ordre infini A sera dite de type
profini : (ou affine infini [K; 7.11]) si toute sous matrice principale de A d’ordre fini est
de type fini; ’
proindéfini : sinon. Dans ce cas il existe une sous matrice principale de A de type indéfini.
5) Une matrice de Vinberg d’ordre fini n, décomposable sera dite de type :
- fini, affine, indéfini : si chacune de ses composantes est de ce type;
A partir de la classification des matrices de Vinberg indécomposables, on obtient la ca-
ractérisation de ces trois cas par :
type fini : il existe dans K un élément u > 0 tel que Au >0 ;
type affine : il existe dans K{* un élément u > 0 tel que Au =0
type indéfini : il existe dans KT un élément u > 0 tel que Au < 0 ;
- semi affine : si ses composantes sont de type affine ou fini;

- infini : si ses composantes sont de type affine ou indéfini.

6) On indiquera plus tard (3.3) dans un cadre plus général, la classification des matrices

de Borcherds (normalisées) indécomposables de type fini, affine ou profini.
1.3. Réalisation d’une matrice A de Borcherds sur une extension K de K;

Une réalisation associée & une telle matrice est un quadruplet (h, h", II, II") tel que
b, b~ sont deux K-espaces vectoriels munis d’une dualité <,>; II" = {aj/i € I} une
famille d’éléments de h et Il = {a;/i € I} une famille d’éléments de b~ vérifiant
<aja;>=a;.

Pour i € I, on note a; = (2/a;;)a i, qui est égal & ] si la matrice est normalisée.
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Remarques :

1) Une réalisation est dite de Kac si de plus, |I| = n < oo, les parties II et II" sont
libres, si I désigne le rang de A, la relation n — ! = dimh — n est vérifiée et enfin si h~ = b~
(le dual de §), cf [K; 1.1].

2) Si I est fini, il existe une unique réalisation de Kac & isomorphisme (non forcément

unique) prés.

Démonstration.

On peut en effet construire une telle réalisation. Supposons A d’ordre n et de rang I.
Quitte & effectuer une permutation de I c’est & dire une permutation simultanée sur les
lignes et les colonnes de A, on peut supposer que les [ premiéres lignes de la matrice sont
linéairement indépendantes .

On considére alors la matrice C d’ordre n x (2n — ) telle que :

[ A1) Ay

sid= ‘\A;}’ avec Ay d’ordre I x n et rgA; = I, alors C = (A2 L?_{) et rgC = n.

On pose h = K2~/ et " son espace dual,
IT I’ensemble des n premiéres formes coordonnées de § (indépendantes dans h™),
II" les vecteurs correspondant aux n lignes de C, indépendantes puisque rgC = n.

On a évidemment o ;(aj) = a;; . Il s’agit donc d’une réalisation de Kac de A.

Pour établir 'unicité d’une telle réalisation sur K, montrons que si R = (h, h", I, IT")

est une réalisation de Kac de A, elle est isomorphe a celle qui vient d’&tre construite.

On sait que §~ = b”, et, dim § = 2n — . On conserve 'ordre précédemment choisi
sur I, Il est, par hypothése, libre dans h", on peut donc la compléter en une base

{aj,03,.....03,-1} . On a alors :

P — A, B
(<aJ,a,,>)—(A2 D)

Cette matrice est d’ordre maximal, c’est & dire n, car si on identifie § et K2"~! grace 4 la
base choisie dans §*, les vecteurs lignes sont les o} donc sont indépendants.

n
A, étant de rang !, en remplagant éventuellement, pour ¢ > n+1, a; par a;+ 3, Aijaj,
on peut supposer sans changer la réalisation que B = 0. Le rang étant inchangg, il est clair

alors que la matrice D' obtenue a la place de D est inversible et ainsi, quitte & remplacer
2n-1

a;, pour i > n+ 1par Y, pija;, on peut supposer (sans changer de réalisation) que
j=n+l

D=1Id,_;.
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3) II existe une réalisation de A, pour laquelle II et II” sont libres, et la dualité non

dégénérée; une telle réalisation sera dite libre.

Démonstration.

L’idée est la méme que précédemment, on considére la matrice d’ordre |I| x 2|1],
C=(A Iy) On pose alors h = (KA et = K21,
II est ’ensemble des |I| premiéres formes coordonnées sur §~ et II" celui des |I| lignes de

la matrice C qui sont évidemment indépendantes.

1.4. L’algébre g (A, R)

Si K est une extension de K;, & partir d’une réalisation R quelconque sur K, de A
matrice de Borcherds normalisée a coefficients dans le corps K3, il est possible d’introduire,
comme Kac, lalgébre de Lie g(A, R) sur K définie par les générateurs {b, e;, fi; (i € I)}

vérifiant les relations :
[h,h']=0
[h,ei] = ai(h)e;
[h’ ft] = “ai(h)fi
[ei’ f}] = 65.7'0":
Remarques :

1) La dualité <,> induit une application ¢ de h~ dans h*; on note [a] Iimage de a

par ¢ .
2) On note @ le Z-module libre é = @ierZo;; é+ = BierNe;; @:. = —§+;
dans " on a le Z-module @ = Y Zo; et dans b, [Q] = Y Z[e;]. Enfin on note
i€l i€l
Q"= Y Zai; Q, = 2 Kiaj; (qui sont contenus dans b) et éx“l = @ierKia; . Pour
i€l i€l

tous ces ensembles ’ajout de * en exposant signifie que I’on retire 0. De méme, I’ajout de
K en indice 3 @, Q, [Q], Q" ou @~ (dans ce dernier cas K remplace K;) signifie que

Pon tensorise ces objets par K.

3) Les propriétés éventuelles suivantes de la réalisation pourraient étre intéressantes en
particulier dans (2.1) et au chapitre IV :
(R1) [e;] # O pour tout i € I.
(R2) @ # 0 pour tout i € I.
(R3) b~ s’injecte dans h”*.
(R4) I est une base de b".
(R5) [@Q] est un Z-module libre qui admet pour base une famille libre de h”.
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4) Si a € Q, (resp. @), on définit : A
le support S, de o comme ’ensemble des indices 7 € I tels que la composante de « suivant
a; (resp. a7) soit non nulle.
La hauteur de o, comme la somme des coefficients de cette décomposition unique de a.

Cette derniére notion n’est importante que lorsque a € . (resp. Q +)

5) Il est clair que l’application e; — —f;; fi— —e;; h+— —h, se prolonge en un

automorphime de 1’algébre g qui est une involution notée &.

6) Si J C I et si A =(ai;); (4,7) € I%, on note :
A(J), la matrice extraite de A en ne conservant que les lignes et colonnes dont les indices
sont dans J; c’est une matrice de Borcherds générale (resp. normalisée) si A en est une;

é(J) = @®;cj2a;, et on définit aussi de fagon évidente é.,.(J) et Cj_(J).

Lemme 1.4.1.
Soit A matrice de Borcherds et R = (h, ", II, II") une réalisation de A.

a) L’application évidente de @;ec1Ke; ® b Bier Kfi — @ = g(A) est injective. On
note Vy son image. On identifie i et les générateurs e; et f; a leurs images. b est une sous

algébre commutative de g.

b) La sous algébre ny (resp. n—) engendrée par les e; (resp. par les f;) est isomorphe

& Dalgébre de Lie libre sur les générateurs e; (resp. f;).
c)o(ny) =n_ &(@-)=n4 &(h) =Hh.
d) g =1, & bh @ n_ (somme vectorielle d’espaces qui ne sont pas des idéaux).

e) En imposant e; de degré a;, f; de degré —a; et tout élément de ) de degré 0, on
obtient une graduation d’algébre de Lie de g par Q :

g= @aeaﬁa, pour laquelle on a :
fo=bh M=0,50 0-=0,5d
En particulier, si g, # {0}, on a nécessairement, a € éf‘,, U@ U {0}. Lorsque, de
plus, a # 0, a est alors appelée racine de (g;h).
0o est contenu dans ’espace propre §jy; de § de poids [a] € b.
Pour tout a € Q \ {0} dimg,, est finie et T(g,) = F_,- |
Pouri€ Ionag,, = Kei, §_4 = Kfi, @na, = {0} si m est différent de — 1, 0 oul.

f) I existe un unique idéal t (resp. v1) de g maximal parmi les idéaux gradués
d’intersection nulle avec §) (resp Vi). t (resp. v;) s’écrit comme la somme directe des

idéauxny Nt et n_Nt (resp.ny Nty et n_Nty).
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Démonstration.

1) Démontrons simultanément b) et c). Soit £ 1’algébre de Lie libre engendrée par
{b,ei, fis (i€ I)}; soit V = @;erKv;, on note T(V), I’algébre tensorielle de V. Cette
algébre admet {(vi, ® vi, ® -+ ®v;,)/(i1,42,- -+, ia) € I%d € N} pour base vectorielle sur
K.

Soit A une forme linéaire quelconque sur .

Posons p: {b, e;, fi; (1 € I)} — End T(V), ot les endomorphismes de I’ensemble image
p({h, ei, fi; (i € I)}) sont définis sur la base précédente de T'(V) par ;

a)Viel  p(f)(vi,®vi; ®--@vy,) = (v:®vi, ® - ® v;,)
B) Yh € h on pose par récurrence sur d;
p(h)(1) = A(h).1l,etsid>1 /
p(R)(vi, ® iy ® -+ ® v3,) = —a, (B) (03, ® vi, ® -+ @ v3,) + i, ® p(R)(v3, @ -+ @ v3,) .

v) Vi € I, toujours par récurrence sur d, on pose;
ple;)(1)=0,etsid>1
ple)(viy ® vi, ® -+ @ viy) = 63, p(@ ) (Vi) ® vi @ -+ @ viy) + vi, ® plei)(vi, @ -+~ ® v,)

Par la propriété universelle de £, p se prolonge 2 £ en un endomorphisme d’algebres
de Lie (End T(V) étant munie du crochet de Lie [A,B] =AB-BA). En fait, p induit une
représentation de g. En effet, on vérifie facilement (cf [K; 1.2]) que les relations suivantes
sont vérifiées :

p([h, k') = 0, et p(Ah + ph') = Ap(h) + pp(h')

(pour tous h,h’ dans h pour (A, p) € K?);

p([ei, fi] — i) = 0, pour tout 7 dans I;

Et, pour tout ¢ dans I, et % dans §

p([h’ei] - ai(h)ei) =0, p([h’ft] + ai(h)fi) =0.

On note alors ny (resp. n_), la sous algébre de g engendrée par les images des e;
(resp. des f;) par la projection = de £ sur g. On définit un isomorphisme K linéaire 8 de
@icr K f; sur V en posant; 9(f;) = v; .

On peut supposer T(V) C End T(V) grzice a linjection g qui, & z € T(V), associe
I’endomorphisme de T(V') défini par y — z.y = z®y . g est un endomorphisme d’algébres
de Lie (T(V') est une algébre associative, ce qui induit un crochet de Lie). Va € T(V) po
7(fi).a = vi.a = gy,(a); autrement dit p o 7(f;) = v;, en tant qu’élément de End T'(V).

p(n_) est, par conséquent, inclus dans la sous algébre de Lie de T'(V') engendrée par

les v; (c’est & dire I’algébre de Lie libre £(V') engendrée par V). On a alors le diagramme
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commutatif :

GictKfi — V

(ou i désigne l'injection canonique).
& 1K f,oo“l : V — n_ est linéaire donc se prolonge en un unique homomorphisme
13 1

d’algébres de Lie ps : £(V) — n_ tel que le diagramme suivant soit commutatif :

-1

V., ——— &iclkf;

I
.

On vérifie que p2 o p(7(f;)) = ©(fi). Or pz o p est un homomorphime d’algébres de
Lie et n_ est engendrée par les 7(f;) donc pop =1d; et,de méme pop; =Idy .

Par conséquent, m| SictK fi = p~loio@ est injective. En particulier, on peut identifier
les f; et leurs images dans g, et on a ainsi établi que N_ est isomorphe 4 1’algébre de Lie
libre engendrée par les f; pour ¢ € 1.

Il est clair que @(n}) = n— (ol ny désigne la sous algébre de g engendrée par les ¢;)
et ©(h) = h d’ou ¢). @ induit un isomorphisme entre les deux algébres n} et n_, puisque
& est un automorphisme de g. £(V') est donc isomorphe & ny. Or, par lYisomorphisme
e; — v;, on peut identifier V et @;c1Ke; .

On a finalement —W!@ielffei =Qo ﬂ-l@ieIKfi ool ¥: @ierKe; — DicrK fi est

K linéaire et telle que : e; — f;. Par suite, ﬂ-[@'elKe‘ est injective, ce qui établit b).
1) 13

2) Montrons a) : Considérons a présent, 7 : h — g.
h € kerr => p(m(h)) =0 = p(n(h))1 =0 => A(h)1 =0 = A(h) = 0, puisque K
est de caractéristique nulle. Dans la construction de la représentation, on pouvait choisir
arbitrairement A € §* sans changer 7, par suite, il vient, A = 0.
b s’injecte dans g, il est donc possible de ’identifier & son image. Pour établir a), il reste

a montrer que la somme est effectivement directe.
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Soient, ny € Nny;n_ € N_ et h € h tels que ny + h+ n_ = 0, on a en particulier
p(ny+h+n_)1 =0.Maison ap(h)l = A(h); n4 est une combinaison linéaire de crochets
successifs des e; pour ¢ € I, donc p(n4)1=0.

D’autre part, si 7¢ désigne I’ensemble des éléments homogeénes de degré d de T(V),
on montre facilement que pour tout i € I, p(f;)T? C Tt et donc p(f;)T C Ha>eT?.
fi_ étant engendrée par les f;, il vient; p(n_)1 € G4>0T? Comme p(h+ n_)1 = 0, on en
déduit que p(h)1 = A(h) = 0 et p(n_)1 = 0. On utilise alors & nouveau la possibilité d’un
choix quelconque de A et de I’injectivité de la restriction de p & n_, pour conclure : h = 0

et nye = 0.

3) Pour démontrer d), on vérifie simplement que n_ @ h @ Ny est une sous algebre de
Lie de g, c’est & dire est stable par le crochet de Lie. Comme elle contient les générateurs

de @, on a ainsi 1’égalité cherchée.

4) L’existence d’une graduation d’algébre de Lie de £ par é telle que le degré de.
e; (resp. f;), pour tout i € I, soit a; (resp. —a;), et le degré de tout élément de §
soit 0 est évidente. Il suffit pour établir ’existence de la graduation proposée de vérifier
que les générateurs de 1’idéal par lequel on quotiente, sont homogénes. Or, on a bien :
deg ([h, fi] + ai(h)fi) = —ai; deg ([es, fi] — @i) = 0; deg ([h,e:] — ai(h)e:) = s
deg ([h,h'])=0.

Cette graduation est bien sir unique puisque entiérement déterminée par ses valeurs
sur les générateurs de I’algébre.

h C @ par hypothése sur la graduation.

ny est engendrée, comme espace vectoriel, par les crochets itérés des e; tels que
[eiy.ennei,] = [€iy, €4y, (€450 [€4,_1 » €5, ] ]]] (avec n > 1) qui est de degré oy, +ai, +....+a;,

donc de degré non nul et appartenant a QT

On obtient par le méme raisonnement que tous les éléments homogénes engendrant n_.

ont un degré non nul, situé dans ¢ _.

d) permet alors d’expliquer les restrictions données dans e) sur les racines possibles.

Sia€Qy,qd, est engendrée par les [e;;....e; ] ot a = a;, + ..+ a;, = 3 njo;. On
a donc bien g, C Elal' De plus la décomposition est bien sir unique, g, est engendrée par
au plus ¢! (nombre de permutations possibles sur les €;) générateurs donc est de dimen-
sion finie. Le résultat portant sur les espaces radiciels correspondant & une racine simple

(ie du type «;) et ses multiples est alors clair.

5) Considérons enfin {J}, g (resp. {Jp},c8) 'ensemble des idéaux gradués de g
tels que J;, Ny = {0} (resp. I, NV = {0}). Pour chacun de ces idéaux J on a donc
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J= G}aea.’l Ng, avec INg, = {0} pour a@ = 0 (resp. et pour a = *a; ¢ € I); alors

t= ) J, (resp. ty = » Jp) est un idéal gradué de g, intersecté trivialement par b
a2 beB
(resp. V1), et, bien slir maximal pour les propriétés précédentes.

Montrons enfin que si t est égal & ¢ ou ¢; alors t = tNAy §rNn_ Comme t est gradué
et ne rencontre h que trivialement, il est clair qu’on a déja établi cette somme vectorielle,
reste & démontrer que les deux membres de cette somme sont des idéaux qui, de plus,

commutent, ce qui se fait trés facilement [K; 1.1].

1.5. L’algébre de Kac-Moody-Borcherds

L’algébre de Kac-Moody-Borcherds est alors définie comme le quotient de g(A4, R) par
Pidéal t; et est notée g(A, R), ou parfois g ou g(A). Cette définition (avec t; au lieu de t)

a été suggérée par Denis Berg.

I est clair que V; s’injecte dans @, on peut ainsi identifier les e; et les f; avec leurs

images.

Lemme 1.5.1.

Sia;; =0, alors dans g on a (ade;)e; =0 et (ad f;)f; = 0.

Démonstration.

Soit donc par hypotheése ¢ et j dans I tels que a;; = 0 (donc a;; = 0), dans g on
considére le sous-espace vectoriel J de n; engendré par des crochets itérés [e;, ...e; ] ol
n € N\ {0,1}, et i,y =7, i, = j. Montrons que J est un idéal de g.

Il est clair que J est stable sous l’action ad(e;) pour tout ¢ € I, de méme comme

[h,[e.€:]] = Ef;‘ a;, (h)[es, ..-€i,], il est stable sous ’action adjointe de b.
Reste a étudier action des fx, k € I. On a grice a Jacobi :

i=n

[fk’ [eir"efn]] = Z[eil [eiz["[eiz-l[[fkveiz]’[e!'l-a-} ein]]]m .

=1

Il est immédiat que les termes de la somme correspondants & des indices [ < » — 1 sont
dans J, et seuls sont & regarder les cas [ = n— 1 et | = n; mais alors dans chacun des cas,
les deux termes [[fx, e;],€;] et [ei,[fx,€;]] sont nuls. En effet, considérons, par exemple le
premier terme, si k # ¢ le résultat est immédiat, si k = ¢, alors le terme étudié est égal &

aj(az)ej = aijej =0.
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J est donc un idéal gradué d’intersection nulle avec V3 (puisque ses générateurs sont
des crochets itérés contenant tous obligatoirement e; et e; comme derniers termes), donc

J est contenu dans vy, ce qui établit le lemme.

a

Proposition 1.5.2.

Soit A une matrice de Borcherds générale, indexée par I', R une réalisation donnée
de A; et g I’algébre de Kac-Moody-Borcherds qui lui est associée.

a) Si J§ désigne I’ensemble des i tels que a; = 0 et Fy, I’ensemble de ceux qui sont
tels que e; € t, on a Fy = J§ et si I = I' — Fy alors Papplication canonique
DicrKe; ® h @icr Kfi — 9(A4,R)/tv est injective. On identifiera les e; pour i € I avec
leurs images dans g.

En particulier, si Fy = 0, on a g(4,R) = g(4, R)/x.

b) g(A,R)/t = ny: ® h & n_ ot ny (resp. n_
pouri € I,

g=g(A,R)/tu = (g(A,R)/t) & (EBieFo(Ke,- o) ng)) ot le facteur de droite est un

idéal commutatif de g qui commute a ny et & n-, mais peut-étre pas a lj.

) est engendrée par les e; (resp. les f;)

/ s

c) & passe au quotient en une involution w de g(A, R)/t telle que w(ny) = n_ ;

wn)=ng;w(h) = bh; Wiy = _Idb'

Démonstration.

r; est d’intersection triviale avec B, il est donc clair que b s’injecte dans g.
g(A, R)/x (resp. g) étant le quotient de g par un idéal gradué, g(A, R)/x (resp. g) est une
algébre graduée. L’assertion a) est alors en grande partie évidente. Pour démontrer que
Fo € J'y, considérons i tel que e; € t; t étant un idéal, [e;, f;] € tN h et donc a; = 0,

donc i € J§.
Montrons a présent que Fy = J{, considérons alors tz = t; + Eing(Kei & K f;).

Soit ¢ € J{, on a a;; = 0 pour tout j € I mais ceci implique (lemme 1.5.1) que e; et
fi commutent dans g aux autres générateurs de cette algebre. vz est donc un idéal de
g. De plus, la définition de vy permet de voir facilement qu’il s’agit d’un idéal gfadué
qui intersecte § trivialement puisqu’il ne contient pas d’éléments de degré 0. Grice a la

maximalité de 1'idéal ¢, on a 'inclusion t; C t ce qui établit Fy = JJ.

w stabilise t; car de par sa définition elle stabilise V3, donc conserve la propriété d’étre
intersecté trivialement par b, en tant qu’automorphisme d’algébre de Lie, transforme un

idéal gradué en un idéal gradué, la seconde assertion du a) vient facilement grace a la
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la propriété caractéristique de t;. Par le résultat précédemment établi, et grice 3 w ; on
peut identifier les e; et les f;, pour ¢ € I, avec leurs images dané g

On a montré de plus que t = tNn. HrNn_. Par suite, la décomposition g = n,  Hhdn_
passe, elle aﬁssi, au quotient en donnant b) car si v € g, oll & a une coordonnée non nulle
suivant a; pour un ¢ € Fp, il est clair que g, C t. En effet on a vu qu’une famille génératrice
de g, est formée des [e;, .....e,] ol 3_ @;; = a mais on sait que e; € r est dans ce crochet

itéré donc tout générateur de ce type est dans .

2. Systeme de racines d’une algébre
de Kac-Moody-Borcherds

2.1. Etude de relations entre éléments de g
D’aprés la proposition 1.5.2 si Fy # @ on a
g = 98(4, B)/v1 = (8(4, R)/¥) & (®ier,(Kei ® K fi))

c’est a dire que g est la somme d’un idéal commutatif et de ’algebre de Kac-Moody-
Borcherds obtenue en considérant la matrice A(] — Fp) et la réalisation immédiatement
déduite de celle considérée. De plus, l’action de g(A, R)/t sur I’idéal commutatif est trés
simple.

On supposera dans la suite que la réalisation de la matrice, donnée vérifie
Phypothése (R2) de 1.4.3 c’est i dire est telle que Fy = §, et est indexée par I. De
plus, changer a; en c¢;a; avec ¢; > 0, ne change ni g, ni v. Par conséquent, quitte &
remplacer, pour ¢ € I, a; par (2/a;;)a; (c’est & dire A par A’), on peut supposer
que la matrice est de Borcherds normalisée, ce qu’on fera dans la suite de ce
chapitre.

On établit, comme Borcherds, les résultats suivants :

Proposition 2.1.1.

a) g = g(A) satisfait a :

(ad e;)l"“"' e; = 0, (ad fi)l_a‘j fj =0 (V‘L € I,e)
(ad 6,') e; = 0, (ad fi)fj =0, (‘v’z € let a;; = 0)

b) La graduation de g par Q passe au quotient en une graduation de g(A); g = SN 28

de g. On note §} = A(g(A), b) l’ensemble des a # 0, o € Q tels que [\ #{Q.tet on l’appelle
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systéme de racines d base libre de g(A). On a alors :

QcQru@., Q,=0nQy, Q_=0nQ_, Q.=-0_
¢) Pour tout a € {1, dimg, est finie et w(g,) = g_o. Si B € Q4 \ {a;} alors
(B+Za;)NQ C Qy et de plus Na; N Oy = {a;).
d)Sia€ny = Dyedi, Ja €5t tel que [a, fi] = 0 pour tout 1 € I alors a = 0.

e) le support d’une racine est connexe.

Remarques :

1)Pour ¢ € I, les relations
(adei)e; =0, (ad fi)f; =0, (pour tout j tel quea;; = 0)

se déduisent des premiéres relations de (1).

2) Dans [Bol] Borcherds démontre que, dans le cas d’une matrice 4 symétrique (si la
dualité est un produit bilinéaire symétrique non dégénéré), les relations du a) caractérisent
e (voir également [K; chap 13]).

3) L’hypothese de maximalité de v est essentielle pour démontrer d), par contre, pour
a), b), c), e) et tous les résultats qui vont suivre (sauf la remarque suivante), on peut
considérer le quotient g, de g par un idéal gradué inclus dans ¢ et contenant I’idéal
engendré par :

(ad e,-)l‘“"iej, (ad fi)l-ais fi (Vie L)
(adei)ej, (adfi)fj, (Vi€ Limeta;; =0)

4) D’aprés d) le centre de g est ¢ = {h € h/a;(h) =0 (Vi € I)} (puisque le centre
d’une algebre de Lie graduée est un idéal gradué). On montre encore ce résultat sans
utiliser d) (donc aussi pour g;) sous I’hypothése (R4) de 1.4.3.

5) On note Q 'image de Q dans b~ par ’application additive de é dans " qui envoie
a; sur a;. Alors [Q] U {0} est I’ensemble des poids de h dans la représentation adjointe.
On étudiera plus tard la structure de §2 sous certaines hypothéses (voir 2.3.5 ainsi que le

chapitre IV).

Démonstration.
D’apreés les lemmes précédents, on connait des familles génératrices des espaces radi-
ciels, il est clair que b) est vrai. De méme la seconde partie de a) résulte de (1.5.1).
Démontrons c), on sait que toute racine est située dans (j+ U @_, par suite si

a € Q4 \ Na;, (a+Za,~)ﬂ(~2C§+
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Pour établir e) notons I; une composante connexe non vide du support de la racine

a et I; son complémentaire dans le support,

Vieh, Vi€, aiaj)=0 ajai)=0.

La sous algebre g, engendrée par les e;, pour ¢ € I1, commute donc a la sous algébre g, -
engendrée par les e;, pour i € I5.

9; + g, est donc une sous algebre, de plus g; + g, est contenu dans (et en fait égal
a) la somme des sous espaces radiciels g ot 0 € (N Q4(H))U (2N QL(IL)) et de son
intersection avec }. g, est dans ’algébre engendrée par g, etg, donc a est forcément parmi
les racines précédemment citées, donc, comme on a supposé I} # 0, 0n a a € @(Il) et
L=

Pour établir d), considérons comme Kac la graduation principale de type 1, pour
laquelle pour tout entier relatif non nul j, g;(1) = @a/ hta=j8a €t go(l)=5h.
Soit alors @ € ny = @;>08;{1) tel que [a, fi] = 0, quitte & considérer ses différentes
composantes, on peut supposer que a est un élément homogene, pour tout ¢ € I, il est

clair que [a,g_;(1)]=0.

Posons alors, V = { Y Y (adg,(1))'(adh)’a }, c’est un sous espace vectoriel de n;. 1l
i>0 ;>0
est visiblement invariant sous l’action de g,(1) et celle de h.

Montrons qu’il est également invariant sous adg_,(1) c’est & dire que pour tout : € I, il
faut [fi,V]C V.

Soit £ € N, montrons, par récurrence sur k > 0 que :

[fi»(adg;(1)*(adb) a] € V

- Pour k = 0, [f;,(adh)?a] = 0, se démontre aisément, par récurrence sur j, grace a
l’identité de Jacobi.
- Pour £ > 1, pour tout v € g,(1),

[fi, (adv)(adg,(1)*~ (adb) a] =[[f;, v], (adg, (1)*~(adb) a]
+[v,[fi, (adg; (1) (adb) a]]

Le premier terme du second meinbre est dans V car [f;,v] € b, le second l'est par

hypotheése de récurrence.

V est donc, si @ # 0 un idéal gradué (on a supposé a homogene) de g inclus dans
n4 donc ne rencontrant pas b, contredisant ainsi I’hypothése de maximalité de t. Ce qui
établit d).
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Montrons enfin la premiére partie de a). On a supposé que la matrice A est de
Borcherds normalisée, on a alors de fagon évidente le résultat suivant :
Pour i dans I, si on pose g(;) = Ke; @ K f; ® Kaj, alors g(;) est une algeébre de Lie
isomorphe & sz, on a en effet le sly-triplet standard {e;, fi,o i }.

On pose alors, pour un 7 dans L., et pour j € I\ {¢}, 6;; = (adfi)* =i f; .

g est un g;) module pour l’action adjointe, on note U le g(;)-module engendré par f;.
On a [ai, f;] = —aijf;; [ei, fi]=0carai—a; ¢ @... u é_.
Grace a lidentification précédente du slp-triplet de g(;), on voit que f;, est un vecteur de
plus haut poids de la représentation considérée. D’apres [Kac; 3.2] ;

lei,0i;] = (1 —aij)(aij— 14+ ai;+1)(adf;)™% = 0; de plus,si k ¢ {¢,5}, [ex,0i] =0
car —a; — (1 - ajj)a; + ax ¢ G+ UQ_, enfin, le,0:5] € B1—a,;a, = {0} si ai; # 0, si

a;; = 0, on utilise ¢). Finalement, on établit grice & d) que 6;; = 0.

Corollaire 2.1.2.

Sii € IL., ade; et adf; sont localement nilpotents sur g.

Lemme 2.1.3.

Pour tout i dans I, on pose g;) = Ke; ® Kf; ® Kaj.

a)Siai=0 [gu),8)] = KaiC3(gu)

On asupposéa; # 0,donc Kaj = j(g(;) et g;) est isomorphe a I'algébre d’Heisenberg.
b) Sinon, g(; est isomorphe & sl, on a dans g;), le sly-triplet standard :

{ei; (2/aii)fi; (2/ai)a ).

Démonstration.

immédiat.

Corollaire 2.1.4.

Soit 1 € [4..

g se décompose en somme directe de sous modules g(; -irréductibles de dimensions
finies.

SiaeQp\{o}, {a+kai,k€ZIN® =[a—poj..a+qe] C O olpetq
sont dans N et p — ¢ = (2/a;;) < a,a; >=< a,a; > (puisque la matrice est supposée

normalisée).
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Siaeﬁ.,.,eta—i-a,-éﬁ.,. alors < a,ai>2>0
SiaeQy\{a;} et a—a; ¢, alors < a,a},><0

Démonstration.

Considérons g,, l’algebre engendrée par les e; f; o ¢ € [, (ai; = 2). On sait qu’un

i~

sous-espace radiciel g, ol a € Q; est engendré par les crochets itérés [e;,...e; ] tels que
i=n
P @;; = . On en déduit que g,, = hNg, & (®5n5(l,,)90)

g, est lalgebre de Kac-Moody associée & la matrice A(I.) et a sa réalisation

(5N gy, 57,1y, TY,), 01 Iy = 11N (L)

En effet, pour chaque ¢ € I, on a supposé a;; = 2, donc (e;, fi, ;) est le sl, triplet
obtenu dans le lemme précédent.
g est une algébre engendrée par h N g,,, les e; f;, pour ¢ € I, qui vérifient les
relations :
[h,A'] =0
[h,e;] = a,-(h)e,-
(h, fi] = —ai(h) f;
lei, fi] = §i50%
(ade;)!™%ie; =0
(adf)!=*if;=0

de plus on a d’apreés le lemme 2.11 d) ,sia € @ et si [a, fi] = 0 pour tout

a€0NQ 4+ (fre) I
t € I, alors a = 0; ce qui permet d’établir la minimalité de g,, parmi les algébres dans
lesquelles les relations précédentes sont vérifiées. Ce qui, [R. prop A2], prouve que dans

g il n’existe pas d’idéal gradué d’intersection triviale avec b.

On peut alors utiliser la notion, introduite par Kac, de g,,-module intégrable.

On vérifie alors facilement que g( A, R) est un tel g ,-module, c’est & dire que pour la
représentation adjointe, ’action de N g,, est diagonalisable, et que les e;, f;, pouri € I,
sont localement nilpotents. Le corollaire est alors une application évidente de [K; 3.6].

0

2.2. Le groupe de Weyl

Définition.

Le groupe de Weyl est le sous-groupe W de Auth x Aut(:j X Auth”, engendré par les
éléments R; = (ri,ri, pi) pour i € I, ou les actions des coordonnées de R; sont données
par;

ri(h) = h — [a;](R)aj Vh € h ol pour une compatibilité des notations avec la suite,

on note a; = «j .
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ri{a) = a—[o)(ad)ai =a— < a,0i>a; Yo €@

pi(h) = h— < h,0;,> = h = [h)(aj)o; Vh€B”

Remarque :

r; ne stabilise pas nécessairement @ ;¢ 1Zaj, il faut et il suffit pour cela que la transposée
de A soit également une matrice de Borcherds, car sinon il existe j € I, et i € I tel que
—a;; ¢ N.

Il apparait immédiatement que é( Ire) est stable sous ’action de W et que :

YweWw (w~-1d)(§") C Q(I1e)®zK
(w = Id)(h) C Q(ke)®7K
(v =1d)(Q) C Q)

pour les actions évidentes de W sur §7, b et é .

A partir du corollaire 2.1.4 on montre facilement que :

Proposition 2.2.1.

$ est invariant sous I’action du groupe de Weyl.

0
De méme, il est clair, 3 partir de la condition « € Q=ac @+ u é_, que :
Proposition 2.2.2.
Soit o € §+, sit € L, et ri(a) € Q_ alorsa = a;.
O

Au vu du corollaire 2.1.2, on peut définir, pour ¢ € [,

r; = exp(ad e;) exp(ad (- f;)) exp(ad e;)

On obtient ainsi un automorphisme de g.

Proposition 2.2.3.

1) Tilb = T;’ Ti(ga) = gr;(a)
2) Si w est une représentation intégrable de g,, + b on a rF(Vy) = Vir(n i

T

rT = exp (me;) exp (=7 f;) exp (mwe;) = exp (nf;) exp (—7e;) exp (nf;) et si v} est

défini comme 77 ci-dessus en remplagant §” par h*.
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Démonstration.

La démonstration du second résultat est donnée dans [I; 3.8].

Pour le premier point, considérons U = @®nezfatne,- U est stable sous l'action de
ade; et de ad f;. On a alors 7y(g,) C Ti(9(o)) N U = Gpri=(ay) N U = Bri(ay-

7; étant un automorphisme de l’algébre agissant comme une involution sur ’ensemble
des sous-espaces radiciels, on obtient ’égalité 7i(g,) = gy, ()

7; fixe les éléments A de § tels que a;(h) = 0, et comme 7;(a;) = —aj (calcul facile)

on a T,-Ib = r;.

Lemme 2.2.4.

Si, pour w € W, on a dans , wo; = a; alors wa;=aj .

Démonstration.

Supposons donc wa; = a; avec ¢ # j, on déduit de wa; — a; € Q(I,e) que ¢ et j sont
dans I,.. Considérons alors une décomposition de w suivant la famille des générateurs R;,
w=2R;...R;, .

On a7 .. .7i (80 0-oi] = [Bu(ai)r O=w(a)] = [80y:0-0;] = [Kej, K fi] = Ko

et donc 7, ...T;n|[J(a2) =rj...ri(aj) € Kaj.

De plus, aj(e}) = (w(a))(w(ei)) = 2, ce qui implique w(a i) = aj .

Définition

W étant engendré par les R;, si un elément quelconque w de W, w s’écrit R;, ... R;,,
on dira qu’il s’agit d’'une décomposition de longueur n de w.
On appellera décomposition réduite de w, une de celles pour lesquelles le minimum

des longueurs possibles est atteint.

Lemme 2.2.5 Condition d’échange.

Siw € W admet pour décomposition w = Ri, ... R;_, et si w(a;) € Q_, alors il existe

un indice s € {1...t} tel que

wR; =R, ...Ri,_,R

fag1 e
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Démonstration.

Comme a; € Q, et w(a;) € Q_, il existe un plus grand indice 7, pour lequel
Ri,yy .- Rifai) € Qy et R, Ri,,, ... Ri(a) €Q- .

D’aprés la proposition 2.2.2, R;, ., ... Ri,(a;) = a;,, on pose alors w' = R;,,, ... R;,.
Le lemme précédent impose alors w'(a;) = (a{,). On a donc dans W, w'R;w'~! = R;,

d’ot

Ri,,....R,R;i=R;,...R;

Le résultat anoncé étant alors immédiat.

On déduit de ce qui précéde :

Lemme 2.2.6.

Pour tout w € W, on désigne par l(w) la longueur d’une décomposition réduite de w,

sit€ L.ona
I(wR;) < l(w) <> w(a;) € Q- <= l(wR) =(w) =1 ;
I(wR;) > l(w) <= w(e;) € Q4 «= l(wRy) = l(w) +1 ;
I(wR;) = l(w) est impossible.

Démonstration.

Dans le lemme précédent, on a montré la réciproque de la premiére assertion.

Si w(a;) € Q4, on a wRi(a;) € Q_ donc i(w) = I(wR?) < I(wR;), ce qui démontre
la réciproque de la deuxieéme assertion, ainsi que la troisiéme. Le reste du lemme est alors

évident.

Proposition 2.2.7.

Le groupe de Weyl est isomorphe au groupe de Coxeter défini par générateurs et

relations :

W = (7'1' , (1€ Ire)/(T,'Tj)m“ =Id si my; < OO)



-31-
ou, si A désigne a;;a;;, les coefficients m;; sont donnés par:
mi=1letsit#j
mi; =2<=>A=10
mi; =3+ A=1
mij=44<= A=2
mi;=6<=>A=3

m,-j=oo<:>)\24

Remarque :

Le groupe de Weyl est donc entiérement défini par son graphe de Coxeter qui est
sous-jacent au graphe de Dynkin de A restreint & J;e (c’est & dire obtenu en abandonnant
les fleches et les nombres et en remplagant les liaisons doubles munies de deux fleches

opposées ou quadruples par des traits gras).

Démonstration.

D’apres [Bbki, Lie IV], lorsque dans un groupe engendré par un ensemble s d’éléments
d’ordre deux, la condition d’échange est vérifiée, le groupe est le groupe défini par les
générateurs que sont les éléments de s et les relations vérifiées entre les éléments de s
deux 3 deux, ainsi que la relation R? = I pour chaque élément de s.

Dans le cas de W, il ne nous reste donc plus qu’a étudier les ordres des éléments R;R;

pour ¢ et j distincts dans [..

Calculons d’abord I’ordre de la restriction de R;R; & Za; ® Za;.

Dans la base {aj,a;}, la matrice de ’action de R;R ; est
j i

-1+ aijaj;i  aij
=aji -1

Le polynéme P caractéristique a donc ses coefficients dans Z, on le plonge dans C{X]. On
note A le produit a;;a;;.

Si A > 4, P n’admet pas de racines réelles donc 1 et -1 ne sont pas valeurs propres;
Pordre de la restriction, et donc de l’gutomorphisme R;R; est infini.

Si A = 4, 1 est valeur propre double, R;R; est conjuguée a ((1) }) qui est d’ordre
infini.

De méme, grice au calcul des valeurs propres on a

Si A = 3, Pordre de la restriction est 6;

Si A = 2, lordre de la restriction est 4;
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Si A = 1, I'ordre de la restriction est 3;

Si A = 0, 'ordre de la restriction est 2.

Montrons & présent que I’'ordre de R; R; est toujours égal al’ordre m;; de sa restriction
aVij = Za; ® Za;.

On peut supposer que m;; < oc sans quoi il n’y a rien & démontrer. Par suite, on a
A # 4 et la matrice d’ordre deux obtenue précédemment est inversible.

Ainsi {aflvij,aglvij} engendre V;;*. Donc, dans @ ®z K ou Cj, l’ordre de R;R; est
m;; puisque :
Q®zK =V, 9K {6 ¢ Q®z K/ aji(b) = aj(6) = 0} et le second facteur de cette
décomposition est stable par R; et R;.

Enfin on repéte un rajisonnement analogue pour h et §~, puisque , comme A # 4, {a;, a;}

et {aj,aj} sont libres.

Remarque :

Comme la démonstration de la proposition précédente n’a utilisé que ’action de W
sur é, Pimage de W dans Aut (@) est définie par les mémes générateurs et relations donc
est isomorphe & W. On peut considérer W comme un sous-groupe de Aut (@) agissant
sur b et sur h".

Par contre W n’est pas toujours un sous-groupe de GL (7). C’est cependant vrai si
on suppose que pour tous a € ﬁ+ et 8 fl_, les images dans §~ (pour l'application
additive de Q dans b” qui envoie a; sur a;) sont distinctes et non nulles, car alors on peut

démontrer un analogue de 2.2.2 dans b~ (voir 9.4).

2.3. Propriétés du systéme de racines

Proposition 2.3.1.

Q vérifie les propriétés suivantes;
(SRDQC@;Q=@QnQ)u(@nd-) etsi 0y =0nQ,
et Q_=0nQ_ alors O, =-Q_
(SR2)Vie I, Qa;inQ={a:};
(SR3) Vi € I, Ya € Q1 \ Na,
{a+kai, k€ Z}NQ =[a-pai,...,a+qa;] C Q4 o p et g sont dans N
et vérifient p— ¢ = < a,ai> = < a,0i >.
(SR4) ¥i € im, Vo € 04\ Q, a,
(1) < a,a;> < 0> a+ Na; C Q4
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(i) < a,ai>=0=>a+oi ¢y ;
(SR5)Ya € Q4 \ | Q, i, il existei € I tel que: a—a; € Q.
iel
Démonstration.
Les propriétés (SR1),(SR2),(SR3) ont déja été démontrées en 2.1.1 et 2.1.4.
Pour établir (SR5), soit a € @, \II, l’espace radiciel g, n’est pas réduit 3 I’élément nul

et est engendré par des crochets itérés des e;. Soit un tel crochet itéré non nul [e;, ...e;,]
j=n

avec y, a;, = a, il est donc clair que le crochet [e;,...e;,] n’est pas nul et que donc
i=1
Bo—a;, # {0}, c’est & dire que o — a;, est encore une racine.

Remarque :

Si on a quotienté par t, on peut étre plus précis :
Considérons a € Q, \ II, on peut trouver un vecteur v, non nul dans espace radiciel
g, - D’aprés le 2.1.1.d), si [vq, fi] = 0, pour tout i dans I, alors le vecteur est nul, ce qui
contredit notre hypothése. On peut donc trouver i € I tel que [vq, fi] est un vecteur non
nul, ’espace radiciel g,_,, n’est donc pas réduit au vecteur nul et par suite a@ — a; est

encore une racine .

Reste enfin & établir (SR4). Considérons i € Iim, et @ € {1, \ Na;, on note Sy le
support de a; on sait que a;; < 0 donc il est clair que < a,a; > = 0 signifie que la réunion
{i} U S4 n’est pas connexe; par connexité des supports des racines (cf 2.1.1.e) a + a; ne

peut alors pas étre dans Q.
L’assertion (ii) est alors évidente.

Pour montrer ’assertion (%), il suffit, par récurrence, de prouver que :
<a,a;><0=a+t+a;€ (~2+. Supposons donc 4 présent, < a,a; > < 0eta+ a; ¢ (2,
alors :

07 € (80, Boa] \ {0}, Fva € 8\ {0} = [a,va] = a(a})va #0,
donc [[es, fi], va] # 0 ce qui par Jacobi implique que [e;, v,] et [fi,v,] ne sont pas simul-
tanément nuls. Si, comme on 1’a supposé o + a; ¢ Q alors o —a; € §+.

®(1)c=v—ooga+ka'. est un g(;-module et comme : Q= (~2+ u ﬁ_,

Jdko € N / Ba—(kotp)a; = {0} (Vp € N*)9 Ha—pa; # {0} (Vp € {OkO})

Considérons le g(;)-module de dimension finie : U = ®2=—koga+ka;'
Si a;; # 0, d’apres la théorie des représentations de dimension finie de sl,
(a — koa;)(2ai/ay) = —a(2ai/ai;) et done (@ — koo;)(ai) = —a(ai) > 0 ce qui est

impossible car a — kga; € Q+ et ¢ € Iim.
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Dans le cas a;; = 0, U est un espace vectoriel de dimension finie, on choisit une base
dans chaque g,_,,, pour p entre 0 et ko.

ad o agit sur les sous espaces radiciels par (a —pa;)(a@ i) = a(a ;) sur chaque élément.
Ainsi

adai = a(a})ly et d’autre part, ade; ad f;—ad f; ade; =ad a;

On en déduit que la trace de 'opérateur considéré doit étre nulle, ce qui contredit
I’hypothése a(a ;) < 0, puisque le corps est de caractéristique nulle.

Dans les deux cas, on a bien obtenu une contradiction, ce qui démontre le résultat
cherché.

a

En vue d’une généralisation ultérieure de la notion de systémes de racines, on établit
a présent un résultat (basé sur un raisonnement de Kac, [K; 5.3]) plus général que celui
utile dans ce chapitre.

On considére A, une matrice de Borcherds générale indexée par I, R, une réalisation
libre de A et pour i € I des sous-ensembles M; de Q, tels que :

Sii€ ey Mi=N;

Si ¢ € Lim, M; contient 0 et 1, M; \ {0} admet 3/4 pour minorant et M; est stable
pour ’addition.

Sous ces hypothéses, M; ;nq4, désignera I’ensemble des éléments indécomposables par
l’addition de M; \ {0}, tout élément de M; \ {0} est somme d’éléments de M ;na et

1 € M; in4; on note alors :
K={a€®iciM;a;\ (Uier, Mia;) ; So est connexe et < o, > < 0 (Vi € I)}

et on obtient :

Proposition 2.3.2.

Si ¥ est une partie de ® ;e M; o; telle que :

Viel, Miinqo; CV¥

(SR3b) Vi € I, Vo € ¥ \ Za;
{at+ka;/—<a,a;><k<0}C¥si <a,0;>>0;
{at+koi/~<a,05>2k20}C¥si <a,o; > <0;
(C’) Vi € Iimy Yo € ¥\ Mia;, < 0,03> < 0= a+ M;a; C V.
Alors, avec les notations précédentes :

Vae K, Jiel, Im; € M ina [ o« — mia; € ¥, < o — mia;,a;> <0

et K est inclus dans V.
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Remarque :
Le méme résultat est encore valable si on remplace Q par un corps ordonné archimédien

K, contenu dans un méme corps ordonné que K,.

Démonstration.

1) 11 suffit de montrer qu’il existe i € I et m;

ind tels que o — m;a;
- sl a; est réelle, < o — aj,a] > = < a,a; > —ay; or par hypothése < a,a; > < 0 et
a; > 0.
- si ¢ € [im par hypothése on sait que a — m;a; est dans ¥ donc est un élément de
QQ a coordonnées toutes positives ou nulles alors par connexité du support de a,
a = (a — mia;) + miay, soit i € Sq_m,q, et celui-ci n’est pas réduit & {i} par hy-
potheése sur les éléments de K, soit il lui est lié; dans les deux cas, on a clairement
< a-ma;,a; > <0.

De plus cela implique de fagon évidente par (SR3b) ou par (C’) la seconde assertion
puisqu’alors a € V.

2) Supposons donc a € K et a = 3, na;
Considérons ¥, = {6 € ¥ /6§ = Ep;a; avec n; — p; € M; et § # a}. Par hypothése
Vi eI, M;inqo; CV et donc ¥, ;é

L’image par la fonction hauteur de ¥, est un ensemble borné de Q, qui admet

donc une borne supérieure p dans R. Soit § € ¥, dont la hauteur est dans [z — 1/2, u].

Supposons 3 = Y pia;.
i€l
On veut démontrer :

(¥) Ji € I, Am; € M; jnq tels que : B = a — mja; .

On suppose ceci faux.

a) Montrons que ceci implique 1’égalité des supports. Il est clair que S5 C S,.
Si S5 # S«, on considére une racine simple a; dans S, \ Sp liée au support de 3, (elle
existe par connexité de S, ).
Par hypothése < 3,a; > < 0, donc (SR3b) et (C’) impliquent que S+ n;a; € ¥, pour tout
n; € M; inq la négation de (*) et la maximalité de 5 entrainent alors une contradiction
avec 'hypothése i € S, \ Sp puisque la coordonnée de a suivant i est dans M; \ {0}. On
en déduit 1’égalité des supports.

b) Considérons alors le sous-ensemble de S,
={i€ S }\{j/n;=p;}={i€ Sa/pi <ni—3/4}
={i€ §o/3Im; € M;\{0};pi = n; —m; }.
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On a supposé 8 # a donc R # (. On veut démontrer que R # S,, c’est & dire qu’il existe
t € So pour lequel n; = p;.

Supposons le contraire, le support de a n’étant pas réduit & un élément, I’hypothe-
se R = S implique que pour tout élément j du support pour tout m; < n; — p; et
m; € Mjina, 8+ mja; < a, et §+ mja; # a (& cause de la négation de (*)) donc
aj+ [ ¢ ¥, par maximalité de 3 ce qui implique < 8,a; >« 0 pour tout j € 5.

On en déduit que A(S3)8 > 0 et donc A(Sg) qui est indécomposable (par connexité
de Sp) est de type fini ou affine.

D’autre part,

A(Sg)a <0 car a € K ce qui interdit. ’éventualité A(Sg) de type fini. Donc A(Sp)
est de type affine et grice au théoréme de classification on a :

A(Sp)B 2 0= A(S5)8=0

A(Sp)a < 0= A(Sp)a=0

a et' 3 sont tous deux des multiples positifs de la racine imaginaire positive minimale
6 du systéme de racines A(A(Sg)) de P’algebre de Kac-Moody associée & A(Sjp) 10 = né,
f=mbavec0<m< n.

Les hypotheses faites sur ¥ montrent qu’il contient I’ensemble A(A(S3))% des racines
réelles positives de A(A(S3)) et on sait, d’aprés (SR5) dans A(A(Sp)) et le fait que
A(A(Sp))™ = Z*§, qu’il existe une racine 7 telle que mé < y < né (au sens ou
les inégalités sont vérifiées coordonnées par coordonnées), comme v est réelle, elle est

différente de 8 = mé et @ = néd; ce qui contredit donc la “maximalité” de 3.

¢) On peut alors considérer une composante connexe F' de R, qui est alors par con-
nexité du support de a, liée & So \ R = {7 € S,; n; = p; }. On note ¢y un indice de F
suivant lequel une telle liaison existe. D’aprés la définition de R et les conditions (SR3b)
ou(C’)ona:
VieF, <fB,ai>2>0.

On pose §' = 3 ;cppici eton a:

<fhai>=<pai>-) pi<ajai>>0 (Vi€ F)
JgF -
<Blaiy>=<fay>-Y pi<ajain>>0
iEF
En effet, comme s € F, on sait que < aj,a; > < 0, pour tout 5 ¢ F, et qu’il existe
J € F tel que < aj,ai; > < 0. Comme (' est un élément dont toutes les coordonnées

sont strictement positives suivant F, la propriété précédente implique :

A(F) est de type fini.
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Si d’autre part on considére y = ) ;cp(ni — pi)ai, on a:

<v,ai>=<a-p,a;> (VieR)

car F est une composante connexe du support £ de a— 3, suivant laquelle les coordonnées
de a — (3 et de v coincident.

Pour i dans Fl,on a < a,a; > <0 et < f,a;> >0, ce qui implique :
<y,a;><0 (Vie F)
Toutes les coordonnées de 4 dans Q(F') sont strictement positives donc
la matrice A(F') ne peut pas é&tre de type fini

D’ou la contradiction cherchée.

d) Par suite, pour tout o élément de K, on peut trouver i € I et n; € M tel que

a—n;o; €V,

Dans le contexte actuel, notons alors :

K={ac @+\(U;€Im)Za; ; So est connexe et < a,a; > <0 (Vie I)}

Proposition 2.3.3.

On obtient la structure de Q

Q=WIL, U+tWI,, U+WK

Démonstration.

En appliquant la proposition (2.3.2) 3 ¥ = §+ avec M; = N pour tout ¢, on obtient
immédiatement le résultat important K C Q.

D’aprés la stabilité de {2 sous W, on a déja linclusion WII U -WIl;, UzWK C Q.
Il reste & montrer que toute racine pqsitive est conjuguée & un élément de la base ou de
K. Pour cela, il suffit de remarquer que d’aprés la proposition 2.2.2, si un élément de ﬁ+
n’est pas conjugué i un élément de la base, alors son orbite sous W est incluse dans @+.

On peut alors considérer un élément de hauteur minimale de cette orbite. On montre

alors facilement que cet élément est dans K.
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De fagon immédiate, on en déduit que :

Corollaire 2.3.4.

Le systéme de racines §! de la donnée radicielle associée & I’algébre de Kac-Moody-
Borcherds ne dépend pas de la réalisation, il est aussi le méme que celui de toute algébre
g, construite comme dans la remarque 2.1.1. 3).

Les systémes de racines [§] et (2, associé & cette algébre dépendent des réalisations

mais sont les mémes pour g,.

Corollaire 2.3.5.

On considére les systémes de racines 0 et [§].

Toute racine s’écrit comme combinaison linéaire & coefficients entiers tous de méme-
signe, des racines simples. Si a = ) n;a; est une décomposition telle que dans Cj on ait,

1€
E nia; € Q , on dira qu’il s’agit d’une “bonne décomposition”.
e Les systémes de racines ainsi considérés vérifient tous deux; les conditions déduites
des conditions de chaines (SR3) ou (SR3b) et (SR4), en particulier ils sont stables sous
P’action du groupe de Weyl;

Si a est une racine réelle et 3 une autre racine [3,8 £ a,...ro(3)] est dans le systéme
si 3 n’est pas proportionnelle a a.

Si a; est une racine imaginaire simple et  une autre racine positive (au sens ot il
existe une “bonne décomposition” de a dans };c;Na;), si < 8,a; > < 0 alors § + Na;
est inclus dans le systéme.

Les deux systémes vérifient (SR5), si lorsqu’on écrit, a € Q4, cela signifie qu’elle est

positive au sens précédent.
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IT

Construction de systemes

de racines a bases libres

3. Matrices de Borcherds relatives

K, désigne toujours un corps totalement ordonné, fixé dans la suite.

3.1. Définitions

Une matrice de Borcherds générale & coefficients dans Ky, 4 = (aij), ot (3,5) € I*,
d’ensemble d’indices I fini ou dénombrable, sera dite de Borcherds relative si elle vérifie
les propriétés : (B1); (B2); (B3); (B4) de 1.1, ainsi que :

(B5)i€ he = ai €{1,2};

On définit alors une partition de I par :

a;;i=1<=1¢€ly;

a;=2<=>1€1y;

a;; < 0<==>1¢€1l_;

a; =0<=>1€ Iy;
Onaalors [, = [ Uf; et L = ToulI_.

Une telle matrice sera dite de Kac-Moody relative si, de plus, tous ses coefficients sont
des entiers (cf [B3R] ot l'on trouvera la justification de ce genre de définition)

Si Iim = 0 et si A est de type fini, elle sera appelée matrice de Cartan relative.

Dans le cas des matrices de Borcherds relatives, on a a;; € Z si i € I et en général
2a;; € Z si i € I3. Le cas des matrices de Borcherds relatives telles que a;; € Z si i € I.

est particuliérement intéressant (cf 4.1).
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La matrice de Borcherds normalisée associée ¢ A, B(A) est déduite de A en multi-
pliant par deux tous les coeflicients d’une ligne indexée par i si i € I, autrement dit ses

coefficients b;; vérifient b;; = 2a;; si i € Iy, et b;; = a;; sinon.
Diagramme de Dynkin

Si A est une matrice de Borcherds relative, on lui associe un diagramme de Dynkin
ainsi construit :
A tout 7 € I, on associe un point, indexé par i, et auprés duquel on fait figurer a;; si

ce dernier est négatif ou nul, ou une croix si a;; = 1.
Si, et seulement si a;; # 0, on lie les sommets ¢ et 7 du diagramme.

Plus précisément, si 7 et j sont deux éléments de I,., on utilise les conventions de
Kac, [K; 4.7); si bijb;i < 4 et |b;;| > |bji], les deux sommets sont liés par |b;;| segments,
et ceux-¢i sont munis d’une fleche dirigée vers i si |b;;| > 1. Si b;;b; > 4, ou, si 'un des
deux au moins n’est pas dans I, on les lie par un trait gras au dessus duquel on note
|bi;| prés de i et |b;;| prés de j.

Le diagramme de Dynkin de A est donc celui de la matrice normalisée B(A) en

affectant, de plus, les sommets correspondants aux éléments de I> d’une croix.

Comme pour une matrice de Borcherds normalisée, A est indécomposable (cf 1.1) si

et seulement si son diagramme de Dynkin est un graphe connexe.

3.2. Matrice de Kac-Moody associée, Groupe de Weyl

Etant donnée une matrice de Borcherds relative, on lui associe une matrice de Kac-
Moody, notée K(A), définie par :
K(A) = (bii)(i,j)ef’ ol bi; = 2a;/ai; € Z, autrement dit K(A) = B(A(L.)) = B(A)(I:.)-
On introduit des symboles a;, ajpouri € ;I ={eo; /i€ I} et I"={aj/i€ I}.

Si J C I, on notera dans la suite :
I(J)={ai/i€J}; Q)= EBJZai; Qu(J) = @J@ai;
i€ i€
Q)= GBJZC!? Qo) = EgQa? Qg ()= EBJKW? Qx(J) = iesKa
i€ i i€

Lorsque J = I, (I) ne sera pas nécessairement indiqué.

On a donc une réalisation (Q@,Q(é,H,H‘) de A sur Q, pour la dualité entre @, et
Qg telleque aj; = < aj,aj > .

Le signe + (resp .—) en indice de ces ensembles (ou d’une partie de I’un d’eux) signifiera
que I’on ne considére que les éléments dont les coordonnées sont positives ou nulles (resp.

négatives ou nulles).
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Comme au chapitre I, on définit le support (resp. la hauteur) d’un élément appartenant
a I'un des ensembles précédents, comme ’ensemble des ¢ € I, tels que sa coordonnée

suivant @; (ou « ;) soit non nulle (resp. la somme de ses coordonnées).

Si i € [, on appellera coracine de a; 1’élément de @ (Ir.) :

o =2ai/aii .
ainsi aj = ajsii€ I, i =2ajisii € I et < aj,0f >= b;j; pour tout (4,5) € Irze.
On définit un élément de GL(Q, ) (qui stabilise QQ, Q et Q(Ir)), d’ordre deux en
posant, sous les hypotheéses précédentes,

ri(a) = a— < a,a; > o; pour tout & € Qg .

De méme, pour ¢ € [t en posant pour tout a” € Q)

ri(@)=a"-<aj,a">aj, ona r; € GL (Qk,) .

En général r; ne stabilise pas Q" (ni Q (Ir.)) par contre il stabilise Qé([,e) puisque 2a;; € Z
dés que j € [..

Proposition 3.2.1.

Le sous groupe de GL(Q . ) (resp. de GL(Q,, )) engendré par les r; (resp. par les ;)

pour i € [, est isomorphe au groupe de Coxeter :

W = (T,-/(Tirj)m‘f =1d si m;; < OO)

oi1, si A désigne b;;b;;, les coefficients m;; sont donnés par:

mi=1l;etsii#7j:

mi; =2+ A=0;
mi; =3 <> =1,
mi; =4 <> A =2;
mi; =6 4> =3
mij = 00 <> A > 4.

(I'ordre de r;r; étant I'ordre de sa restriction & Za; + Za;.)
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Remarques :
1) Dans la suite, via I'isomorphisme qui se déduit de ce résultat, on pourra identifier
r;"ar.
| 2) Le groupe de Wey! est donc celui attaché classiquement 2 la matrice de Kac-Moody

K(A) et son action sur Q(I;.) est I’action usuelle.

Démonstration.

L'ordre de rir; sur Q, est égal a celui de sa restriction & Za; @ Ze; c’est & dire m;;
comme ci-dessus ([Hée 1] ou 2.2.7 ). La proposition se raméne alors & un résultat classique
en théorie de Kac-Moody pour la restriction de W a Q(I;.) en considérant K(A) (cf n°
2.2).

m]

On définit comme au chapitre précédent la longueur d’un élément de W. Il est facile

de démontrer que W stabilise Q(I..), et que :

Vwe W, (w-1do)Q) C Qp.

ri(Qo,+) N Qg,- = QY a; .

La matrice {(A) étant a coefficients dans Z, on déduit de I’article de Hée ([Hée 1; II
12 (a)]) que (Q(Ire), II(Ire), {7i, (i € Le)}) est ce qu’il appelle une base de racines sur Z, il

en est de méme de (Q(Ire), I, {ri, (1 € Ite)}), 00 @' = P ZojetII'={a/a € (L)}
i€he
Grace a la connaissance des systémes de racines des algébres de Kac-Moody [K; 5.4]
on a alors :

Si on note :

K(IL.) = {a € Q4(Le)\UjerNa;/ < a,a; >< 0(Vi€ I.) et le support de « est connexe}

Lemme 3.2.2.

Le systéme de racines & base libre de ’algébre de Kac-Moody associée & K(A) est

& = WI(Le) U+WEK(I.).
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Lemme 3.2.3.

Soit w € W de longueur ! et w = r;,...r;, une décomposition réduite de w alors :

a‘) Tfl"'riz-—l(ail) € Q+(IRE)

b) Si, comme Hée, on note Sy = {a@ € Qf 1 /w(a) € Jg,-}ona:
Sw=Q{ai,ri(i_y)seeer iy Tig(@y) }

c) L’ensemble des i tels que r; apparaisse dans une décomposition réduite de w ne

dépend pas de la décomposition réduite considérée. On lappellera support de w.

Démonstration.

La possibilité d’utiliser les résultats établis par Hée est justifiée par la remarque faite
précédemment : (Q,II(I),{ri;¢ € IL.}), est ce qu’il appelle une base de racines. On
déduit donc a) et b) de [Hée 1; IT 9 et II 23], d’ailleurs a) est classique.

Pour ¢) on peut se référer au probléme des mots dans un systéme de Coxeter tel qu’il

est traité dans [Br].

Lemme 3.2.4.

On considére dans Q (resp. Qg)

A={a€Q+/w(a)—a€ ENa;,VwGW}
i€lre

Ag={a€Qqg+/wla)-ac E Q,aiVw e W}
t€Ire

B={0€Qs/ <a,ai><0, Vi€ L}

By={a€Qqg+/ <a,0i><0,VieL.}

On a alors

)

=Bg.

&

De plus si a € Ag et w € W sont tels que w(a) € Ag, alors w(a) = a et w s’écrit

comme un produit d’éléments r; pour des i € [, tels que < a,a; > = 0.

N.B: On a le résultat analogue en remplacant Q par Kj.
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Démonstration.
Il est clair que si a et w(a) sont simultanément dans Ag alors a = w(a).

L’inclusion Ag C Bg est claire :

Sia € Agetsii € I, alors ri(@) —a = — < a,0] > a; € 3 ;.. Q a; et donc
<a,a; > <0.
Remarque :

Notons que pour obtenir ce résultat on utilise essentiellement la propriété :

Viehe Q_oin Z Q,a; = {0}

jEIl'E

Démontrons l'inclusion contraire : Soit & € Bg, prouvons par récurrence sur /{w) que :

w(a)—a € Z Q,a;.
1€Ire

Si l(w) = 0, le résultat est évident.

Si l(w) = 1,31 € I tel que w = 1y, alors : w(a) —a = - < a,ai > a; € Q a; et donc
appartient & -, . Q, ;. De plus w(a) = « si et seulement si < a,aj > = 0.
Supposons que si w € W, l(w) <1~ 1,1 € N, w(e)—a € X, Q, a;

Soit alors w € W tel que I[(w) = [, et w = ry,...r;, une décomposition réduite de w,
w(a) —a = (ry..ri_,(a) —a) + ri..ri_,(riy(a) - a)

= (riyeriy_ (@) —a) +ri iy (- < a,a; > aj)
iy (@) — @ € 32,1 Q, o; par hypothése de récurrence;
TipeeTi_y (= < 0,05 > i) € 3., Q, a; par minimalité de la décomposition (lemme
3.2.3) et ’hypotheése sur a. De plus alors w(a) = a si et seulement si 7y, ...7;,_ (@) = a

et < a,aj > =0 d’ol le résultat anoncé.

Le résultat est alors évident en ce qui concerne 4 et B puisque ce sont exactement les

intersections respectives de Ag et By avec Q.
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3.3. Groupe de Weyl et classification des matrices de Kac-Moody relatives
Rappelons alors les résultats établis par Hée [Hée 1; II 17]

Proposition 3.3.1.

Si i et j sont dans [., si w est un élément de W tels que :
w(a;) = aj

Il existe un entier naturel n < l(w), une suite {wx}r<n d’éléments de W \ {1}, et deux

suites {ih}hSn+1, {jh}hgn dans I tels que :

W= wpewy W) =304, (wh)

1=1 tn41 = J

wh(aih) = aih+1’ih # Jhy tht1 € {ih,jh}, wy, € <’I‘,‘h,’l‘jh>
Miy . < 00 et {(wy) = my, j, — 1 avec de plus :

Si My, jn = 2np, thel = b €0 Wy = rjh(r,-ihrjh)nh—l

Simi, j, =2np+1, thyr = Jh et wp = (1,75 )™

Lemme 3.3.2.

Soit w € W, si w(ei) = poj avec p € N* alors : p =1,
a) sit et j sont distincts ¢ € I, j € I, et ils peuvent étre connectés dans le diagramme
de Dynkin par un chemin formé de liaisons simples entre des éléments de I;.

b) w(aj) =aj.

Démonstration.

Comme W stabilise ¢ et a; est indivisible dans @), il est clair que g = 1.

D’aprés ce qui a été vu avant, si ¢ € Iy, w(a;) — oy € Q(I), donc ’hypotheése
implique dans ce cas que ¢ = j. D’aprés 3.24, w = 7y, ...rjavec < aj,a;;, > = 0, pour
tous ces entiers. La matrice A posséde la propriété de symétrie combinatoire, par suite
< a;,,a; > est également nul et donc w(a ) =a E.v

Supposons dorénavant ¢ et 7 dans .

On sait que < w(ap),w(ai) > =< ap,ai >, en particulier les deux éléments ¢ et
J sont simultanément dans l'une des parties I; ou I;. On peut utiliser la proposition

précédente, or dans le cas qui nous intéresse on sait que m; ; € {2,3,4,6,00} .
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Si i # j, wi,(ai,) = ai,, implique que ’apparition de w;, dans la décomposition de
w, n'intervient pas dans I’action de w sur «;. Considérons alors dans la suite des i, les
éléments correspondants aux derniers termes des familles de termes consécutifs égaux,
maximales, on note J le sous-ensemble de {1...n} ainsi obtenu.
Alors w(e;) = wi;, ...w,-j'(ai) ou j, parcourt J.
Sous ces hypotheses, ij, # ij,,, donc m;; ; est impair est par suite égal & 3. On en
déduit que b;;b;; = 1 donc b;; = ai; = bji = aji =1
D’ou le résultat anoncé au niveau du diagramme de Dynkin.

La conjugaison des coracines est alors évidente.

Reste & voir que si w(a;) = a; avec ¢ € [, on a le méme résultat avec les coracines.
Mais ceci résulte du résultat dans les algébres de Kac-Moody démontré au chapitre I
(2.2.4).

O

Classification des matrices de Kac-Moody relatives indécomposables (MRI)

Les MRI de type fini sont les matrices de Cartan (cf [K; IV table Fin]) et la matrice
déduite de celle correspondant au systéme B, en divisant la derniére ligne par 2, le systeme

correspondant étant BC,,; son diagramme est :

Les MRI de type affine sont les matrices de type affine usuelles (cf [K; IV table Aff]

ainsi que celles dont les diagrammes de Dynkin sont :

1) AV >~
2) A{D* =1
3) Agi)x(nZQ) X oo ...... ——n

4) AP o=

5)CV* =2
6) Bl(l)x (23 —o...... oo %
(2)x x
7) D1 (n>2) 2o, KR =

8) Dfli(x (n>2) X e ... ... o)
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9) Z(()l) ® 0
Cette classification se déduit facilement de la classification des matrices de Kac-Moody
affines de 1.2.1 et 3.1. Elle correspond (sauf pour Zél)) a la classification des échelonnages

de Bruhat et Tits [BR T1; Br T2], cf [B3R]. D’ailleurs Z((,l) est le seul cas de matrice de

Borcherds indécomposable affine imaginaire.

Les MRI de type profini sont celles qui ont pour diagrammes de Dynkin :

1)A  oeeen e—oo—t—eo—e—o-e......
2) Atoo ——tt—t—t———e . ...

3) B Etrtr——r———e ... ...
4) Co =P b ... ...
5) BCx X oo, ...

Cette classification résulte de 3.1 et de 1’exercice 4.14 de [K].
3.4. Coracines

Corollaire 3.4.1.

Si o = w(a;), alors w(a i) ne dépend que de o (et pas de la racine simple ni de
Pélément du groupe de Weyl).

Dans ce cas, si © € I, il en est de méme de w(a;) qui sera appelé coracine de « et
notée o'

Si it € Lim, w(a) sera appelé la coracine de w(a;).

Démonstration.

D’apres ce qui précéde :
w(e;) = w'(a;) = w”lw’(aj) =a; == w'lw'(aj) =o;.

et dans ce cas ¢ et j sont dans la méme partie de [.
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Lemme 3.4.2 .

Siiel,etsiweW, alors:
Su(es) = Sw(a) -

Démonstration.

1) Supposons tout d’abord : € [, et utilisons les résultats de Hée. ® = WII(I.) est
’ensemble des racines associé & la base de racines (Q(Ire), [I(Lre), {7i, (i € Ite)}), il en est
de méme de & = WII" ot II' = {@j / ¢ € L} associé & (Q I, {ri, (i € Le)}), (c’est
aussi les ensembles de racines réelles des algébres de Kac-Moody associées 3 {(A) et & la
transposée de IK(A) dans le cas de réalisations libres.)

Si J est une partie de I,., Hée a établi [Hée ; I1 15] que ®(J) = ®nQ(J) = W(J).II(J)
(resp. ®(J) = W(J).II'(J)) donc est I’ensemble des racines associé & la base de racines
QU II(), fri, (i € 1)) (resp. (@), TECI), {ri, (5 € T1)).

On a alors, si le support de a est J, a € Q(J)N® et donc o € Q(J)N @ ce qui implique
Sy C So. Deméme, silesupport dea"est J,a” € Q(J)N® alors a € @(J)NP et on a ainsi
Iinclusion contraire. Ceci établit le résultat cherché puisque a = w(o;) = o = w(ay),

qui est proportionnel & w(aj).

2) Si i € Iim, on sait que w(a;) — o € Q(Ire), de méme w(a i) — ai € Q ;(Ire) et en

Q
fait on doit démontrer que ces deux éléments ont méme support.

Considérons une décomposition de longueur minimale de w, w = 7;,...7;_,

w(a;) —; = Z TipeeTiy (a;) - Ti ...r,-,‘_l(a;)

k<n
= Z TieTipo, (= < @i, f, > ay,)
k<n
Or, comme i € [im, on a évidemment < a;,aj > < 0, et par hypothése de minimalité

sur la décomposition on a selon (3.2.3) :

TipeeTip_y (@iy) € Q4

w(a;) — a; est la somme de tels éléments, son support est donc la réunion des supports

des r;,...7i,_,(@;, ) qui ne sont pas affectés d’un coefficient nul. On obtient bien sir une

décomposition tout & fait analogue de w(aj) — @i dans @ _. On sait, d’aprés 1) que :

»*
2

Sril"'r‘k—l(aik) = ST,‘I...T,‘ - (a; )
k—1 k
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De plus la matrice vérifiant la propriété de symétrie combinatoire, les coefficients des
termes 7i; .7, _, (@i, ) et 74, .74, _, (i, ) dans les deux décompositions sont simultanément

nuls ou strictement positifs. Ce qui démontre 1’égalité des supports.

[m]

Lemme 3.4.3.
Siiel,weW et w(a;)> 0 alorsw(ai)>0

Remarque :

Comme au 1.1 u > 0 signifie que ses coordonnées dans les bases choisies sont toutes

positives ou nulles.

Démonstration.
En effet, il résulte de la caractérisation de Sy, (3.2.3) et de son équivalent dans Q (I..),
qu’un élément positif de WII([,.) a une coracine positive, et réciproquement.

Pour a; avec i € [im, le résultat est clair en introduisant dans @ ., les parties :

Ag, ={aeQy+/w@)~ae > Kijo;,Ywe W)
t€lre

By ={acQy+/ <a,ai><0, Vi€ .}

On aencore A = B, etoa; € A", ce qui implique le résultat.

Lemme 3.4.4.

Si {Z,]} C Ire7 weWetsia= w(a]) € Q+)

<a,a; > <0<<=<a,ad><0

Démonstration.
D’apres [Hée 1; I 13, si @ = w(e;), 'élément r, = wr;w™" est bien défini, c’est &
dire ne dépend pas de la décomposition de o considérée.

ro(@i) = ai- < a,ai> o, avec & = w(aj). Il est clair que

j€l = a =w(aj);

J€L = a=w(2eaj).
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Les hypothéses ¢ € L. et o € Q4+, < a,a; > < 0, entrainent que o ne peut pas étre

proportionnelle & ;. On a donc :

<a,a;> 0= r(ai) €Q ) = rala;)) €EQy =< ;07> <0

\

Il reste & voir que si I’'un des deux termes est nul, les deux le sont, mais ceci résulte

trivialement du lemme 3.3.2 appliqué & w = r,.

Lemme 3.4.5.

Si a et B sont dans W(Il(I.)), < a,8" > et < f,a" > sont de méme signe au sens

strict.
Démonstration.
Si B = —a alors 8° = —a car alors 3 = ro(a). On peut donc supposer que a et 3

ne sont pas proportionnelles, que 5 = w(a;). On a alors facilement le résultat i 1’aide du

lemme précédent.

4. Systémes de racines a bases libres
4.1 Généralités

On suppose donnée une matrice de Borcherds relative, indexée par I = UL, Uloul_

partition définie comme précédemment.
Définition 1.

Pour tout 7 € I on suppose donnée une partie N; de Q:, de plus petit élément 1, ou

ne contenant pas sa borne inférieure, mais minorée par 3/4 et contenant 1, et telle que :

Si i€ I, alors N; = {1, 2}

Siie I, alors N; = {1}

Sii€letjE€ L., alors Niaj; C Z (en particulier, cela impose aj; € Z).
On note N; ;nq4, I’ensemble des éléments indécomposables de N; (ie les éléments p de N;
qui ne s’écrivent pas comme somme d’éléments de N;), et M; le plus petit sous ensemble
de Q, qui contient 0 et N; et qui est stable par ’addition (on a donc Mjaj;; C Z pour
J€ILe). Onalé€ Nijng et Niina = M;ing (avec les notations de 2.3.2).
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Définition 2.
On appellera alors systéme de racines a base libre Il = { a; };ey, associé & A et aux
N; un ensemble A (dont les éléments sont appelés des racines), qui vérifie les propriétés

suivantes :
(SRIb) ACQp; A=Ay UA_ oAy = ANQo+ =-A_= —(AF‘IQ@,_) ;
(SRQb) Viel, Q+a,-nA=N,-a,~ 3

(SR3b) Vi € I, Ve € A\ Za,
{a+kai/-—<a,0i><k<0}CAsi <a,a; > >0;
{a+ka;/-<a,0i>>2k>0}CAsi <a,a; > <0;

(SR4b) Vi € Ly, Yo € Ay \ Q,
<oa;i><0= a+ Ma; C Ay;
<a,ai>=0=a+n0a; ¢ Ay (Yn; € Niina);

(SR5b) Vo € Ay \ || Q, a;, il existe i € I et n; € Nj jng tels que :

i€l
a—n;a; €A

Remarques :

1) D’apres (SR1b) si a € A alors —a € A. D’aprés (SR1b) et (SR3b) A est stable par
T; pour ¢ € Jr.

2) Diagramme de Dynkin associé
A un tel systéme de racines a base libre, on associe le diagramme de Dynkin de la matrice
de Borcherds relative A, auquel on ajoute encore les ornements suivants :

Pour un sommet correspondant a un indice 7 imaginaire, on note en indice ’ensemble
N;, s’il n’est pas réduit a {1} .

3) L’hypothése N;aj;; C Z peut étre remplacée dans ce n° 4, par une hypothése un
peu moins forte qui est N;(2a;i/a;;) C Z néanmoins elle est nécessaire dans le n® 5 (a
partir de 5.3), c’est & dire pour lexistence du systéme de racines.

4) A partir des propriétés (SR1b), (SR2b), (SR5b), il est aisé de voir que si un
tel systéme existe, il est inclus dans :t@iGIM,-a,-. De plus M; \ {0} admet la méme
borne inférieure que N;, est engendré par N; ;nqg pour ’addition. Et il est clair enfin que

@D;c; £ Mia; est stable sous l'action de W (si j € L., M;aj; C Z).

Démonstration.

En effet, grace & (SR1b), et (SR5b), si a est dans Qg et dans le systéme de racines a
base libre, il existe une suite finie {¢;};<n, (n € N) d’éléments de I, telle que : pour tout
k < n, a—n; . —n;a;, estencore dans Qg est dans le systéme de racines et telle que

a — n;, ;.. — n;, o; est proportionnel a une racine de la base. D’ou le résultat.



~52 —

5) L’hypotheése Njai; C Z pour i € I, et la Temarque précédente assurent que pour
tout a € A, < a,aj >€ Z, Vi € I, ainsi ri(a) € a + Za; et ’ensemble décrit en (SR3b)
qui est appelé la “a;-chaine” de o & r;(a) contient 7;(a), de plus il coincide avec la
a;-chaine de ri(a) 3 a.

6) Sous I’hypothése (SR1b); (SR3b) est équivalente a la condition:

(SR3) (également appelée condition de chaines réelles) (cf 2.3.1)
Vi € Ie, Yo € Ay\Na; alors  {a+ka; [k € Z}INA = {a-paj,...,a+qa;} C Q4+
ol pet gsont dans Net p~g=<a,ej>.

Démonstration.

L’implication (SR3) = (SR3b) est évidente. Pour montrer la réciproque, considérons
I’ensemble S tel que { a+ka;/k € Z}NA = {a+ka;,k € §}. Par (SR1b), il est clair que
cette intersection étant nécessairement incluse dans Qg 4, S est un ensemble minoré de Z
donc S admet un plus petit élément noté —p. On a donc @ — pa; € A mais alors (SR3b)
implique 7;(e + pa;) = a+ (< a,a; > +p)a; € A et {-p,-p+ 1,..,p— < a,a;>}CS
car < a,a; >€ Z, cf remarque 5).

Si il existe un élément ¢ > p— < a,a; > dans 5, 'image par r; de a+qa; est également
dans A, donc, a—(< a,a; > +¢)a; € A = ALUA_, ce quiimplique —(< a,aj > +q) € S,
avec —(< a,aj > +¢) < —p, et donc contredit la caractérisation de p.

On obtient alors aisément tous les résultats de (SR3b).

7) Si i € Limy, < @j,a; >< 0 doncsi @ € Ay on a < a,a; >< 0. Ainsi
< a,ai >< 0 < 3n; € Nijng;a + nija; € Ay et la seconde assertion de (SR4b)
est une équivalence.

8) On verra (en 5.2.3 et 5.5.1) que tout a@ € A a un support S, connexe. L’hypothése
< a,a; >= 0 équivaut donc & S, U {i} disconnexe et implique donc
a+no; ¢ Ay, Vn; € M.

9) On dira toujours que «a; est une “racine simple” cependant lorsque N; n’est pas
inclus dans [1,00[, a; n’est pas bien déterminée par la demi-droite Q, «;.

10) On notera enfin qu’il sera possible de considérer dans une orbite sous W, 1’élément
de plus petite hauteur puisque si @ € ®;ecrM;a;, pour tout w dans le groupe de Weyl,
w(a) — @ est dans Q(Ire).

11) 1l serait possible dans ces définitions et les résultats qui vont suivre de remplacer

Q par un corps ordonné archimédien I{; contenu dans un méme corps ordonné que K.
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Motivation de ces définitions

D’apres 2.3.1, le systéme de racines a base libre d’une algébre de Kac-Moody-Borcherds
est du type indiqué avec N; = {1} pour tout i. Dans [B3R], on a rencontré de tels
systémes de racines avec N; = N pour ¢ € [i,. Dans [B; A 2.7] et [B-R], on trouve des
systémes avec I = I réduit & un élément et 1’ensemble correspondant
N; = {n € N/ n non multiple de s} pour un certain entier s.

La définition précédente est donc une généralisation naturelle. On verra d’ailleurs en
5.5.3 que beaucoup de ces systémes de racines sont des sytémes {2 associés i une algébre
de Kac-Moody-Borcherds.

En ce qui concerne N; :

- les raisonnements par récurrence sur la hauteur des racines nécessitent que 0 ne soit
pas adhérent & N;, on a donc supposé par normalisation que 1 € N; et N; C [3/4,+00].

- On aurait pu imposer : “N; contient sa borne inférieure ( dans R)”, ou “N; n’a pas de
points d’acccumulation dans R” ou méme “N; est & dénominateurs bornés” (c’est toujours
le cas s’il existe un j € L. tel que aj; # 0 et c’est vérifié dans la plupart des applications),
cela aurait eu I’avantage que «; soit bien déterminé pour tout i. Malheureusement cela
aurait compliqué les théorémes de passage au quotient et aux sous-systémes que l’on

démontrera.

4.2. Résultat d’unicité

Théoréme 4.2.1.

Sous les hypothéses précédentes, si, pour une famille de {N;};cp _ donnée, il existe un
systéme de racines a base libre alors il est unique. De plus, lorsqu’un tel systéme A existe,
il est le plus petit sous-ensemble ! de Q¢ qui vérifie (SR1b), (SR2b), (SR3b) et (SR4b).

N.B : §'il existe ce systéme est noté A(A,{Ni}iex_)-

Démonstration.

Considérons 1’ensemble F des sous-ensembles T' de @ qui vérifient simultanément
(SR1b), (SR2b), (SR3b), (SR4b). On note Q I’intersection de tous les éléments de F.
L’hypothése d’existence d’un systéme de racines donnée dans ce théoréme implique § # 0.

Montrons que 2 € §.

Q2 vérifie (SR1b) : si @ € Q alors a € T, pour tous les I' € §F sous-ensembles de Q¢ qui
vérifient tous (SR1b), par suite, —a € T’ pour tout I' € §F donc —a € R, le reste vient de

méme de fagon évidente.
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Q vérifie (SR2b) : N;a; est lintersection de I' et de Q, a;, pour tous les éléments de
§ donc QN Q, a; = N;ai.

(2 vérifie (SR3b) : Tous les T’ vérifient (SR3b), donc tous les éléments de § contiennent
la di-chajne liant @ & r;(e) si @ n’est pas proportionnelle & «;. Le résultat est donc bien
vérifié dans 2.

Q vérifie (SR4b) : Si ¢ € ;i et a dans 4 non proportionnelle & «;, dans chaque T’
de §, on a

<o, ><0=a+ Ma; CT4
<a,ai>=0=a+n;a; ¢y VYn; € Njind
et ceci pour tout T' dans §. Par suite;
<a,0>< 0= a+ M;a; CQy; -
<a,ai>=0= a+na; ¢ Q4 VnieN,-ind;
Il apparait donc que §2 € §.

Supposons a présent l’existence d’un systeme A vérifiant de plus (SR5b).

Comme A vérifie les 4 premiéres propriétés donc est un élément de §F, il est clair que
1 C A. Montrons l'inclusion contraire.
On considere § ’ensemble des parties de Qg qui vérifient les cing propriétés du théoréme

(par hypothése, cet ensemble n’est pas vide). Il est clair que Q@ C T pour tout T € §'.

Montrons qu’en réalité Q = I' pour tout I dans §, ce qui établira le résultat cherché.

Supposons au contraire qu’il existe A € §', qui ne soit pas inclus dans Q2. Par (SR1b),
qui est vérifié par les deux ensembles, il existe un élément § de A, qui n’est pas dans
4. L’ensemble des valeurs de la hauteur sur les éléments de A, \ 2, admet une borne
inférieure ho dans R. Soit alors un élément o de A4 \ Q4 tel que h(a) — ho < 1/2 . (la
hauteur étant comme précédemment la somme des coefficients de a dans la base des a;).

Par hypothése, A vérifie (SR5b), par suite il existe i € I et n; € N;inqg tel que
a —n;a; € Ay, Le coefficient de a suivant a; est nécessairement strictement positif et «
n’étant pas proportionnel a «;. De plus, il en-est de méme de o — n;a;, cet élément est
forcément (par minimalité de «) dans  puisque n; > 3/4, mais on sait que {2 vérifie les
quatre premiéres propriétés du théoreme, en conséquence :

a) Si ¢ € L.

a.l) Si < @ — n;a;,a; > <0 alors, par (SR4b) dans , a — n;e; +n;a; = a € Q

a.2) 81 < @ — nja;,ai > > 0 (donc est nul puisque @ — n;a; € AL) alors, par (SR4b)

dans A on a a — n;a; + n;a; ¢ A.
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Dans les deux cas, on a une contradiction avec I’hypothése @ € A\ Q.

b) Si ¢ € Ie. Griace 2 (SR3b), la aj-chaine liant @ — a; & son image sous r; est in-
cluse dans les deux systémes. Notre hypothése a ¢ Q implique donc < o —a;,a; > > 0.
Mais alors rj(a) € A4 et est de hauteur strictement inférieure a o puisque
ri{a) = a—- (< a—oa50; >+ < aj,a; >)a; = a—- (< a—- a0 > +2)a; dou
une contradiction avec la caractérisation de a puisque par (SR3b) dans {2, r;(a) n’est pas
non plus un élément de 2.

Par suite, un tel élément a ne peut exister et donc A = .

Remarque :

Si un ensemble A’ vérifie les mémes hypothéses que ci-dessus en remplagant toutefois
dans (SR4b) et (SR5b) N ;54 pour ¢ € [im, par un sous-ensemble §; non vide de M;, alors
la démonstration ci-dessus montre encore qﬁe A’ est égal & Q. D’ailleurs le A que I’on va

construire vérifie cette hypothese (SR4b) modifiée (cf 4.1 Rq 8 ou 5.4.1).

Théoréme 4.2.2.

Si pour tout ¢ dans I, on a N; C N, et si on suppose encore ’existence du systéme
de racines & base libre, il est inclus dans tous les sous-ensembles de () contenant II et
qui vérifient (SR1) (dont ’énoncé donné en 2.3.1 est identique & (SR1b) mais dans Q),
(SR2b), (SR3b), (SR4b). {c’est donc le plus petit d’entre eux.)

Remarque Si N; C Non a donc N;ing = {1} et M; = N et ainsi les hypothéses (SR4) de
2.3.1 et (SR4b) (resp. (SR5) de 2.3.1 et (SR5b)) sont équivalentes.

Démonstration.

On sait déja que sous les hypothéses de ce théoréme, le systéme est inclus dans @ (voir
Rq 4. n° 4.1). La démonstration est alors essentiellement la méme que celle du théoreme
précédent.

On consideére cette fois § I’ensemble des sous-ensembles I' de @ qui vérifient simul-
tanément (SR1), (SR2b), (SR3b), (SR4b). On note encore ) 'intersection de tous les
éléments de § (toujours non vide par 11’hypothése).

On a de méme (I € F, et si §' désigne a présent l’ensemble des parties de @ qui vérifient
les cinq premiéres propriétés du théoréme (par hypothése, cet ensemble n’est pas vide). Il
est clair que & C T pour tout T € §'.

L’inclusion contraire se démontre comme précédemment.



— 56—
Corollaire 4.2.3.
Si A(A,{N:}ier ) existe, alors pour toute partie J de I le systéme & base libre

A(A(J), {N:}ieg, na) existe également, plus précisément :

A(A(J), {Nitier, ns) = A(A, {Nitieg,) N Qa(J)

Démonstration.
La démonstration est facile, il suffit de vérifier que 'intersection considérée posséde

bien les propriétés exigées.

4.3. Conséquence pour le systéme  de racines d’une algebre

Dans le cas d’une algébre de Kac-Moody-Borcherds, il est clair que Qc Q est un

systéme de racines a base libre au sens 4.1 de é pour N; = {1} pour tout i € I.

On déduit alors du théoréme 4.2.1 le résultat suivant :

Corollaire 4.3.1.

Le systéme de racines ) est entiérement caractérisé par les propriétés énoncées en
2.3.1. C’est 4 dire que § est le systéme de racines & base libre au sens de 4.1 associé & la

matrice de Borcherds normalisée et aux ensembles N; = {1} pour tout ¢ € I.

5 Construction d’un systeme de racines i base libre
5.1 Premiers résultats d’inclusions

Soit A une matrice de Borcherds relative, et pour ¢ € I, N; vérifiant les hypotheses
de 4.1. Si le systéme de racines & base libre associé a A et aux N; existe on le notera en

général :

A(Aa {Ni}iGIim) . |

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur les données, on simplifiera les notations en le
notant A.
On a vu en remarque 1 de 4.1 que le systéme de racines est stable sous ’action du

groupe de Weyl, par suite :
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Proposition 5.1.1.

W (I(I.)) U 2W(I[(12)) U £W (Uiep, Nia;) C A

On sait de plus que A C * & M;a;, posons alors :
€]

K'={ace¢ BjerMjo; \ Uier(Q, )a; ; Sq est connexe et < a,a;> <0 (Vi€ L) }-

Dans la suite, on pose :

¥ = W(H(Ire)) U W(QH(Iz)) U :*:W(Uie[imN,‘a,') U :*:W(I&”) .
On verra (5.5.1) que ¥ est en fait le A cherché.

5.2 Premiéres propriétés de ¥

Lemme 5.2.1.

VU vérifie (SR1b) et de plus

¥ = W(II(L.)) U W(2L(I3)) U £ W (Usep Niai) U £W(K') .

Démonstration.

K'U (Uiep, Nia;) C Ag = Bg d’aprés 3.2.4, donc W(K' U (Uiep, Nia;)) C Qo+
De plus 1’élément de plus petite hauteur d’une orbite sous ’action de Wde ’ensemble
W(K'U(Uiep Nia;)) est dans Ag et est 'unique élément de Ag de cette orbite. D’ott les

réunions disjointes (vu 3.3.2).

D’autre part, on sait que si & = W(II(I.)) alors ® = &, U ®_, avec o_ = -, ceci
grace 3 3.3.2 et 2.3.1. Il est clair que la propriété est encore vraie pour W (2II(I;)), d’ou
le lemme. '

1]
Remarque

Dans le cas ot N; C N, M; = N et donc (SR1) est vrai dans Q.
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Lemme 5.2.2.

¥ vérifie (SR2b), c’est & dire :

UNQ o; = No;

+

Démonstration.
Pour tout o élément de K'U (User Nia;) on a w(a) — a € @ Qy a;. Par suite,
i€Tre
W (a) ne rencontre Q, a; que si ¢ € Iim et @ € N;a;. L’image par W d’une racine simple

réelle est dans @ (J;.) donc :

sit € [im ‘IIOQ+a,-=N,~a,-

D’autre part W(II(L.)) N Q, a; = W(II(L.)) N Na, et si, pour n entier w(a;) = na;
alors w“l(aj) = a;/n € Q, implique 7 = 1. De méme 2w(a;) = na; avec ¢ € I, implique

n =2 (et méme i = j d’apres 3.3.2).

Lemme 5.2.3.

Le support de chacun des éléments de ¥ (par abus provisoire de langage nous parlerons

de racines) est connexe.

Démonstration.

Remarquons que :

1) si B € W(K'Uiep, Niai) \ (' Uie Nie;), il existe un indice i € I tel que
< B,a; > > 0 (ceci car on a vu en 3.2.4 que l'intersection d’une orbite sous W et de
By = Ag contient au plus un élément).

2) De méme, si a € Q4 et a € W(II(I.) U 2II(12)) \ (II( L) U 2II(13)), il est clair
que a ¢ A car son orbite n’est pas contenue dans @4 et donc on peut également trouver
1 € I tel que < a,a; > > 0.

On démontre alors le lemme par récurrence sur la hauteur de 1’élément considéré dans
son orbite. Le résultat est trivialement vrai pour les éléments proportionnels aux “racines

simples” et pour les éléments de K’, qui sont les éléments de hauteur minimale dans leurs

orbites.

Considérons alors § € ¥ \ (K'U;er Nia;), d’aprés ce qui précede, on sait qu’il existe

i € Ire tel que < B,a; > > 0. Par suite 7;(3) qui est dans ¥, est de hauteur inférieure
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strictement & celle de 8. On peut donc appliquer ’hypothése de récurrence a r;(3) et on
sait donc que son support est connexe.

On sait enfin que < 7;(8),a; > < 0 et que le support de 3 est la réunion du support
de r:(0) et' de {7} qui d’apreés l'inégalité précédente sont liés. La connexité du support de

3 résulte alors trivialement de la connexité de celui de r;(3) et du lien entre celui-ci et <.

]
5.3. Les conditions de chaines réelles
Proposition 5.3.1.
Pouri € Le; sia € W(K'Ujer Nja;) C Qg .,
si <a,0i>2>0, {a+ka;/-<a,ai><k<0}C¥T;
si <a,0;><0, {a+ka;/-<a,ai>>k>0}CT;
Plus précisément ces chaines sont contenues dans W(K'U (Ujer_Nja;)).
Démonstration.
1) Démontrons tout d’abord ce résultat pour un élément de K'Ujef  Njaj;.
Dans ce cas < a,a; >< 0,8l < a,a; >= —p, ol p est un entier positif, il est clair que

a + ka; est dans K’ pour tout k entier positif strictement inférieur a la partie entiére de

p/2, notée E(p/2). On en déduit donc immédiatement que
{a+ka;; 0<k<E(p/2)}C V..

Par stabilité de ¥ sous 1’action de W, I'image de cette chaine par r; est aussi dans ¥.

Or, ri(a+ ka;) = a+ (p — k)a; et E(p/2) < p—E(p/2) <E(p/2) + 1. On en déduit donc

que la a;-chaine de a & ri{a) est entiérement incluse dans V.

2) Pour un élément o de W(K'Uj¢ep  Njaj), montrons que :

pour 1 € Ire, < a,a} ><0=a+a; € W(I(I Uielim N,‘Cl,‘) .
Pour cela, montrons tout d’abord que sous ces hypothéses, W(a + a;) C Qg+, C'est a
dire :
(Yw e W) (Ya € W(K' U Niay)) (Vi € L)
(< a,0;><0) = (wla+a;) € Qq+) .

Nous allons établir ce résultat par récurrence sur I(w).
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- Si l(w) = 0 le résultat est évident puisqu’il s’agit de la somme de termes positifs.

- Supposons le résultat vrai pour /(w) < n ol n est un entier strictement positif.

- Soit alors w de longueur n dans W, et considérons w = 7; ...r;,, une décomposition
réduite de w.

Supposons qu’il existe & dans W(K' Ui Nia;) et ¢ € I, tels que < a,a} >< 0 et
w(o+ ai) ¢ Qo+

On sait d’aprés ce qui précéde que w(a) € Qg 4 et que w(a;) € L U P

L’hypothése précédente implique donc que w(a;) € ®_.

D’apres le lemme 3.2.3, il existe k € {1...n} tel que r;,,...7;, (@;) = @,

Mais 8 = r4,,,...1i, (@) € W(I{IUieIim N;a;) et si k < n, et si on pose r;,...r;, = w’, alors

I(w') < l(w) et donc par ’hypothése de récurrence, on doit avoir :

<a,a;i>=<fya; ><0=vw'(f+ai)€ Qo+

ce qui contredit notre hypotheése.

Onadonck =n, a; = a;, et

w(o + a;) =r..ri, (e + a;)

=ripeli_ (@) + (- <a,0; > =1)ry.ri,_ (@i,)

Le premier terme de la somme est positif car a a toute son orbite sous W incluse dans
Qo+
Le coeflicient du second est positif : < a,a; > < —1 d’aprés la remarque 5 de 4.1.
Enfin le second terme est lui aussi positif par le lemme 3.2.3. '

On obtient bien une contradiction avec 'hypothése initiale et donc le résultat est
encore vrai pour w de longueur n.

Montrons & présent que, toujours sous les hypothéses de cette partie 2),

(Yw € W)  Su(ata) est connexe .

On sait déja que les supports de w(a) et de w(a;) le sont et sont liés puisque, par hypothése
< w(a),w(ai) >=<a,a;><0. ‘
- Si ces deux éléments sont positifs, on a le résultat cherché via le lemme 3.4.2.

- Reste le cas & nouveau o w(a;) € Qg,—, on considere alors ry(q,) = wriw™!, on a:

Tw(a.')(w(a)) = w(a)_ < w(a)’w(a;) > w(ai) € QQH‘ i

car a a son orbite incluse dans Qg,+.
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De plus :
Tw(as)(W(@)) = w(a)- < w(a),w(ai) > w(a;) € ¥

donc son support est connexe et 1’égalité :
w(a) + w(ai) = ry@)(w(a)) + (1+ < w(a), w(ai) >)wla:)

permet d’étabir la connexité du support de cet élément puisque : 7o, ) (wW(@)) € Qg +; le
scalaire (14+ < w(a),w(a;j >) est négatif ou nul, w(a;) € Qg,- et que les supports sont
liés puisque < 7y (o )w(a), w(ai) > = < w(a), —w(aj) > > 0.
Terminons alors la démonstration du résultat intermédiaire (2).
En considérant dans W(a + a;), ’élément de hauteur minimale, il est clair qu’on obtient
un élément de K'Ujep  Q, ai. Reste & montrer qu’il n’est pas dans Ujep, (Q, \ Nj)a;.
Supposons w(a + @;) € Q, @; avec j € Im. Alors w(a + ;) = gaj avec ¢ € Q, et
w € W = w(a) = ga; — w(a;) . Ce qui implique de fagon évidente w(o;) € Q- et
donc (d’aprés 3.4.3) < aj, w(ai) > > 0 puisque w(ea;) € Q et le support de w(a) est
connexe.
On a alors :
0>< a,a; >= < w(a),w(e;) >
= < qoj,w(ei) > — < wla;), w(aj) >
= < gaj,w(ai) > —2.
On sait de plus que < a,a; >€ Z et w(e;) € @-, on a donc nécessairement
< gaj,w(ai) >= 1. Par suite, 7y(q)(qa;) = gqoj — w(a;) = w(a)b ce qui implique,
par unicité de D'intersection avec Agp de 'orbite d’un élément de Ag que a = gaj, d’ol

nécessairement ¢ € NV ;.

3) Montrons a présent que la ; chaine de a & r;() est incluse dans W(K'U;ep_ Nici).
Montrons par récurrence sur la hauteur dans une orbite sous W que le résultat est vrai
pour tout élément de W (X' Ujep  Nicvi).

Si v est un élément de W(K'Ujep  Nia;), qui est de hauteur minimale dans son
orbite, le résultat est déja démontré puisqu’il s’agit alors d’un élément de K'U;cp_ Nia.

Supposons le résultat vrai pour tout élément de W(K'U;ep_ Nic;), de hauteur h < n
ot n > 1 (n n’est pas nécessairement'entier).

Supposons v € W(K'User, Niei) \ (K'Uier Nie;), et h(y) = n, on a alors les trois
cas possibles :

a) < y,a; > > 0, = h(ri(7)) < h(y) et le résultat est immédiat puisque par hy-
pothese de récurrence appliquée a r;(7), on sait que la chaine de r;(7) & son image 7 est

dans V.
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b) < 7,ai > = 0, le résultat est alors trivial.

)< 7,ai><0 = y+a; € WK' Uier, N;a;), d’aprés le résultat intermédiaire
établi précédemment. De plus, < v+ ka;,a; > < 0 pour tout entier £ compris strictement
entre 0 et la partie entiére de (— < v,ai > /2), (notée E(— < v, i > /2)). Donc par une

récurrence immédiate sur le résultat précédent :
v+ ka; € W(K'Uigr, Nia;) C ¥, (Vke€[0,E(- <7v,ai>/2)[NZ).
Grace 4 la stabilité de ¥ sous l’action de r; on obtient :
T+ (= <v,ai > —k)a; € W(K User, Niay) C ¥, (VE € [0,E(- < 7,0i > [2)[NZ)

Et comme
E(- <7,04i>/2)-1< (- <v,ai> -E(-<7v,0i>/2)- 1)

< E(= <7,0i>/2),

on obtient toute la chaine cherchée.

Proposition 5.3.2.

POUI'ieIre;
Siac¢ W(HUQH(IQ))\Nai,
{at+ka;/—<a,ai><Ek<0}C¥si <a,a; >>0;

{atka;/-<a,ai>>k>0}CV¥si <a,a; ><0.

Démonstration.
Pour des raisons de symétrie, il suffit évidemment de considérer le cas a € @ ;. On

démontre alors & nouveau le résultat intermédiaire :

Pour i € [, si @ € W(IIU2II(L3))\Nay, si a4 a; ¢ W(ILU2II(1,)), et si< a,a; > < 0

alors W(a 4+ a;) C @+ et le support de chacun de ses éléments est connexe.

1) Comme pour la proposition précédente, on établit par récurrence sur la longueur

de w:
Vi€ Le, Yw e W, Yo € (W(II)N Q4) \ Ne; tel que a + a; ¢ W(II U 21I(1,))

(< a,ai >< 0) = (w(a + ;) € Qg+ et Su(a+tas) €St connexe ) .
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Vi€ Ie, Yw € W, VB € (W(2I(15)) N Q4+ \ Ne;) tel que 8+ o; ¢ W(IT U 21I(13))
(< Byai><0) = (w(f+ ai) € Qg+ et Sy(g+ay) €St connexe ).

Si l{(w) =0, Ya € (W(ITU2II(I3)) N Q4+)\ Ny, si < a,ai >< 0,1l est clair que le
support est connexe et que 1’élément considéré est bien dans Q..

Admettons les deux propriétés vraies lorsque /(w) < » ol n est un entier strictement
positif.

Considérons alors w € W de longueur n et supposons un i € [ tel qu’il existe
un élément o dans (W(II) N Q4+) \ Ne; (resp. § € (W(2II(12)) N Q+) \ Ney), tel que
< a,a;>< 0 et pour lequel o + a; n’est pas dans W(IT U 2II(13)) N @4, et ne vérifie pas
w(a + ;) (resp. w(B + «;)) appartient & Qg 4 et Sy(ata;) (€SP Sy(stay)) est connexe.
On sait que pour tout w' dans W, {w'(a),w'(8),w'(a;)} C @4 UD_.

Comme < a,a; >< 0 (resp. < f,a; >< 0), il est clair que si les deux éléments de la
somme sont dans la méme partie de ® le support de la somme est connexe et que si de

plus ils sont tous deux dans ¢, on a tout le résultat cherché.

Donc ’hypothése précédente implique que I'un au moins des deux termes est dans
®_. Considérons w = r;,...1;,, une décomposition réduite de w, il existe un plus petit
indice 1%, k > 1 tel que 7, ..7; {a, 04} N ®_ # 0 (xesp. vy vy {5, i} N _ # D).

D’apreés le lemme 3.2.3, il est clair que comme a (resp. §) n’est pas proportionnel &
a; les deux racines ne sont pas envoyées simultanément dans ®_ et donc l'intersection
précédente est réduite a un élément.

On est alors dans 1’un des cas suivants :

a) @y, = Tiy,,--Ti, (@), on pose &' = r; .1 (a) (resp. B’ = 74, .7 (B)).
b) @i, = rig,,.Ti, (@), on pose a’ =1y, .1 (ai).

¢) 2a;, = ri,,.--Ti,(B), on pose alors o' = 7, .7 (o).
(Tous les éléments introduits ici étant positifs par hypothése de minimalité de %.)

D’aprés le lemme 3.4.5, pour les éléments conjugués aux racines simples réelles on a :
<a,o; >< =< a,a><0

Dans les deux premiers cas, on peut donc affirmer que < a',aj, >< 0 (resp.

<f',a;, > <0 et que o'+ a;, (resp. 3’ + a;, ) n’est pas un élément de (Il U 21I(I5)) .

Laissons provisoirement le cas ¢) de coté.
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Si k # n on a une contradiction avec I’hypothése de récurrence puisque si w' = 7.7
la longueur de w' est strictement inférieure & n alors que w'(e’ + a;, ) (resp. w'(8'+ @y, ))
ne vérifie pas w(a' + a;,) € Qq + et Sw(at+a;,) €St cONnexe .

Donc on a k = n, et par hypothése,

!
w(a+ a;) € Qg+ 0U Sy(ate;) D est Pas connexe

(resp. w(B+ ;) ¢ Qg+ OU Sy(gta,) N'est pas connexe ) .

Dans le cas b)

TiyoTiy (@t a;) =1 .ri _ (—a+ aj— < a;,a” > a) puisque a;, = a.
=71y, (et ai)~ (24 < a,a; >)r, i, _ (ai,)

Par hypothése de récurrence r;,...7; _,(a+a;) € @ + est a un support connexe, d’autre
part (24 < a,aj >) < 0 car < a,0; ># —1 puisque a + a; ¢ W(IIU 2II(1;)) . Enfin, par
minimalité de la décomposition de w, on sait que r;,...r;,_,(a;, ) € Q4.

Ces remarques imposent 7;,...7;, (e + a;) € Q+ et il apparait de méme que le support

de cet élément doit étre connexe puisque :
< riyerip (ot ag),riri_(ai) >=<a+ a0, >=2+ < a;,a ><L0

car < a;,a > < 0 (3.4.5) et est # —1 puisque a + a; ¢ W(II U 2II(I2)). Le cas ol ce

facteur est nul étant trivial dans la formule précédente.
Dans le cas a)
rieeri(a+ ai) =714, .ri,_ (—a; + 1i(a)) avec a; = oy,
= Til"'rin-l(a— <o,a; > o0;— ai)
=7y Ti,_ (@) + (= < a,a; > =1)ry...ri,_ (@)
mais < a,a] > < —2 puisque a + «; n’est pas dans W (Il U 2II(I;)) et par hypothése de
minimalité de ¥ = n on a 7;,...r; _,(a@) > 0, et par minimalité de la décomposition de
w, Ti...ri,_,(@;) > 0. On en déduit que r; ...r;, (@ + a;) est un élément positif dont le

support est connexe puisque < 7.7, _, (@), Ti,...7i,_, (@) > =< a,a; >< 0. (On aurait

pu dans cette démonstration du cas a) remplacer o par 3.)

Dans les deux cas a) et b), on obtient une contradiction avec les hypothéses faites, ce
qui établit le résultat cherché.

Supposons de plus @ € W(II), considérons alors 1’élément de W(«a + «;), de plus
petite hauteur, par ce qui précéde, il est clair qu'il s’agit d’un élément de K'NQ(I;.) donc

at+a; €V,
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Traitons alors le cas c), comme par cette hypothése ix € I3, on a ai, = 2a 4, donc
<a',a; > -2N"
De plus, o' est dans W(II) et on a < a’,a;;, > < 0, donc d’apres le résultat établi dans
les cas a) et b) , B + ai, est dans V¥, est positif, et a un support connexe.
-Siad'+a;, e W), <a+a;,,a; >=<ca e >+2<0
On a alors deux cas possibles :

1) < a' + a4, i, >= 0 mais alors r;, (') = @' + 2a;,, ce qui contredit I’hypotheése
B+ a; ¢ W(ILU 21I(13)).

2) < &'+ a;, ,a;; > < 0ce quiimplique o' 4+ 2a;, € ¥ a cause de la proposition 5.3.1,
donc S+ a; € V.
- Si o'+ a;, € W(ITU 2II(I;)), on a forcément < o', ;; > < —2 puisque par hypothese
a' 4+ 2a;, ¢ W(IIU2II(I7)). Par suite < o' + a;,, 05 > <0

Alors si @' + a;, € W(II), le résutat vient par a) ou b).

Si o' + a;, € 2W(II(I2)), pour ne pas contredire I’hypothése de récurrence, on doit
encore avoir kK = n donc 8 = 2a;,,a¢' = a;,etona:
Piyrin (B + @) =7 ri (@ + 20;,)

=ri, ot (@ =20, - < o af, > ;)

=1 .ri (@ +20; ) -4+ < ', >)ri i (ai))
On a encore :

TieTi,_ (@' + 205, ) € Q4 et de support connexe par hypothése de récurrence,
(4+ < &, ai, >) < 0 par parité de < o', a;] >,
TiyeeTin_, (@i, ) € Q4 par hypothése de minimalité de la décomposition de w.
On démontre comme précédemment en considérant 1’élément de hauteur minimale de

W(B + ;) qui est un élément de K’, que 8+ ; € V.

2) On termine alors la démonstration de la proposition en démontrant par récurrence
sur la hauteur de & que la a;-chaine de o & rj(a) est incluse dans V.

Sia=aj,avec J € I, notons —p =< a,a; >.

- Si p=0 ou 1, le résultat est immédiat.
- Sinon < a,a; > < 2 par suite, < a + a;,a; > < 0.

Si < a;, @ >< -2, I'élément a + ¢; est dans K’ et, d’aprés la propositon 5.3.1, la
a;-chaine de o+ «; a son image par r; est dans ¥, pour obtenir le résultat cherché il suffit
de remarquer qu’on peut compléter cette chaine en celle de o a r;(a) puisqu’il est évident
par stabilité de ¥ sous W que ri(a) € ¥ .

Si<aj,a>=-1,a+a; = ro(e;) est évidemment dans ¥.

Sinon < aj,a > =0, mais alors < a;,a; > = 0 et le cas est déja traité.

On obtient ainsi le résultat pour tout élément de II.
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Supposons I’hypothése de récurrence vérifiée pour tout élément a de hauteur stricte-
ment inférieure & n, ot n € N\ {0,1}.
Supposons alors que a vérifie les hypothéses de la proposition et est de hauteur n.
- Si < @,05 > > 0, on a le résultat en appliquant I’hypothése de récurrence a ri(a).
-Si < a,a; >€ {0,-1}, il n’y a rien & démontrer.
- Si < a,d; > < -1, on sait par ce qui précéde que a + a; € ¥.
Si a+ a; € W(K') le résultat est immédiat :
Gréce 4 la proposition 5.2.4, on a la chaine de a + a; 2 son image et on la compléte
par 7i(a) .
Sia+a; € W(l(L)U2(f)), < a+ a;,a; >=—-p (p€ N).
Par une récurrence immédiate sur le résultat intermédiaire,
(Vk € [0,E(p/2)[NZ), < a+ ka;,a; >< 0
donc a + ka; € ¥ (Vk € [0,E(p/2)|NZ)

Toujours grice a la stabilité de ¥ sous r;, on compléte la chaine.
5.4. Les conditions de chaines imaginaires

Proposition 5.4.1.

¥ vérifie (SR4b) plus précisément :

Vi € Iim, Vo € A4\ Q, ¢,

(i) <a,a;> <0< a+ Ma; C ¥,

(i) <a,a;>=0= a+mna; ¢V, (Vn; € M;);

Démonstration.
(i) Considérons i € Iy et a € ¥, \ Q,, montrons que si < a,a} > < 0 alors
o+ Mioa; C V.
L’hypothese impose de fagon évidente (par connexité de S, et lemme 3.4.2) la connexité
du support des éléments de a + M;a;
1) Si @ € K'U (Ujep_\(i3Vie5), @+na; € K' (Vo € M} := M;\ {0}),eton ale
résultat.
2) Sia=a;€l(L)etn; €Ny,
<aj+nia,a;> <0,
< a; + nioy,0; > = 24+ < njoy, a5 > < 2 par “symétrie” de la matrice (axiomes B2 et
B4) et est dans Z (car Niaj; CZ);
a) Si ce dernijer est négatif ou nul a; + n;a; € K' et le résultat vient par 1)
b) S’il est égal & 1, njaj; = —1 et rj(n;ja;) = nyja; +a; € ¥. De plus pour n} € M,
ona< a;+(n;i+njaja;><0et <aj+(n;+ni)a,a;><0.
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Donc a; + (ni+ n})a; € K' d’ot résultat .

3) Montrons a présent que si @ € W(K'U (Ujer Nja;))\ Qpoi ;
(<a,a;><0) = (a+na; € W(K')) (VYn; € M]

On sait en effet que pour tout élement w € W, w(n;a;) et w(e) sont dans P, ; M;a; et
que le support de w(n;a;)+ w(a) est connexe. Considérons 1’élément de hauteur minimale
de W(a + n;a;), il est clair qu'’il s’agit d’un élément de K'U (Ujep Q. ;).

Supposons a + n;a; = w(ka;),k € Q, et j € L alors il est clair que nécessairement
i = j. Par suite @ = w(ke;) — nio; = (k- ni)a; +vot v € 30, Q, aj. L'élément de
K'U(Ujer,, Njaj), B auquel a est conjugué est donc dans Q, i@ 3¢, Q, a;, mais alors
si a = w'(B), wH(nia;) + wlw'(8) = ka; impose que les deux termes du membre de
gauche qui sont positifs soient proportionnéls aa;:w i (nia;) = pa; et wlw'(B) = va;
avec y et v dans Q). Alors w'(f) = vw(a;) = (v/p)n;a; € Q, @5 ce qui est exclus par
hypothése sur 3. Ceci permet d’obtenir 3).

4) Si a = 2a; avec j € I et n; € Nj, on sait que < n;a4,0; > < 0 par les axiomes
B2 et B4 sur la matrice et qu’il est pair car j € Iy et Nya;; C Z.
< oj+niog, o > =24 < njoy,a; > <0, on est dans le cas a) de 2) donc njo; +aj € K'

a) Si < njaj,a; > < -4 20+ nia; € K' et on a le résultat grace au cas 1).

b) §i < njai,aj > = -2 alors nja;; = —1 et rj(na;) = niai + 2a; € W(Il(Iim)) de
plus pour n} € M7, < (ni + nj)ai + 2a;,a; > <0, donc (n; + nf)a; + 2a; € K' dou le

résultat.

5) a) VB € W(K'U (Ujer, Nia;))\ Q) a; on a d’aprés 3)
<B,ai><0=p4+Ma;CV.
B)Si e WIl(I.)) et < 8,05 > < 0, on sait (3.4.2) que :
<B,ai><0 =<a;,8><0
et pour tout n; € N;, < n;a;,3” > € Z, de plus par la proposition 5.3.1,
{nia;+ kB ,k G'Zﬂ [0,- <n;a;,f">]}C V.

v) Si B € W(2II(I3)) et < B,a% > <0

< B,ay> <0 = < niey,(0/2) > —2N
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Dans les deux cas on a ainsi 8 + n;a; € ¥, pour n; € N;.
De plus, il est clair que n;a; + 8 ne peut appartenir qu’a W (K’ U (Ujer_Nja;)) car son

support contient un élément imaginaire et le résultat cherché vient par le cas a).

VZSRER Y Y 7 : . . : A rw
(it) Montrons a présent que si ¢ € [ et n; € M :

ac¥, \Q,a; a+nja;cV¥ alors <a,05><0.

Ceci est évident puisqu’on a montré la connexité du support de a+n;a; sous ces hypothéses
et que de plus la racine simple considérée est imaginaire. (Il est nécessaire de supposer
a ¢ Q, a; pour le cas i € o).

Ce qui acheve la démonstration de la proposition.

5.5. Existence des systémes de racines

Théoréme 5.5.1.

Si A est une matrice de Borcherds relative et si les ensembles N; vérifient les hypothéses

de 4.1. Le systéme de racines a base libre associé existe et on a encore :

A(A,{N,'},‘EI) =V = W(H(Ire)) L W(QH(IQ)) U iW(UiEIimNiai) L W(I(’) .

Démonstration.

Il reste & montrer que ¥ vérifie (SR5b). Pour un élément de A non proportionnel a
une racine simple et qui n’est pas dans K’ le résultat est clair grice a la condition sur les
chaines réelles; pour un élément de K’’, il résulte de la proposition (2.3.2) qui s’applique a
¥, puisque (SR3) et (SR3b) sont équivalents sous ’hypothése (SR1b) (cf 4.1) et puisque
par ailleurs (C’) résulte de (SR4b). On en déduit donc que pour tout élément o de K', il

existe 1t € I et n; € N;yjuq tel que @ — nja; € UL

Corollaire 5.5.2.

Soit A une matrice de Borcherds relative, I son ensemble d’indices et I := I;eU Fim la
partition qui lui est associée par 1.1. A la matrice A, on associe la matrice de Kac-Moody

relative C définie par :
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(Vi € L) (Vi €1I) cij = ayj
(Vi€ Lm) (Vj€T) cij =0 <> ai; =0

¢;; = —1 sinon

Alors, si {N:}ier_ sont des parties de Q vérifiant les hypothéses habituelles, dans
Qo = ®ierQay, les sytémes de racines & bases libres A(A,{N;}ier, ) et A(C,{Ni}ier,,)

sont égaux.

Démonstration.

D’aprés les structures des deux systemes de racines, il suffit évidemment de démontrer
que les deux ensembles K correspondant a chacune des matrices (disons K 4 et K¢) sont
égaux. En effet, vu la construction de la matrice C a partir de A, la matrice de Kac-Moody
associde & A (K(A) cf 3.2) coincide avec celle associée & C, par suite les groupes de Weyl
associés sont les mémes.

En ce qui concerne les ensembles {4 et K¢ :

la condition de connexité du support est la méme dans les deux cas (puisque aux
coefficients prés les diagrammes de Dynkin des deux matrices sont les mémes),

les conditions < a,a; > < 0 coincident elles aussi puisque les lignes correspondant a
un indice réel sont les mémes dans les deux matrices. Ce qui établit 1’égalité cherchée.

0

Ezemple 5.5.3.

Soit A une matrice de Kac-Moody relative, d’ensemble d’indices /. On suppose que
Le=1h.

Ainsi pour tout i € I, on a N; = {1} et on pose dans ce cas S; = N;;

Pour ¢ € Iy, on prend N; = §; quelconque vérifiant les hypothéses de 4.1;

Pour i € I_, on prend une partie 5; de Q: de plus petit élément 1 ou ne contenant pas
de plus petit élément mais incluse dans [3/4,+00[ et contenant 1 (et vérifiant S;a;; C Z
pour j € Ire). On définit alors N; comme I’ensemble réunion de N; et des éléments de Q7

de la forme n = Z;;l njs;javec h>2,n; € N et s; € 5;, les s; étant tous différents.

On prend alors comme nouvel ensemble d’indices § = U;er{i} x 5;, et la matrice

B = (bn,) telle que si h = (4,s;) et I = (§,s;) bpy = sja;;

Si (5,57, II,1I") est une réalisation libre de A, on en fait une réalisation de B en posant
ap = sja; et ap = ojsi b =(7,8;). Alors le systéme de racines non libre  de 1’algébre

de Borcherds correspondante est le systéme & base libre A(A, {N;}).
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En effet, on peut considérer le systéme a base libre Q de l’algebre de Borcherds puis
son image dans §~ par I’application additive qui envoie ap sur @, (ol h parcourt S) et
qui est équivariante pour I’action de W. On sait que £ = W (£ Upes ap) UW (2 K) ol K
est ’ensemble des éléments a de ), g Narp, qui ont un support connexe non réduit a un
élément et tels que < a,a j > < 0 pour tout h. Or d’aprés ’hypothese sur la réalisation,
Vimage de K est exactement la réunion de l’ensemble des éléments o de 3 res Nag, qui
ont un support connexe non réduit a un élément et tels que < a,a ; > < 0 pour tout A et
des N;a;, 'image de la base est U;¢;5;c;. Par équivariance de ’application de projection,

on obtient I’égalité cherchée.

Remarque 5.5.4.

Supposons la matrice de Borcherds relative 4 A coefficients dans @ d’ordre {I| > 2 fini
et indécomposable (ainsi que des ensembles N; quelconques (contenant 1) pour ¢ € Fm).
Alors le vecteur u intervenant dans les trois types de la classification de 1.2 est & coefficients
dans Q] et on peut supposer que ses coefficients sont dans N* et premiers entre eux.

On note u = (u;);eret § = Eielu;a;, alors

- Pour le cas indéfini, § est une racine imaginaire positive de support I et contenue
dans K', plus précisément < §,a; > < 0 pour tout ¢ € I.

- Pour le cas affine, § est une racine imaginaire positive (la plus petite) de support I
et contenue dans K', plus précisément < §,a; >= 0 pour tout ¢ € I.

- Pour le cas fini, sauf dans le cas Ay, § n’est pas une racine, la plus grande racine g
d’un systéme de type fini vérifiant seulement Ay > 0 et Ap # 0 .

Remarque :
Cependant l’existence de p vérifiant ces deux conditions suffit & caractériser le cas du

type fini.
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ITI

Coracines des racines imaginaires

dans le cas libre

Dans ce chapitre, on suppose donnés A une matrice de Borcherds relative indexée par
I ainsi que, pour 7 € [y, des sous-ensembles N; de Q, vérifiant les hypothéses données en

4.1. On considere le systéme de racines & base libre associé A(A,{N;}ier) qu’on notera A.

6. Notion de cones radiciels duaux

6.1. Définitions et résultats utiles

Les éléments de II seront, comme toujours, appelés racines simples, les éléments de
W(II(I N2II(12))), racines réelles, les autres éléments de A, racines imaginaires. Dans

la suite, pour alléger les notations on pose :

K.= K'U (Uigp_Nia)

Parties de |

Si J est une partie de I et si le type de A(J) est défini (ce qui n’est pas toujours vrai
dans le cas décomposable), celui-ci sera également le type de J.

I1 est clair qu’un sous ensemble connexe J de I contenant un ¢ € Ji, est de type
indéfini ou éventuellement affine imaginaire si J est réduit & un élément de Ij.

De plus deux parties connexes de I seront dites liées si leur réunion est connexe.
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Racines et supports
~Une racine réelle n’a pas nécessairement un support de type fini.
Ezemple :
Dans le cas Agl), de diagramme de Dynkin
représenté ci-contre :
La racine a3 + a2 + 2a3 = ra(ra(ay))

est une racine réelle de support de type affine.

(De méme une racine conjuguée i une racine de type affine n’a pas nécessairement un

support de type affine.)

Par contre, il résultera de 6.2.1 qu’une racine imaginaire ne peut avoir qu’un support
de type indéfini ou affine. En effet, si & € Aimy, elle est conjuguée sous ’action de W a
un élément de K, 3, et le support de § est inclus dans celui de a.

Pour une racine o on notera F'S, la fermeture du support c’est & dire ’ensemble des

t € I qui sont dans le support ou qui lui sont liés.

Parties de la base

On notera IT% TI™; II;;115; o; TI_ les intersections de II et de QL) ; Q@(Iim);
Q(Q(Il) ; QQ(Ig) ; QQ(IO) ; QQ(I_); elles sont indexées par Iie, Lim, 11, 12, I, I-.

6.2. Propriétés des éléments de I,
Proposition 6.2.1.
Soit 1€ Le, we W et a € K,
((l(w) < I(raw)) = (h(w()) < k(riw(a)), Swia) C Sru(a)

(h(w(e)) < h(riw(@))) == ({(w) < I(riw))

Sous ces hypotheses, on a Sy(a) # Sr;uw(a) Si €t seulement si i ¢ §,,) mais est lié a

Sw(a) et alors S,.'.w(a) = Sw(a) U {Z}
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Démonstration.

D’apres (3.2.3), l(riw) = (w™lr;) > (w) = {(w™!) <= wl(a;) € Ay.
Ce qui implique < a,w™(aj) > < 0 ce qui permet d’établir h(w(a)) < h(r;w(a)) ainsi
que l’inclusion des supports.

Si h(w(a)) < h(r;w(a)),ona< a,w™(aj;) > < 0donc w™(a;) € Ay, ce qui entraine
le résultat proposé.

Sous ces hypothéses, on a r;w(a) = w(a)- < a,w™(ai) > ai, et les deux termes de

cette somme sont positifs, on a donc facilement la derniére assertion.

Remarques :

1) On a déja vu que si @ € K., w € W, on a §4 C Sya) Plus précisément,
il résulte de la proposition que si w = r; ...7;, est une décomposition réduite de w,
Sway C SaU{ay,...,aq}.

2) Il est clair & partir de ce résultat, et de 4.2.3, que si J est une partie de I alors
I’ensemble des racines réelles (resp. imaginaires) de A(A(J),{N;}icsny_) est 'ensemble
des racines réelles (resp. imaginaires) de A(A,{N;}icp_) qui sont dans QQ(J). En effet,
étant donné la structure des systémes de racines, il suffit de vérifier que (W K") OQQ(J) =
W(J)K'(J) (ot K'(J) est défini comme K’ mais & partir des @; pour ¢ € J). En fait, le
résultat pouvait également étre démontré en utilisant les résutats de Hée, qui permettent

d’établir 1’égalité des ensembles de racines réelles.

Proposition 6.2.2.

Soit o une racine appartenant & K.. 5i S, désigne toujours le support de a et si on

pose :

Zo={i€Sa/ <a,ai>=0},

alors seuls les cas suivants sont possibles :

a) So = Z4 et est de type affine, a est alors proportionnelle & la racine imaginaire
positive minimale de A(A(Sy)) ou a la “racine simple” a; si So = {i}.

b) Z est une partie de [,. qui est de type fini (non nécessairement connexe) ou vide,

donc strictement incluse dans le support.

Démonstration.
Considérons ¢, 1’élément précité, il est clair que S, n’est pas de type fini puisque
A(Sy) posséde une racine imaginaire.

Par construction, Z, C S,.
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1) Si Zy = Sa, dans Q(S4), 0n a :
a€Q(Sa), a>0, A(S)a=0

par suite, A(Sy) est nécessairement de type affine et comme dans ce cas on sait que le
corang de la matrice est 1, on a immédiatement le résultat annoncé. De plus il est clair
que si « est un élément de K, de support affine, on a §, = Z,.

2) Sinon, il existe un élément 7 de S, tel que < a,a; > < 0, puisque a est dans K.
Supposons alors Z, # 0 (cas ou il n’y a rien & montrer). On peut considérer 7' une
composante connexe de Z,. Par connexité de S,, il existe £ € T 1lié & S, \ Z,. Si

a= Z,’esa n;a;, on pose 3 = ZieT n;a;, on a alors :
VieT <a,a;>=0=<a-0,a;>+<b,a;>

mais, a — § est un élément de Qq(So \ T') qui est strictement positif et pour tout t € T'.
on a évidemment < a — f,a; ><0et < a— fF,a; >< 0 ce qui implique dans 1’égalité
ci-dessus < B, >>0et < B, > 2> 0 pour tout t € 7.

Par suite, dans @ (T), § est un élément strictement positif et A(T)3 > 0 et n’est pas

)
nul. A(T') est donc de type fini.
Le support de a est évidemment une partie finie de I, Z, est bien réunion d’un nombre

fini de composantes connexes de type fini.

Définition 6.2.3.

51 S est une partie finie et connexe de [ et Z une partie de S, on notera :

K(s,z):{aelx"c/sazset Zo=2}.
K'szy={0"€Q,+:5«=5,24=2 et <ana’><0(Viel)}.

ou Z, ={1€ Sy ; <ay,0">=0}.

Ay = W(II;) est formé des racines réelles positives non divisibles non multipliables.

A, = W(Ils) des racines réelles non divistbles, multipliables.

20, = W(2I1,) des racines réelles divisibles, non hzultipliables.

Ao = W(Up £ K1 1)) ot L parcourt les parties connexes de type affine de I, est
Pensemble des racines imaginaires affines (au sens général) .

Aoy = W(U(s,z) £ K(s5,z)) ot (S5, Z) parcourt I’ensemble des couples tels que S est
une partie de I finie et connexe et de type indéfini et Z une partie de type fini ou vide de

S, ’ensemble des racines imaginaires de type indéfini.
s g yp
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D’apres 6.2.2, A est la réunion disjointe de Ay, Ay, 242, Ag et A(_); de plus, K5 z)
est non vide si et seulement si on est dans [’un des cas définissant Ag et A(__).
D’aprés les résultats ci-dessus et 5.5.4, A contient une composante connexe de type

indéfini ou proindéfini si et seulement A_ # @ .

6.3. Le cone radiciel dual associé

Dans le début de ce numéro (jusqu’en 6.3.3) on considére Z une partie de type fini
(ou vide) de 1.
Par hypothése Z est de type fini et donc le groupe W(Z) est fini. De plus « est fixe

sous ’action de ce groupe.

Dans @ _, on pose :

(Cl)’
(Vi € I) af} = ( VV \ w(ai)
| )/ GW(Z)

Si on note J'(#) la composante connexe de Z U {i} contenant ¢, et J(3) := J'(i) N Z, alors

J(7) est la réunion des composantes connexes de Z liées a 4, et on a :

= (wamn) 3o

weW(J(1))

Lemme 6.3.1.

Pourtouti€ I;a} #0 < 1 ¢ Z

Démonstration.

Ceci est clair puisque, si ¢t ¢ Z, w(ai) € Ay pour tout w € W,etsit€ Z :
1 .
o= () T we)= () O () + ura)
W (2)| we%,:(z) 2|W( )| G%,:(Z)
O

Sia= Zies nio; est un élément de K'(s z) (ot § est une partie de I contenant Z), il est

fixe sous ’action de W(Z) et on a:

= Cnios=(rizy ) S 3 wle)

i€S ieS wEW(Z)

Z ni(a;)

ies\z
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Dans @ ,,, on pose également :

VieS\Z, oi= ) w(aj)

weW(Z)

=(wUlai+ ¥ (wad-ad)

weW(J(3))

W(z)|
IW(J())l
(La derniére décomposition montrant que les coordonnées de o7 sont positives ou nulles).

Lemme 6.3.2.

La matrice AV dont les coefficients sont :
< @j,di >=< a},af >=< aj,ai > pour i,j € I\ Z, est une matrice de Vinberg. Son
coefficient < aj, a7 > est entier si ¢ € [,. De plus < a;,a7 >> 0 (resp. = 0, < 0) si et

seulement si J'(i) est de type fini (resp. affine, indéfini).

Démonstration.

Si i et j sont tous les deux dans I\ Z et i # j, < a},ai > =< @j,07 >€ K1-.

De plus, il est clair sur sa formule de définition que a7 est fixe sous ’action de W(Z),
donc,si j € Z, < aj,a; >= 0.

Dans le calcul de A4(J'(3))a; (ot A* désigne la transposée de A) seule la coordonnée
< aj,a; > n’est pas nécessairement nulle et donc détermine le signe (au sens large) de
AY(J'(7)) af.

1) Si A*(J'(i)) est de type fini, comme o7 est positif, et non nul on a forcément
< aj,a; >> 0. (De plus, ¢ est forcément un indice réel donc pour tout w € W(J(7)),
w(aj) est & coefficients entiers, donc < a;,a; >€ N*.)

2) Si A*(J'(z)) est de type affine, en considérant «; et son opposé, on voit que
nécessairement < a;,a; >= 0.

3) Si A*Y(J'(3)) est de type indéfini, si on suppose A*({i} U J)a7 > 0, on a de méme
une absurdité, donc < a;, a7 > < 0.

Notons que de plus si ¢ # j pour 7 et j dans S\ Z,

(< aj,a7 >=0) =((Vw € W(Z)) < a;, w(a;) >=0)
= ((Vw € W(Z)) j n’est paslié & Sy 47))
= ((Yw € W(Z)) j n’est pas lié & Sy(q,)) (cf 3.4.2)
= ((Yw e W(Z)) < aj,w (a})>=0)
= (< aj, o >=0)
On a ainsi bien établi que A(!) est une matrice de Vinberg et les derniéres assertions

sont déja démontrées ou évidentes.
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Lemme 6.3.3.

Soit S une partie finie de I contenant Z.
Si A(S) est indécomposable alors A(Y)(S \ Z) est indécomposable;

Si A(S) est de type indéfini alors A((S\ Z) est de type indéfini.

Démonstration.

1) Supposons au contraire l’existence d’une partition de S\ Z = I; U I, telle que plour
toutz € I1,j € I, < a},a} >= 0. Par connexité de S, on peut trouver ¢; € I, i3 € I,
tels que dans {i;} U Z U {¢3}, iy et i, soient dans une méme composante connexe, plus
précisément il existe une partie connexe L de Z liée & ¢ et i io.

Par un raisonnement par ’absurde, on voit facilement qu’il existe w € W(L) tel que le
support de w(aj,) soit LU {iy} (sile support d’un élément n’est pas toute la composante
connexe on trouve un indice qui est lié & ce support sans étre dedans I'image par la
réflexion correspondante donne un élément de support plus grand). Par suite, pour un tel
w, < a;,, w(ai;) > < 0 ce qui contredit notre hypothése initiale < a;,,aj; >= 0.

2) On sait par hypotheése que A(S) et sa transposée sont de type indéfini, donc il

existe dans Q ,, (5) un vecteur strictement positif v, tel que A*(S)v < 0.

Considérons alors "= 3_ cw(z) w(v), on a facilement :

v= E n;a; = U = E n;a; .

€S €S

Les n; étant tous strictement positifs, le vecteur v est strictement positif dans €@ Kiaj,
i€S\Z
et pour tout j dans S\ Z, < a;,0">=< a},v > =< aj,v > < 0 puisque a} est un élément

positif non nul de Qo(S). Par suite, on a montré que A (S\ Z)v < 0, ce qui prouve que

cette matrice est de type indéfini.

N.B : Il est clair que de plus,si i € Z, < a;,v" >= 0, v est donc un élément de K (s z)

qui ne peut donc étre vide.

Proposition 6.3.4.

Si (S, Z) est un couple de parties de I tel que : S est finie et connexe, Z est une partie

de §,

]‘,(S,Z) 75 @ f—— I\"A(S,Z) 75 @
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Démonstration.

D’apres (6.2.2), si S est de type fini le résultat est évident puisque les deux cones sont
vides. De méme, on traite facilement le cas affine.

Si § est de type indéfini et K5 7) # 0, alors Z est de type fini et il est clair que dans
la démonstration précédente du 2) (cf le N.B) pour tout i € Z on a < @;,v > = 0 ce qui
montre que K (s z) n’est pas vide.

La réciproque se montre de fagon tout a fait analogue.

Corollaire 6.3.5.

Si (S, Z) est un couple de sous-ensembles de I vérifiant les hypothéses de la proposition

6.3.4,
K(s,z) # 0 <= (5,Z) vérifie 'une des deux conditions suivantes :

- La partie S est de type affineet 5 = Z;
- La partie 5 est de type indéfini et Z est vide

ou de type fini, éventuellement non connexe.

Démonstration.

L’implication = est claire a partir de 6.2.2.

L’implication <= résulte de la démonstration précédente puisque I’hypothése d’existence
de ’élément v n’était basée que sur ’hypotheése “S est de type indéfini”, on peut toujours
A partir de v, construire ¢~ fixe sous I'action de W(Z) si Z est fini. Le cas affine se traite

facilement.

6.4. Définition des cénes duaux

Proposition 6.4.1.

Si (S,2) et (L,J) sont deux couples vérifiant les hypothéses de 6.3.4, et si w et w'

sont deux éléments de W,

w(K L) Nw'(Kisz) =0, wK () nw(K(sz)=0

sauf si (8,2) = (L,J) et w™'w' fixe K1, 5y et K(p 5.
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N.B : On établit au passage le résultat intéressant suivant

Sia®€ K'sz) etsiwe W est tel que w(a”) = a”alors w € W((I\ FS4) U Z,), ainsi

que le résultat analogue pour K (g, z).

Démonstration.
1) Dans la démonstration du lemme 3.4.3, on a introduit les ensembles A” et B si
a” € K75 z), on a encore la caractérisation de a” comme unique élément de hauteur

minimale de son orbite, et donc :

< aj,w(a’)><0 (Vi€ l.) = wa)=a".
Supposons w{K (1.7)) N w'(K (s,2) # § alors K7 5 N w™lw'(K(s,2)) # 0, or un
élément o de cette intersection est, d’aprés la remarque précédente fixe par w~lw’, donc

il est clair que cela implique 1’égalité des deux couples.

2) Soit a” € K57y et w € W tel que w(a”) = a”. Considérons une décomposition
minimale de w, w = r;...r; , on voit facilement (3.2.4) que pour tout k entre 1 et n,
i, (@) = a. Par suite, < a,a;; >= 0 ce qui prouve que 1x € (I \ F'Sy)U Zyet ainsi w fixe
point par point K (s 7 et K (5 7).

(On a évidemment le méme résultat dans @ ,.)

3) Revenons a la situation du 1), alors w™ w’ € W((I\ F'So) U Z4), et donc fixe tout

élément de (s z).

Corollaire 6.4.2.

Soit @ € K, si C désigne le cone wK(s, 7., alors le cone wK "5, z,) dépend unique-
ment de C et non du choix de w ou de a.

Il est licite de poser : C"= wh (s, z,) et:

C et C'"sont alors appelés cénes duauz

Démonstration.

Elle est immédiate par ce qui précede.
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7. Coracines

7.1. Propriétés des cones duaux

Proposition 7.1.1.

Soient a et § deux éléments de K.,
a) < a,K“(SB,ZB) >C K-
b) < a,K“(SB,ZB) >NET_#0 =< arKA(SB,ZB) >C K7_ .

Démonstration.

a) Par hypothése « est dans K., et le cone K "(g, 7,y est formé d’éléments positifs
donc a) est évident.

b) 8i < @, K (s,,25) > NEK7_ # 0, il existe " € I "(g, z,) tel que < a,7" > < 0, par
suite le support de a rencontre F'S.-\ Z,-, qui est égal & F'Ss-\ Zs- pour tout § du cone

K*(s;,24), ce qui montre que < @, {"(s,, z,) > ne rencontre pas {0}.

Proposition 7.1.2.

Sous les hypothéses de la proposition précédente :

Si B est un élément quelconque de K (s, z,),

< a,3">= 0 <= les supports de « et de 3 sont disjoints
ou « et sont proportionnelles

de rapport dans @Q, et de type affine.

Démonstration.

Si <a,f">=0o0na< aK"g, z,) >= {0} ce qui implique que le support de a est
inclus dans la réunion de I \ F'Sg et Zg qui sont deux parties non liées de 1.

Si B n’est pas de type affine, Zs est de type fini, ce qui implique que S4 (qui ne peut
pas étre de type fini car a € K,) est forcément par connexité inclus dans 7 \ F'S,. On en
déduit que S, et S sont disjoints.

Si B est de type affine,

-si So C Sg,on a S, = S (car S, n'est pas de type fini) et les deux racines sont
nécessairement affines proportionnelles car (s, s,) C Q, @;
- sinon, S, C I'\ FS, et S, et S ne peuvent étre liés.

La réciproque de ces deux assertions est claire.



- 81 -

7.2. Choix d’une coracine

Sia € K4, sgn(a) signifiera 0 si a est nul, + (resp. —) si a est strictement positif (resp.

négatif).

Proposition 7.2.1.

Soit a une racine imaginaire positive, on sait qu’elle est conjuguée, sous ’action de
W & un unique élément v de K.. 5i a = w(y), a € w(K (s, z,)), notons C(a) ce céne et
C(a) = wK (s, z,) son dual au sens de 6.4.2.
Si B € Ay est donné, et 6~ quelconque dans C(a) = C7, alors : sgn(< §,6" >) ne dépend

pas du choix de §” et si f € AX", le scalaire < 3,8 > est toujours négatif ou nul.

Démonstration.

1) Avec les notations, si §” € C"~de I’énoncé, et si 7" = w™1(6") € w™1C "= K5, z.)
ona:
<B,6°><08<w(8),7>< 0B w(8) € Ay et Symr(py N (FS,\ Z,) # 0
< B8 >=08<cw(8),7>=08 w(3) € Aet Symi(p) N (FS,\ 2Z,) =0
< B8 >>0 &< w(8),7>>0 8 w(B) € A et Sy N (FSy\ Z,) # 0

Les trois équivalences (b) ne dépendent pas du choix de 7" dans le céne dual K5z ),
et il s’agit donc de voir que les équivalences (a) ne dépendent pas du choix de w tel que
w(v") € C(a). Mais alors d’apres 6.4.1, w € W, = W((I\ FS,)U Z,) et il fixe le cone
K (s, z,) et son dual point par point.

2) Si 8 est une racine imaginaire positive, on a w~!(8) € A pour tout w dans W et

donc < 3,6" > < 0.

Proposition 7.2.2.
Si 3 est une racine imaginaire, on considére 3~ € C7(f), alors B et 3~ ont méme

support.

Remarque

On connait déja le résultat analogue pour une racine réelle et sa coracine (cf. 3.4.2).
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Démonstration.
On considére encore ’élément v € K, tel qu’il existe w tel que 8 = w(7y).
On raisonne par récurrence sur la longueur de w.
Si l(w) = 0, le résultat est clair par définition du cdne dual.
Supposons le résultat vrai si la longueur de w est inférieure ou égale a n — 1 ol n € N™.
Considérons alors un élément w de W de longueur n, et w = r;,...r;, une décomposition
réduite de celui-ci.
Par hypothése de récurrence 7,...7; (y) = 7y, w(y) et 7, w(y") ont méme support, et
d’aprés la proposition 6.2.1, il est clair que Sr,-lw(v) C Su(y) avec inclusion stricte et
Suw(a) = Sriw(a) U {i} si et seulement si 43 ¢ () mais lui est lié.
On en déduit facilement qu’il en est de méme pour 'inclusion de Sri, wiv?) dans S,(q%)-

D’otu le résultat.

Définition 7.2.3.

Pour tout couple (5, Z) vérifiant les hypothéses de 6.3.4, on choisit arbitrairement un
élément de K (s, z).

Sit € Iim, pour le couple ({z},0) (ou ({i},{i}) avec ¢ € I;), on choisira comme élément
a ;. Ainsi la nouvelle définition est bien compatible avec la précédente.

Si a est un élément de K'(s z), I’élément précédemment défini sera la coracine de a
notée a”.

Si 3 est une racine imaginaire positive, il existe w € W tel que w(f) est dans K. donc
dans un cone K{(5 z) sa coracine sera (4)" = w™!(a"), ot a" = (w(8))" (on a vu en 6.4.1
que cet élément 3" ne dépend pas du choix de w tel que w(p) € K..)

Si a est une racine imaginaire négative, sa coracine sera —(—a)".

D’aprés 6.2.3, a est une racine imaginaire de type affine (resp. indéfini) si et seulement

si < a,a”>=0 (resp. < a,a" ><0).

Remarque :

Dans le cas du systéme de racines d’une algébre de Kac-Moody pour une matrice 4
symétrisable, si « est une racine imaginaire, Kac ([K, 2.2]) établit que {g,,g_,] est de
dimension un. On peut alors trouver un générateur « de cette droite tel qu’on ait les
propriétés analogues a celles du corollaire 7.2.4.

Cet élément est un choix possible pour la coracine c’est & dire qu’il est bien situé dans
le cone dual; ce choix permet une “bonne détermination” de la coracine. Pourtant, méme
dans le cas symétrisable, le cone dual n’est pas réduit & une demi-droite, un autre choix

est donc possible.
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Corollaire 7.2.4.

Si a est une racine imaginaire et § une racine quelconque,

<a,f'>=0<=<6,0">=0

B> . <

+

B,0"> >0

i

<a,

Remarque :

Le résultat analogue est déja connu si les deux racines sont réelles (3.4.4).

Démonstration.
En conjuguant par £W, on se rameéne au cas ot a € K,.. Quitte & changer § en -0
on a de plus § € A4. On utilise alors les équivalences démontrées & la proposition 7.2.1

(vu 7.2.2 et 3.4.2).
7.3. Application a 1’étude du systéme de racines

Proposition 7.3.1.

Considérons la chambre de Weyl négative :
C(l"n = {a e Q(ﬁ) / < a7aiﬂ > S 0 (Vz e Ire)}

et le céne de Tits négatif :

X =U,ew wC@

Alorson a :
X' ={ac Q@/ < a,f” >> 0 pour au plus un nombre fini de racines réelles positives }.

X " est un cone convexe.

Démonstration.
On note X' = {a € Q

réelles positives }.

o / < «,B >> 0 pour au plus un nombre fini de racines

Si a est un élément de Q,, on note
M,={8eAY, /] <opf >>0}

Avec cette définition, o € X' &= |M,| < .
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Si a € C, |M4| = 0 donc B

ce qui établira I'inclusion X C X'

o C X'. Montrons que X’ est stable sous I’action de W,
Pour cela les générateurs r; ot ¢ € [, de W étant d’ordre deux, il suffit d’établir que
ri(X') C X"
Soit & un élément de X', on a < r;(a),f” >= < a,r(87) >.
Or si § est une racine réelle positive son image par 7; est une racine positive si et seulement
si € (A% \ {@i,2a:}) U {—a;i,—2a;} et r; induit une involution de cet ensemble.
Donc si {Mg] est fini, il en de méme de |M,,(q)}, et donc 74(a) € X'

Pour montrer I’inclusion contraire on raisonne par récurrence sur le nombre d’éléments
de M, ot @ € X'.
- 8i |[Ma| = 0, a € Cj; donc est dans le cone de Tits.
- Supposons le résultat établi si le cardinal de M, est strictement inférieur & n ot n € N*.
- Considérons alors a tel que A, = n, il existe au moins un éléI/nent réel de la base, o;
tel que < a,aj > > 0 (raisonnement par I’absurde immédiat)
D’aprés les remarques précédentes, M, (o) = Mo\ {@i, 20} Aol |My, ()| = |Ma| - 2/ai;.
Par hypothése de récurrence r;(a) € X" et par stabilité évidente du céne de Tits sous
laction de W, « est dans X .

Il est évident sur la définition de X' que X' = X est un céne convexe.

En effet si o et 3 sont dans X', etsit € Q, N [0,1],si vy € A, on a:

<ta+(1=-t)B,v>>0= 7€ MsUMg donc
Ai[ta_*_(l_g)ﬁ C .Af[a U A./['@ == l]\lta-{-(l—-i)ﬁl < IAIQI + IM'@I < o0,

etsit€ Q,, My = M, donc ta € X'

Proposition 7.3.2.

Si o et 3 sont deux racines imaginaires positives, alors :
<a,f > <0==a+pe Al

sauf s’il existe w € W et i € I tels que w(a) et w(f) sont dans N;a;.

N.B :Le cas exclus dans cette proposition est tel que a € Q:ﬂ.

Remarque :
Le résultat analogue (o + § € A)est déja connu si 'une des deux racines est réelle (et
sans autre condition sur a et § que o € QF ) a cause de la condition de chaine, de 7.2.4

et 3.4.4.
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Démonstration.

On a montré que 3, et 3” ont méme support et donc comme < «,3">< 0, 54 et Sp
sont liés. Il est clair que K, C C@ donc une racine imaginaire positive est un élément du
cone de Tits.

Par convexité de ce cone, on a o + § € X, et donc par la proposition 7.3.1, il existe
un élément w du groupe de Weyl, tel que w{a + §) € CQ.

Pour montrer que a + 3 est une racine, il suffit d’établir que cet élément est dans K..
Il s’agit d’un élément de R = ), ; M;o; & coordonnées toutes positives ou nulles puisque

(Wa U W) C Af™. De plus le support de cet élément est connexe, puisque
< w(a),{w(f)) > =< wla),w(f)>=<a,0"><0.

Donc, sauf dans le cas ot w(a) et w(3) sont proportionnelles & une méme racine simple,

w(a+ ) € K..

Proposition 7.3.3.

Si o et 3 sont deux racines imaginaires positives :
f=]

a+f€A=<0ap" > <0 saufsi a et § sont Q-proportionnelles

et de type affine.

Démonstration.
Considérons w € W et v € I, tels que § = w(7y).
a+pf €A = wla+p)€ A, et donc les supports de w(a) et de v sont forcément liés.

Par suite, il existe i € §(4) tel que < a;,7" > < 0 (et donc < w(a), 7" > < 0), sauf dans
le cas olt le support de w(a) est inclus dans Z,.
Mais la racine a étant imaginaire, (o) ne peut pas étre de type fini (puisqu’il contient
le support de la racine située dans K, conjuguée a a).

Ainsi, soit les deux racines w(c) et v ont méme support Z, = S, = Sy (q) de type
affine et donc o et 3 sont de type affine et proportionnelles avec un coefficient dans Q_,

soit < a,3"> < 0.
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IV

Systemes générateurs de racines et

systémes de racines engendrés.

K désigne un corps de caractéristique 0, (resp. ’anneau des entiers).

8. Systémes générateurs de racines, définitions

8.1. Définitions

Un systéme générateur de racines (en abrégé S.G.R.) sur K (resp sur Z ) est la donnée
d’un 7-uplet S = (4, V, V", <,>, II, IT", {N"}"Gfim) ol :
(SGR1) A est une matrice de Borcherds relative, a coefficients dans @, indexée par I x I;
(SGR2) V et V" sont des K-modules libres (ie deux K-espaces vectoriels si K # Z);

(SGR3) <, > définie sur V x V", est une dualité entre ces deux K-modules. Pour @ € V~
on note [a] 'image de o dans le dual V* de V;

(SGR4) Pour chaque ¢ € [, N; est une partie de Q: de plus petit élément 1 ou ne
contenant pas sa borne inférieure dans R mais minorée par 3/4 et contenant 1,
telle que pour tout j € L. et pour tout ¢ € I on ait N;a;; C Z (en particulier
a;; € Z). Dans le cas ou V est un Z-module libre, on suppose de plus N;a; C V.

(SGR5) IT C V, (appelée la base) II" C V", (la cobase), indexées par I et telles que pour
tous i et j dans I, < aj,a7 >=a;j; .

(SGR6) Les conditions suivantes sont satisfaites :

a) Si J est une réunion finie de composantes connexes de I de type affine, alors
un élément u = ), ;nia; tel que »; € N* pour tout ¢ € J, et pour lequel
A(J)u = 0, n’est pas nul dans V.

b) Quelque soit j € Iim, @i ¢ Q, @; pour i # j.
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Sous les hypothéses de SGR4, on note :

- Pour i € L, Ni={1,2/aii};

- M;, pour tout ¢ € I, la plus petite partie de Q_, contenant N; U {0} et stable sous
I’addition.

Il est clair que M := M; \ {0} possede également les deux propriétés :

- 1 est le plus petit élément de M ou 1 € M} et M C [3/4;+0co[ n’a pas de plus
petit élément.

- M,-a]-,- C Zsi 7 € Ite-
N.B : Comme pour chaque composante connexe J; de type affine, la matrice A(Jy) est
de corang 1, I’hypothése SGR6a) est équivalente & celle obtenue en supposant les n;
dans Q, et d’aprés (1.2) ceci équivaut également si [ est fini & I’existence d’une Q-forme
linéaire sur V prenant des valeurs strictement positives sur les éléments de l’ensemble :
E:={veY,;Naj;<v,ai>=0(Viel)}.

On considérera éventuellement les hypotheéses intéressantes suivantes :

(Z2) Viel, ¥Vjel, Nia;i CZ.

Ceci implique en particulier que la matrice 4 est une matrice de Kac-Moody relative,

c’est a dire que tous ses coefficients sont entiers.

(SGRN) Si i€ Lim, ns € N;, et njo; = Zn]-aj ol n; € M7 (Vie§)
j€S
etS C I connexe alors § = {¢} .

On dira alors que le S.G.R. est normalisé.

On définit pour tout 7 € I , P; le sous-groupe additif de Q engendré par N; (ou M;)

et on pose :
R=ZPiCI’i; R+:ZMiai§
iel i€l
Q=) Zai; Q=) Zoi;
i€l i€l
Q=Y Zai; Q=) Zai;
i€lte 1€ Ire

On définit encore Q@, Qx, @ lin, @ .. comme les preduits tensoriels des ensembles @ ou @~

précédents par Q ou I dans V (ou dans V @ Q si K = Z).

N.B : Contrairement aux conventions de notations précédentes R, qui est inclus dans
P’ensemble des éléments de R s’écrivant comme combinaison positive des a;, ne lui est pas

forcément égal.
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R est en dualité sur Z avec (Jt., c’est & dire < a,a” >€ Z pour tout o € Ret a” € Q.

Sous la condition (Z), ceci est encore vrai en remplagant @ par Q"

Remarques :
1) Cette notion généralise celle d’ensemble de données radicielles de Moody et Pianzola
[MP]. Les notions de bases de racines ou de générateurs de racines de Hée [Hée;1] sont

analogues mais généralisent [MP] dans une autre direction.

2) Cette définition des S.G.R. n’est pas symétrique en V et V7, il manque en particulier

des ensembles N ; et surtout ’équivalent de (SGRS).

3) Sion suppose qu'un ¢ € [, estliédun j € I, alors forcément N; est & dénominateurs
bornés. Sous cette hypothése sur V; (vérifiée dans la plupart des applications), N; contient
sa borne inférieure qui est donc 1. S’il en est ainsi pour tous les N;, le sous Z-module R
de V est engendré par des éléments (1/n;)a; ol n; divise le plus petit multiple commun

des dénominateurs des éléments de N; (donc de A{;).

4) On a choisi & partir de ce chapitre de considérer plus particulierement 1’hypotheése
(Z) (A a coefficients entiers; N;aj; C Z pour tout i et j). Cette hypothase semble
raisonnable en ce qu’elle recouvre les applications principales, par exemple la démonstration
des résultats ultérieurs pour les systémes de racines de formes presque déployées d’algébres
de Kac-Moody. Par contre, on admet toujours que N; puisse ne pas contenir sa borne
inférieure, ce qui ne peut alors arriver que si a;; = 0 Vj € I, pour simpliﬁer les résultats
de stabilité par passage au quotient ou au sous-systéme, de cette notion que l’on verra
aux chapitres V et VI.

D’autre part le systéme de racines que ’on va construire ne change pas si on multiplie
une ligne imaginaire de la matrice par un élément de Q:, mais ceci ne permet pas de se
ramener au cas ol Na;; C Z pour tout j € 7 (il faudrait en quelque sorte que les N;

soient & dénominateurs uniformément bornés).

5) Pour retrouver les systémes de racines (non libres) des algébres de Borcherds, on
aurait pu abandonner (SGRGb) et considérer que N; = {1} ou N* si ¢ € [;,; mais cela
nous aurait imposé que deux racines de la base II puissent étre Q-colinéaires et méme
égales (cf 5.5.3).

On a préféré cette définition qui nécessite I'introduction des N; au paragraphe 4. Elle
exclut les racines simples Q-colinéaires mais autorise que pour 7 et j dans Iy, a; et a;
soient K-colinéaires.

Une autre définition aurait également été possible en remplagant partout Q pa.rv un

corps ordonné archimédien /{5 contenu dans K.
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6) Si on supprime I’hypothése (SGR6a), une racine de type imaginaire correspondant
3 une composante connexe de I peut &tre nulle, auquel cas, il est facile de voir sur chaque
systéme de type affine que dans V, le systéme serait un systéme de type fini (voir les
remarques concernant Q" en 9.1.3). '

La normalisation (SGRN) permet en général de caractériser la base par le systéme de
racines engendré. On peut d’ailleurs souvent trouver une nouveile base et des nouveaux

N; qui seront normalisés et donneront quand méme le méme systéme de racines au sens

de 8.5 (cf 10.3).
Il est clair que dans le cas ot II est libre, les hypothéses (SGR6a), (SGR6b) et (SGRN)

sont vérifides.

7) Si pour tout ¢ € I, N; est réduit & {1}, un S.G.R. est une réalisation de la matrice
A (de Borcherds normalisée) vérifiant les hypothéses supplémentaires SGR6b et SGR6a
(donc en particulier (R1) de 1.4).

Certaines autres réalisations peuvent étre considérées comme des S.G.R. (pour une
autre matrice) : voir I’exemple 5.5.3. Il faut au moins N; = {1} pour tout ¢ € J,e; c’est &

dire A de Borcherds normalisée.
8.2. Morphismes de S.G.R. et extension des scalaires

Définition 8.2.1.

Soient deux systémes générateurs de racines sur K, § = (4, V, V" <,>, I, II",
{Ni}ier, ) et § = (4L VLV <> T, {Nli}jelilm ). Un morphisme de § et
§" est la donnée d’une application ¢ K -linéaire de V' dans V' telle que :

(M1) Vjel, 3j' € I, tel que ¢(Nja;) C N;,a;., on note alors k; € Q: tel que

¢laj) = kja;-, et donc k;N; C N;,;

(M2) Vi,j€l,sgn(< aj,aj>) = sgn(< ai,,alj': >);

(11 résulte de cette condition que (i € I;.) = (i’ € L) et (i € Im) = (i' € I)

car 1 € [im =< a;,a; > < 0 pour tout j € I.)

. 1 - -
(M3) Vi € Le; *¢(la #]) = kilei] .
En particulier pour ¢ € L. et j € I, < ¢(a;),¢(a;) > = < aj,ai >

Remarques :

1) L’application i — i’ induite par ¢ de I dans I est bien déterminée par (M1) grace
a o) . 1 . .
4 la condition (SGRGD), on la note encore ¢. Elle vérifie sgn(ay; 4;) = sgn(ai;) Vi,j € I,

. . . . 1 1
et pour i € [, et j € I, (2k;/aii)ai; = (ij/a¢i,¢i)a¢i,¢j’
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2) V" n’est pas bien déterminé (méme & isomorphisme prés) par la classe d’isomor-
phisme de §. On peut supposer, par exemple, que V"= V* ou que V"= ;. ; Kai. On

utilisera éventuellement ces deux possibilités.

De méme a isomorphisme prés a ; n’est pas bien déterminé par la classe d’équivalence

de S.
Extension des scalaires 8.2.2.

Soit K’ un corps contenant I, & partir d’un systéme générateur de racines sur K,
on en définit un sur K’ en posant S = S @O K' = (A, Ve K''V'®r K', <,>,
Ioxl, I"®x 1, {Ni}ielim ). Il est clair que S vérifie (Z) si et seulement si Sy le vérifie.

De méme, on peut étendre les scalaires pour un morphisme de S.G.R.

8.3. Changement de corps (de base)

On suppose dans ce n° 8.3, que Il engendre ’espace vectoriel V.

Proposition 8.3.1.

S est isomorphe & un Sg ®¢ K ol Sg est un systéme générateur de racines sur Q si
et seulement si I’espace vectoriel des relations linéaires entre les a; est engendré par les

relations linéaires a coefficients dans Q.

Remarque :

Si ce n’est pas le cas Sp = (A4,Qq,Q ¢, <, >, I, II", {N;}) est un systéme générateur
sur Q qui posséde le méme systéme de racines que S (au sens de 8.5 mais en tant que
sous-ensemble d’un groupe) mais la considération de Sg ne permet pas de connaitre les

relations lindaires “extraordinaires” (& coefficients dans K') entre les a;.

Démonstration.

L’implication directe est évidente si un tel isomorphisme existe, on a nécessairement
QK =~ Q ®p K' d’ott la nécessité de la condition.

Réciproquement notons V@ le Q-sous-espace vectoriel de V engendré par II. Par hy-

pothése, on a un isomorphisme de V, ®g K sur V qui induit clairement un isomorphisme

(@)}
o

=(A4,V,,V* <, > 1,1 1:’{Ni}ielirn) ol (12@ est la restriction

y Vi s
4o Q o

de 5, ®q I sur 5, ot §

a

aVQ de aj.
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Proposition 8.3.2.

On suppose de plus la matrice A de rang fini.

Un S5.G.R. SQ sur Q est isomorphe & un Sz ®z Q ot Sz est un S.G.R. sur Z si et
seulement si :

1) Vjel Nia;; CZ;

2) RN (Q")* est un Z-module libre.

Remarque :
11 résulte de 1) et 2) que N; est & dénominateurs bornés, pour tout ¢ € [, . Cela est
dd 4 1) sauf pour i € Ip tel que {i} soit une composante connexe de I, mais ce cas est

réglé par 2).

Démonstration.
L’implication directe est encore facile & établir. Pour la réciproque, I’hypothése 1)

a
montre que par l’application lindaire ¢ : §  — QI telle que ¢{a)i =< a,ai >, on

(8]
a ¢(R) C Z'. Par hypothese, I'image est céntenue dans un sous-espace de dimension
finie N de Q. 1 existe une base eq,...,en de ce sous-espace vectoriel et {1,...,N}
deux a deux distincts dans I tels que la composante de e; sur j soit é;; pour j de
13 N. Alors ¢(R) C Ze1 & ... ® Zen est un Z-module libre. Comme par hypothése
RN Kerg est un Z-module libre, R est un Z-module libre. Il est alors facile de construire

S, =(A,R,R*,<,>II,I1 ,, {Ni}iep,,) qui convient.

8.4 Le groupe de Weyl et les racines réelles

Comme dans le cas des systémes de racines a bases libres :

Si i € Ite, on appellera coracine de a; I’élément de Q (Ire) :

a; = 2ai/ay; .

On définit un élément de GL(V') (qui stabilise Qg, @ et Qre := Q(I:e)), d’ordre deux

en posant, sous les hypothéses précédentes,
ri(v) = v— < v,a; > v; pour tout v € Qg .

Le groupe de Weyl W est le sous-groupe de GL(V') engendré par les r; pour i € [,.
De méme, pour ¢ € I, on définit r; € GL(V"), d’ordre deux et stabilisant @Q ., Q'é

et Q. (ainsi que Q" si (Z) est vérifiée) en posant pour tout v" € V"
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rivT) = v- < a,v > aj.
Ces r; pour i € [, engendrent un sous-groupe W~ de GL(V 7).
On définit A™ = W(II(I;) U 2II(13)), évidemment appelé systéme de racines réelles
de §, et on a donc Qre = Y yepre Za et Qo = 3 cpre Za'™

Il est clair que W, W", Q, Q7 Qre, Q e, et A™ (ainsi que A que ’on va définir) ne

changent pas par extension des scalaires.
8.5. Chaines et systéme de racines engendré.

Si ¢ € Ry, on définit la chaine issue de ¢ de direction a; par :

Ch(¢,a;) = ¢ + Mia; sii € Lim, < $,a;>< Vet ¢ ¢ Qa;
={¢} si< ¢,ai>=0 ou ¢ € Qo
={p, ¢+ ai,..., 0+ ua;} sit € Lo, < pai>=-u<0et ¢ ¢ Qa;
={¢,¢p—aj,..., 0+ ua;} sit € e, < p,ai >=-u>0et ¢ ¢ Qo

On construit alors par récurrence sur l’entier n, la suite de parties de Qg.

Ao(+) = T U2y U (Usep Nici);
An(+) =Uoien Ugean._i(+) Ch(d)’ai);
An = An(+)U (=An(+)).

On montrera (9.3.1) que A,(+) C Ry pour tout n, ce qui justifie cette définition
par récurrence et montre que cette suite est croissante pour l’inclusion; on pourra ainsi
considérer la réunion croissante de ces ensembles qui sera appelé systéme de racines de S

et noté A(S).
Remarques :

1) On verra en 9.3.9 que A(S) ne dépend que de la classe de S & isomorphisme prés.

2) On montrera en 10.3.3. sous une hypothése supplémentaire que réciproquement
A(S) et A(S)y = UA,(+) déterminent la base II et les N; (& une équivalence prés s’il

existe 7 € I tel que N; n’a pas de plus petit élément).

3) On verra également en 9.3.4 que A(S) contient A™ et que R = EaeA(S) Za.
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9. Revétement

9.1. Définition

(AT
—\A,V,{’,

Lo £

Un revétement libre du systéme S est un systéme générateur de racines
<, >7H1H 7{Ni}i€Iim) tel que

- A et les N; sont ceux définis pour S;

[
h

-Vi=V*et <, > est la dualité canonique;
- ﬁ, I* sont libres dans V et V",

On définit dans V, A le systéme de racines & base libre associé & A et aux N; (chapitre
IT), et on note avec des ~ toutes les notions introduites au chapitre II pour cette donnée.

En particulier A C Q

1
8

Il existe alors deux applications K linéaires ¥ et ¥~ définies par :

V:Q — Y KaiCV
iel

&i =

v Qp — Y Koi"CcV®
el
5; — O.’AZ'
Remarque :
Il n’y a pas d’unicité du revétement libre. Par contre 5, QQ, CjK , Cj s ¥ et ¥ sont
bien déterminés par le S.G.R. §; en particulier S, = (A,QK,V‘,<,>,ﬁ,ﬁ“, {Ni}ier )

est bien déterminé a isomorphisme prés (on peut en particulier remplacer V" par @, dans

5a)-

Lemme 9.1.1.

Va€Q,) (Va e€Q) <aa >=<¥(a)¥(a)>

En conséquence, ¥ est un morphisme du S.G.R. S, dans le S.G.R. S.

)
24

Démonstration.
U et " étant linéaires, il suffit de le vérifier pour les a; (resp. les a ), pour lesquels

c’est évident.
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Proposition 9.1.2.

KerW c{feQ,/<B,a;>=0(jel)}

Ker¥ " C{peQ,/<a;,B >=0(Vjel)}

Démonstration.
Les deux démonstrations étant analogues, on ne prouvera que la premiére assertion.
Si ¥(3) = 0, alors pour tout 7 € I, on a évidemment < ¥(f3), o} > = 0, mais alors par le

lemme 9.1.1,0n a < B,a; > =0, d’ot le résultat.

Proposition 9.1.3.

Si Qg = Q(@(Q,+) =2 ierQ, i et Qp- = \IJ(@Q,_) = > ;c1 Q_a; alors on a les
deux propriétés importantes :

1) Q(}:[))+ n Q(Q)v— = {0} :

2) Si 3 ;e nici = 0 avec n; € Q,, pour tout i € I, alors n; = 0 pour tout i .

En particulier, (&) # 0, (Va € A); et ¥(AL)NT(A_)=0.

Remarque :

La relation 1) est valable en remplagant @ par I supposé ordonné sous la condition
suivante plus forte que SGR6a :

(SGRord) Si J est une réunion de composantes connexes de I de type affine, alors un
élément u = 3,y nia; tel que n; € K'Y pour tout i € J et pour lequel A(J)u = 0 n’est

pas nul dans V.

Démonstration.

Supposons a = ),y niai, n; € Qy non tousnulset § =3, ;—pifi, pour p; € Q,,
il faut montrer que a # 3 . Posons @ = ), ; ni@;, 3= Yicr —Pili.
Si a = g alors ¥(&) = ¥(4) ce qui implique & — g e é@+ N KerV. Par suite, il existe
u=a-—p>0, # 0 tel que Au=0.

D’aprés la classification cela implique que chaque composante connexe J de I ren-
contrant le support de u est une composante connexe de I de type affine, mais alors
I’hypothése (SGR6a) permet d’obtenir la contradiction cherchée puisqu’il existe un entier

n tel que nu € Q.
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Remarque :

L’hypothése (SGR6a) n’étant pas imposée dans si deux coracines " et ﬁ” different
yp P P

»?
d’une combinaison linéaire de coracines de type affine correspondant & une composante
de type affine de I, il peuvent avoir méme image par ¥ ", mais alors elles appartiennent a
Z’(J) (dont la définition est évidente) qui est de type affine, et sont des racines réelles,

~
~1 e~ TN ——

on sait alors que (J) est périodique de période proportionnelle & la racine imaginaire.

=\

Il est donc facile de déterminer dans chaque cas 1'image des coracines réelles, on vérifie
te) )

qu’elle est isomorphe a un systéme de type fini.

Ezemple :
Dans le cas affine réel indécomposable, la racine imaginaire positive minimale é est
non nulle 3 cause de SGRG6a, par contre on peut avoir §” = 0; le systéme A~ est alors celui

)

correspondant & X, si A correspond a Xgl sauf dans les cas B, et C,, qui sont échangés.

Comme dans [MP], on obtient les propriétés : -

Corollaire 9.1.4.

Ona :(Viel) Qa:n) Q,a;={0}
JEI
et aussi la propriété d’intersection faible (P.I.F)
(PLF)  sii€ L Qainy Q,o;={0}.
J#i
Remarque :

Si K est un corps ordonné, on a si i € I, [, a; N30, I{, a5 = {0}, par contre la
premidre propriété qui est basée sur (9.1.3) donc en particulier sur (SGR6a), ne s’étend pas
aussi facilement, il faut supposer pour obtenir ce résultat qu’aucune combinaison positive
a coefficients dans K d’éléments de P’ensemble E du N.B de 8.1 n’est nulle, (ce qui est

vrai sous I’hypothése SGRord de 9.1.3 d’apres 1.2).

Démonstration.
La premiére assertion résulte immédiatement de la proposition précédente.
Pour établir la seconde, supposons n;a; = Z#i n;o; avec tous les n; positifs dans Q
alors par la dualité, on a
n; < aj,a; >= E n; < aja; ><0
J#i
ce qui entraine ¢ € [, ou n; = 0.
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9.2. Groupe de Weyl et racines réelles, lien avec le revétement

Proposition 9.2.1.

Il existe un unique homomorphisme surjectif :

o1 1 W — W, (resp.ag W — W© )
5 la lag
Ti = T Fi — 7‘;:

qui fait de ¥ : (5 — Q (resp. ¥ : éﬂfb —— @) ;) une application 7% équivariante.

De plus, o1 est un isomorphisme.

Remarque :
C’est encore vrai si on remplace () par Q@ ou @, et de méme de maniére duale
Qé par @, (ou Q" st (Z) est vérifiée). On verra & la proposition 9.4.5 qu’il existe un

isomorphisme o de W sur W pour lequel ¥ : @ — V est équivariante.

Démonstration.

On fait la démonstration de ’existence de 'homomorphisme surjectif (a) et de 1’équiva-
riance (b) pour Q. Pour @ ‘L:g le raisonnement est analogue. L’injectivité n’est elle valable
que pour oy puisqu’on a vu (en remarque au 9.1.3) qu’un systéme de coracines de type
affine donc de groupe de Weyl infini, peut étre envoyé sur un systéme de type fini.

On pose, comme dans 1’énoncé de la proposition,

o1 1 W — W[Q; T, — Tilg} W[Q désignant le sous groupe de GL(@}) engendré

par les restrictions & @) des r; pour ¢ € [;.). (on notera encore 7; ces restrictions.)

a) 0, est bien défini :

Soit p € N¥, j1,72,...,]p des éléments de [, alors @ = 7,7, ...7;, € W. Pour tout i € I

on sait que W(&;) — &; € Q(Ire), SUPPOSONS que :

a; — w(a;) = E ci;0;j avec ¢i; €L .
j€LIe

Montrons par récurrence sur p, que sous ces hypothéses :
a; =TT ...r]-p(ai) = E cijo; .

- Si p = 0 c’est évident quelque soit :.

- Supposons le résultat démontré pour p < n olt n est un entier strictement positif.
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- Soit alors p=n, on a:
&i— (@)=Y cid;
jelre
=(a; = 75, (@) + 75 (@ = Ty, o (@)
2a;; . - -
:a Jl,zajl + le( Z dijaj)

i j€le

ol ”Fj2 .o .Fjp(a,-) = ZjEIre dijaj.

Par hypothése de récurrence sur p, on a rj, ... 15, (@) = 3¢ dija;, et done

a; = 1jy 7y -y () =(ai = () + () dijay)
J€lre

= <ai,af > a; +r5( ) dijaj)
j€EIre
On conclut facilement a 1’égalité des coordonnées par I’hypothése de récurrence et par

H 4 44 R . — ~. ~ 7 — . ..
9.1.1, qui assure Pégalité : < aj,aj; > =< @i, @) >=2a5i/aj;.
Siw=7;7;...7;,, on pose g, (W) = r; ...r; , ceci est une bonne définition :
En effet, considérons, id = 7; 7, ...7; deux décompositions distinctes de I'identité, de
longueurs respectives 0 et p dans V.

FlejQ . .Fjp(&i) = &,- (VZ € I) = 7‘j17'j2 .. .rjp(a,-) = &;, (V’L € I)
grace & ce qui précéde, ce qui implique évidemment que o1(7;, 7, ...7;,) est 'identité
dans Q.

Il est clair que o1 est un homomorphisme surjectif.

b) U est (W, o1(W) = W!Q) équivariant.

\P(a,) - al(Flejg . .Fjp)(ai) o] \Il(&'z) =0; — Ul(Fjl'Fjg .o .Fjp)(b?,')

=0; — TjTjy .. -Tj,(aq)

=V(&; - 7,7, - - T4, (1))
d’ott le résultat par linéarité.
¢) Enfin en ce qui concerne seulement o, il résulte de 9.1.3 et de 3.2.3.b) qu’il est
également injectif : Si w € W est tel que 01(W) = id. Soit W = 7;,...7;, une décomposition
réduite de @, on sait (3.2.3.b) que n = |[{a € A4 nq/@(a) € A_}], or d’aprés les
hypothéses ¥(S~) = @ ce qui implique S~ = () et donc @ = Id.
Le résultat 9.1.3 n’est pas vrai dans @, cependant, comme les éléments de WQK

stabilisent @, le résultat est encore vrai.
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Lemme 9.2.2.

Sii€ Le,ona ¥ HQ,a;)NA = N, .

Démonstration.

Soit & € A, telle que ¥(&) = n;a;, avec n; € Q, - On sait que ¥(Qq,-)N Qo+ = {0},
donc ’hypothese implique que & € Z\+.

Siae Zim, on sait que ’orbite sous W, est formée de racines toutes positives, donc par
équivariance de ¥, Wn,a; € Q(Q’Jr. Mais si on suppose que j € I, alors 7j(a;) € Qq,-\{0}
donc n’est pas dans Qg 4, par suite ¢ est forcément imaginaire.

Par suite @ € 5“, donc @ = wa; (ou 2wa;) et ¥(7;a) € Q- donc 7;a € A_ alors que
@€ 5+ donc & est proportionnelle & &; et est dans 5+, ce qui établit le résultat cherché.

0

Proposition 9.2.3.

L'application ¥ : A™ — A™ est bijective, et U-1(A™) N A = Ar,

Démonstration.

Par W, W équivariance de ¥ ; ¥(wa;) = wa; ot w = o1(@). On sait que o7 est

7

lag
surjectif donc il est clair que ¥ est surjective de Wa; sur Wa;, donc en particulier de A™
sur A, Par le corollaire 9.1.4, si ¢ € I;, et n;wa; désigne une racine réelle quelconque de

o~

A,ona:

\D(n,@&l) = \Il(pj@’—l&j) <:>\Il(ni@"1

0a;) = piaj;
@W(E"l(niﬁ)ai)) =p;a;;

1

ce qui implique (d’aprés 9.2.2) n;w'~'®wa; = p;a;, et donc l'injectivité de l’application

considérée.
Pour le second point, il suffit de remarquer qu’un élément de A’ est caractérisé dans
A4 par le fait que son orbite sous W, rencontre @ ., on conclut par équivariance de ¥ et

par le fait que W.aN@Q_ # 0 pour tout o € A™,
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9.3. Systémes de racines

Si S est un revétement de § , on construit de méme que pour S au n° 8.5, Zn pour

tout entier n.

Lemme 9.3.1.

Pour tout entier n on a :

An C A(A{Ni}ier,) (noté A) et An(+) C ¥(An(+)) C Qo -

Démonstration.

il est clair que Z&o C Zi, la récurrence sur n est alors immédiate grace aux propriétés

(SR2b), (SR3b) et (SR4b) de A (cf 4.1). On a méme plus précisément A,(+) C A,. Le
deuxiéme résultat est tout aussi facilement obtenu par récurrence puisque, au rang 0 la
propriété a vérifier est immédiate et que, grice au lemme 9.1.1, on a aisément :
Si ¢ € An(+)\ An—1, par construction il existe un élément 3 et un indice i € I de A,—;
tel que ¢ € Ch(B, ;) (cette chaine n’étant pas réduite & 8), auquel cas par hypothése de
récurrence il existe E dans A,_; N ¥-1(B), et E est tel que < E,EE >=< f,a; > donc
Ch(B,a:) C ¥(Ch(B, &) C ¥(An).

Proposition 9.3.2.

{An},cN est une suite croissante pour 'inclusion, on pose :

A(S) = UneNA"" .

Démonstration.

On al’inclusion An(+) C Qq,+, démontrée au lemme précédent. Ainsi sur la définition
de Apty1(+4), il est clair que A, (+) C An41(+) et le résultat complet est immédiat grice
a linclusion A,(=) = —=Ap(4+) C —Ant1(+) C Apts.

Corollaire 9.3.3.

A(S) C Qe -
De plus, si A4(S)=A(S)N Qg+ et A_(S) = A(S)NQqg,— alors :
A(S)=A+(SYUA_(S).
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Démonstration.
Cela résulte de la propriété (SR1b) de A (cf 4.1), et du lemme 9.3.1, puisque
A(S) C ¥(A).

Proposition 9.3.4.

A™ C A(S) .

Démonstration.

Elle est évidente, puisqu’il est facile de vérifier que A(S) est stable sous ’action de
W grice aux chaines d’un élément & ses images par les 7; (i € Ir.). De plus Ay contient
II** U 211, et est contenu dans A(S) (avec toujours II™ (resp. II,) l’ensemble des a; pour

i € Ire (resp. i € I)).

Proposition 9.3.5.

Si S est un revétement libre de S;
A(S) = A(A{Ni}ier,) -
(avec les notations du paragraphe 4)

Démonstration.

D’aprés 9.3.1, on a A,(5) C A(4, {Ni}ier,,) et donc A(S) C A(A,{Ni}ier,)-

On a facilement A(5) = AL(S)U A_(S) o on a posé AL(S) = A(S) N é@+ et
A_(S)=AS)NQ
de ‘QQ& U QVQ,_ contenant II** U (Vieg Ni@;) C A(g) et vérifiant les trois propriétés

o - De plus, il est clair que le systeme A(g) est le plus petit ensemble
suivantes :
- la stabilité sous @ — —a,
- les conditions de chaines réelles,
- (C) Pour tout i € [y, pour tout & € A non proportionnelles & &; , si < &,&; >< 0
alors & + n;a; € A pour tout n; € ‘Ml:.

Comme II** U (Vigp N:a:) C A(S), on sait grace & (C) et & la proposition 2.3.2, que
W K est inclus dans A(g) et par les deux premieres propriétés rappelées il en est de méme
de W(li™u +(Vigp, Nid;))U +W K. Ce qui établit I'inclusion contraire et donc I’égalité.
O
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Proposition 9.3.6.

Si § désigne toujours un systéme générateur de racines et S un revétement libre de
S, alors :

A(S) = B(A(S)) -

Si @=3 e nibi € A(S) et @ = ¥(a), on dira que ) ;¢ nic; est une “bonne décompo-

sition” de «. On sait que le support de & est connexe.

Démonstration.

D’aprés 9.3.1, il reste & prouver que \I'(g) C A. Gréace a 9.3.3, il suffit d’établir
Iinclusion \I’(ZS+) C A4+. On va montrer par “récurrence” sur h(ﬁ) pour E € Z+ que
¥(5)=pe€A.

D’aprés 9.2.3, on sait déja que I’assertion est vraie pour E € A, On peut donc:
supposer 3 € Zk‘f

Si h(E) < 1, alors ,5 € N,-EE,; et le résultat est immédiat.

Supposons h(/?) =n € Q4 et le résultat démontré pour toute racine de hauteur
inférieure ou égale & n — 3/4.

si 5 € Ei’“, il existe un élément du groupe de Weyl w tel que w(ﬁ) € K, et on a
h(w(B)) < h(B) avec égalité si et seulement si w(F) = 3 donc si et seulement si 3 € K,
et sinon h(w(B)) < h(B) - 1.

Donc, si E € Z.‘_’{_“ \ fx"c, le résultat est par hypothése de récurrence démontré pour
I’élément de K, conjugué sous W a 3 et le résultat est immédiat par équivariance de ¥
et par stabilité de A sous I’action de W.

Reste le cas ou E € f;c

Si E € N;&; pour un certain ¢, le résultat est clair.

Sinon, par 9.3.5 on sait que A vérifie SR5D et donc il existe un indice 7 et un rationnel
nj € Njing tels que 5— n;a; € 5+, dans ce cas, on a h(ﬁ— n;a;) < h(ﬁ) — 3/4 et donc
par hypothése de récurrence on a \I’(E —n;0;) = f —njo; € Ay.

De plus, dans ces conditions, < B— nja;,a;><0:

- 8i j € L., C’est clair car par hypothese Be Ko
- Si § € Iim, cela résulte de la connexité des suppbrts des éléments de A puisque
E ¢ N;a; il admet au moins un autre indice dans son support.

En conséquence, sous les hypothéses précédentes, ,5 n’est pas proportionnel a une
racine simple et < § — n;&;,d; > < 0 donc § — n,a; ¢ Q,a; et B € Ch(B - n;@;,a;).

1)si f—nja; ¢ Qoj alors § € Ch(B — nja;,a;), d’apreés la construction par chaines
de A.
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2)si B-nja; € Qaj, (et 3~ n;a; ¢ Qaj) dans ce cas par 9.2.2, il est clair que j € Iim
(et B — nja; = qa; n’est pas une bonne décomposition).

a) soit E — n;Q; = mgdy pour my € N pour un certain k alors < af,a; >< 0
ce qui implique 8 € Ch(myayg,a;) (car par SGR6b deux racines simples ne sont pas

Q-proportionnelles) et donc 8 € A.

b) soit 8 — nja; n’est pas colinéaire & une racine simpie mais est un élément de K,
puisque son image par ¥ est dans Q «;. Il existe alors (par SR5b dans 5) un indice k et
un rationnel my € Ngiag tels que 5 — nj0; — MpQy € 5_‘_, et par le méme argument que
précédemment on a < E——nj&j——mk&'k,&;} > < 0. Deplus < E—nj&j—mk&k,b?} > < Ocar
E— n;a; — mgdy est une racine positive et j € [i,. D’autre part \D(E— n;a;— mpag) € A
par récurrence.

a) si < E-— nja; — mpag,a; >< 0 et si \II(E — n;a; — mioag) ¢ Qaj alors
8 — may € C'h(‘IJ(E— njd; — mpQy),a;) et, comme j est dans fim, on a :
< E— Mg, > =< E— njQ; — MpQg,a k> +n; < aj,ai > < 0 alors :

sik#jonapeCh(f~mpag,ai) car § n’est pas Q-proportionnel & ay.

si k = j on recommence le raisonnement du b) en remplagant 3 par 8 — mgay, (c’est le
méme raisonnement mais avec n; € M au lieu de Njind). Cette boucle sera faite jusqu’a
arriver au cas j # k ce qui est possible car 3 ¢ Qa; et que la hauteur descend d’au moins
3/4 a chaque fois.

B)si < E— n;0; — miQy,a; > est strictement négatif et ‘11(5— n;a; — mpay) € Qa;
alors k = j et on recommence la boucle précédente jusqu’a arriver au cas j # k.

v) si < E— n;ja; — myag,&; >= 0, on a forcément < ai,a&j > < 0 car comme
B €Qaj, < E— nja;,aj > < 0. De plus B— n;a; — MmO a un support § qui n’est pas lié
ajcar E—— n;Q; — MEbg = ZPES npap, avec n, > 0 et j € L, donc ’hypothése implique
< @p,a; > =0 pour tout p € § et en particulier on en déduit que k ¢ 5.

Or par hypothese, 8 — nja; € Qa; soit ¢ € Q tel que § — nja; = gaj on a alors
sile §, < Zpesnpap,ai >=< qoj — ngag,a] > 0~ < nrag,a] >> 0. De plus, par
connexité du support de {3 il existe dans S au moins un indice [ 1ié & k et donc pour lequel
< Zpes npay, ] >> 0. Daprés la caractérisation du type des matrices de Vinberg (cf
1.2), § est une partie de type fini de /. Par suite, la racine ZPES np0, est une racine
réelle. »

Dans A, myay € A puisque my € Ng, njo; + meay € Ch(mrag,aj), de plus
< mjaj + miag, (X esnpap)” >< 0 (cf 7.2.4), il existe un élément w € W tel que
w(zpes np0p) est proportionnel & une racine simple réelle, par stabilité de A sous W,
w(nja; 4+ mrag) € A et n’est pas proportionnel a w(zpes npap) (puisque cette derniere

est réelle) donc w(njo; +myay) +w(X e npap) € Ch(w(njo;+ mpak), w(3 csnpp))



- 103 -

et le résultat cherché vient par stabilité de A sous Vaction de W.

Corollaire 9.3.7.

A(S) est le plus petit sous ensemble de Q¢ contenant N;a; pour tout i € I et vérifiant
les deux propriétés suivantes :

1) Si @ € A(S) alors —a € A; (propriété de symétrie)

2)Siae A(S)NQq+ et sii€ I, alors la aj-chaine issue de a : Ch(a,a;) est incluse
dans A(S).

Démonstration.

évident par construction.

Remargue :
Supposons II = II™, il résulte aussitét de ce corollaire que A(S) est le plus petit
sous-ensemble 2 de @}, contenant A™(S) et tel que :

Pour tout o € 2 et tout § € A™ non proportionnelles :

[/B’TCX(IB)] = {.ﬁtﬁiav"'a/ﬁ— < ,Baav> a} C Q ’

Corollaire 9.3.8.

A(S) vérifie les propriétés suivantes :

-A=ALUA;

Vi€ Le, Va€ AL\ Zoa;, Chla,a;) C Ay,

-Vi€ Im Vo€ AL\ Qa;, (K a,ai><0)= a+ n;a; € A pour tout n; € M;;
-Va € Ay \(UierQa;), Fi €1 et n; € Nyjng tels que a —na; € Ay

-Yi € Iey, ANQ, s = Nia; ;

-Vi€ Limy Niai CANQ, a; .

Démonstration.
Immédiat par la proposition 9.3.3, le lemme 9.2.2 et les propriétés d’un systéme de

racines a base libre (4.1).
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Remargque : v

Dans le cas d’une “racine simple” imaginaire l’ensemble des racines positives mul-
tiples de a; n’est pas forcément réduit & N;;. Un autre multiple go; peut apparaitre
comme image par ¥ d’une racine imaginaire de Z, dans ce cas, go; n’est pas une “bonne

décomposition”. Si, par exemple on considére la matrice :

2 -2 -2 -3
-2 2 -2 -3
-2 -2 2 -3
—2 -2 -2 -9

de diagramme de Dynkin

On peut avoir dans V Dégalité : (2/3)ay = a1 + ay + a3 (il suffit de prendre V = @,
quotienté par cette relation) ainsi comme k{a; + ay + a3) € Aim pour tout entier non
nul k£, on a (2k/3)ay € A. Et donc si on veut que le S.G.R. soit normalisé, il faut que

2k/3 ¢ Ny (Vk € N).

Proposition 9.3.9.

Soit ¢ un isomorphisme d’un S.G.R. § = (A, V,V"II,II",{N;}iep ) sur un S.G.R.
S = (Al, Vi,V <>, LI {1\’;}jezi1m ), alors ’isomorphisme ¢ de V sur V' échange
A(S) et A(S).

Remarque :

Si ® est un morphisme de S sur s’ qui injecte II dans i (donc @ dans @1) alors
P(A(S)) C A(Sl). Si @ n’est pas injectif sur II, il faut ajouter des conditions de compa-

tibilités entre les N; et les N;.

Démonstration.

Par hypothése, ¢ est un isomorphisme de S.G.R, par suite il induit une bijection de
II sur Hl, ainsi qu’une bijection de I sur r grace a laquelle on peut identifier I et Il, on
a alors :

par (M1) N; = Nil et k; = 1 pour tout ¢ € I; (ceci quitte a changer a; et N; si N; n’a
pas de plus petit élément, ce qui ne change pas A(S))

par (M2) sgn(a;;) = .sgn(azj) pour tout couple (i,j) d’éléments de I;

par (M3) a;; = a;j pour tout i € I..

Ainsi, il est clair que les matrices C' et C" assocides respectivement a A et A" dans
la proposition 5.5.2 sont égales. Considérons alors des revétements libres de V' (resp. Vl)

1

i+ 1 est clair alors que

Vet V' et I’application 5 de 5 dans (51 qui envole &; sur @
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H(A(A,{N:})) = $(A(C,{N:i})) = A(4", {N4}) et que le diagramme :

A(A,{N:}) A(C,{N:})

est commutatif ce qui établit le résultat cherché.
‘ 0
La démonstration de la remarque est analogue. Si ® induit une injection de II dans
Hl, elle induit une injection de [ dans I et on peut encore identifier { et son image. On

a alors N; C Nil et la matrice C est extraite de C' et donc :

S(A(A, {Ni}ier)) = S(A(C, {Ni}tier)) € A(C {N; Yien) = AA", {Nyi}ien) -

Si ® n’est pas injective, les hypotheéses de compatibilité & ajouter sont du genre de
celles de 1’exemple suivant :

Si I’ensemble [ a deux éléments tels que a1; = a2 = a1y = a9 et si &(a) = P(ay) =
a; il faut que Nll contienne la plus partie de Q contenant N; pour ¢ € {1,2} et stable

sous I’addition.
9.4. Le groupe de Weyl
Lemme 9.4.1.
Siae Ay(S9), et ri(a) € A_(S) pouri € I, alors a € N;a;.

Démonstration.
On connait le résultat analogue dans A, on conclut griace a I’équivariance de ¥ et &

la relation W(é(g,+) N ‘I/(Cj@..) = Qo+ NQg,— = {0} (9.1.3).

Lemme 9.4.2.

Sii €I, si w(n;o;) = nja; avec n; € N; et nj € Ny, alors w(a i) = .
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Démonstration.

Par W équivariance de ¥, I'hypothese s’écrit ¥(w(n;a;)) = nja;.

Si j € Iim, cela implique < w(&;),ar > < 0 pour tout k € [ et donc w(n;&;) est dans
Iintersection de W(n;&;) avec K, (qui est vide si ¢ € [ et réduite & un élément d’apres
3.24 511 € [;,). Ceci prouve que w(n;&;) = n;&; et donc i = j et w fixe @&; ce qui implique
w € (Tj; <ajaj;>= O). 11 est alors clair que w(a i) = aj.

Si j € I, alors d’aprés 9.2.2, w(n;q;) € AN \Il"l(Njaj) = N;a; et le résultat est
alors connu (3.4.1).

Lemme 9.4.3.

Soient i € e, t € N¥, i1,12,...,4; dans [..; tels que r;, ...r; (;) € A™, alors il existe

un indice s vérifiant 1 < s < ¢, tel que

Tiy oo Ty, T = Ty« 'Tign,}’ris-,uz oo Ty .

Démonstration.

On pose pour tout k € {1...t}, Bk = 7i, ...7i,(@;), Bt+1 = a; d’aprés les hypotheéses,
il existe un indice & tel que Gr € A4 pour tout h > k et G € A_, de 9.1.3 on déduit
que T, ...7:,(&;) est dans A_ et les 7, ...7; (G;) dans Ay, d’apres 3.3.2 on a alors
Fipgr - T3,(@;) € {@i,,2@;,}, mais il s’agit d’une racine indivisible d’ot 1’égalité
Tiper -+ Ti,(04) = @y, qui implique 74, ... 7, (a;) = oy, .

Par le lemme 9.4.2, on sait qu’alors r;, ... 7, (@ ;) = a;, par suite pour tout v € V,

1

ri(v) = v=— < v, ri i (ad) > i (@) = wriwT en posant w = ry LTy,

Ceci étant vrai pour tout v € V, on a dans GL(V) :

) s P =7 , " Ly s
Tiy oo e T aTig Tiggq oo T4, T T4y o Ty _qWTW Ty« T4, T
=Tiy oo T Tig gy oo - T4 TiTy

=T oo Tig_ g Tiggq oo Tige

Définition :

Siwe W, on pose :
(w) =min{p € N/3(i1,...0,) €L Jw=ry...75,}.

On aalors w € W, l(w) = 0 <= w = id.



Lemme 9.4.4.

SiweW\{Id}, et w=ry...r; ot p=I(w),
a) 1 € [ est tel que [(wr;) < l(w) si et seulement si w(a;) € A_(S5);
b) w(a,) € A_(S5).

Démonstration.
a) Par le lemme 9.4.3, w(a;) € A_(S) = l(wr;) < [(w). Supposons alors w(a;) € A4
alors wri(a;) € A_(S) donc par ce qui précede l(wr;r;) = [(w) < I(wr;). D’ot le résultat.
b) Par minimalité de la décomposition, on a forcément [(w) > I(ry ...74,_,), oD

conclut grice au a).

Proposition 9.4.5.

a) L’application p de W dans WIQ . qiu’ a tout élément du groupe de Weyl associe sa

restriction a Q¢ est un isomorphisme.

b) II existe un unique isomorphisme noté o de W sur W pour laquelle ¥ est (W,W)

équivariante.

Démonstration.

a) Soit w un élément de W qui induit identité sur Qg. Alors pour tout i € I,
w(a@;) = a;. Supposons la longueur de w non nulle [(w) = p > 0 et w = r; ...7;, une
décomposition réduite dans W, alors par (9.4.3) w(a,) = @i, € Qg,—- N Qg,+ ce qui est
absurde d’aprés 9.1.3, puisque ;, # 0 (< @, ,ay, > > 0). Par suite [(w) = 0 c’est & dire
w = Id, donc p est injective.

b) est alors immédiat par composition de oy (9.2.1) et de p, on obtient I’isomorphisme

cherché, son unicité étant évidente a partir de celle de oy.

Corollaire 9.4.6.

a) W est le groupe de Coxeter associé a la matrice de Cartan généralisée K(A),
obtenue i partir de A par le procédé décrit en 3.2.1;
b) Pour tout w € W, [(w) = [{a € ALy | / w(a) € A_}|;

1 _

c) Si i et j sont deux indices réels w(a;) = a; <= wriw™! =r;.
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Démonstration.

a) Immédiat d’apreés 'existence de o et le résultat pour w.

b) Pour tout w € W, l(w) = (e} (w)) = |{@ € Efﬁ / ¥(&) € A_}| mais on sait
que ¢ induit une bijection entre les racines réelles du revétement et celles du systéme
générateur de racines (9.2.3), ce qui permet de démontrer le résultat annoncé.

¢) On démontre également ce point en utilisant (9.2.3) et le résultat analogue dans le
revétement puisque par une éventuelle composition par r; on se raméne a utiliser le lemme
3.3.2, qui prouve que w(@;) = +da; implique w(a@j) = +a% ce qui établit 'implication

directe, la réciproque étant triviale.

Corollaire 9.4.7.

a) Si a = w(a;) avec i € [, alors o™ = w(aj) et @ = 03(c71(w))(a;) ne dépendent
pas de la décomposition considérée.(en réalité grice & I'isomorphisme oy et a I’homomor-
phisme surjectif o2, on peut noter w(a;) = oa(o;*(w))(ai).)

b) Pour tout o € A™, on définit une réflexion dans V en posant
Pour tout v € V, ro(v) i1= v— < v,a” > «.

Sia € {w(a;),2w(a;)}, alors ro = w™r;w, et on a :
W = <ra, ;o€ A“> .

Démonstration.
o étant une racine réelle son antécédent dans A est unique (8.3.1), on le note @. Cette
unicité et I’équivariance de ¥ impliquent I’égalité & = o~ }(w)(&;) et donc par (3.4.1)

a = oY w)(aj), ainsi ¥(&") = g3(c " (w))(;). Le reste est alors immédiat.
10. Structure du systéme de racines A(S)
10.1. Les sous-systémes A(J) avec J C I

On considére toujours le systéeme générateur de racines défini sur K, S = (4,V,V",

<, >9H,HA’{Ni}i€Iim) .
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Proposition 10.1.1.

Soit J une partie quelconque de I, alors :
Sr=(A(J),V,V",<,>1(J),0(J),{N:}icp,, ns) est un systéme générateur de racines,

de groupe de Weyl W; =< r;; (i € L NJ)} >, de systéme de racines;
AlN)=Y(A(J)={acA/Z3aec AnQJ);¥(a)=qa}

En particulier A™(J) = A™ N (Q+(J)uQ-(J)).
L’identité de V induit un morphisme de S.G.R : §; — S.
De plus, si § vérifie la condition (Z) ou 'hypothése (SGRN), il est clair qu’il en est

de méme pour S;.

N.B : En général, I’égalité A™(J) = A™ N Q(J) est fausse, elle est cependant vérifiée dés
que II*® est libre (la démonstration étant basée sur la méme récurrence). On a évidemment

aussi, en général, A(J) # AN Q(J). Sion considére par exemple la matrice :
2 1 —1 —4\ N
-1 2 -4 -1
-1 -4 2 -1
-4 -1 -1 2
Alors on peut trouver une réalisation de A dans laquelle ay 1= —a; + a3 + a3 et donc

il est clair que la racine a4 est dans Q(J) pour J := {1,2,3}.
Remarque :

On obtient d’autres sous-systémes intéressants en considérant de méme une partie J
de I mais en choisissant des ensembles NJ'- pour j € J seulement inclus dans les N; définis

pour le systéme (la démonstration étant analogue & celle faite ici).

Démonstration.

Il est clair en effet que S posséde les propriétés requises pour étre un systéme gé-
nérateur de racines et que de plus (A(J),V,V", <, >,ﬁ(J),fI”(J),{Ni},-€1hn nJ) est un
revétement de Sy. D’aprés le corollaire 4.2.3, AN @(@(J) est le systéme de racines de §J,
par la projection, on a le résultat dans V. En ce qui concerne les racines réelles, dans
le revétement libre, il est clair que A™(J) = A™q Cj@(.]) (cf 4.2.3), une racine réelle de
AU Qg(J) donnant une racine réelle dans A(J) (cf structure d’un systéme de racines 2
base libre). L’inclusion A™(J) C A™ N (Q+(J)U @-(J)) est évidente. Pour montrer la
réciproque, on peut ne considérer que le cas des éléments a € A™ N Q4 (J) et on procede
par récurrence sur la hauteur (définie comme la hauteur de 'unique élément & de A tel
que ¥(&) = a). Si la hauteur est 1, le résultat est di & (P.L.F) cf 9.1.4, sinon comme &
est réelle, il existe i € 55 tel que < @, @ > > 0 ce qui implique ¢ € J et on se raméne &

ri(a), pour lequel on peut conclure par hypothése de récurrence.
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Les deux autres assertions sont immédiates.
10.2. Les coracines

Proposition 10.2.1.

Soit a une racine réelle on a :

Si B est une racine non proportionnelle & a alors {3,8t a,...,8- < 3, > a} C A.

Démonstration.

On utilise le résultat analogue déja établi dans A (cf 4.1) pour une racine réelle simple

et la stabilité de A sous W.

Proposition 10.2.2,

Si « est une racine imaginaire positive on note :
((@) =T (a)NA et ((a)={B"/Be((a)}.

Si o et B sont toutes deux des racines imaginaires positives et si il n’existe pas
d’élément w du groupe de Weyl tel que w(a) et w(/3) soient proportionnelles & une méme

“racine simple” a; avec des coefficients dans N; on a :

<B,¥(((a)) > {0} = B+acA.

Démonstration.

Considérons 5 un élément de ((3). Sous les hypothéses de la proposition, il est clair
qu’il existe au moins un élément 5" de { () tel que < 5, ¥ ># 0. D’aprés 7.3.2, on a alors
G+ 5 € A sauf dans le cas ou G et 5 sont conjuguées sous 'action d’'un méme élément
du groupe de Weyl a4 un multiple d’une méme “racine simple” imaginaire, et le résultat

cherché vient par projection.

Proposition 10.2.3.

Si o est une racine réelle positive et 3 une racine imaginaire positive et si il existe
3" un élément de ((8) tel que < ¥=1(a),3" > < 0 alors < 8,¥~1(a”) > < 0 et donc
B+acA.
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Démonstration.

Immédiat d’aprés les propriétés du revétement (cf 4.1 (SR3b) et 7.2.4).

Remarque :
Des trois propositions précédentes, il résulte que si a,3 sont des racines positives
telles que S ¢ Qa et si < a,f” > < 0 (pour un 3" € ¥(((B)) si [ est imaginaire) alors

a+ 3 € A. Si « et § sont imaginaires, la condition 8 ¢ Qo peut étre affaiblie (10.2.2).

Lemme 10.2.4.

Si a est une racine imaginaire positive, il existe w € W et un élément a de ((a) tels
que w(a) € K., et alors w(((a)) C K..

Pour un tel choix de w, F S \Z~ (cf6.1et6.2.2) ne depend pas du choix de 8 dans
((w(a)) = w({(e)) .

Démonstration.
Soient & et § deux éléments de ((a) alors & étant une racine imaginaire positive il
existe un élément du groupe de Weyl w tel que w(&@) € K. Par équivariance de ¥ on a
V(&) = U(B) «=T(w(@)) = ¥(w(F))
= < U(w(@)),a;>=< U(w(h)) o
= < w(a),a;>=< w(E),&} >

—~

Ce qui impose w(f) € K.

Remarque :

Plus précisément avec les notations de 6.1 et 6.2.2 :

(I\NFS$,3)UZ,5=U\FS, 5)UZ 5 ={i€]/<uw(@,ai>=0}.

Proposition 10.2.5.

Si a est une racine imaginaire et si ((«) contient une racine imaginaire affine (au sens
de 6.2.3) alors il n’est formé que de racines imaginaires affines.

On pourra donc ainsi parler du type d’une racine «a imaginaire :

« est de type afine <=3a € ({(a)/ & est de type affine ;
<=Va € ((a), a est de type affine .

a est de type indéfini <=3Ja € ((a)/a est de type indéfini ;
<=Va € ((a), & est de type indéfini.
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Démonstration.

On peut supposer que la racine « est positive. Soit alors a et E deux éléments distincts

de {(a).

e W [ < w(@),a; > <0 (Viel),

alors < o(W)(a),a;> <0 (Viel)

done < @(@),a; > <0(Viel)

ce qui montre que & et E sont simultanément envoyés dans I~(c.

Le type d’une racine n’étant pas modifié par I’action d’un élément du groupe de Weyl,
on peut supposer dans la suite que & et B sont dans ..

Supposons & de type affine, on sait qu’alors 57 = Z7 .

1) Si S50 83 # 0, d’apres 10.2.4 (I'\ FSE) uZzz= (I\ FS7)U Zy mais Sy = Z7
rencontre SE donc va et est connexe donc S C ZE' La partie ZE n’est donc pas de type
fini, on sait alors que J est nécessairement de type affine avec SE = Zﬁ donc les supports
des deux éléments sont égaux (un support de type affine ne contient strictement que des
parties de type fini). La racine 2 est donc de type affine.

2) Si S'Eﬂ S~ = . Supposons que 3 ne soit pas de type affine. Alors il existe i € SE
tel que < §,a7 >< 0 et donc i € F.§3 \ Sy d’aprés (10.2.4). Par définition de F'S7, il
existe j € Sz tel que < a;,&; >< 0 mais alors j € Z3 ﬂFSE donc 5 € va c SE car
Zr = 57 C (I FSE) U ZE ce qui contredit 'hypothése 57 N 5’5 =0.

Remargue :

Considérons toujours & et 3 dans ¢(a) N K..

Dans le cas ot & et 3 ont des supports égaux (affines), a et 8 sont Q-proportionnelles
puisque Corang (A(S3)) = 1

Sinon §3 N 55 = 0 et de plus FiS= N S5 =FSzns; = 0 (démonstration facile en
reprenant 2). En particulier comme & et a” ont méme support, F'S- . N SE =fPetona:
< fB,a>=0.

Ainsi pour toute racine imaginaire affine a et tous a, G dans ((a),ona< E, a > =0.

O

Proposition 10.2.6.

Si v est une racine imaginaire, et si a est une racine quelconque de A(S), le signe de

< a,y" > (au sens strict c’'est & dire comme élément de {0,+, —}) ne dépend pas du choix
p

de v~ dans ¥ (((7)) .
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N.B : Dans la suite pour v € A™, 4" désignera toujours un élément de ¥ ({(7)) que ’on
peut choisir de fagon que (w(y))” = w(y") pour tout w € W et pour tout y € A™. La
matrice étant A coefficients dans @ ce choix et celui de 7.2.3 peuvent étre faits de fagon
que v" € ‘IV(‘QV") C @". Cependant, il n’est pas siir que ’on puisse avoir & la fois 7" € @~
et Vinvariance par W; c’est le cas avec la condition (Z) ou au moins si la matrice A est a

coefficients entiers (pour que @ " soit stable par W) ou encore si [, est fini.

Démonstration.

Soit ¥ et § deux éléments de C(7). On peut supposer la racine 7y positive et comme
dans la démonstration précédente, (quitte & changer v en un de ses conjugués), on peut
supposer ¥ et § simultanément dans K, . On peut de plus supposer que « est une racine
positive (quitte & considérer —a).

Supposons v = ¥ (7 ) et §" = \Il“(g"), soit @ € ¥™1(a) N A, on a alors :

1)<,y ><0e<a,y >< 06 55N (FS\ Zx) # 0;

)<, >=06<aF7 >=0 53N (F5\2;) =0
mais par (10.2.4) on sait que FS;\ Z= ne dépend pas du choix de I’élément ¥ dans ¢(y)

ce qui montre que les deux scalaires < a,7" > et < a,6" > sont de méme signe.

10.3 Systéme générateur de racines normalisé

Soit & = (A, V, V", <,>, I, 1", {j\ri}iejhn) un systeme générateur de racines. On
considére la condition suivante :

(BN) @I existe un corps totalement ordonné K'y, un élément ¢ > 0 de K; et une
application Q-linéaire § de QQ dans K; telle que pour tout ¢ € I, 8(a;) > ¢ et (e;) < ki
pour un k; € N.

0 est alors appelée une “hauteur”.

N.B:1) La derniére inégalité de (BN) est superflue lorsque K} est archimédien, c’est &
dire est un sous-corps de R.

2) Quitte a changer ¢, on peut transformer la derniére assertion sur 8 en :

Vae Ay, Fks € N tel que ¢ < 8(a) < kue -

Ainsi, la condition (BN) ne dépend que de A, et non de la base II.
3) Cette condition (BN) est une conséquence de ’hypothése suivante :
(MP”) 1l existe une base {7;};es de @, telle que Il C @;esNy;.

Les conditions (BN) et (MP”) sont invariantes par isomorphisme de S.G.R.
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Proposition 10.3.1.

Si § satisfait a I’hypothése (BN), on peut extraire de U;cp_N;c; une partie Pim
d’éléments « deux & deux non Q-proportionnels et pour lesquels on peut définir des
ensembles de rationnels N{a) de plus petit élément 1 ou sans plus petit élément, minoré
par 3/4 et contenant 1 tels que N(a)a C N;a; pour un certain ¢ et pour lesquels :

si®:= ®™UIl™ et & = {a @ € &} (sachant que si @ = nay, (n € Q,) alors
a”"= aj)etsi A est la matrice de < a,” > pour a et § dans & alors :

§' = (AL V, V", <,>, 8, 9", {N(a)},cqim ) est un systéme générateur de racines
normalisé tel que A4 (S") = A4(S5) et A™(S") = A™(S9).

Si S vérifie (Z) alors (S°) aussi.

L’identité est un morphisme de S.G.R. de §' dans §.

Remarque :

Intuitivement on peut interpréter cette proposition de la maniére suivante :

Par hypothese, II (avec N; donné pour chaque ¢ € I) est une base du S.G.R. §
donc il est clair que toute racine o de A qui n’est pas dans un N;a; admet une bonne
décomposition du type ) nja; ol on peut supposer tous les n; € Njj,q quitte & faire
apparaitre plusieurs fois une méme racine simple.

Si une racine n;o; admet une bonne décomposition en fonction des éléments de
UjerNja; \ {nia;}, nja; =) z;a; alors on obtient une autre bonne décomposition de a
ne faisant pas intervenir n;a; en remplacant dans sa décomposition n;«; chaque fois qu’il
apparait par ) z;a;.

Cependant, on extrait la base de II"™ U (Uiep_ N:c;) (ou plus exactement de
™ U (Uigr, Niai) U (Uier. Niing@) car si @ = nja; + mia; avec m; € N; et n; € Nyjng et
si n;a; admet une bonne décomposition en fonction des éléments de U;erN;a; \ {n;a;}

ceci ne donne pas une bonne décomposition de @ si ¢ € Ij.

Par ailleurs cette remarque ne démontre pas la proposition car il faut extraire les
éléments de la nouvelle base les uns aprés les autres (de peur que n;c; ait une bonne
décomposition avant mais plus aprés) ce qui nécessite une récurrence que ’on va faire

avec 6.

Démonstration.

On pose, si § désigne une forme linéaire sur @, vérifiant ’hypotheése (BN) :
Kpo=Uigg, Niai 0 87105 (n + 1)(e/4)]) .

Par hypothése Ky = Ky = K53 = () et la réunion des K, est Uier Nia;
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On construit alors par récurrence deux suites croissantes : (™) (qui sera égal a
" U (&N (K,))), ainsi que I’ensemble N (™ (a) (qui sera égal & NoN[0;(n+1)(e/4)8(a)|)
pour chaque o dans &() n Alm,

- Pour n = 0 on pose ®(®) := @™ = II*™, pour ces éléments N, est {1,2} si la racine est
multipliable, et {1} sinon.

- Supposons au rang n-1, connus (=Y (au choix possible prés) contenu dans U K,,_,
ainsi que, pour les éléments o de ®(»=1)\ @7 les N(»~1)(a) de plus petit élément 1 ou
sans plus petit élément mais contenus dans [3/4, c0[ et contenant 1.

Pour tout a € ®(*~1) on note N(*~D(a);,q ’ensemble des éléments indécomposables
pour I’addition de N(®~1)(a) en particulier N(®=D(a),q = {1} si a est une racine réelle.
- Soit 8 dans K, \ K,_;, on dira que 8 € 3™ i et seulement si 3 vérifie les deux
propriétés suivantes :

a) 8 n’est Q-proportionnel & aucune racine de ®(*~1);

b) Si € ("D et n, € N~V (a);,q4 sont tels que 8 — nqa est une racine de A4 (S),
on a forcément < § —n,a,a” > = 0.

On construit alors (™ \ ®(*=1 = (" (K, \ K,_;) de la fagon suivante :

Pour tout élément G de @’("), on considere R{f3) ’ensembie des rationnels ¢ tels que ¢8
soit encore dans ®'(™); il est clair que R(8) C]3/4;4/3[. Si R(B) a un plus petit élément ¢;
on pose a = ¢13, sinon on choisit un élément unique a dans R(3)3, et on dit que € &™)
avec N("(a) = R(a).

Si § n’est pas dans <I>’(n), il n’intervient pas dans la construction de ®.

Reste & définir N(™(a) pour un o € "=V c’est la réunion de N(*~V(a) et des

rationnels ¢ tels que ga est un élément de K, \ I{,,_1 qui vérifie b).

Si on pose finalement ¢ := UneN‘I)(n) et N(a) := UneNNén) pour a € &, alors il
est clair que deux éléments de ® ne peuvent pas étre Q-proportionnels et que N(a) est
un sous-ensemble de @, qui admet 1 pour plus petit élément ou bien contient 1 et est
contenu dans {3/4;00[ (et n’a pas de plus petit élément). De plus, pour tout a € &, il

existe un indice ¢ € I tel que N{a)a C N;o;.
Montrons qu’avec cette définition, S’ est un systéme générateur de racines.

On note J ’ensemble des indices i € I tels que N;a;N® # (; pour j € J, I'intersection
Nja; N @ est réduite & un élément noté ;.

La base de 5’ est extraite de Uigr,, Via; Ul donc la matrice A' est obtenue & partir
de A de la maniére suivante :

a) on efface les colonnes et les lignes correspondant aux ¢ € [;, \J (on verra que cela

signifie que tout élément de N;a; a une bonne décomposition en fonction des autres).
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b) on multiplie les colonnes conservées par le rationnel g tel que ga; € ®.
1l est clair sur cette construction que la matrice ainsi obtenue est de Borcherds relative

et A coefficient < «,f" > rationnel et méme entier si 3 est réel.

puisque par hypothése § est un systéme de racines.
P 1 Iy P J

o

{SGR2) et (SGR3) sont vérifié
On a remarqué lors de leur construction, que les parties N(a) contiennent 1, sont incluses
dans [3/4, o]
N(¥i) < 7,75 >C Niaji C Z pour 7; € & et v; € ®™ (resp. et v; € & si § vérifie
(2)) ce qui établit (SGR4) (resp. et (2)).

(SGR5) résulte du choix de A'.

Reste & établir (SGRG),

Tout élément de ® et toute somme d’éléments de ®™U (U ¢gim N(@)a) est un élément

, on sait que U(Q_ \ {0})Nn {0} = 0, ce qui permet d’établir a).

et que leur plus petit élément est 1 s’il existe. D’autre part

non nul de § Gt

(Q’+

De plus, on a déja vu que deux éléments de ® ne sont jamais Q-proportionnels ce qui
établit b).

On a ainsi vérifié que S’ est un systéme générateur de racines.

D’apres (9.3.7), A(S’) est le plus petit sous ensemble de Q:J_‘ = ZjeJ Qy; symétrique,
contenant N(7;)y; pour tout j € J et tel que si @ € AL (S5') et v; € ® alors la chaine
Ch(a,v;) C A(S"). Or A(S) N Q(’Q vérifie ces trois propriétés (car chaque N(7;)7; est
dans un N;a;) et donc AL (S5') C AL(S).

Reste & prouver que S’ est un S.G.R. normalisé et que A, (5) = Ay(S5').

1) Soit & € ™ tel que nga = Y, o1 2,7, pour ny € N(a) et les z; dans M(v;)\ {0}
(en reprenant les notations du chapitre des S.G.R. pour des v; € ®) et T C J connexe.

Si T n’est pas réduit & un point, par (2.3.2) appliqué a un revétement de S’, et grace
2 9.3.6, il existe 5 € B(S) et n,, € NI ;.4 tels que 3051575 — nqy 7k € A(S') C A(S)
et tel que < ZjET TV — Ny ThsY £ > < 0, ce qui contredit la construction de ® et des
N(y).

Par suite T' est réduit & un point et n,a = z;7v; ce qui impose a = ; puisque deux
éléments de @ ne peuvent, par construction, pas étre Q-proportionnels.

Ceci prouve que S’ est un systéme générateur de racines normalisé.

2) Supposons & présent l’existence d’un élément § de A(S) qui n’est pas dans A(S');
comme ®™ = II" on a clairement ’égalité des deux groupes de Weyl ainsi que 1’égalité
A(S)™ = W™ = A™(S'), B est donc nécessairement imaginaire. Par symétrie des deux
ensembles, on peut le supposer dans A(S)4 . Supposons alors avoir choisi un élément de
A(S)+ \ A(S') tel que 8(3) soit minimal & €/4 prés. Cet élément est évidemment dans

Ka(s) (par minimalité dans son orbite sous W).
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Par hypothése, on sait que § = > ;cpmia;, ot T C I est connexe, m; € M et
m; € N;si T = {i}.

1 cas : T = {3}, B = nsa; Si ¢ € J et n;a; € N(¥i)yi, c’est clair. Sinon il existe
par construction de la base k € J et mx € N(7k)ina tels que 8 — mpye € AL(S) et
< B = mpve,7 k> < 0; par récurrence 3 — myyr € A4(S') et alors B € AL(S'):

- Sik # i, 7, et B ne sont pas Q-proportionnelles et cela résulte des conditions de chaines;
-Sik=1i,0—-mpy; € Qo; c’est donc un élément de K(S’) donc 8 € K(S') et par suite
est dans Ay (S').

2¢me cas : |T] > 2, on peut écrire 3 = 21;11 nyai, avec ng € N et {iy,...,u}
connexe dans I et non réduit & un élément. D’apreés le premier cas nia;, = Zjesk T7;
avec Sy connexe dans J et z; € M(y;)\ {0}. La réunion des Sy est connexe car si i,
et ¢, sont liés dans I < ay,,a;; > < 0 donc 35 € S, tels que < 7,4, >< 0 ainsi
< ay,7; > < 0etil existe j' € 5, tel que < 4,75 >< 0. De };lus cette réunion n’est
clairement pas réduite a un seul élément. Ainsi # a une décomposition & support connexe
non réduit & un élément sur ¢ avec des coefficients dans 1es M(7;), et comme 8 € Ku(s)

on a 3 € Ka(sy, d’olt la contradiction.

Remarques 10.3.2.

1) En ce qui concerne la conservation des propriétés de la matrice :

Si A est de type fini, affine, indéfini ou profini, il en est de méme de la nouvelle matrice
obtenue. Par contre si A est de type proindéfini, la nouvelle matrice peut étre de type
proindéfini ou de type indéfini. Enfin si I est décomposable, le nouvel ensemble d’indices I’
a le méme nombre de composantes indécomposables qui ne sont pas réduites & un élément

de type affine (composantes de type affine imaginaire) :

Si on considére une décomposition de la matrice A en sous-matrices indécomposables
et la partition de I en parties non vides correspondante I = UF=7T ot n € NU {0},
si ¢ € Iy, a; ne peut s’écrire comme une bonne décomposition d’éléments de A([,) pour
p # k que si a; est une racine de type affine et si I est réduit & cet élément. Il est clair
dans la construction de la nouvelle base, que si I} n’est pas une composante connexe de
type affine réduite & un élément, il lui correspond une composante connexe de I’. Et que
réciproquement si I}, est une composante connexe de I’ il ne lui correspond qu’une seule

composante dans I sauf dans le cas ot I est de type affine.

Supposons alors la matrice A indécomposable :
A est de type fini (resp. affine, indéfini) si et seulement si il existe dans @ 4, un élément
u= E‘.elu;ai avec u; > 0 pour tout ¢, tel que Au > 0 (resp. Au = 0, Au < 0 ) mais alors

u € Q! et toutes ses coordonnées sont strictement positives et A'u > 0 (resp. A'u = 0,
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Au<0)carvy;ie€ Qg

Si A est de type profini, toutes les racines simples sont réelles et donc la normalisation
ne change rien et A = A’ est de type profini (cet argument était également valable dans
les cas des types fini et affine).

Si A est de type proindéfini, on peut extraire de A une matrice d’ordre fini et de
type indéfini donc A’ est de type indéfini ou proindéfini. Elle peut étre de type indéfini.
Considérons par exemple le cas ot I := {a;}, Ny olt i € I_ pour tout ¢ et tels que :

- aj et as sont linéairement indépendants et a;2 < 0
- ap = a1 + (n — 1)ag pour tout n > 2.

1l est clair que II’ sera égal a {oy, as}.

2) 11 est clair par le fait que N{a)a C N;a; pour un certain ¢ que les propriétés “N;
a dénominateurs bornés”, “N; sans points d’accumulation” sont conservées, par contre,
Phypothése “N; de plus petit élément 1” n’est pas forcément conservée (si I’hypothése

“N; sans points d’accumulation”n’est pas vérifiée).

Lemme 10.3.3.

On suppose vérifiée I’hypothése (BN). Soit a € A,

1)SiVp € A,(B+ Za)N A est bornée alors o € A™ ou o € £N;a; avec a;; = 0 pour
tout j # 1.

2) Si a € A™ alors pour toute racine § de A, (8 + Za) N A est bornée et plus

précisément, il existe deux entiers p et q positifs ou nuls tels que :

(B+Zo)NA=[8-pa,...,0+qga] avec p—g= < f,a"> .

Démonstration.

Montrons tout d’abord 2). Quitte & conjuguer par W et & considérer —3 au lieu de
B, on peut supposer que a = «; et que 3 est une racine positive non colinéaire 4 a. On
sait que si 8 + na; € A alors ri(8+ na;) = B — (n+ < B,¢0; >)a; € A. Considérons alors
la fonction “hauteur” @ qui vérifie (BN), il est clair que :

a) Pour n > 0 trés grand, 6(3 + na;) > 0 et 0(ri(B + na;)) < 0;

b) Pour n < 0 trés grand, 8(8 + na;) < 0 et 8(r;(8 + na;)) > 0.

Traitons le cas ou 3 + na; € A, pour n > 0 tres grand.

1l existe dans un revétement S de S, une racine ¥ positive telle que ¥(7) = B+ na;,
par équivariance de ¥, on a ¥(r;(7)) = r:(¥(¥)) = r:(8+ na;) mais dans §, on sait que la

racine 7;(¥) est positive ce qui implique 8(r;(3+na;)) > 0, d’ou la contradiction cherchée.
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Pour 1), considérons a € A™ et qui n’est pas dans un +N;a; pour un 7 tel que a;; =0
pour tout j # ¢ (ie {¢} composante connexe de I). Alors, il y a deux cas & envisager :

- soit, il existe un j € I tel que a ¢ £N;a; et < a,aj ># 0 alors on peut supposer
a positive et par 7.2.1 et 7.3.2 il est clair que l'intersection considérée (pour 8 = a;) ne
peut étre bornée;

- soit, & est une racine affine correspondant & une composante indécomposable de type
affine réelle, on est donc ramené au cas des systémes affines bien connus pour lesquels on

sait que l’intersection considérée n’est jamais bornée.

Corollaire 10.3.4.

On suppose I’hypothése (BN) vérifiée et on considére tous les S.G.R. S, = (4,, V, V",
<>, 1L, 117, {Nli}a.-erli{“) tels que :

1) AL(S,) = A4(S), donc A(S,) = A(S);

2) A™(S,) = A™(S)

3)V(a,8) € I™ < o, > et < o, B > sont de méme signe (au sens strict).

Un S.G.R normalisé satisfaisant ces propriétés existe (d’aprés 10.3.1) et est unique en
ce sens que sa base ® et les ensembles N(a) sont uniques (au choix d’une constante prés
si N(a) n’a pas de plus petit élément); par contre la cobase ®" n’est pas unique.

De plus, ’ensemble Ugea N(a)a (qui est déterminé de fagon unique) est inclus dans
Uaen, N, (a)a pour tout S.G.R. S, comme ci-dessus; c’est donc I’intersection de tous ces '

sous-ensembles de A.

Remarque :
Nous démontrerons de plus en cours de démonstration, le résultat intéressant suivant :
Scus les trois hypotheéses précédentes, < a,8" > et < a,f; > sont de méme signe (au

sens strict) pour toutes racines « et 5 de A et de plus sont égaux si la racine 8 est réelle.

Démonstration.

Commencons par démontrer le résultat énoncé en remarque.

1) Connaissant A 4(S) et A™(5) et 'application a — o pour @ € A™ d’aprés 10.3.3, le
groupe de Weyl est connu et il est clair que les racines simples réelles sont nécessairement
(d’apres 3.2.3) les racines non divisibles qui induisent les réflexions r, telles que ro(A_)N
A+ C {a,2a}; elles sont donc bien déterminées par A4(S) et A™(S). D’autre part, si «
est simple réelle N(a) = {1,2} ou {1} selon que 2a € A ou non.

2) Supposons alors a et J deux racines de A, on doit montrer que < a,(3" > et

< a,f; > sont de méme signe (au sens strict), pour cela il est clair qu’on peut se
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ramener au cas o les deux racines sont positives. Si la racine 3 est réelle, cela résulte
immédiatement de ce qui précéde. Si la racine a est réelle le résultat vient également
par le méme argument grice a 7.2.4. reste le cas ou les deux racines sont imaginaires
positives. Grace a P’action de W, on peut supposer 3 € ¥, (K., ) (ces notations indiquant
qu’on considére un revétement de S, ) il est clair alors que 8 € U(K.), et la racine a reste
imaginaire positive. On sait que dans ce cas < &, 83" > et < o, B ] > sont négatifs ou nuls.
On supposera que II, = {7;}ier mais dans ce cas on n’a aucune relation d’inclusion entre
les N(v:)y; et les N(a)a.

Supposons < a,8; >< O alorssi R C T et a € Q1Q+(R) et y est a coordonnées
strictement positives alors il existe un indice r € R tel que < v,,8; > < 0 ce qui implique
par 7.24 < B,7,, > < 0 et doncsi g € Q1@+(L) (avec L C T) et y est a coordonnées
strictement positives alors il existe un indice I € L tel que < 7,75, > < 0 et donc,
par 2) ou par 1’égalité dans le cas des racines réelles, < 7;,7, > < 0. Ceci implique
< B,7r > < 0 car si 7, est une racine réelle, le résultat cherché est connu et si v, est
imaginaire I’hypothése < v;,y7+ > < 0 suffit. Par 7.2.4 (dans S), on a alors < 4,8 > < 0.

La racine § est dans ¥(K,), a s’écrit comme somme de racines v positives de A(S)
(donc telles que < 7,8" >< 0), somme dans laquelle apparait v, (qui est telle que

< 4r,"> < 0) donc < a,8" > < 0. Ceci démontre le résutat énoncé en remarque.

3) Il est clair que dans la démonstration de 10.3.1 on pouvait remplacer dans la

construction :

K = Uigg Nieti N071([0; (n + 1)(e/4)])
par K, := K'n871([0;(n + 1)(¢/4)])

o K':={a € A4(5),< a,8"><L 0 (V5 € 1I"*)} est indépendant du S.G.R.S,.

En effet K' = ‘II(I? ¢) et tout élément de K'\ (U;e L, Vi) admet évidemment une
bonne décomposition en fonction des éléments de ® qui lui sont de “hauteur” # inférieure
(cf remarque 10.3.1). Plus précisément la proposition 2.3.2 (appliquée au revétement de
A(S")) montre que pour 8 € K'\ (Uies_ Ni), il existe un indice j de I et un rationnel
n; Eijind tels que @ — njy; € Ay et < a —njy;,7; > < 0, une telle racine 8 ne peut
donc vérifier la condition b) qui définit ®"™) et permet de construire ® et les N(a) pour
ae€d. |

D’autre part, il est clair grace au résultat démontré en remarque que les conditions
a) et b) (criteres de selection des éléments de la base dans la démonstration de 10.3.1))
sont indépendantes du S.G.R. S, vérifiant les trois hypothéses ci-dessus; on obtient donc

le méme @ et les mémes N(a) (3 une constante prés) & partir de chacun des S, .
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Ceci permet d’établir 'unicité de @ et la deuxiéme assertion résulte de 10.3.1, puisqu’on

a montré qu’on peut extraire Useo N(a)a de UierN;a;.

Remarque 10.5.5

Si IT est fini alors la condition (BN) est vérifiée avec 6 a valeurs dans Q. 5i, de plus,
l’axiome SGRord est vérifié, (BN) est vrai avec # K-linéaire définie sur V et a valeurs

dans K.

Démonstration.

La premiére assertion résulte de fagon immédiate du “lemme fondamental” de 1.2 et
de 9.1.3.

Si, de plus, I'axiome SGRord est vérifié, alors (cf remarque suivant la proposition
9.1.4) une combinaison & coefficients dans K positifs ou nuls des a; nulle dans V' est

7 . PR oo 1 ~ b |
nécessairement a coefficients tous nuls. On conclut encore grice a 1.2.

11. Géométrie d’un S.G.R.

Dans ce paragraphe, on suppose que X est un corps ordonné. D’aprés 8.3, ’étude du
systéme de racines de tout S.G.R. peut se ramener & ce cas (avec méme K = Qou K = R)

quitte & ne considérer que @ . et non son plongement dans V.

Q
Pour éviter certaines situations paradoxales, on sera amené aussi & supposer vérifié

I’axiome SGRord de 9.1.3 (c’est automatique si ' = Q).
11.1 Généralités

SisS=(4,V,V,<,> I 1T, {Ni}ielim) est un systéme générateur de racines, on

considére dans sa classe d’isomorphisme le systéme, encore noté S tel que V"= (V)*.
Définition
Siz €V ,on consideére :

Hy={veV " /v(z)=<z,v> =0}
Hf ={veV*/v(z)=<z,v> >0}

HZ ={veV*/v(z) =< z,v > < 0}

On note Ha = {Ha/a € AL}



-122 -
Lemme 11.1.2.

Si a et B sont deux racines réelles
Hy,=Hy < p € {ta,+2a,ta/2} N A™
donc ’HA = I a0 € Al-l:,nd}’ ! + nd;

Démonstration.

Notons ¢ 'injection de V dans V**, il est clair que i(a) # 0 puisque i(a)(a”) > 0
(a est une racine réelle). Les deux hyperplans H, et Hg sont les noyaux des deux formes
linéaires i(a) et :(3) et ne sont confondus que lorsque celles-ci sont proportionnelles. Par
injectivité de ¢ 1a proportionnalité de i(«) et ¢(3) implique celle de a et 3 et I’appartenance
a A permet de conclure grace au corollaire (9.3.8).

0

On définit une relation d’équivalence entre les éléments de V* relative 4 H A en posant :

z = y<=>(VYH € Ha) Pune des conditions suivantes est réalisée
1)z et y sont dans H;
2)z et y sont du méme cOté au sens strict de H;

ie.Si H=H, pour a« € A, <a,z><a,y> >0.

Pour z € V*, on notera Z sa classe d’équivalence dans le quotient V*/Ha. Si z et y
ne sont pas dans A ni du méme coté au sens strict de H, on dira que H sépare (au sens

strict) = et y.

Proposition 11.1.3.

W " est isomorphe & W donc 4 W. Dans la suite, on identifiera donc les trois groupes.

Démonstration.
W™ est engendré par les r; d’ordre deux, il s’agit de démontrer que les relations entre
les r; et celles entre les r; sont les mémes.
Supposons 7, ...7;, = Idy (resp. v, ...r; =Idy-=(r ...73)"1),ona
VaeV)NVzeV™) <ry...ri(a),z > =<a,ri ...T5(z) >

ce qui implique

VaeV)(Vz e V") <a,z>=<a,ri...t5(z)>
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(resp .< 7i...1i, (a),z > =< a,z >) et donc par dualité des deux espaces :
(VeeV*),ri...ri(z)=2
(resp. Vo e V), 7y, ...y () = @)
donc r{ ...riy=Id=rj...7{

(resp. 7iy ...7i, = Id)

Proposition 11.1.4.

W opeére sur Vio, = V™ \ (Ugen, H), et sur le quotient V™ [~y .

Démonstration.

On sait que W agit sur les racines réelles, soit w un élément du groupe de Weyl, alors
ona: |
wHy ={w(@)/<a,z2>=0zeV}={zeV"/<awl(z)>=0}
={r e V"/ < w(a),(z) > =0}
= Hua)

De plus si z et y sont du méme c6té de H,, on a < a,z >< a,y >> 0 donc
< w(a),w(z) > < w(a),w(y) >> 0, et ainsi w(z) et w(y) sont du méme c6té de H,.
11.2. Les facettes

On définit dans V" :

La chambre fondamentale “ouverte” :
Co={zeV*/<anz>>0(Vi€ L)}
La chambre fondamentale “fermée”:
C={zeV"/<a,z>>0(Vi€ L)}
Les facettes fondamentales : SiJ C L. :
CrefeeC/<ans>=0e (e}
Le céne de Tits “ouvert” :

T={zeV'/<a,z>>0(ppt.acAl)}
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Le cone de Tits “fermé” :
T={zecV*/<a,z>>0(ppt.acA)}

Tous ces ensembles sont clairement des cénes convexes.
On a déja défini en 7.3.1 dans (), des ensembles analogues & C et ¥ mais pour un

choix différent des signes.

Lemme 11.2.2.

a) C= uJCIreCJ 3

b) SiJ C I, et Cy # 0 alors C; est une classe d’équivalence pour la relation relative
aHa;

c) Les racines de A™ nulles sur C'; sont les racines réelles de A(J), en particulier :

Cj C%X° <= Jest de type fini.

Démonstration.

a) est trivial;

c)Siz € Cy, ilestclairque {a € Q/ <,z >=0} est Q4(J). Or d’aprés (10.1.1)
Q(J)+ NA™ = \I'(S{ﬁ(])) = AY(J), le résultat en découle aussitot.

b) Sous les hypothéses de la proposition, soit z € Cy, si y est également dans cette

facette on a :

(Va € AY) <a,y> 20 et <<a,y>=0<==>a€A’°(J))
Ce qui montre que z et y sont bien dans la méme classe d’équivalence sous Ha, d’oll
C;jCz.
Réciproquement si y € Z alors z et y sont simultanément dans Hy, si i € J et sont

du méme co6té au sens strict sinon, ce qui prouve que y € C.

Remargue :
Il résulte de c) que dans le cas ou Cy # 0 alors Vi € L. \J, a; ¢ Q(J) et dans ce cas
ona A™(J)= A*nQ@(J) (cf 10.1.1).

Proposition 11.2.3.

Soient J et J' deux parties de I, et w € W. Si (w(Cj))NnCyp #Qona:
a)J=J';

b)w(Cj)=w(Cyp)=Cs=Cy;

c)weW;.
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Remarque :

1l est clair que W fixe Cy point par point, la proposition montre alors que W est
exactement le stabilisateur de (.
Définition

Si w € W, on dit que w(Cy) s’il est non vide est une facette de type J et que w(Cyp)

(resp. w(C)) est une chambre ouverte (resp. fermée).

Démonstration.

1) Soit w € W et i € [, si {(r;w) < l(w) alors pour tout z élément de la chambre
fondamentale “fermée” < a;, w(z) >< 0.

En effet {(r;w) = [(w™lr;) < l{w) = {(w™!) = w™(a;) € A_ (9.4.4), Iassertion est
alors immédiate sachant que z est dans C.

2) On démontre alors la proposition par récurrence sur la longueur de I’élément du-
groupe de Weyl.
-Sil(w)=0,w = Id doncona

wCJﬂCJr#@:>3$€’IUCJOCJ1=CJQCJ:.

Mais, d’aprés le lemme précédent, cela implique que C s (resp C) est la classe d’équivalence
relativement & Ha de z, d’ol I’égalité des deux facettes, ainsi que celle de J et de J'.

- Supposons alors la proposition vraie pour un élément du groupe W de longueur p < n,
n € N™,

- Soit w € W de longueur n, et w = r;, ...7;, une décomposition réduite de w, alors soit
i = 11, d’aprés 1) pour tout z dans Cy, < a;,w(z) >< 0.

De plus par hypothése, il existe un élément 2z de C; tel que w(z) € Cyp, donc
< aj,w(z) >> 0 mais comme = € Cy,on a < aj,w(z) > =0donci € J'.

Il est clair alors que r; fixe C; point par point. Si on pose w' = r;w, on a
w'(z) = rw(z) = w(z) € Cyp done w'(Cr)NCyp # 0 et w' est un élément de longueur
n -1, par hypothese de récurrence on a facilement les égalités J = J', w/(Cy) = Cy qui
est stable par r; d’olt w(Cy) = Cy, enfin comme w’ et r; fixent C; point par point, il en

est de méme de w.

11.3. Hypothéses supplémentaires, céne de Tits

Dans la suite de ce chapitre la condition suivante sera souvent supposée vérifiée :
(A) Cg engendre V™.

On considére éventuellement également ’hypothése :
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(MP’) 11 existe une base de V telle que II*® soit incluse dans le cne positif engendré par

cette base.

Remarques :

La condition (MP’) est aussi une version affaiblie de I’hypothése suivante qui est
I’hypothése fondamentale de Moody et Pianzola pour leurs ensembles de données radi-
cielles [MP] :
(MP) Q(Ir) est un Z-module libre possédant une base libre dans V {7} cs telle que
I C @jesNy;.

Cette derniere est elle-méme vérifiée sous ’hypothése classique :
(L) II™® est libre dans V.

Si on suppose QIR( I.) de dimension finie et si @(Ie) est un Z-module libre alors
I’hypothése (A) implique (MP). En effet, Q;R(I,e) est un coéne propre et lintérieur du
cone dual Cj est non vide donc on peut appliquer le lemme 5 du paragraphe 6 de [MP],
ce qui établit le résultat.

En effet, il est 4 noter que dans le cadre de Moody et Pianzola o Il = II** et N; = {1}
pour tout ¢, SGR4 et SGR6b ou SGRN sont sans objet, et SGR6a une conséquence de
(MP) ou de (MP’) ou de méme de (A).

Par ailleurs la condition (MP”) de 10.3 est un affaiblissement de (MP) si II = IT™

Si K' est un corps ordonné contenant K, et si le S.G.R. § vérifie ’'une des conditions
(A), (BN), (L), (MP), (MP’), ou (MP”) alors le S.G.R. Sk: obtenu par extension des
scalaires la vérifie aussi. La réciproque est vraie a priori uniquement pour les conditions
(L), (MP), (BN) et (MP”) ce qui fait I'interét de celles-ci.

Toutes ces hypothéses sont invariantes par isomorphisme de S.G.R.

Proposition 11.3.1.

a) La condition (A) est une conséquence de la condition (MP’).
Si la condition (A) est réalisée alors :
b) T = Uwew Uic i w(Cy) = W.C;

C) T° = Uwew U{J de type fini} ’U)(CJ)-

Démonstration.

a) Sous cette hypothése d’existence d’une base, il est clair que la chambre fondamentale
“ouverte” contient le cone des formes linéaires strictement positives sur la base donc n’est
pas vide. Notons {7:}, (i € N) la base telle que II"* C @,y K4+7i. Soit alors z € V™,
onaz = y+ 2z ou y est la forme linéaire définie par y(v:) = 1k, (z(7:))-z(7:) + 1 et
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A\

Sous-systemes et Théoreme

de conjugaison des bases

On considére un systéme générateur de racines sur K (Z ou un corps),

§=(A,V, V", <,> I, 0% {Ni}ier, ) tel que V"= V.

Si K C R, on fera la géométrie dans V]I; =V ®, R . Sinon (ou toujours si ’on veut),
on posera V]ﬁ =Q ‘é ® Q]R qui est I’ensemble des applications (-linéaires de @ 0 dans R, et
d’apreés la remarque 8.3.1, les résultats de géométrie du paragraphe 9 sont encore valables
dans ce Vﬁ . On a en particulier la chambre fondamentale Cy C V]i . On suppose de

- plus :
(A) Cy engendre V__ .

R
12. Notion de sous-systémes

12.1. Définition

Soit A(S) = A le systéme de racines du S.G.R considéré, si {2 est une partie non vide
de A, on note 2, = QN AL, O = QN A™, Q™ = QO n A etc... On dira que Q est un

sous-systéme de A si ) vérifie :
(SSR1) a € 2 = —a € N (condition de symétrie);
(SSR2)Sia € Q4,siBe (R UQ™)etsif¢ Qaona
<a,f"><0=a+peR;
(SSR3) Si a € N et 3 € Q" alors rg(a) € N .

Remarque
Un sous-ensemble  symétrique (condition SSR1) et clos c’est & dire vérifiant :
SC)aeQ, peN,a+feA>a+peQ

est un sous-systéme de racines de A . En effet, on montre grace aux conditions de chaines

réelles qu’un systéme symétrique et clos est stable sous I’action de W, donc vérifie (SSR3)



- 133 -

et d’autre part on sait (remarque 10.2.3) que si a et § sont deux racines positives non
Q-proportionnelles, telles que < a,3" > < 0 alors leur somme est encore dans A d’oi
SSR2.

La réciproque est fausse. Dans BC, par exemple, {+a;,+(a; + a2)} est un sous-

systéme mais n’est pas clos.

Ezemple : Si J C I, il est clair que A(J) C A est un sous-systéme clos.

Lemme 12.1.1.

Siw e W et si Q est un sous-systéme alors w(2) en est un également .

Démonstration.
Il est clair que sous les hypothéses de ce lemme w(§2) vérifie SSR1.
Pour SSR3, considérons a € w(f2) et § € (w(N))™® = w(Q™), alors

ro(@) = wry-15w7 (@) = w(ry-15(w ™ a)) € w(Q)

par SSR3 dans € .

Reste & établir SSR2. Soient a € (w(Q))+ et 8 € (w(Q))+ U w(2*®) et non propor-
tionnelle & o . Supposons donc < @, 8" > < 0 ce qui implique < w~(a),(w~1(8))" > < 0,
on doit alors envisager les différents cas :

1) w™(a) et w=1(B) sont des racines positives, auquel cas on a le résultat en utilisant
SSR2 dans Q.

2) wl(a) et w=1(0) sont toutes deux négatives et le méme argument que pour 1)
permet de conclure en considérant —w~!(a) et —w™1(5) .

3) w~!(a) est positive et w=!(B) est négative, ceci impose & 3 d’étre une racine réelle
et donc on peut encore utiliser SSR2 dans Q .

4) w™l(a) est négative et w!(B) est positive; on se rameéne au cas précédent en

échangeant les roles de a et 3, grace a 'argument < o, "> < f,a">> 0.

Lemme 12.1.2.

Un sous systéme Q posséde les deux propriétés (encore appelées propriétés de chaines) :

a) Si a € Q™ et § € Q non proportionnelle & a, alors :
B,7(B)] :={B,8%a,...,f— < B,a>a} CQy
b) Si a € Q™ et 3 € Q, sont deux racines non proportionnelles, alors :

<B,a><0=0F+NaCQ .
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N.B : 1) Il est clair que réciproquement ces deux propriétés de Q impliquent les conditions
(SSR2) et (SSR3)
2) 11 résulte de ce lemme quesi o, € Q; 3¢ Qaet <o, ><0alorsa+ € Q

Démonstration.

a) Si < B,a" > > 0, on utilise SSR3 et on se rameéne & < B,a" > < § (en échangeant 3
et r4(0)) de plus par SSR1, on peut alors, quitte & échanger 3 en —f et @ en —a, supposer
B > 0. Alors si < 8,a” > est nul, il n’y a rien & démontrer; sinon on démontre par (SSR2)
que 3+ a est dans (2 . Par récurrence sur ’argument précédent, on montre que 8 + pa est
dans Q pour tout entier p compris entre 1 et E((— < 3,a” >)/2), par (SSR2) ou (SSR3)
on en déduit que c’est encore vrai pour p = E((— < 8,a >)/2) +1, enfin on compléte la

chaine grice a r, par la condition (SSR3).

b) D’aprés le lemme précédent, quitte & conjuguer par £W, on peut se ramener a
un sous-systéme dans lequel a € K, . Dans ce cas, 'inégalité implique § € Q4 et on
peut utiliser SSR2 pour affirmer que a + 3 € § . Le résultat complet est obtenu par une
récurrence alors immédiate. On peut également raisonner directement, en utilisant a) si
B est réelle (grace & 7.2.4), et 7.2.1 (qui implique 3 € Q™ si § est imaginaire) ainsi que
SSR2.

12.2. Coracines et groupe de Weyl

On notera :

- les racines réelles de 2 dont les doubles ne sont pas dans Q .
- Q% les racines réelles a de (2 telles que a/2 n’est pas dans Q .

Il est clair qu’une racine non divisible (resp. non multipliable) de A est non divisible
(resp. non multipliable) dans . Le contraire n’est pas nécessairement vrai (B, et C,
sont des sous-systémes de BC,,).

La coracine d’une racine réelle a de § est la méme que celle définie lorsqu’on considére
a comme une racine de A, par contre, il est nécessaire de modifier parfois la définition
de a “chapeau”, au sens de £ on notera a’" cette nouvelle définition. Pour chaque racine
réelle de Q, on pose :

-Sia€ Qe nA®

m nm?

- ~

onpose " =a’eta"=a =a".

- Sia€ Q° et est multipliable dans A on pose @' = a =2a"et a" = a’.
nm p

- Sia € Q\ Q5 alors elle est multipliable dans A, et on pose @'" = a"et " = a" = 2a”

et également (2a)'" = (2a)"=a".

- Sia € O et est divisible dans A alors on pose a’" = (a/2) = a et a"=a".
nd
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- Enfin si une racine a € 0™ est le double d’une racine de A™ qui n’est pas dans {2, on
pose " = = (a/2) = ('/2)" = a'".
- Si @ € ™ on choisit, comme au chapitre précédent, arbitrairement un élément de

¥({(a)) et on le note a'".
On pose encore
Wa =< 1o Ja € Q™ >
Il est clair sur la définition d’un sous-systéme (SSR3) que Wy stabilise Q ainsi que Q™ .

Remargue :
Cette derniére propriété et les numéros 12.3 et 12.4 qui vont suivre sont en fait encore

vrais si 2 = Q™ est une partie de A™ vérifiant les conditions (SSR1) et (SSR3).
12.3. Géométrie d’un sous-systéme

On considére toutes les notions introduites au numéro 11, mais dans V]I‘l . On pose
Hq = {H, ; a € 0™}, et on définit comme au chapitre précédent la relation d’équivalence
sur V]{( relative & 2 (c’est & dire & Hg) . On appelle alors :

Chambre relative “ouverte” : Toute classe d’équivalence C® pour ~q qui rencontre

W.Cy, alors l'intersection C** N T° engendre Vn;, car C¥NwCy # 0 => wCy C CY .

Chambre relative “fermée” : Si D = C® est une chambre relative “ouverte” et z € D,

la chambre relative fermée correspondante est :
D={y€Vn;/Va€Q“, <a,z><a,y>2>0} |

Les cloisons relatives d’une chambre relative “fermée” D sont les classes d’équivalences

F pour =g telles que F'N T° engendre I’hyperplan H, pour un o € ™, avec :
Vye€ F,3z € D /ly,z[Cc D .

L’hyperplan H, est alors le mur correspondant & F, c’est un mur de la chambre

relative D .

Remarque :
En dimension finie, la chambre fermée est 1’adhérence de la chambre ouverte. En effet,

quelle que soit la dimension, si z € D et y € D alors [z,y[C D, et
D={yeVy/[z,3lc D,(¥z € D)}

D=Dn (Vﬂ; \ UneareHa)
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Lemme 12.3.1.

Si a€QF 4,370 € HaNT° tel que V3 € A™\ Qa, z0 ¢ Hp .

Alors zg est dans une cloison relative d’une chambre relative.

Démonstration.
Si ac Q’f’nd, Jw € W,3i € . tel que a € {wa;,2wa;}, alors H, = wH,, . D’aprés
(11.4.4), wCp;y # 0. Soit 2o € wCly;y, {i} est de type fini donc zo € T° et pour toute

racine réelle 8 non proportionnelle 4 a, < 8,20 ># 0.

O
Il résulte de ce lemme de fagon immédiate :
Corollaire 12.3.2.
Pour tout a € O, H, est un mur relatif, il contient toujours une cloison relative.
=}

Proposition 12.3.3.

Soit a € Q™ et zg € H,NX° tel que o ¢ Hp si B € ™\ Qa . (Un tel z¢ existe grace
au lemme précédent.) Ce point zo est exactement dans deux chambres relatives fermées;
celles-ci ne dépendent que de la classe de ¢y modulo =g et cette classe est une cloison
relative de chacune de ces chambres.

De plus, ces deux chambres sont échangées dans la réflexion r, € Wq et H, est un

mur.

Démonstration.

On peut supposer a € QF ; . Soit z¢ choisi comme en 12.3.1; d’aprés 11.4.1 quitte
4 changer z3 en un point de ]zo,zg], on peut supposer que tous les points de ]zo,z}]
sont dans une méme facette F' qui est alors une cloison. Donc il existe w € W tel que
w(F) C C . Les deux chambres Cy et T4(4)(Cp) contiennent des familles génératrices
de V]l.l’ il est clair qu’il en est de méme de leurs images par w™! . De plus, chacune des

chambres w™!(Cy) et w™'r,(a)(Cp) est incluse dans une chambre relative et ces chambres

relatives sont distinctes puisque :
<a,w HCp) > . < a,w Ty (Cp) > = < w(a),Cp > . < w(a), T y(a)(Co) > < 0

Notons alors C§} celle qui contient w=1(Cy) et C§ la seconde. Supposons que z, ou

un autre élément de la classe Fy de 2o modulo =g soit dans une chambre relative fermée,
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D éventuellement distincte des deux précédentes. Par définition D rencontre Wy donc

contient une famille génératrice de V.. . Par suite, il existe un élément de D, z, tel que

R
< a,z1 ># 0, mais alors

D:{zeV];/(VﬂGQ"\Qa) <B,x> < B,20> >0
et (V€eQa) <ﬂ,:c><ﬂ,a:1>>0}

ce qui montre que D est forcément I’une des deux chambres précédentes.

Par le méme raisonnement qu’en 11.4.4, on voit que Fp est bien une cloison relative.

a
Corollaire 12.3.4.
Une cloison relative F' est cloison relative d’exactement deux chambres.
Démonstration.
immédiat.
a

Proposition 12.3.5.

Deux chambres relatives différentes sont toujours séparées par un mur relatif.

Démonstration.

Soit C$ et C§! deux chambres relatives distinctes. C{® pour i € {1,2}, contient une
famille génératrice de VII;’ donc pour toute racine réelle de Q2 il existe z¥, € C{? tel que
< a,z;, ># 0, on note alors ¢;(a) le signe de ce scalaire. (Il est bien sir indépendant du
choix de ’élement dans la chambre relative). Alors, on peut caractériser chacune des deux

chambres grice a la propriété :
Cl={z/ <a,z>.ci(a) >0 (Va € Q)}.

Les deux chambres étant distinctes, il existe a € 2™ tel que e;(a)ez(@) < 0, H, est un

mur relatif qui les sépare.

Proposition 12.3.6.

Wq agit transitivement sur C = { chambres relatives de 2 } et il est engendré par

les ro pour a € ¢ 4 tels que H, soit un mur d’une chambre relative donnée.
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Démonstration.

1) On note

R(z,y)={a € QF 4/ <a,2> < a,y> <0} et:

#a(z,y) =|R(z,y)|
=|{ Murs relatifs qui séparent =z et y }|.
Si z et y sont dans le cone de Tits, on sait (12.2.5) que #q(z,y) < #(z,y) < oo . Or une
chambre relative rencontre le cone de Tits et il est clair que cet entier ne dépend pas des

choix de z et y dans leurs classes d’équivalence pour § .

2) Soit alors deux chambres telles que #q(C$,C$) > 0 (o #q(C{,C§') désigne bien
stir #(z,y) pour z € C{ et y € C).

1l existe z € CP NT° et y € C$ N T° tels que le segment [z,y] coupe les hyperplans
H, qui séparent les deux chambres, en des points tous distincts.
 En effet soit z et y quelconques dans l'intersection de chacune des chambres avec le
cone de Tits “ouvert”. Notons V' = V]I‘{ [(NaeR(z,y)Ha), V' est un espace vectoriel de
dimension finie.

L’image C| de C NZ° est un cone convexe de V' qui contient une famille génératrice
de V’, donc V} contient un ouvert de V' .

Pour 3 # a séparant les deux chambres relatives, H, N H é (avec les notations
évidentes) est de codimension deux dans V' donc y' et cette intersection engendrent un
hyperplan qu’on note Hf ; .

La réunion finie des H ;, quand (a, 8) parcourt I’ensemble R(z, y)2 privé de sa diago-
nale, ne peut contenir un ouvert de V", il existe § € C{ qui n’est pas dans cette réunion.

1l suffit de relever zj), en zo € C{ N X°, alors z¢ et y conviennent.

3) Considérons alors deux chambres relatives C{* pour i € {1,2}, et raisonnons par
récurrence sur #q(CJ,C§) pour établir le résultat suivant :

Pour une chambre relative C® on note W(C*%) le groupe engendré par les 7, pour o
relative & un mur de C%, alors C§! est conjuguée & C§} par W(C%®) = W(C§) .

Si cet entier est nul, alors les deux chambres relatives sont égales et le résultat est vrai.
En effet les chambres étant des classes d’équivalence elles sont égales si leur intersection
n’est pas vide ce qui est le cas lorsque D’entier considéré est nul puisque ces classes ne
peuvent étre contenues dans un hyperplan (elles contiennent une famille génératrice de
VR).

Supposons le résultat établi lorsque #q(C§},CS) < n pour n € N* .

Soit alors deux chambres telles que #q(C,C$) = n et z et y deux points de ces

chambres obtenus dans 2). On note z1,...,7;,...,Z, les intersections successives de [z, y]
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et des hyperplans Hp, séparant les deux points. Soit un point z €]z1,z2] alors z € rg, (C§)

d’aprés la proposition (12.3.3) H s, est un mur de C{? donc rp, € W(C$) et par conjugaison

W(rs,(CY)) = W(C}) . De plus [z,y] coupe n — 1 hyperplans et par récurrence C§' est

conjugué a rg, (CP) par W(rs, (CH)) = W(C§), d’ott le résultat.

4) La proposition résulte du résultat précédent et de 12.3.2 car W est engendré par

les réflexions par rapport & des murs.

12.4 Propriétés de Q' si  est un sous-systéme
Soit & présent C la chambre relative “ouverte” qui contient Cy . Considérons :
O ={a € QyuNQm; Hy estunmurde C et < a,z>>0(Vz € C)}

O ={a€0y;20€0, Hy, est un murde C et < a,z> >0 (Vz € C)}

N.B : D’apreés le choix de C, &, U@, C QF 4 .

Proposition 12.4.1.

On pose @7, = &, U &, et ™ = &7, U 2&, alors :

Ql‘e —_ WQ(QIQ) .

Démonstration.

Soit 3 une racine réelle de Q non divisible, par (12.3.1), on a un élément z de HzNT°

qui n’est dans aucun autre hyperplan, de plus z est dans une face de C' une chambre

relative dont Hg est un mur. D’aprés (12.3.6), il existe un élément w du groupe de Weyl

relatif pour lequel C' = w(C) . On a vu que Q est stable sous Wg, il en est de méme de

Q' en tant qu’intersection de Q et A tous deux stables. I1 est alors immédiat que Wq

stabilise les ensembles des racines non divisibles (resp. non multipliables).

H (g = w(Hp) est évidemment un mur de C donc w(3) ou wrg(3) est dans & .

Proposition 12.4.2.

Posons B], = (< a,3'" >) (ol B'" est défini en 12.2) lorsque a et (3 parcourent ¥, .

B!, est une matrice de Kac-Moody relative (sans indice imaginaire).



- 140 -

Démonstration.

D’apres (9.2.3), si @ € AF(J) alors @&, son unique image réciproque dans A, est
positive et son support est inclus dans J, il en est de méme de sa coracine et donc par
U, a"€Q(J).

1) 1l est clair que les coefficients de la matrice considérée sont dans Z .

2) Montrons que si les deux racines a et § sont dans 7%, et ne sont pas égales, alors
<a,f°><0.

H, est un mur de C, soit alors £ comme en (12.3.1), z¢ est dans une cloison F' de
mur H, . Pourtoutye Cona< a,y> - < B,y >< o, > =< a,rg(y) > > 0 car

Hp est le seul mur séparant C et son image par rg .

Il est clair que :

(VzeF) <a,z>=0,et <fB,z2>>0

mais alors d’aprés 'inégalité précédente également vérifiée par z¢ qui est dans F donc
dans C, le produit < 3,20 > . < a,3" > est positif ou nul et donc < o, > < 0 ce qui

permet d’établir le résultat.
3)Sia€ @ (resp. ®3) on a < a,a’" > =2 (resp. 1) grice au choix des coracines.

4) Si < a,8" > = 0 il résulte de (3.4.5) que < B,a" > = 0.

Théoréeme 12.4.3.

Sl = (B, V,V",<,>,®™,®™") est un systéme générateur de racines sans racine

simple imaginaire de systéme de racines réelles 2™ .

Démonstration.

Il est clair qu’on a bien un systéme générateur de racines puisque 1’absence de racines
simples imaginaires simplifie les axiomes a vérifier. La preuve de (SGR6) est basée sur
le fait, qu’une somme d’éléments de ®™ est une somme d’éléments de II,, et que d’aprés
9.1.3 aucune somme de racines simples non triviale n’est nulle dans Qg car S est par
hypothéses un systéme générateur de racines. La derniére assertion résulte alors de 12.4.1

et 12.3.6.

On déduit alors de 12.3.6 et de I’étude des systémes générateurs de racines que :
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Corollaire 12.4.4.

(Wa, {ra}aeqre) est le groupe de Coxeter correspondant & B], ou plus exactement &

la matrice de Kac-Moody déduite de B}, par la méthode de 3.2.1.

Remarque 12.4.5:

Soit ' une partie de A'™ vérifiant { SSR1) et (SSR3); on a déja signalé dans la
remarque de 12.2 que tous les résultats précédents sont encore valables. Le systéme de
racines () de S/, est alors obtenu en complétant Q par les conditions de chaines réelles
(remarque 9.3.7), il est donc contenu dans A et il est facile de voir que c’est un sous-
systéeme de A; D’autre part, avec des notations évidentes, Q = QU WqKq et pour toute
racine @ € WoKq, N*a C Q, on a donc QNA™ = Q™ . Cependant, il peut exister d’autres
sous-systémes € de A vérifiant QN A™ = Q™ | par exemple Q7 U A™,

On obtient ainsi une correspondance bijective entre les sous-systémes de A™ au sens de
Moody et Pianzola et les sous systémes de A dont la base est réelle (c’est & dire engendrés

par leurs racines réelles).
12.5. Base de (2

On note Q™ = Aij_“ N Q et on déduit de SSR3, que Q‘j_“ est Wq stable. Dans la suite,
on dira que S vérifie la condition (B) s’il satisfait & I’'une des hypothéses suivantes:

- (BN).

- (BZ): IT n’a pas une infinité de composantes connexes de type affine et S vérifie (Z).

- (BF): VR est de dimension finie et 0 n’est pas adhérent a R, \ {0}.
NB : La seconde condition indiquée ici implique que :

a) les racines de type affines et orthogonales a toutes les autres racines forment une
réunion finie de parties non adhérentes a 0 de droites rationnelles.

b) Pour toute racine o de A qui n’est pas du type considéré en a), il existe § € A

telle que < a, 8" ># 0 et de plus < ga, " >€ Z pour tout ¢ € Q tel que ga € A.
Lemme 12.5.1.

Va € Qij_“, 36 € Wy(a) tel que < 8,7 > <0 (Vy € QF

Plus précisément si on note :

Bg={ac€ QQ/ <a,7"> <0 (Vy € QF)} alors Wo(a) N Bq est réduit & un point.
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Démonstration.
On choisit arbitrairement un élément & de ((a), et on considére dans o~1(Wy).(a),
un élément ﬁ de hauteur minimale alors il est clair que < ,5,77“ > < 0 (Vy € 1)),

et 'image par ¥ de J est solution. On pose encore (cf 3.2.4) :

da={aeQy/(w(@)-a)e ) Q,f (YweWa)}

'Be¢l'e
On a Ag C Bq car Q_70 3 scqre Q, B = {0} (cf 9.1.3)

De plus on a l'inclusion contraire car Wq est un groupe de Coxeter, et on peut faire
la démonstration par récurrence comme au (3.2.4) en utilisant 9.4.4 (vu 12.4.3). Enfin il
est clair (d’aprés 9.1.3 et 12.4.3) que si & et w(a) sont simultanément dans Agq, ils sont

égaux.
Construction de la base

On note alors Kq = Ba N Q‘j_“ .

On considére ®' un ensemble de représentants dans Kq des classes d’équivalence dans
Kgq pour la relation de @ proportionnalité. Pour chaque élément o de ®’, on considére
R(a) := {n € Q,; na € Kq}, si cet ensemble de rationnels positifs admet un plus petit
élément, on note celui-ci ¢, sinon on choisit ¢ € R(a) tel que (3/4)g soit un minorant
de R(a) (un tel ¢ existe grace a (B)) et dans les deux cas on pose 7 := ga € ®'™ et
Nl(‘y) := {n € Q,; ny € Kq} . La base & est alors la réunion de ™ et de ®™ ainsi
construite.

Il est clair dans cette définition que pour tout a € ®,1 € N1(v), que la borne inférieure
de N'(v) est dans [3/4, 1], et que c’est 1 lorsqu’il s’agit d’un plus petit élément, et que
de plus deux éléments de ® ne sont jamais Q-proportionnels.

o

Considérons une numérotation {7;};es des éléments de ® . On note N ,1 =N 1('y,-) et:
J*® (resp. Ji; resp. Jz) Pensemble des indices j de J tels que y; € ®* (resp. ®1; resp. ®3),
Ji™ (resp. Jo; resp. J_) P’ensemble de ceux pour lesquels v; est imaginaire (resp. de type

affine; resp. de type indéfini).

On suppose dans la suite que les coracines des éléments de A sont choisies
de fagon compatible a ’action de W, ceci est possible d’aprés la remarque
10.2.6, et on peut aussi supposer, dans le cas ol la condition (Z) est satisfaite,

les coracines dans " .
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Proposition 12.5.2.

B = (< Yir Y >> est une matrice de Borcherds relative et b;; =< v;,7i >
(vivi)€d

est un entier sit € I .

Elle est & coeflicients entiers si S vérifie la condition (Z).

Démonstiration.

1) Si la condition (Z) est vérifiée (resp. si j € Ite) , le coefficient bj; = < 74,7 > de
la matrice B est dans Z : en effet v ; € Q" d’aprés I’hypothése précédente. D’autre part,
I’ensemble des v; est dénombrable car A D’est.

2) Supposons < 7i,75 > = 0, (¢ # 7). On sait que le signe au sens strict de < v4,7; >
ne dépend pas du choix de v ; dans ¥({(v:)) . Soit ¥; € {(7;) (resp. ¥i € {(7i)) on a
alors par (7.24) :

<Y,7;>=<%,7;>=04=<7;,7i> =<7;,7i>=0

3) Si v; et v; sont dans $™™, < v;,7; > est du signe de < ;,7 ; > avec les notations
du 2), donc est négatif ou nul par (7.2.1).

4) Si 'une des deux racines est réelle et I’autre non (par < 74,7; > < 7;,7i >2>0
on peut supposer que v; € $™), mais alors par le choix de 7; dans Kg, il est clair que
<7;7i><0.

5) Les autres conditions requises résultent de 12.4.2.

Théoréme 12.5.3.

Si § vérifie la condition (BN) (resp. (BZ), resp. (BF)), et si on pose :
S1:=(B,V,V’, <,>, 9,9 {Nil}iEJim) .

Sy est un systéme générateur de racines vérifiant (BN) (resp. (Z), resp. (BF)) et
A(S]) =0Q.

Remarque :

L’hypothése “II n’a pas une infinité de composaﬁtes connexes de type affine” n’est pas
forcément conservée car les racines affines o de  orthogonales aux éléments de 2 \ Qa
ne sont pas nécéssairement orthogonales toutes les racines de A \ Qa.

De méme, la condition I fini qui permet également d’assurer que Sy est un S.G.R tel

que A(S1) = Q ne passe pas au sous-systéme.
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De facon analogue, toute condition permettant d’assurer que les N} tels qu’ils ont
été construits sont minorés par des constantes strictement positives permet de montrer le

théoréme .

Démonstration.
L’axiome (SGR1) résulte de la proposition précédente.
(SGR2) et (SGR3) sont vérifiés puisque par hypothése S est un systéme de racines.
On a remarqué , lors de leur construction, que les parties N} contiennent 1, sont incluses
dans [3/4,00[ et que leur plus petit élément est 1 s’il existe. Ceci établit (SGR4), car
N} < %i,75 >C Z pour j € J™ puisque R et Q . sont en dualité sur Z .
(SGR5) résulte du choix de B .
Reste a établir (SGRS),
1) Tout élément de & et toute somme d’éléments de ™ U (U, cqimN'(a)a) est un

élément non nul de Q, _, on sait que ¥(Q, .\ {0})n{0} = 0, ce qui permet d’établir a).

Q.+

2) On sait, par construction de la base ®, que deux éléments de ® ne sont jamais

Q-proportionnels, ce qui établit b).

Ainsi, S est un systéme générateur de racines.

D’aprés (9.3.7), A(S1) est le plus petit sous ensemble de EjeJ Q~; symétrique et tel
que si @ € A4(S5)) et v; € ® alors Ch(a,7:) C A(Sy) . Or il est clair par SSR1 et par
(12.1.2) que Q vérifie ces deux propriétés (dans le cas d’une chaine imaginaire, il faut
appliquer 12.1.2b de fagon répétitive a tous les @ € N}1v;).

Supposons & présent 1’existence d’un élément de 2 qui n’est pas dans A(S;); comme
Qre = Wqd™ = A™(S,), S est nécessairement imaginaire. Par symétrie des deux ensem-
bles, on peut le supposer dans 2 ; enfin par stabilité de Q et A(.S1) sous Wq on peut le
supposer dans Kq . Supposons alors avoir choisi un élément de Q4 \ A(S;) tel que z(5)
soit minimal & ¢ prés. Cet élément est évidemment dans K . Par construction de la base,
il existe 7; € ® et n; € N} tels que § —~niy; € Q4 et < f—ni7i,7; > < 0 d’aprés le choix
de B, B — niyv; € A(S) car z(n;y;) > €, mais alors les conditions de chaines impliquent
B € A(SY), d’ott la contradiction.

Pour montrer que I’hypothése (B) est conservée, il suffit de montrer la stabilité des
trois hypothéses (et donc en particulier celles de (BN) et de (Z)).

La stabilité de (BN) est claire puisque la restriction de 8 convient. Pour montrer celle
de (Z), il suffit de remarquer que sous cette hypothése, < a, 3" >€ Z pour tout couple de

racines.Enfin la stabilité de la troisiéme hypothése est évidente
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Corollaire 12.5.4.

Si S vérifie (BN), alors il existe un S.G.R. normalisé S; correspondant a (2.

Démonstration.

D’aprés la proposition précédente, Sy vérifie (BN), le corollaire résulte alors de (10.3.3).

12.6 Invariance des conditions sur les S.G.R.

Hypothéses sur la réalisation 12.6.1

Il est clair que le S.G.R. S} associé au sous-systéme  vérifie aussi la condition (A).
De méme, il est facile de voir que si le systéme S vérifie I’hypothése (BN), la restriction
au sous-systéme de la Q-forme 8 permet de montrer que S’ satisfait aussi & (BN).

L’hypothése (MP) (cf 11.3) passe au sous-systéme au moins dans le cas ol @ (Ire)
est de dimension finie dans V. On déduit en effet ceci du lemme 5 du paragraphe 6 de
[MP] :

tet = Larear, No' C Qrep = 3 icp, Noy C &Ny si {7:} est la base satisfaisant a
(MP) dans S. On se place alors dans Vg = V®Ret on considére C = @R+, c'=v'uC
ol V' = R®z Q. C' est un cone propre et C°* n’est pas vide car Cy # 0 grace & (MP)
dans (5) et donc on peut appliquer le lemme 5 précité.

Ainsi si S vérifie (MP) ou (MP’) (resp. (MP”)) et si @ (Ire) (resp. @ ) est de dimen-
sion finie, il en va de méme de Sy (en fait le sous espace engendré par les racines réelles
du sous-systéme est bien sir inclus dans @, (Ire))-

Par contre Moody et Pianzola ont moniré que méme si elle est vérifiée dans 5, la
condition (L) n’est plus forcément vérifiée dans Sy (cf 12.4.5) ce qui a nécessité I’abandon

de cette hypothése au chapitre IV.

Les hypothéses sur les ensembles N; 12.6.2

L’hypothése “les N; de plus petit élément 1” ne passe pas a 53, par exemble si A
contient une infinité de composantes connexes de type affines réelles de racines imaginaires
proportionnelles et si le sous-systéme considéré est celui formé des racines imaginaires de
ces composantes connexes

Ce méme exemple permet de voir que I’hypothése “les N ; sans point d’accumulation

dans R” (resp. “a4 dénominateurs bornés”) ne passe pas aux sous-systémes.

Par contre si on suppose simultanément “les N; sans point d’accumulation dans R”
(resp. & dénominateurs bornés) et ’hypothése (Z) (la premiére hypothése n’ayant alors

de conséquence que sur les racines affines formant une composante connexe de la base), il
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est facile de voir que pour que les N l(a) soient sans point d’accumulation dans R (resp.
a dénominateurs bornés) il suffit que I’hypothése suivante soit vérifiée :
“Si a est une racine imaginaire d’une composante connexe de type affine de I alors
{n € Q,na € N} est sans point d’accumulation dans R (resp. & dénominateurs bornés)”.
En effet pour toute autre racine a@ € @, il existe au moins un indice i tel que
< a,y; ># 0 et la conditon {Z) {qui est conservée lors du passage au sous-systéme)

implique alors N'(a) sans point d’accumulation dans R (resp. & dénominateurs bornés).

Les hypothéses sur le type de la matrice 12.6.3

Si la matrice A est de type fini (resp. fini ou profini), il est clair que la matrice de
tout sous-systéme est de type fini (resp. fini ou profini), en effet :

A est de type fini ou profini si et seulement si A(A) n’a pas de racines imaginaires.
Le sous-systéme (2 de A est donc dans le méme cas et cela montre que B est de type fini

car de plus A(A) est fini (resp. B est de type fini ou profini).

Si A est de type affine alors B est décomposable en matrices de type affine ou fini,
autrement dit B est de type semi-affine en effet :

A est de type affine (ou fini ou profini) si et seulement si elle n’admet pas de racine
de type indéfini (c’est a dire pour laquelle < a,a” > < 0), il en est donc de méme de Q
et par suite B est de type fini ou affine (car on verra en 13.1 que B est de rang fini donc

ne peut pas étre de type profini).

Remarque :

Méme si la matrice A est de type affine indécomposable B peut étre décomposable,
ces composantes sont alors toutes de type affine ou fini. Si B a une sous-matrice de type
affine elle contient au moins un multiple de la racine imaginaire de A sinon B est de type
fini (elle n’est pas forcément indécomposable mais toutes ses composantes sont de type
fini).

Enfin il est clair que si A est de type indéfini, les composantes indécomposables de B
peuvent é&tre de type fini, affine, indéfini ou proindéfini. Cette derniére possibilité apparait
dans I’exemple du “Démon de Maxwell” de [MP].

5i A est de type proindéfini, alors le type de B est quelconque.

On a vu que la matrice A peut étre indécomposable sans que B le soit. On peut par
exemple étudier le sous systéme A(J) pour J réunion de deux parties non vide de I et
non liées dans le diagramme de Dynkin.

Par contre, il est clair que si ® est indécomposable, on peut ’extraire d’une composante
indécomposable de A et donc Q est obtenu comme sous-systéme d’un A(J) ou J est

composante connexe de [.
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13. Théoréme de conjugaison des bases

On considére sous ’hypothése (A) de ce chapitre, le systéme générateur de racines

sur K, et A = A(S) son systéme de racines.
13.1. L’hypothése de rang fini

Dans tout ce paragraphe 13, on suppose que la matrice A(I,.) est de rang fini.

1) Ceci entraine en fait un certain nombre de conséquences :

a) La base réelle du systéme de racines ne peut pas contenir une infinité de com-
posantes connexes (ou composantes “indécomposables”). En effet, chacune de ces com-

posantes est de rang au moins égal a 1.

b) La base réelle du systéme de racines ne peut pas étre de type profini (ni contenir
une partie de ce type). En effet, une réalisation d’une matrice d’ordre fini et de type fini,
est forcément libre puisque la matrice est inversible. Il est clair que si I est de type profini,
toute matrice indécomposable d’ordre n extraite de A est de rang n, on a rg(A) > n pour

tout entier n ce qui contredit notre hypothése.

¢) Comme une matrice extraite d’une matrice de rang fini est forcément de rang fini,
il résulte de a) que I . ne peut contenir une partie infinie J dont les éléments sont deux a

deux non liés.

d) En particulier, I, doit &tre de diameétre fini, c’est & dire qu’il existe un entier n tel
que si ¢ et j sont dans une méme composante connexe de J;., on peut relier 7 et j dans le
diagramme en passant par au plus n points.

En fait, si r est le rang de la matrice A ,on a n < 2r — 2 car si 29,%),...,%2,—2 sont
des points de I tels que les seules liaisons entre eux soient entre i et ix4; (on obtient
ainsi, les chemins de lengueur minimale entre deux points), alors J = {ig,%1,...,%2r—2}

satisfait aux conditions de d).

2) Inversement cette hypothése est automatiquement vérifiée si dim(V') < oo ou plus
généralement si dim(Qre ® K) < 00 ou dim(Q ;. ® K) < o0 .
En effet le rang de A(L.) est le rang de I’application linéaire de K(™'") dans KT (&)

qui envoie Y, L. PiQi sur le vecteur de composante > n; < aj, o ; > suivant o j, et

i€lre
cette application se factorise par I’application de @,, ® K dans le dual de . ® K .
En fait A(I,.) est de rang fini si et seulement si il existe une réalisation (§,§",II,1I7)

de A(I.) avec h et/ou h" de dimension finie.

3) Cette hypothése est stable par passage aux sous-systémes. Plus précisément si A(I;.)

est de rang fini et si on considére un sous-systéme de racines 2 du systéme A engendré
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par le S.G.R. correspondant & A, sa matrice réelle B!, (avec les notations de 12.4.2) est
de rang fini.

En effet Qe = 3 ,care Za, si A(I.) est de rang fini, le rang de I’application de Q. ® K
dans K2 (Ire) qui envoie a € A™ sur le vecteur de composante < a,3" > suivant 3" est
fini. Cette condition passe aussitot au sous-systéme 2 .

D’autre part A(I.) ne change pas par isomorphisme ou normalisation, donc cette

hypothése ne change pas par ces transformations.

4) On va montrer (en 13.3.1) que sous ’hypothése indiquée (et si I = I, est indécom-
posable), les bases du systéme de racines A sont conjuguées par W . Ceci ne pourrait
étre vrai en général qu’en grossissant le groupe W :

Supposons que I = [, soit indécomposable mais contienne une partie infinie J dont les
éléments sont deux a deux non liés, que J soit la réunion de deux parties infinies J; et J.
telles que pour tout 7 € I le nombre d’éléments de J; liés & ¢ soit fini. On considére alors
le produit infini commutatif w = HJ. eJ, Ti - La derniére hypotheése assure que w restreint
a un sous-espace de dimension finie de @}, est la restriction d’un élément du groupe de
Weyl W . Ainsi w € GL(Q ) stabilise A et il est clair que @(II) est une base. Par contre
@W(II) N II (qui contient a; pour 7 € J,) et @W(II) N —II (qui contient a; pour i € J1) sont

infinis; donc @ ne peut étre conjugué a II par W .
13.2. Notion de base

Une racine a sera dite indivisible si pour ¢ € N, (1/g)Ja € A = ¢=1.

Une partie £ de A est dite décomposable si il existe une partition de ¥, en deux parties
non vides, ¥ = ¥, Ll 3, telle que si y; € ¥4 et v3 € Xy alors < 11,72 >=0.

Y sera dite indécomposable dans le cas contraire.
Définition

Une partie ® de A est une base de A, si elle est formée de racines indivisibles et si on

peut trouver :

- pour chaque élément imaginaire a de @, une partie N(a,®) de Q, de plus petit élément

1 ou sans plus petit élément mais contenant 1 et contenue dans [3/4, 00];

- une partie ! de Q" vérifiant :
- pour une racine réelle « € &, a! "= a"si 20 ¢ A, a’/2 = (2a) sinon (ie. al" = a");

1

- pour une “racine imaginaire” a " un élément de Q" tel que pour tout 3 € &,

< B,a'" > et < B3,a" > soient de méme signe au sens strict;
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pour lesquelles si A! est la matrice des < a,3!" > pour a et 3 dans ®, on a :
St:=(ALV, V", <,>,8,8'",{N(a,®)}ace, ) est un S.G.R.
tel que A(S') = A(S).

Si S ne vérifie pas ’hypothése (BN), on suppose de plus A™(S5) = A™(S) .

En particulier la matrice A! sera une matrice de Borcherds relative, son type sera
appelé le type de ® .

Il est clair que dans la définition habituelle de S, IT est une base de A(S) .
Remarque :

Si S vérifie la condition (Z), il est clair que pour un choix convenable des coracines

a!” (par exemple a! "= «"), §! vérifie également (Z).

Lemme 13.2.1.

Sous les hypothéses précédentes
Ate(sl) - Ate(s)

et pour tout a € A™(S), a” et a” sont les mémes dans les deux définitions. En particulier
les groupes de Weyl sont les mémes.

D’autre part A'(I) est alors aussi de rang fini.

Démonstration.

En effet, il résulte de la définition de a!” en fonction de o si a est une racine réelle de
®, que " = o et a!* = @" .D’autre part, si S vérifie (BN), d’apreés la caractérisation en
11.5.3 des racines réelles, on a clairement comme condition nécessaire a 1’égalité des deux
systémes, 1’égalité des ensembles des racines réelles (le signe de < a,a” > permettant de
lever 'imprécision dans la caractérisation puisque cette imprécision concerne des éléments
“isolés” des bases, qui se retrouvent donc (a une constante prés) dans les deux bases).

Dans tous les cas, on en déduit que pour tout i € I, le groupe de Weyl W1 contient au
moins un w! qui envoie a; sur une racine de ®, et par suite contient les r; pour i € I ce qui
établit I'inclusion W C W, I'inclusion contraire étant immédiate puisque les générateurs
de W1 (qui sont les réflexions par rapport aux élémentsde ™) sont évidemment dans W .
Enfin ’argument cité & la remarque 3) de 13.1 permet de prouver la derniére assertion.

n}
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Proposition 13.2.2.

Si ® est une base de A = A(S),
a) A(S) est indécomposable => @ est indécomposable;

b) A™(S) est indécomposable <= ®™ est indécomposable;

) { ® est indécomposable => A(S) est indécomposable.

K4 et n’est pas de type affine
Démonstration.

a) Supposons & décomposable, il existe alors une partition ® = ®; U &, non triviale
et telle que < aj,a? > = 0si a; € &, et ay € P2 . Notons A; (resp. Az) le sous-
systéme de racines de A associé & 1 (resp. @), on a alors les inclusions Ay C 3, o, Qo
(resp. Az C 3} ,cq,Qa) et, pour les ensembles des coracines correspondantes
(A1)" C Y,eq, Za” (tesp. (Az)" C Y, cq, Za"). 1l est alors facile de constater que
< A1,(Az)" > = 0 et d’aprés la construction de A a partir des conditions de chaines

onaA=A;UA; et donc A est décomposable. Ce qui établit a).

b) Si Ar® est décomposable, considérons alors A™ = A; U A,, une décomposition en
deux parties non vides et orthogonales de A™ . On peut alors considérer ®; = ®™NA; et
$, := Ay N @™ il est clair ™ = &, U &, que les deux parties de ® ainsi définies sont non
vides car le groupe de Weyl est le produit direct de ses deux sous groupes < ro;a € Ay >
et < Ty € Ay > et comme < r,;0 € Ay > n’agit pas sur Aj et inversement, ceci montre
qu’une seule partie ne suffit pas pour engendrer A™ tout entier. Pour. la réciproque, il est
clair que le méme raisonnement qu’au a) est valable en remplacant les conditions de

chaines par I’action du groupe de Weyl.

c¢) Supposons A décomposable et ® indécomposable et montrons qu’alors ® est néces-
sairement de type affine. Soit A = A;UA; une partition de A en deux parties orthogonales
non triviales. On pose alors ®; := ®NA; et ®; := PNA;, ’hypothése faite sur A implique
alors que I’une de ces deux parties de ® est vide, (puisqu’on obtient une partition de ® en
deux parties orthogonales). Supposons ®; = @} . Alors par le raisonnement sur le groupe de
Weyl donné au b), il est clair que A, n’est formé que de racines imaginaires sur lesquelles
W n’agit pas et qui sont toutes orthogonales a la base. Par suite A, n’est formé que de

racines de type affines et donc la base @ est de type affine.

Remarque :
Une partie ¥ de A est dite fortement décomposable s’il existe une partition de ¥, en
deux parties non vides, ¥ = X; U X, telle que si y; € I; et 72 € T, alors aucun des deux

éléments : 1 + v2, 71 — 72 n’est une racine.
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Cette notion est plus forte que la notion habituelle, elle signifie qu’on peut partitionner
¥ en deux parties fortement orthogonales et pas seulement orthogonales. Cependant elle
ne permettrait pas d’obtenir un “meilleur” énoncé de la proposition 13.2.2. En effet deux
parties fortement orthogonales de U;cyN;a; n’engendrent pas nécessairement des parties
fortement orthogonales de A ni méme disjointes toujours a cause des racines de type

affine.

On considére deux systémes générateurs de racines § = (A,V,V" <, >, 111",
{N(a,1)},cmrim) et S* := (AL, V,V",<,>,8,8", {N(, ®)} ,cqim) tels que IT et & soient

les bases d’un méme systéme de racines A et tel que S vérifie (A).

On a alors d’aprés (8.5), R =} ca Za, et donc :

R=) ZN(a,Ma= )Y ZN(a,®)a
a€ll x€d

ol on a donné comme définition de N(a,II) ou N(e, ®), pour a racine réelle : {1,2} si a

est multipliable dans A, {1} sinon. De plus on a facilement aussi :

Qe = Z Za" = E Zo"

aenre ae@re

On considére alors SR et S]k, on note encore V, le R-espace correspondant.
13.3. Bases réelles

Remarque préliminaire :

Les résultats de ce numéro n’utilisent que A™ et les propriétés du lemme 13.2.1
ainsi que sa conséquence 13.2.2b qui montre que les composantes indécomposables de
A™(S) permettent de caractériser les composantes connexes de ™ et de II'* . En effet si
A™(S1) = A™(S) et si Il et ® ne sont formés que de racines réelles, alors A(S!) = A(S),

d’aprés la remarque 9.3.7.

Proposition 13.3.1.

On considére A, une composante indécomposable de A™(S'), II; et ®, les com-
posantes connexes de Il et & correspondantes, il existe w € W tel que II; = w(®1) ou

M) = —w(®,) . (Si I ou ¥, est de type fini, on peut toujours supposer II; = w(®;) .)

N.B : En fait, w est dans le sous-groupe de W engendré par les réflexions correspondant

ally.
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Démonstration.

Soit C (resp. F) la chambre ouverte fondamentale relative a II; (resp. ®1)), et ¥ le
cone de Tits relatif & ®;, T = W.F ou F est la chambre fermée correspondant & F . (Par
hypothése sur S, C engendre V"n.i J)

Si WFNxC # 0, on aura le résultat car w(F'), C et —C sont des classes d’équivalence
pour la reiation =, . On aura alors clairement ’égalité wC = £+ F, permettant d’identifier
les ensembles w(Il) (ou —w(Il1))) & P, en tant qu’ensemble des racines non divisibles et
positives sur la chambre F' correspondant aux murs de la chambre F .

Montrons que WEF N +C # @ . D’aprés 13.1 on est dans un des trois cas suivants :

1) Si ®, est de type fini : D’aprés 11.3.2, ¥ = V]l; et donc WC N F # @ Ainsi
ITy = w(®,) est de type fini.

2) Si @, est de type affine, T est un demi-espace (cf 11.3.2) donc £T rencontre C car
C ne peut pas étre contenue dans un hyperplan puisque par hypothése sur S elle contient
une famille génératrice de VI& . Ainsi II; = £w(®,) est de type affine.

La méme conclusion vaut méme si C n’engendre pas V* mais si II; n’est pas de type

R
fini, car Vﬂ'{f \ £% est une réunion finie de facettes pour Ha, .

3) Si @4 est de type indéfini ou proindéfini.

Dans ce cas II; n’est pas nécessairement finie. On choisit J C I;, ol I; est une
numérotation des éléments de II,, tel que J est fini, A(J) est indécomposable et de type
indéfini, II(J) engendre I'image de @ ® R dans le dualde @, . ® R .

Un tel choix est possible car si toute matrice indécomposable d’ordre fini extraite
de A(I1) est de type fini ou affine, alors comme A(J;) ne peut pas &tre de type profini,
puisque le rang de A(Iy) est fini, A(];) elle méme est de type fini ou affine et ’ensemble
®; est de type fini ou affine d’aprés 1) et 2) ce qui contredit notre hypothése. Par suite

II; est de type indéfini ou proindéfini.

On peut alors choisir parmi les éléments de II;, une famille finie dont 'image est
génératrice de 'image de Q(I;) ® R dans le dual de @ ;. ® R, qui est de dimension finie
on peut encore la compléter par un nombre fini d’éléments encore choisis dans II; pour
obtenir une famille indécomposable (il s’agit de relier les éléments de la famille choisie

dans le diagramme de Dynkin restreint a I ).

J étant ainsi choisi, il existe 7 € A (dans le revétement de S) de support J et telle que
< ¥,a" > < 0 pour toute racine simple & de II(J) (cf 5.5.4). On note v la “projection”
dans A(S) de cette racine.
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Lemme 13.3.2.

Pour tout a € II;, on a < 7,&" > < 0 et donc < o,y > < 0 (cf. 7.2.4) c’est a dire
7 €-C.

Démonstration.

Comme la décomposition de v choisi comme avant, est dans II(J) il est clair que
pour une racine simple o qui n’est pas dans cette partie de la base, on a < y,a">< 0.
Par hypothése II; est indécomposable et on sait que le support de ¥ est exactement J .
Or on sait que par hypothése, J est choisi de fagon a ce que I'image de II(J) engendre
I'image de Q(I1) ® R . Si on suppose ’existence de a € II;, telle que < v,a” >= 0,
alors nécessairement < 3,a” >= 0 pour tout § € II(J) et donc pour tout 3 € II; ce qui
contredit ’hypothése II; indécomposable. -

0

Considérons alors I’élément v, dans le systéme générateur S!, il admet une “bonne
décomposition”, c’est 4 dire est Iimage d’une racine du revétement A! dans 5§ . Clest
évidemment une racine imaginaire (comme dans ), et quitte & considérer son opposé, on
peut la supposer dans Ay g, . Il existe alors un élément du groupe de Weyl w tel que
w(y) € K¢, (Uindice signifiant que sa définition est relative 3 $) , donc —w(y") € F' .

Ainsi on a encore w(F)N£C # 0 .

Corollaire 13.3.3 .

Si II** est indécomposable, S vérifie (A) .

Remarque :

Ce n’est pas vrai en général sans l’hypothése d’indécomposabilité. On construit facile-
ment un contre-exemple avec K = R : Il est réunion de deux composantes I; et II, de
type affine Agl) et si §; et §2 sont les plus petites racines imaginaires positives correspon-
dantes, on prend pour V le quotient de éR par la relation &, = /26, . Alors § vérifie
(A) mais si ® = IT; UTl,, S’ ne vérifie pas (A), ni SGRord.
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13.4. Bases

On suppose que les deux systémes S et S! vérifient (A) et (BN). Soient « et 3 deux
racines imaginaires,
8 est dite liée 3 a si et seulement si Na+ N*3 C Aou B € Q,a.
B est dite reliable & c si et seulement si il existe une famille finie {8i};c(0...n4+1) formée
de racines imaginaires telles que By = 3, fn41 = @ et {B;, Bi+1} liées pour tout entier de
0 a n . On notera :

aR (3 <= aest reliable 3 8

Proposition 13.4.1.

R est une relation d’équivalence sur les racines imaginaires, pour laquelle si A a une

base indécomposable et n’est pas de type fini, il y a deux classes d’équivalence.

N.B : Si une base II de A est indécomposable, alors A est indécomposable sauf si I est
de type affine indécomposable mais alors toute autre base de A est indécomposable (cf

13.2.1 et 13.3.1)

Démonstration.

La premiére assertion est immédiate. Supposons donc que A n’est pas de type fini
et est indécomposable, soient alors a et § deux racines imaginaires positives (pour 1’une
des bases disons @), montrons qu’elles sont dans la méme classe. Supposons les supports
disjoints, on peut alors considérer dans I', un chemin {i¢,%;...in} non vide liant les
supports de ces deux racines c’est a dire tel que ig € S, et i, € S5 . (En réalité dans
cette démonstration, on “remonte” dans un revétement ou bien on ne considére que des

bonnes décompositions. )

Posons alors g := @, @] est une racine imaginaire dans K¢ (ie. par rapport a S!) de
support S4, U {i1}; et de méme en supposant construite a,_; une racine imaginaire, on
choisit a, une racine imaginaire dans K¢ de support S, _, U {i,} et enfin a,4; := 5 .
Il est clair qu’a chaque rang de telles racines existent puisque le support de ag n’est pas
de type fini.

Les supports des éléments consécutifs {a;,a;+1} n‘e sont pas disjoints et dans chaque
paire de ce type un des deux éléments au moins est dans K¢ .

Si on montre que ¢; et a4y sont liés ou reliables on aura le résultat pour @ et 3 .

Si les supports de « et 3 ne sont pas disjoints il est clair qu’on peut intercaler entre
o et B une racine notée a; de support celui de o et qui soit dans K¢ pour raisonner de

la méme fagon.
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Finalement, on peut supposer que les supports de a et 3 ne sont pas disjoints et que
a est dans K¢ .

Si< B,a”"> <0, alors 8+ Na C A et de méme comme < a,3" > < 0, on obtient
de méme N*a + N*8 C A, et le résultat cherché est vrai. Sinon < 8,a" >= 0 implique
puisque les deux supports ne sont pas disjoints, qu’il y a une relation d’inclusion entre
eux Sg C Sq, mais on sait de plus que le support de S n’est pas de type fini, on a alors
nécessairement S, = Sp est de type affine ce qui implique (d’aprés 6.2.2) 8 € Q,a et
donc 4 nouveau a R 3 . Et donc toutes les racines imaginaires positives sont dans la méme

classe.

Reste & montrer que deux racines imaginaires de signe opposé (disons a € Ay ¢ et
B € A_ 3), ne sont pas dans la méme classe d’équivalence.

Pour cela considérons z une forme linéaire sur V vérifiant ’hypothése (BN), alors
z(a) > (3¢/4), z(B) < —(3¢/4), —z(a)/z(B) € R} . D’aprés Dirichlet, il existe des
entiers strictement positifs p et ¢ tels que |¢(—z(a)/z(B)) — p| < (3¢/4)/(—=z(B)) donc
lgz(a) + pz(B)| < (3¢/4) ce qui implique pa + q8 ¢ A .

m}
Corollaire 13.4.2.
Si A est & base indécomposable, deux cas sont possibles :
AF(S) = AT(S)
ou AT(S!) = A™(S)
w}

Remarque :

Sous I’hypothése (BN), si A¥(S) et II** sont connus, on sait déterminer de fagon
unique I’ensemble U, jim Niav; pour lequel le systéme est normalisé (cf 10.3.3), et par suite
les éléments de Il pour lesquels N; admet un plus petit élément (en particulier toutes les

racines simples non affines).

Théoréme 13.4.3.

On suppose I’hypothése (BN) vérifiée par S et S . Supposons A & base (Il ou @)
indécomposable, alors il existe w € W tel que Ay (II) = wA () .

Si de plus S et S' sont normalisés alors Il ~ w(®) ou Il & —w(®), ou la relation
d’équivalence ~ entre deux bases signifie que I'identité de V est un ~ des deux S.G.R.,
autrement dit, a; = a} sauf éventuellement dans le cas N; sans plus petit élément auquel

cas on a seulement N;a; = N!a} (avec toujours les mémes conditions sur les N;).
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Démonstration.

Quitte & changer  en —®, on peut supposer que A(S!) = AT(S) .

Soient II,, = I U...UIl, la décomposition de II,. en composantes indécomposables de
I, et &, = ®; U...U P la décomposition correspondante de b, (cf 13.2). Le groupe de
Weyl W se décompose en produit direct W = Wy x...x Wi . Pour tout j de 1 a k, il existe
un élément w; € W; tel que w($;) = £1I; et si II; est de type fini tel que w;(®;) = Ii;
(13.3.1). Si IT; n’est pas de type fini, § # w;(A(®;)) C A(II;)NATY(S) = A(I;)I" donc
en fait w;(®;) = II; . Ainsi, si w = H;:fwj, we W et w(d,) =1, .

On a alors (3 w prés) AT(S?) = AR(S), A+(S?) = A4(S) et on termine grice a
10.3.3.
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VI

Quotients d’un systeme

générateur de racines

On considére un S.G.R. § = (4,V, V", <,>,II, 1", {Ni}ic, ) sur K = Z ou un
corps et on supposera la condition (B) de 12.5. vérifiée dans 14.4, 14.5 et 15.5, 15.6.

On suppose dans la suite que les coracines des éléments de A sont choisies de fagon
compatible & I’action de W, ceci est possible d’aprés la remarque 10.2.6, et on peut aussi

supposer, dans le cas ou la condition (Z) est satisfaite, les coracines dans Q" .
14. Quotient par un groupe fini d’automorphismes de diagramme

14.1. Automorphismes de diagramme

Un automorphisme de diagramme de S ou du systéme de racines associé est un couple
(¢,¢7) de GL(V)x GL (V") vérifiant les propriétés suivantes :
(AD1) V(v,v) eV x V") < P(v),0(v7) > =< v,v">;
(AD2) (V(3,7) € I?) < é(ai),(#(e;))" > et < aj,a; > sont de méme signe au
sens strict;
(AD3) ¢ stabilise (U;erN;a;), ¢ stabilise IT5,.

Un tel automorphime sera dit compatible @ la matrice A, si de plus pour tout couple
(,7) d’éléments de I, < ¢(a;),(¢(a;)) > = < aj,a 5 >.
Remarques : .

1) Si V" = V*, ou plus généralement si la dualité entre V et V" est non dégénérée,
alors un automorphisme compatible & A est bien déterminé par la connaissance de ¢, et

alors ¢" = '¢~1 cf 14.1.1.

2) Pour un SGR donné, les automorphismes de diagramme forment un groupe noté

Diag(S), ceux qui sont compatibles & A forment le sous-groupe Diag4(S);
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3) Si (¢,¢7) est un automorphisme de diagramme tel que ‘¢~ = ¢~ alors ¢ est un
automorphisme du systéme générateur de racines (cf 14.1.1 pour M3).

4) Comme ¢ stabilise ’ensemble des droites K a; qui sont deux 4 deux distinctes, on
peut définir une permutation sur ’ensemble des indices I, encore notée ¢, par ¢(i) := j si
#(ai) = Aaj avec A € Q] (en fait A = 1 sauf peut-étre si N; et/ou N; n’ont pas de plus

petit élément). On obtient ainsi un homomorphisme num : Diag(S) — & (I).

Proposition 14.1.1.

1) (Vi€ L) ¢(ai) € II™ et (¢(ey))" = ¢ (ai);

2) ¢ normalise le groupe de Weyl dans GL (V') et GL(V");

3) ¢ stabilise Iy, Iz, Iy, I, et pour tout i € I, ¢(a;) = Aja; = \N; = N, ; ce
nombre A; est égal 4 1 dés que N; a un plus petit élément.

4) ¢ stabilise K l'image de K par ¥, et donc A™, A¥, A™

Démonstration.

D’aprés (AD3) il est clair que 'image d’une racine simple a; est une racine simple (3
une constante prés si N; n’a pas de plus petit élément). Par (AD2) et (AD3), on voit que
¢ conserve le type d’une racine simple c’est a dire stabilise Iy, I, Iy, I_. ¢  stabilise IT
donc si ¢ € [re, ¢(ai) € II" et par AD1, < ¢(a;),¢ (i) > > 0 donc on a nécessairement
¢(a3) = (¢(a:))". On montre facilement que pour tout indice réel i, pori0¢~! = 1y
et donc ¢ normalise W. Pour montrer la stabilité de K, il suffit de voir que les propriétés

” a support connexe

caractéristiques de ses éléments (avoir une “bonne décomposition
non réduit & un point et avoir son opposé dans la chambre fondamentale) sont conservées
par ¢. De méme :
groriod N (aj) = aj- < @i, (a]) > $7(ai)
= aj- < $ai)a; > ($ar)
=7 (e (@)
Les autres assertions de cette proposition sont alors évidentes.

Proposition 14.1.2.

Supposons 11 et 11" libres dans V et V",

Soit T' un groupe fini de permutations de I tel que : -

Pour tout v € T, pour tout couple d’éléments i et j de I, a.,;) ;) = aij et Ny = Ny,
On peut alors construire un homomorphisme (injectif) r de T dans Diag4(S) tel que

num o r = Id et que cette action de T stabilise Il et II".
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Démonstration.

On posera r(7) = (7,7") et on cherche donc les actions de I sur V et V",

On pose d’abord, (Vi € I) (Vy € T') 7(ai) := a,u) et v (ai) := a’y ). On a donc
des actions de I' sur @, et () ; compatibles avec la dualité. On considére le sous-espace
deVy5e:={v'eV/ <a,v'>=0(Viel)}.

Il est clair que I' agit comme un groupe fini d’automorphismes de § ; qui stabilise
¢NQ ., donc celui-ci a un supplémentaire ¢, dans . stable par I'. Soit ¢; un supplémen-
taire de ¢NQ ; dans ¢. Fixons finalement un supplémentaire V; de ¢ ; dans V" contenant
¢1 (on pose V2 = V1 @ Q1, cNVy = ¢5, 1 N Q1 = {0}), on peut alors choisir dans V; un
supplémentaire noté V3 de ¢y; aussi V3 @ Q1 est un supplémentaire de ¢ dans V". Pour
obtenir (AD1), on peut déduire par dualité non dégénérée une action de I' sur V3 (qu’on
suppose stable). On choisit n’importe quelle action de I' sur ¢; (par exemple la triviale)
et on a donc défini ainsi ’action de I' sur V. Pour son action sur V', on procéde de la
méme fagon mais avec 9:= {veEV / <v,v"°>=0 (Vv € V") }. Les axiomes ADI1, AD2,

AD3 sont clairement vérifiés.

14.2. Action d’un groupe fini d’automorphismes de diagramme

On considére un sous-groupe fini T' de Diag4(S), on notera ¥ = (7,7") un élément
de T'. Pour simplifier les énoncés dans la suite, on suppose que I est stable par I' : il
suffit de modifier les «; tels que N; n’a pas de plus petit élément, cela est possible car si
v(@i) = Aei, on a AN; = N; ce qui implique A = 1.

On se propose d’étudier A := {a := (1/IT]) X er 7(a); @ € A} (contenu dans V si
K est ﬁn corps, dans V ® ZQ si K = Z), et de montrer qu’il existe un systéme générateur
de racines qui a pour systéme de racines A et dont les modules sont :
Vi i=A{9:= (1/|T]) X, er7(v) ;v € V'} (qui coincide avec VT si K est un corps),
V5= (V) et la dualité déduite de la précédente (sa restriction & (VT x (V")) si K
est un corps).

Le lemme suivant donne une interprétation légerement différente de ces notions :

Lemme 14.2.1.

On suppose la dualité non dégénérée. Soit p application K -linéaire de V dans le dual
(V ;)" déduite de la dualité; (si K = Z, on considére également ’application Q-linéaire
encore notée p de V @ Q dans (V ;)*® Q). Alors :

a) Pour tout élément v de V, p(v) = p(7);

b) L’application p est injective sur V..
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Ainsi, on peut identifier V. avec p(V') de fagon que © corresponde i p(v) et la dualité

entre V. et V [ a son image dans K et est non dégénérée.

Remanrque :

Ce lemme n’est plus vrai si I' n’est pas compatible & A.

Démonstration.

SoitzeV-etveV,ona:
<Bz>= (1AM Y <o)z >= (/)Y < v,y7@) >
~€T ~€r
a)Siz eV, alors < 5,2 >=(1/|T|) X er < v,2 >=< v,z > donc p(v) = p(7).

b) Si p(v) = 0, alors < B,z >= (1/|IT]) < v, X ,er Y (2) >=0car (1/[T) X, er 7'

est dans V [, et donc par dualité non dégénérée, v = 0.

Premiéres définitions :

Pour tout a € V, on note & := (1/|'|) Z’yer 7(a),
M:= {a; acl}

Q=Q;:={Ga€Q}CVy
R=R.:= {@ a€ R} le Z-module engendré par A := {a@ #0; a € A}
@=Q;=1{a= Y fracQtc@

B €lra”

Il est clair que &; (resp. N;, @;) ne dépend pas du choix de ¢ dans son orbite sous
l’action de T', c’est pourquoi on le notera a; (resp. N;, @3) si 7 := I'i. On a alors
Q = YierrZas et Q7 = Y oqr 235, et comme précédemment lindice + signifiera
qu’on ne considére que les combinaisons a coefficients positifs. Dans la suite, on note
dy;:= < @&ja7 >, pour 7 et j dans I/T. Pour une partie J de I stable sous ’action de T,

on notera A(J), @(J) etc... les ensembles associés comme ci-dessus 3 A(J).

On a alors facilement la propriété analogue a (SR1b) :

A=ALUA_ou Ay :=ANQ4, A_:=ANQ_, avec A_=-A,
Il est clair quesiv € Vet v" € V", et si on pose :

7= Z uwevVy,
u"€lr.v”

— -

ona: <9,7>=<0v,9">=|Tv]<d,v" > .
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En particulier, < 7,v" >, < v,7" > et < 7,%" > sont de méme signe au sens strict. De
plus, quand v € R et v" € @, ils sont dans Q (et méme dans Z si le S.G.R. § vérifie la

condition (Z) car les a” sont alors choisis dans @~ ).
Les orbites sous ’action de I’ dans [ :
On déduit facilement la classification suivante des orbites de la classification des ma-
trices de Kac-Moody relatives de type fini ou affine faite en 3.3.
Une orbite 7 = I't pour ¢ € I est de type fini si et seulement si elle est formée de
composantes connexes (identiques) du type :
. A onaag=2,2a; ¢ A7) et Porbite est alors dite de type 1.
X  BC; onadiy=1,2a; € A(7) et l'orbite est alors dite de type 2.
e—s A, onaay=1,2a € A(7) et Porbite est alors dite de type 3.
On note I, ’ensemble des orbites de type fini, et plus précisément I; (resp. I)

I’ensemble des orbites de type 1 (resp. de types 2 ou 3).

Une orbite 7 est de type affine (et on note 7 € Ij) si et seulement si ses composantes
connexes (identiques) sont du type :
1
«p A
Ag) pour n > 2
X alde X Agl)x X
o Z(O” (type affine imaginaire).
Dans chacun des trois premiers cas, on a A(z) N Q ,a@ = Na;, dans le dernier
A(F)NQ,a; = Nas.
Toute autre orbite est de type indéfini, et on note J_ I’ensemble de ces orbites. On
pose Iym = ToUT_.
Action de T sur le groupe de Weyl

On définit ’action de T sur W en posant pour tout ¥ € T’ et pour tout i € [,

1 et sur V" comme

YTi 3= Togi) On a vu en 14.1.1 que sur V, v.r; agit comme yor; 09~
T orio(y) L

Pour tout 7 € I, on note R;, I’élément le plus long du groupe W (7), on a ainsi :

si 7 est de type 1 ou 2, R; est le produit (commutatif) des r; pour tous les éléments j
de ’orbite 7.

51 7 est de type 3, Ry est le produit (commutatif) des éléments les plus longs de chaque

composante connexe de l’orbite, c’est a dire aussi le produit des réflexions par rapport
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aux plus grandes racines positives des systémes de racines correspondant aux composantes
connexes de 7. En fait, si {¢1,/1},...,{ik,jx} sont les composantes connexes de 7, alors R;

est le produit commutatif des éléments r;r;r; pouri=1,...,k.

Q

Il est clair que R; reste fixe sous ’action de T, et donc que pour action sur V ou sur
V7, il commute a l’action de T'. Donc cet élément du groupe de Weyl stabilise . et R;

c’est une involution. Par ailleurs, on a clairement R;(@;) = —@;5 et Ry(@i) = —ai.
Lien avec le revétement

Considérons le revétement libre S. D’aprés 14.1.2, il existe une action de I' sur S par
des automorphismes de diagramme compatibles & A, stabilisant I et II et correspondant
3 la méme action de T sur /. L’application ¥ (resp. ¥") est alors I' équivariante; elle
commute donc a ’application a — a (resp. a ’application a” — &" a des constantes
strictement positives prés (égales a un pour les racines réelles)). En particulier ‘«II(Z) =A
et ‘«Ii(a;) = as.

Dans le revétement V7, il est clair que les {G;);¢ sont libres.

Proposition 14.2.2.

Viy (VY = V } sont deux K-modules libres. Pour 7 de type fini, R; induit dans V ;.
(resp. dans V,.) une réflexion par rapport & I’hyperplan {v- € (V'; < a,v">=10} de
Vi(resp. {veV.; <v,a;>=0}deV,).

Plus précisément, pour tout v € V. on a Ry(v) = v— < v,a; > @; ou la coracine de

@; est définie par :
a; = a; si Porbite est de type 1

=2a&; sinon.

De méme, pour z € (VA)r =V}, Riz) = z— < a5,v" > a;.

Démonstration.

Il est clair en effet que V.. est un K-module libre méme dans le cas K = Z car V.. est
isomorphe 3 ||V, C VI C V; de méme V ;, contenu dans V", est un K-module libre.

Il s’agit de montrer que pour tout v dans V., R;(v) — v € Ka;. On sait que
R; € W(i) =< r;; j €T > et on peut donc affirmer que Ri(v) — v € Qk(7) pour
tout élément v de V et qu’il stabilise Qg(7). Mais comme ’action sur V' de R; et celle de
I' commutent, on a facilement R;(v) — v € (QK(i))r = Kaj;. D’autre part, il est clair que
R; fixe ’hyperplan indiqué et comme R; est d’ordre deux, il suffit de vérifier (ce qui est
facile) que < a;, a5 >= 2. L’assertion pour R; sur V ; se démontre de fagon analogue.

a
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Proposition 14.2.3.

La matrice A := (6;7 =< @;,a7 >), ot 7 et j parcourent I := I/T est une ma-
trice de Borcherds relative & coefficients dans Q et la partition de I correspondante est
I= LHulp u.lo'uf_..

On notera en particulier que si7 # j, < @z, @i > = 0 si et seulement si les deux orbites
ne sont pas liées dans I.

Si le S.G.R. S vérifie la condition (Z), alors A est & coefficient dans Z c’est 4 dire est

une matrice de Kac-Moody relative.

Démonstration.

1l est clair que le coefficient @:; est dans Q (resp. Z si S vérifie (Z) ousi ¢ € I,.) et que

pour 7 € f,e, _
an =l Q, NA = {as,2a:}
an =2+ Q, NA = {&}

Si 7 € Ip, @y = 0, ceci est évident dans le cas oli les composantes connexes de 7 sont
de type affines imaginaires. Dans les cas affines réels, @; est en fait la somme de racines
imaginaires de chaque composante connexe et donc < &;,a; > = 0 pour tout j € 7.

Enfin si 7 € I, @z < 0. En effet, orbite étant de type indéfini, il existe dans é(i)
un élément & de coordonnées toutes strictement positives et tel que pour tout j € 7,
< @,a; >< 0, alors son image o dans @ est dans A et & € K, &; vérifie évidemment
<a,a;><0.

Si 7 # 7J, les orbites n’ont pas de point commun et par suite on a immédiatement
< &, a;> =< a;,a;><0.

De plus, ce scalaire est nul si et seulement si les deux orbites ne sont pas liées
(c’est a dire si pour tout ¢ € 7 et tout j € 7, a;; = a; = 0), il est clair alors que

<apa;>=0<=<a;az;>=0.

Proposition 14.2.4.

On définit (A)™ comme le sous ensemble des racines & de A telles qu’il existe dans
WT un élément induisant dans V [ , une reflexion par rapport i I’hyperplan de (V")*,
Hy={v'eV;; <av>=0}

Sre := (Ares Vi, VT, <,>, {@}icn.» {@i}ies,) st un systéme générateur de racines
sans “racine simple” imaginaire. Il admet de plus pour systéme de racines réelles
A™(8,,) = (A)® = W(II**), ot II** est I’ensemble des @; ol 7 est une orbite de type

fini (et non Iensemble des @; pouri C I,.), et son groupe de Weyl est le sous-groupe
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W := WT des éléments de W fixes sous I’action de T', c’est aussi le sous groupe de W

engendré par les Ry pourz € I, .

Remarque :

J.Y.Hée [Hée; I1I 9] caractérise les éléments de A™ comme les racines @ pour a € A
dont Dorbite sous I' est “prénilpotente”.
Démonstration.

Il est clair que partant du systéme générateur de racines T := (A(J), V, V",
<,>, {a;}ics, {@i}ies), ol J est la réunion des orbites de type fini sous ’action de T,
on pouvait considérer de méme I’action de I sur le systéme de racines alors obtenu. Il est
clair que la matrice obtenue est la sous-matrice principale extraite de A en ne conservant
que les lignes et colonnes indexées par les 7 tels que @ > 0.

Le résultat important d’égalité des sous-groupes W' et < R;;7 € I > a été établi
par Hée, cf [Hée; III 7). Par suite, le groupe de Weyl de ce systéme de racines est WT, et

le résultat annoncé est évident.

14.3. Propriétés de A, Conditions de chaines

Proposition 14.3.1.

a) Si 7 est une orbite de type fini et si & € Ay \ {&, 26; } alors la (&;)-chaine

[@, @ + as,...,R:(a)] est incluse dans A .

b) Si 7 n’est pas de type fini et si @ € Ay \ Q,a; et si M]' désigne I’ensemble
{reQ, /Fac A(7), de hauteur n} et M{ la plus petite partie de Q, contenant M;' et
stable par I’addition alors < @,a7>< 0 => &+ Mla; C A,.

Démonstration.

a) Considérons 7 € I, et @ € Ay \ {&, 2@; }, il existe une racine a dans A telle
que @ = (1/|T() 3__ r 7(a), d’aprés I'hypothese faite sur &, il est clair que a n’est pas
proportionnelle & a; et que c’est racine positive. Pour la méme raison, le support de a
n’est pas inclus dans 7 et on a pour tout w dans W(7) w(a) € Qo+ et w(a) ¢ Qg(3) .

Si 7 est de type 1 ou 2, R; est le produit commutatif des r; pour tous les points de
Porbite 7. Si Rz = r;, ...r; ;on pose 3;, := 7y, ...T; (a) pour tout k entre 1 et n. D’aprés
la propriété (SR3b) de A, il existe dans A une chaine de direction o, entre 3;, et 3, _,

qui par “projection” (ie. par @ — @) donne dans A une chaine de direction @; de 3;, 3
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B;,_, - La projection de toutes ces chaines donne donc une (@s)-chaine contenant & et son
image par R; (qui dépasse peut-étre [&@, Ry(&@)]) contenue dans A.

Si Dorbite est de type 3, on note Ji,...,J, ses différentes composantes connexes
Jk = {ik,jx} alors R; est le produit commutatif des ro,, +4;, = TiiT;Ti,. On note
Bk = Ta,, +aj, ---Tai, +o;, (@) il y a donc une aj,-chaine de 7;, (Bk+1) & 757 (Brt1)
et des a;,-chaines de Bk & 7y (Bi+1) et de 7, 74, (Be4+1) & 7i, 7 7i, (Bk+1), qui donne “par
projection” une &; chaine de Biy; 3 Bk. A nouveau, la réunion de toutes ces chaines donne
par projection une @;-chaine éventuellement trop longue mais qui contient & et son image

par R;.

b) Soit & présent 7 une orbite de type affine ou indéfini et @ un élément de A qui
n’est pas Q-proportionnel & &;. Soit alors m € M}, on considére un élément g € A(3)
de hauteur m et on note 3 son image dans A. La condition < @,a; > < 0 équivaut a
<@, > < 0etdoncaussia < &8 > < 0; elle implique, par définition de a qu’il existe
au moins un élément 4 de T tel que < 7y(a),” > < 0, olt a désigne toujours un élément
tel que (1/|T]) 30, o 7(@) = @. Mais alors, d’aprés la remarque 10.2.3 7(a) + B est une
racine dans A et par suite @ + 3 € A. Par une récurrence immédiate sur ce résultat, on

obtient & + ma; € A pour tout m € M.

14.4. Le systéme générateur de racines St

On suppose a présent vérifiée 'hypotheése (B) de 12.5. On pose & := I*; et si & € 10,
(resp. II;) N(a) = {1} (resp. {1,2}).

On va maintenant déterminer ® (qui sera la base du systéme générateur) et Uyco N(a)a
qui engéndrera A . Soit ¥’ := Uy iimM{’ @z, on considére alors ¥ un systéme de représentants
dans ¥’/ de ¥'/Q.

On construit alors ®™ en définissant, pour chaque élément de ¥, une racine relative
simple de la fagon suivante :

Si B € ¥, on définit R(3) := {n € Q; nf € ¥'},

- si R(B) admet un plus petit élément, on le note g;
- sinon on désigne par ¢ un élément (choisi) de R(3) tel que (3/4)q minore R(3), ceci est
possible grice a (B). |

Dans les deux cas on pose @ := g € & et N(@):= {n € Q; na e ¥'}).

On a ainsi défini ® et on note ®" I’ensemble des coracines correspondantes qui est

inclus dans {a;;7¢€ I}.

On obtient alors la proposition suivante :
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Proposition 14.4.1.

Sr = A,V <,>,8,8,{N(a)}scs,,) (ot A est la matrice des
dsp =< a,B” > ot a et B parcourent ®) est un systéme générateur de racines qui
vérifie (B), dont le systéme de racines est exactement A.

En particulier, si le S.G.R. S vérifie la condition (Z) (resp. (BN)) alors Sr aussi.

Remarques :
1) L’application v — % de V dans V1 n’est pas un morphisme de S.G.R. (par exemple

I'image d’une racine réelle n’est pas toujours une racine réelle).

2) Comme lors du passage au sous-systéme en 12.5.3, ’hypothése (B) peut étre rem-
plagée par toute condition permettant d’affirmer que les N (@) n’admettent pas 0 pour
borne inférieure dans R pour établir que St est un S.G.R. de systéme de racines A..

L’hypotheése I fini est encore valable et est stable lors du passage au quotient.

3) La modification de II et des M, pour obtenir ® et les N(&) est nécessitée par
Paxiome SGR4 sur la nature des N et la non Q-colinéarité des éléments de la base dans

un systéme générateur

4) Si II est libre dans V, il est clair que {@z};cy est libre dans V., et alors il résulte
de la démonstration ci-dessous que ® = {&;; 7 € I} et N(&;) = M} (’axiome SGRN est
automatiquement vérifié dans le cas libre, cf remarque 6 en 8.1).

5) En construisant ainsi ® := ®™ U ®™, il est clair qu’il est possible qu’une racine a;
ne soit pas simple mais elle est alors dans un N (&) pour un @ € @ . 1l est clair qu’avec
la contruction précédente, un élément 3 de A qui est proportionnel & une racine simple
relative @ € ® sans étre dans N (&) admet une “bonne décomposition” dans la base ®.
En effet, si un 3 € Q La\ N(&)a, alors 3 provient d’une racine du revétement qui n’est
pas dans un A(7) (avec @; € Qa;) et une décomposition de cette racine fournit la “bonne

décomposition” cherchée.

Démonstration.

Montrons qu’avec la contruction précédente, on obtient bien un systéme générateur
de racines. |

Les axiomes SGR2 et SGR3 sont bien vérifiés puisqu’on a vu que Vi et (V)T sont
deux K-modules libres en dualité.

A est facilement obtenue A partir de A, vu la composition de ®, et c’est évidemment
une matrice de Borcherds relative a coefficients dans Q, de plus, il est clair que par

construction méme de la matrice A, (Vp,(V")F, ®,®") est une réalisation de A (SGR5).
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En ce qui concerne, I’axiome SGRA4 et la condition (Z), il est clair par construction que
les parties N (&) vérifient les conditions voulues; d’autre part N(&) < &,B" > est inclus
dans une réunion de M’ < &;,3; > pour certains 7 et j dans I, c’est & dire contenu dans
< R,B; > donc dans Z si j € I, (donc j € I.) ou si § vérifie la condition (Z).

® est formée d’éléments non nuls puisque par 9.1.4 dans Qg une somme d’éléments
positifs non nuls est non nulle et ceci permet d’établir SGR6 a). On a vu que par cons-

truction deux éléments de ¢ ne peuvent pas étre Q- proportionnels; ce qui établi SGR6b.
On a donc établi ainsi que St est un S.G.R.

Montrons 3 présent que le systéme de racines de St est bien A.

Grace 4 (14.3.1), on voit que A satisfait aux conditions de chaines relatives & @, de
plus il est clair que A est symétrique et donc A(Sr) C A.

Montrons I’inclusion contraire. Supposons au contraire que A \ A(Sr) # 0, et con-
sidérons B dans cet ensemble. D’aprés 14.2.4, 8 € A™, par symétrie des deux systémes,
on peut supposer que [ est une racine positive. Enfin, par stabilité des deux ensembles
sous I’action du groupe de Weyl, on peut supposer également que < #,&; > < 0 pour
tout 7. On sait de plus qu’il existe § = Doicr il € A tel que (1/IT) X er +7¥(B) = B.
Supposons que le support de 3 ne soit pas réduit & un point, alors § = ), n:8s, avec des
n; € Mj (ie. M; pour tout j de cette orbite). Au vu de la construction de la base @, il est
clair qu’on peut mettre § sous la forme 8 = ¥ .4 To@, avec 2, € M(a) = M () le plus
petit ensemble de Q contenant N(a) = N.(a), 0 et stable pour I’addition. L’ensemble
des a tels que z, # 0 est connexe car le support de B Vest et si on a effectué un échange
comme précédemment , on a remplacé un n;a@; par un mya pour un a@ = 73 € @
(7% = ngzoy), ainsi, si @; est 1ié & @; alors 7 est 1ié & k. Par suite, il est clair que 8 € K(9)
avec les notations évidentes c’est & dire en remplagant dans la définition usuelle IT par .

Gréce A la proposition 2.3.2, on en déduit que # € A(Sr) d’ol la contradiction.

Si le support de E est réduit & un point E = nja; alors B = n;a; avec ny € N; auquel
cas (3 est dans N(@)a pour un certain élément & de ® et on a le méme résultat.

L’hypothése (BN) est elle-aussi conservée en effet la restriction de la fonction 8 qui
existe par hypothése sur QQ a QQ satisfait aux conditions demandées. Il est clair alors

que ’hypothése (B) est conservée.

Corollaire 14.4.2.
Si § satisfait 4 (BN), il en est de méme du systéme A(S,) et donc on peut en fait

dans la proposition précédente obtenir & partir de I, une nouvelle base
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® C 9™ U (UyepimN(@)a) pour laquelle le systéme générateur (obtenu en rempagant ®
par ®' dans S, et en ne retenant que les coracines correspondantes) est normalisé et telle

que le systéme de racines reste le méme.

Démonstration.

Cela résulte immédiatement de 10.3.3.

14.5. Invariance des différentes conditions sur les S.G.R

On suppose toujours vérifiée ’hypothése (B) de 12.5.

Hypothéses sur la réalisation

Proposition 14.5.1.

Les hypothéses (BN), (A), (L), sont conservées par passage au quotient sous l’action
deT.

L’hypothése A(I.) de rang fini I’est également.

Sous I’hypothése supplémentaire @, (I;.) de dimension finie, les hypothéses (MP),
(MP’) sont également conservées.

Enfin si Q, est de dimension finie, ’hypothése (MP”) est conservée.

Démonstration.
(A) (cf 11.3) Soit {8;} un famille génératrice de V* alors {f; =.(1/]I‘|) > er (B}

est génératrice de (V"‘)r = V' puisque K est supposé étre un corps.

(BN) (cf 10.3) Soit 8 la Q-forme linéaire sur Q o sarisfaisant & (B), 8 induit une @
forme sur Q; par restriction pour laquelle 8(a;) = (1/|T|) 3° - 7(@;) et donc pour les
éléments a de la base du systéme quotient §(a) > (3/4)e.

(L) (cf 11.3) La condition de liberté de la base passe au quotient sous l’action de T,

ceci a déja été utilisé pour les revétements.

L’hypothése A(Ir) de rang fini équivaut a ’existence d’une réalisation de dimension
finie de cette matrice. Comme I stabilise I, et que les racines relatives réelles proviennent
de A(Ir.), il est clair qu’on peut raisonner sur cette réalisation. Dans ce cas il est évident
que QQ(I—“) C QQ( I+.) et donc A(I;.) admet une réalisation de dimension finie et donc

est de rang fini.

On suppose de plus @, (Ir.) de dimension finie.
La démonstration de la conservation des hypothéses (MP) et (MP’) est alors analogue

A celle faite dans le cadre des sous-systémes.
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Y = 25 2Z4as C (1/|T)Q+(Jre) C ®Z4(1/|T])%i- On se place dans VR et on
considere encore C = @Ry et cette fois C' = C N QF, encore une fois C°* n’est pas
vide, donc il existe une base de @ libre dans V. dont le céne positif contient la base
du systéme quotient et il suffit de compléter cette famille libre de V.. en une base de cet
espace vectoriel.

La conservation de (MP") sous I"hypothése proposée est tout a fait analogue a celle-ci
si on peut montrer ’existence d’un z € V* tel que z(a;) > 0 pour tout ¢ € L. Si II est

de type fini, alors II est finie et ’existence d’un tel élément résulte de la caractérisation

du type de la matrice.

Les hypothéses sur les ensembles N; 14.5.2.

L’hypothése “les N; sans point d’accumulation dans R” (resp. “a dénominateurs
bornés”) ne passe pas aux quotients car na; peut provenir d’une infinité de supports

différents.

Par contre si on suppose simultanément “les N; sans point d’accumulation dans R”
(resp. & dénominateurs bornés) et I’hypothése (Z) (la premiére hypothése n’ayant alors
de conséquence que sur les racines affines formant une composante connexe de la base), il
est facile de voir que pour que les N (&) soient sans point d’accumulation dans R (resp. &
dénominateurs bornés) il suffit que ’hypothése suivante soit vérifiée :

“Si 7 est une orbite de type affine qui est réunion de composantes connexes de la base
alors {n € Q,na; € A} est sans point d’accumulation dans R (resp. & dénominateurs
bornés)”.

En effet pour toute autre racine simple relative &, il existe au moins un indice : tel que
< &,a@; ># 0 et la conditon (Z) (qui est conservée lors du passage au quotient) implique

alors N(a) sans point d’accumulation dans R (resp. & dénominateurs bornés).

L’hypothése “les N; de plus petit élément 1”7 passe au quotient a condition de ne pas
imposer au syétéme quotient d’étre normalisé. Dans ce cas, on peut citer comme contre
exemple :

Siap=a;+ar+az+ay, No={1,1+1/n(n € N*)} et si le diagramme de Dynkin

est le suivant (la numérotation des sommets se faisant de gauche & droite) :

L0 = &>

avec I' d’ordre 2, échangeant les deux composantes Agl). Alors le diagramme de Dynkin

du systéme obtenu par quotient est :
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L) >

et No = {1+ 1/n;n € N*} si on normalise le systdme quotient.
L’hypothése “les IV; & dénominateurs uniformément bornés” ne passe pas aux quo-
tients car des multiples de @; peuvent provenir d’une infinité de supports différents les

rapports n’étant pas forcément bornés.

Les hypothéses sur le type de la matrice 14.5.3.

Si on considére une matrice indexée par I quelconque, on raisonne sur A(J) ou J est
Porbite d’une composante connexe de I. Toutes les composante connexes de J sont alors

de méme type.

Si A(J) est de type fini (resp. affine, indéfini) (ie. chacune de ces composante connexes
est de type fini (resp. affine, indéfini)), on sait d’aprés 1.2 qu’il existe u € Q(J) avec u > 0
(ie. de coordonnées (u;);cs toutes strictement positives tel que ‘Au > 0 (resp. *Au =0
*Au < 0).

Si on pose alors up = 3 r 7Y, Ur € Qretu.>0et <u.,a;>= | <u,a;>>0
(resp. =0, < 0) car a; est une somme de coracines positives. Ce qui prouve que *Au,. > 0

(resp. ‘Au,. =0, *Au, < 0) et donc A est de type fini (resp. affine, indéfini).

Ainsi si A(J) est de type profini ou proindéfini, il en est de méme de A comme on le
voit en regardant des sous-matrices de dimensions finies.

I est clair que si A est indécomposable, A est indécomposable. La réciproque est
fausse. L’indécomposabilité de A permet cependant d’affirmer que les composantes con-

nexes de [ sont permutées transitivement par I'.

15. Quotient par une partie de type fini
15.1 Hypotheéses

On considére S un systéme générateur de racines sur K (Z ou un corps); on note A son

systéme de racines, W son groupe de Weyl, et on suppose V"= V* (a partir de 15.2.2).

Soit F' une partie de type fini de I (éventuellement non connexe), II( F’) est une famille
de racines simples de A toutes réelles. Dans le revétement, A(F) C A, A(F) n’est formé
que de racines réelles et est en bijection par ¥ avec A(F). (W(F),{r:}icr) est un systéme

de Coxeter fini, on note wp ’élément de plus grande longueur de ce groupe.
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Si i€ I\ F, on note F(?) la composante connexe de {i} U F' contenant i. Lorsque
F(3) est de type fini (c’est & dire {i} U F de type fini, éventuellement décomposable), on

suppose de plus vérifiées les hypothéses suivantes :
(D) La plus grande racine positive de A(A(F(i))) admet une coordonnée

suivant a;, inférieure ou égale & deux;
(E) - Si F(i) est de type A,, alors n est impair et a; est la racine médiane;
- Si F(i) = Dopn41 alors i ¢ {2n,2n + 1};
- Si F(i) = E¢ alors ¢ € {2,4} (avec la numérotation usuelle cf. [Bbki,
Lie)).
Remarques :
1) Dans le cas de Eg, la conjonction de (D) et (E) impose : = 2.
2) (E) se traduit par : 7 est stable par I’automorphisme d’opposition de F(¢) induit
par —w; oll w; est le plus long élément de W (F(z)).

3) A partir de 15.3.2, on supposera vérifiées de nouvelles conditions.
On définit :
Q i={heQaih)=0(Vie F)}C(VIW"F) =V"={veV;av) =0 (Vi € F)}.

15.2. Les racines restreintes

Pour tout « € V, on définit :

o =(YWFE)) S we)

wEW(F)

on note alors :
Qo={a'/a€Qq} C(Qx)"P ou (Q)" P ®,Q si K =Z;

A= {a1 ja €A et o # 0} appelé systéme de racines restreintes

L’application ainsi définie de V dans VW(F) @ Q qui 3 o associe o' est linéaire et
son image Vp = V' est un K-module libre qui contient VW(F) (et est contenu dans
(1/|W(F)]).V¥ ), il est clair que par linéarité on peut prolonger la dualité précédemment

-~
.

définie au couple Vg,V
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Lemme 15.2.1.

On suppose la dualité non dégénérée. Soit p I'application K -linéaire de V dans le dual
vy (ou de V ® Q dans (V')*® Q si K = Z) déduite de la dualité, on a alors :

a) Pour tout a € V, p(a) = pla’);

b) L’application p est injective sur v’

Ainsi, on peut identifier V' avec p(V') de fagon que o' corresponde i p(v) et la dualité

.. 1 1, . (e
ainsi obtenue entre V' et V " a son image dans K et est non dégénérée.

N.B : Ceci fournit une autre interprétation de ces notions, la démonstration est analogue

a celle de 14.1.1.

Lemme 15.2.2.

a)PouriEI,onaa: =0&>i€F;

b) Le noyau de ’application linéaire a o' deV dans VWP g Q est:
V(F)={a €V /In e N;na € Q,(F)}, c’est a dire Q, (F) si K est un corps.
) (V)" ={h eV /h(g) =0, Vg€ Q(F} = V"

Démonstration.
a) est démontré en 6.3.1. Il en résulte aussitot que V(F') est contenu dans le noyau.
Inversement, si & € V, IW(F)I.(ozl — o) € Q. (F) par définition de W(F'), donc si o =0

on a a € V(F). La derniére assertion résulte aussitét de b).

Lemme 15.2.3.

Qy, est engendré par les a; pouri€ I' ;=T\ F et
Q i
1 1 1
A ={a [aec A-A(F)} CQy

Et si Iindice + (resp. — ) signifie qu’on considére les combinaisons positives (resp. négatives)
des a: ona:
1 1 1
A=A, UA_.

Démonstration.

La premiére assertion est immédiate. Il est clair que si @ € A(F') alors son image o
est nulle (15.2.2). Si on considére & présent une racine a de A \ A(F'), que ’on suppose
par exemple positive, alors pour tout w € W(F), w(e) € A} \ A(F) et donc 'image de

o est un élément de Q o \ {0} et le dernier résultat est immédiat (vu 9.1.3).
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Définition

Soit i€ I';

a) a: est dite racine relative simple réelle (et on note i € I:e) si et seulement si F(7)
est de type fini. Dans ce cas on écrit :

1 € Ill si et seulement si le coeflicient suivant a; de la plus grande racine de
A(A(F(3))) est 1;

t € I; dans le cas contraire donc par (D) si et seulement si ce coefficient est 2.
N.B : Comme on a clairement {a;,2a;,...,ka;} = A(F(i))' ot k est ce coefficient, il est
nécessaire de supposer (D) pour pouvoir espérer obtenir un S.G.R.

b) Dans le cas contraire, on dit que a: est une “racine relative simple imaginaire” et
dans ce cas, F'(¢) n’est pas de type fini. On note alors ¢ € Iilm.

Plus précisément, on parlera encore du type de ai, c’est le type de F(i). On note

1€ I(; si ce type est affine et i € I. sice type est indéfini.

Proposition 15.2.4.

Si F(i) est de type fini et si w; désigne I’élément de plus grande longugeur de W( F(?)),
w; stabilise Vi et y induit une réflexion par rapport a a: et donc permet de définir une
coracine , c’est & dire un élément a,-l' de (Vp)* tel que wi(v) = v— < v,a,']' > a:- pour

tout v € Vg et < a:,a:'>= 2.

Démonstration.

Dans tous les cas w; induit 'identité sur Q(F \ F(3)) et Q(F \ F(7)).

Dans les cas ol F(¢) est de type B,,, Cn, D2n, BCyp, E7, Eg, Fy, et G, w; induit —Id
sur Q(F(2)) et @ (F(2)) donc w; commute 3 W(F). Dans les cas A, Eg et Dypyy, w; est
I’opposé de I'involution d’opposition sur Q(F(7)) et @ (F(¢)), et grace a ’hypothese (E),
fixe ¢, donc normalise W(F). Ainsi ’application a o commute toujours a I’action de
w;. Par suite w;(o;) = (w,-(oz,-))1 = —ay, et w; stabilise V.

Il suffit alors de montrer que w;(h) — h € Ka: pour tout h € Vp, puisque
w? = Id. Comme w; commute & a — a',ona pour tout h € v,

h=v = wi(h) — h = (wi(v) — v)1 € (QK(F(i)))1 qui coincide avec Ka:.

Lien avec le revétement

Considérons un revétement libre S. Les applications ¥ et ¥ " sont alors W(F) équiva-
riantes. En particulier, ¥ commute a I’application a ~ o' et donc ‘II(Z]) = A],
~1 1
et W(ai) = a,i .

Dans le revétement ‘7,,, il est clair que les &'2 pour i1 € " sont libres.
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15.3. Coracines

On introduit, pour tout i € I, a; := 2 gew(F).a; B qui est dans @ o N (VW) et
méme dans (@)W () si i € L. ou si § vérifie (Z) . Il est clair que pour tout élément i
de F le vecteur ainsi défini est nul. On sait de plus par la définition des coracines que
w(a ;) est toujours un choix de coracine possible pour w(a;) et plus précisément, avec les
notations du chapitre IV, par équivariance de ¥", on a

; lW(F)-azl) .
o, =| =——=—— | ¥" )
(s =P
B-eW(F).a;
[W(F).a NP
(s 3 FreqyaE
BEW(F).a;
On considére la matrice B dont les coefficients sont b;; := < a;,a? > pour i et j par-
courant I' = I\ F.

Toujours avec les notations introduites pour le revétement et celles du paragraphe 6,

et plus particuliéerement 6.3 pour les définitions de &;- et (@;J,ona:

bij = (lvrvg’?;“)l ') < &, (@y>
car U((&Y) = (W (F).ail/|W(F)|)e; et ¥(&)) = a.
D’aprés le lemme 6.3.2, on sait que la matrice B est de Vinberg et que :
bii > 0 <= F(i) est de type fini;
bii = 0 <= F(i) est de type affine;
bi; < 0 <= F(i) est de type indéfini.

11 est clair de plus que sous les hypothéses de ce chapitre, &;; est un nombre rationnel et
méme un entier si ¢ € I, ou si le S.G.R. § vérifie la condition (Z) (car a: € (VX)W
implique que < w(a.-),a; >€ Z et qu’il est indépendant de w € W(F)).

D’aprés le lemme 6.3.3, on sait que B(J) (ou J C I\ F) est indécomposable si et
seulement si J est inclus dans une composante connexe de J U F.

En multipliant a? par 2/b;; (resp. 1/b;;)si j € Ii (resp. j € I; ), on obtient 1’élément
a1 de Qo,+(F(i)).

La partition I' = Iilm u I:,_, est celle associée a la matrice B et pour tout j € Iiml, on
pose a;“ = a;.

Il est clair que le support de a}‘ (ou plus exactement celui de (&;)) est toujours F(i),
de plus dans le cas i € I, , la matrice A(F (7)) est de déterminant non nul par suite il

existe une et une seule solution dans Q é(F(z)) du systéme d’équations :
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ai(a) = 2, aj(a”) =0 (Vj € F(i)\ {i})

. - 2
Cette solution est donc a” = (2/b;;)a;.
Considérons une décomposition w; = ry, ...7;, dans W{F(3)),

onadans V (ou Vpsi K =Z):

j=n j=n
1 1 1
(wi(h)=h) = (Z < Ty -Tin(h), a5 > @) =<h, (Z i, - ..r,~j+1(a,-;.)) > a;
=1 =1
ce qui montre que a:' € Q(F(2)); comme par construction a,-(a:') =2et aj(a: =0
pour tout j € F,on a a; = (2/b,-,~)a;.
Remarques :
1) Pour tout ¢ € I, \I»'”(&':”) est colinéaire a a:“. Siie€ I:e, \I»"(Ei:‘) = a:” et
e 1,
2) 1 est possible que a: " (qui vaut a:'/2 si 2a: est une racine restreinte (ie. si ¢ € I;)

et a:' sinon) ne soit pas dans Q (F(7)), et donc pas nécessairement dans V" si K = Z.

Il est facile de déterminer les coracines grace aux tables de Bourbaki, il suffit en effet
pour obtenir a:' de considérer dans le systéme de racines fini dual de celui correspondant
a F(i) le double du poids fondamental w;. Il est alors facile de déterminer les cas ou les

. 1, . e Ty 1l
coeflicients de a; " sont entiers et ainsi d’établir :

Lemme 15.3.1.

Sous les hypothéses (D) et (E) et si pour tout i € I:e on exclut les cas suivants pour
F(i)eti:
B, avec i > 3 et ¢ impair,
D, pour 3 <i<n -2 eti impair,
E;sii=2,
alors la matrice Am1 des < a:,a;' > pourt et j dans I,,1 est une matrice de Kac-Moody
relative sans indices imaginaires. De plus, a} € Vl“, pour tout j € Il, méme si k = Z.

a

Remarques :

a) Si cependant dans ces cas particuliers, la matrice est de Kac-Moody relative alors
les résultats qui vont suivre sont encore valables si K est un corps. Si K = Z et si V"
contient les a: " pour i € I; (c’est automatique pour ¢ € I i eti € Iilm), alors les résultats

qui vont suivre sont également encore valables.
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b) Dans la suite, on suppose toujours vérifiées les conditions de ce lemme.
Celles-ci sont d’ailleurs vraies dans les cas rencontrés en pratique dans [BzR], on a2 méme

alors forcément que ¢ est 1 ou une puissance de 2 si F(z) est B, ou D, (cf [T)).

Proposition 15.3.2.

Qo- NQgs = {0}

si a: est réelle Qa: n (Z Q+a;) = {0}
J#s

Démonstration.

La premiére assertion est immédiate puisque un élément de Q;:Iz + (resp. Q;Iz—) est avant
tout un élément de Qg4 (resp. @g-). La seconde résulte de la premiére et du fait que
. 1 1 1., . . . 1 1,
pour: € I, < a;,@;" > > 0 alors que si i # j, < a;,a;,"> < 0.

Te?

Corollaire 15.3.3.
.. 1
Siiel,,

Q,a;NA ={o;} si i€l

Q+a: nA' = {a:,2a:} si ieI;.

Démonstration.

Si a est une racine de A telle que a' € Q+a; et @ = 3 .c.gnje; est une “bonne
décomposition” de a (c’est & dire qu’une racine du revétement admet une décomposition
analogue), alors o = EjGS n_,-a;- dans Al, avec des n; tous positifs et dans M7, alors
d’aprés 15.3.3, ’hypothése implique que S C F(7) (car S est connexe) et donc a € A(F(7))
ce qui impose & a d’étre inférieure (ou égale) i la plus grande racine de ce systéme. On

conclut alors grice i ’hypothése (D) et i la définition de Il1 et I;.
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Corollaire 15.3.4.

Si on note

1 1 1, 1 1.
Sre = (A!e’VF,V ’<’>’{ai}i‘€1;le,{ai }tEI:e)

1 by V' V' - . . . . -
alors S,, est un systéme générateur de racines sans “racines simples imaginaires” et

1 1

1 1 . . .
Y\ — A amanen k] aninns N 2 11 manvant rhangap Aa ciona
&G © 4 qui peuvelny Cilaiiger ae signe

1

1
re b act 12 -
AT(S, = A,, oii A., est Pensemble des racine
\re/ Te Te

sous ’action d’un élément du groupe de Weyl w' (engendré par les w; pouri € I).

Démonstration.

On a déja vu que les axiomes des systémes générateurs de racines sont vérifier puisque
dans le cas oli il n’y a pas de racines simples imaginaires les restrictions sont peu nom-
breuses : SGR6a résulte de 15.3.2. Par ailleurs, d’aprés 15.3.2 et 15.3.3, les seules racines
de A:_ qui peuvent devenir négatives sous l’action de W' sont de la forme w(a:) pour

weW', i€ I:e ou 2w(a:) pourwe W', i€ I;; d’ot le dernier résultat.

15.4. Propriétés de Al

On considére, toujours sous les hypotheses de 15.1 et 15.3.1, {a:}iell a; Vier etla
matrice de Borcherds relative A" = (a;j) ol a:j =< a;,a: "> pour i et j dans I,

Par définition de A" on a :

1€ Ill <~ a:i =2

1€ I; <~ a:,- =1

iely+<>a;=0

i€l <= a;<0

Proposition 15.4.1.

Siiel eta €A\ {a;,2a;}, alors la (a;)-chaine [’ ,a' + aj,...,wi(a)] est

. 1
incluse dans A .

Démonstration. _

Considérons dans W(F(i)) une décomposition de w; de longueur minimale
wi =1 ...7; . Si & est une racine de A telle que (\I»‘(E‘)Z))1 = a', alors il est clair, par ce
qui précéde que @ n’est pas dans A(F(7)), donc en particulier comme w € W(F(3)), w(a)
n’est jamais proportionnelle & une racine de II(F'). D’apres la condition (SR3b) dans A,
il existe dans A, une (ay; )-chaine de r;., ...7; (@) & ry; ...7; (@) pour tout j entre 1

et n. Par projection dans A, puis en appliquant ’application a + al, il est clair que la
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réunion de ces chaines donne dans A’ une (a:)-cha.ine qui contient a et son image par w;
(éventuellement plus longue que la chaine de ’énoncé), ce qui établit le résultat cherché.

o

Soit /5'1 € A’ et a une racine de A qui admet ﬁl pour image par 1’application a — a.

Siae Z, a pour image a par ¥, on dira que le support S~ de a est un support de «,
(autrement dit c’est le support d’une “bonne décomposition” de ).

Sous ces hypothéses, on dira que la composante connexe de Sy U F' qui contient le
support de a considéré est le support relatif de ﬁl correspondant & & (avec (‘11(5))1 = ﬂl)

(noté Sgl(ﬂl)), et que S~ \ F est un support de 8.

Lemme 15.4.2.

Sous les hypothéses précédentes, il existe dans A, une racine notée &', telle que si

on note a™! son image par ¥, alors (') =8 et telle que Sy = Si.e'(ﬂl).

Démonstration.

Par symétrie des systémes de racines, il est clair qu’on peut se restreindre au cas ou
toutes les racines qui interviennent ici sont positives.

Supposons, avec les notations précédentes, le support de a strictement inclus dans
Sg’l(ﬂl) (sinon il n’y a rien a démontrer).

On considere la décomposition de @, dans la somme directe Q(I \ F) & Q(F),
@ = @) @ @;. On peut de plus supposer que &; # 0, car ’hypothése S~ # S—cf;“'](ﬂl)
implique l’existence d’un indice ¢ dans S—g"(ﬂl), tel que < a,a’ > < 0 et donc on peut
remplacer @ par @ + &;. Notons alors J' une composante connexe de Sif‘"(ﬂl) N F, par
le raisonnement précédent on peut supposer que @; a au moins une coordonnée stricte-
ment positive dans ﬁ(J ). De méme, il est clair qu’en itérant ce raisonnement jusqu’a
|J' N S~| = |J'|, et en remplacant & chaque étape & par &+ &; ou i désigne I'indice ajouté

a 8%, on obtient la racine cherchée (puisque F est fini).

Proposition 15.4.3.

Sip e A:_ \ Q+a: ol a: est une racine relative simple imaginaire, si un support
relatif de ﬁl est lié 41 dans I, alors ﬂl +M,~a: C Al, ol M; est toujours I'ensemble défini
en 4.1 relatif 4 I et 4 I (en particulier M; = N sii € I.).
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Démonstration.

D’aprés 15.4.2, il existe ﬁ €A qui admet pour image ,Hl par @ — (\Il(fi))l, et qui a
pour support le support relatif de ﬂl considéré. Les trois cas suivants peuvent se présenter ;

a) i € fim,:

Dans ce cas le résultat est immédiat puisque d’aprés les hypothéses, ﬁ ¢ Qa;, on sait
qu’alors < §,&; > < 0 ce qui par (SR4b) dans A, implique § + Mia; € A et donc le
résultat analogue dans A'.

b) i € L. n’est pas dans ce support relatif mais lui est lié.

Dans ce cas, il est clair que < ﬁ,&} > < 0 et que donc E-}- @; est encore une racine
(par (SR3b) dans A) et donc g+ a: € A, et pour la suite de la démonstration, on est
ramené au cas suivant.

c) € I et est dans le support relatif de 8 considéré.

Nous allons pour traiter ce cas procéder par étapes.

1) 1 existe dans A une racine 5 telle que (Wﬁ))1 = et telle que pour tout j € F,
< ¥,aj; > < 0 et dont le support contient Séf’l(ﬂ}) \ F.

Considérons Q := {8 € Z(.S'A;-"l(,[il));(\Il(,[ai'))1 =4 et Si—e](ﬂl)\F - SE} et désignons,
pour tout élément § de Qg, la somme de ses coordonnées suivant F' par hr(G). Comme
F est de type fini, pour tout j € F M; = N donc la “hauteur relative & F”, hp, d’une
racine de A, (ou plus généralement de B, = @M;a;) est un entier positif. On peut donc
considérer un élément v de ? de “hauteur relative & F” minimale. Or s’il existe un indice
Jj dans F tel que < §,a; > > 0 alors il est clair que ¥ — &; est encore dans @ (par (SR3b)

dans A et I’égalité o; = 0) ce qui contredit la minimalité de 7.

2) Montrons que 3 + a; €A

Dans le cas étudié on sait par hypothése que F(i) n’est pas de type fini, que ¢ € I,
et que i € S;;, en conservant les notations de 1).

Si < §,&; > < 0, on a encore le résultat grice & (SR3b) dans A.

Sinon, soit wq ’élément le plus long de W(F') (ie. le produit des éléments les plus
longs correspondant & chaque composantes connexes de F).

(*) Pour tout j € F, on a par 1), < wo(¥),&; > > 0 (car wp envoie II(F) sur son
opposé).

Soit wo(¥) := 71 + F avec F1 € Q(F(3)) et 7, € Q(I \ F(3)).

On sait que F(i) n’est pas de type fini et que wo(9) est une racine positive, donc il
en est de méme de 7, et 7. Enfin il est évident que (I»’(wo("‘y')))1 =B’ et il suffit donc de
montrer que wo(¥) + &; € A.

a) Supposons alors A(F(#))5; > 0, alors :
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- soit 43 = 0 ce qui est absurde puisque i est dans le support dé v.
- soit F(2) est de type affine et 5; est proportionnelle 4 la racine imaginaire usuelle § et
donc A(F(i))¥1 = 0, mais alors le support de ¥, est 1lié & F'(:) (par connexité du support
de la racine wo(¥)), donc il existe j € F(i) tel que < F3,a; > < 0, mais il est clair que ce
scalaire est encore égal & < wy(¥),a&; > et donc d’aprés (¥), cela implique j = 7 et donc
wo(F) + &; € A.

) Si au contraire il existe j € F(¢) tel que < 73,a j > < 0, il est clair que cela implique

< wo(¥),a; > < 0 et donc par (*), j = ¢ et comme précédemment wo(y) + @; € A.

3) Par une récurrence immédiate sur ’étape 2), il est clair qu’on obtient ﬂl + Na:,

soit encore le résultat cherché dans le cas c).

Proposition 15.4.4.

Soient ' € A etie I\ F tels que 8' ¢ Qa;, alors

un support relatif de ﬂl est 1ié & © si et seulement si < ﬁl,a:“ >< 0.

Démonstration.

L’implication <= est immédiate,

Montrons la réciproque. On a vu (15.4.2), que pour tout support relatif S, de ﬂl, il
existe une racine g € A, de support S. Si ¢ n’est pas dans le support relatif considéré,
le résultat est clair en considérant cette racine puisque ¢ est lié & son support sans étre
dedans. Si ¢ est dans le support, ﬂl admet une décomposition (provenant de celle de E)
telle que le coefficient suivant a: est non nul, et dans laquelle intervient un autre a; lié 3

F(i), donc < §*,0}" > < 0 (car < o}, e} " > < 0).

15.5. Le systéme générateur de racines S '

On se place toujours sous les hypoth&ses de 15.1 et 15.3.1 ainsi que ’hypothése (B)
de 12.5.

On se propose de montrer qu’il existe un systéme générateur de racines qui a pour
systéme de racines A’ et dont les modules sont Vg = Vl, etV = (V”)W(F ),

1) Construction de la base :

Procédons de la méme fagon que dans le cas du quotient par un groupe fini d’auto-
morphismes de diagramme, il faut néanmoins remplacer en général les ~ par des ()l et de

facon moins évidente, dans la construction proprement dite I’ensemble

= (u,-e Eme"af)
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par:

P! o= (UielilmT.'a;)

en posant T; = M; si F(i) # {i}, et N; sinon et @™ := {a:}l,!e' En effet, il est clair
que si F(i) # {i}, les racines de A(F(s)) — A(F) donnent des racines proportionnelles 3
a: qui peuvent a priori ne pas admettre de “bonne décomposition” et les coefficients de
proportionnalité sont dans M; et pas nécessairement dans N;.

On obtient ainsi une partie ® et des ensembles N'(a' ) pour & € @' satisfaisant 2
(SGRS6) et aux axiomes sur les ensembles N;; on note @' " un ensemble formé par des 5 °
siles B € A sont tels que 8’ € .

Soit alors A” la matrice dont les coefficients sont les < a;-,,Bl“ > pour a et ,31
parcourant 3.

1l est clair qu’il s’agit d’une matrice de Borcherds relative a coefficients < a;-, ﬂl ">eQ
(et méme dans Z si § € (ID; ou pour tout 4 € &' sile S.G.R. S vérifie la condition (2))
et que si on en extrait celle formée par les lignes et colonnes réelles, on obtient la matrice

A,, déja définie.

Il en résulte alors le résultat recherché :

Proposition 15.5.1.

1 2 1. .1 1, 1, 1
S =(4A,Vp,(V)",® ,® {N (a )}aled,im)
est un systéme générateur de racines qui vérifie (B) et

A(Sy=A".

Remargue: -

Comme dans le cas du quotient par I', pour montrer que S " est un systéme générateur
de racines tel que A(S 1) = Al, I’hypothése (B) peut étre remplagée par toute condition
permettant d’affirmer que les N 1(ozl) n’admettent pas 0 pour borne inféﬁeure dans R. A

nouveau, ’hypothése I fini convient et est stable lors de ce passage au quotient.
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Démonstration.
La conservation de I’hypothése (B) se démontre comme dans les cas du quotient par
. 1l reste & établir essentiellement 1’égalité des deux systémes de racines.

Montrons que A(

............ $'Yc A'. Comme :

1, 1. 1 1 1
Uggar ¥V (@ )a CUienrTio; C A,

il suffit de vérifier les conditions de chaines dans A'. Pour les chaines réelles, cela résulte
de 15.4.1. Pour les chaines imaginaires, cela résulte de 15.4.3 et 15.4.4.

On peut alors démontrer 1’égalité des deux systémes en montrant que A'c A(S 1).
On raisonne (comme dans le cas de Ar) par ’absurde, en considérant un élément dans
A’ \A(S 1) qui est forcément imaginaire et qu’on peut supposer dans K ! (avec les notations
évidentes). On considére alors BeAaquia pour image 3 dans le/ quotient deux cas sont
possibles :

-Be Z(F(z)) et donc 3 € T,'a: et son cas a été étudié en construisant la base,

- sinon la décomposition de E donne une “bonne décomposition” de § (& support

connexe) et donc 3 € A(S *) par 2.3.2, d’ot toujours une contradiction.

Corollaire 15.5.2.
Si S satisfait & (BN), il en est de méme du systéme A(Sl) et donc on peut “extraire”
de sa base, une nouvelle base pour laquelle le systéme générateur sera normalisé et telle

que le systéme de racines reste inchangé.

Démonstration.

Cela résulte immédiatement de 10.3.3.
15.8 Invariance des conditions sur les S.G.R.

Les résultats de conservation sont tout & fait analogues & ceux obtenus dans le cas du
quotient par un groupe fini d’automorphismes de diagrammes, les démonstrations sont

quasiment les mémes c’est pourquoi on ne les reproduit pas ici.

Hypothéses sur la réalisation
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Proposition 15.6.1.

Les hypothéses (BN), (A), (L), sont conservées par passage au quotient sous l’action
deT.

L’hypothése A{l.) de rang fini est conservée lors de ce passage au quotient.

Sous I’hypothése supplémentaire Q, (I,.) de dimension finie, les hypothéses (MP), -
(MP’) sont également conservées.

Enfin si Q, de dimension finie, ’hypothése (MP”) est conservée.

Les hypothéses sur les ensembles N; 15.6.2

Les problémes posés sont exactement les mémes que dans le passage au quotient par
un groupe fini d’automorphismes de diagramme. Les “bons cas” sont les mémes.

La condition 3 ajouter dans le cas ol “les N; sont sans point d’accumulation dans R
(resp. & dénominateurs bornés) et I’hypothése (Z) est vérifiée” est :

“Si {1} est une composante connexe de type affine ou si la composante connexe de {i}
dans {i} U F est de type affine alors {n € Q,na’ € A'} est sans point d’accumulation
dans R.”

Les hypothéses sur le type de la matrice 15.6.3

Si on considére une matrice indéxée par I quelconque, on raisonne sur chaque com-
posante connexe de I qui n’est pas réduite & des éléments de F. Si on veut considérer
une partie connexe L de I, on considérera J la plus grande partie connexe de I, telle que
LcJCLUF.

Notons alors A(J) la matrice indécomposable considérée.

Si A(J) est de type fini (resp. affine, indéfini ), comme dans le cas du quotient par
T on utilise la caractérisation de 1.2 (il existe u € Q(J) avec u > 0 (ie. de coordonnées
(ui)ies toutes strictement positives tel que ‘Au > 0 (resp. ‘Au=0 *Au < 0)).

On copie alors le raisonnement 14.5.3 en remplagant u. par u, := EwGW(F) w(u),
pour établir que :

Si A(J) est de type fini (resp. affine, indéfini ou méme profini, proindéfini), alors
A'(J") est du méme type.

Il est clair encore que si A est indécomposable, il en est de méme de A'. L’indécom-
posabilité de Al n’implique pas celle 'de A mais elle permet de montrer que I contient au
plus une composante connexe L contenant des éléments qui ne sont pas dans F; et en fait

dans ce cas, on obtient le méme le systéme de racines A* par quotient de A(L).
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Index des notations et des définitions

Dans tout le document:

K, ... un corps totalement ordonné.

K ... un corps de caractéristique 0 ou Z (au chapitre I, une extension de K} ).

I...un ensemble d’indices fini ou dénombrable.

A...(1.1) une matrice de Borcherds (relative a partir du chapitre II) indexée par I.
A(J) pour J C I ... la matrice obtenue a partir de A en ne conservant que les lignes et
colonnes qui correspondent a i € J.
Ii, (resp. Ipe) ... (1.1) ’'ensemble des i € i tel que ai; < 0 (resp; a;; > 0).

Matrice indécomposable ... (1.2).

Type de A... (1.2) fini, affine, indéfini, profini, proindéfini, semi affine, infini.

Q = BierZa;; Q4 =BietNoy; Q_=-Q4 Q= %Zai-

Q= X Zai] Q=3 Zai; Q, = ¥ Kiai @y, = @ierKrai

i€l i€l i€l
Pour tous ces ensembles (1.4) ’ajout de * en exposant signifie que ’on retire 0. De
méme, I’ajout de K en indice 3 Q, Q, [@], @7, ou Q- (dans ce dernier cas K remplace
K,) signifie que I’on tensorise ces objets par K.
Si J C I,1’ajout de (J) signifie qu’on considére les ensembles définis de la méme fagon

en remplacant I par J.

So ... (1.4) support d’un élément a de QQ’+.

h(a)... (1.4) hauteur d’un élément a de QQ+-

A... systéme de racines.

Il := {a;, i € I}... base de ce systéme.
Chapitre 1.

Diagramme de Dynkin de A... (1.1).

Réalisation ... (1.3).

g(A,R) ... (1.4). .
g(A, R) ... (1.5)1’algebre de Kac-Moody-Borcherds associée a A.
... systéme de racines de g(4, R).

W ... le groupe de Weyl associé a g(A).

r; ... réflexion associée au sl,-triplet {e;, fi,ai}.

Condition d’échange ... (2.2.5).
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m;j ... ordre du produit r;7;.
[(w) ... (2.2.6) longueur d’un élément de W.
(SRn) pour 1 < n < 5...(2.3.1) les propriétés du systéme de racine & base libre de g(A).
K...(233) {aecQ,\ (Uier, )Za; ; S, est connexe et < a,ai > <0 (Vi € I)}.
() (SR3b) ces Conditions de type “chaine” (2.3.2)

Chapitre II .

Dans ce chapitre la base II est supposée libre, 'utilisation des ™ n’est pas nécessaire.

A ... matrice de Borcherds relative toujours indexée par I.
I,(resp. 12, Iy, I_), ... (3.1) les ensembles des i € I tels que a;;, vaut 2 (resp. 1, 0, est < 0)
B(A)... (3.1) matrice de Borcherds normalisée associée & A .
Diagramme de Dynkin de A ... (3.1).
K(A)... (3.2) matrice de Kac-Moody associée & A.
W ... (3.2) groupe de Weyl, sous groupe de GL(Qk, ).
Sw ... (323){a€ Qg+ /w(a) €Qqg,-}.
Ag ... (324){a € Qo+ /w(a)—a € X, Qai,YVwe W}
By ...(324){a€Qqp+/ <a,0i><0, Vi€ I }.
M.R.I... (3.3) matrice de Kac-Moody relative indécomposable, classification.
a ... (3.4) Coracine d’une racine a réelle .
(SRnb) (pour 1 < n < 5)... (4.1) axiomes des systémes de racines a base libre.
N; ... (4.1) une partie de Q:, de plus petit élément 1, ou ne contenant pas sa borne
inférieure, mais minorée par 3/4 et contenant 1, et telle que :

Si i€ I, alors N; = {1, 2}

Siie€ Ih,alors N; = {1}

Sii€Ietj€ e, alors Niaj; C Z.
M; ... (4.1) plus petite partie de Q. contenant N; et 0 et stable sous ’addition.
N;ind (resp. M;ing) ... (4.1) éléments de N; (resp. M;\ {0}) qui ne s’écrivent pas comme
somme d’éléments de cet ensemble.
K' ... {a€®erMja;\Uier(Q,)ai ; So est connexe et < a,a; > <0 (Vi€ L) }.
A(A,{N;}) ... systéme de racines a base libre associé a la matrice A et aux ensembles N;.
Chapitre III.
™=, 1, Iy, M, g, II_ ... (6.1) les racines simples a; pour i € Iy, I, Iy, I2, I, I_..
Parties de I liées ...(6.1).
K. ...(6.2.3) K'U (Uijep Nia;)...(6.1).
Zy...(623) pour a € K, {i € So/ < a,a] >= 0} de type fini ou de type affine et
égal au support.
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Kisz)...(623){a€K./Sa=SetZy=2}.

cones duaux ... (6.4.2).

sgn(a) ... (7.2) fonction donnant le signe du scalaire a (dans {-,0,+}).
Cg ... (7.3.1) chambre de Weyl négative

X"...(7.3.1) cone de Tits négatif.

Chapitre IV.

S.G.R. ... (8.1) systéme générateur de racines.

SGRn 1< n <6...(8.1) axiomes d’un systéme générateur de racines.
SGRN ... (8.1) condition de normalisation d’un S.G.R.

(Z) ... (8.1) condition “d’intégralité” du S.G.R.

P; ... le sous-groupe additif de Q engendré par N; (ou M;).
R=3Y,c/Piai; Ry=3;cMa;.

Ch(B, ) ... (8.5) chaine de direction « issue de §.
Revétement libre d’un S.G.R. ... (9.1).

~...(9.1) caractérise ce qui est relatif au revétement.

¥ ... (9.1) projection de Q sur Q.

SGRord ... (9.1.3).

PIF ... (9.1.4) propriété d’intersection faible.

An...(9.3.2).

Propriété de symétrie ... (9.3.7).

((a), ¢(a) ... (10.2.2).

(BN) ... (10.3) hypothése d’existence d’une fonction “hauteur”.
g ... fonction “hauteur” de la condition (BN).

(MP”) ... (10.3) hypothése supplémentaire .

Hy...(11.1) {v € V* Jv(a) =< a,v > = 0}.

Ha...(11.1) {Hy Ja € AL}

z=xy...(11.1) relation d’équivalence sur V'*.

Facettes ... (11.2).

(A), (MP), (MP"), (L) ... (11.3) hypothéses supplémentaires intéressantes.

Chapitre V.

(SSRn) pour n € {1,2,3} ... (12.1) axiomes d’un sous-systéme de racines.
(SC) ... (12.1) propriété d’un systéme clos.

... (12.1) sous-systéme de racines de A

Mur relatif ... (12.3).

Chambre relative ... (12.3).
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(B), (BF), (BZ) ... (12.5). Conditions supplémentaires
Racine indivisible ... (13.2).

Partie de A indécomposable ... (13.2).

Partie de A fortement décomposable ... (13.2).

Chapitre VI

Diag(S) ... (14.1) goupe des automorphisme de diagrammes.

Diaga(S) ... (14.1) goupe des automorphismes de diagramme compatibles & A.
I' ... un groupe fini d’automorphismes de diagramme compatibles a4 A.

Qr, Rr ... (14.2).

A ... (14.2) systéme de racines relatives.

St ... (14.4) systéme générateur de racines quotient.

(D) (E) ... (15.1) hypothéses supplémentaires.

F(i)...(15.1)

a' ... (15.1) racine restreinte.

AL (15.1) systéme des racines restreintes.

Support relatif ... (15.4).
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