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INTRODUCTION

Notre travail est divisé en trois parties.

La première partie est la reproduction d'un article paru au "Bulletin des Sciences

Mathématiques" .Les distributions de type positif sur O(n, 1) biinvariantes par

O(l)xO(n-l,l) (ce sont les distributions de type positif sur l'hyperboloïde X d'équation
2 2 2 2 1) d , .. , l . dXl + x2 + +x n - xn+ l = a mettent une representatlOn Integra e sUlvant es

distributions de type positif biinvariantes et extrémales .En nous servant des idées de

P.Bonnet ,nous donnons le type de croissance des mesures qui interviennent dans cette

représentation intégrale.D'autre part nous caractérisons les "transformées de Fourier" des

fonctions Coo à support compact (la transformée de Fourier étant celle qui décompose la

représentation régulière de O(n, 1) dans L2(X».

Les deuxième et troisième parties se situent dans le cadre des algèbres de Jordan simples

et euclidiennes.

Une telle algèbre V sera forme réelle d'un espace préhomogène sous l'action de différents

groupes. D'une part sous l'action de G, la composante neutre du groupe de structure de

V,les orbites étant les ensembles nj ={x dans V / signature de x = (r-j,j)} qui sont des

espaces symétriques du type étudié par Oshima et Sekiguchi dans [Os.-Se.] ( comme

nous le montrons dans l'introduction) . D'autre part - c'est l'objet du premier chapitre de

la seconde partie - sous l'action du groupe triangulaire T = AN associé à un système

complet d'idempotents de l'algèbre V. Cela résulte d'un lemme dû à I.Satake , qui est

l'analogue dans V de la décomposition de Gauss d'une matrice définie positive, et que

nous redémontrons par les techniques de [Fal.] .Les orbites ne de V sous cette action

sont paramétrées par l'ensemble ~ = {€ = (€ J, .... ,€r) avec €j =±l}, les ensembles

~ j = {€ 1 card{k 1 €k = l} = r-j } réalisant une décomposition d'Iwasawa de

l'espace symétrique nj .

L'espace préhomogène (V,T ) est du type étudié par F.Sato dans [SaL], les intégrales

zêta \fie qui y sont attachées (ainsi que celles associées au dual de (V,T» vérifient alors

une relation fonctionnelle: \fI*ef,cr-n/r) =L ueTl(cr)\fITl (f,-cr) (où fest dans
e

11

l'espace de Schwartz !;P(V».

Dans notre situation, les coefficients ueTl(cr) peuvent être calculés explicitement ( c'est ce

que nous faisons dans le deuxième chapitre ).C'est une conséquence immédiate d'un

calcul effectué dans [Sa.-Fa.] pour une fonction f à support dans V \ S où S est le lieu

singulier de l'espace préhomogène (V , T).
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Les intégrales qJê peuvent être vues comme des vecteurs distribution de certaines

représentations séries principales du groupe 0 .Modifions alors ( suivant une idée qui

remonte à E.M.Stein dans [St.] ) la transformation de Fourier de telle manière qu'elle

devienne une isométrie de L2( V , Id dx /) et qu'elle commute à l'action de a.La
etxln f

matrice des coefficients de la relation fonctionnelle ainsi changée possède alors des

propriétés interessantes , en particulier c'est une matrice unitaire sur la série MAN­

Principale.

Soit TC la représentation régulière de 0 dans L2( V , Id dX
I

/) ; à la décomposition de
etx n f

Plancherel de TC correspond une décomposition de la transformation de Fourier modifiée;

il serait interessant d'étudier les rapports éventuels de cette décomposition avec la matrice

des coefficients évoquée plus haut.

Notre troisième partie se place dans le cadre de l'espace préhomogène (0 , V) . L'orbite

QO a la propriété d'être un cône; l'utilisation de la transformation de Laplace permet

l'étude de la distribution zêta Zo(f,s) = f f(x)ldetxls-n/fdx ; on peut ainsi calculer les

QO

pôles et la transformation de Fourier de Zo(., s) .Nous rappelons ces résultats dûs à

lFaraut dans le premier chapitre .En particulier il se trouve que les pôles de ZO(.,s) sont

exactement ceux de la fonction gamma du cône QO .

Nous considérons également dans le premier chapitre la transformée de Laplace F(z) (où

z est dans le tube Q +iV ) de la mesure ù(detx-l)xn(x) portée par l'ensemble des

éléments de Q de déterminant 1. Cette transformée de Laplace s'exprime à l'aide d'une

fonction de Meijer (nous donnons en appendice certains faits relatifs aux fonctions de

Meijer ), nous le montrons simplement à l'aide de la transformation de Mellin. De plus

F(z) vérifie une formule du produit, qui pour certaines algèbres V, redonne la formule du
produit de la fonction de Mac Donald Kn-2 .

2

Dans le deuxième chapitre nous donnons les pôles (ainsi que leur multiplicité) des

distributions Zj(f,s) f f(x)ldetxIS-n/fdx.Il s'avère qu'une méthode dûe à

Qj

A.Chaabouni se généralise ici parfaitement; sans rentrer dans le détail des résultats,

disons que les pôles sont exactement ceux de la fonction gamma du cône QO sauf dans

les cas où V est l'algèbre des matrices (rXr) symétriques à coefficients réels avec r pair, et

où V est l'algèbre IR x IR n-1avec n impair, cas où pour certaines valeurs de j il y a une

"perte de la multiplicité" pour les pôles entiers négatifs.

- 2 -



La connaissance des pôles nous permet alors (via la transformation de Mellin) de donner

l'image des applications moyennes Mj (où MH(t) = f f(x)8((detx-t)Xn/x)) ; nous

suivons ici de près les idées de H.Rubenthaler et H.M.Maire (voir [Ru.],[Ma.]).

Déterminer la transformée de Fourier d'une fonction invariante sous l'action d'un groupe

de Lie ou qui se transforme suivant une représentation irréductible de dimension finie du

groupe est un problème classique, résolu par exemple par les formules de Hankel et de

Bochner-Hecke concernant les transformées de Fourier d'une fonction radiale et d'un

produit d'une fonction radiale par un polynôme harmonique homogène. Dans [Str.]

R.S.S trichartz généralise ces formules au cas de fonctions du type f(x) = F( IQ(x)Il/2) où

Q(x) est la forme quadratique xî + ..+x~ -X~+l - .. - x~ , le noyau de la transformation de

Hankel généralisé qu'il obtient s'exprimant à l'aide des fonctions J, K et Y de

Bessel.Dans le chapitre 3 nous abordons ce problème pour des fonctions du type

f(x) =F(ldetxl); dans le cas où l'algèbre V est l'algèbre des matrices hermitiennes rxr avec

r impair, la transformée de Fourier de f est du même type F(ldetyl).Nous mettons en

évidence pour la transformation F ~ F un espace fonctionnel sur lequel elle opère

comme involution et nous établissons une formule de Plancherel.On utilise pour cela la

transformation de Mellin.Nous terminons par un analogue des relations de Bochner­

Hecke.

- 3 -
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ANALYSE SUR UN HYPERBOLOÏDE

PAR

BRUNO BLIND (*)

[Fac. Sc. et Techn. Monastir, Tunisie]

RÉSUMÉ. - On démontre un théorème du type Bochner-Schwartz pour certaines distribu­
tions de type positif sur l'hyperboloïde 0 (n, 1) /0 (1) x 0 (n -l, 1) en utilisant les vecteurs
distributions de certaines représentations. On établit également sur cet espace un théorème
du type Paley-Wiener.

ABSTRACT. - Harmonic analysis on a hyperboloid.
We prove a Bochner-Schwartz's type Theorem for sorne distribution of positive type on

the O(n,I)/O(l)xO(n-I, 1) hyperboloïd using the distribution vectors of sorne
representations. We also give for this space a Paley-Wiener's type Theorem.

Introduction

Dans [5], J. FARAUT obtient une représentation intégrale des distributions
de type positif sur U (p, q; IF) (IF = IR, C ou 1Hl) biinvariantes par
U (l, IF) x U (p - l, q; IF), suivant les distributions de type positif, biinvarian­
tes et extrémales qu'il détermine. Une telle décomposition existe dans une
situation plus générale (voir L. SCHWARTZ [12] et K. et L. MAURIN [8]), elle
généralise le théorème de Bochner-Schwartz sur les distributions de type
positif sur IRn (cf [13]). Une question naturelle est de connaître le type de
croissance des diverses mesures intervenant dans la représentation. Pour
p = 1 la réponse découle des résultats de H. BARKER [2].

(.) Texte présenté par 1. FARAUT, reçu le 6 mai 1985.
Classification matières AMS (MûS) 1980: 43.
Vedettes matières: Théorème de Bochner-Schwartz. Théorème de Paley-Wiener.
Bruno BLIND, Facultè des Sciences et Techniques, TN-SOI9 Monastir Tunisie).

BULLETIN DES SCIENCES MATHÉMATIQUES - 0007-4497/85/04/407 23/1 4.30
<el Gauthier-Villars
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408 B. BLIND

Dans la première partie de cet article nous établissons des résultats
analogues à ceux de [2] dans le cas p? 2, q = 1 et IF = R; nous nous servons
essentiellement des idées de P. BO]\;SET [3].

Dans une seconde partie nous donnons un théorème de Paley-Wiener.
Ce sont les méthodes classiques (cf GASGOLLI [6]) qui s'appliquent ici.

:"otations

Dans cet article, G désignera le groupe 0 (n, 1) (n? 2), groupe des
transformations conservant la forme:

x et y dans Rn + 1,

H est 0 (1) x 0 (n-I, 1) et K est 0 (n) x 0 (1).

On pose:

n-I
p=-.

2

L'espace homogène X = G/H est muni d'une mesure G-invariante dx; on
aura, par un choix convenable des mesures de Haar dg de G et dh de H :

{f(g)dg = L.f (x) dx,

où:

xO=eH.

Soit '3=T/-, où T est le cône {XEIR"+l/[X, x]=O, xi:O}, et ....., la
relation: x-y~x=±y.

On note ÇO le point de '3 défini par (1, 0, ... , 0, 1).

Soit B= { k 1;0, k EK}; B est identifié à la sphère de IR", on appelera db
la mesure sur B, invariante par K et de masse 1.

Tout point x de X peut s'écrire: x = kat xO, avec k E K et t? 0, où :

ch t 0

a,= (~t ~

où 1 est la matrice identité de IR" - 1.

2" SÉRIE - TOME 109 - 1985 - N" 4
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ASAL YSE SUR UN HYPERBOLOYDE 409

Soit A ={arft ER}; le point ka/ XO ne dépend que de la classe kM° où
At0= Mn K, M étant le centralisateur de A dans H.

Pour SEC, on définit les espaces <!, (2) (cf [5]) :

g, (2) = {f E C"" (3)fV gE G, V tE R, f (ga/ço)=e('-p)/ f (g. ça)}.

Soit Tt, la représentation de G dans If, (2) définie par:

Tt s (g) f (;) = f (g-I ç),

As désignera l'opérateur d'entrelacement défini dans [5] (§ 6).

Enfin on pose:

()
r«s-p+n)/2)

y S = .
r«-s-p+n)/2)

1. Préliminaires

Soient rg l'algèbre de Lie de G, ·ll l'algèbre enveloppante de la complexi­
fiée de '!J. Pour une base Xl' ... , X, de rg, on pose:

Si (Tt, ff) est une représentation unitaire continue de G on notera ff Y:.

l'espace des vecteurs C;ç et j(k (k E~) l'espace des vecteurs Ck. ff;ç est
muni de la topologie habituelle (cf CARTIER [4]), .It'- x sera l'anti-dual de
Xx.

Notons À. l'opérateur autoadjoint .1~:2 où .1. est la fermeture de l'opéra­
teur essentiellement autoadjoint d 1t (.1). A l'aide de À~ on muni y(k d'une
structure d'espace de Hilbert isométrique à ff (cf GOOD\L\S [7]), ff- k

désigne l'an ti-dual de ffk.

LA,. \lÉTHODE DE P. BOSSET

Soit T une distribution sur G, biinvariante par H et de type positif. A
T correspond une représentation unitaire continue 1t de G dans ff, sous­
espace hilbertien de 9' (X) (cf [5]). De plus, il existe un élément de ff - x,

H-invariant, LI tel que:

(1) T (<p ) = LI (;t _ :c (<p) LI), <pE9'(G)

BULLETIN DES SCIENCES MATHÉMATIQUES



410 B. BLl:"D

(u définit Je « point distribution canonique» de Tt, au sens de
SCHWARTZ [12]) où Tt-x est l'action de G sur Jf-x, déduite de Tt:

[Tt _ x (g) u] (f) = U (Tt (g-l) (f),

et :

[Tt _ x (8) u] (f) = U (Tt (8*) f), 8E.Q(G),

(2)

U, E Jf,- j presque partout.

avec 8*=ê.

Comme Jf - r. = U k e '\,; Jf - k, il existe j tel que u appartienne à Jf - j.

D'autre part, la représentation Tt peut être décomposée en représenta­
tions irréductibles (cf [8], [12], [5]) :

(Tt, ff) = L$ (p~, Jf ,) der ("J.),

où l'on peut supposer que Yf a est un sous-espace hilbertien invariant de
2'(X).

De plus (G, H) est un couple de Gelfand généralisé (cf E. THOMAS [15],
théorème E, exemple (6)), les représentations p, et p~ sont non équivalentes
pour "J. i:~.

On aura ([3], corollaire 1.4, l'air aussi [9], corollaire Cf) :

u = L$ u~ der ("J.),

On aura donc une condition sur la mesure er :

(3)

C'est cette condition que nous exploiterons.

Remarquons que pour presque tout '1., U, est H-invariant. En effet on a :

'i h e H, Tt -:x:: (h) u= u,

donc 'i h E H, (Pa) -:x:> (h) u~ = u~ presque partout.

Soit alors A une partie dénombrable dense de H; il existe n, sous­
ensemble de A, cr-négligeable, tel que:

'iheA, 'iCJ.eA ",n,

2' SÉRIE - TOME 109 - 1985 - N" 4
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ANALYSE SL'R UN HYPERBOLOl'DE

La conclusion en découlera, à cause de la continuité des applications:

411

Remarque, - Supposons qu'il existe jE N et des u, E J'f,-<H invariants

tels que:

alors ([3], corollaire 1.4) l'élément:

u= Je u, da ('1.),
i\

appartient à J'f-j et sera H invariant; d'après la formule (1) il définira

une distribution sur G biinvariante par H et de type positif.

La condition (3) est donc caractéristique de telles distributions.

2. Le théorème de Bochner-Schwartz

RAPPELS SUR LA DÉCOMPOSITION (2)

D'après [5] on peut prendre ici:

La mesure a se décomposant en al' mesure de Radon positive sur IR+,
a 2 mesure de Radon positive sur [0, pl, et affectant les points - 2 v - P- 1
du poids av (où av est un nombre positif).

Donnons pour Ct.=iv et Ct.=-(2v+p+l), la description de (p,,$,)
(cf [5], p. 416 et suivantes).

Ct.=iv

Jlt'iv= {f: 2--+C/VtelR, f(ga1é,°)=eUV-P)1 f(g'f,°)

et Llf(b)12db<+X)},

le produit scalaire étant celui de L (8); Pi v sera l'extension à Jlt'j v de la
représentation Tt i v définie dans les notations.

BULLETIN DES SCIENCES MATHf:MATIQUES



412 B. BLI~D

Le point distribution canonique de (pj\~ XiJ sera défini par:

<p f-+~.__I_-
2
-n ..rBj[xO, b] liV-P <p (b) db,

IlJv+l-p)j :J.

<p E C X (B), l'expression étant définie par prolongement analytique.

Par la formule (1), Vi v nous donnera la distribution sphérique çj v (cf [5]
pour la définition des ss)'

".1=-(2v+p+l)(vEN)

On considère .f.., l'adhérence dans C>O(B) de ,13= Ll~2v+2-&'1 où -&'/
sont les harmoniques sphériques de degré 1. On munit ,13 du produit
scalaire:

.Y'f3 sera le complété de /3 pour ce produit scalaire et P3 l'extension de 11:3
à .Y'f

3
•

Le point distribution canonique de (P3' X J est défini par:

en appliquant la formule (1), v3 donne la distribution sphérique

(_1)v+1Ç2v+P+l'

Remarque. - (1) Soit (e~, ... , el dl) une base de 1!!/ orthonormée pour
le produit scalaire induit par L 2 (B).

Si:

et

(f, g E CX! (B», en utilisant la relation:

As(eD=cx(s)e:,

où:

n'.;! (p+j-l-s)
".J. (s) = ~J--=- _

1 n~;! (p+j-l +s)

2< SÉRIE - TOME 109 - 1985 - N" 4
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ANALYSE Sl'R eN HYPERBOLOÏDE 413

(cf [5], théorème 6.3) et en calculant lims .... 2v +p + 1 Y(-s):x/(s) on trouve
pour:x= -(2v+p+1):

<f, g >, = 2 f (2 v + 2) f (2 + 2 + 1)
f(v+l)f(v+p+l)

x f(l-2v+l) a.fil,
LI ~ 2+ 2 f (2 v + 2 p + 1+ f) (Li 1 J

(2) Ces calculs nous montrent que l'injection de j, (muni de la topologie
induite par C':: (E) dans .Yt, est continue.

(3) On peut voir aussi que les éléments de J'(; sont des fonctions de
classe ex (:x=iv, :x=-(2p+v+I».

LE THÉORÉ'v1E

D'après [5], le sous-espace de (.Yt,)- x constitué par les vecteurs distribu­
tions H-invariants est de dimension l.

Donc pour presque tout :x :

U,=c,V, (C,EC).

Montrons que 1c, 1= 1 presque partout.

Appelons K (respectivement KJ le noyau reproduisant associé au sous­
espace hilbertien J'f (respectivement J'f,), Q,la décomposition (2) corres­
pond celle de K (cf [15]) :

K = LK, da (:x).

Identifiant, par le théorème des noyaux de Schwartz, les noyaux reprodui­
sants à des distributions sur f2 (G x G), on aura alors:

K(cp ® 8)= Ll(..(cp ® 8) da (:x), cp et 8 dans f2 (G).

Mais:

et :

K (cp ® e) =<1t _ IJ ( cp) U, '1t _ x (8) u>

BULLETIN DES SCIENCES MATH~MATIQUES



414

d'où:

B. BLIND

On conclut par identification.

Soit alors:

(3) entraîne:

(4)

(4')

(5)

{:O Pj(iv)dcr 1 (v)< + Xl,

Î 1/2

Jo Pj(s)dcr 2 (s)<+Xl,

Lv ~ 0 av Pj ( - 2 v - p - 1) < + O'J.

Notons 1\.2 l'opérateur (~pY/2 considéré dans les préliminaires; on aura

pour un certain élément B2 de .Yt'~ :

Faisons les calculs pour n~ 3 (les changements pour n = 2 sont mineurs)
on a (cf [5], appendice B) au sens des distributions:

Vot (f) = L, pair C, P, (s) m, (J),

avec:

s=Ct. si ':1.= iy,

s= - Ct. si Ct. = - 2 y - p - l,

où m, est le /-ième polynôme de Gegenbauer d'indice (n - 2)/2 et avec:

m, (1) = 1J (b) 00 (b) db,

Il ()_ (s-p)(s-p-2) .. . (s-p-/+2) 2- 1/ 2
fJl s - . ,

r(Ct.-p+/+n)/2)

2n
-

2
1t(n-3)/2 2(n-2) ( n+2)c, = x r --. /+ -- .

r(n-2) 2 2

2' SÉRIE - TOME 109 - 1985 - N" 4



ANAL YSE SUR UN HYPERBOLO'(DE 415

Reprenons maintenant notre opérateur .1, par un choix convenable de la
base Xl"'" X, on peut poser:

.1=I-(0-2co),

où n est le Casimir de G et où co est le Casimir de K (pour la restriction
de la forme de Killing de C§ à l'algèbre de Lie k de K).

On a (cf [5], proposition 5.2) :

1
dp2(O)J= (':J.2_ p2)J,

2(n-l)

D'autre part:

PROPOSITION. - Pour JE Jfœn C:o (B).

On a:

JE Jfœn C:o (8),

1
dp (co) J= - .1 f,

2 2 (n _ 1) 0 ,

OÙ .1 0 est le laplacien de B et pOLir ':J. = i v ou - (2 v+ p + 1).

Pretn'e. - On sai t (cf WARNER [16], 2. 3. 3, exemple 2) que co appartien t

au centre de l'algèbre enveloppante de k. De plus la restriction de P2 à K
se réduit à l'action habituelle de K. En utilisant pour ':1.;>i:iv la remarque 2
du paragraphe 2, on aura dans tous les cas:

JE Jf
2
n Cr. (B),

c étant une constante.

On détermine la constante c en comparant la metnque habituelle de B
(identifié à la sphère de [Rn) et elle induite par la restriction à k de la
frome de Killing de C§, On trouve:

1
c=----

2 (n-I)

De la remarque 1 du paragraphe 2 on déduit alors:

Pj ( - (2 v+ P+ 1)) = LI pair, 1~ 2 v + 2 Cil ~I (2 v+ P+ 1) 126
1 (v) AI (v),
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avec:

B. BLl~D

~ () 1 f(2v+2p+I+!).f(v+l)f(v+p+l)
61 \' = - ,

2 f(l-2v+I).f(2v+2)f(2v+2p+l)

(
(2\'+p+I)2-p2 2/(/+n-2))-J

AI (v) = 1- + .
2(n-l) 2(n-l)

Après simplifications:

1

l ,

CI ~1(2v+p+I)I~

= KI' (f(V+(3/2)) f«(ll) -V-(1/2)))2
f(v+(lj2)+[(n+ 1/2)])

f (n - 2 + 1) (1 n - 2 )
x . + ,

I! 2

où KI est un coefficient non nul ne dépendant que de n.

Cela nous donne pour le terme cil ~, (2 v+ p+ 1) 1
2 8, (v) :

K
2
.(1+ n-2).(2V+2 P+1). r(v+(3/2))

2 r(v+p+(3/2))

r (n - 2 + 1) r ((1/2) - v - (1/2)) r (v + (//2) + (n/2))
x ,

r(l+ 1) r((l/2)-v) r(v+(lj2)+(n/2) +(1/2))

où K 2 est comme KI et où l'on s'est servi de l'identité:

En utilisant:

f (5 +Q) a log s----.:...---.:. ..... e ,
f (5)

1 arg 5 1 ~ 1t - 8,

15 l--t + 00,

8>0,

(où a est fixe et log la détermination principale du logarithme).

La condition (5) sera équivalente à :

( 3)-P
Lv;.oQv(2v+2p+l) V+ P + 2 E(v)<+cc,
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ce qui se réduit à :

Mais:

" . . (/2_4 v2)-1.2(/2_2 v2)-j/n-2
L.I ~ 2 v + 2. 1 pa If

~ (4 V+ 4)- 1/2 (2 V2 +4 V+ 4) -j (2 v+ 2t- 2

et :

La comparaison des séries avec des intégrales nous donne alors:

3j e N,

L:v~Qavp/-2v-p-I)<+co <:> 3NeN,

Un calcul tout à fait analogue pour la condition (4) nous donne:

3jeN,

LOOpj(iV)dV1 (V)<+CO <:> 3NeN,

foo dcrl(V)------,-.:....:....:...---,- < + co.
Q (1+v)Nlr«p+iv)/2)/2

Enfin, faisant des estimations analogues pour les Pj (s) (s e [0, pD on voit

que la condition (4') est automatiquement vérifiée pour un j convenable.
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Nous pouvons donc énoncer le théorème:

THÉüRÉME A. - Les distributions T sur G qui sont de type positif et
biint'arialltes par H SOllt caractérisées par la décomposition:

T(<p) = L': Çiv(<P) dcr 1 (v)+ {!/2 Çs(<p) dcr 2 (v)

+Lv ~ 0 av ( - I)'..-l Ç2 v+ P + 1) (<p);

arec:

<PEQ(X),

av ~°et Lv ~ 0 av/( 1+ v)"" < + XJ, pour un certain NI de N;

cr 1 mesure de Radon positil'e sur )0, +::ç [ telle que 3 N2 E ""J :

cr 2 mesure de Radon positive sur [0, pl.

3. La transformée de Fourier sur X

Dans [5] (voir aussi [14], [11]) on définit la transformée de Fourier d'une
fonction <p de Çj (X) par:

<p(I;, s)= 1 f 1 [x, ç]IS-P<p(x)dx,
i((s-p+ 1)/2) x

(1;, s) E 3 x C.

L'expression étant définie par prolongement analytique sur C.

On a (cf [5]) :

(.9')

De plus on a :

VSEC, 1;-+ <p(I;, s) appartient à 6's(3);

As(<p(., -s))=y(s)<p(., s), s+p~Z,
~ -
!g<p(., s)=1ts(g)(<p(., s))

(!g<P(x)=<p(g-l.X), gEG).

~ 2 2-
D<p(., S)=(5 -p )<p(., s),

où D est le pseudo-laplacien sur X (cf [5], p. 377).
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(6)

Pour cette transformation de Fourier, on a une formule de Plancherel
([15], [Il], [5], roir aussi la bibliographie de [5]) :

L 2 (X)= Lel Jf'<ldcr(a.),

la mesure cr étant portée par ilR+ U{ -(p+2v+l)/p+2v+l>0} la
« partie continue» étant;

dv K
dcr l (v)= 1 . 12

CClV) 21t

41tP + 1
où K=----­

r (1/2) r (n/2)

et le point p +2 v+ 1 étant affecté du poids:

Qv=K.(-lr +
1 Res( l ,P+2V+l)

c(s)c( -s)

(roir [5], p. 409 pour la fonction c (s)).

Cela correspond à la décomposition de la représentation de G dans
L 2 (X) :

1t (g) f (x) = f (g - 1. x),

la distribution biinvariante par H, de type positif, associée est:

<P f-+ L<P (h) dh.

Par le théorème de régularité elliptique (cf aussi [10]), L 2 (X):X: C ex: (X)

(l'inclusion étant continue). D'après [1], proposition 2.2 il en résulte que

le vecteur distribution correspondant est défini par:

u: L 2 (X) Xl --. C,

ff-+ J(xo)

Remarque. - Dans (6), l'isométrie est la transformée de Fourier; pour
<P E 9 (X), on a :

a.=iv ou -(2v+p+I).
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FOR\1LLE D'I:\\ERSIO~

B. BU:--;D

où:

OU g.XO=X,

et ( 1 \ .. 1
C - (p + 1 \ - 11 = - ).

Preu[·e. - Il suffit d'établir la formule pour x = xe.

On a (cf § 2) :

1c~ 1 = 1 presque partout.

Soit 8E9CG), on a:

lL ,J8) u = fa'! c~ [Cp~) _ cr. (8)] ['~ dG C':1)·
.\

Mais vue la forme de u donnée plus haut:

où :

8°(x)= 18Cg.h)dh
JH '

et d'autre part:

[(PiJ-:oC8)]viv =C8°) AC., iv),

[(p~)_:xo(8)]va=(-l)v+IC8°) ~(., ':1)

si ':1= -(2v+p+l).

On en déduit la proposition en identifiant les composantes des deux
membres.
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PROPRIÉTÉ DE CROrSSA:"CE

421

PROPOSITION, - Soit <p un élément de ÇJ (X), il existe alors un réel
positif A, tel que VE> 0, Vn EN, 3 C (E, N) tel que:

1

- (b . 1 C ( E, N) A cr<p ,cr+IT) :( ,
(1 + cr 2+ T2)'V 1 [' «(cr + 1- p + i't;)/2) 1

VbEB,

où :

C E+ = { cr + iT E Cfcr ~ 0,

1 cr + i 1; - p + 1/ ~ E, 1= l, 2, 3, ... }.

Remarque. - Cette propriété de croissance n'est pas la meilleure que
l'on puisse obtenir.

?reUl'e. - C'est évident pour Re s~ p en utilisant la relation:

D'autre part:

(avec k;o=b, kEK).

Il existera un compact L tel que:

On peut donc supposer que b = ;0.
On a:

avec A ... = A si A ~ 0, a sinon et A _ = - A si A:( 0, a sinon.
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Considérons la première intégrale, en utilisant un recouvrement fini
convenable du compact L, on se ramène à l'étude de l'intégrale:

r([x, çO]+)'-P<p(x)dx.
• u

où dans U. il existe un changement de coordonnées Yj' ...• )'n contenant
[x, ~O]_. à jacobien positif; l'intégrale se ramènera donc à :

J: .loS - P \jJ (y) dy où \jJ est ex:,

d'où la propriété de croissance en utilisant les propriétés classiques de la
transformation de Mellin. On procède d'une manière analogue pour la
deuxième intégrale.

LES INTÉGRALES D'EISENTEIN

Indexons par pEN les représentations unitaires irréductibles de classe 1
du couple (SO(n), SO(n-l)), pour n=2, on prendra le couple

( 0 (2), { Id, ( ~ _ ~) } ). et soit roP la fonction sphérique associée.

Posons pour Re s~ p :

<pP (x, s)= 1 rPs(x, b)oY'(b)db, xEX.

r(S-~+ly.
Cette expression possède un prolongement analytique sur C et vérifie
l'équation (cf [Il], Lemme 5 par exemple) :

(7)

(8)

On vérifie d'autre part que:

<pP (ka, xo, s)=wP(k.çO) <pP (a,xo, s).

Posons alors <pP (t, s) =<pP (a, xo, s); utilisant (7) et écrivant 0 dans le sys­
tème (k, t) (cf [5], p. 403), on trouve que <pP (t, s) vérifie:

d
2

f +(n_l)tht
df

+p(p+n-2)-4-=(s2- p2)f
dt 2 dt ch t
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On peut appliquer à l'équation (8) la méthode classique de GASGOLLI [6]
on aura:

(9) <pp(t, s)=a(p, s)<1>P(t, s)+b(p, s)<1>P(t, -s), s ~ 7l.,

où <1>" (t, s) est, pour SE N*, une solution de (8) sur ]0, + co[; elle s'écrit:

<1>P(t s)=e(3- P)I,",CO T (s)e-~l, L..~=o ~ .

La série convergeant uniformément dans tout domaine [t, + oc [ x F. où t

est >°et :

F. = {z E (IV kEN *1s - k 1 ~ E } .

Il résulte du théorème 7.4 de [5] et des calculs effectués dans [5], p. 404
et 405 que:

où la fonction CJ. p (s) a été définie dans la remarque 1 du paragraphe 2.

En utilisant la convergence dominée, on a pour Re s > p :

lim/_ +x.e(P-S)/<pP(t, s)=c(s):tp(s)

(cf [5], p. 409).

On déduit alors de tout ceci:

a(p, s)=c(s):tp(s) et b(p, s)=y(-s)c(-s).

Remarque. - De (9) on déduit que s -4 <1>P (t, 5) possède en les points
de N* des pôles d'ordre inférieur ou égal à un entier m ne dépendant pas
de t. Soit rE N*, on aura facilement, des propriétés de (t, s) -4 <1>P (t, 5) :

P _ am(t) al (t) .
<1> (t, 5)- + ... +-- +1: (t, s),

(S-r)m (s-r)

où les ai (t) sont ex et où les différentes dérivées de t" par rapport à t

sont holomorphes en s.

Soit alors un ta tel que am (ta),t:O, on aura d'après ['équation (8) :
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On en déduit que s -+ <pp (t, s) admet un prolongement holomorphe en
tout point rEN*, r#:p.

4. en théorème de Paley-Wiener

j'Ell
Soit (1jJ(., '1.)) un élément de " Yf,dcr('1.), nous ayons le théorème:

THÉüRÉ\1E B. - Supposons que:

- (1jJ(., '1.))E tEll (Jf,)Xdcr('1.).

- '1. -+ ljJ (b, '1.) se prolonge en une fonctioll entière sur C qui l'érifie les
trois conditions (,3P) et la propriété de croissance CC).

Alors il existe <p, élément de 9 (X), tel que:

~(., s)=IjJ(., 5)

Preul'e. - D'après [9], théorème C, il existera un élément f de L 2 ()n x

tel que:

(Î(., '1.»=(IjJ(., '1.).

Cette fonction fest de classe cr; (puisque L 2 (X) x; CCc (X».

Il suffit de montrer que le support de f est compact, pour cela on
montre quef(arxo)=ü pour t>logA (où A est la constante qui inter\ient
dans la condition de croissance (et». Le théorème en découlera en considé­
rant l'action du sous-groupe K

D'après un théorème de [16] (théorème 4.4.2.1) on a:

f='Ld(8)fô dans L2 (XVj
,

où la somme est étendue sur les classes d'équivalence des représentations
unitaires irreductibles de dimension finie de SO (n) (0 (2) pour Il = 2), et
où d (8) est la dimension de 8 avec:

(l'intégrale étant prise sur SO (n) (0 (2) pour Il = 2» où <;ô (k) est le caractère
de 8.

2' SÉRIE - TOME 109 - 1985 - N" 4



ANAL YSE SL'R L':-' H YPERBOLO'(DE

Faisant x = al x O
, il viendra alors:

avec:

425

wP étant défini comme le paragraphe 3.

On va montrer que f p (ar xo) =0 pour t> log A.

Pour des raisons de commodité, introduisons pour la suite les notations
suivantes:

( 1 )dv = Res ,Pv .
c(s)c(-s)

De l'égalité:

et de :

où :

IjJP(s)= r ljJ(b, s)wP(b)db
~' B

et en utilisant la formule d'inversion il résulte que:

D'après la relation (9) on a :

= IjJP ( - i v)[e (i vbp (i v) 1>P (t, i v)

+i"(-iv)c(-iv)<1>P(t, -iv)].

BUllETI~ DES SClE~CES MATHÉMATIQCES



426 B. BlI~D

Or on déduit de la deuxième des propriétés (3') que:

d'où:

rx. dv J~ + X. dv
.• ;,<pp(t, iv)\jJp(-iv)= -.-<:f>p(t, -iv)\jJp(-iv)y(-iv).

~O 1 C(l v) 1" - x C(l \.)

Pour la « partie discrète », on emploie la relation (9) et (cf [5], p. 405) :

d'autre part on remarque que:

p~2v+2 = :X1'(~J=O,

d'où:

2:: 11,;, °dv \jJP WJ <pl' (t, - ~J = 2:: 11,;'0 dv [\jJP (5) Y(5) C(5) <:f>P (t, 5)]5= -Il.

On applique maintenant la méthode classique: on intègre la fonction

méromorphe:

1
-<:f>p(t, -s)y( -1)\jJp( -5),
C(5)

le long d'un contour que l'on déforme en suite. On aura:

1 f+ 00 dv
- . <1>1' (t, - R - i v) y ( - R - i v) \)II' ( - R - i v)
21t _00 C (R + 1 v)

1 f+ 00 dv= - --.-<1>1' (t, iv)y (-i v) \)II' (- iv)
21t -00 C(IV)

+L <1>1' (t, À-k) \)II' (-À-k) Res (y (-s), À-k )'

C (s)

la somme étant étendue aux pôles de y ( - s)/c (s) situés dans notre domaine
0< Re s < R. Pour obtenir cette dernière formule on s'est servi des

inégalités:

1 <1>1' (t, -cr-it)1 ~Cle-(<7+P)l,

(l +cr2+12)-N A<7
1

,1,1' (cr + i 1) 1 ~ C2 ...,------------,--
'1' Ir((cr+l-p+i1)/2)1'

1 ~ c3lr( cr- p+n+i1) 1(1 +cr 2 + t2)P.
Ic(cr+it)i 2
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Si l'on utilise maintenant la fonnule ([5], p. 427) :

c(s)c(-s)= _ r(n/2)2.22pCOS1t((p+s)/2) COS1t((p-s)/2),

1t r((P+S)/2)r((P~s))ssin1tS

427

on trouve après considération des pôles de c(s)c(-s) et de y(-s)/c(s)
que nous avons:

d'où en employant les mêmes inégalités que précédemment:

y R,

Ce qui entraîne Jp (al xo) = 0 pour t > log A.

Cela achève la démonstration.

Remarque. - On peut donner des précisions concernant la première

hypothèse dans le théorème B.

Si JE L2 (x)r, alors, pour tout n entier, on a :

d'où ([9], théorème C) :

(P2(nn) J2)E Le ff"dcr(':.l)

avecJ2E(J'f2)r presque partout; cela donne:

De même, en considérant 1t (w") J on obtient:

Réciproquement si :

Yn, Ym,
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avec:

Alors:

B. BLI~D

En effet la condition entraînera:

le résultat découlera alors du théorème de :--':elson (cf [16],
théorème 4.4.4.5).
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INTRODUCTION RAPPELS SUR LES ALGEBRES DE JORDAN
i

SIMPLES EUCLIDIENNES

A. Les Algèbres de Jordan

Soit V une algèbre de Jordan sur le corps IF ( IF = lR ou cr: ), simple, de dimension n,

d'élément unité e.Pour x et y dans V, on définit les endomorphismes de V :

L(x)y = xy ; P(x) = 2L2(x)-L(x2) ; xO y = L(xy) + [L(x),L(y)].

On note det x la norme réduite sur V, c'est un polynôme homogène, irréductible, de degré r.

L'entier r est le rang de l'algèbre V.

Un idempotent s (s2 = s) est dit primitif s'il est non nul et n'est pas somme de deux

idempotents non nuls. Un système d'idempotents primitifs {e1, ... ,ep} est dit système

d'idempotents orthogonaux complet si l'on a :

e=Ï..ei
i=l

On aura alors p = r. De tels systèmes existent.Tout élément x de V peut s'écrire sous la
r

forme: x = L Àiei (ÀiE IF)
i=l

oi:! {e 1,... ,er} est un système orthogonal complet (dépendant de x). Les nombres Ài sont
r

appelés les valeurs propres de x et l'on a : det x = .fI Ài.
1=1

Un élément x de V est dit inversible si P(x) est inversible et l'on posera dans ce cas

x- 1=p(x)-l x ; on a: x x- 1 = e .Rappelons que x est inversible si et seulement s'il existe y dans

IF [x] (l'algèbre engendrée par x) tel que xy = e ou, si et seulement si,det x :f. 0 .

On munira V de la forme bilinéaire (non dégénérée) : <x,y> = ~ tr L(xy).

Le groupe de structure Str(V) de V est défini par :

Str(V) = {g E GL(V) / '\Ix E V, P(gx) = gP(x)g*}

(oi:! g* désigne l'adjoint de g par rapport à <,».

On définit aussi Aut(V) = {g E GL(V) / g(xy) = g(x)g(y) ; x,y E V} C Str(V)

Le groupe Str(V) est algébrique ,réductif, d'algèbre de Lie

~ ={xO y, x et y dans V}lF

(On désigne par ElF le sous-espace engendré par E)

On note G (resp. K) la composante neutre de Str(V) (resp. de Aut V).

Si x est un élément inversible de V et si g appartient à Str(V), gx est aussi inversible et:

(gx)-l = (g* )-1(x- 1)

D'autre part, pour x dans V et g dans G: det(g.x) = (det gy/n det x.
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1
Soit c un idempotent, les valeurs propres possibles de L(c) sont 1'"2' 0 et on a la

Ckco111position de Peirce associée à c :

V = VI EB V1/2 EB Va (x = X1+X1/2+Xa)

oi:! VI.. = {x E V / L(c)x = Àx}.(Lorsque le contexte l'exige, on notera l'espace VI.., VÀ(c)).

Les espaces VI et Va sont des sous-algèbres simples (d'unités c et e-c) (voir

[Br.- Kœ.]); de plus:

Va VI = 0

V 1/2 V 1/2 c Va + VI

( i = 0,1)

(cf. [Fa1.])

L'algèbre VI opère sur V 1/2 par la représentation

p:x-t 2L(x)IV1/2

cette représentation est unitale (cf.[Sal.]) c'est à dire que l'on a :

p(c) =Idl V 1/2 p (xy) = 1/2(p(x)p(y) +p(y)p(x))

~ous dirons qu'un élément x de V est inversible par rapport à l'idempotent c si P(c)x =Xl est
inversible dans l'algèbre VI

Sic est primitif on a: VI = IRe

On a le lemme (cf.[Fal.])

Lemme 1 : Soient c un idempotent de V, z un élément de V1/2 et

x =Xl +x1I2+xO un élément de V on aura:

(exp 2z0 c)(x) = YI + Y1I2+ YO

a vec: YI = Xl ; Y1I2= 2L(z)XI + Xl!2

YO = 2L(e-c)L(z)2 x1 + 2L(e-c)L(z)Xl!2 + xo

Un lemme fondamental pour la deuxième partie est:

Lemme2 : Soit X = X1+Xl!2+xO un élément de V inversible par rapport à

l'idempotent c, il existe un élément z de V112 et un élément x'o de Vo uniques

tels que: x=(exp 2z0 C)(XI +x'o)

Si de plus x est inversible dans V, x'o le sera dans V 0 •

Par le lemme 1, il nous suffit de résoudre le système:

2ZXl = x1/2

x'a +2(e - c)(Z( ZX l)) = xa
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La première équation s'écrit: P(XI) =X1/2

Soit alors u l'inverse de xl dans V l on a: Idl V1/2 =P(UXI) = P(u)p (Xl) (car u e IF [x 1J qui est

associative (cf. [Fal.]) et donc z = 2uxl/2

La deuxième équation nous donne x'a .

Si maintenant x est inversible dans V, Xl +X'O le sera aussi puisque exp 2z0 c est un élément de

Str(V), mais comme IF [Xl +X'O] = IF [ xll + lF [x'a] et que xl est inversible dans V L x'o le sera

dans VO· 0

Fixons maintenant un système orthogonal complet et posons:

Vii = VI (ei) = IF ei Vij = V.!.(ei) (] V.!.(ej) i ;i: j.
2 2

On a alors la décomposition de Peirce associée au système:

V = œ Vi' x = L Xij
l $;i$;Jo$;r J

i~j

les espaces Vij (i;i: j) ont la même dimension d (indépendante du système) et on a donc
d

n = r + "2 r(r-1).

Cette décomposition est orthogonale pour la fonne bilinéaire <,> ; de plus:

Vij Vu = {O} si {i,j} (] {k,..e} = 0

Vij Vjk C Vik i ;i: k

Vij Vij C Vü + Vjj
1

(avec xy ="2 <x,y> (ei+ej) ; x,y dans Vij)

Supposons maintenant ( et nous ferons cette hypothèse dans toute la suite de ce travail )que V

soit une algèbre réelle euclidienne (la fonne < , > est définie positive,ou ce qui revient au même

a2 + b2 =0 ~ a = b = 0 ).Alors l'application S : X ~_tx est une involution de Cartan de ~, le

sous-espace ...l'={L(eÜ /1~ i ~ }IR est une sous-algèbre de Cartan de la paire symétrique

(~, X) où :x ={X e ~ / S(X) = X } ={ [L(x),L(y)]/x,y eV} IR est l'algèbre de Lie de K;les

racines restreintes de (~, .,/) sont les fonnes linéaires 1/2(Yi - Yi), i;i:j,où {Yi } est la base duale

de {L(ei)} ,et le sous-espace radiciel correspondant à 1/2(Yi - Yi) est VijO ei (cf.[Sa 1.], [A.])

Si un élément inversible x de V possède p valeurs propres positives et q négatives on dira

que la signature de x est (p,q) (p+q = r).

Les orbites ouvertes de V sous l'action du groupe G sont:

ni = {x inversible / signature de x = (r-i,i)}

QO = Q est la composante connexe contenant e de l'ensemble des éléments inversibles de V et

Q = Ge K = {g E G / ge = e}

Q est un espace riemannien symétrique et si dx désigne la mesure euclidienne associée au

x dx G" r\produit scalaire < , > , d x = / est une mesure -lllvanante sur ~,.
(det x)n r
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. .
SI r paIr.

. . .
SI r lmpair

Exemples:

1) V = Sym(r,IR) les matrices (r,r) symétriques réelles avec X.y =i (xy + yx).

Dans ce cas le déterminant est le déterminant usuel, et donc un élément x de V sera

inversible pour la multiplication de Jordan s'il est inversible au sens usuel, les inverses

coincideront ; on peut prendre comme système complet orthogonal le système {e 1,... ,er } avec

ek = (aij) où aij = 0 si (i,j) # (k,k)

akk = 1.

Ici d = 1 et Vij = IRaij avec aij = (akr) où akr = 0 si {k,r} # {i,j} et akr = 1 sinon.

Le produit <, > est donné par <x,y > = tr x.y = tr xy .

Le groupe GL(IRr) opère sur V par:

x ~ g xt g

et l'on a (cf.[5a1.]) G == GL+(IR r)

G == GL+(IR r) / (±Id}

De manière analogue Herm (r,a:) , Herm (r,1H) sont des exemples d'algèbres de Jordan

simples euclidiennes (d =2 et 4 respectivement).

2) V = IR xE où E est un espace euclidien de produit scalaire (.,.)E, de dimension n-l ; le

produit de Jordan sera: (À,u)(À,v) = (ÀI.l+(U,v)E,Àv+llu)

ici det(À,u) = À2 - IlullE (r = 2)

et G == IRH x SOoO,n-1).

B • L'équation fonctionnelle des distributions zêta

On désigne par f::P(V) l'espace de Schwartz de V, les intégrales

ZjCf,s) = J,Idet xl s [(x) d'x Res> i'
J

définissent des distributions tempérées. Ces distributions admettent un prolongement

méromorphe sur a:, en effet de l'identité de Bernstein:

(det d)ldetxl S = (-l~ b(s)ldet xl s-1 XE Qj

avec b(s) = s(s+ ~) ... (s+(r-l)~) l'on déduit, par intégration par parties, pour Res assez

grand:

ZjC(det d)f,s) =(-l)r-jb(s- ~)ZjCf,s-1).

(On définit l'opérateur det d par: det d e< ,y> =det y e<"Y»

Ce qui permet de prolonger en s.
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Z j (f ,s) = r n (s )e 2

Le théorème suivant (cf.[Sa.-Fa.])est un cas particulier d'un résultat plus général dû à Sato et

Shintani ([Sa.-Sh.]).

Théorème 1 : La transformée de Fourier de Zj est donnée par :

r

L Ujk(S)Zk(f,-s+ ~)
k=O

où les fonctions Ujk(S) sont des polynômes en eircs et où
!!..:..!. r·l d

rn(s) = (2re) 2 .IT r(s- j -2)
j=O

est la fonction gamma du cône.

On a posé ici ~(1;) = f e-i<x,1;> f(x)dx

V
(f dans ~(V)).

Les fonctions Ujk(S) sont explicitement connues.Posons
k

Pk(Z) = IT (1+(-1)d(k-p)z) (PO = 1)
p=l

on aura:

Proposition 1 Pour tout nombre complexe À:

r

L Àj Ujk(S) =
j=O

1t 1t

P ( .i i d (r-l) '\ ) kp ( i i d (r-l) '\ -1)r.k e /\,q q k e I\q avec q = e ircs •

On va tirer de la proposition 1 quelques conséquences utiles pour les chapitres 2 et 3 de la

troisième partie.

a)Supposons d=2 et r impair ou d == 0 [41

Alors exp(-i1T/2d(r-1)) = exp(ire/2d(r-1)) = 1 et Pk(Z) = (1+z)k

Il vient pour tout nombre complexe À :
f

L /..,j Ujk(S) = (1+À ei1TS)f-kei1Tks(1+À e- i1Ts)k (*)
j=O

d'où en faisant À =1 et -1 :
f f

L Ujk(S) = O+eirrs)f = 2feirrfs/2(cOS1TS/2)f et L (-1~ Ujk(S) =(_l)f-k(eirrs -l)f
j=O j=O

D'autre part,si dans la relation (*) nous faisons s = n avec n dans ~ ,il vient:
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r

L IJ Ujk(n) = eÏ1Tkn (1 +ÀeÏ1Tn)r d'où Ujk(n) = eÎ1Tknei1Tjn C~
j=o

b)5 upposons d = 2 et r pair

Alors exp(-in/2d(r-1)) = exp(i1t/2d(r-l)) = - 1 et Pk(Z) = (1+z)k

et
r

L IJ Ujk(S) = (1-À ei1Tsy-kei1Tks(l-À e- i1TS)k
j=O

d'où:
r

L Ujk(S) = (-l)k(l-e i1Ts y
j=O

et

r

L (-1~ Ujk(S) = (l +ei1TS)r
j=O

De même que pour le cas a), on trouve (n dans ~) :

Ujk(n) = (-1 ~(-1 )nCk+j)Cr

c)Supposons d = 1 et r pair

Alors exp(-in/2d(r-1)) = - exp(i1t/2d(r-1)); d'autre part:

Pk(Z) = (1- z2)k!2 si k est pair et Pk(Z) = (1- z2)Ck-l)/2(1 +z) si k est impair

ex) Si k est Qair
r

L IJ Ujk(S) = (1 +À2ei21TS)Cr-k)/2ei1Tks(1 +À2e-i21TS)k/2
j=O

Il n'est pas difficile de constater que dans ce cas:

Ujk(S) = 0 I?our tout j impair

U2jk(n) = Cr/2 (n est dans ~)

~) Si k est impair
r

L ~ Ujk(S)=
j=O

(1 +À2ei21TS)Cr-k-l)/2ei1Tks(1 +À2e-i21TS)Ck-l)/2 (1 +À ei1Tse-i1TCr-l)/2)(l-Àe-i1Tse-irtCr-l)/2)

Là encore: Ujk(n) = 0 pour. tous j impair (n dans ~)

U2jk(n) =(-1 )knC~/2

Nous voyons donc que dans le cas c) ,pour tous les j impairs, tous les k et tous les entiers n

on a uijCn) = 0 ; on se servira de ce fait dans la proposition 1 du chapitre 3 de la troisième

partie.

d)SupQosons d =1 et r impair
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Ici par contre on trouve que tous les coefficients Ujk(n) sont non nuls.

C - La sous-algèbre V'

Réécrivons la décomposition de Peirce associée au système orthogonal complet {e 1,... ,er} :

y = (f) Yi'.
l~i~j~r J

Il n'est pas difficile de voir que

V' = (f) Yij = Yo(el)
2~i~j~[

et (f) Ylj = YI (el).
2~j~[ 2

Il en résulte, d'après les rappels du paragraphe A, que V' est une sous-algèbre simple

euclidienne, de rang r-l, d'unité e2+...+e[.

Considérons l'application <D :

<D: IRxYI (el)xy' ~ Y
2

(u,z,v) ~ exp(2z0 el)(uel +v)

C'est une application Coo d'après les formules données par le lemme 1.

Proposition 2 : Posons W = {x E V / XII :F- O}.

Alors <D réalise une bijection de IR * xVI (eI) x V' sur W qui est un Coo
2

difféomorphisme.

L'application exp(2zD el) est un élément de G, de déterminant 1, d'où:

det <D(u,z,v) =det(uel+v) =u det' v

(si A est un objet de l'algèbre V, A'désignera l'objet correspondant de l'algèbre V').

D'autre part si x =uel +z+v est dans W avec z dans VI (el) et v dans Y' on aura par le
2

lemme 1:

<D(u, ~ , v - ~ (z.z)) = X

d'où la proposition 2.

Les éléments de G respectent la signature d'un élément x de Y, on en déduit :
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<D(IR *+x Vl (el)xQ\) u <D(IR *-x Vl (el)xQ'i-l) = Qi (1 W (0 < i < r)
2 2

(Olt si A est un objet de l'algèbre V, A' désignera l'objet correspondant de l'algèbre V'). 0

Si V = IRXE, alors V' = IR.

Si V est l'algèbre exceptionnelle on voit par la structure de

que V' == IR x IR 9.

On constate que pour r > 2, d' =d.

Exemples

1) Si V = Sym(r,IR), alors V' = Sym(r-1,IR) de même pour les Herm(r,IF) (IF = cr: ou

IH ).

2)

3)

D.- Une identité de Bernstein généralisée

Reprenons la décomposition de Peirce associée au système orthogonal complet {e 1,... ,er} :

V = œ Vi'.
l~i~j~r J

On a V(q+...... +ek,l) = Vk = œ Vij.
l~i~j~k

c'est une sous-algèbre de V,nous noterons detk son déterminant. Enfin on posera .6.k(X) =
detk(Pk(X) olt Pk =Peel +...... +ek).(.6. r(X) =detx )

Pour un polynôme P sur V,on définira l'opérateur P( d ) par:

P(êl )e<·,Y> =pey )e<"Y»

Pour un r-uplet de nombres entiers positifs m = (ml, ....mr) avec ml~m2...~mr ~ 0, on posera

.6. m (d) = .6. Fl-
m

2 (d) ... .6. ~rmr-l (êl).6.;nr (d)

et pour s = (Sl, ... ,Sr) (Si dans cr: )
A A S l- S2 ASr-Sr-l ASr
Us (x) = U 1 (x) ... u r-1 (x)ur (x) (xe Q)

Soit TC l'action naturelle de G, on notera ~m l'espace vectoriel engendré par

{TC(g) .6. m(x) / ge G}; on sait que (cf.[Ko.] ) que TC est irréductible dans ~m.

Proposition 3 : Pour tout p de 'f m on a :

l e-<X,Y>p(x)(detx)Sd Xx =r.Q(m+s)(dety)-Sp(y-1)

n
n-r r d

où y est dans n et Res >n/r-l et avec r.Q(m+s) = (2TC)Z)1 r(s - mi - (i-0-2)
1=1
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D'après [Fal.], on a pour Re Si > (i-1)dl2 et y dans Q :
r n-r r

ob e-<x'Y>lls(x)(detx)S dXx = 10(S)lls(y-l) où 10(s) = (21t)2i~ l(Si - (i-1)~)

d'ol! pour g dans G:

J: e~<x,y>"s(gx)(delx)S d 'x ~ r n(s)"s(g(y~1))

prenons maintenant s = s+m avec s dans cr: et Res> n/r -1 , on aura:

~s(g(y-l)) = ~m(g(y-l ))(det(g(y-l )))S = llm(g(y- 1))(detg)sr/n(dety)-S

d'où la proposition pour p(x) = llm(gX) et donc la proposition pour tout p(x) par linéarité.

o
Corollaire 1: Soit p un élément de ~ m , alors:

p( d )(detx)S =~m (s) (detx)S p(x- 1) où x est dans n et s dans cr: et avec:
10(m s) r mi-1 d

~m(s) = (-1) Iml - = (-1) Iml ,fi fi (k -s- (i-1)-z)
10(-s) 1=1k=O

(Iml = m1+ ... +mr)

En effet,pour Re(s+n/r) < 0 : (detx)S = 1 re-<x,Y>(dety)s dXy
10(-s) b.

=

et donc:

p(d)(detx)S = __1 _
10(-s)

(_l)lml

10(-s)

on prolonge ensuite en s.

b(p(a)e~<x'Y»(dely)S d'y

be~<x,Y>p(y)(dely)S d'y

o

E. Relation des orbites Qi avec les espaces d'Oshima -Sekiguchi

On reprend l'algèbre de Lie ~ de G, on sait (cf.[Sal.]) que ~ est réductive et que:

~ = lR L(e) EB [~, ~ ]
Ol! ~ s= [ ~, ~ ] est une algèbre de Lie semi-simple.

Au niveau global: G = lR *+X GS avec GS = {ge G / detg = 1 }

GS est connexe,semi-simple de centre réduit à l'identité,d'algèbre de Lie ~ s.L'involution

X -t _tx est une involution de Cartan provenant de l'involution de G: g -t (g*)-l = 8(g)

On a les décompositions de Cartan de ~ et de ~ s:

~ = xEB$> ~s = XEB$>s

où: X={X e ~/ 8(X) = X } ={[L(x),L(y)]/x,y e V}lR
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$> = {L(x)/xdans V} $>s = $> n~s

Soit fj l'élément de V défini par fj =el + +ej - ej+l - - er (0 :s; j :s; r)

On pose Hj = {g E G / gfj = fj } = {g E GS / gfj = fj }

On sait que les orbites ouvertes de V sous l'action de G sont les ensembles Qj = Gfj == G/Hj

On a G/Hj == IR *+X GS/Hj

On se propose de montrer que les espaces GS/Hj sont des espaces d'Oshima-Sekiguchi

(cf.[Os .• Se.])

Posons 8j : G ~ G

g ~ P( fj )8(g)P( fj )

comme fj 2 = e on sait (cf. [Fal.]) que P( fj ) E K, donc 88j = 8j8

D'autre part P( fj )-1 = P( fr 1 ) = P( fj )

donc 8j est une involution de G.

Proposition 4: Hj C G 8j ={g. G / 8j(g) =g }

En effet si gfj =fj on aura P( fj )8(g)P( fj ) =gP( fj )g* car g appartient au groupe

Str(V); d'où 8j (g) = g

Réciproquement si P( fj )8(g)P( fj ) =g on aura p(g-lfj) =P( fj )

on sait alors (voir [Br.. Kœ.] page 145,corollaire de la proposition 2.6) que: g-lfj =± fj

d'où g-lfj = gfj = fj sauf si r pair etj = r/2 0

Remargue:Si g E Hj on aura (g*)-l( fj ) =(g( fj ) )-1 = fj et donc Hj est stable par *

r

Soit ~ s = { L,. ÀiL(ei) / Ài E IR ':L.- Ài =O} C $> s
k = 1

~ s est un sous-espace de Cartan de $> et les racines de (~S ,~ S) sont:

~ = { 1/2(Yj - Yi) = CXji , i;ij }

({ Yi } est la base duale de {L(ei)} ),et le sous-espace radiciel correspondant à 1/2(Yj - Yi) est

VijO ei)

on prend ~+ = {CXji / i < j }

Définition :(Oshima-Sekiguchi)

Une signature de racines est une application e de 1: dans {-1 ,1 } telle que:

e(a) =er-a) pour toute racine a

e(a + {3) =e(a)e({3) si a + {3 fi 1:

Pour chaque signature de racines, Oshima-Sekiguchi définissent une involution 8E de ~ s par
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SeeX) = S(X) si X est dans ..,,/ s+..«:

(où ..«: est le centralisateur de ,.j s dans :J()

8e(X) = E(a)8e(X) pour toute racine a et tout X de ~a

(olt ~ a est le sous-espace radiciel correspondant à a)

Lemme 3: Soit Ej l'application de I, dans {·1 , 1} telle que

Ej (akd =·1 si j est compris entre k et 1

Ej (a kd = 1 si k et 1 ~ 1 ou si k et 1 > 1

alors Ej est une signature de racines .

C'est une simple vérification. 0
Soit Se. l'involution associée par Oshima-Sekiguchi à la signature de racines Ej

J
Proposition 5 : SE' =S j

J

• On a P( fj )ek = ek pour tout k = 1,.... ,r

cela entraine que P( fj ) e M centralisateur de ,.j s dans K,et donc:

Ad(P(fj))X =P(fj)XP(fj) = X si X e ..,,/ s

d'olt: Sj (X) = S(X) = SE' (X) si X e ,.j S
J

• On sait que:..«: = { Xe :J( / X(ek) = 0 pour tout k = 1, .... ,r}

comme X e ..«: est une dérivation, X(xek) = X(x)ek et par conséquent X laisse stable les

espaces VkI( k < 1) de la décomposition de Peirce.

D'autre part:

P( fj )(ek) = ek, P( fj )(XkI) = -Xkl si k ~ j < 1 , P( fj )(XkI) = Xkl sinon

et donc X P( fj ) = P( fj )X

d'où: Sj (X) = S(X) = SE' (X) si X e ..«:
J

• Soit maintenant X dans VlkO el X = xlkO el (1 < k) on aura:

P( fj )(XlkO el)P( fj ) = (P( fj )xkl)oel puisque P( fj )(el) = el

et puisque P( fj )(Xkl) = - Xkl si l ~ i ~ k et P( fj )(XkI) = Xkl sinon,on en déduit:

Sj (X) = Ej (akI)S(X) = SE' (X)
J

d'olt la proposition 2

s
On a (cf.(Os.·SeD ~ s = :J( j EB ~ j avec

s
:J(j={Xe~S /Sj(X)=X}, ~j ={Xe~S /Sj(X)=-X}

Lemme 4: Hj = ( Hj n K)exp('S n j( j)

- 39 -

o



Par la décomposition de Cartan de GS on a pour g dans Hj : g = uexpX

Hj étant stable par la transposition * , on aura: gg* = exp2X e Hj

et exp2mX appartiendra à Hj pour tout m de N.

Soient alors PI, ..... ,Pk les polynômes (à cœfficients réels) qui sont équations du groupe

algébrique { g e Str(V) / gfj = fj LIes éléments exp2Xm annuleront les pôlynomes Pl mais

alors il est classique (voir par exemple [Wa.] Lemme 3.2 7) que pour tout t exptX annulera les

polynômes Pl et par conséquent exptX est un élément de Hj pour tout t, d'où le lemme.

o
Corollaire 2 :Soit (Hj)O la composante connexe de Hj contenant l'identité, on a:

(Hj)O= ((Hj)O n K)exp(' s n j( j )

Remarque: Le corollaire 1 n'est rien d'autre que la décomposition de Cartan du groupe réductif

(Hj)O (l'involution de Cartan est 88j )

Proposition 6: H j = (Hj)OM

Il suffit, d'après les résultats précédents, de montrer que ((Hj)O n K)M = Hj n K

Soit donc g un élément de Hj n K et considérons Ad(g-I).JS =""1 ; comme g appartient à Hj

et à K, on a : Ad(g-l )08 =80Ad(g-l)

Ad(g-l)o 8j = 8j oAd(g-l)

et par conséquent"" lest un sous-espace de Cartan de ~ j n ~s .

Soient alors Hl e "" s (resp.H2 e "" 1) tel que pour toute racine a de (~s , "" s )(resp.de

(~s ,...11»on ait a(BI) #- 0) (resp.a(B2) #- O).Il est alors classique que

""s = {X e ~j n ~ s / [X,HIl = O} (resp. ",,1 = {X e ~J n ~s / [X,H2] = O})

(voir par exemple [Wa.] Lemme 7.5.4.)

Soit B la forme de Killing de ~ s ,considérons l'application

<1> : (Bj)O n K ~ IR

k ~ B(Ad(k)H2,HI)

(Hj)O n K étant compact il y existe un élément kO tel que:

<1>(k) ~ <1>(ko) pour tout k de (Bj)O n K

mais alors on aura pour tout réel t et tout Z de Xj n X: <1>((exptZ)kO) ~ <1>(kO)

et donc ddtl <1>((exptZ)kO) =0
t = 0

c'est à dire que pour tout Z de Xj n X:

B([Z,Ad(kO)H2],HI) = B(Z,[Ad(ko)H2,HID =0

comme[Ad(ko)H2,Hll est dans Xj n X on en déduit: [Ad(ko)H2,Hll =0

Mais alors H2 est un élément de Ad((ko)-I).J' s qui est un sous-espace de Cartan de ~ j n ~ s
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donc : Ad((ko)-l)~ =..11

d'où: Ad(g-l)..,tS = Ad((ko)-l)~

et par conséquent g(kot 1 est dans M. o

Cette proposition exprime que Hj est le groupe que Oshima et Sekiguchi construisent à partir de

la signature de racines é}

Donnons pour terminer le groupe de Weyl:

Proposition 7:Le groupe de Weyl M*/M s'identifie à l'ensemble des

permutations de {1, ... ,r}

Un élément m de M est caractérisé par la propriété suivante:

Ad(m)X = X pour tout X de ..1

cela est équivalent à mL(ej) = L(ej)m i = 1, .... ,i = r

ou m(ejx) = m(ej)m(x) = ejm(x) pour tout x de V

c'est à dire m(ej) = ej i = 1, .... ,i = r

Donc M = { m E K / '1/ i = 1,... ,r m(ej) = ej }

Remarquons que pour tout j (0 :::;; j :::;; r ) M C Hj

Soit maintenant m un élément de M* normalisateur de ..1 dans K, il sera caractérisé par la
r

propriété: m(ej) = L ~ ~(e0 avec ~~ dans IR
k:=l

se servant alors des relations m(e) = e et (m(ej»2 = m((ej)2) = m(ej) il n'est pas difficile de se

convaincre que m(ej) appartient à {m(er),.. ,m(er)}, ce qui entraine la proposition. 0

Remarque: La décomposition (voir [Sa.-Fa.]) QJ' = U AN(EIel +...+Erer)
E E ~.J

OÙE=(El, .... ,Er) avecEI =±1 et ~j = {E/card{k/ Ek = 1} =r-j}

est alors la proposition 1.10 de [Os.-Se.] ("décomposition d'Iwasawa par rapport à Hj ").
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DEUXIEME PARTIE

DISTRIBUTIONS ZETA SUR UNE ALGEBRE DE JORDAN
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L- LA DECOMPOSITION DE GAUSS DANS UNE ALGEBRE

DE JORDAN SIMPLE EUCLIDIENNE

A.- La décomposition de Gauss.

Soit Y une algèbre de Jordan réelle, simple et euclidienne. On fixe un système

d'idempotents, complet et orthogonal {el, ... , e r }. La décomposition de Peirce associée
" .s ecnra :

y = EB Vij
1 :::;i:::;j:::;r

X = LXij
i:::;j

et on a :

.VijYjk C Vik i i= k

.VijVkl={O} si {i,j}n{k,l}=0

•Vij Yij E Vii + Yj j
1 .

(Xy = 2 < x, y > (ei + ej); X, y E Yij )

Soit y C la complexification de Y (en tant qu'espace vectoriel), on prolonge le

produit de Jordan par bilinéarité sur y C, il n'est pas difficile de voir qu'avec ce produit

y C devient une algèbre de Jordan. De plus la forme bilinéaire < , > se prolonge en

une forme bilinéaire non dégénérée sur y C.

Lemme 1 y C est simple.

En effet soit l un idéal de y C, alors In Y est un idéal de Y ; si In y = V alors

1= y C ; si In V = {O} , soit a + ib un élément de l alors (a + ib)(a - ib) = a2 +b2 qui

est un élément de In y d'où comme Y est formellement réelle: a = b = O.

Le groupe Str(YC) est un complexifié de Str(Y) au sens où son algèbre de Lie est la

complexifiée de l'algèbre de Lie de Str(~/).
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Le système {el, .. " er } sera un système complet orthogonal de V C et la décomposition

de Peirce s'écrira:

LI::'-. V-C'=Cl 1)

1:::; i:::;j:::; r

les Vif auront les mêmes propriétés que les Vij'

Théorème 1 : Soit Z 'un élément de V C, inversible par rapport à tous les

el + .. ,+ ei (1 ~i ~ r), Il existe des nombres complexes 'uniques al, .. " ar non nuls et

des éléments z(j) de
r

EB vjf, (1 ~ j ~ r - 1)
k=j+l

tels q'ue :
r

X = r(z(l)) ...r(z(r-l))(L akek)

k=l

avec : r( z(j)) = exp2z(j) 0 ej

La démonstration de l'existence se fait par récurrence sur le rang r de l'algèbre V e,
Pour r = 1 l'assertion est évidente.

L'élément z est inversible par rapport à e = el + ... + e r et par rapport à el

appliquons alors le lemme 2 de l'introduction avec c = el on aura:

,
ou:

z = Zl + Zl/2 + Zo E VC(el' 1) EB VC(el' 1/2) EB VC(el'O)

z~ E V C(el, 0) z~ inversible dans V~el, 0)

z(l) E V C(el, 1/2)

On a: Zl = al el avec al E C * car Zl est inversible dans V C(el, 1). Se servant de la

décomposition de Peirce :
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il n'est pas difficile de se persuader des égalités:

La sous-algèbre V~ el, 0) est une sous-algèbre simple de rang r - 1, d'unité e2 + ... + eT'

de système complet orthogonal {e2,'''' eT'} et dont la décomposition de Peirce est

par l'hypothèse de récurrence on peut donc écrire:

r T'

zb = T(z(2)) ...T(Z(T'-I))(L aked avec zU) E EB Vjf (2:::; j :::; r -1) ak E C*.
k=2 k=j+l

D'autre part:

Vj r 2: j 2: 2

d'où (Lemme Ide l'introduction), T(zU))(eI) = el et donc

r

z = T(z(l)) ...T()r-I))(L akek)
k=l

Pour l'unicité, on procède également par récurrence sur le rang r. Il suffit de

remarquer que:

T'

r(z(l)) ...T(z(r-l))(Lakek) = T(z(l))(alel +z') avec z' E V(el,O).
k=l

Mais par le lemme 2, z' est unique.

Remarque: D'après la démonstration du théorème, il est clair que l'on a :

r

Z EV===} ak E R* et z(j) E EB Vjk.
k=j+l
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Le résultat suivant se démontre d'une manière analogue.

Théorème l' : Soit Z dans V([:J inversible par rapport à tous les ei + .. , + e r
(1::; i::; 7').

Il existe alors d June manière unique des nombres complexes non n'uls bl , ... , br et

des éléments z(j) de EB~:~ Vk7 (j = 2 J"', r ) tels que:

r

Z = T(Z(r)) ... T(Z(2))(L bkek)
k=l

où T( z(j)) = exp( :2z(j) 0 ej) .

La proposition suivante se démontre de la même manière que la proposition V.3.5.

de [Fal.]

r ( ') rProposition 1 : Pour a = 2:k=1 aiei , ai E C* et Z J = 2:k=j+1 Zjk Zjk E Vjk

on a :

où
r

k=j+l

•

Revenons au groupe de structure de V ; son algèbre de Lie s'écrit (cf[Sal.])

9 = {x Dy/x,y E V}~

V étant supposée euclidienne, l'application 8 : X I-t _IX est une involution de Cartan

de 9. Posons :

A = {L(ed/1::; i::; r}~

K = {X E 9/8(X) = X} = {[L(x),L(y)]/x,y E V}~

Alors A est une sous-algèbre de Cartan de la paire symétrique (9, K) ; les racines res­

treintes de (9, A) sont les formes linéaires ~(Jj -,di :f j, où {,d est la base duale de
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{I(ei)}, et le sous-espace radiciel correspondant à ~(rj -,i) est Vij Uei (voir[ Sal.] et

[A. ] pour tout ceci) .

.V = EBi<j Vij U ei est une sous-algèbre de Lie nipoltente de Q. On note A et Nies

sous-groupes analytiques de 5tr(V) correspondant aux algèbres de Lie A et .Ar. Pour

5t1'(VC) et Qc on notera les objets analogues Ae Ne etc...

La proposition 1 exprime que le groupe AC (resp. A) normalise iVC (resp. N). le

produit AC1VC (resp. AN) est donc un sous-groupe de 5t1'(VC) (resp. 5t1'(1/)).

On notera detk le déterminant de la sous-algèbre V~el + ... + ek, 1) et on pose

pour x dans V C :

~k(X) = detk(Pk(X))

où Pk(X) = P(el + ... + ek)(x) (1 ~ k ~ l')

De même deti; désignera le déterminant de la sous-algèbre V C(er-Hl + ... + er, 1)

(1 ~ k ~ l') et pour x dans VC on pose:

avec P;(:-c) = P(er-k+l + ... + er)(x) .

Proposition 2 : Pour n dans Ne, Ài dans C et n dans V C, on a :

r k

~k (exp ( L ÀiL(ed)nx) = exp ( L Ài ) 6'd x ).
i=l i=l

Montrons d'abord que pour n dans NC et x dans V C on a :

Vu la définition de Ne, on peut prendre

Zij E Vij i < j.
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Soit s > 0, par la proposition 1 :

P( el + ... + ek + éek+l + ... ~ éer )exp(2zij 0 ed

= exp(2zij U edP( el + ... + ek + éeHI + ... + se r )

En faisant tendre ê vers 0, on trouve:

{

= e~rp(2Zij D edP( ei + ... + ek)
') sii et j S k

P(el + ... + ek)exp(~Zij U ei) .. . > k 1
ou SIl et J _ +
= P( el + ... + ek) sii S k < j

• Si i et j 2 k + 1, P( el + ... + ek)x E V C(el + ... + ek, 1) et

VC(el + ... + ek, 1) C V~ei' 0)(P(el + ... + er)L(ei) = a car el + ... + er et ei sont des

idempotents orthogonaux) d'où

• Si i et j S k, exp(2zij Dei) est dans le groupe NCde la sous-algèbre VC(el + ... +ek, 1)

donc a un déterminant 1. Dans tous les cas: L:lk(exp(2zij Dei)X) = L:lk(:r).

• Comme A.cnormalise NCil nous suffit donc de montrer la formule pour x = L~=l akek

ce qui n'est pas difficile car

r r r

eXP(LÀiL(ei))(Lakek) = LeÀkakek.
i=l k=l k=l

Cela entraine la proposition pour x inversible par rapport à tous les el + ... + ei et donc

pour x quelconque.

Reillarque : Cette proposition entraine entre autre que SI Z E V C admet une

décomposi tion comme dans le théorème 1, alors

i=k
L:lk Z = II ai i=- a

i=l

et donc Z sera inversible par rapport à chaque el + '" + ek (1 S k Sr) .
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B.- L'eS'pace préhomogène (A(; Ne V(;)

On va traduire les résultats trouvés concernant les algèbres de Jordan en terme

d'espace préhomogène.

Notons p l'action naturelle de A(;N(;sur V(;: p(g)x = g(x)

et soit:

Proposition 3 : On a :

A(; N(; = {g E Str(V(;)/pour tout x de V(; on a :

(gxij)ki = 0 sz (k,l) < (i,j)

(gxij )ij = ÀijXij Àij 1= 0}

(où x = I:i,j Xij est la décomposition de Peirce de x et où l'on a mzs l'ordre

lexicographique sur les couples (i, j)) .

• Soit T le sous-groupe de Str(V(;) introduit dans la proposition, les éléments de T

sont représentés dans une base adaptée à la décomposition de Peirce EBi:S;j Vi,j, par une

matrice triangulaire inférieure (avec éléments diagonaux 1= 0) .

• Il n'est pas difficile, mais un peu fastidieux de vérifier que A(; et N(; sont inclus dans

T. Soit 9 dans T, posons g(e) = noao(e) (en effet si u est dans V(;\S(;il sera inversible

par rapport aux el + ... + ei (1::::; i ::::; r) et le théorème 1 s'applique).

Soit t = (noao)-lg .

t étant dans le groupe de structure on a :

(;
x, y, z dans V

où {x,y,z} = (xy)z+x(yz)-y(xz).

Faisons x = z = e, il vient :
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On en déduit que la matrice de t dans une base adaptée à la décomposition de Peirce

est diagonale, d'où t E AC Et donc AI!: NI!: est algébrique.

Théorème 2 : L'espace (p, AI!: Ne vI!:) est un espace préhomogène rég'ulier de

lieu singulier S{: ; les invariants fondamentaux sont les polynômes 6k .

Le théorème 1 nous donne la transitivité sur V{: \ Sc la proposition 2 le fait que

v'{: \ S{: soit une orbite.

deLr = 6 r (:r) est un invariant à hessien non nul. Enfin comme les 6k sont irréductibles

et que

ce sont les seuls invariants fondamentaux. Nous nous trouvons donc dans le cadre des

espaces préhomogènes étudiés par F.Sato dans [Sat.]

Remarque: Par la proposition 2, le caractère de l'invariant relatif 6k est

k

xda ) = exp L Ài

i=l

r

SI a=exPLÀiL(ei)
i=l

Soit:

S = {x E VI il 6k(X) = o} = s{:n v.
k=l

En utilisant la remarque suivant le théorème 1, on montre la :

Proposition 4 : Soit E = (cl, ... , cr), (ci = ±1); posons

Sous l'action du groupe AN, les orbites de V \ S sont les ensembles ne . On a :
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• C0111111e
k

0.k( E lél + ... +Ere r ) = II Ej 1 on aura par la proposition 2 : AN(Elel + ... +Eee r) C ne
i=l

• Si x est dans ne on aura x = r(z(1)) ... r(z(r-1) (l:~=1 ake k) avec ak E IW Il suffit

alors d'écrire :l:Z=l akek sous la forme l:~=1 a~Ekek avec a~ > 0 et de remarquer que:

r r r

L: a~Ekek = eXP(L log(aUL(ek)) (L Ekek)
k=l k=l k=l

Remarque: Pour E = (1, ... , 1) on a ne = nIe cône de l'algèbre ~! .

Soit maintenant p* l'action de A(;N(;sur V(;: p*(g)x = eg)-lx.

En utilisant le théorème l' et un analogue de la proposition 2, on montre alors, d'une

manière identique, que l'espace (p*, A(; Ne V(;) est préhomogène régulier de lieu sin­

gulier St = {x E V(;/ I1~=1 .6.k(x) = o} ,les invariants fondamentaux étant les poly­

nômes .6.k. L'espace préhomogène (p*,A(; Ne V(;) s'identifie au dual de

(P, A.(; Ne V(;) .

Les orbites de V \ 5*(5* = Stn V) sous cette action de A(; N(; sont les ouverts:

r r

n; = {x E V \ 5* / sign.6.k(x) = II Ej} = p*( AN) (L Eje j )

j=r-k+1 i=l

(où E = (El, ... ,E r ), Ei = ±1).

Remarque: Soit z dans ne, il s'écrira:

r

Z = n(L:akékek)
k=l

D'où
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(en effet (g(y)) -1 =t g-1(y-1)) et donc:

~k(Z) = ~r(Z)~;_k(z-1) (1:::; k < r)

(~r(Z) = detz)

L'application z f----t z-1 échange n~ et n; .
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II.- APPLICATIONS AUX INTEGRALES ZETA

A- Les intégrales zêta.

Introduisons une notation: pour a = (al, ... , ar)(ai dans C), et -r: dans Von pose:

60'(x) = 16l(X)10'1-0'2 ... 16r_l(x)IO'r-l-O'rI6r(x)IO'r

6;(x) = 16;(x)10'116;_1(x)10'2-0'1 ... 16~(x)IO'r-O'r-l

Pour f dans S(V) et pour a = (al, ... ,ar ) avec Real ~ ... ~ Rear ~ a posons:

Cette intégrale va définir une distribution tempérée, holomorphe dans le domaine

{ a E cr jReal > ... > Rear > a} :
De même pour a = (al, ... ,ar ) avec Rear ~ ... ~ Real ~ a

(Ici clx désigne la mesure euclidienne associée au produit scalaire < , ».
Ces intégrales admettent des prolongements méromorphes à Cret définissent des dis­

tributions tempérées (cf[Sat.]).

Les valeurs al, "', a r singulières sont situées dans une réunion dénombrable d'hyper­

plans ayant des équations à coefficients réels.

La fonction gamma du cône il est :

rn(a) = i e-<x,e> 6!7_n/r(x)clx = (27l") n;-r il r(aj - ~(j - 1))
n j=l

(Real ~ ...Rea r ~ njr).

Pour f dans S(V) la transformée de Fourier j est:
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(on note (J - n/r le r-uplet ((JI - nlr, "', (Jr - n/r)).

Proposition 1 : On a les relations

w:(j, (J -~) = f l1 (a) L V q ((J)W1)(f, -(J)
1)E[

et

• La matrice (r,r) notée U dans [Sat.] page 450, (31) sera ici

[
1 .. ~ =~]
° .... ° ~1

cela découle des valeurs des caractères de 6k et 6 k :

k

Xk(a) = exp L Ài

i=l

xZ(a) = exp-
r

i=r-k+1

(si a = exp L- ÀiL(ei)).

et le r-uplet noté À dans[Sat.] page 456, relation (5-4) sera (0, ... ,0, 7) puisque

r r

det (p (exp L ÀiL(ei))) = eXP~(L Ài).
i=1 i=1
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D'où la relation fonctionnelle a priori.

Les \'aleurs explicites des coefficients résultent alors de la relation (21) de [Sa.-Fa.].

Rell1arque 1 : Nous avons fait nos calculs dans un système complet orthogonal

{el, ... ,er}, si maintenant nous prenons comme système {er, ... ,el} il n'est pas difficile

de constater que le polynôme 6. k (resp 6.j;) construit avec ce nouveau système est

le polynôme 6.1; (resp. 6.kl du système {el, ,e r } et que l'orbite ne (resp. n;) est

l'ancienne orbite n; (resp. n;) avec E = (Er, ,EI), ce qui permet de "passer" d'une

relation fonctionnelle à l'autre, on retrouve

Rell1arque 2 : Dans notre situation, nous pouvons calculer les polynômes de

Bernstein que F. Sato définit dans[Sat.]. Partons en effet de la relation:

(où y est dans n et ReIJI 2 ReIJ2 2 ... 2 ReIJ r 2 7 voir [Fa!.]).

Remarquons que par les relations

(1:s;k<r)

nous avons

Posons 6.m (8) = 6.~1 -m2 (8) ...6.~r (8) pour lU = (ml, ... , m r ) mi dans N avec

ml 2 m2 2 ... 2 m r 2 a il vient (pour IJ convenable)

D'où finalement par prolongement analytique :
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(y dans n, a E cr).

Utilisant la remarque 1, on aura aussi:

(y dans n, a convenable)

En faisant le même raisonnement, on trouve, pour:

Remarque 3: La connaissance des polynômes de Berstein permet, grâce à la

relation (21) de[Sa.-Fa.) , de redémontrer l'équation fonctionnelle des II! ë(f, a). Cette

démonstration est due à N. Bopp et H. Rubenthaler (voir[Bo.-Ru.]), le principe m'a

été aimablement communiqué par H. Rubenthaler.

Posons:

Par la relation (21) de [Sa.-Fa.], cette distribution est portée par

(pour les valeurs de a où elle existe).

On va exhiber un ouvert U de CT où cette distribution a un ordre borné par un

entier !v! (uniformément pour a EU). Un lemme de Shintani (voir [Sh.]) affirme alors

que pour tout entier N > M :

T

(II 6.k(x))NT(f,a) = 0
k=l
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Cela entrainera par les identités de Bernstein que T(j, .) = 0 dans un ouvert de Cret

donc TU, .) = 0 partout.

On commence par remarquer que '-lie(Î, 0" - .;) est d'ordre uniformément borné

pour 0" dans 1'ouvert :

L = { 0" E Cr /ReO"l > ... > ReO"r > ~}

car pour 0" dans L la distri bution '-lie (.,0" -.; ) est une mesure. En employant le remarque

2, on obtient avec m = (rk, (r - l)k, ... , k) (k E N)

'-li~(j, -0") = b(o")'-li~ (P(8)j, -0" + m)

avec P(8) = ~m (8) et où b( 0") est une fraction rationnelle (dépendant de k), les points

singuliers de b( 0") étant réels. On peut donc trouver un ouvert U borné de L (U évite les

points singuliers de b( 0") et f n (0")) où T(., 0") a un ordre borné par lvf (uniformément

en 0" dans U). Donc, pour N > !vI :

r

T((II~~(x))Nj,o") =0 VO"EU,VjES(V)
k=l

c'est-à-dire:

r T

'-li e (( II ~~(x)Nj/',o" -;:) = fn(O") LWe1](O")'-li1](II ~k(x)N j, -0").
k=l 1]Eê k=l

D'où en utilisant les identités de Bernstein :

(où M = (rN,(r -l)N, ... ,N). Mais pour j à support dans V \ S*, on a T(j,O") = 0

d'où

Donc pour 0" dans U et pour j dans S(V) :

T(j,O" - M) = 0
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d'où la conclusion.

Remarquons enfin que la relation

permet de définir les distributions 'li ê (et 'li;) sur l'espace des fonctions

v
S= {g/g(x) = f(x- 1

), x inversible et f E S(V)}.

En effet pour ReeT r ~ ... ~ ReeTl ~ 7: l'intégrale

est absolument convergente, d'où (la mesure d X x est invariante par l'application

x I----t x- 1 )

On peut donc prolonger les intégrales de droite et poser:

(où J(x) = f(x- 1 )).

Notons que l'on peut prolonger J à V tout entier en posant J( x) = 0 si x non

inversible, on obtient ainsi une fonction C= sur V, mais J ne sera pasdans S(V).

B - Une application

Notons G la composante connexe de Str(V) contenant l'identité et fj l'élément de

V défini par :

h=el+···+er-j-er-j+l-···-er (O:Sj:Sr avec fr=-e)
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Les orbites ouvertes de V sous l'action de G sont les ouverts Dj = Gfj = G/Hj où:

En particulier Do = D est le cône de V et Ho = J( est un sous-groupe compact maxi­

mal de G, d'algèbre de Lie K.. Pour a < j < r, Dj est un espace symétrique pseudo-
. .

nelllanmen.

Rappelons que les racines restreintes de (Ç, A) sont les formes linéaires ~C"'(j-id (i 1= j),

où {ii} est la base duale de L( ei) ; au paragraphe B du chapitre l nous avons pris comme

racines positives les ~(ij - id avec i < j, leur demi-somme est alors:

d r

- "(2i + 1 - r)ri.4L..
1=1

Soi t AI le centralisateur de A dans J(, pour ,\ dans cr nous posons :

E>..(G) = {f COQ sur G/f(gman) = ai>"-Pf(g) avec man E ivIA.N}

où P = (Pl, ···,Pr) Pj = ~(2j -1- r) et

r

aV = exp(L Vk ~;)
k=l ~

r

SI a=exp(LikL(ek))
k=l

G agit sur E>..(G) par: 1r>..(g)f(x) = f(g-lX), on sait que si ,\ est dans IW,1r>.. sera

unitarisable : c'est la série principale de classe 1 de G, associée à iVIAN.

Suivant alors G. Olafsson (cf [01.]) on définit les noyaux de Poisson pour

17(,\) = 1/2( -i'\ + p)

(j est la signature de f = (fl ... f r ) : L~=l fk = r - 2j) .

Par la proposition 2 du chapitre 1, il vient:

Pf(gan) = ai>..-p Pf(g).
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D'autre part si m est dans iVI , il centralise A et donc pour tout i :

par suite: V i, i ~ i ~ r m( ed = ei . Donc

Suivant toujours G. Olafsson, on introduit les transformées de Fourier partielles as­

sociées aux espaces G/ H j :

.T étant dans G et f dans D( G/ H j ) .

Par un choix convenable de la mesure dy :

où tf'x(v) = f(xv) (v E st j ; x E G) .

Pour f dans D(G/Hj ), la fonction F>J sera un élément de E>..(G) et d'après la formule

précédente on peut étendre F~ aux fonctions qui sont restrictions à st j d'un élément de

l'espace S(V).

Introduisons maintenant la transformation de Fourier euclidienne modifiée (comme E.

Stein dans [St.]) :

v
(c'est un élément de 5 (V)).

Par la formule (g(y))-l =t g-l(y-l) (g dans G) on voit que la transformation ainsi

modifiée commute à l'action de G. De plus, par construction c'est une isométrie de

L 2(V,d X x) .
*On peut étendre F~ aux fonctions f (par la dernière remarque du paragraphe A).
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Théorème 1: PO'ur f dans S(V)

*
:F~(f) = L ael)(À):F~(f)

I)EE:

avec:

En particulier si À E IRr, A( À) est une matrice unitaire.

On a:

*
La transformation f f---t f commute à l'action de G, il suffira d'établir la relation pour

x = e. Il vient:

avec:

n n-r r i 1
fl1( -5 + -) = (27r)-2 il f( -Àj + -).

2r . 2 2
)=1

(On a écrit Œ (resp. 5) pour Œ(À) (resp. Œ(À)).
*

Pour la propriété de la matrice, on considère l'inverse de la transformation f f---t fc'est
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La transformée de Fourier F{ de cette fonction nous donne alors (en x = e) :

Mais
* 1\ n n 2n

'!J (1, -0" - -) = '!J (1,0"+ - - -)
7) r 7) r r

= F1(1)

Il vient:
n n-r r i 1

fn(O" + -) = (21l")-r II f( --À j + -).
2r . 2 2

J=l

D'autre part, d'après la remarque 1 du paragraphe A :

W_e:ry(O"(À) +~) = v_~(O"(À) +~).2r e:ry 2r

On vérifie alors par le calcul :

Remarque: On a voulu présenter ici notre résultat concernant la matrice A(À) dans le

cadre des transformées de Fourier partielles de G. Olafsson. Signalons que nous aurions

pu interpréter notre résultat en termes de vecteurs distributions Hj invariants de la

représentation 1l".\, il faudrait alors plutôt se placer dans le cadre des travaux de E.r.
Van den Ban.
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TROISIEME PARTIE

ANAL YSE DE FOURIER SUR UNE ALGEBRE DE JORDAN
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Théorème 1 : La fonction

1 - LE CAS DU CONE n

On sait que (G,V) est une forme réelle d'un espace préhomogène au sens de Sato-Shintani.

Une spécificité de notre situation est l'existence d'une orbite Q qui soit un cône convexe auto­

dual, propre.

On voudrait présenter quelques conséquences de ce fait.Nous ferons largement usage de la

transfoffi1ation de Laplace.

A - Les distributions ZO(.,s)

Les résultats de ce paragraphe sont dûs à J.Faraut.
n

On considère pour f dans f::P(V) et s dans [,(avec Re s :2: r) l'intégrale

Zo(f,s) = Jf(x)(det x)S d"x

il est clair que cela nous définit une distribution tempérée, de plus, la relation (valable pour

Re s assez grand)

Zo(det(d)f,s) = (-l)rZo(f,s-l).b(s-~)
r

nous permet de prolonger cette distribution d'une manière méromorphe sur [ tout entier, cette

relation nous montre en outre qu'en un point so où le prolongement existe, la distribution

ZO(.,SO) est tempérée.

1
s ~ Zo(.,s)est une application holomorphe à

roCs)

valeurs dans !:P '(V) qui ne s'annule jamais.

D'après la relation précédente, si so est un pôle de ZO(.,s),son ordre de multiplicité est borné

par le nombre de progressions {jd/2-i/ie N} auxquelles so appartient, c'est-à-dire par l'ordre

de multiplicité du pôle SO pour la fonction roCs).

De plus la même relation nous montre que les coefficients du développement en série de Laurent

de ZO(f,s) au voisinage d'un pôle définissent des éléments de f::P'(V) (voir [Ra.]).

Calculons la transformée de Laplace de 2o(.,s).

Pour tout ç de Q, e-<x,<;>Zo(.,s) est une distribution tempérée, méromorphe en s. On peut

donc, suivant L. Schwartz définir la transformée de Laplace ~(Zo(.,s))(ç+ill)deZü(.,s).C'est
,

un élément de f::P (V).
'Il

Les deux membres de l'égalité [FaL] : ~ e-<x,z>(det x)Sd"x =fn(s)(det z)-S
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n
(Re s >["-1, z dans n)

sont définies et holomorphes en z dans n+iV (det z ne s'annule pas dans le tube iV+Q) et

donc .se(Zo(.,s))(z) = rO(s)(det z)-S

n
pour Re s > [" -1 (on prend la détermination de (det z)-S qui coïncide avec (det 1;)-S lorsque

z = 1; E n) .Cette relation se prolonge en s et on aura:
1

.se(-- Zo(.,s)) = (det z)-S
roCs)

1

La distribution (det(1;+iTl))-S de Y (V) n'étant jamais nulle,le théorème découlera de l'injectivité
Tl

de la transformation de Laplace (voir [Sch.]).

o
Corollairel:Les pôles de l'application s ~ ZO(.,s) sont exactement ceux de la

fonction gamma du cône roCs).

k(SO)

Remarques :Soit L Bt(.,S)~) la partie singulière du développement de Laurent de Zo(.,s)
h=l S-SO

au voisinage du pôle so d'ordre de multiplicité k(sO).Le calcul de la transformée de Laplace

nous montre que

Bk(O)(.,O) = cO (c est une constante non nulle)

où 0 est la masse de Dirac à l'origine.

C'est un résultat bien connu dans le cas r = 2 (cf [G.-Ch.]) ou encore dans le cas

V = Herm(r,<r) (cf [Ch.]).

Par l'identité de Bernstein, on déduit: Bk(-q)(.,-q) = c(q)(det d)q 0 (q EN, c(q) # 0)

On voit également que:

d -(r-l)~ (d)r-l
.se(Bl(.,(r-1~))(z)=K(detz) 2 avec K= 2 .(r-1)!

On pourra comparer ces résultats avec ceux de M.Lassalle [La.].

Terminons ce paragraphe en calculant la transformée de Fourier de Zo(.,s).
r

Proposition 2 : On a Zo(~ ,s) =ro(s)e-i1trs/2L ei1tksZk(f, -s+~)
k=O

On considère la transformée de Fourier comme valeur au bord de la transformée de Laplace.

Pour un élément f dans YTl(V):

< .se (Zo(.,s))(1;+iTl),f > = Zo(e<x,1;>ts)
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-in

mais lim Zo(det(~+iT'l))-S =eTrs ei1tsk Idet T'll-s
ç-70
ÇEn

d'où l'égalité pour Re s <°et la proposition s'en déduit par prolongement. o

B - L'application moyenne

Rappelons (cf [Ru.]) que pour <p dans J9(n) on définit la fonction M<p(t) intégrable sur

[0, +oo[ pour la mesure ~t par la relation:

00

b'Jf(det x)<p(x)dXx ~ t'Jf(t)M<p(t)~t

pour toute fonction 'V(t) localement intégrable sur [O,+oo[ pour la mesure ~t .

En fait (cf [Ru.]) pour tout t > 0, <p ~ M<p(t) est une mesure tempérée sur V,et pour <p

dans Y'(V) la fonction M<p(t) va être dans COO(]O,+oo[) et à décroissance rapide à l'infini

ainsi que toutes ses dérivées; elle présente une singularité à l'origine.
n

D'autre part pour Re s > r : 2o(f,s) = m (Mf)(s)

où mF(s) désigne la transformée de Mellin de F:

na>--l.
r

Pour x fixé dans lR on a :

+00

mF(s) = l F(t)tS-ldt
o

'<:iN E:N lim yNZo(f,x+iy) = 0
lyl-7+oo

( cela résulte de l'application répétée de l'identité de Bernstein.)

La formule de Mellin inverse nous donne alors :

Mf(t)~ f t-SZo(f,s)dt
2i1tRes=a

Proposition 3 :La fonction Mf admet en 0 un développement asymptotique

dans l'échelle des fonctions:
d

-j- +1 d
t 2 (Log t)k -1 où iJ E :fil ; O:::;j:::;r-l et l:::;k:::;k(j"Z -i).

(On rappelle que k(q) désigne l'ordre du pôle q pour ln)

En effet le théorème des résidus nous donne pour a' < a
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Mf(t) =~ f t-SZO(f,s)dt + L Res(eSZo(f,s),Pi)
2mRes=a' ct

a'<Pi:5:(r-l)2"

Pi étant un pôle de multiplicité k(Pi) pour la distribution Zo(f,s) ,le résidu de la fonction

t-SZo(f,s) sera une combinaison linéaire d'éléments du type CPi(logt)m avec

O~m~(Pi)-l; d'autre part,quand t tend vers 0:

f t-SZo(f,s)dt = OCt-a') 0
Res=a'

Grâce aux résultats de [Ru.] on peut préciser l'image de YJ (V) par l'application moyenne,

nous le ferons plus généralement au chapitre suivant.

C.La transformée de Laplace de ù(detx -1)Xn(x)

Posons: QI = {x E Q / det x = 1} G1 = {g E G / det g = 1}.

On a : Q == ]0,+oo[xQ1

x -t «det x),u) x = (det x)l/r u

QI étant homogène sous l'action de G1, et la mesure dXx étant G-invariante, on en déduit

l'existence d'une mesure cr sur QI, G1-invariante, telle que pour f intégrable par rapport à dXx :
+00L[(x)dXx =Jdtt [ J[(tlt, u)da(u)]

(f intégrable par rapport à dXx).

La fonction Mf(t) s'exprimera alors de la façon suivante:

Mf(t) = l f(tl/ru)dcr(u).
n (1)

Considérons la transfonnée de Laplace de la mesure cr:

F(z) = f. e-<x,z>dcr(x) Z E Q+iV.
nI

C'est une fonction holomorphe dans Q+iV.

Proposition 4 :La fonction F

F(z) = _1_
2i1t

admet la représentation intégrale

f rn(s)(detz)-Sds
Res = a

(z E Q+iV

Rappelons la fonnule

d
a > (r-l)r )
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n
(Res> r -1).

Iyl ~ +00

Ir' ( ')1 lylrx-r/2 erlyl1t/2 (2Tt)n12ln X+lY ~

(où l'on prend pour (det z)-S la détermination coïncidant avec (det ç,)-S lorsque z =ç, E Q).

Par la formule d'intégration précédente on obtient :

00

rtsd
t
t [ f e-tllr<u,z>d<J(u)] = ïn(s)(det z)-S.

6 .0 1

Pour la fonction ï usuelle on a l'estimation:

lï(x+iy)1 ~ lylx-1/2 elyl1t/2 (2Tt) 1/2

d'où pour la fonction ïn :

Iyl ~ +00

1tf Ttr
D'autre part pour la détermination choisie on a: - 2 < arg(det z) < 2 .

On peut donc inverser la transformée de Mellin, d'où la proposition. o

d
a> (r-1)2

Introduisons alors la fonction G définie par :

G(w) =_1_ fw-s ïn(s)ds
2iTt Res=a

d'après les estimations faites plus haut sur la fonction ïn, G sera définie et holomorphe sur le

Tt Tt
revêtement universel de ([ * pour - r"2 < arg w < r"2 .

Proposition 5 :La fonction G se prolonge en une fonction continue sur
Tt Tt

·r "2 ~ arg w ~ r "2 .

En effet, en utilisant le théorème de Cauchy et les estimations précédentes, on a pour

Tt Tt
-r"2<argw<r"2 :

G(w)

où La~ est le chemin:

- 1 fw-s ïn(s)ds
2iTt

La~
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n
Pour ~ tel que r~ - 2 < -1, w-Srn(s) sera

intégrable sur La~ avec arg Iwl ~ r n/2

a

d'où la possibilité de prolonger

Remarque: La fonction G est un cas particulier de fonctions étudiées par
n-r rO d d

dans la notation standard: G(w) = (2n) 2 GOr(w 10'-2, .. ,-(r-1)2)

Proposition 6 : Pour y dans n k :

Hm F(ç+iy) = G(ldet yle l1t
(r/2- k»).

ç~O

ÇEn

o
CS. Meijer [Me.]

En effet, dans la représentation intégrale de F(ç+iy) on déforme, comme pour la proposition

précédente, la droite Re s = a en le chemin La~ et on utilise alors une limite déjà vue dans la

proposition 2. 0

Une formule du produit

La fonction z ~ F(z) (z dans n )vérifie la formule du produit:

Proposition 7 : Pour a et b dans IR *+:

fF(b lIrx + allre)dcr(x) = F(bllre)F(a lire)

n 1

En effet:

f -<u bl/rx + al/re>
F(bl/rx + al/re) = e' dcr(x)

nI

d'où:

fF(b l/rx + a lire)dcr(x) =
nI

fe -<u, al/re>[ fe-<u,bl/rx>dcr(x)]dcr(u)

nI nI

Mais à cause de la GI invariance de la mesure cr,on aura:
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J·<u bl/rx>
e' dcr(x) =

1

d'où la proposition. o

et

Remarg,ue:Considérons l'ensemble de fonctions:

Cl. = {f(x) =F(detx)Xn(x) / F continue sur IR }

cet ensemble, muni du produit de convolution: f * g(x) = f f(x-y)g(y)dy

nn(x-n)

est une algèbre commutative; en effet l'intégrale est bien défine car nn(x-n) est un ensemble

borné (cf. [Fal.]),de plus f * g(x) ne dépendra que du déterminant de x.

e-<,Z> définira un caractère de l'algèbre Cl. comme le montre la formule

~ (f * g)(z) =~ fez) ~g(z)

Au niveau des fonctions F le produit de convolution s'écrira:

F \) G(t) = f F(dety)G(det(tl/re - y))dy

nn(tl/re-n)

f-<u,tl/re>d()d'f" l 'l'l'b d f .d le cr u e mITa a ors un caractere sur a ge re es onctIons F.

Notons que l'on peut également considérer les fonctions f(x) = F(detx)Xn(x) comme des

fonctions sur P, G1 biinvariantes, à support dans n,où P est le produit semi-direct V t>< G1:

(x,g)(y,g') = (x + g(y),gg')

et l'on peut alors voir la fonction F(z) comme une fonction sphérique de la paire (G1,P),

Exemple:

Placons nous dans le cas de l'algèbre V =IRXIR(n-l) on aura alors r =2 et

F(t1/re) =
l/r n-2f e-<x,t e>dcr(x) = (2n) 2 G~~(t 1 0,-(n-2)/2)

n 1

n-2 n-2

= (2n) 2 2 t 4 Kn-2 (2tl/2)
2

(voir l'appendice)

où Ky désigne la fonction de Mac Donald:

si v n'est pas entier: Ky(z) = ~ Ly(z) - Iy(z) avec Iy(z) =e-iy1t/2Jy(ei1t/2z)
2 sinvn

(où Jy est la fonction de Bessel)
et Kn(z) = lim Ky(z)

v~n

(n dans ~)
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(cf.[Fa2.])

Si l'on pose pour u e nI u = k(etlel + e- tl e2) avec k dans K et tl réel positif, la mesure cr

s'exprimera de la manière suivante (cf.[Fal.]) dcr(u) = c(shtl)n-2dkdtl

où c est une constante non nulle que l'on peut par exemple calculer de la représentation intégrale

de la fonction de Mac-Donald

n-2 +00
21t - J-rcht 1t(n-l)/2

2(r) 2 K
n2
-2(r) =Cùn-l e shtdt avec Cùn-l = 2

r«n-l)/2)

La proposition 7 nous redonne alors la fonnule du produit pour la fonction Kn-2(r) (cf.[Fa2.])
2

+00

J
n-2 2 n-2 2 n-2- - 1/2 1t - 1t-

Cùn-l (r2 + p2 + 2rpcht) 2 Kn_2(r2 + p2 + 2rpcht) dt = 4 (r) 2 (-p) 2 Kn-2(r)Kn-2(p)
222
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II .LES DISTRIBUTIONS Zj(.,s)

A - Pôles des distributions Zi(.,S)

Nous avons vU,au chapitre précédent que les pôles de Zo(.,s) sont exactement ceux de la

fonction rn(s). Pour les distributions Zi(.,s),i quelconque,ce résultat n'est plus valable comme

le montre déjà l'exemple de l'algèbre V = lRxlR n-1.En effet,dans ce cas,nous avons:
222

det(~ , ... ,xn) = xl - x2 - ... - xn

et d'après les résultats classiques de LM. Guelfand et G.E. Chilov :

a) n pair

Les pôles des distributions Zi(.,S) sont exactement ceux de la fonction rn (s).
n-2

(ici rn (s) = (2TC)2r (s)[(s-n;2 )

b) n impair

Les pôles des distributions Zo(.,s) et Z2(.,S) sont exactement ceux de la fonction rn (s) mais la

distribution Zl(.,S) n'a comme pôles que les points {n;2 - k / ke N}

Remarquons néanmoins que, comme dans le chapitre 2, les fonctions s --t _1_ Zi(.,S) sont
rn(s)

entières.

Précisons les notations. Soit q un pôle de ro(s), d'ordre de multiplicité k(q); son ordre de

multiplicité pour Zi(.,S) sera noté 0i(q) et on écrira la partie singulière du développement de

Laurent de Zi(.,S) au voisinage de q sous la forme:
Oj(q) hL Bi(·,q)

h=l (s-q)h

Pour ne pas alourdir les énoncés,nous séparerons les cas d pair et d impair.Rappelons que le

casdimpaircorrespondà V=Sym(r,lR)(d=l alors)ouV=lR x lR n
-
1 avec n impair.

Proposition l:Pour d pair les pôles des distributions Zj(.,s)sont des entiers et

pour tout pôle q négatif et tout i :

Oi(q) = k(q) = r.

Proposition l':Pour d impair, il y a deux séries de pôles

entiers et les pôles entiers.

Pour tout pôle demi·entier q, négatif et tout i

Oj(q) = k(q).

Pour tout pôle entier q, négatif et tout i pair:
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Oj(q) = k(q).

Pour tout pôle entier q, négatif et tout i impair:

Oj(q) = k(q) si r impair

Oj(q) < k(q) si r pair.

r

La relation fonctionnelle Ziâ,s) = rn(s)e-iJ'us/2 l Uik(S)Zk(f, ~ - s)
k=O

donne en s = q(où q est un pôle négatif de rn(s)):
r

Br(q)(1,q) = c(q)e-imq/2l Uik(q) fkf(X)ldet xl-q dx.
k=O d

Pour que B~(q)(.,q) ;é 0 il suffira qu'un des Uik(q) soit non nul.Les propositions 1 et l'

résultent alors des calculs effectués après la proposition 1 du chapitre d'introduction. 0

Remarque: Poussant les calculs on peut alors montrer que dans le cas d'un pôle entier négatif

q avec Oi(q) =k(q) on a: Br(q\',q) =c(det d)-q(5 avec C;é 0 (où (5 est la masse de Dirac à

l'origine).

Pour poursuivre l'étude des pôles des Zi(.,S), on fera, suivant la méthode de [Ch.] une

démonstration par récurrence sur le rang r de l'algèbre et on utilisera les résultats du

paragraphe C du chapitre d'introduction.On peut supposer r > 2 (les cas r = 2 et 1 étant

connus) donc dans le passage à l'algèbre V' de rang r-1, la dimension d reste fixe. Il n'est

pas difficile de trouver le jacobien de <I> et on aura pour f dans !:P(V) et Re s > ~ :

+00

Zi(f,s) = f [ f
Q'. 0

1

+00

f[ f
Q' 0

i - 1

f s-n/r+d(r-l)]J fo<I>(u,z,v)lul du dz dv +
V L(e1)

2

f s-n/r+d(r-l)]J fo<I>(-u,z,v)lul du dz dv

V L(e1)
2

(0 < i < r ; pour i =0, r il faut remplacer convenablement le membre de droite).

Pour f à support dans W ={x E V / xIl ;é O} on aura alors le lemme crucial.

Lemme 1: Pour f à support dans W, les fonctions
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+00

(e=± 1)(v,s) ~
r s-n/r+d(r-l)J fo<D(eu,z,v)lui du dz

V L(el)
2

sont analytiques en s E a: et en tant que fonctions de v sont dans YJ (V')

De plus pour tout m de N :

dm GE(V s) YJ '(V)ds m ,E •

Le support de f étant dans W, on remarque que pour tout N de N et tout P(êl), opérateur de

dérivation en les (Xij) la fonction ~ P(êl)f«xjj)) sera Coo et par suite dans Y(V).
xll

Comme <D(u,z,v) = uel +uz+v+ i u(z.z) et que f est à décroissance rapide en les (Xjj), il n'est

pas difficile de se convaincre que pour tout N et N' de N, on a :

Ifo<D( )1 < K(N,N') uN
u,Z,V - «(1+u2)(1+u2I1zI12)N(1+lIvIl2))N' .

êln! +ln21+ln31

On aura une inégalité du même type pour les fonctions 1 1 1 1 fo<D(u,z,v)
êluTI1êlz TI2 êlv TI3

(où nI est dans N,n2 dans NCr-1)d et n3 dans NTI').

Il en résulte que fo<D(eu,z,v) - ainsi que toutes ses dérivées - sont intégrables par rapport à

u-Ndu dz et que le résultat est à décroissance rapide en v.

(Rappelons que si A est un objet relatif à l'algèbre V,A' désignera l'objet correspondant à

l'algèbre V') 0

Du lemme 1 il résultera alors que:

Zj(f,s) = Z;CO+(v,s), s - ~) + Z;_JO-(v,s), s -~)

on prolonge ensuite cette relation en s E ([.

Soit q un pôle pour Z:; q + ~ sera alors un pôle éventuel pour Zj.

Proposition 2 :Supposons d pair.

Pour tout i, les pôles de Zj(.,s) sont exactement ceux de r n (s). De plus pour

tout pôle q, tout 1 ~ h ~ k(q) et tout i
hBI (.,q) "# O.

Soit q un pôle de Z', on écrit les parties singulières du développement de Laurent au voisinage
1

de q + ~ . Pour la partie singulière du membre de droite, on pose:
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on écrit le développement de Taylor de G+(v,À) au voisinage de q+ ~ puis le développement de

Laurent de ~'(.,~- ~) au voisinage de q+ ~, puis dans I(À,~) on égalise À à ~, on en déduit la

partie singulière du membre de droite. Après calculs nous obtenons:
,

o. (q)
1

B~(f,q+ ~) = l (k_Ih)! [Bi'k(G+(k-h)(v,q+ ~ ),q)]
k=h

,
°i_1 (q)

~ 1 ['k -(k-h) d ]+ L..J (k-h)! Bi_1(G (v,q+ 2 ),q)
k=h

où l'on a posé

d dk-h 1G±(k-h)(v,q+ -) =--G±(v,s) ct
2 dsk-h s-q+-- 2

, ,
par l'hypothèse de récurrence: q(q) =0i_1 (q) = k'(q).

L'image réciproque par <I> de la restriction à W de la distribution B~(.,q+~) est donc:

~ 1 'k q+~r-1 )-1 k-h
(k-h)! Bi (.,q) ® u+ 2 Log u+) ® 1z

k=h

~ 1 B'k ( ) tO\ q+~r-1)-lL k-h 'X' 1L (k-h)! i-l .,q 'CI u_ og u_ 'CI z
k=h

Les deux tennes qui composent cette somme sont à support disjoints, d'autre part pour i fixé

les distributions (I\\.,q»JŒ;k(q) sont non nulles par récurrence et donc (cf.[Ru]) linéairement

indépendantes.

• Soit - ~ < q ~ (r-2)~, alors 0 < q + ~ ~ (r-1) ~ et un examen des fonctions gamma de V et de

V' montre que
d

k'(q) =k(q + 2 ).
d d

• Pour q ~ -2 on aura q+ 2 ~ 0 et alors
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r-l = k'(q) = k(q+~) -l.

Ce qui montre la proposition. o

Proposition 2': Supposons d = 1.

Pour tout pôle q de ï n (s) et tout i, on a

k(q) = Oie q)

sauf si r est pair, q entier négatif, i impair et dans ce cas Oj(q) = k(q).1.

Pour tout pôle q de ï n (s) on a :
h

BI (.,q) :;t: 0 V 1 ~ h ~ Oi(q) etV 0 ~ i ~ r.

La démonstration est identique seule la fin est plus délicate.

Si - ~ < q ~ (r-2)~ alors 0 < q+~ ~ (r-l)~ et on remarque à nouveau que k'(q) =k(q+~) et

d h d
donc pour tout h ~ k(q~): Bi (.,q+2") :;t: O.

Si r est pair

-t Si q+~ est demi-entier ~ 0 alors par la proposition l': ~ = k(q+ ~ ) = Oi(q+ ~ ) et par

/ '() k'() r-l + 1 r d' '\-Ih r Bh( d) 0recurrence q q = q = -2- = 2" ou v ~ 2"' i .,q+ 2" :;t: •

d rd, r-2 r
-t Si q+ 2" est entier ~ 0, on a encore 2" =k(q+ 2") et par récurrence q(q) = k'(q) =T =2"-1

r h d
d'olt Vh ~ 2" - 1, Bi (.,q+ "2) :;t: O.

Si r est impair

On fait un raisonnement analogue. o

B . L'application moyenne

Comme dans le cas du cône n, on définit une application moyenne f -t MH(t) qui,

pour f dans f:f>(V) est telle que:

J1jf(ldet xl)f(x)dXx =
J

+00

l . dt
'JI(t)MJf(t) t

o

pour toute fonction 'JI localement intégrable par rapport à la mesure ~t .

La fonction t -t Mjf(t) et toutes ses dérivées sont à décroisance rapide à l'infini; elle présente
\

une singularité à l'origine. La relation:

Zj(f,s) = 111, (Mjf)(s)
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nous permet de préciser cette singularité.

L'espace %

On suit ici la présentation de H.Maire.

On note (Pi)i les pôles de ln (s) rangés par ordre décroissant (si d est pair les Pi sont des

entiers et si d est impair ce sont des entiers et des demi-entiers)on rappelle que l'ordre de

multiplicité de Pi pour ln(s) est noté k(Pi).

On désignera par % l'ensemble des fonctions f, Coo sur]O, +oo[,à valeurs dans a:,ayant les

propriétés suivantes:

-)f et toutes ses dérivées sont à décroissance rapide à l'infini.

-)en 0, f admet un développement asymptotique dans l'échelle des fonctions:

X' k(t) = t-PiOogt)k-l l~~(Pi)
l,

on suppose en outre que ce développement est dérivable terme à terme,à tout ordre.
o(Pi)

Pour f dans %, soit L L ai,k(f) Xi,k son développement en 0 ; on notera pour tout h
i k==l

de N

est un espace de Fréchet·Montel.

où pet) est un élément de sP(R) fixé une fois pour toute et égale à ldans un voisinage de O.

On munit Ahde la topologie définie par les serni-normes :

f ~ lai,k(f)1

f ~ Pm,k(f) = Sup
O~p~h

n~m; tE]O ,oo[

On a alors la proposition classique

Proposition 3: Avec cette topologie,%

La transformation de Mellin

Tout élément f de % admet une transformée de Mellin:

Res> (r-l)d/2

+00

11tf(s) = l f(t)tS-ldt
o

La fonction 11tf(s) est analytique dans Res> (r-l)d/2 et admet un prolongement méromorphe à

a: tout entier.Les pôles seront les nombres Pi,de multiplicité k(Pi);en effet il suffit d'utiliser le

développement en 0 et de calculer les intégrales
1

f tS X· (t) dt = (_l)k-l (k-l)!o I,k (S-Pi)S

- 77 -



De plus td/dt opère sur % et m(tdf/dt)(s) =-s mf(s)
On en déduit facilement: \iN E N lim yNm f(x+iy) = 0

Iyl-Hoo

et ceci uniformément pour x dans un compact de ] (r-l)d/2, + 00 [

Soit m % l'espace des fonctions méromorphes sur cr: ,les pôles étant les nombres Pi de

multiplicité k(Pi) et possédant l'estimation précédente;alors m réalise une bijection entre % et

m % cela résulte de la formule d'inversion de Mellin et du théorème des résidus.

Pour F dans m % ,dont la partie singulière en Pi est

l bi,k(F)(s-Pi)-k
kS:k(Pi)

on posera pour h dans N:

~ (_l)k-l .
Bh(F) = L...i (k-l)! b1,k(F)m ( Xi,k(t)P(t))

kS:k(Pi)
-PiS: h

Munissons alors m % de la topologie définie par les semi-normes:

f -t Ibi,k(F)1

f -t Nn,h,K(F) = Sup lyP(F-BhF)(x+iy)1 (K est un compact de ]-h ,+ ooD
Ye lR

pS:n;
xeK

Nous avons alors tout fait pour que la proposition suivante soit vraie:

Proposition 4 : cm. réalise un isomorphisme d'espace vectoriel topologique

entre % et cm. %.

Remarque: En fait pour un élément f de %,nous avons l'estimation:
lim yNmf(x+iy) =0 uniformément pour x dans un compact de lR

Iyl-Hoo

Il suffit de remarquer que pour Res assez grand:
1

m(b(-td/dt -nlr)(-if(t))(s) = b(s-n/r)mf(s-l)

De la relation b(s-n/r) rO(s-l) = roCs) on voit alors que les pôles de b(s-n/r)mf(s-l) sont

ceux de roCs)

ce qui entraine que: Q(f) =b(-td/dt -nlr)(ff(t)) e %

D'où le résultat annoncé par application répétée de l'opérateur Q.

Comme dans [Ma.] on peut définir pour deux éléments f et g de % le produit de convolution:
+00

fvg(t) = 5f(tlt)gCt)d'tlt
a

et l'on aura M(fvg)(s) =Mf(s) Mg(s) (En général fvg $ %)

Lemme 2 a) Supposons d pair

Pour tout k, ls: k S:r, il existe une application linéaire continue Pk de % dans
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!P (lR )telle que pour f dans % la fonction:
r

f(t). L f(r-l)d/20ogt)k.l Pk(f)(t)

k=l

soit Coo plate en O.

b)Supposons d impair et r pajr

Pour tout k, 1~ k ~r/2 , il existera deux applications linéaires continues PO,k et

P l,k de % dans!P (lR) telles que pour f dans % la fonction:
r/2 r/2

f(t) - L f(r-2)d/20ogt)k-l PO,k(f)(t) • L f(r-l)d/2 0ogt )k-l P l,k(f)(t)

k=1 k=1

soit Coo plate en O.

c) Un résultat analogue pour d impair et r impair est vrai.

Donnons l'idée de la démonstration dans le cas a).Par le lemme (1.3) de [Ma],il existe une

fonction fo coo,à support dans [0,1] , telle que pour tout f de % on ait fvfo e % et avec:

ai,l (fvfo) = ai,r(f)

ai,k(fvfo) = ° pour k > 1 et tout i.

c'est à dire que t(r-l)d/2 fvfo e Y(lR+).D'où l'application Pr; on continue alors en réitérant le

procédé à f - t-(r-l)d/2(Logt)r- 1pr(f). 0

Remarque:

Ce lemme signifie que tout f de % s'écrit sous la forme (dans le cas d pair)
r

L ((r-l)d/20ogt)k-l 'J!k(t) les fonctions 'J!k(t) dépendant d'une manière continue de f.
k=1

Théorème 1: L'application Mj de ~V) dans % est continue.

La construction de % et la relation Zj{f,s) = Th (Mjf)(s) entrainent que l'image de Y' CV) est

dans %.

Pour la continuité, on se ramène, par la proposition 4, à l'application f ~ ZjCf,s)

Les coefficients Bf(.,q) étant dans dans Y' '(V) l'application f ~ Ibi,k( ZjCf,s))1 sera continue.

Pour les normes Nn,h,K on peut, par l'identité de Bernstein se ramener au cas où K est un

compact de ](r-l)d/2 , + 00[, cas où Zj est défine par une intégrale convergente .Par application

du principe du maximum à Zj(f,s) - Bh(Zj(f,s)) sur { s=x+iy / x e K, Iyl ~ 1 } on se ramène à

Zj(f,s) mais dans ce cas on a :

IZjCf,s)1 ,;; ~ If(x)lIdelxl a(k) dx + !If(x)lIdetxl~(k) dx ,;; KN(f)

Q. Q.
J J
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où n} =nj nldetxl ~1 , nf =nj nldetxl ~1 et N(f) est une semi-norrne de y (V).

o
Remarque:

Le résultat général de surjectivité de [Ru.] nous donne alors l'image Mj(ytV», on a

a) Si d pair ou d impair et l'impair:

Mj(ytV» = %

b)Même résultat pour le cas d impair, l' pair et j pair.

c) Si d impair,r pairetj impair:

Mj(ytV» = {f E % / 'tk(Pi)(f) =0 pour tous les i deN et les Pi e - N}

c'est un sous espace fermé de %

Section continue de Mi

Lemme 3 :Appelons % 0 le sous-espace de % constitué des éléments Coo plats

en 0.11 existe alors une application s linéaire continue de % 0 dans Y'(V) telle

que

Mj (s(f)) =f pour tout f de % 0

Ce n'est rien d'autre que le lemme 3.7 de [Ru.],il suffit de remarquer que l'inégalité de la fin

de sa démonstration donne la continuité. 0

Théorème 2 Posons % j = Mj(Y'(V)) , il existe alors une section continue s:

s: % j ~ ~V)

Supposons par exemple d pair; d'après le lemme 2:
r

f ~ f - L (r-l)d/2(logt)k-l Pk(t) =U(f)
k=l

est continue de%j dans %o;et d'après le lemme 3: Mj(a(U(f) =U(f)

Il suffit alors de remarquer que,d'après le résultat de surjectivité de [Ru.l.si f est dans %j
l'

alors L (r-l)d12(logt)k-l Pk(t) y appartiendra également. 0
k=l

Les distributions de la forme F(ldetxl) Xn. (x)
J

Dans ;;l'(V) muni de la topologie forte,on considère l'espace ;;l'j,adhérence de l'ensemble:

{F(ldetxl) / F continue, bornée sur [ 0 , +00 [ }
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Considérons l'application rVij :Y(V) ~ ~{j identique à Mi, il n'est pas difficile de voir que:

t rVij (%j ') = tMj(% ') . On notera cet espace tMj (%j ')par abus de notation .Le théorème 2

implique immédiatement que tMj (%j ') est fenné dans :l'(V)(muni de la topologie forte ).

Soit alors F continue et bornée sur [ 0 , +00 [ ,F définira un élément de %j' par la formule:
+00

< F, f> = fF(t)f(t)tn/r-1dt
o

+00

La relation fF(ldetxl)~(x) dx ~ j F(t)tn/c-l[Mi~(t)]dt
Qj

nous dit alors que tMjF = F(ldetxl)~.(x);l'espace tMj (%j ') étant fermé on en déduit que:
J

:l'j c tMj (%j ')

Proposition 5 : On a

Il suffit de remarquer que l'ensemble des fonctions continues bornées sur [0, +00 [ est dense

dans %' ,ceci résultant de la réflexivité de l'espace % '. 0
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III . UNE GENERALISATION DE LA TRANSFORMATION

DE HANKEL

Introduction

Soit f(x) = F(llxll) une fonction intégrable et radiale sur IR n, un résultat classique affirme que la
1\

transformée de Fourier de f(x) est de la même forme: f(ç) = F(llçll) ; la transformation de

Hankel F .-, F faisant apparaître un noyau qui est essentiellement la fonction de Bessel Jen-2),

2

R.S.Strichartz considère dans [Str.] des fonctions de la forme f(x) = F( IQ(x)Il/2) où Q(x) est

1 f dr ' 2 2 2 2 b ' '1"1' 1 d 1a orme qua anque xl + oo+xp -xp+ l -00- xn et 0 tIent un resu tat Slml aire, e noyau e a

transformation s'exprimant à l'aide des fonctions J, K et Y de Bessel.

On voudrait présenter ici une tentative de généralisation dans le cadre des algèbres de Jordan

simples et euclidiennes en considérant des fonctions du type f(x) = F(ldetxl) ; on ne traitera

qu'un cas particulier.

Sauf mention du contraire,nous prendrons ici d = 2 et r impair ou d == °[4]

A.Les distributions Idetxls-n/ret sign(detx)ldetxls-n/r

Posons 'l'O(f, s) = tf( x)1 detxlS dx x et 'l'1(f,s) = tsign(detx)Idetxl' dXx

Pour Res >n/r et f dans Y(V),ces intégrales convergent et définissent des distributions

tempérées.Les distributions \!Ii(.,S) (i = 0,1) se prolongent d'une manière méromorphe sur <I: et

l'on a:
r

\!IO(f,s) = L Zj(f,s)
j = 0

et

r

\!Il (f,s) = L Z/f,s)(-1~
j = 0

A partir de l'équation fonctionnelle des Zj on déduit les transformées de Fourier des

distributions \!Ii(.,s).11 vient (voir les calculs qui suivent la proposition 1 de l'introduction)
1\

\fIO(f,s) = 2r rn (s)(cos7ts/2)r \fio(f,-s+n/r)
1\

\fi l (f,s) =(-i)f2r r n (s)(sin7ts/2)r \fi l (f,-s+n/r)

RemarQue: Pour d = 2 et r pair il y a un phénomène "d'échange" on trouve
1\

\fio( f,s) = (2i)r r n (s)(sin7ts/2)r \fi l (f,-s+n/r)
1\

\fi l (f,s) =2r rn (s)(cos7ts/2)r \fIO(f,-s+n/r)
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Les pôles éventuels de la distribution \fi i(.,S) sont ceux de r n (s) ; de la fonne des

transformées de Fourier,i1 vient alors:

a)Pour \fIO(.,s) les seuls pôles possibles sont les entiers pairs ~(r-l)d/2 , les entiers pairs

négatifs étant pôles effectifs d'ordre de multiplicité r.

b)Pour \fII(.,S) il faut remplacer pair par impair dans l'énoncé précedent.

Les fonctions moyennes
f

Posons MOf(t) = L Mj[(t) et
j = I

f

MIf(t) = L(-l~Mjf(t)
j = I

(f est dans Y(V»

/\ 2 f
M f(t) =-

o 2'm

Les fonctions \fIi(f,x+iy) sont à décroissance rapide en y quand y tend vers l'infini,il résulte

alors de la transformée de Mellin inverse:

f r-srn (s)(cOS7tS/2)f\flo(f,-s+n/r)ds

Res = a

où a> (r-l)dj2 , remarquons que comme dans la démonstration de la proposition 5 du chapitre

II,on peut remplacer Res =a par La~ , où La~ est le chemin:

où p est tel que rp - ~ < -1

a

Prenons f dans V\S ( s = {x E V/ detx =0 } ) , alors: q'o(f,-s+n/r) = l f(x)ldetx\-Sdx

V

et on peut employer le théorème de Fubini,i1 vient:

MO?(t) = Iv f(x)Ko(t Idetxl)dx

avec
2f

Ko(t) =-
2i7t

ft-srn (s) (COS7tS/2)fds

La~

Le noyau Ko(t) est une combinaison linéaire des fonctions G de Meijer évoquées au chapitre 2.

On trouve de même
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MI1«) ~ t f(x)sign(detx)KI(t Idetxl)dx

avec K ( )
(-2i)f

1 t =--
2in

f t-Srn (s)(sinns/2)fds

La~

Remarque: De ces représentations intégrales, on peut déduire le comportement de KO(t) (resp.

KI (t) ) en 0; en effet du théorème des résidus il résulte:

2f
KO(t) = 2f (Resi(rn (s), r-l))(cosn(r-l)/2)ft -(r-1) + -

2in
ft-srn (s)(cosns/2)fds

La'~

2r (Resi(rn (S), r-1))(cosn(r-l)/2)r t -(r-1) (quand t tendoù r-2 < a' < r-1 et donc KO(t) ­

vers l'infini).

De même pour Kl(t) .

Le comportement à l'infini des noyaux Ki(t) résulte du comportement des fonctions de Meijer

(voir l'appendice) il vient par exemple:
n-r I-n
2' ~ l/r n(l-n))

KO(t) - (2n) 2 t cos(rt + 2 (t ~ +00 )

Proposition 1. Les noyaux Ki satisfont au système

b(td/dt)Ko(t) = irtKl(t)

b(td/dt)Kl(t) = irtKO(t)

En effet,en prenant ~ convenable: b(td/dt)Ko(t) = ~r f b(-s)t-Srn (s)(cosns/2)fds
2m L

a~

mais: b(-s) = (-1)rb(l + s - n/r) et b(l + s - n/r)rn (s) =rn (s + 1)

d'où: b(td/dt) Ko(t) =~ f t-Srn (s + 1)(cosns/2)fds
2in La~

= 2
r f t-(s+l)rn (s+ l)(sinn(s+ 1)/2)rds

2in La~

=irtKl(t)

De même pour KI (t) . 0

B. La transformation de Hankel généralisée

Soit F un élément de Y'([O , + 00 [ ),on se propose d'étudier la transformée de Fourier de la

distribution f(x) =F(ldetxl).
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On a pour <1> dans :P(V): < f, ~ > = f. F(ldetxl) ~(x)dx
V

+-

= i F(t)tn/r-lMO~(t)dt
o

=

+-

fF(t)tn/r-1[ f t- 5['0 (s)(cosIts/2)r\flo(f,-s+n/r)ds]dt
o Res=a

Il
Proposition 2: La restriction à V \ S de la distribution f est définie par la

'"fonction F (Idetxl) où :

F(u) = j F(t)ln/'-lKO(tu)dt

En effet pour <1> à support dans V \ S on peut utiliser le théorème de Fubini et procéder comme
/\

pour Mo<1>(t) d'où la proposition. 0

De même on peut chercher la transformée de Fourier de la distribution g(x) =G(detx) où G est
/\

dans :p(1R); la restriction à V \ S de la distribution g sera définie par la fonction (j(detx) avec

(j(u) =

G(u) =

+-

i G(t)tn/r-1K+(tu)dt +
o
+-

i G(t)tn/r-1K-(-tu)dt +
o

l G(-t)tn/r-1K-(tu)dt

o
+-

i G(-t)tn/r-1K+(-tu)dt
o

si u > 0

si u < 0

où K+(u) = 1/2(KQ(u) + Kl(U))

K- (u) =1/2(KQ(u) - Kl(U))

RemarCJ.ue:Pour d =2 et r pair, on constate que la distribution F(ldetxl)/\ est définie sur V \ S

par une fonction ~(detx), ~ étant impaire (cela est dû au phénomène d'échange).

Exemple: Soit r =2 et d == 0 [4] c'est à dire prenons pour V l'algèbre lRXlR(d+l)
n-2
2 r n-2Alors d =n-2 et fn (s) =(2It) J. (s)[(s-2)

Le détenninant sera une forme quadratique de signature (l,n-l) et on retrouve certains résultats

de R.S.Strichartz (cf.(Str.] ) ; en effet ici:
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1K+(u) = -
i1t

f r-srn (s)cos1tsds

La~

K- (u) = 1 f t-Srn (s)ds
l1t

La~

n-2 20
=2(21t) 2 G02(u 1 0,-(n-2)/2) (voir l'appendice)

On connait explicitement la fonction G~~(u 1 a, ~):

a+~

G~~(u 1 a,~) =2 u 2 Ka-~(2u1/2)

où Kv désigne la fonction de Mac Donald:

si v n'est pas entier: Kv(z) = ~ Lv(z) - Iv(z) avec Iv(z) =e-iVTC/2Jv(eiTC/2z)
2 sinv1t

(où Jv est la fonction de Bessel)
et Kn(z) = lim Kv(z)

V-7n

On trouve alors:

(n dans N)

n-2

K- (u) = 4(21t) 2 u

(n-2)

4 K (n_2/2u1/2)
2

(n-2)
n -

K+(u) = -(21t) u 4 Y (n_2)(2u 1/2)

2

où y vez) désigne la fonction de Bessel de seconde espèce:

Yv(z)
= Jv(z)COS1tV - Lv(z) ., .

. SI V n est pas entIer
smV1t

y nez) = lim Yv(z)
V-7n

(n dans ~)

C. Le cas V = Herm(rx r, a:) , r impair

On se propose, dans ce paragraphe, d'étudier plus en détail la transformation de Hankel

généralisée F -7 F dans le cas d =2 et r impair, c'est à dire le cas où V =Herm(rxr, <I:) avec r

impair .D'après les résultats du paragraphe A:
/\

'Po(f,s) =2r rn (s)(cOS1ts/2)r'Po(f,-s+r)

nous allons énoncer ce résultat différemment en mettant le facteur )'(x) =2r rn (s)(cos7ts/2)r

sous une autre forme.

7t
Des formules: cos 7ts/2 = et rcs) =(s-1)(s-2) .... (s-j)rcs-j)

rcs+l)rc~)
2 2
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il vient:
n+r r-l

y(s) = (2TC)2 ( ['S(21 r 1 (I1(S-j)r-j yI
1(2) (['(lïS){ j=1

utilisons ensuite la fonnule de duplication de la fonction gamma:

1(s) = 2
s
-
1
1(~)ï(s+ 1)

TCl/2 2 2

on aura:

n r l'(s)- rs-- 1 - r
y(s) = (2TC)2 2 2 ( 1~ )

1(T)

l-s 3-s
enfin remarquons 1(2)(s-1) = -21(2)

1(32s)(S-3) = -21(52s)

d'où finalement:

r-l -1

(I1(s-j)r-j )
j=1

etc .....

posons alors

r-3

r-l n r -r(r-1) 1(~) ri (s-2p-1)2p+l
y(s) =(-1)2 (2TC)2 2

rs
-22 2 (_2_) r-----.<p'---=O"-- _

['(2s) r-1

TI (s-2p)f-2p
p=1

1'(_2s)r s rrs/2 1 rs/2 ['(~)

g(s) = 2 r-1 = 2 P(s)

TI (s-2p)f-2p
p=l

r-1

où P(s) = TI (s-2p)r-2p
p=l

on constate que y(s) = (2TC)n/2 g«S»
g r-s

Compte tenu des résultats du paragraphe A,nous pouvons énoncer:

~Proposition 3: Posons e s = g(s)

La fonction s ---t es est une fonction entière, de plus on a

(es)" = (21t)o/2e r _s

En effet les pôles de Idetxls-rsont les nombres pairs ~ r-l, de multiplicité bornée par r, donc,vu

la fonne de la fonction g(s), es sera entière. 0
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(r+1 < a' < r+3)

On remarquera la complète analogie de ce résultat avec la formule (12') page 170 de [G.-Ch.]

concernant la transformée de Fourier de la fonction Ixl s.

Revenons à la transformation F -t F(u)

On a pour F dans Y'([O, + oo[):

Partant de la représentation intégrale du noyau Ka et utilisant le théorème de Fubini,il vient pour

a compris entre r-l et r:

F(u) = ~r f r-s1ltF(-s +r)ln (s)(cos7ts/2)rds
2m La~

dans cette représentation intégrale,on peut déformer le chemin La~ en la droite Res =a (utiliser

le théorème de Cauchy et la décroissance rapide à l'infini de la fonction y -7 1ltF(x + iy)).

Le comportement asymptotique de F en 0 est donné par les pôles pairs::; r-1 de la fonction

s -t ln (s): on procéde comme plus haut pour le noyau Ka on trouve:

F(t) - 2r (Resi(ln (s), r-1))(cos7t(r-1)/2)r 1ltF(1)t -(r-l) (t -t 0)

De même le comportement F à l'infini est donné par les pôles pairs ~ r+ 1 de la fonction

s -t 1ltF(-s + r) en effet par le théorème des résidus:

F(t) =2r ln (r+1)(cos7t(r+l)/2)fResi(1ltF(s),-1)t -(r+l)+

2
r f- t-Sln (s)1ltF(-s+r)(cos7ts/2)rds

2i7t Res = a'

d'où F (t) =OCt -(r+l)) quand t tend vers l'infini.

Il résulte de ces comportements que la fonction t -t F (t) admet pour r-1 <Res < rune

transfonnée de Mellin 1ltF(s) avec:

1ltF(s) =2r ln (s)(cos7ts/2)r 1ltF(-s + r)

la relation entre 1ltF et 1ltF devient alors:

1ltF(s) g(r-s) = (27t)n/2 1ltF(r-s) g(s)

Considérons maintenant l'espace fonctionnel suivant:
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r-l

.Â! = { F Coo sur ]0 , +00 [ / F(t) = L (Logt)kFk(t) où les fonctions Fk sont des éléments
k = a

+00

pairs de :"'(IR); et avec j t2p (Logt)kF( t)dt ~ 0 pour 0 :> p :> (r-3)/2 et 0:> k :> 2p)

Soit F dans .Â! la transformée de Mellin de F, ThF présentera des pôles éventuels en les entiers

négatifs pairs ,ces pôles étant d'ordre au plus r; de plus pour 0 ~ p ~ (r-3)/2 on aura:

ThF(2p+l) =0 avec ordre de multiplicité au moins égal à 2p+l

D'autre part la fonction y ---t ThF(x + iy) sera à décroissance rapide à l'infini uniformément

en x, pour x dans un compact de ]0 , +00 [.Enfin on voit par la transformée de Mellin inverse

que ces propriétés caractérisent les éléments de.Â! .

Théorème 1 : La transformation de Hankel opère sur l'espace .J(, et l'on a:--F (t) = (21t)o/2F(t) (F e .J(, )

Soit F dans .Â! d'après le comportement du noyau Ka en 0 et en l'infini donné au paragraphe A,

? est bien défini par l'intégrale:
+00

De même, les calculs effectués plus haut pour F dans y (IR) sont encore valable et nous montre

,..., n/2
que: Th F (s) g(r-s) = (21t) Th F(r-s) g(s)

s r
rs/2 ['(2")

ou bien comme g(s) = 2 P(s):

= (21t)n!2 Th F(r-s) P(r-s) 2
rs

['(riS) rp(s)

Th F(r-s)
les propriétés de la fonction F entraînent que s ---t est une fonction entière de s, et

r{iS{p(S)

donc les pôles éventuels de Th?(s) sont les nombres négatifs pairs et sont d'ordre au plus r, de

plus, des estimations des fonctions y ---t r(x +iy) et y ---t ThF(x + iy) on déduit que la fonction

y ---t Th F' (x + iy) est à décroissance rapide à l'infini ,uniformément en x, pour x dans un

compact de ]0 , +00 [.De plusThF'(2p+ 1) =0 avec ordre de multiplicité au moins égal à 2p+ l
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pour 0 ~ p ~ (r-3)/2 donc Fest bien dans ...« .
La formule d'inversion du théorème est alors évidente à vérifier sur les transformées de Mellin.

o

Théorème 2: (Formule de Plancherel)

On a pour F dans J(,

Ecrivons la relation 111, F (s) = (21t)n/2111, F(r-s) tSl )pour s = r/2 + iy il vient:g -s r

111, F (r/2 + iy) = (21t)n/2111,F(r/2 - iy) ~(1; +.iYj
g r - lY

A cause de la fonne de la fonction g il n'est pas difficile de voir que le module de ~(1i +,ïYj
g r - lY

est égal à 1 .

Par conséquent: I111,F(r/2 + iy)12 = (21t)n I111,F(r/2 - iy)12

D'où le théorème par la fonnule de Plancherel classique.

Remargues:

o

r-3

a) Soit f un élément pair de :P (IR), considérons la fonction g(x) =rr (-xct/dx-2p-l)2p+ If(x) on
p=û

a 111,g(2p+1) =0 avec ordre de multiplicité au moins égal à 2p+1 et donc g appartient à.J!.

b) Des résultats analogues restent valables pour d == 0 [4].

C. Relations de Bochner-Hecke généralisées.

La relation fonctionelle généralisée

Posons Zj(f,s,p) = J p(x)f(x)ldetxISdXx

Qj

où Res> nlr ,p e ~m et f est un élément de :P(V)

Ces intégrales définissent des distributions tempérées qui se prolongent d'une manière

méromorphe sur [.Remarquons d'autre part que l'identité de Bernstein généralisée:

p(éJ)(detx)S = ~m(s) (detx)S p(x- 1) où x est dans Q

entraine pour x dans Qj,
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p(o)ldetxI S = ~m(s) Idetxl S p(x- 1)

on peut donc définir les distributions Zj(f,s,p) d'une manière méromorphe pour s dans cr: ,f

dans Y'(V) et avec p(x) =p(x- 1).

Proposition 3: La transformée de Fourier de Zj(f,s,p) est donnée par:
ln r

Zj(f ,S,p) =(.i)lml rn(m+s)e· "2 rs I. Ujk(S)Zk(f,.s+ ~, p)
k=O

!!2 r
avec rn(m+s) = (2rr) 2 .n r(s . mi • (i.l)~2)

1= 1

On a : ~(x)p(x) = (-i)lml(p(o)f)'"

d'autre part de : p(o)ldetxI S = ~m(s) Idetxl S p(x- 1) on tire:

Zk(p(o)f,-s+n/r) = (-l)lml~m(-s)Zk(f,-s+!!, p)
r

mais ~m(-s)rn(s) =(_l)lml rn(m+s)

d'où la proposition. o

Les relations de Bochner-Hecke généralisées

Soit maintenant f(x) = F(ldetxl)p(x) avec p dans ~m et F dans Y'([O , + 00 [ ).Nous nous

proposons de trouver ~.

Définissons 'l'o($,s,p) ~ {$(X)p(X)ldetxIS d'x

avec

La proposition 3 nous donne
/\

'f'O(<j>,s,p) = (-i) lmI2r rn (m+s)(cosrrs/2)r'f'O(<j>,-s+n/r,p)

Proposition 4 La restriction à V \ S de la distribution (F(ldetxl)p(x)) A est

définie par la fonction FID (Idetxl)p (x) où
+-

Fm (u) = l F(t)tn/r-1K m(tu)dt
o

Km(u) =(.i)lml ~ f u-srn (m + s)(cosrrs/2)rds
2irr La~

On répète la démonstration déjà faite pour la transfonnation de Hankel.Il faut bien sûr ici
r

r~ - n/2 + I.mi < -1 0
i=l
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APPENDICE: LES FONCTIONS DE MEIJER

Notations: Soient 0 ~ m ~ q , 0 ~ n ~ p quatre éléments de N.On pose:

a = (al, ... ,ap) , b = (bl, ... ,bq) et:
m n

,!1
1
ï (bj-s) , rr ï(l-aj+s)

J J = 1x(s) =----'-----=----- "-.--=----
q p

, rr l(l-bj+s) ,rr l(aj-s)
J=m+l J=n+l

où s, bj ( 0 ~ j ~ q), aj ( 0 ~ j ~ p) sont dans (1.On supposera toujours que:

aj - bh:;t. 1,2,3,..... ( 1 ~j ~ n ;1~ h ~ m).
m n

Cela entraine qu'aucun pôle de ,rr l(bj-s) n'est pôle de , rr ï(l-aJ'+s).
J = 1 J = 1

A. Définition et premières propriétés

Définition:

S.Meijer définit les fonctions G :

mn a 1 JGpq (z 1b) =-.- X(s)zSds
2m

z:;t.O

(on suppose que z est un élément de <r , revêtement universel de Œ*)

C est un des chemins suivants:
m

a) C est le chemin joignant cr - ioo à cr + ioo (cr E IR) qui laisse les pôles de ,rr l(bj-s) à sa
J = 1

n
droite et les pôles de . rr ï(l-aj+s) à sa gauche .On prendra ce chemin si m+n-(p+q)/2 =3 > 0

J =1

et largzl < 3rt: l'intégrale convergera alors absolument; si largzl = 3rt avec 3 ~ 0 l'intégrale
q p

convergera encore absolument si p =q et Re(v) =Re( L bj - L aj) < -1;ou bien quand p :;t. q
j=1 j= 1

et si l'on choisit cr tel que (q-p)cr> Re(v) +1-(q-p)/2
m

b)C est un chemin reliant +00 - i't à +00 + i't ('t > 0) et entourant les pôles de . rr ï(bj-s) et
J = 1

n
non les pôles de . Il ï(l-aj+s) .Il y aura intégrabilité si :

J=1

• q =p et Izi < 1 , z :;t. 0

• q > p et z:;t. 0
n

c) C est un chemin reliant _00 - i't à -00 + i't ('t > 0) et entourant les pôles de . rr ï(l-aj-s) et
J = 1

m
non les pôles de . Il l(bj-s) .Il y aura intégrabilité si :

J =1

• q =p et Izl > 1 , z :;t. 0
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('t> . Max IImbjl )
J=I, .. ,m

x(s) = m m
,IT r(l-bj+s) TI sin7t(bj-s)
J =1 J= 1

prenons pour C un chemin du type b) avec, si x est grand, s = x ± i't

• q < p et z '# 0
S'il Y a plusieurs choix possibles, la fonction G ne dépendra pas du chemin C.

Donnons des indications dans un cas paticulier.
m

Prenons x(s) = . IT r(bj-s) m:2: 1
J = 1

, x-1/2 lylrc/2 1/2
De l'estimation: lr(x+ty)1 - Iyl e (27t) Iyl ~ +00

Il résulte que l'on peut prendre pour C un chemin du type a) pour z '# 0 largzl < m7t/2,On

obtient une fonction G défini pour largzl < m7t/2.

Utilisons la relation r(l-z)r(z) = si~7tz il viendra

1 7t m

z-l/2 -z 1/2
De l'estimation: r(z) - z e (27t) largzl ~ 7t-0 (0 > 0)

d l" , l" l' 1 11 Imz -Imzlet e mega He smz:2: ie - e

x(s) ZS sera intégrable sur le contour C et donc on obtient une fonction G pour z '# O.

Considérons maintenant un arc de cercle r: s = R ei8 situé dans Res :2: 0 et reliant deux points

des contours envisagés (on prend R assez grand),en utilisant les estimations précédentes on

trouve pour s sur r pour R tendant vers l'infini:

= O(e-m7tRlsin81)

m

1 mR(8cos8-8sin8) - L (1/2-bj)
---- =O(e R j=1 )

m
,IT r(l-bj+s)
J =1

1
m11 sin7t(bj-s)

et

Il en résulte que pour R tendant vers l'infini, l'intégrale fx(s) ZS ds tend vers 0 ; à partir de là

r
on peut montrer que pour largzl < m7t/2 les deux fonctions G coïncident.

Exemples:
10a) G01(zlb)=zae-z

a+6

b) G6~(z 1(a,~») = z 2 Ja_~(2z1/2)

a+6

et G~~(z 1(a,~») = z 2 Ka_~(2z1/2)
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où Iv et Kv désignent les fonctions de Bessel et de Mac-Donald classiques (voir au chapitre I la

définition de la fonction de Mac-Donald.)

c)De nombreuses fonctions spéciales peuvent s'exprimer à l'aide des fonctions G de Meijer

(voir les tables de [Lu.] , [Mat.-Sa.] )

d)Si l'on se place dans le cas b) avec la condition supplémentaire bj - bh $ ~ pour l ~ j ~m ;

l ~ h ~ m ; j :;t. h on peut calculer explicitement la fonction G par le théorème des résidus à

l'aide des fonctions pFq-l.

Propriétés:

La fonction G est une fonction analytique en z (où z appartient à (t , 0 étant en général un point

de branchement ).

De nombreuses propriétés élémentaires de la fonction G se déduisent de la définition et des

propriétés de la fonction ï (voir la bibliographie ).Signalons la propriété importante:

G~n(z I~) = G;(l/z 1L-:) où argl/z = -argz et l-a = (l-al, ... ,l-ap)

elle permet de se ramener au cas p ~ q .

B. Transformée de Mellin.

Sous certaines hypothèses, on peut calculer la transformée de Mellin de la fonction G et montrer

<m Gmn( laque: )11.> IXl zb) =X(-s)

(voir [Lu.] qui énumère sept cas de validité de la fonnule précédente).
m

Condidérons le cas où x(s) = . Il ï(bts) m ~ 1
J = 1

Alors: TIl, G~O(TlY lb) =TlsX(-s) (où largTll < 81t et Res> - . Inf IImbjl
J=l, .. ,m

En effet pour largzl < 81t on peut prendre comme contour C la droite Res =a avec a quelconque

tel que a < . Inf IImbjl mais alors pour tout N entier on aura quand y tend vers l'infini:
J=l, .. ,m

G~~ (TlY lb) =O( y-N) (Tl étant fixé avec largTll < 81t)

D'autre part en 0 le comportement de la fonction y ---7 G~~ (Tl Y lb) est donné par le premier

pôle de X(s), d'où la formule annoncée.

L.Luke , M.Mathai et K.Saxena étudient sous les hypothèses adéquates, les intégrales
+00

j mn a m'n'a'
G IXl (Tlx 1 b) Gp'q' (wx 1 b,)dx

ainsi que les transformées de Laplace, Hankel de la fonction G.
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Des transformations intégrales incluant la fonction G ont été également étudiées (voir par

exemples les articles de R.Narain et C.Fox cités dans la bibliographie de[Lu.] et

[MaL-Sa.]).

C. Comportement asymptotique

E.W. Barnes a étudié le développement asymptotique quand Izi tend vers l'infini des fonctions

G~(z 1 ~) et G~(z 1 ~) (q> p ) et S.Meijer en déduit le comportement des fonctions

G~n(z 1 ~) ( voir [Lu.] et [Mat.-Sa.] , voir également [Bra.]pour une autre méthode

s'appliquant à des classes plus générales de fonctions).

Donnons un cas particulier des résultats de E.W.Barnes :

m-l 1 ~
mG (2n) 2 _mz1/m ;((l-m)/2 - L bj)

GOm(z lb) ~ 1 e z j=l

m2

(m ~ 2, largzl < (q+l)n)

On peut noter la décroissance exponentielle pour largzl < mrr/2.

D. Equations différentielles.

La fonction G~n(z 1 :) satisfait l'équation différentielle:

(izi ~+oo)

(_l)p-m-nzt~.(Zei/dZ-aj+l)y -l](Zei/dZ -bj)Y =0

La démonstration en est formelle, le principe est dû à E.W.Barnes .

Dans le cas où p < q les seules singularités de l'équation sont 0 ( singularité régulière) et

l'infini (singularité irrégulière ).Au voisinage de l'infini,S.Meijer détermine un système

fondamental de solutions dans des secteurs adéquats: ce sont des fonctions G~(z ) et

Gql (z ) il développe alors la fonction Gmn(zlba) suivant ce système et en déduit en particulier
M ~

son comportement asymptotique quand Izi ~ + 00.( voir [Me.] , [Lu.] ).
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Résumé: Dans la première panie on établit, pour l' hyperboloïde d'équation
2 2 2 2 .

Xl + x2 + ..... +x n - xn+l = 1 un théorème de Bochner-Schwartz pour certaInes

distributions de type positif et un théorème du type Paley Wiener pour les fonetions
indéfiniment dérivables et à support compact.
Dans la deuxième partie on étudie les intégrales zêta à plusieurs variables complexes,
associées à une algèbre de Jordan simple et euclidienne V.On montre que les coefficients
de la relation fonctionnelle qui les lie donnent lieu, pour certaines valeurs des variables
complexes, à une matrice unitaire .
On s'interesse dans la troisième panie aux pôles des di tributions zêta à une variable
complexe, associée à V. D'autre part, pour certaines algèbres V, la transformée de

Fourier des distributions du type F(ldetxl) est de la même forme F (ldetxl);la

transformation qui à F associe F ayant des propriétés analogues à la transformation de
Hankel classique.

Mots c1efs:Algèbres de Jordan ;Fonctions moyennes; Distributions zêta; Théorème de
Bochner-Schwartz Théorème de Paley-Wiener; Transformation de Hankel ;
TransfonnatLon de Mellin; Vecteur distribution d'une représentation.
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