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INTRODUCTION

Notre travail est divisé en trois parties.

La premiere partie est la reproduction d'un article paru au "Bulletin des Sciences
Mathématiques”.Les distributions de type positif sur O(n,1) biinvariantes par
OZ(I)X(g(n-I,l) ( ce2sont ;es distributions de type positif sur 'hyperboloide X d'équation

X +X2+ ..... +Xn-Xn+

I | = 1) admettent une représentation intégrale suivant des

distributions de type positif biinvariantes et extrémales .En nous servant des idées de
P.Bonnet ,nous donnons le type de croissance des mesures qui interviennent dans cette
représentation intégrale.D'autre part nous caractérisons les"transformées de Fourier" des
fonctions C* a support compact (la transformée de Fourier étant celle qui décompose la

représentation réguliére de O(n,1) dans L2(X)).

Les deuxiéme et troisi¢me parties se situent dans le cadre des algebres de Jordan simples
et euclidiennes .

Une telle algébre V sera forme réelle d'un espace préhomogene sous l'action de différents
groupes . D'une part sous l'action de G, la composante neutre du groupe de structure de
V.les orbites étant les ensembles € = { x dans V / signature de x = (r-j,j)} qui sont des
espaces symétriques du type étudié par Oshima et Sekiguchi dans [Os.-Se.] ( comme
nous le montrons dans l'introduction) . D'autre part — c'est 'objet du premier chapitre de
la seconde partie — sous l'action du groupe triangulaire T = AN associé a un systéme
complet d'idempotents de l'algebre V. Cela résulte d'un lemme di a I.Satake , qui est
l'analogue dans V de la décomposition de Gauss d'une matrice définie positive , et que
nous redémontrons par les techniques de [Fal.] .Les orbites Q¢ de V sous cette action
sont paramétrées par l'ensemble & = {e=(€1,...,€r) avec & =1}, les ensembles
gj={e/cardlk / e =1} =1} réalisant une décomposition d'Iwasawa de
I'espace symétrique €; .

L'espace préhomogeéne (V,T ) est du type étudié par F.Sato dans [Sat.], les intégrales
z&ta W qui y sont attachées (ainsi que celles associées au dual de (V,T)) vérifient alors

une relation fonctionnelle : ‘P:(%,c-n/r) =2 ugn(o)¥n (f-0) (ou fest dans
n

l'espace de Schwartz ¥(V)).

Dans notre situation, les coefficients uen(0) peuvent €tre calculés explicitement ( c'est ce

que nous faisons dans le deuxiéme chapitre ).C'est une conséquence immédiate d'un

calcul effectué dans [Sa.-Fa.] pour une fonction f & support dans V\ S ol S est le lieu

singulier de l'espace préhomogene (V, T).



Les intégrales ¢ peuvent étre vues comme des vecteurs distribution de certaines
représentations séries principales du groupe G .Modifions alors ( suivant une idée qui
remonte & E.M.Stein dans [St.] ) la transformation de Fourier de telle maniére qu'elle

devienne une isométrie de L2( V , ) et qu'elle commute a l'action de G.La

" Idetx Iﬂ/r
matrice des coefficients de la relation fonctionnelle ainsi changée posséde alors des
propriétés interessantes , en particulier c'est une matrice unitaire sur la série MAN-

Principale .
dx

" Idetxin/r

Plancherel de m correspond une décomposition de la transformation de Fourier modifiée ;

Soit 7 la représentation réguliére de G dans L2( V ,————-) ; 4 la décomposition de

il serait interessant d'étudier les rapports éventuels de cette décomposition avec la matrice

des coefficients évoquée plus haut.

Notre troisi¢me partie se place dans le cadre de l'espace préhomogene (G, V) . L'orbite
Qp a la propriété d'étre un cdne ; l'utilisation de la transformation de Laplace permet

I'étude de la distribution zéta Zp(f,s) = J' f(x)ldetxIS-Vrdx ; on peut ainsi calculer les
Qo

pdles et la transformation de Fourier de Zg(., s) .Nous rappelons ces résultats diis a
J.Faraut dans le premier chapitre .En particulier il se trouve que les pbles de Zg(.,s) sont
exactement ceux de la fonction gamma du cone € .

Nous considérons également dans le premier chapitre la transformée de Laplace F(z) (ou
z est dans le tube Q +iV ) de la mesure d(detx-1)yq(x) portée par l'ensemble des
éléments de 2 de déterminant 1. Cette transformée de Laplace s'exprime a l'aide d'une
fonction de Meijer (nous donnons en appendice certains faits relatifs aux fonctions de
Meijer ), nous le montrons simplement a 1'aide de la transformation de Mellin . De plus

F(z) vérifie une formule du produit, qui pour certaines algebres V, redonne la formule du
produit de la fonction de Mac Donald Kn-2 .
2

Dans le deuxiéme chapitre nous donnons les pdles (ainsi que leur multiplicité) des

distributions  Zj(f,s) = J’f(x)ldetxls'“/rdx.ﬂ s'avére quune méthode die a
Qj

A.Chaabouni se généralise ici parfaitement ; sans rentrer dans le détail des résultats,

disons que les poOles sont exactement ceux de la fonction gamma du cdne 2 sauf dans

les cas ot V est l'algébre des matrices (rxr) symétriques a coefficients réels avec r pair, et

olt V est l'alggbre R xR N-lavec n impair, cas ol pour certaines valeurs de j il y a une

"perte de la multiplicité" pour les pdles entiers négatifs.



La connaissance des pdles nous permet alors (via la transformation de Mellin) de donner

I'image des applications moyennes Mi (o MIf(t) = Jf(x)B((detx-t)xQ,(x)) ; NOUS
J

suivons ici de pres les idées de H.Rubenthaler et H.M.Maire (voir [Ru.],[Ma.]).

Déterminer la transformée de Fourier d'une fonction invariante sous l'action d'un groupe
de Lie ou qui se transforme suivant une représentation irréductible de dimension finie du
groupe est un probléme classique, résolu par exemple par les formules de Hankel et de
Bochner-Hecke concernant les transformées de Fourier d'une fonction radiale et d'un
produit d'une fonction radiale par un polyndme harmonique homogene . Dans [Str.]

R.S.Strichartz généralise ces formules au cas de fonctions du type f(x) = F(IQ(x)I1/2) ol
2 2

p Xpa1 xﬁ , le noyau de la transformation de

Q(x) est la forme quadratique x% + ..+X

N

Hankel généralisé qu'il obtient s'exprimant a l'aide des fonctions J, K et Y de
Bessel.Dans le chapitre 3 nous abordons ce probléme pour des fonctions du type
f(x) =F(Idetxl); dans le cas ol I'algebre V est I'algébre des matrices hermitiennes rxr avec

r impair , la transformée de Fourier de f est du méme type F(ldetyl).Nous mettons en

évidence pour la transformation F — F un espace fonctionnel sur lequel elle opére
comme involution et nous établissons une formule de Plancherel.On utilise pour cela la
transformation de Mellin.Nous terminons par un analogue des relations de Bochner-
Hecke.
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ANALYSE SUR UN HYPERBOLOIDE

PAR

Bruno BLIND (*)

(Fac. Sc. et Techn. Monastir, Tunisie]

RESUME. — On démontre un théoréme du type Bochner-Schwartz pour certaines distribu-
tions de type positif sur I'hyperboloide O (n, 1)/O (1) x O (n—1, 1) en utilisant les vecteurs
distributions de certaines représentations. On établit également sur cet espace un théoréme
du type Paley-Wiener.

ABSTRACT. — Harmonic analysis on a hyperboloid.

We prove a Bochner-Schwartz's type Theorem for some distribution of positive type on
the O(n, 1)/0(1)x O (n—1, 1) hyperboloid using the distribution vectors of some
representations. We also give for this space a Paley-Wiener's type Theorem.

Introduction

Dans [5], J. FARAUT obtient une représentation intégrale des distributions
de type positif sur U(p, ¢q; F) (F=R, C ou H) biinvariantes par
U, F)xU(p—1, q; F), suivant les distributions de type positif, biinvarian-
tes et extrémales qu’il détermine. Une telle décomposition existe dans une
situation plus générale (voir L. ScHwarTz [12] et K. et L. MaurIN [8]), elle
généralise le théoréme de Bochner-Schwartz sur les distributions de type
positif sur R" (¢f. [13]). Une question naturelle est de connaitre le type de
croissance des diverses mesures intervenant dans la représentation. Pour
p=1 la réponse découle des résultats de H. BARKER [2].

(*) Texte présenté par J. FARAUT, requ le 6 mai 1985,

Classification matiéres AMS (MOS) 1980 : 43,

Vedettes matiéres : Théoréme de Bochner-Schwartz. Théoréme de Paley-Wiener.
Bruno BLIND, Faculté des Sciences et Techniques, TN-5019 Monastir Tunisie).
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408 B. BLIND

Dans la premiére partie de cet article nous établissons des résultats
analogues a ceux de {2] dans le cas p>2, g=1 et F =R; nous nous servons
essentiellement des idées de P. BonNEeT [3].

Dans une seconde partie nous donnons un théoréme de Paley-Wiener.
Ce sont les méthodes classiques (¢f. GancotLl [6]) qui s'appliquent ici.
Notations

Dans cet article, G désignera le groupe O (n, 1) (n=2), groupe des
transformations conservant la forme :

[, 3]=X 004 F Xy V= Xnat Vaets x et y dans R" 1,

Hest O(1)x0O(n—1, ) et Kest 0(n)x0 (1).
On pose :

L’espace homogéne X=G/H est muni d'une mesure G-invariante dx; on
aura, par un choix convenable des mesures de Haar dg de G et dh de H :

f f(g)dg= f £ (x)dx,
G X
ou :
f f(gh)ydh=f°(gx°, x%=¢H.
H

Soit Z=T/~, ou T est le cone {xeR""!/[x, x]=0, x#0}, et ~ la
relation : x~y<x=+y.

On note £° le point de = défini par (1,0, ..., 0, 1).

Soit B={k&° keK}; B est identifi¢ a la sphére de R", on appelera db
la mesure sur B, invariante par K et de masse 1.

Tout point x de X peut s’écrire : x=ka, x°, avec ke K et t=0, ou :

cht 0 she
a,=< 0O I O ),
sht 0 cht

ou [/ est la matrice identité de R" !,

2¢ SERIE — TOME 109 — 1985 — N° 4



ANALYSE SUR UN HYPERBOLOIDE 409

Soit A={a/teR}; le point ka,x° ne dépend que de la classe k M, ol
M,=M N K, M étant le centralisateur de 4 dans H.

Pour seC, on définit les espaces &,(Z) (cf. [5]) :
6,E)={feC?(E)VgeG, VteR, (54, =e""" f(g.£% }.
Soit n, la représentation de G dans &, (=) définie par :
n(8) f &)=/ (g7 E),

A, désignera 'opérateur d’entrelacement défini dans [5] (§ 6).
Enfin on pose :

_ T(s=p+m2)
[ T

1. Préliminaires

Soient ¢ I'algébre de Lie de G, # I'algébre enveloppante de la complexi-
fi¢e de 4. Pour une base X,, ..., X, de %, on pose :

A=1-Y" Xeu.

Si (m, ) est une représentation unitaire continue de G on notera ¥~
'espace des vecteurs C* et #*(keN) l'espace des vecteurs C¥. #* est
muni de la topologie habituelle (c¢f. CARTIER [4]), /' ~ * sera l'anti-dual de
KT '

Notons A, ['opérateur autoadjoint A}'? ou A, est la fermeture de 'opéra-
teur essentiellement autoadjoint d m(A). A I'aide de A* on muni #* d'une
structure d'espace de Hilbert isométrique & # (cf. Goopwmax [7)), # ~*
désigne I'anti-dual de #*

LA METHODE DE P. BONNET

Soit T une distribution sur G, biinvariante par H et de type positif. A
T correspond une représentation unitaire continue n de G dans J#, sous-
espace hilbertien de Z°(X) (¢f. [3]). De plus, il existe un ¢lément de # ™ *,
H-invariant, u tel que :

(1) T@=u(r..(Qu), 9eZ(C)

BULLETIN DES SCIENCES MATHEMATIQUES



410 B. BLIND

(u définit le « point distribution canonique » de m au sens de
ScHwARTZ [12]) ou n_ . est I'action de G sur o =, déduite de n :

Mo (@ul(N=u(r(@ (), geG, fex~
et

[(r-o O u](f)=u(x(®%) ). 0e2(0),

avec 6* =8
Comme # ~* =\, ¥ % il existe j tel que u appartienne a # ~/,

D’autre part, la représentation n peut étre déecomposée en représenta-
tions irréductibles (¢f. (8], {12], [5)) :

®
(2) (m, Jf)=f (pp K ) do (%),

A

ou l'on peut supposer que S, est un sous-espace hilbertien invariant de
' (X).

De plus (G, H) est un couple de Gelfand généralisé (¢f. E. THoMmas [15],
théoreéme E, exemple (b)), les représentations p, et pg sont non équivalentes
pour x# .

On aura ([3], corollaire 1.4, voir aussi [9], corollaire CI) :

®
u=f u,do (), u,e ¥/ presque partout.
A

On aura donc une condition sur la mesure o :
(3) f | ]| 3z ido ()< + 0.
A

C’est cette condition que nous exploiterons.
Remarquons que pour presque tout a, u, est H-invariant. En effet on a :

VheH, n__(hu=uy,

donc VheH, (p,) - , (h) u,=u, presque partout.
Soit alors 4 une partie dénombrable dense de H; il existe Q, sous-
ensemble de A, o-négligeable, tel que :

VheAd, VaeANQ, (Po) - (M u,=u,.

2° SERIE — TOME 109 — 1985 — N° 4



ANALYSE SUR UN HYPERBOLOIDE 411

La conclusion en découlera, a cause de la continuité des applications :
g (P)-(®u,(f),  fex™

Remarque. — Supposons qu'il existe je N et des u,e #,/, H invariants
tels que :

J |, ]| % -5do ()¢ + =,
A

alors ([3], corollaire 1.4) I'élément :

®
u=J u,do (%),

A

appartient & # ~/ et sera H invariant; d’aprés la formule (1) il définira
une distribution sur G biinvariante par H et de type positif.
La condition (3) est donc caractéristique de telles distributions.

2. Le théoréme de Bochner-Schwartz
RAPPELS SUR LA DECOMPOSITION (2)
D’aprés [5] on peut prendre ici :
A=iR*UJO0, pJU{ -2v—p—1veN}.

La mesure ¢ se décomposant en o,, mesure de Radon positive sur R,
o, mesure de Radon positive sur [0, p], et affectant les points —2v—p—1
du poids a, (ou a, est un nombre positif).

Donnons pour a=iv et x=—(2v+p+1), la description de (p,, #,)
(cf- [5], p. 416 et suivantes).

A=iv

Hiy= {fi E->CNVIER, f(ga,L%)=e""""" f(gE?)

etf]f(b)’%b(%—oo},
B

le produit scalaire étant celui de L(B); p;, sera l'extension a J,;, de la
représentation w;, définie dans les notations.

BULLETIN DES SCIENCES MATHEMATIQUES



412 B. BLIND

Le point distribution canonique de (p;,, #,;,) sera défini par :

N .
Uiy »

1 [’ . .
P — (x%, BY|Y TP @ (b)db,
Miv+l-p) 25 |
@ C*(B), 'expression ¢étant définie par prolongement analytique.
Par la formule (1), v;, nous donnera la distribution sphérique %, (¢f. [5]
pour la définition des ).

x=—(2v+p+1)(veN)

On considere 3;, I'adhérence dans C*(B) de #,=3 ,.,,,,% ou ¥,
sont les harmoniques sphériques de degré /. On munit #, du produit
scalaire :

(S 8e=(=1"" lim, -,Y(—S)f (4, /) (b) g (b)db,
B

X, sera le complété de £, pour ce produit scalaire et p, I'extension de n,
a KX,
Le point distribution canonique de (p,, #,) est défini par :
s :
M-a+1-

U,

0 5|0 G (b)db, e F, -

en appliquant la formule (1), v, donne la distribution sphérique

(—I)VHC2 vipt+i:

Remarque. — (1) Soit (e}, ..., €'d,) une base de #, orthonormée pour
le produit scalaire induit par L2(B).
Si:

/= Zl?“”(z"a‘l’e‘l‘) et g=21>zv+z(zibf"f)
(f, g€ C*(B)), en utilisant la relation :
A (e)=a(s)el,
ou :
[T;-, (p+i=1-3)
I—[5~=1 (p+j—1+5s)

% (s)=

2° SERIE — TOME 109 — 1985 — N° 4
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ANALYSE SUR UN HYPERBOLOIDE 413

(¢f. (5], théoreme 6. 3) et en calculant lim, _, ;4,4 7(—35)2,(s) on trouve
pour a=~—(2v+p+1): '

F(2+2+1)
= 2 .
S g o=l V+2)I"(v+1)l'(v+p+l)

X2

C(=2v+1)

“a, bY).
1>2+2r(2v+2p+1+1)(zlau )

(2) Ces calculs nous montrent que l'injection de ¢, (muni de la topologie
induite par C* (B)) dans 4, est continue.

(3) On peut voir aussi que les ¢léments de s * sont des fonctions de
classe C* (x=iv, x=-~(2p+v+1)).

LLE THEOREME

D'aprés (5], le sous-espace de (M)~ * constitué par les vecteurs distribu-
tions H-invariants est de dimension 1.

Donc pour presque tout « :

u,=c, v (c,eC).

a - S §

Montrons que |c,|=1 presque partout.

Appelons K (respectivement K,) le noyau reproduisant associé au sous-
espace hilbertien S (respectivement ), ila décomposition (2) corres-
pond celle de K (¢f. [15)) :

K=J K,do (3).

Identifiant, par le théoréme des noyaux de Schwartz, les noyaux reprodui-
sants a des distributions sur £ (G x G), on aura alors :

K(@®9)=J&(¢®G)d0(a), @ et 8 dans 2 (G).
A

Mais :
K(e®8)=<(n_ (@un_ ®)u)

et:
n-m(G)u=f Ca-((Pa) - 5 (8)) u,do (2),
A

BULLETIN DES SCIENCES MATHEMATIQUES
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414 B. BLIND
d'ou :
Ko®8)= J- [c,]? K, (0 ®8)do (2).
A
On conclut par identification.
Soit alors :
pi@)= vl

(3) entraine :

(4) Jw pi(iv)do, (v)< + o,
0
1/2
4) f p;(s)do, (s) < + 0,
0
(5) szoa\,pj(—Zv——p—-l)< + o0,

Notons A, 'opérateur (A, )'/? considéré dans les préliminaires; on aura
pour un certain élément B, de 7 :

p; ()= |{A B, |,

Faisons les calculs pour n3 (les changements pour n=2 sont mineurs)
on a (cf. (5], appendice B) au sens des distributions :

va(f)= Z[ pair ¢ Bl (S) (Dl(f)’

avec :
s=q si a=iv,

s=—a st a=—2v—p—1,

ol w, est le [-iéme polyndme de Gegenbauer d’indice (n—2)/2 et avec :

m:(f)=f J (6w (b)db,
B

B, (s) = (s—p)(s—p—2).. .(s—p—l+2)-2,,/2
[(a—p+1+n)/2)

n-2 _(n—3)2 _
C,=2_£_xrz<"_.%>,<,+ﬁ>_
C(n—2) 2 2

2® SERIE — TOME 109 — 1985 — N° 4

b

A



ANALYSE SUR UN HYPERBOLOIDE 415

Reprenons maintenant notre opérateur A, par un choix convenable de la
base X,, ..., X, on peut poser :
A=1—-(Q-2w),

ol Q est le Casimir de G et o  est le Casimir de K (pour la restriction
de la forme de Killing de ¢ a I'algébre de Lie k de K).

On a (c¢f. [5], proposition 5.2) :

dp,(Q) = (x2=pd) f, feHX,NC>(B)

2(n—1)

D’autre part :

ProposiTiON. — Pour fe#,MN C*(B).
Ona:

]
2(n—-1)

dp, (w) f=— Ap f,

ou Ag est le laplacien de B et pour x=ivou —(2v+p+1).

Preuve. — On sait (¢f. WARNER [16], 2. 3.3, exemple 2) que w appartient
au centre de l'algebre enveloppante de k. De plus la restriction de p, a K
se réduit a I'action habituelle de K. En utilisant pour x3iv la remarque 2
du paragraphe 2, on aura dans tous les cas :

dpz(m)f=CAB.f’ fef,ﬂC"(B),
¢ étant une constante.

On détermine la constante ¢ en comparant la métrique habituelle de B
(identifi¢ a la sphére de R") et elle induite par la restriction a k de la
frome de Killing de 4. On trouve :

_
20n=1)

De la remarque | du paragraphe 2 on déduit alors :

pi(=(2vHp+ =3 sl BQVEp+D]28,(v) A (v),

BULLETIN DES SCIENCES MATHEMATIQUES

A3



416 B. BLIND

avec .

Rv+2p+1+D.T(v+ 1) (v+p+1)
(I=2v+ D). TQ2v+2) T (2v+2p+1)

. 2_ 32 _ )
A,(\’)=<l-—(2\+p+l) o) +21(1+n 2)> ‘
2(n—1) 2(n—1)

r
r

Apres simplifications :
CIIBI(Z\'+D+1);2

_K <F(V+(3/’2))F((1f2)—v—(1/2))>2
b C(v+(2)+[(n+1/2)])

Xr(n—2+1).<1+ n—2 ’
[! 2

ou K, est un coefficient non nul ne dépendant que de n.
Cela nous donne pour le terme ¢,|B,(2v+p+1)|28,(v) :

-2 T(v+(3/2))
K 1+222) Qveap+1). —2 24
: < T )‘ VIt e G
y C(n=24+0 T'((I/2)—v—-(1/2)) T(v+(/2)+(n/2))
rd+1 I'{(/2)—v) F(v+(1/2)+(n/2)+(1/2))’

ou K, est comme K, et ou I'on s’est servi de I'identité :

F(s) _ 21—25
r(zs)_ﬁr(w(l/z))'

En utilisant :

l—(S+a)~ alog s |s|—»+oo
r(s) b ’
|args|<n—5, >0,

(ot a est fixe et log la détermination principale du logarithme).
La condition (5) sera équivalente a :

3\ -p
Zvaoav(zv+29+l)<v+P+5> E(v)<+<x,
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ou :

1 n 1 =172 1 -1:2
E(\')ZZIZZV+2,lpair<V+§+5+5> (§_V> I"_ZAI(V)s

ce qui se réduit a :

Losoal +")1_pZzzz»-+2.1pan(12"4vz)_1'21"_2(12”2V2)—j< + .

Mais :
oL ‘(12—4V2)_I'Z(IZ—ZVZ)_j["_Z
{22 v+ 2, | pair
2(4v+4) V2 2vi+4v+4)TIQv+2)n?

et .

Zzzz v+z(12_4"’2)_1;2 (P=2v¥)ipr-2g2)

[2(»-2) 172 1 1/2
x(Zl;sz ] > '(Zzzzwzm) :

La comparaison des séries avec des intégrales nous donne alors :

3 eN,
YusodPj(=2v=p—1)<+00 < 3INeN,

)

Un calcul tout a fait analogue pour la condition (4) nous donne :
djeN,

Jpj(iv)dvl(v)<+oo <« 3INeN,
(o]

Jw 40, (V) < + 0.
. o (1+V¥|T((p+iv)/2)|?

Enfin, faisant des estimations analogues pour les p;(s) (s€[0, p]) on voit
que la condition (4’) est automatiquement vérifiée pour un j convenable.
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Nous pouvons donc énoncer le théoréme :

THEOREME A. — Les distributions T sur G qui sont de type positif et
biinvariantes par H sont caractérisées par la décomposition :

x 1;2
T(cp)=f Civ((p)dol(v)‘f"[ (@) do, (V)
0 0

+3 oo (=D 0, (0 e (X),

acec
— a,20et ) a,/(1+Vv)' <+, pour un certain N, de N;

— o, mesure de Radon positive sur |0, + x| telle que IN,eN :

* do (v)
= — <+
o (1+W¥ T ((p+iv)2)|
— o, mesure de Radon positive sur [0, p).
3. La transformée de Fourier sur X

Dans [5] (voir aussi [14], [11]) on définit la transformée de Fourier d'une
fonction ¢ de £ (X) par:

(I)(&’ S)=_——— » & S_pcp(x)d-’ﬁ

! J I, &)
Ts—p+1)/2)Jx""
(&, s)eExC.

L’expression étant definie par prolongement analytique sur C.

On a (c¢f. [5) :

VseC, £ — @(&, s) appartient & &,(Z);

A@(, ==Y (., 9, s+p¢Z,
56(, 9= @ (., )
(To(x)=0(g " .x), ge0C).

(2)

De plusona:
N 2 2\
Oe(., 9H=("—pY)o(., ),
ou [J est le pseudo-laplacien sur X (cf. (5], p. 377).

2° SERIE — TOME 109 — 1985 — N° 4

Al



ANALYSE SUR UN HYPERBOLOIDE 419

Pour cette transformation de Fourier, on a une formule de Plancherel
({15], [L1], [5), voir aussi la bibliographie de [5]) :

(6) LZ(D=J®fadG(a),
A

la mesure o étant portée par iR* U{ —(p+2v+1)/p+2v+1>0} la
« partie continue » étant :

dv K . 4net!

do, (V)= ————— — ot K= ——o—
lciv)|* 2r I(1/2)T(n/2)

et le point p+2v+1 étant affecté du poids :

av=K.(—1)"“Res< ,p+2v+1>

1
c(s)c(—s)
(voir [5], p. 409 pour la fonction ¢ (s)).

Cela correspond a la décomposition de la représentation de G dans
L*(X):

n(g) f(x)=f(g"". %),
la distribution biinvariante par H, de type positif, associée est :

@Hj o (h) dh.
H

Par le théoréme de régularité elliptique (cf. aussi (10]), L*(X)* CC*(X)
(I'inclusion étant continue). D’aprés [1], proposition 2.2 il en résulte que
le vecteur distribution correspondant est défini par :

u: L*(X)®-C,
f—=7(x%

Remarque. — Dans (6), I'isométrie est la transformée de Fourier : pour
peZ(X),ona:

-~

0,=0(., a), a=iv ou —(2v+p+1).
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FORMULE D'INVERSION

ProposiTioN. — Soit f e L*(X)*, alors

®
f(.r)zJ et (pa(g™h) f)do (2, ou g.x%=x,

A
ou :
Cl'v=I et C-(p+2\‘1)=(—l)\#1"
Preurve. — 11 suffit d’établir la formule pour x =x°.
On a (¢f §2):
®
=J c,t,do(2);  |c,| =1 presque partout.
A

Soit6eZ (G), ona:

®
n_.(B)u= J ¢, [(py) - = B)] t,do (%),

A

Mais vue la forme de u donnée plus haut :

n_ . (0)u=06°

ol :
Bo(x)=f 8(g.h)dh (x=gx°)
u .

et d’autre part :

[(Piy)- ®)]0:,=(8%) (., iv),
[(Py) - o (B)] 0, =(—=1)**1(8% "(., %)

sia=—(2v+p+1).

On en déduit la proposition en identifiant les composantes des deux
membres.
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ANALYSE SUR UN HYPERBOLOIDE 421

PrROPRIETE DE CROISSANCE

ProposiTion. — Soit ¢ un élément de 2 (X), il existe alors un réel
positif A, tel que Ve>0,VneN, 3c(g, N) tel que :

VseC/,
(%) lo(b, o+it)| < 3 e 4 ,
(I+c2+ )Y T (o+1—p+it)2)]
VbeB,
ou:
C/  ={o+iteC/o=0,
lo+it—p+l|2e 1=1,2,3...}.
Remarque. — Cette propriété de croissance n’est pas la meilleure que

I'on puisse obtenir.

Preuve. — C’est évident pour Res>p en utilisant la relation :

Te(b 5)=(s>—p2) (b, 9.

D’autre part :

j |[x, b]!"”@(-\‘)=j [, &1 (-1 9) (x) dx
X X

{avec k5% =b, ke K).

Il existera un compact L tel que :

VkeK, Supp(t,o)CL.

On peut donc supposer que b=Z2°,
On a:

J 16 30 P (x) dx = f (lx, 2°1. ) P o (x)dx + J (Lx, 2°1-) P () dx,
X X X
avec A, =Asi A=0, 0Osinonet A_=—A si A0, 0 sinon.
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Considérons la premiére intégrale, en utilisant un recouvrement f{ini
convenable du compact L, on se raméne a ['étude de I'intégrale :

[ ([x, %) 7P o (x)dx,

U

ou dans U, il existe un changement de coordonnées ), ..., ), contenant
[x, £°).. & jacobien positif; I'intégrale se raménera donc a :

c
j}“"’\h()')dy ou VestC~,
o]

d’ou la propriété de croissance en utilisant les propriétés classiques de la
transformation de Mellin. On procéde d’une maniére analogue pour la
deuxiéme intégrale.

LES INTEGRALES D'EISENTEIN

Indexons par pe N les représentations unitaires irréductibles de classe 1
du couple (SO(n), SO(n—1)), pour n=2, on prendra le couple
1 0
(O (2), {Id, (0 1)}), et soit ®” la fonction sphérique associée.
Posons pour Reszp:
OF (x, 5)= —l—f P,(x, b)w? (b)db,  xeX.
s—p+1\Js
r
2
Cette expression posséde un prolongement analytique sur C et vérifie
I’équation (c¢f. [11], Lemme 5 par exemple) :

(7) O (x, 9)=(s*—p*) ¢°(x, 3).

On vérifie d’autre part que :

@ (ka,x° s)=wP (k.&% @ (a,x° s).
Posons alors @ (¢, s)=¢” (a, x°, s); utilisant (7) et écrivant (J dans te sys-
teme (k, t) (¢f. [5], p. 403), on trouve que @” (¢, s) vérifie :

d? df f
—Lrm-DthtZ +p(p+n—2)—— =(s?
(8) = Dthe p(pn=2) - =(s

-p) f.
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On peut appliquer a I'équation (8) la méthode classique de GaNgotL! (6]
on aura ;

(9) @7 (t, s)=a(p, HP°(t, s)+b(p, ) D?(t, —s),  s¢Z,
ou ®"(t, s) est, pour se N*, une solution de (8) sur ]J0, + oof; elle s’écrit :

D7 (t, s)=e"TPIYE (T(s)e M

La série convergeant uniformément dans tout domaine [r, + c [x F, ou T
est >0 et:
F,={zeC/NkeN*|s—k|>¢}.

Il résulte du théoréme 7.4 de [5] et des calculs effectués dans [5], p. 404
et 405 que :

QP (t, =5) =7 ()2, (=) 97 (¢, ),

ou la fonction a,(s) a été definie dans la remarque | du paragraphe 2.
En utilisant la convergence dominée, on a pour Res>p:

lim, . , . e® 77 9 (t, )=c(s) %, (s)
(cf. [S). p. 409).
On déduit alors de tout ceci :

a(p, s)=c(s)a,(s) et b(p s)=y(=s)c(=9).

Remarque. — De (9) on déduit que s » ®?(t, s) possede en les points
de N* des poles d’ordre inférieur ou égal a un entier m ne dépendant pas
de ¢. Soit re N*, on aura facilement, des propriétés de (¢, s) —» d?(¢, s) :

(=220 L A0 ey,
s—r)" (s=r)

ou les a;(r) sont C* et ou les différentes dérivées de v par rapport a t
sont holomorphes en s.
Soit alors un ¢, tel que a,,(t,) #0, on aura d’apres I'équation (8) :

La,(to) _ $2=p?) A (Lo)

(s—r)" (s—r)" .
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On en déduit que s — ®?(¢, s) admet un prolongement holomorphe en
tout point re N*, r#p.

4. Un théoréme de Paley-Wiener

r®
Soit (Y {., %)) un élément de J H,do (2), nous avons le théoreme :
A

THEOREME B. — Supposons que :
o

- (Y(., TX))EJ‘ (A )= do ().

A
— 21— Y (b, %) se prolonge en une fonction entiére sur C qui vérifie les
trois conditions (2) et la propriété de croissance (%).

Alors il existe @, éléement de & (X), tel que :
@, 9)=V(.9)

Preure. — D’aprés [9], théoréme C, il existera un élément fde L*(X)*
tel que ;

(F (0 =((., v).

Cette fonction fest de classe C™ (puisque L* (X)* C C* (X)).

Il suffit de montrer que le support de f est compact, pour cela on
montre que f (a,x°)=0 pour t >log 4 (o1 A est la constante qui intervient
dans la condition de croissance (%)). Le théoréme en découlera en considé-
rant 'action du sous-groupe K.

D’aprés un théoréme de [16] (théoréme 4.4.2. 1) on a:
f=>4d@®) f; dans L*(X)>,

ou la somme est étendue sur les classes d'équivalence des représentations
unitaires irreductibles de dimension finie de SO (n) (O (2) pour n=2), et
ou d () est la dimension de & avec :

A(X)=Jmf(k“..r)dk

(Pintégrale étant prise sur SO (n) (O (2) pour n=2)) ou &; (k) est le caractére
de 4.
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Faisant x=aq,x° il viendra alors :
Sax%) =3 . .d(p) f,(a,x°,
avec :

fr(a,x)= Jf(k“‘-X) o’ (k §°) dk,

” etant défini comme le paragraphe 3.
On va montrer que f,(q, x%) =0 pour t>log A4.

Pour des raisons de commodité, introduisons pour la suite les notations
suivantes :

1
=2y I, d= — B, ).
By=2v+p+ v ReS(C(S)C(_S),BV)

De I'égalité :

S (s S>=J(rkf5\(., s) w? (k £°%) dk

et de :

1 o i
—_— A ,b STP ,b,_ db: i 3 P(— ’
r(s—p+1)'2jgl[t J270f,(a, b, —s)db=" (1, s) Y (—s)

ou :
V= | b 90 b
v B
et en utilisant la formule d’inversion il résulte que :
dv

.0 =K " P __ i P P
fp(a,x?) L Y (=iv)o ([’”)?{c(zv){z

+KY 5 s0d WP (B 07 (5, =B,

D'apres la relation (9) on a:

QP (6, iv)PP(—iv)
=P (—iv)[c(1v) 2, (iv) D7 (L, iV)
+y(=iv)c(—iv)®? (e, —iv)]
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Or on déduit de la deuxiéme des propriétés (#) que :
WP V) 2, (=) = U2 (=) y (=i v),
d’ou :

r|—dv—"@"(t,iv)\b"(—iv)=Jq D e (r, i)y (=iv) 7 (= i)
0

c(iv)i® _c(iv)

Pour la « partie discréte », on emploie la relation (9) et (cf. [5], p. 405) :
pz2v+2 = VP (-B,)=0
d’autre part on remarque que :
pz2v+2 = ,(B)=0,
d’ou :
S50 WP (B @P (1, =B =T 5o du [P (5)7(5) ¢ (5) P (1, 8)],= p,

On applique maintenant la méthode classique : on intégre la fonction
méromorphe :

Lo, —s)y (= 1w (=),
c(s)

le long d’un contour que I'on déforme en suite. On aura :

LT g, —R—iv)y(=R—iv) WP (= R—iv)
2n)_o ¢(R+iV) ’
1 [*= dv

T 2n) oL civ)

D2 (L, iv)Y (—iv)¥YP(—iv)

+Y R, xk)wl’(—xokes(”“s), xk),
c(s)

la somme étant étendue aux poles de y(—s)/c(s) situés dans notre domaine
O0<Res<R. Pour obtenir cette derniére formule on s’est servi des
inégalités :
|07 (r, —o—it)| <C e *?,
(14+c2+1)"Nyge
IT((c+1=p+it)2)|

____1_____<C3|1‘ C_I:p_+_n_f_2 |(1+O’2+‘t2)“.
lc(c+i1)] 2

WP (c+it)| <C,
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Si 'on utilise maintenant la formule ([S], p. 427) :
c()el—s)= — L2 52008 n((p+5)/2) cosn((p=5)/2)

F((p+s)/2)F<<B;—s)>ssinns

on trouve apres considération des poles de c(s)c(—s) et de y(—s)/c(s)
que nous avons :

fp(a,x°)=2nKJ—®m;—(Fd§i—D®P(t,—R—X)\J/"(R+ik)ap(R+ik),

d’ou en employant les mémes inégalités que précédemment :

+ dr
VR, a,x°)| KC(Nye Rte et AR .
|fp( ‘C)I (1')9 J_m (]+R2+x2).\l—p

Ce qui entraine f,(a,x°)=0 pour t>log 4.
Cela achéve la démonstration.

Remarque. — On peut donner des précisions concernant la premiére
hypothése dans le théoréme B.

Si fe L?(X)*, alors, pour tout n entier, on a :
n(Q" feL*(X)*,
d'ou ([9], théoreme C) :

®
(P, (Q7) L)EJ H o, do (2)
A

avec f,e(#,)* presque partout; cela donne :
®

(x2=pH)" f) ej H ,do ().

A

De méme, en considérant m(w") fon obtient :

@
(A% 1) EJ K, do ().
l\

Réciproquement si :
@
vna, Vm, (2 —p*)"Ag f,ef K do (),

A
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avee |

fre ()™

Alors :
(f)elL(X)”.

En effet la condition entrainera :

vm, (f,)eDom(n(A)™), A=1-(Q-20w).

le résultat découlera alors du théoréme de Nelson (c¢f. [16],
théoreme 4.4.4.95).
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INTRODUCTION : RAPPELS SUR LES ALGEBRES DE JORDAN
SIMPLES EUCLIDIENNES

A. Les Algebres de Jordan
Soit V une algebre de Jordan sur le corps F (F =R ou C ), simple, de dimension n,
d'élément unité e.Pour x et y dans V, on définit les endomorphismes de V :

LX)y =xy ; P(x) = 2L2(x)-L(x?) ; xOy = L(xy) + [L(x),L(y)].
On note det x la norme réduite sur V, c'est un polyndme homogene, irréductible, de degré r.
L'entier r estle rang de l'algebre V.
Un idempotent s (s2 =s) est dit primitif s'il est non nul et n'est pas somme de deux
idempotents non nuls. Un systeme d'idempotents primitifs {e1,....ep} est dit sysieme

d'idempotents orthogonaux complet sil'on a :
e= i ei eiej = djje;.
i=1

On aura alors p =r. De tels systémes existent.Tout élément x de V peut s'écrire sous la
r

forme : x=2).iei (hie IF)
i=1

oufeq,...,er} est un systéme orthogonal complet (dépendant de x). Les nombres Aj sont
r
appelés les valeurs propres de x etlona:detx = Hl Aj.
1=
Un élément x de V estdit inversible si P(x) est inversible et 1'on posera dans ce cas
x"1=P(x)-1x ; ona: x x| =e .Rappelons que x est inversible si et seulement s'il existe y dans
F[x] (I'algebre engendrée par x) tel que Xy = ¢ ou, si et seulement si,det x #0 .

On munira V de la forme bilinéaire (non dégénérée ) : <x,y> = % tr L(xy).

Le groupe de structure Str(V) de V est défini par :
Str(V) = {ge GL(V)/Vx e V, P(gx) = gP(x)g*}

(ot g* désigne l'adjointde g parrapporta <,>).

On définit aussi Aut(V) = {ge GL(V)/ g(xy) = g(x)g(y); x,y € V}< Str(V)

Le groupe Str(V) est algébrique ,réductif, d'algebre de Lie
¢={xQy.xetydans V}F

(On désigne par EF le sous-espace engendré par E)

Onnote G (resp. K) la composante neutre de Str(V) (resp. de Aut V).

Si x est un élément inversible de V et si g appartient a Str(V), gx est aussi inversible et:

(g0l =(g*)lxh
D’autre part, pour x dans V et g dans G: det(g.x) = (det g)i/n det x.
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Soit ¢ un idempotent, les valeurs propres possibles de L(c) sont 1, % ,0 etonala

décomposition de Peirce associée a ¢ :
V=Vi®Vip® Vg (x = x1+X1/2+X0)
ol V) = {xe V/L(c)x = Ax}.(Lorsque le contexte l'exige, on notera l'espace Vi, Vi(c)).

Les espaces Vi et Vg sontdes sous-algebres simples (d'unités ¢ et e-c) (voir
(Br.- Kee.]); de plus:

Vo Vi=0

Vip Vip € Vo+ Vi

ViVip < Vip (1=0,1)
(cf. [Fal.])

L'algebre V; opere sur Vi, par la représentation

P X — 2L(X)lV1/2 X € Vi

cette représentation est unitale (cf.[Sal.]) c'est a dire que l'on a :

p(c) =Idlvp p (xy) = 12(p(X)p(y) +p(y)p(x))

Nous dirons qu'un élément x de V est inversible par rapport a l'idempotent ¢ si P(¢c)x = x7 est
inversible dans l'algebre Vi

Sicestprimitifona: Vi =Rc
On a le lemme (cf.[Fal.])
Lemme 1 : Soient ¢ un idempotent de V, z un élément de Vy/; et
X = X1+X1/2+X¢ un élément de V on aura :
(exp 2z[J ¢)(x) = y1 + Y1/2+ Y0
avec: Y1 = X1 ; Yy1/2= 2L(z)x1 + x1/2
yo = 2L(e-¢)L(z)2x1 + 2L(e-c)L(z)x1/2 + Xo

Un lemme fondamental pour la deuxiéme partie est:

Lemme2 : Soit x = xy+x1/2+Xx9 un élément de V inversible par rapport a
'idempotent ¢, il existe un élément z de Vi3 et un élément x'p de Vo uniques
tels que: x=(exp 2zJc)(x1 +x'p)
Si de plus x est inversible dans V, x'gle sera dans Vg .
Par le lemme 1, il nous suffit de résoudre le systeme :
2zx1 = X112
x'o +2(e - c)(z(zx1)) = X0
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La premiere équation s'écrit: p(x1) =x1,2

Soit alors u l'inverse de x; dans Viona: Id|v1/2 =p(ux]) = p(u)p(x) (caru € [F[x1] quiest
associative (cf. [Fal.]) et donc z = 2uxy2

La deuxieme équation nous donne x'g .

Si maintenant x est inversible dans V, x1+x'g le sera aussi puisque exp 2z[] ¢ est un élément de
Str(V), mais comme IF[x1+x'0] = F[ x1] + F[xg] et que x1 est inversible dans V1, x'g le sera
dans Vg. O

Fixons maintenant un systéme orthogonal complet et posons :
Vii = Vi(ei) = Fej Vij = Vi(ej) M Vi(ej) P#].
2 2

On a alors la décomposition de Peirce associée au systéme :
V= @& Vj X = Z Xij

1<i<jsr i<

les espaces Vijj (i #j) ontla méme dimension d (indépendante du systéme) et on a donc :

n=r-+ djr(r-l).

Cette décomposition est orthogonale pour la forme bilinéaire <,> ; de plus :
Vij Ve = {0} si {i,j} n{k,£} =0
Vij Vik © Vik izk
Vij Vij € Vij + Vjj
(avec xy =5 <X,y> (ei+e)) ; x,y dans Vi)

Supposons maintenant ( et nous ferons cette hypothése dans toute la suite de ce travail )que V
soit une algebre réelle euclidienne (la forme <, > est définie positive,ou ce qui revient au méme
a2 + b2 =0% a =b =0).Alors l'application 0 : X >-!X est une involution de Cartan de ¢, le
sous-espace «={L(ej) /1<1<r }R est une sous-algebre de Cartan de la paire symétrique
(¢, ouXx=(Xeg/6X) =X} ={[Lx),L{y))/x,y € VIR est l'algebre de Lie de K;les
racines restreintes de (¢, + sont les formes linéaires 1/2(yj — i), i#j,0u {v; } est la base duale
de {L(ei)},et le sous-espace radiciel correspondant & 1/2(y;— vp) est VijO ei (cf.[Sal.],[A.])
Siun élément inversible x de V posséde p valeurs propres positives et q négatives on dira
que la signature de x est (p,q) (p+q=1).
Les orbites ouvertes de V sous l'action du groupe G sont :
Q; = {x inversible / signature de x = (r-1,i)}
Qo = Q est la composante connexe contenant ¢ de l'ensemble des €léments inversibles de V et
Q=Ge K={ge G/ge=¢}
Q est un espace riemannien symétrique et si dx désigne la mesure euclidienne associ€e au

produit scalaire <, >, d*x = est une mesure G-invariante sur €.

X
(det x)M/r
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Exemples:

1) V =Sym(r,R) les matrices (r,r) symétriques réelles avec x.y =% (xy + yx).

Dans ce cas le déterminant est le déterminant usuel, et-donc un élément x de V sera
inversible pour la multiplication de Jordan s'il est inversible au sens usuel , les inverses
coincideront ; on peut prendre comme syst¢éme complet orthogonal le systeme ({ey,....er} avec

ex = (ajj) ou oy =0 si (i,)) # (k,k)
Okk = 1.
Ici d =1etVij=Rajj avecajj = (agr) o agr =0 si {kr}# {i,j} et o =1 sinon .
Le produit <, > est donné par <x,y > =tr x.y =trxy.
Le groupe GL(IRT) opére sur V par:

x—>gxlg
et l'on a (cf.[Sal.]) G = GL*(RH si r impair
G = GLY(R") /(+1q) si r pair.

De maniére analogue Herm (r,C) , Herm (r,H) sont des exemples d'algebres de Jordan

simples euclidiennes (d =2 et 4 respectivement).

2) V =RxE ou E est unespace euclidien de produit scalaire (.,.)g, de dimension n-1; le
produit de Jordan sera : (A wA,v) = Ap+(u,v)g,Av+uu)

ici det,u) =A2-llullg (@ =2)

et G = R*+x SOq(1,n-1).

B - L'équation fonctionnelle des distributions zéta
On désigne par $(V) l'espace de Schwartz de V, les intégrales
Zi(£,s) = ![ Idet xI® £(x) d*x Res > =

J
définissent des distributions tempérées. Ces distributions admettent un prolongement

méromorphe sur C, en effet de l'identité de Bernstein :
(det d)ldetxIs = (-1) b(s)ldet xIs'1  x e Q;

avec b(s) = s(s+ %) (s+(r-1)%) l'on déduit, par intégration par parties, pour Res assez

grand:
Zi((det d)f,s) = (-l)r'jb(s- %)Zj(f,s-l).

(On définit l'opérateur det d par: detd e<¥> =dety e<-¥)
Ce qui permet de prolonger en s.
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Le théoréme suivant (cf.[Sa.-Fa.])est un cas particulier d'un résultat plus général dii 2 Sato et
Shintani ([Sa.-Sh.]).

Théoreme 1 : La transformée de Fourier de Z; est donnée par :

A in r n
- 5 TS
Zi(f,s) =Tq(s)e 2 2 ujk(s)Zg(f,-s+ F)
k=0

ou les fonctions ujk(s) sont des polyndmes en eims et ol
n-r

r-1
Fas) = @m? I r(sj9)
j=0

est Ia fonction gamma du cone.

On a posé ici £(8) = J.e-i<x,&> f(x)dx  (f dans (V).
\Y

Les fonctions ujk(s) sont explicitement connues.Posons
k
Py(z) = H1(1+(-1)d(k'p)2) (Po=1)
p:

on aura:
Proposition 1 : Pour tout nombre complexe A:

T

r n

. i - i -1 .
> 00 k() = Pro(e 2 0q) qkPi(e 24T ag 1) avee q = eins,
j=0

On va tirer de la proposition 1 quelques conséquences utiles pour les chapitres 2 et 3 de la
troisieéme partie.

a)Supposons d=2 et r impair oud =0 [4]

Alors exp(-i11/2d(r-1)) = exp(in/2d(r-1)) = 1 et Pi(z) = (1+z)k

11 vient pour tout nombre complexe M :

r
Z A ujk(s) = (1+A eims)r-keimks(14+)\ g-ims)k (*)
j=0
d'ou en faisant A =l et-1:

T

T
Z Ujk(s) = (L+eimS)f = 2reims2(coss/2)F et Z (= 1) uji(s) =(-1)rk(eims -1)r
=0 =0
D'autre part,si dans la relation (*) nous faisons s = n avec n dans 2 ,il vient:
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r
2 A Ujk(n) = elfrkn (14)eimmyr  d’ob ujk(n) = eimkneinjn CJr
=0

b)Supposons d = 2 et r pair
Alors exp(-im/2d(r-1)) = exp(in/2d(r-1)) = - 1 et Pr(z) = (1+2)K
et

r
2 M ujk(s) = (1-N eimsyrkeinks(1.) e-ims)k

=0
d'ou :
L r
Z ujk(s) = (-DX(1-eims )r et 2 (=1) ujk(s) = (1+eimsyr
=0 j=0

De méme que pour le cas a), on trouve (n dans 2) :
Uje(n) = (-DIG- k]
c)Supposons d = 1 et r pair
Alors exp(-171/2d(r-1)) = - exp(in/2d(r-1)) ; d'autre part :
Pr(z) = (1- 22)%2 sikest pair et Py(z) = (1- z22)&1/2(1+z) si k est impair
o) Sik est pair
r
z 2 Ujk(S) = (1+)\Zei2ﬂ5)(r-k)/2eiﬂk5(1+)\2e-i2‘n5)k/2
=0
I n'est pas difficile de constater que dans ce cas :

ujk(s) =0 pour tout j impair

wjk(n) = C]r/2 (n est dans Z2)

3)_Si k est impair

Z M ujk(s)=
=0

(1+ N 2ei278)(r-k-1)/2¢iks(1 4+ N 2-1278)(k-1)/2 (14 eimtse-in(r-1/2)(1-Ne-inse-in(r-1)/2)

Laencore : ujk(n) =0 pour tous j impair (ndans 2)

uj(n) =(-DknC) )
Nous voyons donc que dans le cas ¢) ,pour tous les j impairs, tous les k et tous les entiers n
ona ujj(n) =0 ; on se servira de ce fait dans la proposition 1 du chapitre 3 de la troisieme
partie .

d)Supposons d =1 et r impair
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- Ici par contre on trouve que tous les coefficients ujk(n) sont non nuls.

C - La sous-algebre V'
Réécrivons la décomposition de Peirce associée au systéme orthogonal complet {ey,...,er} :
V= @ Vi

1<igj<r

[1 n'est pas difficile de voir que
Vi= @ Vij=Volen)

2<i<j<r
et ®  Vij=Vi(ep.
2<j<r )

Il en résulte, d'aprés les rappels du paragraphe A, que V' est une sous-algebre simple
euclidienne, de rang r-1, d'unité es+...+er.
Considérons l'application @ :

@:RxVy eV -V
2
(u,z,v) — exp(2z[] ep)(uei+v)

C'est une application C*= d'apres les formules données par le lemme 1.

Proposition 2 : Posons W = {x € V/x11# 0}.

Alors @ réalise une bijection de R* x Vi (e))xV' sur W qui est un C=
2

difféomorphisme.

L'application exp(2z[] e1) estun élémentde G, de déterminant 1, d'ol :
det ®(u,z,v) = det(ue1+v) =udet' v
(si A est un objet de ’algebre V, A'désignera l'objet correspondant de I’algebre V').

D'autre part si x =uej+z+v estdans W avec z dans Vi (e1) et v dans V' onaura parle
2

lemme 1 :

(D(u, 2

u,v-%(z.z))=x

d'ou la proposition 2.
Les éléments de G respectent la signature d'un élément x de V, onen déduit :
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O(R*™x V) (e)*Q) = QoW
2

DR V) (eD)*XQ ) =Qr "W
2

DR V) (€)XQ) U OR™* V] 1)*Qi) =AW (0<i<)
5 2

L

(ousi A estunobjetde l'algébre V, A" désignera l'objet correspondant de l'algebre V'), ]

Exemples
1) Si V =8ym({,R), alors V' =Sym(r-1,R) de méme pour les Herm(r,[F) (F =C ou
H).

2) Si V=RXE, alors V'=1R.

3) Si V est l'algebre exceptionnelle on voit par la structure de V' = V72 @ V33 @ V3
que V'= RxR9,

On constate que pourr > 2, d' =d.

D.-Une identité de Bernstein généralisée
Reprenons la décomposition de Peirce associée au systeme orthogonal complet {ef,...,er} :

V=@ Vj
1<i<i<r
Ona Vier+....+ex, ) = Vg = @ Vi

1<i<j<k
c'est une sous-algebre de V,nous noterons dety son déterminant. Enfin on posera Ag(x) =
detk(Pr(x) ol Px = P(eg+......+ex).(A(x) = detx )
Pour un polyndme P sur V,on définira l'opérateur P( 0 ) par :
P )e<-¥> = P(y )e<-¥y>)
Pour un r-uplet de nombres entiers positifs m = (mj,....m;) avec mj=my...2m; = 0, on posera
Am@) =A@ AT @A @)
et pour s = (s1,...,8y) (sj dans € )
Ag (0= AP0 LA AT () (xe Q)

Soit 7t l'action naturelle de G, on notera ®m l'espace vectoriel engendré par
{(rn(g) Am(x)/ ge G}; on sait que (cf.[Ko.] ) que m est irréductible dans ®m.
Proposition 3 : Pour tout p de P mon a:

J. e <%y>p(x)(detx)sd*x = Cg(m+s)(dety)-Sp(y-1)
Q

n-r p

-5 N
ol y est dans Q et Res >n/r-1 et avec I'g(m+s) = (2n) 2 iI_TI F(s - mj - (1-1)5)
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D'aprés [Fal.], on a pour Re s; > (i-1)d/2 et y dans Q :

e <XY>Ag(x)(detx)s d*x =Tq(s)As(yl) ou I'as) = 2n)

nrr
21 T(si- (-19)
9} =
d'ol pour g dans G:

e <%Y>Ag(gx)(detx)s d*x = Ta(s)As(z(y 1)

0
prenons maintenant s = s+m avec s dans € et Res > n/r -1, on aura:
As(g(y"1) = Am(g(y-D)(det(g(y1)))s = Am(g(y 1)) (detg)s/n(dety)=s
d'ou la proposition pour p(x) = Am(gx) et donc la proposition pour tout p(x) par linéarité.
O
Corollaire 1: Soit p un élément de ®, , alors:
p( 0 )(detx)S = Bm(s) (detx)S p(x-1) ou x est dans Q et s dans € et avec:

Bm(s) = (-1) ml Tolm=s) _ 4y iml H H (k -s- (i 1)—)
I'a(-s)
(Iml = mq+...+m;)
En effet,pour Re(s+n/r) <0 : (detx)S = J;e'<x,y>(dety)s d*y
Fa(-s)
et donc:
p(0)(detx)S = (p(@)e~<*.¥y>)(dety)s d*y
Q( $)
GV «
= e"<X¥>p(y)(dety)s d
Fa(s) l’; pLy y y

on prolonge ensuite en s.

E. Relation des orbites Q; avec les espaces d'Oshima -Sekiguchi
On reprend 1'algébre de Lie € de G, on sait (cf.[Sal.]) que € est réductive et que:
¢=RLEe)®[¢.¢]
ou €3=[¢, ¢ ]estune algebre de Lie semi-simple.
Au niveau global : G=R*+X GS avec GS={ge G/detg=1
GS est connexe,semi-simple de centre réduit 2 l'identité,d'algébre de Lie €S.L'involution
X — -tX est une involution de Cartan provenant de l'involution de G: g — (g*)"! = 6(g)
On a les décompositions de Cartan de ¢ etde €
¢ = XD ¢S =X DPS

ol : ¥={X e ¢/0(X) =X} ={[L&K), LYy € VIR
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®={LKx)/xdansV} ; &S= pNegs
Soit fj I'€lément de V défini par fj=e; + ... +€j - €j4l - m€r (0<j<T)
Onpose Hj=(ge G/gfj="fj} =(ge G3/gfj=1)
On sait que les orbites ouvertes de V sous l'action de G sont les ensembles Q; = Gf; = G/H;
Ona G/Hj= R*+X GS/H; '
On se propose de montrer que les espaces GS/Hj sont des espaces d'Oshima-Sekiguchi
(cf.[Os.-Se.])
Posons 6;: G - G

g — P(f)8(2P(f)

comme fj 2 = ¢ on sait (cf. [Fal.]) que P(fj) € K, donc 68; =66
D'autre part P(fj) 1 =P(fj1) = P(f))

donc 6 est une involution de G.

Proposition 4 : H; C Gej ={ge G/Bj(g =g}

Eneffetsi gfj=1f; onaura P(fj)0(g)P(fj)=gP(fj)g* car g appartient au groupe
Str(V); d'ou 6j (g) = g

Réciproquement si P(fj )6(g)P(fj) = g on aura P(g'lfj )=P(fj)

on sait alors (voir [Br.-Kee.] page 145,corollaire de la proposition 2.6) que: g lfj = £ fj

d'ou g'lfj = gfj=1j saufsirpairetj=r/2 ]

Remarque:Si g € Hj on aura (g*)‘l(fj ) =(g(fj) )yl= fj etdonc H;j est stable par *

T
Soit w5 = { D AL(e) /Aie R, TAi=0) € #3
k=1

3 est un sous-espace de Cartan de ® et les racines de (4¢3 , « S) sont:
Z={120— ) = i, i#j }
({vi } est la base duale de {L(ej)}),et le sous-espace radiciel correspondant a 1/2(yj— ;) est
Vijdei)
onprend Tt={qji/i<j}

Définition (Oshima-Sekiguchi)
Une signature de racines est une application €de X dans (-1 ,1 } telle que:
g(o) =g(—x) pour toute racine o

ga+f)=¢eel) sia+fp €Z
Pour chaque signature de racines, Oshima-Sekiguchi définissent une involution 8¢ de €5 par
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B:(X) = 6(X) si X estdans of S+
(ou & estle centralisateur de « S dans X)
0e(X) = £(0)8¢(X) pour toute racine o et tout X de ¢ &

(ol ¢ *est le sous-espace radiciel correspondant a o)

Lemme 3: Soit gj I'application de X dans {-1, 1} telle que
gj (akp = -1 si j est compris entre k et |
gj(oag) =1 siketl<lousiketl>]l

alors € est une signature de racines .

C'est une simple vérification. 0

Soit 68, I'involution associée par Oshima-Sekiguchi & la signature de racines €;
J
Proposition 5 : 6. =96;

€j
*Ona P(fjlek=ex pourtoutk=1,..r
cela entraine que P( fj) € M centralisateur de « S dans K,et donc:

AdP(f)X =P(fXP(f)) =X si X € o3
dot:  6;(X) =6(X) = Gej (X) siXe S
*Onsait que: L ={Xe X/ X(ex) =0pourtoutk=1,...r}
comme X € 4 est une dérivation, X(xex) = X(x)ex et par conséquent X laisse stable les
espaces Vii( k <1) de la décomposition de Peirce.
D'autre part:

P(fj)(ex) =ex, P(fj)(xk) = -xk1sik<j<l, P(fj)(xk1) = xk sinon
et donc XP(fj)= P(£;)X
d'ou: OJ- X)=6(X) = Oej X) siXe L
+ Soit maintenant X dans Vig[Je; X =xi[Je1 (I <k)on aura:
P( £ )(xik(J epP( ;) = (P(fj )xkpOer puisque P(fj)(e) =e;
et puisque P(fj)(xk)) =-xkisil<i<ket P(fj)(xk1) = xx sinon,on en déduit:
6 (X) = & (c4DB(X) = B, (X)

d'ou la proposition 2 . 0

On a (cf.[Os.-Se]) ¢s = X S} @js avec

Xj=(X e gS /6X)=X]), ®j=(Xegs/6(X) =X)

Lemme 4 : H; = (H; N K)exp(®SN X ;)
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Par la décomposition de Cartan de GS on a pour g dans Hj: g = uexpX
Hj étant stable par la transposition * , on aura : gg* = exp2X € H;
et exp2mX appartiendra & Hj pour tout m de N.
Soient alors Pi,.....,Px les polyndmes (a ceefficients réels) qui sont équations du groupe
algébrique { g € Str(V) / gfj ={j };les éléments exp2Xm annuleront les p6lynomes P| mais
alors il est classique (voir par exemple [Wa.] Lemme 3.2 7) que pour tout t exptX annulera les
polyndmes Pj et par conséquent exptX est un élément de Hj pour tout t , d'oli le lemme.

a
Corollaire 2 :Soit (Hj)o la composante connexe de Hj contenant l'identité, on a:
(Hpo= ((Hjo N K)exp(®SN X))

Remarque: Le corollaire 1 n'est rien d'autre que la décomposition de Cartan du groupe réductif
(Hj)o (l'involution de Cartan est 66] )
Proposition 6 : Hj= (Hj)oM

I1 suffit, d'aprés les résultats précédents, de montrer que ((Hj)o N KM= H;N K
Soit donc g un élément de Hj N K et considérons Ad(g- s = 1 ; comme g appartient 2 Hj
etaK,ona: Ad(g1)o8 = BoAd(g'1)

Ad(g'l)o ej = ej oAd(g'l)

; S
et par conséquent » Lest un sous-espace de Cartan de 9>js ny .

Soient alors H; € « S (resp.Hy € o« 1) tel que pour toute racine ccde (€5, S )(resp.de
(¢35, 1Yon ait ae(Hp) = 0) (resp.ou(Hzp) # 0).11 est alors classique que

5= {X e s»js N ®°/[X,Hi] =0} (resp. #1 = (X e svjs N #°/ [X,Hy] = 0))

(voir par exemple [Wa.] Lemme 7.5.4.)
Soit B la forme de Killing de €8 ,considérons l'application
¢:HpoNK->R
k — B(Ad(k)Hp,Hy)
(Hjo N K étant compact il y existe un €lément kg tel que :
d(k) = ¢(ko) pour tout k de (Hj)p N K
mais alors on aura pour tout réel t et tout Z de X; N X : d((exptZ)kg) = d(kp)

et donc %lt _0 o((exptZ)kp) =0
c'est a dire que pour tout Zde XN X :
B([Z,Ad(ko)H2],H}) = B(Z,[Ad(ko)H2,H;]) = 0
comme[Ad(ko)Hp,H ] est dans X N X on en déduit : [Ad(kg)H,H1] =0
Mais alors Hy est un élément de Ad((kg) 1)« S qui est un sous-espace de Cartan de 9js ne
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donc : Ad((kg) )wS = w1
d'ou: Ad(g-1)ofS = Ad((kg)-1)eS
et par conséquent g(ko)-! est dans M. 0

Cette proposition exprime que Hj est le groupe que Oshima et Sekiguchi construisent a partir de
la signature de racines ;.

Donnons pour terminer le groupe de Weyl:

Proposition 7:Le groupe de Weyl M*/M s'identifie a 1'ensemble des

permutations de {1,...,r}

Un élément m de M est caractérisé par la propriété suivante :
Ad(m)X =X pour tout X de «

cela est équivalenta  mL{e)) = L{epm i=1,..1=r
ou m(eix) = m(e;)m(x) = e;m(x) pour tout x de V
c'est & dire m(e;) = ej i=1,.,i=r

DoncM={meK/Vi=1,.r m(j=e;)
Remarquons que pour tout j (0 £j <r) M C H;
Soit maintenant m un élément de M* normalisateur de « dans K, il sera caractérisé par la

T
propriété: m(e;) = 2 ui(L(ek) avec ui( dans R
k=1

se servant alors des relations m(e) = e et (m(e)))? = m((ej)?) = m(e;) il n'est pas difficile de se
convaincre que m(e;) appartient a {m(er),..,m(er)}, ce qui entraine la proposition. 0

Remarque: La décomposition (voir [Sa.-Fa.]) Qj= . eUg AN(e1eq +...+€c€r)
J

ou € = (€1,....&) avece] =xlet &j={e/card{k/ & =1} =r-j}

est alors la proposition 1.10 de [Os.-Se.] ("décomposition d'Iwasawa par rapport a Hj ").
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I.-. LA DECOMPOSITION DE GAUSS DANS UNE ALGEBRE
DE JORDAN SIMPLE EUCLIDIENNE

A.- La décomposition de Gauss.

Soit V une algebre de Jordan réelle, simple et euclidienne. On fixe un systéme
d’idempotents, complet et orthogonal {e1,...,e,}. La décomposition de Peirce associée
s'écrira :

V= Vij
<j<r

1<
T = E Tij =~
1<y

et ona:
ViVik CVik i#k
oVi;Viu={0} si {1,7}Nn{k, 1} =0
oViiVi; € Vii + V55
(l‘y = % <zy>(eite)zye Vu)

Soit VC la complexification de V' (en tant qu’espace vectoriel), on prolonge le
produit de Jordan par bilinéarité sur VC, il n’est pas difficile de voir qu’avec ce produit
VC devient une algebre de Jordan. De plus la forme bilinéaire < , > se prolonge en

une forme bilinéaire non dégénérée sur ve
Lemme 1: VT st simple.

En effet soit I un idéal de VC, alors INV est unidéal de V ;si INV =V alors
[=vC,siInv = {0} , soit @ + ¢b un élément de I alors (a + ib)(a — b) = a® + b*qui
est un élément de I NV d’ou comme V est formellement réelle : a = b = 0.

Le groupe Str(VC) est un complexifié de Str(V) au sens ou son algebre de Lie est la
complexifiée de l'algebre de Lie de Str(V).
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Le systeme {e;,...,e.} sera un systeme complet orthogonal de VCet la décomposition

de Peirce s’écrira :
C_ C
ve= P v
1<i<i<r

les 15: auront les mémes propriétés que les V;;.

C

. inversible par rapport @ tous les

Théoréme 1 : Soit z un élément de V
er+...4+e (1< <r). Il existe des nombres complezes uniques ay, ..., a, non nuls et

des éléments ) de

P vi a<isr-1
k=j+1

tels que :

T = T(z(l))...r(z(r_l))(z ageg)

k=1

avec : T(Z(j)) = exp2z\) Oe;

La démonstration de ’existence se fait par récurrence sur le rang r de l'algebre ve
Pour r = 1 'assertion est évidente.
L'élément z est inversible par rapport a e = e; + ... + e, et par rapport a e; ;

appliquons alors le lemme 2 de l'introduction avec ¢ = e¢; on aura :
z=7(z2M) (21 + 2b)
ou :
c=n+apt+ae Ve, o vie,1/2) 6 vYe,0
zp € Vc(el,O) zy inversible dans Vc(el,O)
PARA= VC(el,l/Q)

On a: z; = aje; avec a; € C* car z; est inversible dans VC(el,l). Se servant de la

décomposition de Peirce :

vE= @ vy

1<i<<r
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il n'est pas difficile de se persuader des égalités :

Ve, 00= P

2<i<j<r

ez = B

2<;<r

La sous-algebre Vc(el ,0) est une sous-algebre simple de rang r — 1, d’unité e; +... + ¢,

de systéme complet orthogonal {es,...,e,} et dont la décomposition de Peirce est

D

2<i<s<r
par 'hypothése de récurrence on peut donc écrire :
26:7‘(2( X (r 1) (Zakek) avec 219 ¢ EB 2<5<r—-1) aqeC™
k=j3+1

D’autre part :
Vir>25322 e €V(e,0)

d’oti (Lemme 1de Vintroduction), 7(2(9))(e;) = e; et donc

r

z=1(zM)r (2O akes)

k=1

Pour l'unicité, on procéde également par récurrence sur le rang r. Il suffit de

remarquer que :
T(Z(l))...T(Z(r_l))(Z ager) = T(z(l))(alel +2') avec 2’ € V(e1,0).

Mais par le lemme 2, 2’ est unique.

Remarque : D’aprés la démonstration du théoréme, il est clair que I'on a :

2
eV = aweR et Ve V.
k=j+1
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Le résultat suivant se démontre d’une maniere analogue.

Théoreme 1’ : Soit z dans VC, inversible par rapport 4 tous les e; + ... + e,
(1<i<r).

Il eziste alors d’une maniére unique des nombres complezes non nuls by, ..., b, et

des éléments z(jy de Z;inqJ: (5 =2,.., 1) tels que :

2= 7(2m)T(22)) (D bie)
k=1

o T(z(jy) = exp(2z¢;y Oejy) .

La proposition suivante se démontre de la méme maniére que la proposition V.3.5.

de [Fal.]

Proposition 1 : Poura = ZZ=1 aje; , a; € C* et2U) = ZZ:j+l zik  zjk € Vik

on a :
P(a)r(z9)) = 7(z9))P(a)
o
) — o T = Xk
Z Z jk avec Zjk ” ik

k=j+1

Revenons au groupe de structure de V' ; son algebre de Lie s’écrit (cf[Sal.])

Gg={z0y/z,y e VIR

V' étant supposée euclidienne, I'application 6 : X — —!X est une involution de Cartan

de G. Posons :

A={L(e))/1 i< TIR
K={X€eg/o(X)=X}={[L(z), L(y)]/z,y € VIR

Alors A est une sous-algebre de Cartan de la paire symétrique (G,K) ; les racines res-

treintes de (G,.A) sont les formes linéaires £(7y; — vi)i # J, ot {;} est la base duale de

46



{L(ci)}. et le sous-espace radiciel correspondant & $(v; —vi) est Vij Ue; (voir[ Sal.] et
[A. ] pour tout ceci).

N = @Kj Vi; Ue; est une sous-algebre de Lie nipoltente de G. On note A et N les
sous-groupes analytiques de Str(V') correspondant aux algébres de Lie A et A/. Pour
Str(ﬁVC) et GC on notera les objets analogues AC, NC, etc...

La proposition 1 exprime que le groupe AC (resp. A) normalise NC (resp. V), le
produit ACNC (resp. AN) est donc un sous-groupe de Str(VC) (resp. Str(17)).

On notera dety le déterminant de la sous-algebre Vc(el + ...+ er, 1) et on pose

pour z dans ve.
Ax(z) = detk(Pk(:B))

ou Pi(z)=Pler + ... +ex)(z) (1<k<r)
De méme det} désignera le déterminant de la sous-algebre VC(er_k+1 +..+erl)
(1 <k <r)et pour z dans vCon pose :
Ai(e) = dety(Pi(2))

avec Pl(z) = P(er—g41 + ... +e5)(T) .

Proposition 2 : Pour n dans NC, A; dans C et n dans VC, on a

Ay (e:vp(E/\ L(e;) na:) —e:cp(ZA)L\L

i=1

Montrons d’abord que pour n dans NC et ¢ dans VCona:
Ag(nz) = Ag(z).
Vu la définition de NC, on peut prendre
n = erp(2z;; Oe;) zi; €V 1<
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Soit = > 0, par la proposition 1 :

Pley + ...+ ex +cepqpr + ... +cer)exp(2z;5 Te;)
= exp(2z;; Ue;)Ple; + ... + ex + cexgr + ... + 2€,)

En faisant tendre ¢ vers 0, on trouve :

:e;rp(Zzijl]ei)P(ei+...+ek)
st 2 et 1<k

oust et g>k+1

=Pleg+..4+ex) st : <k<y

Pley + ... + ex)exp(2z;; Ue;)

eSivety >k+1,Ple;+...+ex)r € VC(el + ...+ eg,1)et
Vc(el + ... +erl)C Vc(e,-,O)(P(el +...+er)L(ej) =0 care; + ...+ e, et e; sont des

idempotents orthogonaux) d’ou
exp(2z;; Je;)Per + ... + ex)z = Pley + ... + ex)z.

o Sizetj <k exp(2z;;0e;) est dans le groupe NC de la sous-algebre VC(el +...4eg, 1)
donc a un déterminant 1. Dans tous les cas : Ak(exp(‘Zzij a ei)x) = Ax(a).
e Comme ACnormalise NCil nous suffit donc de montrer la formule pour z = Y| _, axex

ce qui n’est pas difficile car

emp( zr: /\z-L(ei)>(Zr: arer) = i eMagey.
k=1

1=1 k=1

Cela entraine la proposition pour z inversible par rapport a tous les e; + ...+ ¢; et donc

pour z quelconque.

Remarque : Cette proposition entraine entre autre que si z € VC admet une

décomposition comme dans le théoreme 1, alors
1=k
Az = H a; #0
i=1
et donc z sera inversible par rapport a chaque e; +...+ex (1 <k <r).
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B.- L’espace préhomogene (AC NC, VC)

On va traduire les résultats trouvés concernant les algebres de Jordan en terme
d’espace préhomogene.

Notons p l'action naturelle de AC NCsur VE: p(g)r = g(z)
et soit :

Sc= {L M INCE o}

k=1

Proposition 3 : On a :

ACNc= {g € Str(VC)/pour tout z de V& on a:
(gx,-]-)kl =0 31 (k,l) <(i,j)
(gzis)ig = Aijze; Ay # 0}

(ou x = )3, ij est la décomposition de Peirce de z et ou l'on a mis l'ordre

lezicographique sur les couples (1,7)) .

e Soit T le sous-groupe de Str(VC) introduit dans la proposition, les éléments de T
sont représentés dans une base adaptée a la décomposition de Peirce @iij Vi j, par une
matrice triangulaire inférieure (avec éléments diagonaux # 0).

- o Il n’est pas difficile, mais un peu fastidieux de vérifier que AC et NC sont inclus dans
T. Soit g dans T', posons g(e) = noag(e) (en effet si u est dans VC\ SC il sera inversible
par rapport aux e; + ... +¢; (1 <¢ <r) et le théoreme 1 s’applique).

Soit t = (ngag) g .

t étant dans le groupe de structure on a :
= ty-t C
t{z,y,z} = {tz,'t y,tz} z,y,z dans V

ot {z,y,z} = (zy)z + z(yz) — y(zz) .
Faisons z = z = e, il vient :

t=ly =ty  clest-a-dire: “l=t
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On en déduit que la matrice de ¢ dans une base adaptée a la décomposition de Peirce

est diagonale, d’ou t € AC Et donc AC NC est algébrique.

Théoreme 2 : L’espace (p, AC NC, VC) est un espace préhomogeéne régulier de

lrew singulier SC; les invariants fondamentauz sont les polynomes Ay .

Le théoreme 1 nous donne la transitivité sur VC\ S¢C, la proposition 2 le fait que
VC\ SC soit une orbite.
detz = A,.(2) est un invariant a hessien non nul. Enfin comme les A sont irréductibles

et que
_ </ T _
SC—{xEV /HAk(:B)—O}
k=1

ce sont les seuls invariants fondamentaux. Nous nous trouvons donc dans le cadre des

espaces préhomogenes étudiés par F.Sato dans [Sat.]

Remarque : Par la proposition 2, le caractere de 'invariant relatif Ay est :

xk(a) = ea:pz Ai sl a= ea:pz AiL(e;)

=1 1=1
Soit :

S = {:cEV/HAk(a:):0} =ScnV.
k=1
En utilisant la remarque suivant le théoréme 1, on montre la :

Proposition 4 : Soit ¢ = (e1,...,€,), (€i = £1); posons

k
Q. = {x € V\S/sgnAg(z) = Hei} .
=1
Sous laction du groupe AN, les orbites de V' \ S sont les ensembles 2, . On a :

Q. =AN(e1e; + ... +erep)
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o Comme
k

Ap(sr1e1 4. +erer) = Ha,- , on aura par la proposition 2 : AN(g1e;+...+cce.) C S

=1

o Si z est dans (2, on aura z = T(z(l))...r(z(r_1)<zzzl akek) avec ar € R* 11 suffit

’ . r
alors d’écrire :Zkzl arer sous la forme Z;zl ajpekek avec ay > 0 et de remarquer que :

r r

Z ajerer = ezp(i log(a%)L(ek)) (Z €k€k>

k=1 k=1 k=1

Remarque : Pour ¢ = (1,...,1) on a Q, = Q le cone de 'algebre V' .

Soit maintenant p* 'action de AC NC sur ve. p*(g)r = (Y¢) 'z .
En utilisant le théoreme 1’ et un analogue de la proposition 2, on montre alors, d'une
maniere identique, que 'espace (p*, AC NC, VC) est préhomogene régulier de lieu sin-
gulier S¢ = {z ¢ VC/ [Tie; A3(z) = 0} les invariants fondamentaux étant les poly-
némes Aj}. L’espace préhomogene (p*, AC N, VC) s'identifie au dual de
(p,AcNC VY .
Les orbites de V' \ $*(S* = S§N V) sous cette action de AC NC sont les ouverts :

T

Qr = {:c € V\ S§*/signAi(z) = H 6,-} = p*(AN)(i 61'6,'>

i=r—k+1
(ol ¢ = (€1,...,&r), €i = £1).

Remarque : Soit z dans 2, il s’écrira :

T

z = n(Z akekek> arp >0

k=1

Dot
r

27l =tpl (Z %qek) € p*(AN)(iakek)

k=1 k=1
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-1
(en effet (g(y)) =t ¢g71(y71)) et donc :

Ap(2) = Ap(2)A7_4(z71) (1<Sk<r)

(Ar(z) = detz)

L’application z — 271 échange Q. et QF .
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II.- APPLICATIONS AUX INTEGRALES ZETA

A- Les intégrales zéta.

Introduisons une notation : pour ¢ = (oy,...,0,)(0; dans C), et r dans V' on pose :

Or—1—0r Or

Ag(a) = 1A ()] 77 [Ara(2) Ar(z)
A;(x) = lA:(l‘)lmlA* (l‘)‘a2_m--.|AI($)’0’_U"“

r—1

Pour f dans S(V') et pour o = (o4, ...,0,) avec Reo; > ... > Reo, > 0 posons :

\Ils(f;or):/Q f(z)Aq(z)dz.

Cette intégrale va définir une distribution tempérée, holomorphe dans le domaine
{0 € C"/Reoy > ... > Reo, > 0} :

De méme pour ¢ = (04, ...,0,) avec Reo, > ... > Reo; > 0

Vi(fio) = [ f@ay@)de.

(Ici dz désigne la mesure euclidienne associée au produit scalaire < , >).

Ces intégrales admettent des prolongements méromorphes a C” et définissent des dis-
tributions tempérées (cf[Sat.]).

Les valeurs o1, ..., 0, singuliéres sont situées dans une réunion dénombrable d’hyper-
plans ayant des équations & coefficients réels.

La fonction gamma du cone {2 est :
~-<z,e> ; n-r d, .
Ta(o) = [ e™<®>A,_, (z)dz = (27)"3 Hr<aj ~ 50 - 1))
Q 4

(Reoy > ...Rea, > n/r).

Pour f dans §(V) la transformée de Fourier f est :

~

fey= [ i fayis
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(on note ¢ — n/r le r-uplet (o —n/r,...,o0, —n/r)).

Proposition 1 : On a les relations

V(.o = =) =Ta(3) Y venl@)¥ (£, ~0)

nee
el
U.(f.o - 1:-) =Ta(0) Y wey(o)4(f, )
neé

avec 0 = (0r,0r—1,..,01),€ = {€ = (€1, .., 6r),6i = 1} et :

} r r—1 r
s

Vey(o) = exp — 7( E ExNkCk + = E m( E g —(r— k)5k>)
T k=1 k 1 j=k+1

Wen(0) —e"cp———<25k77kak+ Zsk< Z n;— (k-1 m))

j=k+1

e La matrice (r,;r) notée U dans [Sat.] page 450, (31) sera ici

1 -1
0 -1

1. Do

0 ... 0 —1

cela découle des valeurs des caracteres de Ay et A} :

\(k(a—eacpZ)\ i Xp(a) =exp— Z A

i=r—k-+1

(si a = exp X M L(er))
et le r-uplet noté A dans[Sat.] page 456, relation (5-4) sera (0,...,0, £) puisque

det (p (ea:p zi: /\,-L(ei)>) = ea:pg(i Ai)-
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D’ou la relation fonctionnelle a priori.

Les valeurs explicites des coefficients résultent alors de la relation (21) de[Sa.-Fa.].

Remarque 1 : Nous avons fait nos calculs dans un systéme complet orthogonal
{e1,...,er}, sl maintenant nous prenons comme systéme {er,...,e;} il n’est pas difficile
de constater que le polynéme Ay (resp Aj) construit avec ce nouveau systeme est
le polynome A} (resp. Ayg) du systeme {ej,...,e.} et que l'orbite Q. (resp. QF) est
'ancienne orbite Q% (resp. ()7) avec € = (€r,...,€1), ce qui permet de "passer” d’une

relation fonctionnelle a ’autre, on retrouve

052(5) = wey(0).

Remarque 2 : Dans notre situation, nous pouvons calculer les polyndmes de

Bernstein que F. Sato définit dans[Sat.]. Partons en effet de la relation :
/ e”<TV> A (z)(detz) ™ "dz = Tq(0)A,(y7 1)
Q

(ol y est dans Q et Reo; > Reoy > ... > Reo, > 2 voir [Fal.]).

r

Remarquons que par les relations
Ak(z) = Ad(@)Ai(zY) (1< k<)
nOUS avons
Ao(y™) =AL,(y)
Posons Ay (0) = AT ™72(0)...AP(0) pour m = (my,...,m,) m; dans N avec

m, > mg > ... 2 m, > 01il vient (pour o convenable)

Pa(n)Am(0)AT,() = [ €79 An(=2)A (2)(det) ™ de

D’ou finalement par prolongement analytique :

im| I (m—0)

Ta(=o) A _m(y)

Am(9)A5(y) = (=1)
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(y dans Q,0 € C7).

Utilisant la remarque 1, on aura aussi :

/ e AL ()(dete) ™M dz = To()A5(y ")
Q

(y dans Q2,0 convenable)

En faisant le méme raisonnement, on trouve, pour :
AL(8) = A @)AITE ™ (). AT T (0)

(m=(my,....my), mp Z2my_; > ...2m; > 0; m; €N)

|PQ(1’?1 - E)A*

An(@)Ao(y) = (1) 57 A m(W)

(y dans Q2,0 €CT)

Remarque 3 : La connaissance des polynémes de Berstein permet, grace a la
relation (21) de[Sa.-Fa.] , de redémontrer I'équation fonctionnelle des ¥.(f, o). Cette
démonstration est due a N. Bopp et H. Rubenthaler (voir[Bo.-Ru.]), le principe m'a
été aimablement communiqué par H. Rubenthaler.

Posons :
n

T(f,0) = e(f,0 = =) =Ta(0) > wen(0)T5(f, —0).

r d
neé&

Par la relation (21) de [Sa.-Fa.], cette distribution est portée par

S* = {x ev/ H Al(z) = o}
k=1

(pour les valeurs de o ou elle existe).
On va exhiber un ouvert ¢ de C” ou cette distribution a un ordre borné par un
entier M (uniformément pour ¢ € ). Un lemme de Shintani (voir [Sh.]) affirme alors

que pour tout entier N > M :

([] 25N T(f,0) =0 Vo eU,vfeSV).
k=1
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Cela entrainera par les identités de Bernstein que T'(f,.) = 0 dans un ouvert de C" et
donc T(f,.) = 0 partout.
On commence par remarquer que \Ila(f,a — 2) est d’ordre uniformément borné

pour o dans l'ouvert :
- n
L= {0 € C"/Reoy > ... > Reo, > —}
-

car pour o dans L la distribution ¥,(.,0 — ) est une mesure. En employant le remarque
2, on obtient avec m = (rk,(r — 1)k,.... k) (k €N)

Vi (f, =) = b(o)T; (P(9)f, ~o + m)

n

avec P(0) = An(0) et ou b(o) est une fraction rationnelle (dépendant de k), les points
singuliers de b(o) étant réels. On peut donc trouver un ouvert ¢ borné de L (U évite les
points singuliers de b(o) et I'q(o)) ou T'(.,0) a un ordre borné par M (uniformément

en o dans {). Donc, pour N > M :
r . N
T(( [T 2:)" s, a) =0 VoelU,VfeSV)
k=1

c’est-a-dire :

r r
n

v ((JT 2i@NH) 0 = 2) = Tal0) 3 wey (@), [T Ai(2) V£, =0).
k=1 nEE k=1

D’ou en utilisant les identités de Bernstein :

‘IJS(J;"’ - ; - M) = Zcen(a)an(f»—a +M)
n€l

(o0 M = (rN,(r —1)N,...,N). Mais pour f a support dans V\ S*, ona T(f,0) =0
d’ot1

cen(0) = Ta(o — M)wey(o — M)

Donc pour ¢ dans U et pour f dans S(V) :

T(f,c — M) =0
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d’ou la conclusion.

Remarquons enfin que la relation
B8,(271) = A%, (x)
permet de définir les distributions W, (et ¥}) sur l'espace des fonctions
S={g/g(z) = f(z™"), z inversible et f e S(V)}.

En effet pour Reo, > ... > Reoy > = l'intégrale
Vi(fio-2)= [ fx)Al()da
T Q:

est absolument convergente, d’ou (la mesure d* est invariante par ’application

z— 1)

¥(fo -2 = [ fa)as(e)de
r Q.
Reo, > .. Reay > E
T

On peut donc prolonger les intégrales de droite et poser :

V.(f,-0) = ¥i(f,0 - 20)

(ot f(z) = f(z™1)).
Notons que l'on peut prolonger f &4 V tout entier en posant f(:z:) = (0 st ¢ non

inversible, on obtient ainsi une fonction C'* sur V, mais f ne sera pasdans S(V).

B - Une application
Notons G la composante connexe de Str(V') contenant I'identité et f; ’élément de
V défini par :

fj261+"'+€r—j_er—j+1—'"'_er (OS]SF avec f, = —e)
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Les orbites ouvertes de V sous 'action de G sont les ouverts Q; = Gf; = G/H; ou :

Hi={g9€eG/gf; = f;}

En particulier 9 =  est le cone de V et Hy = I est un sous-groupe compact maxi-
mal de G, d’algebre de Lie K. Pour 0 < j < r, ; est un espace symétrique pseudo-
riemannien.

Rappelons que les racines restreintes de (G, A) sont les formes linéaires 3(v;—v;) (i # ),
ou {+;} est la base duale de L(e;) ; au paragraphe B du chapitre I nous avons pris comme

racines positives les %('yj — ;) avec ¢ < 7, leur demi-somme est alors :

d—, ..
7 Z(?,z +1—-7)v.
=1
Soit M le centralisateur de A dans I{, pour A dans C" nous posons :
E\(G)={f C™ sur G/f(gman) = a*"?f(g) avec man € MAN}

o p=(p1,pr) pj=5(2—1—1)et

r

t r
a’ = emp(z th)k) si a= e:cp(z tkL(ek))
k=1

k=1

G agit sur E5(G) par : m(g9)f(z) = f(g~'z), on sait que si A est dans R", 7, sera
unitarisable : c’est la série principale de classe 1 de G, associée & M AN.

Suivant alors G. Olafsson (cf [Ol.]) on définit les noyaux de Poisson pour

o(A) =1/2(—tA + p)

0 sinon

Pi(g) = {Aou)(g“lfj) si g7 f; €

(j est la signature de e = (€1...67) : Y f_ €k =T — 27) .

Par la proposition 2 du chapitre 1, il vient :

P{(gan) = a7 P{(g).
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D’autre part si m est dans M , il centralise A et donc pour tout 7 :
mL(e;) = L(e;)m
par suite : V 2,2 <:<r m(e;) =e; . Donc
Pi(gman) = a*~*P(g).

Suivant toujours G. Olafsson, on introduit les transformées de Fourier partielles as-

sociées aux espaces G/H; :

Fifw) = [ FH)Pi T
z étant dans G et f dans D(G/H;) .

Par un choix convenable de la mesure d7 :

n

F5f(2) = Culpz,o(0) = 1)

ol po(v) = f(xv) (vE Rz EG).

Pour f dans D(G/Hj), la fonction F5 f sera un élément de E\(G) et d’apres la formule
précédente on peut étendre F§ aux fonctions qui sont restrictions & €; d'un élément de
I'espace S(V).

Introduisons maintenant la transformation de Fourier euclidienne modifiée (comme E.

Stein dans [St.]) :

. 1 d
f (W) = 18n(y)| 7 / eISEYT ()| Ar(e) T W

\

(c’est un élément de § (V).

Par la formule (g(y))™! =* ¢7}(y™!) (g dans G) on voit que la transformation ainsi
modifiée commute a l'action de G. De plus, par construction c’est une isométrie de
LY(V,d%z) .

On peut étendre F5 aux fonctions f (par la derniere remarque du paragraphe A).
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Théoréme 1: Pour f dans S(V)

*

FN(F) =) aey( MFUSF)

neé
avec :
S
Gen(A) = (27r)_r/2(H F('é + ;/\J)>Usn( o(A) + %)

La matrice A(X) = (ae,(N)) vérifie
AN = AN
En particulier st A € R™, A(X) est une matrice unitaire.

Ona:
* 1

(dety) ™2 (f]A 2Ny

*
La transformation f —— f commute a l'action de G, il suffira d’établir la relation pour

rz =ce. Il vient :

1

e (£, —o + o~ =)

fkf(e): o r

(27!')"'/2
1 ~ n n
= G Ta(=F + 3 Y ven(=0 + 50Tl o = )

avec .
N n ner - ) 1
FQ(_0+§):(2W> 2 jl_llr(-z-'/\j+§).

—

(On a écrit o (resp. o) pour o(A) (resp. g(A)).

Pour la propriété de la matrice, on consideére 'inverse de la transformation f —— fc’est
M 2
f = |dety["?7(f | A7) (—y).
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La transformée de Fourier F3 de cette fonction nous donne alors (en z =¢) :

n n

en) 2 (U872 1Y) (=) L o= 2w )

r2r
1

gt (0 ) W) o g -2
)

1 n n.__. n
- (2 n/2FQ(U+ Z)Zws (0 + g)‘pn(fv,—a - =)

T

-~

Mais

dot (A(/\)>_l - (be,,(/\)) avec

n n

2 )w_erl(a + -2_;)

Il vient :
.
n

2r

)=em) 7 ] r(—%xj + -;-).

=1

Pa(o +
D’autre part, d’apres la remarque 1 du paragraphe A :

a1+ ) =0 (T )

On vérifie alors par le calcul :

vz (00 + -) = e (~o (%) + ox)

—en r

Remarque : On a voulu présenter ici notre résultat concernant la matrice A(A) dans le
cadre des transformées de Fourier partielles de G. Olafsson. Signalons que nous aurions
pu interpréter notre résultat en termes de vecteurs distributions Hj invariants de la
représentation my, il faudrait alors plutot se placer dans le cadre des travaux de E.P.

Van den Ban.
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TROISIEME PARTIE

ANALYSE DE FOURIER SUR UNE ALGEBRE DE JORDAN
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I - LE CAS DU CONE Q

On sait que (G,V) est une forme réelle d'un espace préhomogéne au sens de Sato-Shintani.
Une spécificité de notre situation est I'existence d'une orbite Q qui soit un cdne convexe auto-
dual, propre.

On voudrait présenter quelques conséquences de ce fait.Nous ferons largement usage de la

transformation de Laplace.

A - Les distributions Zg(.,s)
Les résultats de ce paragraphe sont dis a J.Faraut.

On considere pour f dans &(V) et s dans C,(avec Re 32%) l'intégrale

Zo(f,s) = ([f(x)(det x)S d*x

il est clair que cela nous définit une distribution tempérée, de plus, la relation (valable pour

Re s assez grand)

Zo(det@)f,s) = (-1)'Zo(f,s-1).b(s- %)

nous permet de prolonger cette distribution d'une manie¢re méromorphe sur € tout entier, cette
relation nous montre en outre qu'en un point sg ol le prolongement existe, la distribution

Zo(.,50) est tempérée.

Théoreme 1 : La fonction s — Zy(.,s)est une application holomorphe a

q(s)
valeurs dans & '(V) qui ne s'annule jamais.

D'apres la relation précédente, si sg est un pdle de Zo(.,s),son ordre de multiplicité est borné
par le nombre de progressions {jd/2-i/ie N} auxquelles so appartient, c'est-a-dire par l'ordre
de multiplicité du pdle sg pour la fonction ['q(s).

De plus la méme relation nous montre que les coefficients du développement en série de Laurent
de Zg(f,s) au voisinage d'un pOle définissent des éléments de &£'(V) (voir [Ra.]).

Calculons la transformée de Laplace de Zp(.,s).

Pour tout & de €, e'<x,§>ZO(.,s) est une distribution tempérée, méromorphe en s. On peut
donc, suivant L. Schwartz définir la transformée de Laplace £ (Zg(.,s))(E+in)de Zg(.,s).C'est

un élément de SPT'](V).

Les deux membres de 1'égalité [Fal.] : &L e <X.z>(det x)Sd*x = I'q(s)(det z)S
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(Res>T-1,z dans Q)

sont définies et holomorphes en z dans Q+iV (det z ne s'annule pas dans le tube iV+Q) et
donc £(Zo(.,9))(z) = Lq(s)(det z)S

pour Re s > % -1 (on prend la détermination de (det z)S qui coincide avec (det &) lorsque

z =& e Q) .Cette relation se prolonge en s et on aura :

2( Zo(.,8)) = (det 2)°S

FQ( )
La distribution (det(§+in))-s de SPn(V) n'étant jamais nulle,le théoreme découlera de l'injectivité

de la transformation de Laplace (voir [Sch.]).
O
Corollairel:Les poles de l'application s — Zjy(.,s) sont exactement ceux de la

fonction gamma du cone I'(s).

k(sQ)

Remarques :Soit 2 (—s(gz)%%) la partie singuli¢re du développement de Laurent de Z(.,s)

au voisinage du pole sg d'ordre de multiplicité k(sg).Le calcul de la transformée de Laplace

nous montre que
Bk(0)(.,0) = ¢d (c est une constante non nulle )

ou & estla masse de Dirac a l'origine.
C'est un résultat bien connu dans le cas r=2 (cf [G.-Ch.]) ou encore dans le cas
V = Herm(r,&) (cf [Ch.]).
Par l'identité de Bernstein, on déduit : BK(-a)(.,-q) = c(q)(det )48 (q € N, c(q) #0)
On voit également que :
d

.Se(Bl(.,(r-l)% )(2) = K(det 2 avec K =(§)"! .-t

On pourra comparer ces résultats avec ceux de M.Lassalle [La.].

Terminons ce paragraphe en calculant la transformée de Fourier de Zy(.,s).

Proposition 2 : On a Zo(?,s) = FQ(s)e'i“S/ZZ einksz . (f, -s+%)
k=0

On considére la transformée de Fourier comme valeur au bord de la transformée de Laplace.
Pour un élément f dans $n(V):
< £(Zo()EHM > = Zoex&1 )
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- Ta(s) i(det(éﬁn))-san)dn

E—
EeQ

d'ou I'égalité pour Re s <0 et la proposition s'en déduit par prolongement. 0

-irt
mais  lim Zo(det(E+in)S=e2  einsk |det ni-s
0

B - L'application moyenne
Rappelons (cf [Ru.]) que pour ¢ dans 4(€) on définit la fonction M@(t) intégrable sur

[0, +eo[ pour la mesure c_itg par la relation :

k[w«iet D0d%x = [ oMo
0

pour toute fonction W(t) localement intégrable sur [0,+eo[ pour la mesure Tt

En fait (cf [Ru.]) pour tout t >0, @ > M@(t) est une mesure tempérée sur Vet pour ¢
dans & (V) la fonction M@(t) va étre dans C=(J0,+eo[) et a décroissance rapide a l'infini
ainsi que toutes ses dérivées; elle présente une singularité a l'origine.

D'autre part pour Re s > % : Zo(f,s) = T, (Mf)(s)

ou TM.F(s) désigne la transformée de Mellinde F:

+ 00

ME(s) = J. F(t)ts-1dt
0

Pour x fixé dans R ona: VNe N lim yNZy(f,x+iy)=0

lyl—+oo
( cela résulte de l'application répétée de l'identité de Bernstein.)
La formule de Mellin inverse nous donne alors :

ME(t) =—— '|. t5Zo(f,s)dt a>2-1.
2171:Res=a '

Proposition 3 :La fonction Mf admet en 0 un développement asymptotique
dans 1'échelle des fonctions:

d
2" (Log %1 ouije N ; Osjsr-l et  Isksk(y -i.

(On rappelle que k(q) désigne l'ordre du pole q pour I'q)

En effet le théoréme des résidus nous donne pour a'<a
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MIf(t) =2,L J.t'SZO(f,S)dt+ ZRcs(t'SZO(f,S),pi)

ln — 1
Res=a a'<pi<(r-1 )g

pi €tant un pdle de multiplicité k(p;) pour la distribution Zy(f,s) ,le résidu de la fonction
t-SZ(f,s) sera une combinaison linéaire d'éléments du type t"Pi(logt)m avec
0<m<k(pj)-1; d'autre part,quand t tend vers O:
J' t-5Zo(f,5)dt = O(td) u
Res=a’
Grace aux résultats de [Ru.] on peut préciser 1'image de & (V) par l'application moyenne,

nous le ferons plus généralement au chapitre suivant.

C.La transformée de Laplace de &(detx -1)yq(x)

Posons : Ql={xe Q/detx=1)} Gi={ge G/detg=1}.
Ona: Q = ]0,+00o[xQ!
x — ((det x),u) x = (det x)1/ru

Q! étant homogene sous l'action de Gj, et la mesure d*x étant G-invariante, on en déduit

l'existence d'une mesure ¢ sur Q!, G;-invariante, telle que pour f intégrable par rapport & d*x :
+ oo

Lf(x)d"x =Jc-1t—‘[ J f(t1r uydo(u)]
Q 1

(f intégrable par rapporta d*x).
La fonction MIf(t) s'exprimera alors de la fagon suivante :

Mf(t) = J. f(tl/ru)do(u).

Q(1)
Considérons la transformée de Laplace de la mesure G:
F(z) = J- e <%2>do(x) z e Q+iV.

o)
C'est une fonction holomorphe dans Q+iV.

Proposition 4 :La fonction F admet la représentation intégrale :

F(z) = 1 j Fa(s)(detz)"Sds
2im Res=a
(z e Q+iV a> (r-l)%)

Rappelons la formule
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ie’<x’z>(det x)$ d*x =Tq(s)(detz)S (Res> % -D-

(ot l'on prend pour (det z)*$ la détermination coincidant avec (det &) lorsque z=E € Q).

Par la formule d'intégration précédente on obtient :

o

([ ts% [ J e"l/r<uvz>d6(u)] =I"q(s)(det z)s.
Q1
Pour la fonction I” usuellemon a I'estimation :

x-1/2  lylm/2 12
€

T (x+iy)l ~ Iyl (2m) lyl — 400

d'ou pour la fonction I'g :
rx-r/2 er|y|11:/2 n/2

ICQ(x+iy)l ~ Iyl (2m) lyl = +oo
\ ) o . r Tr
D'autre part pour la détermination choisie on a: - 5 < arg(det z) < 3 -
On peut donc inverser la transformée de Mellin, d'ol la proposition. O
Introduisons alors la fonction G définie par :
G(w) = J'w-s Fa(s)ds a> (-1
2in

Res=a

d'apres les estimations faites plus haut sur la fonction I'g, G sera définie et holomorphe sur le

. . T T
revétement universel de €* pour - Iy <argw<rsy .

Proposition § :La fonction G se prolonge en une fonction continue sur
T i
- =< —
rysargw <r 3 -
En effet, en utilisant le théoréme de Cauchy et les estimations précédentes, on a pour
r T,
Ty <argw <ry :
Gw) = —— fw-s Fa(s)ds
2in Lap

ou Lap est le chemin :

- 68 -



Pour B tel que rB-%< -1, wS[q(s) sera

intégrable sur Lag avec arglwl<rm/2

d'ou la possibilité€ de prolonger 0
Remarque : La fonction G est un cas particulier de fonctions étudiées par C.S. Meijer [Me.]

n-r

dans la notation standard : G(w) = (21t)7 ng(w lO,-%,..,-(r-l)%)

Proposition 6 : Pour y dans Qg :
lim FE+iy) = G(|det yle
£—0
EeQ

in(r/2- k))

En effet, dans la représentation intégrale de F(E+iy) on déforme, comme pour la proposition
précédente, la droite Re s =a en le chemin Lgg et on utilise alors une limite déja vue dans la
proposition 2. O

Une formule du produit
La fonction z — F(z) (z dans Q ) vérifie la formule du produit:

Proposition 7 : Pour a et b dans R *+:

JF(bl/rx + al/re)do(x) = F(bl/re)F(allre)
Q 1

En effet:
. 1/r 1/r
E(bl/rx + allte) = J.e wbix+a *do(x)
Q 1
d'ou:
. 1/t . 1/r
jF(bl/rx + allfte)do(x) = Jc <t aTe Je WO 4 65(%)]do ()
Ql Ql Ql

Mais a cause de la G; invariance de la mesure ¢,0n aura:
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-<u,bl/r -<e,bl/r
Je T Ho(x) = d[ e "™ 4o(x) = F(blfre)
1 1
d'ou la proposition. 0

Remarque:Considérons 'ensemble de fonctions:
QA = {f(x) = F(detx)x(x) / F continue sur R }
cet ensemble, muni du produit de convolution: f * g(x) = f f(x-y)g(y)dy
QN(x-Q)
est une algébre commutative ; en effet l'intégrale est bien défine car QN(x-2) est un ensemble
borné (cf.[Fal.]),de plus f * g(x) ne dépendra que du déterminant de x.

- Z> e s s
e définira un caractere de I'algébre & comme le montre la formule

@ (F* g)(2) = 2f(z) 2g(2)
Au niveau des fonctions F le produit de convolution s'écrira:
FOG@) = f F(dety)G(det(tl/re - y))dy
QN(tl/re-Q)

1/r
-<u,tt/Te> e . N .
et e do(u) définira alors un caractére sur l'algebre des fonctions F.
(J 1

Notons que l'on peut également considérer les fonctions f(x) = F(detx))o(x) comme des
fonctions sur P, G; biinvariantes , a support dans 2,0l P est le produit semi-direct V X Gy:

x,8)(y,8) = (x + g(¥).g8")
et I'on peut alors voir la fonction F(z) comme une fonction sphérique de la paire (G1,P).

Exemple:
Placons nous dans le cas de l'algébre V = RXR®-1) on aura alors r = 2 et

~<x.tl/r n-2
F(il/re) = fe“" “do(x) = 2m) 2 Goa(t1 0,-(n-2)/2)
Q!
n2  n2
= 22 2t4 Ko (212 (voir I'appendice)

ou Ky désigne la fonction de Mac Donald :

si v n’est pas entier : Ky(z) = T M__I_\iz_) avec Iy(z) = e-ivn/ 2Jv(em/ 22)
sinvz
(ou Jy est la fonction de Bessel )
= lim K dans N
et Kn(2) Jim v(Z) (ndans N)
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Si l'on pose pour u € Q! u = k(etlel + e'tlez) avec k dans K et t; réel positif, la mesure ¢
s'exprimera de la maniére suivante (cf.[Fal.]) do(u) = c(shtl)“'zdkdtl
ou ¢ est une constante non nulle que l'on peut par exemple calculer de la représentation intégrale

de la fonction de Mac-Donald

n-2 e D2

2T 5 -rcht
2(55) 2 Ko (1) =y, htd q=2— f.[Fa2.
) n_zg(r) On-1 ie shtdt avee @n-1=2 0 U (cf.[Fa2.])

La proposition 7 nous redonne alors la formule du produit pour la fonction Kp.p(r) (cf.[Fa2.])
2

oo n-2 n-2 n-2

_n-2 B2 o B2
On1 £<r2+p2+2rpcht> 2 Knatr2 + p2 + 2rpeht) 7t = 4 5 2 35 2 KpaKnap)
0 pl
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IT .LES DISTRIBUTIONS Zi(.,s)

A - Poles des distributions Zi(.,s)
Nous avons vu,au chapitre précédent que les pdles de Zp(.,s) sont exactement ceux de la
fonction I'(s). Pour les distributions Z;(.,s),i quelconque,ce résultat n'est plus valable comme

le montre déja I'exemple de l'algebre V = RxR™-1 En effet,dans ce cas,nous avons:

2

2 2
det(xl,...,xn) =X| - Xy e X

et d'apres les résultats classiques de I.M. Guelfand et G.E. Chilov :

a) n pair
Les pdles des distributions Z;(.,s) sont exactement ceux de la fonction I’ (s).
n-2

(iciTq (s) = 2m) 2T (s)F(s-%%)

b)_n impair
Les pdles des distributions Zg(.,s) et Za(.,s) sont exactement ceux de la fonction I'qy (s) mais la

distribution Z1(.,s) n'a comme pdles que les points {n;22 -k/ke N}

Remarquons néanmoins que, comme dans le chapitre 2, les fonctions s — Zi(.,s) sont

La(s)
entieres.
Précisons les notations. Soit q un pdle de I'q(s), d'ordre de multiplicité¢ k(q) ; son ordre de
multiplicité pour Z;(.,s) sera noté 0j(q) et on écrira la partie singuliere du développement de

Laurentde Zj(.,s) au voisinage de q sous la forme :

0i(Q) B h(.,q)
h;’ (s-)P

Pour ne pas alourdir les énoncés,nous séparerons les cas d pair et d impair.Rappelons que le
cas d impair correspond a V = Sym(r,R)(d=1 alors)ouV = RxR™ avec n impair .

Proposition 1:Pour d pair les pdles des distributions Z;j(.,s)sont des entiers et
pour tout pole q négatif et tout i :
oi(q) = k(q) =r.

Proposition 1':Pour d impair, il y a deux séries de poles : les pdles demi-
entiers et les poéles entiers.
Pour tout pole demi-entier q, négatif et tout i :
oi(q) = k(q).
Pour tout pdle entier ¢, négatif et tout i pair:
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0i(q) = k(q).

Pour tout poéle entier q, négatif et tout i impair:
0i(q) = k(q) si r impair
0i(q) < k(q) si r pair.

T
La relation fonctionnelle Zi(%,s) = [q(s)e-inrs/2 Z uik(s)zk(f’ % S)
k=0

donne en s = q(ot q est un pdle négatif de I'q(s)):

r
B}‘(Q)(/f\,q) - c(q)e-imqﬂz uik(qQ) J f(x)ldet xI-4 dx.
k=0 K

Pour que Bli((q)(.,q) # 0 il suffira qu'un des ujk(q) soit non nul.Les propositions 1 et 1’

résultent alors des calculs effectués apres la proposition 1 du chapitre d'introduction. O

Remarque : Poussant les calculs on peut alors montrer que dans le cas d'un pole entier négatif
q avec 0i(q) =k(q) ona: Bg(q)(.,q) = ¢(det 9)"98 avec c¢=0 (ol & estla masse de Dirac a

l'origine).

Pour poursuivre 1'étude des pdles des Z;i(.,s), on fera, suivant la méthode de [Ch.] une
démonstration par récurrence sur le rang r de l'algébre et on utilisera les résultats du
paragraphe C du chapitre d'introduction.On peut supposer r > 2 (les cas r =2 et 1 étant
connus) donc dans le passage a l'algebre V' de rang r-1, la dimension d reste fixe. Il n'est

pas difficile de trouver le jacobien de @ eton aura pour f dans $(V) et Res> %:

Q. 0 Vi(ey)

+00
Zi(f,s) = J. [ J. J fo(D(u,z,v)luls-nlﬁd(r-l)du dz] dv +
i 2

+o00

J | f fod(-u,z, ™ Dy dz Jav
1

Q. 0 Vil
i- 2

(0 <i<r;pour i=0,ril faut remplacer convenablement le membre de droite).
Pour f & supportdans W = {x € V/x1 #0} on aura alors le lemme crucial.

Lemme 1: Pour f a support dans W, les fonctions
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+ o0

-n/ .
Ge: (vs) > J fod(eu,z,v)jul " 9D dz (e=+1)
0 Vv

(e1)

L
2
sont analytiques en s € C et en tant que fonctions de v sont dans & (V')

De plus pour tout m de N :

A" Gevs) € @ (V)
dsm ’ )

Le support de f étant dans W, on remarque que pour tout N de N et tout P(d), opérateur de
dérivation en les (xjj) la fonction —L— P(a)f((xij)) sera C* et par suite dans & (V).

1
Comme ®(u,z,v) = uej+uz+v+ —21— u(z.z) et que festa décroissance rapide en les (xjj), il n'est
pas difficile de se convaincre que pour tout Net N'de N,on a:

K(N,N") uN
fod(u,z,v)| < (1+u2)(1+u2 )N HIVIZ)N

ni+ingl+inal

On aura une inégalit€ du méme type pour les fonctions fod(u,z,v)

aunlazlnzlavln3l
(ou nj est dans N,np dans N{-1)d gt n3 dans N ).
Il en résulte que fod(eu,z,v) - ainsi que toutes ses dérivées - sont intégrables par rapport a
uNdu dz et que le résultat est & décroissance rapide en v.
(Rappelons que si A est un objet relatif a l'algebre V,A' désignera l'objet correspondant a
J'algebre V') 0
Du lemme 1 il résultera alors que :

Zit,9) =Z,(G+ws), s - 5) + 2, (G-va)s-9)

on prolonge ensuite cette relationen se C.

Soit q un pdle pour Z;; q+ % sera alors un pdle éventuel pour Z;.

Proposition 2 :Supposons d pair.
Pour tout i, les poles de Z;(.,s) sont exactement ceux de I'q (s). De plus pour

tout pole q, tout 1 < h < k(q) et tout i :
B'(.,q) = 0.

Soit q un pdle de Z, on écrit les parties singulieres du développement de Laurent au voisinage
1

de q+ % . Pour la partie singuliére du membre de droite, on pose :
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0L = Z)(GH AL D) + 2] (G- D)

on écrit le développement de Taylor de G*(v,A) au voisinage de g+ % puis le développement de
Laurent de Zl'(.,u- Cz—l) au voisinage de g+ %, puis dans I(A,u) on égalise A a |4, on en déduit la
partie singuli¢re du membre de droite. Aprés calculs nous obtenons :
0. @
h d 1 "k i d
Bi(f.q+5) = ; -nyi [Bi (G&-h)(v,q+ 5 ),q)]

0@
1 ' d
+ kZ (—*——)‘ [Bii(G‘(k'h)(v,q-F 5 ),q)]
ou l'on a posé
t(k-h) =
G (v,q+2) dth(vs)l +%

par I'hypothése de récurrence : Ql'(q) = oi'_l(q) = k'(q).

L'image réciproque par @ de la restriction 2 W de la distribution Bih(.,q+%1 ) estdonc :

ki
1

! B K, ® us q+ﬁr Dl ogc M) ® 1,

k=h

k
ﬁi (klh), B (,q)@uq“‘“(””Log 0w®1,

Les deux termes qui composent cette somme sont & support disjoints, d'autre part pour i fixé
les distributions (Bi k(.,q))ksk(q) sont non nulles par récurrence et donc (cf.[Ru]) linéairement

indépendantes.
e Soit - % <qg< (r-2)%, alors 0<q+ % <(r-1) %et un examen des fonctions gamma de V et de

V' montre que
\ d
K(@ =k(@+7).

* Pour g < % on aura g+ % <0 etalors
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t1 = K(g) = k(g+$) -1.

Ce qui montre la proposition. 0

Proposition 2': Supposons d = 1.
Pour tout pole q de I'(s) et tout i, on a
k(q) = oi(q)
sauf si r est pair, q entier négatif, i impair et dans ce cas o0ij(q) = k(q)-1.
Pour tout pole q de I'q(s) on a :
B'(.,q) # 0 V1<hc<ojq) ety 0 <i<r.

La démonstration est identique seule la fin est plus délicate.

Si - % <q< (r-Z)% alors 0 < q+% < (r—l)% et on remarque a nouveau que k'(q) = k(q+c7—1) et

donc pour tout h < k(q+%): B.xh(.,q+% ) # 0.

Si r est pair
— Si q+c2_1 est demi-entier < 0 alors par la proposition 1"

, ' , r-1+1 r . T h d
récurrence oi(q)=k(q)= > =73 d'ott Vh Si’ B (.,q+ -2—);&0.

d d
= k(q+5) = oi(q+ 5 ) et par

[\STES]

— Si g+ C5iest entier <0, on a encore %= k(g+ %) et par récurrence oi'(q) =k'(q) = rTZ = % -1

do Vh<h -1, Bi(,q+ 5)#0.

L
2

Si_r_est impair
On fait un raisonnement analogue. a

B - L'application moyenne
Comme dans le cas du cone €, on définit une application moyenne f — MIf(t) qui,

pour f dans (V) esttelle que :

+ oo

([\u(ldet xDf(x)d*x = J‘ W(MIf(t) C—ltE
i 0
J

. C : R dt
pour toute fonction y localement intégrable par rapport a la mesure T
La fonction t — MIf(t) et toutes ses dérivées sont & décroisance rapide a l'infini; elle présente

une singularité a l'origine. La relation :

Zi(f,s) = M (MIf)(s)
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nous permet de préciser cette singularité.

L'espace 3
On suit ici la présentation de H.Maire.
On note (py); les poles de I'q (s) rangés par ordre décroissant (si d est pair les pj sont des
entiers et si d est impair ce sont des entiers et des demi-entiers)on rappelle que l'ordre de
multiplicité de pj pour I'q(s) est noté k(pj).
On désignera par ¥ l'ensemble des fonctions f, C*° sur J0, +eo[,a valeurs dans C,ayant les
propriétés suivantes:

-)f et toutes ses dérivées sont a décroissance rapide a l'infini.

-Jen 0, f admet un développement asymptotique dans l'échelle des fonctions:
xix® =t Pilognkl  1<k<k(py)

on suppose en outre que ce développement est dérivable terme a terme,a tout ordre.

o(pi)
Pour f dans ¥, soit Z aj k(f) Xix son développement en O ; on notera pour tout h
1 k=1
deN: Apbhs= Z ai,k(f) X; x(VP(V)
-pish
1<k<k(py)

ou p(t) est un élément de ¥(R) fixé une fois pour toute et égale a 1dans un voisinage de 0.

On munit Apde la topologie définie par les semi-normes :

£ — laj k(D)
f = pmk() = Sup Ith(d/de)P(f-Ap)!
<. 0<p<h
TR 1210 oof

On a alors la proposition classique
Proposition 3: Avec cette topologie,3 est un espace de Fréchet-Montel.

La transformation de Mellin

Tout élément f de H admet une transformée de Mellin :
+ 00

M £(s) = J.f(t)ts'ldt Res > (r-1)d/2
0

La fonction TNf(s) est analytique dans Res > (r-1)d/2 et admet un prolongement méromorphe a
C tout entier.Les pdles seront les nombres pj,de multiplicité k(p;);en effet il suffit d'utiliser le

développement en 0 et de calculer les intégrales

et

. = (- k'l -
J.ts Xl,k(t) dt =(-1) (5-p)S

0
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De plus td/dt opére sur 3 et N (tdf/do)(s) = -s TM£(s)
On en déduit facilement: YN e N lim yN, f(x+iy) =0

[yl—>+o00
et ceci uniformément pour x dans un compactde ] (r-1)d/2, + o {

Soit T ¥ l'espace des fonctions méromorphes sur C,les poles étant les nombres p; de
multiplicit€ k(pj) et possédant I'estimation précédente;alors TN, réalise une bijection entre ¥ et
TN, ¥ cela résulte de la formule d'inversion de Mellin et du théoréme des résidus.

Pour F dans T, ¥ ,dont la partie singuliere en pj est

D bikE)s-pok

k<k(pi)
on posera pour h dans N:
(1K1
Bn(F) = GeDrPLKE T (4 Op(D)
k<Klpi)
-pi<h
Munissons alors T, ¥ de la topologie définie par les semi-normes:
f — Ibj x(F)l
f > Nphk(F)= Sup IyP(F-BaF)(x+iy)l (K est un compact de ]-h ,+ oo[)
yE
< .
P2 ek

Nous avons alors tout fait pour que la proposition suivante soit vraie:
Proposition 4 : I, réalise un isomorphisme d'espace vectoriel topologique
entre ¥ et M %.

Remarque: En fait pour un élément f de ¥6,nous avons l'estimation:

lim yNf(x+iy) =0 uniformément pour x dans un compact de R
lyl—+o0

11 suffit de remarquer que pour Res assez grand:
T (b1t - EV)(s) = bls-n/n) T £(s-1)
De la relation b(s-n/r) T'q(s-1) = I'q(s) on voit alors que les pdles de b(s-n/r) N f(s-1) sont
ceux de I'o(s)
ce qui entraine que : Q(f) = b(-td/dt -n/r)(%f(t)) e ¥

D'oll le résultat annoncé par application répétée de l'opérateur Q.

Comme dans [Ma.] on peut définir pour deux éléments f et g de ¥ le produit de convolution:
+ 00

fvg(t) = J. f(t/t)g(t)dt/t
0
et 'on aura M(fvg)(s) = Mf(s) Mg(s) (En général fvg ¢ )

Lemme 2 a) Supposons d pair

Pour tout k, 1< k <r, il existe une application linéaire continue pk de ¥ dans
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&£ (R )telle que pour f dans ¥ la fonction:
r

() - D, T D200k py(hy(0)
k=1

soit C= plate en 0.

b)Supposons d_impair et r pair
Pour tout k, 1< k <r/2 , il existera deux applications linéaires continues pg i et
p1,k de ¥ dans & (R) telles que pour f dans ¥ la fonction:

r/2 r/2
ity - D, DV og0kt oo i) - D T D 210g0kt oy () (1)
k=1 k=1

soit C plate en 0.
¢) Un résultat analogue pour d impair et r impair est vrai.
Donnons l'idée de la démonstration dans le cas a).Par le lemme (1.3) de [Mal,il existe une

fonction f, C=,a support dans [0,1], telle que pour tout f de ¥ on ait fvf, € ¥ etavec :
ai,l(foo) = ai,r(f)

aj x(fvfo) =0 pour k > 1 et tout 1.
c'est a dire que t(-Dd/2 fvf, € (R ,).D'olt I'application p; ; on continue alors en réitérant le
procédé i f - t-(-Dd2(Logt)-1p(f). 0
Remarque:

Ce lemme signifie que tout f de 36 s'écrit sous la forme (dans le cas d pair)
r

z g (-Dar2 (logt)k-1y(t) les fonctions yi(t) dépendant d'une maniére continue de f.
k=1

Théoreme 1: L'application MJ de AV) dans ¥ est continue.

La construction de ¥ et la relation Zj(f,s) = M, (Mif)(s) entrainent que l'image de ¥ (V) est
dans 36.

Pour la continuité , on se raméne , par la proposition 4, a I'application f >  Zj(f,s)

Les coefficients th(.,q) étant dans dans & '(V) l'application £ > Ibjx( Zj(f,s))! sera continue.

Pour les normes Ny p x on peut , par l'identité de Bernstein se ramener au cas olt K est un
compact de J(r-1)d/2 , + o[, cas ot Z; est défine par une intégrale convergente .Par application
du principe du maximum & Zj(f,s) - Bn(Zj(f,s)) sur { s=x+iy /x € K, Iyl <1 } on se ramene a

Zj(f,s) mais dans ce cason a :

1Zj(Es)l < | Ife)ldetxt o) dx + llf(x)ﬂdetxlﬁw dx < KN
1

QJ Qj
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ou le = QM idetxl <1, sz = QN detxl 21 et N(f) est une semi-norme de ¥ (V).

O

Remarque :
Le résultat général de surjectivité de [Ru.] nous donne alors I'image Mi(AV)), on a

a) St d pair ou d impair et r impair: ‘

Mi(AV)) = %

b)Méme résultat pour le cas d impair, r pair et j pair.

¢) Sid impair ,r pair et j impair:
Mi(AV)) = {fe / oD = 0 pour tous lesideN et les p; € - N}

c'est un sous espace fermé de 3

Section continue de Mi

Lemme 3 :Appelons ¥, le sous-espace de ¥ constitué des éléments C*= plats
en 0.I1 existe alors une application s linéaire continue de ¥ , dans $¥(V) telle
que

Mi (s(f)) = f pour tout f de ¥,

Ce n'est rien d'autre que le lemme 3.7 de [Ru.},il suffit de remarquer que l'inégalité de la fin
de sa démonstration donne la continuité. O

Théoreme 2 Posons ¥J = Mi(#AV)) , il existe alors une section continue s:
s: His #AV)
Supposons par exemple d pair; d'apres le lemme 2:
r
cE D2 10gnk1 ety = U
=1

f> f-
k

est continue de¥J dans ¥ q;et d'apres le lemme 3: Mi(o(U(f) = U(H)

1 suffit alors de remarquer que,d'aprés le résultat de surjectivité de [Ru.],si f est dans %)
r

alors (D2 (logt)k-1 pi(t) y appartiendra également. 0

k=1

Les distributions de la forme F(|detx]|) ij(x)

Dans ¥'(V) muni de la topologie forte,on consideére l'espace &J,adhérence de l'ensemble:
{F(ldetxl) /F continue, bornée sur [ 0, +=[ }
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Considérons l'application Mi (V) — %J identique 2 MJ, il n'est pas difficile de voir que:
END (36J") = tMI(¥") . On notera cet espace tMJ (3] )par abus de notation .Le théoréme 2
implique immédiatement que tMJ (364 ') est fermé dans & '(V)(muni de la topologie forte ).

Soit alors F continue et bornée sur [ 0, +=[ ,F définira un élément de %¥6J' par la formule:
+0°

<F f>= JF(t)f(t)t“/f'ldt
0

+o°
La relation JF(Idetxl)¢(x) dx = O[F(t)t“/r‘l[MW(t)]dt
Qj
nous dit alors que 'MJF = F(Idctxl)h.(x);l'espacc tMJ (364 ') étant fermé on en déduit que :
]
I C M (K
Proposition 5 : Ona &' = tMJ (%i")

Il suffit de remarquer que l'ensemble des fonctions continues bornées sur [ 0, +=[ est dense
dans ¥',ceci résultant de la réflexivité de l'espace 3 . 0
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III . UNE GENERALISATION DE LA TRANSFORMATION
DE HANKEL

Introduction

Soit f(x) = F(lixIl) une fonction intégrable et radiale sur R, un résultat classique affirme que la
A ~

transformée de Fourier de f(x) est de la méme forme : f(§) = F(IIEll) ; la transformation de

Hankel F — F faisant apparaitre un noyau qui est essentiellement la fonction de Bessel J (@-2)
2

R.S.Strichartz considére dans [Str.] des fonctions de la forme f(x) = F(1Q(x)I/2) ot Q(x) est

la forme quadratique x% + ‘.+x12) 'X12)+1 xi et obtient un résultat similaire, le noyau de la

transformation s'exprimant a l'aide des fonctions J, K et Y de Bessel.

On voudrait présenter ici une tentative de généralisation dans le cadre des algebres de Jordan
simples et euclidiennes en considérant des fonctions du type f(x) = F(ldetxl) ; on ne traitera

qu'un cas particulier.
Sauf mention du contraire,nous prendrons icid = 2 etrimpairoud = 0 [4]

A.Les distributions |detx|s-M/ret sign(detx)|detx|s-n/T

Posons Wy(f,s) = Lf(x)ldetxlS d*x et Yi(fs) = Lsign(dctx)ldetxlS d*x

Pour Res >n/r et f dans ¥(V),ces intégrales convergent et définissent des distributions
tempérées.Les distributions ¥i(.,s) (i = 0,1) se prolongent d'une mani¢re méromorphe sur C et

l'on a:

T T
Wots) = D ZiE) et WiEs) = D, ZiEs)-D)
j = O _] = 0

A partir de l'équation fonctionnelle des Zjon déduit les transformées de Fourier des
distributions ¥j(.,s).Il vient (voir les calculs qui suivent la proposition 1 de l'introduction)
wo(t,s) = 27 Tq (s)(cosms/2)r Wolf,-s+n/r)
b4 1(/%,5) =(-1)12f [ (s)(sinms/2)f ¥ (f,-s+n/r)
Remarque: Pour d = 2 et r pair il y a un phénoméne "d'échange” on trouve
Wo(t.s) = (i) Tq (s)(sinms/2)T ¥1(£,-s+n/r)
w1 (Fs) =21 Tq (s)(cosms/2)r Fo(f,-s+n/r)
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Les poOles éventuels de la distribution ¥;i(.,s) sont ceux de I'q (s) ; de la forme des

transformées de Fourier,il vient alors:
a)Pour Wo(.,s) les seuls pdles possibles sont les entiers pairs <(r-1)d/2 , les entiers pairs

négatifs étant pdles effectifs d'ordre de multiplicité r.
b)Pour W¥1(.,s) il faut remplacer pair par impair dans 'énoncé précedent.

Les fonctions moyennes

r r
Posons Mof(t) = Z MIif(t) et Mif(t) = Z (- DIMIf(t) (f est dans £ (V)
i=1 j=1

Les fonctions Wj(f,x+1y) sont a décroissance rapide en y quand y tend vers l'infini,il résulte

alors de la transformée de Mellin inverse:

r
Mof(t) = 22— J ST (8)(COSTS/2)™ o £, -s+n/)ds
in
Res = a
olt a > (r-1)d/2 , remarquons que comme dans la démonstration de la proposition 5 du chapitre

[I,on peut remplacer Res = a par Ly , o0t Lag est le chemin:

‘ ou B est tel que r[}-%<-1

Prenons f dans V\S (S = {x € V/detx=01}),alors: “Yo(f,-s+n/r) = f f(x)ldetxl-sdx
Y

et on peut employer le théoreme de Fubini,il vient :

Mof(t) = f F(OKo(t Idetxl)dx
\

avec Ko(t)=2'—r f t-SI"q (s)(cosms/2)tds
2in L
a

Le noyau Kq(t) est une combinaison linéaire des fonctions G de Meijer évoquées au chapitre 2.

On trouve de méme
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Mt = f £(x)sign(detx)K(t Idetxl)dx
v

avec K@= 20 f 5T (s)(sinms/2)ds
2im
Lap

Remarque: De ces représentations intégrales, on peut déduire le comportement de Ko(t) (resp.

Ki(t)) en 0; en effet du théoréme des résidus il résulte :

Ko(t) = 2r (Resi(Tq (s), r-1))(cosm(r-1)/2)r t -(-1) + —2r~ f ST (s)(cosms/2)Tds

2im Ly
oll r-2<a’ <r-1etdonc Ko(t) ~ 2f (Resi(T'q (s), r-1))(cosm(r-1)/2)r t -C-1) (quand t tend
vers ’infini).
De méme pour Ki(t) .
Le comportement a 1’infini des noyaux Kj(t) résulte du comportement des fonctions de Meijer

(voir appendice ) il vient par exemple :
n-r 1-n

Ko® ~ @m % 2% cosct’™ + E%‘—“)) (t = 4o )

Proposition 1. Les noyaux K; satisfont au systéme
b(td/dt)Ko(t) = iTtK(t)
b(td/dt)Ky(t) = irtKy(t)

r
En effet,en prenant 8 convenable: b(td/dt)Ko(t) = 22— f b(-s)tSI'q (s)(cosms/2)'ds
in
La

mais: b(-s) = -1)'b(1 +s-n/r) et b(l+s-nmlq)=Tq(s+1)

d'ou:  b(td/dt) Ko(t) = £ Jt'SFQ (s + 1)(cosms/2)tds
2171: LaB

J t-(+DIq (s+1)(sinm(s+1)/2)rds

De méme pour Kj(t). O
B. La transformation de Hankel généralisée

Soit F un élément de ([0, + «=[ ),on se propose d'étudier la transformée de Fourier de la
distribution f(x) = F(ldetx!).
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On a pour ¢ dans P(V) : <f, &> = J. F(ldetxl) b(x)dx
v
+”

J. F(t/e-IMod(t)dt
0

+oo
—Zfr— J.F(t)t"/r'l[ Jt'SFQ (s)(cosms/2)™W o(f,-s+n/r)ds]dt
2im 0

Res=a

Proposition 2 : La restriction a V \ S de la distribution ,f\ est définie par la
~
fonction F (|detx|) ou :
+ﬂ
~
F(u) = JF(t)tn/r'lKo(tu)dt

En effet pour ¢ a support dans V \ S on peut utiliser le théoréme de Fubini et procéder comme
pour Mozi\)(t) d’ou la proposition. 0
De méme on peut chercher la transformée de Fourier de la distribution g(x) = G(detx) ou G est
dans ¥(IR); la restriction a V\ S de la distribution /g\; sera définie par la fonction G(detx) avec
+ o +e
G) = J GOWr-IK+()dt  + j G(-OHtVr-1K-(tu)dt siu>0
0 0

+e +e
G)= JG(t)t“/r-lK-(-tu)dt + j G-OW/-IK+(-tu)dt  siu<0
0 0

ou K*+(u) = 1/2(Kp(u) + Ky(u))
K- (u) = 1/2(Ko(u) - K1(u))
\
Remarque:Pour d = 2 et r pair, on constate que la distribution F(ldetx|)* est définie sur VA S
par une fonction F(detx), F étant impaire (cela est di au phénomene d’échange).

Exemple: Soitr =2 etd = 0 [4] c’est A dire prenons pour V I’algébre RXR@+1)
n-2

Alorsd=n-2et I'q(s) = (27‘)_2— r (S)F(S'%z)

Le déterminant sera une forme quadratique de signature (1,n-1) et on retrouve certains résultats

de R.S.Strichartz (cf.[Str.] ) ; en effet ici:

-85 -



K*+(u) = L f tS" (s)cosmsds
in L

K-(u)= + J ST (s)ds
in Lo

n2 20
=2(2m) 2 Goz(u 10,-(n-2)/2)  (voir I’appendice)

On connait explicitement la fonction Ggg(u l o, B):

a+B
Gop(ul o) =2u 2 Kq-p2ul?)

ot Ky désigne la fonction de Mac Donald :

T Ly(z) - Iv(z)

si v nest pas entier : Ky(2) = W2y (%)

avec Iy(z) =e

sinvw
(ou Jy est la fonction de Bessel )
et Kp(z) = VljganV(z) (n dans N)
On trouve alors:
n-2  (n-2)
2

K'w=42m?u 4K ,pQulh?)
2

K@) = -Q2r) u 4 YM(2u1/2)
2

ou Yy(z) désigne la fonction de Bessel de seconde espéce:

Jy(z)cosmy - J_y(z , .
Yy(2) = v(@) - v(2) si v n’est pas entier
sinvm

Yn(z) = Vh_r_r;.lnYV(Z) (ndans Z)

C. Le cas V = Herm(rxr, €) , r impair

On se propose, dans ce paragraphe, d'étudier plus en détail la transformation de Hankel
généralisée F — F dans le cas d = 2 et r impair, c'est 4 dire le cas ot V = Herm(rxr, €) avec r
impair .D'apres les résultats du paragraphe A:

\PO(?,S) =2I ' (s)(cosms/2)™W o (f,-s+T)
nous allons énoncer ce résultat différemment en mettant le facteur Y(x) = 2 ' (s)(cosms/2)f

sous une autre forme.

Des formules: cos ms/2 = et T'(s) = (s-1)(s-2)....(s-PT(s-))

réEHres
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il vient;
T
v =em 2 (2 (H(S'J)” )

S+1 ls r

(——) (F(Z)) =1

utilisons ensuite la formule de duphcauon de la fonction gamma:
s+1

[(s) = 72 FEC)
on aura:
5 rs re)
o =en’z (& —w)
enfin remarquons F(—z—)(s—l) = —2F(—2—)
3- 5-
[3)(3) = 20 etc ...
d'ou finalement:
-3
r-1 g -r(-1) F( ) ﬁ (s-2p-1)2p+1
2 2 2 2 )r p=0
Y© =D 2 au’2 22 ) =
') Y
IZI(s-zp)r-2p
p=1
s.f st
rs2 T (5) 1s/2 F(E)
posons alors g(s) =2 o - 2 PGy
IZI(S-2p)f'2P
p=1
r-1
ol P(s) = IZI (s-2p)r-2p
p=1
_ n/2_g(s)
on constate que Y(s) = (2r) 2(r-s)

Compte tenu des résultats du paragraphe A,nous pouvons énoncer:

|detx|s-T
g(s)

La fonction s —» ©g est une fonction entiére, de plus on a
Os)* = 2n)"20 g

Proposition 3 : Posons Qg =

En effet les pdles de ldetx|S-Tsont les nombres pairs < r-1, de multiplicité bornée par r, donc,vu

la forme de la fonction g(s), ®g sera entiére. O
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On remarquera la compléte analogie de ce résultat avec la formule (12') page 170 de [G.-Ch.]
concernant la transformée de Fourier de la fonction IxIS,

Revenons 2 la transformation F — F(u)

On a pour F dans &([0, + <[ ):
+o°

F ) =J F(o)t-1Kp(tu)dt

Partant de la représentation intégrale du noyau Ko et utilisant le théoréme de Fubini,il vient pour

acomprisentrer-1 etr:

dans cette représentation intégrale,on peut déformer le chemin Lag en la droite Res = a (utiliser
le théoreme de Cauchy et la décroissance rapide a l'infini de la fonction y — TN F(x + iy)).

Le comportement asymptotique de F en 0 est donné par les pOles pairs <1-1 de la fonction
s — I'q (s): on procéde comme plus haut pour le noyau Kgon trouve:

F() ~ 27 (Resi(Tq (5), r-1))(cosm(r-1)/2)f ME(Dt-@-D (¢ = 0)

De méme le comportement F a l'infini est donné par les pdles pairs 2 r+1 de la fonction
s — T F(-s + 1) en effet par le théoréme des résidus:

F(t) =2r I (r+1)(cosm(r+1)/2)f Resi( M F(s),- )t -+ D+

r
2.— tSI"q (s) ML F(-s+r)(cosms/2)'ds (r+l1 < a' <r+3)
2im Res"= a'

dot F(®=0¢-@+D)  quand t tend vers l'infini.
Il résulte de ces comportements que la fonction t — ’I?(t) admet pour r-1 <Res < r une
transformée de Mellin ‘m,'ff(s) avec:
M F (s) = 2r Tqy (s)(cosms/2)r ME(-s + 1)
la relation entre MF et M F devient alors:

ME) gir-s) = 202 MEE-s) g(s)

Considérons maintenant l'espace fonctionnel suivant:
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r-1

ML ={FC=®sur]0, +e [/ F@) = z (Logt)kFi(t) ol les fonctions Fg sont des éléments
k=0

+ o0

pairs de ¥ (R); et avec O[ t2P(Logt)KF(t)dt = 0 pour O < p<(r-3)/2et 0<k<2p)

Soit I dans 4 la transformée de Mellin de F, IIF présentera des poOles éventuels en les entiers
négatifs pairs ,ces pdles étant d'ordre au plus r; de plus pour 0 <p < (r-3)/2 on aura:
T F(2p+1) =0 avec ordre de multiplicité au moins égal & 2p+1
D'autre part la fonction y — TILF(x + iy) sera a décroissance rapide a l'infini uniformément
en x, pour x dans un compact de ]JO , +eo [.Enfin on voit par la transformée de Mellin inverse

que ces propriétés caractérisent les €léments de 4 .

Théoreme 1 : La transformation de Hankel opére sur l'espace 4 et l'on a:
~/

F®) = @r)n2F() (Fe &)

Soit F dans 4 d'apres le comportement du noyau Ko en O et en l'infini donné au paragraphe A,

F est bien défini par l'intégrale:
+°°

F (u) =g[ F(O)t-1Kp(tu)dt

De méme, les calculs effectués plus haut pour F dans & (R) sont encore valable et nous montre
que: ‘m,’l?(s) g(r-s) = (2Tc)n/2‘ITLF(r-s) g(s)

r
52 TG)
ou bien comme g(s) = 2 170) :

MF (s)
S r
F(i)

2 MEEs) po g o"
r

I P(s)

= (2m)

N, E(r-s)
I )

les propriétés de la fonction F entrainent que s — est une fonction entiere de s, et

donc les pdles éventuels de ‘ITL'I?(S) sont les nombres négatifs pairs et sont d'ordre au plus r, de
plus , des estimations des fonctions y — I'(x +iy) et y = TLF(x + iy) on déduit que la fonction

y = T, F (x + iy) est & décroissance rapide a l'infini ,uniformément en x, pour x dans un

compact de O, +eo [.De plus‘m,’I;(ZpH) =0 avec ordre de multiplicité au moins €gal a 2p+1
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pour 0 <p <(r-3)/2 donc Fest bien dans &£ .
La formule d'inversion du théoréme est alors évidente a vérifier sur les transformées de Mellin.

O
Théoreme 2: (Formule de Plancherel)
On a pour F dans &£
+* +*
A
U’l |F (1)) tr-1dt = 2n)n JlF(t)Iz tr-ldt
Ecrivons la relation ‘ITLF(S) = (27t)n/2‘m, F(r-s)gg% pour s =1/2 + iy il vient:
~ o n/2 .oy 8072 +1iy)
M F (1/2 + iy) = 2r) "M F(/2 - iy) (/2 - 1y)
g(r/2 +iy)

A cause de la forme de la fonction g il n'est pas difficile de voir que le module deg G2 - 1y)

estégalal.

Parconséquent:  IME @2 +iy)2 = 2ot IME®E/2 - iy)[2
D'ou le théoréme par la formule de Plancherel classique. 0O
Remarques:

3

a) Soit f un élément pair de & (R), considérons la fonction g(x) = ﬁ(-xd/dx-Zp-l)ZPHf(x) on
p=0

a M, g(2p+1) = 0 avec ordre de multiplicité au moins égal & 2p+1 et donc g appartient & 4.

b) Des résultats analogues restent valables pourd = 0 [4].

C. Relations de Bochner-Hecke généralisées.

La relation fonctionelle généralisée

Posons Zj(f,s,p) = f p(x)f(x)ldetxIs d*x
Q;
ou Res > n/r,p € $m et festunélément de £L(V)
Ces intégrales définissent des distributions tempérées qui se prolongent d’une maniere
méromorphe sur €. Remarquons d’autre part que I’identité de Bernstein généralisée:
p(9)(detx)s = Bm(s) (detx)s p(x1) ol x est dans Q
entraine pour x dans €2},
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p(9)ldetxIS = Bm(s) IdetxIs p(x-1)
on peut donc définir les distributions Zj(f,s,b/) d’une maniére méromorphe pour s dans C ,f
dans ¥(V) et avec p (x) = p(x-1).
Proposition 3: La transformée de Fourier de Zj(f,s,ﬁ) est donnée par:
in r
A ) -
zitsp) =M Ta(mesie” 2 7 D uj(o)Zlfes+ & §)
k=0

n-r p

avec q(m+s) = (2n) 2 ir—Il F(s -mj - (i-l)%)

Ona: T0p() = (-)m(p@)HA
d'autre part de : p(d)detxIS = Bm(s) IdetxIS p(x-1)  on tire :
Zi(p@f-s+n/r) = (1M Bm(-5)Zk(f,-s+ T )
mais Bm(-s)Ca(s) = (-1)MI T'q(m+s)
d'ol la proposition. O

Les relations de Bochner-Hecke généralisées
Soit maintenant f(x) = F(ldetxl)p(x) avec p dans ¥ m et F dans & ([0, + =[ ).Nous nous

proposons de trouver (3

Définissons Wold,s,p) = f Ox)p(x)ldetxIs d*x
\Y%

La proposition 3 nous donne
A
Wo(0,s,p) = (-)'M2r T (m+s)(cosms/2)™o(9,-s+n/1,p)
Proposition 4 La restriction a V \ S de la distribution (F(Jdetx|)p(x))* est

définie par la fonction F‘m(ldetx|)]\5(x) ou

+~
T = J.F(t)t“/r'le(tu)dt
0
avec Km (u) =(-i)/ml —zr— J'U'SFQ (m + s)(cosms/2)rds
2im La[}

On répéte la démonstration déja faite pour la transformation de Hankel.Il faut bien siir ici

T
fB‘ﬂ/2+Zmi <-1 0
i=1

291 -



APPENDICE : LES FONCTIONS DE MEIJER

Notations: Soient 0 <m<q , 0<n<p quatre éléments de N.On pose :
a=(a,..,ap) , b=(br,...bg) et:

m n
jglr(bj-s) EH}F(l-aﬁS)

X(s) = 5
T T(-bj+s) 11 T'(ajs)
j=m+1 j=n+1
ous,bj(0<j<q),a(0<]j<p)sontdans €.On supposera toujours que :
aj - bp = 1,2,3,..... (1 <n;1<h<m).

m n
Cela entraine qu'aucun pdle de Hlf(bj—s) n'est pdle de nlr(l-aj+8)-
= i=

A. Définition et premieres propriétés
Définition:
S.Meijer définit les fonctions G :

mn, ,a, _ 1
qu (z| b) = i iX(S)ZSdS zz20

(on suppose que z est un élément de T , revétement universel de C*)

C est un des chemins suivants:
m

a) Cest le chemin joignant 6 —iee 3 G +1iee (G € R) qui laisse les pdles de Hlf(bj-s) a sa
J =

n
droite et les pdles de | l_IlI‘(l-aj+s) a sa gauche .On prendra ce chemin si m+n-(p+q)/2 =8 >0
J =

et largzl < On: l'intégrale convergera alors absolument ; si largzl = dm avec & = 0 l'intégrale
q P

convergera encore absolument si p = q et Re(v) =Re(¥ bj - ¥ aj) < -1;0u bien quand p # q
=1 =1

et si l'on choisit ¢ tel que (q-p)o > Re(v) +1-(q-p)/2

m
b)C est un chemin reliant +eo -iTa +eo +1iT (T > 0) et entourant les pdles de HII‘(bj-s) et
J =

n
non les poles de HII‘(I-aj+s) 1y aura intégrabilité si :
J =

eq=petlzl<l,z#0

eq>petzz0
n

¢) C est un chemin reliant -ee - iTa -0 + it (T >0 ) et entourant les pdles de HIF(I-aj-s) et
J =

m
non les pdles de Hll'(bj-s) Il y aura intégrabilité si :
J =

sq=petlzl>1,z#0
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eq<petzz0
S'il y a plusieurs choix possibles, la fonction G ne dépendra pas du chemin C.

Donnons des indications dans un cas paticulier.

m
Prenons y(s) = | le(bj-s) m2 1
} =

. . . -172 lylm/2 1/2
De l'estimation : I['(x+iy)l ~ Iylx / eyn/ (2m) / lyl = +oo
Il résulte que I'on peut prendre pour C un chemin du type a) pour z # 0 largzl < mn/2.0n

obtient une fonction G défini pour largzl < mm/2.

oL .

- il vien
sinmz endra
1 xm

Utilisons la relation I'(1-2)I'(z) =

x(s) =— -
jHll“(l-bj+s) Hlsinn(bj-s)
= J=

prenons pour C un chemin du type b) avec, si x est grand, s = x £ it (1> I\lflax ITmbjl )
j=1,..m

-1 - 172
De l'estimation : I'(z) ~ z r e’ (2m) / largzl < -9 d>0)

et de l'inégalité Isinzl > —2—IeImZ -e IrrlZI

%(s) z8 sera intégrable sur le contour C et donc on obtient une fonction G pour z # 0.
Considérons maintenant un arc de cercle I': s = R ¢ situé dans Res = 0 et reliant deux points

des contours envisagés (on prend R assez grand),en utilisant les estimations précédentes on

trouve pour s sur I" pour R tendant vers l'infini:
m

-0si -2 (12-bj)
- 1 _ O(emR(ecose Gsme)R & J )
'HII‘(l-bj+s)
J =
ot 1 _ O(e-mnRIsmGI)

m 3
Jl;[lsmn(bj-s)

[l en résulte que pour R tendant vers l'infini, l'intégrale J. x(s) z8 ds tend vers O ; a partir de la

r
on peut montrer que pour largz! < mn/2 les deux fonctions G coincident.
Exemples:
2) G, (z 1) = 2%
a+f
b) Gyo(z gy = 2 2 Jo-p(221?)
a+B

et Ggg(z ‘(a,B)) =z 2 Ka_B(ZZl/Z)
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ou Jy et Ky désignent les fonctions de Bessel et de Mac-Donald classiques (voir au chapitre I la
définition de la fonction de Mac-Donald.)

¢)De nombreuses fonctions spéciales peuvent s'exprimer a l'aide des fonctions G de Meijer
(voir les tables de [Lu.] , [Mat.-Sa.] )

d)Si l'on se place dans le cas b) avec la condition supplémentaire bj-bh & Z pour 1 <j<m;
1 £h <m; j# hon peut calculer explicitement la fonction G par le théoré¢me des résidus a
l'aide des fonctions pFg-1.

Propriétés:

La fonction G est une fonction analytique en z (ol z appartient 3 € , 0 étant en général un point
de branchement ).

De nombreuses propriétés élémentaires de la fonction G se déduisent de la définition et des

propriétés de la fonction I" (voir la bibliographie ).Signalons la propriété importante:

GiM(z 1) = GIM(U/z1 {73 onargl/z = -argzet l-a = (l-al,...,I-ap)

elle permet de se rameneraucasp<q.

B. Transformée de Mellin.
Sous certaines hypothéses, on peut calculer la transformée de Mellin de la fonction G et montrer

que : m Gglqn(zlﬁ) =%(-9)
(voir [Lu.] qui énumere sept cas de validité de la formule précédente).
m
Condidérons le cas ot x(s) = . le(bj-s) m21
J =

Alors: m Gg‘qo(ny 1,) =n%x(-s) (ol largni <3metRes > - jz{gfmilmbj|

En effet pour largzl < 8m on peut prendre comme contour C la droite Res = a avec a quelconque

telquea < {nf IImbjl mais alors pour tout N entier on aura quand y tend vers l'infini:
j=1,...m

Goomy 1,)=0(yN) (0 étant fixé avec largn| < 31)

D'autre part en 0 le comportement de la fonction y — Gglr?l(ny Ib) est donné par le premier

pole de (s), d'ou la formule annoncée.

L.Luke , M.Mathai et K.Saxena étudient sous les hypotheses adéquates, les intégrales
+ oo

mn a, ~m'n' a'
Of qu Mmx | b) Gp.q. (x| b,)dx
ainsi que les transformées de Laplace, Hankel de la fonction G.
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Des transformations intégrales incluant la fonction G ont été également étudiées (voir par
exemples les articles de R.Narain et C.Fox cités dans la bibliographie de[Lu.] et
[Mat.-Sa.]).

C. Comportement asymptotique
E.W. Barnes a étudi€ le développement asymptotique quand lzl tend vers l'infini des fonctions
G?)Z(z | 3) et G%(ll(z | 3) (q > p) et S.Meijer en déduit le comportement des fonctions

G;n(z ! ?)) ( voir [Lu.] et [Mat.-Sa.] , voir également [Bra.]Jpour une autre méthode

s'appliquant & des classes plus générales de fonctions).
Donnons un cas particulier des résultats de E.W.Bares :

¥ in foon 3
(2m) 2 .mzl/m ((1-m)/2 - bj)
1 ° z j=1 (lzl — +o0)

m2

Gz Iy) ~

Om

(m=2, largzl < (q+1)m)
On peut noter la décroissance exponentielle pour largz! < mn/2.

D. Equations différentielles.
La fonction G(z |y) satisfait I'équation différentielle :

(-l)p_m_nzjﬁ(zd/dz -aj+1)y - ﬁ(szz -by)y =0
= J:

La démonstration en est formelle, le principe est di a E.W Barnes .

Dans le cas ol p < q les seules singularités de 1'équation sont O ( singularité réguliére ) et
l'infini (singularité irréguliere ).Au voisinage de l'infini,S.Meijer détermine un systéme
fondamental de solutions dans des secteurs adéquats: ce sont des fonctions Ggg(z ) et

G%(z ) il développe alors la fonction Gg"(zlf)) suivant ce systéme et en déduit en particulier

son comportement asymptotique quand 1zl — + e.( voir [Me.] , [Lu.] ).
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Résumeé: Dans la premiére partie on établit, pour I' hyperboloide d'équation
x% t Xo F o X x%}+1 = 1 un théoreme de Bochner-Schwartz pour certaines

distributions de type positif et un théoréme du type Paley Wiener pour les fonctions
indéfiniment dérivables et a support compact .

Dans la deuxiéme partie on étudie les intégrales z€ta a plusieurs variables complexes,
associées a une algeébre de Jordan simple et euclidienne V.On montre que les coefficients
de la relation fonctionnelle qui les lie donnent lieu, pour certaines valeurs des variables
complexes, a une matrice unitaire .

On s'interesse dans la troisieme partie aux poles des distributions zéta a une variable
complexe, associée a V. D'autre part, pour certaines algébres V, la transformée de

Fourier des distributions du type F(ldetxl) est de la méme forme F (ldetxl);la

transformation qui & F associe F ayant des propriétés analogues a la transformation de
Hankel classique.

Mots clefs:Algeébres de Jordan ;Fonctions moyennes ; Distributions zéta ; Théoréme de
Bochner-Schwartz Théoréeme de Paley-Wiener ; Transformation de Hankel ;
Transformation de Mellin ; Vecteur distribution d'une représentation .
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