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RESUME 

Ce mémoire a pour objectif la modélisation du problème de contact avec frottement par 

une technique de décomposition par sous-domaines couplée aux éléments frontières. 

La méthode de décomposition offre l'avantage de traiter le problème sur chaque solide 

séparément, ce qui diminue sensiblement la taille des systèmes à résoudre. Le contact étant régi 

par des conditions portant uniquement sur l'interface, la méthode du complément de Schur, 

technique de décomposition sans recouvrement, est particulièrement bien adaptée. Dans ce cas, 

seules les informations à l'interface sont transmises d'un sous-domaine à l'autre. 

Ceci nous conduit naturellement à l'associer à la méthode des éléments frontières. En 

effet, celle-ci nécessite simplement la discrétisation des frontières des solides. De plus, les 

déplacements et les contraintes à la frontière sont calculés directement et de façon plus précise 

qu'avec les éléments finis . 

Ce travail s' est concrétisé par la mise au point de trois codes de calculs, sur micro

ordinateur : 

• un code d' éléments frontières. Il se compose d'un mailleur et d' un solveur, traitant 

des structures planes en élasticité classique. Nous le testons avec succès par la 

résolution de problèmes de référence. Nous comparons ses performances à celles 

d' autres logiciels d ' éléments finis et d' éléments frontières, 

• un code de décomposition. Il met en œuvre une variante de la méthode 

d'Hennizel. Il se compose d'un solveur, traitant des structures planes constituées 

de plusieurs matériaux en élasticité classique, 

• un code de résolution du contact. Il résout le problème du contact bilatéral ou 

unilatéral avec frottement de Coulomb entre deux solides déformables. Nous 

appliquons ce logiciel à l' étude de l'indentation d'un support par un poinçon plat, 

puis par une bille. Dans ce dernier cas, nos résultats sont conformes à la théorie de 

Hertz et en accord avec la solution analytique de Spence. 
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INTRODUCTION 

Les assemblages mécaniques interviennent dans la plupart des problèmes d'ingénierie. 

La mécanique du contact est donc d'une grande importance dans de nombreux domaines 

technologiques. Toutefois, à l'heure actuelle, celle-ci n'est pas encore bien comprise du fait de 

sa complexité. 

En pratique, le contact ne peut être étudié qu'à travers l'observation et l'expérience. 

Cependant, des mesures directes sont généralement impossibles à réaliser, car la zone d'étude 

est située sous la surface de contact. Et donc seul un comportement global peut être mesuré 

expérimentalement. 

Il n'est alors envisageable d'étudier ce problème avec profit que par des méthodes 

numériques. 

La complexité de l'analyse repose encore sur le fait que le comportement dans le 

contact dépend non seulement des propriétés mécaniques des matériaux, de la topologie et de 

la rugosité (responsable du frottement) des surfaces, mais aussi des forces appliquées. 

L'existence d'une surface de contact inconnue a priori et la présence de frottement à 

l'interface rendent alors le problème du contact non linéaire. 

L'objectif du travail, présenté dans ce mémoire, est la simulation numérique du 

problème de contact avec frottement. 

La résolution de celui-ci est basée sur une méthode de décomposition par sous

domaines couplée à celle des éléments frontières. 
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La méthode de décomposition offre l'avantage de traiter le problème sur chaque 

solide séparément, ce qui diminue sensiblement la taille des systèmes à résoudre. Le contact 

étant régi par des conditions portant uniquement sur l'interface, nous avons retenu la méthode 

du complément de Schur, qui est une technique de décomposition sans recouvrement. Dans ce 

cas, seules les informations à l'interface sont transmises d'un sous-domaine à l'autre. 

Ceci nous a conduit naturellement à l'associer à la méthode des éléments frontières. 

En effet, celle-ci nécessite simplement la discrétisation des frontières des solides. De plus, les 

déplacements et les contraintes à la frontière sont calculés directement et donc de façon plus 

précise qu'avec les éléments finis. 

Ce travail s'est concrétisé par la réalisation d'un ensemble de logiciels sur micro

ordinateur. En effet, l'association de ces deux techniques nous permet de résoudre le problème 

du contact en ne gérant que des données portant sur les frontières. Ceci minimise l'espace 

mémoire nécessaire et le temps de calcul. 

Nous présentons dans ce mémoire, trois codes de calcul: 

• un code d'éléments frontières. Il se compose d'un mailleur et d'un solveur, traitant 

des structures planes en élasticité classique, 

• un code de décomposition. Il met en œuvre la méthode d'Hennizel. Il se compose 

d'un solveur, traitant des structures planes constituées de plusieurs matériaux en 

élasticité classique, 

• un code de résolution du contact. Il résout le problème du contact bilatéral ou 

unilatéral avec frottement de Coulomb entre deux solides déformables. 

L'architecture de ces logiciels répond à deux impératifs: 

• une programmation par structures et petits modules. Ceci nous permet de modifier 

facilement les codes et de développer d'autres applications, 
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• une gestion aisée des résultats et leur exploitation directe sous d'autres logiciels 

(traitement de textes, outils d'analyse de données). 

Notre mémoire se décompose en cinq chapitres. 

Le chapitre 1 présente les notions élémentaires nécessaires à la compréhension de la 

méthode des éléments frontières traitées dans le cadre de l'élasticité classique. 

Le chapitre 2 est consacré à la réalisation de notre code d'éléments frontières. Il 

permet de résoudre des problèmes d'élasticité classique en déformations planes, en contraintes 

planes et en axisymétrie. Nous le validons par la résolution de six exemples de référence. Nous 

analysons les performances de notre programme par rapport à celles d'autres logiciels 

d'éléments frontières et d'éléments finis. 

Le chapitre 3 expose les méthodes de décomposition de Schwarz avec et sans 

recouvrement, ainsi que celles du complément de Schur. 

Le chapitre 4 présente notre code de calcul mettant en œuvre une variante de la 

méthode d'Hennizel. Il est construit à l'aide de la bibliothèque de procédures développées 

pour notre code d'éléments frontières. Il résout des problèmes d'élasticité classique sur des 

structures constituées de plusieurs matériaux, en déformations planes, en contraintes planes et 

en axisymétrie. Nous le validons par l'étude du problème d'une plaque en traction simple. 

Le chapitre 5 consiste en l'étude, la réalisation, et la validation de notre code de 

résolution du problème de contact. Nous utilisons ici la loi de frottement de Coulomb statique, 

car elle est généralement la plus utilisée en ingénierie. 

Nous proposons deux algorithmes: 

• le premier résout le problème du contact bilatéral. Nous l'appliquons à l'exemple 

du poinçon plat pressé sur un support, 
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• le deuxième résout le problème du contact unilatéral. Il reprend notre premier 

algorithme, auquel nous ajoutons un processus itératif de gestion du contact. Nous 

l'utilisons pour notre étude de l'indentation d'un support par une bille. Ceci 

constitue une première approche de la résolution du test de dureté de Brinell, 

largement employé dans l'industrie. Nous avons réalisé des calculs avec et sans 

frottement. Nous confrontons nos résultats avec les théories de Spence et de 

Hertz. 

La méthode développée dans ce mémoire, est suffisamment souple et générale pour 

être appliquée à des exemples variés de problèmes de contact avec frottement. 



Chapitre 1 

LA METHODE 

DES ELEMENTS FRONTIERES 

EN ELASTICITE CLASSIQUE 

Dans ce chapitre, nous présentons les notions élémentaires nécessaires à la 

compréhension de la méthode des éléments frontières. Nous nous restreignons au cadre de 

l'élasticité linéaire classique. 
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1.1. INTRODUCTION 

1.1.1. MOTIVATIONS ET CHOIX DE LA METHODE 

La complexité des équations aux dérivées partielles modélisant les problèmes 

physiques ne permet pas, en général, d'obtenir une solution analytique. Le développement 

d'outils numériques s'avère donc nécessaire. 

Comme techniques de résolution numérique les plus connues, citons les différences 

finies et les éléments finis. Elles consistent, après discrétisation du domaine, à déterminer une 

solution approchant l'équation aux dérivées partielles tout en satisfaisant exactement les 

conditions aux limites. 

D'autres méthodes, au contraire, permettent d'obtenir une solution approchant les 

conditions aux limites mais vérifiant l'équation aux dérivées partielles. Elles transforment celle

ci en une équation intégrale de surface ne faisant intervenir que les inconnues à la frontière (en 

élasticité, les vecteurs des déplacements et des contraintes). Cette approche présente donc 

l'avantage de réduire la dimension du problème d'une unité et de mesurer directement 

l'influence des conditions aux limites sur la solution cherchée. 

La petite taille du système à résoudre, une meilleure précision, une plus grande 

souplesse d'utilisation, une meilleure adaptation au cas de domaines infinis ou semi-infinis sont 

encore des avantages souvent cités. 

Ces atouts sont non négligeables pour l'étude des problèmes de contact, que nous 

présentons dans le chapitre V. Nous choisissons donc de mettre en œuvre la méthode des 

éléments frontières dans le cadre de l'élasticité linéaire classique. 

1.1.2. UN BREF RAPPEL HISTORIQUE 

De nombreux logiciels d'éléments finis ont vu le jour alors que l'intérêt pour les 

éléments frontières n'était pas encore établi. 
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Il est pourtant admis que la méthode est particulièrement bien adaptée : 

• aux problèmes linéaires, 

• au domaine de la mécanique de la rupture, 

• aux problèmes transitoires. 

Pour les problèmes non linéaires, l'intérêt est moindre. La méthode des éléments finis 

y est préférée et dans quelques cas précis, un couplage des deux méthodes. En particulier, les 

éléments finis sont parfois utilisés dans des sous-domaines où le comportement mécanique est 

non linéaire alors que les éléments frontières s'imposent dans des milieux infinis ou semi

infinis. Le raccordement entre ces deux méthodes s'effectue par des techniques de type 

décomposition de domaine. 

L'histoire des éléments frontières est essentiellement caractérisée par deux grandes 

périodes : 

• les méthodes d'équations intégrales apparaissent dans un premier temps. Ce sont 

des techniques analytiques, dites « sources », issues des travaux de l'école russe : 

Muskhelishvili1
, Mikhlin2

, Kupradze3
, Smirnov4

. La méthode dite « directe» apparaît en 

1968 avec les travaux de T.A. Cruse et de J.F. Rizzos, concernant l'élastostatique, 

• l'aspect numérique est pris en considération à partir des années 70. Les procédés 

développés pour les éléments finis sont appliqués aux éléments frontières. Pour la première 

fois, la notion d'éléments finis de frontières est introduite. Lachat6
, en 1975, traite les 

1 Voir référence [MEF 1] 

2 Voir référence [MEF 2] 

3 Voir référence [MEF 3] 

4 Voir référence [MEF 4] 

5 Voir référence [MEF 6] 

6 Voir référence [MEF 5] 
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équations intégrales de frontière en utilisant des éléments curvilignes, pendant que Brebbia fait 

le lien entre les équations intégrales de frontières et les techniques d'approximation. Quelques 

années plus tard, une extension aux problèmes d'évolution non linéaires est proposée. 

1.2. MODELISATION DE L'EQUILffiRE STATIQUE D'UN COPRS 

ELASTIQUE 

1.2.1. HYPOTHESES DE L'ELASTICITE CLASSIQUE 

Nous nous intéressons à l'état d'équilibre statique d'un corps élastique, soumis à une 

charge. 

Nous nous plaçons dans le cadre de l'élasticité linéaire. Cette linéarité repose sur deux 

hypothèses : 

a) les perturbations restent petites. En conséquence, le tenseur des déformations peut 

être linéarisé. De plus, l'écriture des équations et celle des conditions aux limites 

peuvent s'effectuer à chaque instant sur la configuration de référence. 

b) la loi de comportement élastique s'exprime par une relation linéaire entre le tenseur 

des contraintes et le tenseur des déformations linéarisées. 

Nous rajoutons les hypothèses d'isotropie et d'homogénéité. 

1.2.2. EQUATION ET PROBLEME MODELE 

Nous nous plaçons dans un repère cartésien fixe (0, XI' X 2 , x3 ) . 

Soit un corps élastique, caractérisé par un domaine ouvert n c ~ 3 et une frontière r . 
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A l'état d'équilibre; le problème est régi par les équations suivantes, écrites en 

notations tensorielles avec la convention d'Einstein: 

(1.1) Œij,j(U) + J; = 0 dans n 

u : vecteur des déplacements 

aij : tenseur des contraintes de Cauchy-Euler 

fi : forces volumiques 

Afin de poser correctement le problème, nous ajoutons des conditions aux limites de 

type Dirichlet sur rD et Neumann sur r N (r = rD EB r N ). 

Pour un matériau élastique linéaire homogène, les équations reliant les contraintes aux 

déformations sont données par la loi générale de Hooke: 

avec 

( 1.3 ) 
a ijkh = a jikh = a ijhk = a khij 

8 kh (U) = !(Ukh +Uhk ) 2' , 

&kh : tenseur des déformations 

De ( 1.1 ) et ( 1.2 ), nous obtenons: 

( 1.4) aijkh Uk,jh + J; = 0 

Les tractions agissant en un point x appartenant à r, de normale extérieure fi, sont 

données par : 
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Si nous nous restreignons au cas d'un matériau isotrope, le tenseur aijkh est défini par 

la relation : 

(1.5) aijkh = Â ôij ôkh + ,u(<>;kÔjh + <>;hÔJk) = (1- 2:fcl + v) ~j Ôkh + 2(1~ v) (<>;kÔjh + <>;hÔjk) 

~,u : coefficient d'élasticité de Lamé, homogène à une pression 

E : module d'Young, homogène à une pression 

v : coefficient de Poisson, sans dimension 

1.3. SOLUTIONS FONDAMENTALES 

La rédaction des paragraphes 1.3 à 1.6 est inspirée de [MEF 7], [MEF 8], [MEF 9] 

et[MEF 11]. 

En s'appuyant sur (1.4 ), définissons l'opérateur 

et la solution fondamentale U mk , solution de l'équation 

dans un domaine infini. 

Physiquement, la solution U mk (x, y) représente la k -ième composante du déplacement 

au point x, d'un corps infini, en réponse à une force unitaire agissant dans la m-ième direction 

au point y, i.e. /;(x) = ô;m ô(x - y). 

Les tractions associées à ces déplacements fondamentaux U mk sont définies par: 



22 

1.4. IDENTITE DE SOMIGLIANA ET EQUATION INTEGRALE 

FRONTIERE 

Dans ce paragraphe, nous montrons comment un problème aux valeurs frontières 

obéissant aux équations de Navier peut être transformé en équations intégrales limites. 

1.4.1. IDENTITE DE SOMIGLIANA 

Les équations ( I. 1 ), ( I. 3 ) et ( I. 5 ) nous donnent les équations de Navier : 

Elles peuvent être réécrites sous la forme 

avec 

La solution fondamentale associée à ( I.6 ) doit alors vérifier, 

dans un domaine infini. 

L'expression des solutions fondamentales en déplacements et en tractions sont 

données en annexe A. 

L'appartenance des solutions fondamentales à D'(n), ensemble des distributions à 

support compact, est admise. 
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Remarque 

La solution de l'équation ( 1.7 ) ( 1.8 ), dans un domaine infini, avec décroissance des 

déformations à l'infini, est l'intégrale: 

Preuve 

En effet, 

LikUk (y) = Lik J U ki (x,y )fi(X) dV(x) = J Lik (U ki(X,y)).t; (x) dV(x) 

= -J ô(x - y)fi(X) dV(x) = - .t;(y) 

o 

Multiplions maintenant (1.7) et (1.8) par Uki (x,y) , puis intégrons sur 0 ; pour des 

fonctions U etf suffisamment régulières, nous obtenons: 

fUki(X,y).t;(X) dO(x) = -f Uki (x, y)iijuj (x) dO(x) 
o 0 

En appliquant deux fois la formule de Green, 

(1.10) fUki(X,y).t;(x)dO(x) = -f Lijuki(x,y) uj(x)dO(x) + f[Pki(X,y)ui(X)-Uki(x,y)Pi(X)]df(x) 
o 0 r 

et en combinant (I. 9 ) et ( I.l 0 ), nous établissons l'identité de Somigliana 

(1.11) 
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1.4.2. EQUATION INTEGRALE FRONTIERE 

L'identité de Somigliana est vraie en dimension 2 et en dimension 3. Elle est valable 

pour un point appartenant à n. 

Pour un point 0 appartenant à r, l'identité de Somigliana devient l'équation intégrale 

frontière: 

c,Ao)u;(o) = J U ,Ax, O)f; (x) dn(x) + HU ki{X, O)pj (x) - p,Ax, O)uj(x)] df(x) 
Q r 

Preuve 

Supposons que ce point 0 est interne au domaine n et qu'il est contenu dans une 

petite boule de centre 0 et de rayon li, notée B( 0, li) (Cf Figure I.1). 

Figure I.1 

L'identité de Somigliana, au point 0, s'écrit 

f1(e)Uk(e) = J U ki (x,e).fi (x) dn(x) + Hu ki(X,e)p;(x) - Pki(x,e)u;(x)] dr(X) 
Q' =QuB(O,6) r' =r +rE-r~ 
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Faisons tendre e vers O. 

lim f U ki(X, e)Pi (x) aT(x) =f U ki (x, e)p; (x) aT(x) puisque cette intégrale ne présente 
e ---+0[. [ 

aucune singularité spéciale et peut donc être considérée comme une intégrale régulière, 

Du fait de la continuité de u, la première intégrale à droite de l'égalité disparaît. La forme de la 

seconde intégrale nous permet de poser: 

Donc, moyennant une condition de continuité de BOlder en e de la forme 

nous obtenons, lorsque etend vers 0, l'identité( I.12 ). 

Remarque 

Les coefficients du tenseur Cid peuvent être calculés à partir du concept de 

mouvement rigidifiant. Celui-ci est défini par Ui (x) = oij et fi (x) = 0, ce qui entraîne Pi (x) = 0 . 

L'équation intégrale nous donne alors: 

cki(e) = -f Pki(x,e) aT(x) 
[ 
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Si nous injectons cette nouvelle définition dans l'équation intégrale frontière, nous 

obtenons, pour un point B appartenant à r, l'équation: 

La formule ( 1.13 ) ne contient plus d'intégrales à valeurs principales de Cauchy 

puisque sur les déplacements, nous avons la continuité au sens de BOlder. 

La solution de l'équation ( 1.12 ) ou ( 1.13 ) est donc calculée à un mouvement rigide 

près. Il convient par la suite de fixer des conditions aux limites de Dirichlet pour que celle-ci 

soit unique. 

En introduisant les conditions aux limites (Dirichlet sur rD et Neumann sur r N) dans 

la formule ( 1.13 ) nous obtenons, pour tout point B appartenant à r, l'équation: 

f p,Ax, B)(ui(x) - ui(B))df(x) - f u ,Ax, B)Pi (x) df(x) - f u ,Ax, B).r(x) dn(x) 
~ ~ Q 

= - f P,Ax,B)(uj(x) - ui(B))df(x) + f u ki (x, B)Pi(X) df(x) 

1.5. DETERMINATION DES DEPLACEMENTS ET DU TENSEUR 

DES CONTRAINTES EN UN POINT YEn 

Dans la plupart des applications, l'ingénieur a besoin de déterminer les déplacements 

et le tenseur des contraintes à l'intérieur du domaine. 
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1.5.1. DEPLACEMENTS EN UN POINT YEn 

Connaissant les déplacements et le vecteur des contraintes sur r, les composantes des 

déplacements en un point y de n sont obtenues par l'identité de Somigliana, établie au 

paragraphe précédent. Nous la rappelons : 

1.5.2. TENSEUR DES CONTRAINTES EN UN POINT YEn 

L'identité de Somigliana est une fonction continue et différentiable de la variable y 

appartenant à n. En combinant les dérivées au point y de cette identité à la loi de 

Hooke ( 1.5 ), nous obtenons: 

( 1.14) O"if(Y) = J Uifk (X,Y)fk (x) dn(x) + J[Uifk (X,Y)Pk(X) - P;jk (x,y)uk (x)] dr(x) 
Q r 

Les expressions des coefficients des tenseurs U ijk et Pijk sont données en annexe A. 

1.6. TENSEUR DES CONTRAINTES EN UN POINT 8 E r 
Nous avons établi les formules permettant de calculer: 

• les vecteurs des déplacements Ui et des contraintes Pi sur r 

(Cf Formule ( 1.12)), 

• le vecteur des déplacements Ui en un point y de n (Cf Formule ( 1.11 )), 

• le tenseur des contraintes (J'ij en un point y de n (Cf Formule ( 1. 14)). 
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Il est cependant souhaitable de connaître le tenseur des contraintes sur r. 

A cette fin, nous pouvons évaluer la limite de l'équation ( I.14 ) lorsqu'un point y de 

il tend vers le point e appartenant à r. Cette technique!, semble lourde à mettre en œuvre 

(excepté sur un domaine infini ou semi-infini). 

Une alternative est d'exprimer les tractions et les déplacements dans un repère local, 

construit autour de ce point e, et d'utiliser les relations entre le tenseur des contraintes et les 

déplacements sur r. Cette méthode présente l'avantage de ne plus faire appel à l'intégration. 

Plaçons-nous dans le repère local (e,xp x2 ,x3 ) (Cf. Figure I.2). 

Figure I.2 : Définition du repère local (e, Xl' X2 , X3 ) 

Dans ce repère, le tenseur des déformations sur cette surface a pour expression: 

En combinant cette équation à la loi de Hooke et aux équations d'équilibre, nous 

aboutissons à un système qui nous permet de déterminer les six composantes du tenseur des 

contraintes au point e, exprimées dans le repère local. 

1 Voir référence [MEF 7] 
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V oici leurs expressions : 

0"13 (0) = PI (0) 

0"22(0) = _1_(VP3(0)+~(e;2(0)+ V~I(O))î 
I-v l+v ~ 

0"23(0) = P2 (0) 

0"33(0) = P3(0) 

En dimension 2, la démarche est identique. Dans le repère local (0, XI ,x2 ) 

(Cf Figure I.3), nous pouvons écrire: 

Figure I. 3 : Définition du repère local (0, XI , x2 ) 

Le tenseur des contraintes en déformations planes est donné par : 

<7;1(0)= l~V( lP2(0)+1:V~I(0)) 
0"12 (0) = PI (0) 

0=;2(0) = P2(0) 
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En contraintes planes, nous devons remplacer v par v = _v_ 1. 
1+ v 

1.7. CONCLUSION 

Dans ce chapitre, nous avons présenté la méthode des formulations intégrales en 

élasticité linéaire. Le chapitre suivant est consacré à la présentation et à la validation de notre 

code de calcul, mettant en œuvre cette méthode dans un cadre bidimensionnel. 

1 Voir référence [MEF 8] 



Chapitre II 

ELABORATION n'UN LOGICIEL n'ELEMENTS 

FRONTIERES 

Dans ce chapitre, nous présentons notre code d'éléments frontières. 
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II.1. INTRODUCTION 

Ne disposant pas, au sein du laboratoire L.S.G.S., de logiciels de calcul utilisant la 

méthode des éléments frontières, nous nous sommes appliqués à concevoir un code spécifique 

aux micro-ordinateurs indépendant de programmes existants sous d'autres environnements. 

Nous nous sommes astreints, en particulier, à une gestion efficace de la mémoire par 

allocation dynamique et à une programmation sous forme de petits modules ne dépassant pas 

1000 instructions: il est incontestablement plus rapide, lors d'une modification ou de tests, de 

ne compiler que quelques lignes, plutôt que le code tout entier. 

Nous avons écrit nos programmes en C, ce langage s'imposant progressivement 

comme le standard en matière de programmation scientifique. En effet, il présente de 

nombreux atouts, notamment : 

• la gestion par structure de données, 

• la rapidité d'exécution des programmes, 

• l'accès à la programmation graphique, 

• la programmation modulaire. 

Notre configuration matérielle est de type P.C., équipé d'un microprocesseur INTEL 

Pentium 100 MHz avec 8 Mo de R.A.M. 

II.2. PRESENTATION GENERALE DU CODE 

Notre code d'éléments frontières se compose de deux programmes: 

• un mailleur, qui réalise le maillage de la frontière d'une pièce géométrique simple à 

deux dimensions, 
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• un solveur, appliqué à l'élasticité linéaire à deux dimensions. 

Ces programmes sont à la base de l'étude numérique entreprise dans ce mémoire. 

Ayant comme objectif la résolution de problèmes de contact (Cf. Chapitre V), nous devions 

concevoir un ensemble mailleur - solveur simple mais suffisamment riche pour nous permettre 

de résoudre ces problèmes complexes. 

II.3. LES PROBLEMES PLANS 

Dans ce mémoire, nous nous restreignons à l'étude de problèmes plans, homogènes 

par domaines. De plus, nous supposons que les forces de volume agissant sur le corps sont 

nulles (i.e. fi = 0). 

L'élasticité linéaire plane couvre trois types de problèmes: 

• les problèmes à contraintes planes, 

• les problèmes à déformations planes, 

• les problèmes axisymétriques. 

II.3.1. CONTRAINTES PLANES 

L'hypothèse des contraintes planes, dans le plan (X},X2), se traduit par: 

( ILl) 0"33 = 0 

Pour un problème plan, nous considérons: 
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Les relations contraintes déformations ( 1.2 ) s'écrivent alors: 

1 v 0 0 0 
0"11 V 1 0 0 0 611 

0"22 0 0 
1- v 

0 0 622 E --
0"12 --- 2 

Y\2 , Yi) = 26jj i,j=l..3 i 1= j -
1- v2 1- V 

0"13 
0 0 0 -- 0 Y13 2 

0"23 
1- v 

Y23 0 0 0 0 
2 

L'hypothèse des contraintes planes ( II.1 ) est généralement admise dans des 

structures minces de type poutres, plaques et coques où X3 représente la direction suivant 

l'épaisseur. 

v 
Cette hypothèse revient à remplacer v par v = -- 1 dans l'équation intégrale 

1 + v 

frontière ( 1.12 ). 

Figure II.1 : Exemple de problème à contraintes planes - Eprouvette de tôle mince en traction 

1 Voir référence [MEF 8] 
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II.3.2. DEFORMATIONS PLANES 

Dans le repère (O,XI,X2,X3), l'hypothèse classique des déformations planes se traduit 

par : 

correspondant à 

Les déformations non nulles sont &11, &12 , &22· 

Les relations contraintes déformations ( 1. 2 ) s'écrivent alors : 

v 

1- v 

o 

o 
o 

1-2v 

2 

Ces conditions peuvent être admises lorsque la géométrie, les sollicitations, les 

conditions aux limites, les propriétés du matériau sont suffisamment indépendantes de X3 . 

Plan étudié en 
défonnations 

planes 

Figure II.2 : Exemple de problèmes à déformations planes - Barrage avec extrémités fixes 
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II.3.3. PROBLEMES AXISYMETRIQUES 

Dans beaucoup d'applications industrielles, l'ingénieur est confronté à l'étude de 

problèmes tridimensionnels qui présentent de part leur géométrie et leurs conditions aux 

limites, une symétrie axiale. Ceci permet de ramener l'étude à une analyse bidimensionnelle 

dans un demi-plan de coupe. 

Plan étudié 
en 

axisymétrie 

Figure II.3 : Exemple de problème axisymétrique 

Pour établir l'équation intégrale frontière dans le cas d'un problème axisymétrique, 

nous pouvons employer l'une de ces deux techniques : 

• intégrer l'équation intégrale frontière ( 1. 12), établie au chapitre 1 pour un 

problème tridimensionnel, le long d'un anneau d'axe, l'axe de symétrie!, 

• SUivre la démarche présentée au paragraphe 1.4 en considérant un chargement 

radial2
. 

1 Voir références [MEF 7] et [MEF 8] 

2 Voir référence [MEF Il] 
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L'une ou l'autre technique nous permet d'obtenir une équation intégrale frontière, 

similaire à l'équation ( I. 12 ) : 

f D; (x, B) dr(x) u;(B) = f U;(x,B)J;(x) dO(x) 
r Q 

( lIA ) + HU; (x, B)p; (x) + r;(x, B)[u; (B) - u; (x)]] dr( x) 
r 

i,k = r,z 

L'expression des solutions fondamentales U~, T~ et DZi est donnée en annexe B. 

Précisons qu'à cause de la symétrie axiale, le concept de mouvement rigidifiant 

(Cf. remarque du paragraphe I.4.2) n'est ici valable que dans la direction de l'axe de symétrie. 

Les formules permettant le calcul de (Tij sur r et dans 0 sont présentées dans la 

référence [MEF 7]. 

II.4. MISE EN ŒUVRE DE LA METHODE DES ELEMENTS 

FRONTIERES 

II.4.1. DISCRETISATION DE r 

Soit Ocge, de frontière r. 

La discrétisation de r est représentée par un ensemble fini de M noeuds et de N 

éléments rk linéaires de longueur h, tels que: 

N 

• r = Urk 
k=\ 

o 0 

• r;nri = {0} 
;"'i 
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} élément fk 

a) Géométrie b) Maillage 

Figure Il.4 : Discrétisation de r 

Chaque élément r k est obtenu par une transformation bijective de l'élément de 

référence. 

1 3 2 
6~~-+-1 ---~ 
-1 0 'Tf 

Figure Il.5 : Passage de l'élément de référence à l'élément réel 

Sur chaque élément rk, les coordonnées (XI ,X2) d'un point sont calculées par 

interpolation des coordonnées (xt, X~ ) k=I.2 à l'aide des fonctions de forme linéaires NF : 

Xl (77) = (N F( 77)){xt} 
( II. 5 ) k = 1,2 

x2h) = (N A77)){X~} 
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Celles-ci vérifient : 

II.4.2. REPRESENTATION DE LA SOLUTION 

De la même manière, le déplacement u est représenté sur chaque élément f k par : 

(ut ,un: déplacements des noeuds de l'élément f k 

Nu ( 77) : fonctions d'interpolation, pouvant être différentes de NF ( 1]) 

Le vecteur des contraintes P est représenté sur chaque élément f k par : 

PI (77) = (N A77)){Pt} 
(11.7) P2(77) = (Np (77)){pn 

(pt ,p~) : vecteurs des contraintes aux noeuds de l'élément f k 

Np h) : fonctions d'interpolation, pouvant être différentes de Nu ( 77) 

Nous notons les équations (11.6) et (11.7) sous la forme suivante: 
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avec 

lu} = {::} 
uk 

{u k
} = 1 , vecteur élémentaire des déplacements 

uk 
2 

[ Nu] : matrice contenant les fonctions d'interpolation 

avec 

pt 
, vecteur élémentaire des contraintes 

p~ 

[N p] : matrice contenant les fonctions d'interpolation 

II.4.3. DISCRETISATION DE L'EQUATION INTEGRALE FRONTIERE 

A l'aide des équations ( II.8 ) et ( II.9 ), nous pouvons discrétiser l'équation intégrale 

frontière ( 1.12 ), en un noeud i du maillage, sous la forme: 

[
CIl C12] 

avec [cl = C C 
21 22 

(Cf § 1.4) 
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L'équation ( II. 1 0 ) étant valable pour i variant de 1 à M, nous obtenons un système 

de 2M équations que nous écrivons sous la forme matricielle: 

(11.11) [H]{U} -[G]{p} = 0 

• {U} est le vecteur global des déplacements 

• {P} est le vecteur global des contraintes 

• [H] est construit par assemblage des matrices élémentaires [h], définies par 

hi]" = f[ Pi]" ][ Nu] df et de la matrice [C] 
f k 

• [G] est construit par assemblage des matrices élémentaires [g], définies par 

gij = f[Ui]"][N p] df 
f k 
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En introduisant les conditions aux limites (Dirichlet, Neumann, mixte), 

l'équation ( II. Il ) devient: 

(11.12) [A]{Y} = {b} 

{y} contient à la fois les inconnues en li et p sur r. 

Précisons que [A] est une matrice pleine, non symétrique. Cependant, ceci est 

compensé par le fait qu'elle est de dimension inférieure à celle des éléments finis puisqu'elle ne 

fait intervenir que les inconnues à la frontière. 

II.4.4. DIFFICULTES DE LA METHODE 

II.4.4.1. Calcul des matrices élémentaires et traitement des singularités 

La construction du système ( II.11 ) nécessite le calcul des matrices élémentaires [hl 

et [g] , contenues dans l'équation ( II.10 ). 

Cependant, celui-ci présente une difficulté lorsque l'intégration porte sur un élément 

singulier. 

Définissons ce terme. 

Un élément r k est dit singulier relativement au noeud i lorsque ce noeud sur lequel 

porte l'équation ( II.10 ), appartient à r k .. 
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élément 
noeud i singulier \,----A----. 

'---v----' 

élément 
non singulier 

X : point d'intégration 

Figure II.6 : Définition d'un élément singulier 

Nous notons s, la distance entre le noeud i et un point d'intégration de l'élément r k. 

Sur l'élément singulier, s tend vers 0, ce qUi entraîne des singularités dans les 

intégrales. 

En déformations et contraintes planes, l'équation intégrale frontière (I.12) possède 

des singularités de deux types : 

1 
• -. Elle est contenue dans l'expression des P;j (Cf. Annexe A). Moyennant une 

s 

condition de continuité de Bolder sur les déplacements interpolés à la frontière, 

cette singularité disparaît. 

• ln s. Elle est contenue dans l'expression des Uij (Cf. Annexe A). Nous levons 

celle-ci par un changement de variable du type s = t 2 ou par une intégration 

analytique puisque ln s est intégrable en O. 



types: 
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En axisymétrie, la formulation ( lIA ) possède également des singularités de deux 

• .!.. Elle est contenue dans l'expression des y* et des D~ (Cf Annexe B). De la s IJ lJ 

même façon, cette singularité disparaît moyennant une condition de continuité de 

BOlder sur les déplacements à la frontière. 

• logarithmique. Elle est due au comportement asymptotique de la fonction elliptique 

de première espèce K(k) , présente dans U~, r* et D~ (Cf Annexe B). En effet, 
y IJ lJ 

nous avons: 

4 
K(k) = ln ~ +0(1) lorsque k tend vers l, 

l-k 2 

ce qui nous conduit à 

K(k) = -ln(s) + O(so) lorsque s tend vers O. 

Nous levons cette dernière singularité par un calcul se déroulant en deux étapes. 

Nous avons donc à évaluer des intégrales de la forme 

1 = f A + B K( k) ci[ = ft + 12 
f k 

1 ére étape: 

Nous calculons les matrices élémentaires [hl et [g] en remplaçant K(k) par 

K(k) + ln(s) dans les solutions fondamentales. 
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Les intégrales, à présent non singulières, sont de la forme : 

I l = f A + B (K( k) + ln( s)) ci[ 

f k 

2ème étape: 

Nous complétons ces matrices en rajoutant les termes singuliers manquants. 

Ils sont de la forme 

12 = -este fo
a 

B ln(s) ds 

A l'aide du changement de variable s = a t2 , nous nous ramenons à 

1 

h = -2aCste f B t In( at2
) dt qui n'est plus singulière. 

o 

Les singularités étant levées, les matrices élémentaires sont calculées : 

• en déformations et contraintes planes, de manière analytique. Cette méthode est à 

la base de la précision de notre code. Nous donnons en annexe C, les informations 

nécessaires pour entreprendre ces calculs, 

• en axisymétrie, à l'aide d'un schéma classique d'intégration numérique de Gauss. 

En effet, un calcul analytique n'est plus possible du fait de la présence des 

fonctions elliptiques de première et deuxième espèces dans les solutions 

fondamentales (Cf. Annexe B). Afin de diminuer le temps de calcul sans perte de 

précision, nous modulons le nombre de points de Gauss en fonction de la distance 

d entre le noeud i et le milieu de l'élément r k. Cette distance mesure la 

« singularité» des intégrales: plus d diminue, plus l'intégrale est « singulière» et 

plus ce nombre doit être grand. 
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II.4.4.2. Non unicité du vecteur normal et matrice singulière 

L'autre difficulté de la méthode consiste à définir le vecteur normal en un coin du 

maillage de la frontière. 

En effet, à cet endroit, deux normales li A et liB (Cf Figure II.7) et deux vecteurs des 

contraintes PA et PB peuvent être définis. Il n'y a donc plus unicité de la solution en ce point. 

Figure II.7 : Non unicité de la normale en un coin 

Il existe plusieurs méthodes pour contourner cette difficulté. 

L'une des plus courantes consiste à introduire des équations supplémentaires, 

appelées quelquefois équations aux contraintes discontinues l
. 

Pour notre part, nous préférons une autre technique, développée par Brebbia 2, moins 

lourde à mettre en œuvre et d'une efficacité identique, qui consiste à introduire la notion de 

point double. 

En dimension deux, celui-ci est constitué de deux noeuds identiques sans élément 

frontière entre eux. 

Cependant, cette méthode présente un inconvénient lorsque nous imposons les 

déplacements sur le noeud double et recherchons les vecteurs des contraintes. En effet, la 

1 Voir référence [MEF 7] 

2 Voir référence [MEF 8] 
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solution fondamentale U ü (ou U:) ne dépendant pas du vecteur normal, nous obtenons une 

matrice singulière contenant deux lignes identiques. 

Nous utilisons alors, pour résoudre ce dernier problème, des éléments discontinus, en 

positionnant en un coin deux noeuds distants d'une longueur E (1 0-10 ~ & ~ 10-7
), définissant 

l'élément C; (Cf Figure II.8a). En pratique, celui-ci n'a aucune influence sur les résultats. Il 

peut donc être supprimé (Cf Figure II.8b). 

o~--------------------------

~ 

a) Définition de l'élément r E b) Maillage en un coin 

Figure II.8 

II.5. LES PRINCIPAUX MODULES DU CODE 

II.5.1. LE MAILLEUR 

Le mailleur discrétise la frontière r d'un domaine n en N segments de droite r k .. 

L'organigramme suivant présente le schéma complet du programme. 
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DEFINITION DE LA GEOMETRIE (Cf. § 11.5.1.1) 

• Déftnition des sommets 

• Déftnition des frontières 

STOCKAGE DES 
RESULTATS 

dans des ftchiers au format 
ASCII 

• * .GEO : Géométrie de la 
pièce 

• *.MAl: Maillage de la 
pièce 

1 

1 
MAILLAGE (Cf. § 11.5.1.2) 

VISUALISATION 

• Géométrie 

• Maillage 

• Informations sur le 
maillage 

Tableau II.1 

II.5.1.1. Définition de la géométrie 

1 

1 

OPTIONS 

• Impression: 

- Géométrie 

- Maillage 

• Exportation des graphiques 
sous d'autres logiciels par 
l'intermédiaire du Presse
Papiers de Windows 

La géométrie d'une pièce est définie par ses sommets et ses frontières. 

Un sommet est déterminé par: (Cf Figure II.9) 

• son numéro, 

• ses coordonnées Xl et X2, 

• son code frontière, 

• l'option Point double (Cf § II.4.4.2). 
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Sommet (5,xJ,x2,Codeyront,Simple) 

/ 
6 5 4 

10 9 

D 
7 8 

/1 2 3 

Sommet (l,Xl ,x2,Codeyront,Double) 

Figure II.9 : Définition d'un sommet 

De même, la frontière d'une pièce est définie par: (Cf Figure ILl 0) 

• son numéro, 

• le numéro du sommet initial, 

• le numéro du sommet final, 

• sa géométrie de type : 

- segment de droite défini par les sommets initial et final, 

- arc de cercle défini par son centre et les sommets initial et final, 

• son type de frontière : externe ou interne, 

• son code frontière, 

• le nombre de noeuds régulièrement espacés. 
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Dans ce module, nous fixons la valeur de 8 (Cf. § II.4.2). 

Frontière (5,5,6,Segment,Exteme,Code]ront,Nbre de Noeuds) 

6 
\, 

5 4 4 

10 9 9 

6 10 8 X 3 

11 

7 7 8 

1 2 2 3 

Frontière (lO,1O,7,Segment,Inteme,Code]ront,Nbre de Noeuds) 

Frontière (3,3,4,Arc_ Cercle(ll),Exteme,Code]ront,Nbre de Noeuds) 

Figure II.lD : Définition d'une frontière 

ll.5.1.2. Réalisati~n du maillage 

A partir des données saisies dans le module définissant la géométrie de la pièce, le 

maillage est réalisé de la manière suivante : 

• les frontières sont découpées en un nombre déterminé de segments égaux, 

• les noeuds des frontières courbes sont positionnés régulièrement sur celle-ci 

(Cf. Figure II.lla). 
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.~ 

a) Maillage d'une frontière droite 

en N segments 
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r---o .. 
. . ····0 ..... , ..... 

:e/N ./ 
~/ 'q 

~e ...................... \ 
b) Maillage d'une frontière courbe 

en N segments 

Figure II.11 : Maillage d'une frontière 

Nous représentons sur la Figure II.12, le maillage final de l'exemple traité tout au long 

de ce paragraphe. 

Deux autres maillages montrant les possibilités de notre logiciel, sont présentés sur la 

Figure II.13. 

D 
Figure II.12 : Maillage de l'exemple 
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a) Maillage d'une clef plate 

00 
00 

b) Maillage d'une pièce 

Figure II.13 : Présentation de quelques maillages 

II.5.2. LE SOLVEUR 

L'organigramme suivant présente le schéma du déroulement du programme. 
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ENTREE DES DONNEES (Cf § II.5.2.I) 

• Nom du fichier du maillage 
• Interpolation: 

- constante 
- linéaire 

• Type de problème: 
- contraintes planes 
- déformations planes 
- axisymétrie 

• Propriétés du matériau (E,v) 

l 
ENTREE DES CONDITIONS AUX LIMITES (Cf § II.5.2.2) 

l 
CALCUL DES MATRICES [H] ET [G] (Cf. § II.4.3) 

1 

l 
ASSEMBLAGE DU SYSTEME [A] {Y} = lb} (Cf § 11.4.3) 

l 
RESOLUTION DE [A] {Y} = lb} 

par la méthode de Gauss-Jordan 

1 
ri ASSEMBLAGE DES RESULTATS }-

l 
STOCKAGE DES VISUALISATION OPTIONS 

RESULTATS 

dans des fichiers au format • Maillage • Impression: 
ASCII 

• Déformée - maillage 

• Résultats - déformée 

• Exportation des 
graphiques sous 
d'autres logiciels par 
l'intermédiaire du 
Presse-Papiers de 
Windows 

Tableau II.2 
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II.5.2.1. Entrée des données du problème 

Ce solveur utilise les maillages réalisés avec le mailleur décrit au paragraphe 

précédent. 

L'exécution du programme nécessite l'introduction de divers paramètres, 

notamment: 

• le type d'interpolation utilisé (Cf. § 1I.4.2 et Figure II.14) : 

- constante 

- linéaire 

u;h) 
u~ (1]) 
u~(1]) 

u;( 1]) 
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Remarque 

Afin de simplifier la nuse en œuvre de la méthode, nous avons choisi des 

interpolations de même ordre pour u et p. 

uoup 

uoup 

J~l 0 
1 3 2 1 2 

a) constante b) linéaire 

Figure 11.14 : Définition des interpolations 

• le type de problème: 

- contraintes planes (Cf. § II.3.1), 

- déformations planes (Cf. § II.3.2), 

- axisymétrie (Cf. § II.3.3). 

• les propriétés du matériau 

- module d'Young E, 

- coefficient de Poisson v. 
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II.5.2.2. Les conditions aux limites 

Le solveur peut gérer différents types de conditions aux limites : 

• Dirichlet, 

• Neumann, 

• Dirichlet - Neumann. 

Ceux-ci sont définis par le code affecté aux frontières lors du maillage. 

II.6. LES UTILITAIRES 

Les utilitaires reposent essentiellement sur la mise en œuvre des méthodes exposées 

aux paragraphes I.5 et I.6. 

Une fois, le calcul de u et de p sur r effectué, ils permettent l'évaluation de: 

- (Ji] sur la frontière r (Cf § I.6 et [MEF 7]), 

- Uj dans le domaine n (Cf § I.5.1 et [MEF 7]), 

- (Ji]' dans le domaine n (Cf § 1.5.2 et [MEF 7]), 

- (Je, la contrainte équivalente au sens de Bencky Mises. 

cre est définie: 

• en déformations et contraintes planes par : 
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• en axisymétrie par : 

Remarques 

L'ensemble des points permettant de définir la solution dans le domaine n a été 

obtenu à partir d'un logiciel commercial de maillage pour les éléments finis. Nous récupérons 

les coordonnées des noeuds internes dans le fichier de celui-ci. 

En ce qui concerne les formules ( 1.11 ) et ( 1.14 ), un schéma de discrétisation 

identique à celui présenté au paragraphe II.4 est utilisé. 

o 
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II.7. EXEMPLES 

Afin de valider notre code d'éléments frontières, nous nous proposons de résoudre 

quelques problèmes d'élasticité linéaire de référence, dont nous connaissons la solution 

analytique. Nous les présentons dans le tableau suivant: 

Type de 

Problème Géométrie § problème Références 

plan 

Plaque en 

D 
II. 7.1 Contraintes [MEC 4] 

traction simple planes 

1 
Plaque soumise à 

J 1 II.7.2 Contraintes [MEC 1] 

des sollicitations j 1 planes 

aux extrémités J 1 

Traction simple 

G 
II.7.3 Contraintes [INF 4] 

d'une plaque planes 

perforée 

Cylindre en m II.7.4 Axisymétrie [MEF 7] 

traction simple 

1 

Cylindre creux 1 II.7.5 Axisymétrie [MEF 7] 

1 ~ 
1 

~ 1 

sous pression 
1 

1 

1 

interne 
1 

1 

Réservoir @ II.7.6 Axisymétrie [INF 4] 

sphérique sous 

pression interne 

Tableau II.3 
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II.7.1. PLAQUE EN TRACTION SIMPLE 

Nous étudions le problème d'une plaque soumise à une force de traction uniforme P. 

X, 
t 

P 
1--'--'-...L..l...JL..I...L..L..Lj 

1 

o" _. _. _. . _. _. -) XI 

épaisseur e = 1 mm 

Figure II.15: Plaque en traction simple 

n.7.1.1. Données du problème 

Ce problème admet une symétrie par rapport à l'axe OXI. Nous limitons donc l'étude 

à la moitié du domaine. 

T T T i T T T T T p 
D 

1 
C 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
H=2mm 

1 

1 

1 

1 

1 

A 
1 

Oi B ._._._._._._) Xl 

////// //// 

L=2mm 

Figure II.16 



Le matériau choisi est défini par : 

E = 100000MPa 

v = 0.10 
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Les conditions aux limites du problème sont : 

• {U2 = 0 

Pl =0 

{
PI =0 

• P2 = P = 1MPa 

enO 

antisymétrie sur AB 

force uniforme sur CD 

La pièce est maillée en 16 éléments linéaires. 

Figure II.17 : Maillage de la pièce 

II.7.1.2. Solution analytique 

La solution analytique de ce problème est donnée par: 

{
O"ll = 0"12 = 0 

0"22 = P 
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II.7.1.3. Résultats 

Nous avons résolu ce problème en utilisant les interpolations constante et linéaire 

(Cf § II.5.2.1) : 

• en interpolation constante, les erreurs relatives sur les déplacements et les 

contraintes calculés à la frontière sont respectivement inférieures à 0,5% et 1 %, 

• en interpolation linéaire, cette erreur est égale à la précision de l'ordinateur. Les 

résultats sont exacts jusqu'à la 15-ième décimale. En effet, la pièce est décrite 

exactement par les éléments frontières du maillage. De plus, les intégrales 

composant les matrices H et G (Cf § II.4.3) sont calculées analytiquement. Ceci 

nous permet d'obtenir exactement la solution, car celle-ci est linéaire. 

Nous avons également effectué: 

• le calcul du tenseur des contraintes (Yi; à la frontière (Cf § I.6), 

• le calcul des déplacements et des contraintes en divers points intérieurs du 

domaine (Cf § I.5). 

Nous retrouvons, sur ces résultats, la même précision que ci-dessus, selon 

l'interpolation utilisée. 
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II.7.2. PLAQUE SOUMISE A DES SOLLICITATIONS REPARTIES AUX 

EXTREMITES 

Nous nous intéressons au problème d'une plaque isotrope soumise à des sollicitations 

réparties aux extrémités (Cf. Figure II.18). 

Batoz l
. 

Nous retenons la géométrie et les conditions aux limites de l'exemple traité par 

Pl 

/:\ 
1 

l 1 
P'l Q- - - -- - - - -- -1 P', XI 

l 1 

épaisseur e = 1 mm 

Figure II.18 : Plaque soumise à des sollicitations réparties aux extrémités 

II.7.2.1. Données du problème 

Du fait de la symétrie par rapport à l'axe OXI, nous résolvons le problème sur la 

moitié du domaine. 

1 Voir référence [MEC 1] 
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C B 

l i H 
-=50mm 

p, li' 0t-::q:::::O::::::;rl::::cc;:::rp:p~AnI p, . 2. Xl 

L=lOOmm 

Figure II.19 

Le matériau choisi est défini par : 

E = 100MPa 

v = 0.30 

Les conditions aux limites du problème sont : 

• u - 0 1-

• 

enO 

en C 

antisymétrie sur OA 

sollicitations sur AB 

sollicitations sur OC 
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Nous désignons par h, la taille de l'élément (Cf. Figure II.20). Nous réalisons cinq 

maillages de la plaque, de telle sorte que h varie de ~ à ~ . 

Nous utilisons une interpolation linéaire (Cf. § II.5.2.1). 

Maillage Ml -h = L 
2 

Maillage M3 _ h = L 
8 

'1 L Mallage M5 -h =-
32 

Figure II.20 : Maillages 

h 

. L 
Mal1lage M2 - h = 4' 

. L 
Mal1lage M4 - h = 16 

-1 ~ 
------- 2 
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II.7.2.2. Solution analytique 

Le champ des contraintes planes exact est : 

0"1l(XI,X2)= 8X; (Xl -L) 
H 

0"12 (X2) = 1-(2i) 2 

0"22 = 0 

Le champ des déplacements est : 

II.7.2.3. Résultats 

Nous présentons dans le Tableau II.4 : 

- les déplacements Ul et U2 au point B, 

- la contrainte 0"11 aux points C et O. 

Ceci nous permet de comparer nos résultats avec la solution numérique de Batoz, 

calculée par la méthode des éléments finis. 

Les maillages utilisés par Batoz sont présentés sur la Figure II.21 . Les maillages des 

frontières de BI, B2, B3 sont respectivement identiques à Ml, M2, M3. 
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1 

1 1 

1 

1 
1 

L 
Maillage BI - h = "2 -4 éléments Q4 Maillage B2 - h = L - 16 éléments Q4 4 . 

L 
Maillage B3 - h = 8 -64 éléments Q4 

Figure II.21 : Maillages de Batoz 

Maillage u, enB (mm) U2 en B (mm) 0'11 en C (Mpa) 0'" en 0 (Mpa) h 

Num. Batoz Num. Batoz Num. Batoz Num. Batoz 

Ml -1.50 -1.76 3.50 4.01 -3.16 -2.62 1.25 1.51 L 
-
2 

M2 -1.80 -1.92 4.11 4.33 -3.51 -3.33 1.13 1.33 L 
-
4 

M3 -1.93 -1.97 4.37 4.44 -3.74 -3.65 1.06 1.18 L 
-
8 

M4 -1.97 11111 4.46 11111 -3.86 11111 l.03 11111 L 
-
16 

M5 -1.99 11111 4.48 11111 -3.92 11111 1.01 11111 L 
-
32 

Solution analytique -2.00 4.50 -4.00 1.00 

Tableau II.4 
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Afin de connaître l'ordre de convergence de la méthode en fonction de la taille de 

l'élément, nous représentons les erreurs relatives sur les déplacements et les contraintes en 

h 
fonction de L en échelle log -log (Cf. Figure II.22). 

En effet, supposons que 

La pente de la droite donne alors l'ordre de convergence a. 

In(hlL) 

lu num - U exact 1 

e = lu",",,1 

• Num. 

.. Batoz 
-Courbe de tendance 

a) Ordre de convergence sur les déplacements 

-1 

-2 

-3 ln. 

-4 

-5 

-6 
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ln(h/L) 

-2 

ln e 

-3 

4 

• l
a - a 1 llnum 1 1 exact 

e= 
lall exact 1 

.. Batoz 

--Courbe de tendance 

-5 

b) Ordre de convergence sur les contraintes 

Figure II.22: Erreurs relatives des méthodes d'éléments frontières et d'éléments finis (Batoz) 

h 
en fonction du paramètre adimensionnel L' 

h : taille de l'élément, L : longueur caractéristique du domaine étudié. 

Ces courbes montrent que nous obtenons une moins bonne précision des résultats au 

niveau des déplacements par rapport à la méthode des éléments finis. 

Par contre, elle est sensiblement meilleure au niveau des contraintes. 
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II.7.3. TRACTION SIMPLE n'UNE PLAQUE PERFOREE 

Nous étudions le problème d'une plaque perforée soumise à une force de traction 

uniformeP. 

~ 
1 

p 

8------------> XI 

p 

épaisseur e = 1 mm 

Figure II.23: Traction simple d'une plaque perforée 

n.7.3.1. Données du problème 

Ce problème admet une double symétrie par rapport aux axes OXl et OX2. Nous 

limitons donc l'étude à un quart du domaine. 

p 

" D 

H=100mm 

a=lOmm 
B 

L=100mm 

Figure II.24 



Le matériau choisi est défini par : 

E = 30000MPa 

v = 0.25 
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Les conditions aux limites du problème sont : 

• {U1 = 0 
P2 = 0 

{
Pl =0 

• P2 = P = 2.5MPa 

antisymétrie sur AB 

antisymétrie sur DE 

force uniforme sur CD 

La pièce est maillée en 72 éléments linéaires. 

Nous utilisons une interpolation linéaire (Cf. § II.5.2.1). 

Figure II.25 : Maillage de la pièce 
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ll. 7 .3.2. Solution analytique 

Une solution semi-analytique a été obtenue par Muskhheliskvili et Kolosov 1 en 

supposant la plaque infinie. 

Nous l'écrivons en coordonnées polaires: 

P[ a
2 

a
4

] CTro {r,8) = - 1 + 2-~ - 3-4 sin(28) 
2 r~ r 

ll. 7 .3.3. Résultats 

Nous représentons sur la Figure II.26, les résultats obtenus sur AB et DE. 

Nous traçons sur la Figure II.27, CToo calculée sur le quart de cercle AE, en fonction 

de l'angle 8. 

Pour ces deux séries de résultats, nous comparons nos valeurs numériques à la 

solution semi-analytique. 

1 Voir référence [INF 4] 



tvPa 
8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

tvPa 
2,5 

2,0 

1,5 

1,0 

Q5 

QO 

-Q5 

-1,0 

-1,5 

-2,0 

-2,5 

10 

10 
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~ O"ee 

Al 

!il 

~(mm) 
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Figure II.26 : Résultats sur AB et DE 
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D'après la solution analytique, CTrO est nulle sur les segments AB et DE. Nos calculs 

nous donnent CTrO = 0 à 0.01 près. 

rvPa 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

Num. 
--Semi-analylique 

• cree 

O+-----~------r-----~----~~----r_----~--
o Q5 1,0 1,5 

-1 e (radians) 
-2 

Figure II.27 : Résultats sur l'arc AE 

D'après la solution analytique, nous avons CTrr = CTrO = 0 sur l'arc AE, défini par r=a. 

Nos calculs nous donnent: 

0::::; CTrr ::::; 10-2 MPa 

0::::; CTrO ::::; 10-1 MPa 
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II.7.4. CYLINDRE EN TRACTION SIMPLE 

Nous étudions le problème du cylindre soumis à une force de traction uniforme P. 

, 
~9_. ___ . _____ , r 

xt" 

Figure II.28 : Cylindre en traction simple 

II.7.4.1. Données du problème 

Ce problème admet une symétrie de révolution autour de l'axe Oz et une symétrie par 

rapport à l'axe Or. 

Nous limitons donc l'étude à un quart de plan de coupe à l'aide des coordonnées 

axisymétriques. 

H=8Omm 

#=' 0 ~7l:;:n;~::p:;tI:;rr;q-A _ _ _) r 

L=60nun 

Figure II.29 



Le matériau choisi est défini par : 

E=lMPa 

v = 0.25 
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Les conditions aux limites du problème sont : 

• {Uz = 0 
Pr =0 

{
Pr = 0 

• pz=P=lOMPa 

antisymétrie sur OA 

force uniforme sur BC 

La pièce est maillée en 20 éléments linéaires. 

Nous utilisons une interpolation linéaire (Cf. § II.5.2.1). 

1 3 5 7 

Figure II.30 : Maillage de la pièce 

II.7.4.2. Solution analytique 

La solution analytique de ce problème est donnée par: 

Les autres termes du tenseur des contraintes sont nuls. 
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II.7.4.3. Résultats 

Nous présentons dans le tableau suivant, les résultats obtenus sur DA. 

Noeud* r -Ur :déplacement radial -pz: contrainte normale 

(mm) (MPa) 

Num. Exact Balas Num. Exact Balas 

1 0 0.00 0.00 0.00 10.00 10.00 10.12 

2 10 25.00 25.00 24.97 9.99 10.00 9.97 

3 20 50.00 50.00 49.95 10.00 10.00 10.06 

4 30 75.00 75.00 74.93 10.00 10.00 9.98 

5 40 99.99 100.00 99.90 10.00 10.00 10.02 

6 50 125.00 125.00 124.90 9.99 10.00 9.98 

7 60 150.00 150.00 150.00 10.00 10.00 10.03 

* Cf. Figure II.30 

Tableau ILS: Résultats sur DA 

De plus, nous calculons les déplacements et les contraintes internes en divers points 

de la droite d'équation z=40. Ces résultats sont présentés dans le Tableau II.6. 

Nous comparons nos valeurs numériques à la solution analytique et aux résultats 

obtenus par Balas 1. 

1 Voir référence [MEF 7] 
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Remarque 

Balas utilise une interpolation quadratique. 

o 

r -Ur (mm) U;: (mm) -az;: (MPa) 

Num. Exact Num. Exact Num. Exact Balas 

0 0.00 0.00 400.00 400.00 9.99 10.00 10.00 

5 12.50 12.50 400.00 400.00 9.99 10.00 10.00 

10 25.00 25.00 400.00 400.00 9.99 10.00 10.00 

20 50.00 50.00 400.00 400.00 9.99 10.00 10.00 

50 125.00 125.00 400.00 400.00 9.99 10.00 10.00 

55 137.50 137.50 400.00 400.00 9.99 10.00 10.00 

59 147.51 147.50 399.99 400.00 9.91 10.00 10.01 

Tableau II.6 

D'après la solution analytique, les autres termes du tenseur des contraintes sont nuls. 

Notre calcul nous donne des valeurs nulles à 0.001 près. 
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II.7.5. CYLINDRE CREUX A PAROI EPAISSE SOUS PRESSION INTERNE 

Nous étudions le problème du cylindre creux à paroi épaisse soumis à une pression 

interne P. 

~ 
1 

r 

z 

Figure II.3I : Cylindre creux à paroi épaisse sous pression interne 

II.7.5.1. Données du problème 

Ce problème admet une symétrie de révolution autour de l'axe Oz. Nous limitons 

donc l'étude à un demi-plan de coupe à l'aide des coordonnées axisymétriques. 

o 

z 
A 
1 

1 

1 

a=45mm 

p 

f--> B 
1----; 

f--> 
~ H=40m m 
1----; 

~ 
f--> 

A r 

b=90mm 

Figure II.32 



Le matériau choisi est défini par : 

E = IMPa 

v = 0.25 
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Les conditions aux limites du problème sont : 

• {Pr = P = lOMPa 

Pz = 0 
force uniforme sur AB 

Afin de garantir l'unicité de la solution du problème, nous rajoutons la condition 

enA 

La pièce est maillée en 36 éléments linéaires. Nous utilisons une interpolation linéaire 

(Cf. § II.5.2.1). 

33 

" 
\1 

Figure 11.33 : Maillage de la pièce 

II.7.5.2. Solution analytique 

La solution analytique de ce problème est donnée par: 

cr,,{r)=-cro[m' -1] 
crBO{r) = cro[ m 2 + 1] 

IS 
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Les autres termes du tenseur des contraintes sont nuls. 

II. 7 .5.3. Résultats 

Nous présentons dans le tableau suivant, le déplacement radial calculé à la frontière. 

Noeud * r Ur :déplacement radial 

(mm) 

Num. Exact Balas 

2 49.50 806.05 805.56 806.90 

3 54.00 760.47 760.00 761.20 

4 58.50 723.63 723.17 724.30 

5 63.00 693.66 693.21 694.30 

6 67.50 669.19 668.75 669.80 

7 72.00 649.18 648.75 649.70 

8 76.50 632.86 632.42 633.30 

9 81.00 619.61 619.16 620.00 

10 85.50 608.93 608.48 609.30 

11-19 90.00 600.42 600.00 600.52 

29-1 45.00 863.20 862.50 864.32 

* Cf Figure II.33 

Tableau II.7 : Déplacement radial à la frontière 

De plus, nous calculons les déplacements et les contraintes internes en divers points 

de la droite d'équation z=20. Ces résultats sont présentés dans le Tableau II.8. 
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Nous comparons nos valeurs numériques à la solution analytique, et aux résultats 

obtenus par Balas. 

Remarque 

Balas utilise une interpolation quadratique. 

r Ur (mm) -(J'rr (mm) (J'oo (MPa) 

Num. Exact Num. Exact Balas Num. Exact Balas 

45.25 858.92 858.98 10.01 9.85 10.11 16.92 16.51 16.60 

45.50 856.14 855.50 9.89 9.70 9.68 16.44 16.37 16.37 

46.00 849.32 848.69 9.40 9.42. 9.42 16.10 16.09 16.09 

47.00 836.20 835.58 8.88 8.88 8.88 15.57 15.55 15.56 

50.00 800.59 800.00 7.46 7.46 7.46 14.14 14.13 14.13 

60.00 713.08 712.50 4.16 4.16 4.16 10.84 10.83 10.83 

70.00 657.72 657.14 2.17 2.17 2.17 8.85 8.84 8.84 

80.00 622.44 621.87 0.88 0.88 0.88 7.55 7.55 7.55 

85.00 610.12 609.55 0.40 0.40 0.40 7.07 7.07 7.07 

Tableau II.8 : 

D'après la solution analytique, les autres termes du tenseur des contraintes sont nuls. 

Notre calcul nous donne des valeurs de l'ordre de 0.001. 
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II.7.6. RESERVOIR SPHERIQUE A PAROI EPAISSE SOUS PRESSION INTERNE 

Nous étudions le problème d'un réservoir sphérique à paroi épaisse soumis à une 

pression interne uniforme P. 

z 
i' 
1 

1 

p 

Figure II.34 : Réservoir sphérique à paroi épaisse sous pression interne 

Dessin en coupe 

II.7.6.1. Données du problème 

Ce problème admet une symétrie de révolution autour de l'axe Oz. Nous travaillons 

donc en coordonnées axisymétriques. 

De plus, grâce à la symétrie par rapport à l'axe Or, nous limitons l'étude à un quart de 

plan de coupe. 
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z 

o 

b=2mm 

Figure II.35 

Le matériau choisi est défini par : 

E = 200000A1Pa 

v = 0.25 

Les conditions aux limites du problème sont : 

p 

-------------» r 

• {uz = 0 
Pr =0 

antisymétrie sur AB 

• Pp = P = 100A1Pa pression radiale uniforme sur AD 

La pièce est maillée en 40 éléments linéaires. 

Nous utilisons une interpolation linéaire (Cf § II.5.2.1). 
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41 

20 25 

Figure II.36 : Maillage de la pièce 

II. 7 .6.2. Solution analytique 

La solution analytique de ce problème est donnée, en coordonnées sphériques, par : 

a3 b3 _ p3 
• Contrainte radiale (J pp = P -3 b 3 3 

P -a 

a3 b3 + 2 3 

• Contrainte tangentielle (J 00 = P --3 3 ~ 
2p b -a 

P a
3 

[ 1 + V b
3 

] • Déplacement radial u p = b3 3 (1- 2 v) P + ----2 
E -a 2 p 

II. 7 .6.3. Résultats 

Nous présentons dans le Tableau II.9, les résultats obtenus sur les arcs AD et BC. 

Nous comparons nos valeurs numériques à la solution analytique et aux résultats 

obtenus avec le logiciel RDM l, utilisant la méthode des éléments finis. 

1 RDM Yves Debard - Institut Universitaire de Technologie - Département Génie Mécanique et Productique - Le Mans 
(1992) 
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Le maillage utilisé par celui-ci est présenté sur la Figure II.37. Sa frontière est maillée 

de façon identique à notre maillage (Cf. Figure II.36). 

128 éléments Q4 

Figure II.37 : Maillage RDM 

Localisation Noeud* up (l0·4mm) -O'pp (MPa) 0'00 (MPa) 

Num. Exact RDM Num. Exact RDM Num. Exact RDM 

Bord 1 3.986 4.000 3.98 99.87 100.00 64.00 70.91 71.43 84.30 

intérieur 2 - 16 3.985 4.000 3.96 99.95 100.00 68.00 71.20 71.43 83.70 

p=a=l mm 17 3.982 4.000 3.95 98.99 100.00 65.00 69.00 71.43 85.00 

Bord 25 1.497 1.500 1.49 0.05 0.00 -2.90 21.33 21.43 19.90 

extérieur 26 - 40 1.496 1.500 1.49 0.05 0.00 -2.10 21.30 21.43 20.30 

p=b=2mm 41 1.494 1.500 1.50 0.05 0.00 -3.30 21.30 21.43 20.10 

* Cf. Figure II.36 

Tableau II.9 
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II.8. CONCLUSION 

Le code d'éléments frontières que nous avons mis au point donne des résultats tout à 

fait satisfaisants. 

La précision que nous obtenons, provient essentiellement de la méthode de calcul des 

intégrales intervenant dans l'assemblage des matrices élémentaires h et g. Cette méthode est 

analytique en déformations et contraintes planes, numérique en axisymétrie (Cf. § II.4.4.1). 

Les résultats en déplacements et en contraintes présentés dans ce chapitre, sont 

conformes à la solution analytique et en accord avec les valeurs numériques de Dalas. 

Des tests, que nous ne présentons pas ici, ont été réalisés en déformations planes. La 

précision est identique à celle obtenue en contraintes planes. 

L'analyse des exemples II.7.2 et II.7.6 montre que la méthode des éléments frontières 

donne de meilleurs résultats sur les contraintes à la frontière que la méthode des éléments finis. 

Ce constat peut s'expliquer de la manière suivante: 

• la méthode des éléments finis est une formulation en déplacements. Les contraintes 

à la frontière sont obtenues par dérivation des déplacements aux points 

d'intégration puis extrapolation au bord, ce qui engendre nécessairement une 

erreur. 

• la méthode des éléments frontières est une formulation « mixte ». Nous obtenons 

ainsi directement la valeur des déplacements et des contraintes à la frontière. 





Chapitre III 

LES METHODES DE DECOMPOSITION PAR 

SOUS-DOMAINES 

Dans ce chapitre, nous présentons brièvement les méthodes de décomposition par 

sous-domaines en insistant particulièrement sur celles sans recouvrement. 

Ces dernières sont, avec les éléments frontières, à la base de la résolution numérique 

des problèmes de contact, présentée dans le chapitre V. 
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111.1. INTRODUCTION 

111.1.1. PRESENTATION 

L'objectif initial des méthodes de décomposition par sous-domaines est la résolution 

numérique des équations aux dérivées partielles de la physique sur des géométries complexes. 

Leur principe consiste en un découpage du domaine en petits sous-domaines simples. 

La solution est alors calculée sur chacun d'eux et ajustée sur les parties communes. 

Outre leur application à la résolution de systèmes de grande taille sur des ordinateurs 

à architecture parallèle, ces méthodes nous ont paru particulièrement intéressantes pour deux 

raIsons: 

• elles permettent d'effectuer des calculs sur des maillages fins, 

• les méthodes de recouvrement, qui n'ont comme parties communes que les 

frontières, permettent de réaliser facilement des calculs par les éléments frontières 

sur des structures mécaniques constituées de plusieurs matériaux. Par conséquent, 

elles facilitent la gestion et la résolution numériques des problèmes de contact, 

présentées dans le chapitre V. 

Matériau 1 

'--__ Matériau 2 

Figure 111.1 : Exemple de structure constituée de deux matériaux 
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Dans ce chapitre, nous présentons un aperçu de ces méthodes selon différentes 

décompositions : 

• avec recouvrement, telle que la méthode de Schwarz 1, 

• sans recouvrement, ou de partitionnement telles que les méthodes du complément 

de Schur 2. 

La décomposition sans recouvrement engendre en particulier deux familles de 

méthodes: 

• celle dite conforme ,pour laquelle la variable calculée à l'interface correspond, en 

mécanique des solides, à un champ de déplacements, 

• celle dite hybride, pour laquelle la variable calculée à l'interface correspond, en 

mécanique des solides, à un champ de contraintes. 

La Figure 111.2 résume les différentes méthodes exposées dans ce chapitre. 

1 Méthodes de décomposition 
T 

l 

1 Avec recouvrement 1 1 Sans recouvrement 1 1 

(Cf. § 111.3 et § IlIA) 

1 

Schwarz 
multiplicative 
(Cf. § I1I.2) 

1 Voir références [DEC 1] et [DEC 3] 

2 Voir référence [DEC 1] 

1 1 
1 1 l 

Schwarz Schwarz Complément 
additive sans recouvrement de Schur 

(Cf. § III.2) (Cf. § II1.3) (Cf § I1I.4) 

1 1 
1 -1 r l 

Confonne 1 1 Hybride 1 1 Confonne 1 1 Hybride 1 

Figure 111.2 
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111.1.2. PROBLEME MODELE 

Nous reprenons les notations définies dans le chapitre 1. 

A titre d'exemple, nous nous proposons de résoudre un problème d'élasticité linéaire 

type sur un domaine n, de frontière r. 

Celui-ci est défini par les équations suivantes: 

(Pb III.1 ) l
LU + f = 0 dans Q 

iik = fi 5ik iI;. + (Â + fi) Ôk q 
u=u surr 

111.2. LA METHODE DE SCHWARZ (AVEC RECOUVREMENT) 

111.2.1. PRINCIPE 

La méthode de Schwarz est une méthode de décomposition avec recouvrement. 

N 
Le domaine de calcul n est partagé en plusieurs domaines ni (Q=UOz), chacun 

1=1 

d'eux étant constitué d'une zone intérieure et d'une zone de recouvrement. 

La solution est alors calculée sur chaque ni et ajustée sur les zones de recouvrement. 
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Zones de recouvrement 

Sous-domaines 

Figure 111.3 : Exemple de partage avec recouvrement de n 

111.2.2. L'ALGORITHME DE SCHWARZ 

Proposé en 1870, l'algorithme de Schwarz1 est initialement une technique de 

décomposition avec recouvrement à deux sous-domaines nI et n2. (n = nI U n2 ). Il résout le 

problème (Pb 111.1 ) successivement sur nI et n2. 

Nous notons : 

• r la frontière de n, 

• ml et m2 , les frontières respectives de nI et n2, 

1 Voir références [DEC 1] et [DEC 3] 
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• lU (respectivement 2U ), la restriction de la fonction u au domaine nI 

(respectivement n2), 

Zone de recouvrement 

Figure III.4 : Exemple de partage avec recouvrement de n en deux sous-domaines 

La résolution directe du problème ( Pb III.1 ) est alors remplacée par le schéma 

itératif suivant : 

( 1 ) 

(Alg III. 1 ) 

(2) 

• Calculer 2u
n+1 solution du problème: 

L 2u
n+1 + f = 0 dans 0.2 

2un+1 = u sur f 2 

2un+1=lun+1 sur Y2 (*) 
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La convergence de la méthode a été démontrée, entre autres par P. L. Lions l
. 

Dans la méthode de Schwarz «multiplicative» présentée ici, nous résolvons le 

problème original ( Pb III.1 ) successivement sur les deux sous-domaines: par exemple, le 

calcul sur le domaine n2 nécessite la mise à jour de la solution sur le domaine nI afin 

d'imposer les conditions aux limites de Dirichlet (*). 

Cette technique, étendue à N sous-domaines, nous oblige donc à mettre à jour les 

domaines voisins. 

Pour pallier à cet inconvénient, nous pouvons utiliser la méthode de Schwarz 

« additive2 » qui découple les étapes ( 1 ) et ( 2 ) dans l'algorithme ( Alg III. 1 ). 

Il suffit pour cela de remplacer la condition (*) par: 

111.3. LA METHODE DE SCHWARZ SANS RECOUVREMENT 

La méthode de Schwarz avec recouvrement présentée au paragraphe précédent, est 

facile à mettre en œuvre sur des codes existants, excepté pour la gestion du recouvrement. En 

effet, il est difficile de transmettre les données d'une frontière à l'autre. 

Il a donc été proposé une version sans recouvrement de cette méthode dite de 

« Dirichlet - Neumann 3 ». Elle consiste à choisir nI et n2 tels que: 

1 Voir référence [DEC 4] 

2 Voir référence [DEC 1] 

3 Voir référence [DEC 3] 
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Figure IIL5 : Exemple de partage sans recouvrement de 0. en deux sous-domaines 

( Alg ilL 1 ) est alors remplacé par ( Alg 111.2 ). 

(Alg 111.2 ) 

Initialisation: ,10 = 0 

Tant que J1un - 2u ll J > q, 
Y12 

( 1 ) 

• Calculer lU
n
+

1 solution du problème: 

{

î,1u n
+

1 + f = 0 dans 0.1 

lu
n
+

1 = îi sur f
1 

lu
n
+

1 = Àn sur Y12 

• Calculer 2U n
+! solution du problème: 

L2un
+

1 + f = 0 dans 0.2 

( 2 ) 2 U n+ 
1 = îi sur f 2 

peun
+

1
) = -pCun

+
1

) sur Y21 

p{u) : vecteur des contraintes (Cf. chapitre 1) 
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Afin de garder la symétrie des calculs sur chaque sous-domaine, il est quelquefois 

proposé dans la littérature, la version modifiée suivante: 

(Alg III.3 ) 

Initialisation: Â,o = 0 

Tantquellun_2unl >';, 
Y12 

( 1 ) 

(2) 

• Calculer IU
n
+

1 solution du problème: 

{

LIun
+

1 + f = 0 dans.QI 

IU n+1 - fi sur [ - 1 

IU
n
+

1 = "ln sur YI2 

• Calculer 2U
n
+

1 solution du problème: 

{
uun

+
1 + f = 0 dans.Q2 

2U
n

+
1 = fi sur [2 

2u n+1 - 1n r y 
- /L su 21 

"l représente la valeur des déplacements u sur l'interface Y12 = Y21' 

Dans cette méthode de décomposition, dite conforme, nous imposons la continuité 

des déplacements à l'interface et nous calculons leurs valeurs de sorte que les contraintes 

associées soient continues. 

A l'inverse, la méthode hybride! impose la continuité des contraintes à l'interface et 

calcule celles-ci de sorte que les déplacements associés soient continus. 

Nous présentons, ci-dessous, un algorithme de cette méthode sur une décomposition 

à deux sous-domaines. 

1 Voir référence [CON 1] 



( Alg IlIA) 

99 

Initialisation: ,1,0 = 0 

( 1 ) 

(2 ) 

• Calculer lU
n
+

1 solution du problème: 

I
L1un

+
1 + f = 0 dans nI 

1 un
+

1 = îi sur rI 

pCu n
+

1
) = Àn sur r12 

• Calculer 2U
n
+

1 solution du problème: 

I
L 2un+l + f = 0 dans n2 

2U
n
+

1 = il sur r 2 

peun
+
1) = _À

n sur r21 

À représente ici la valeur des contraintes p(u) sur l'interface r12 = r 21· 

Remarque 

L'algorithme de Dirichlet - Neumann ( Alg III.2 ) a une convergence indépendante 

du maillage, alors que les algorithmes ( Alg III.3 ) et ( Alg IlIA) sont des algorithmes de 

Schur non préconditionnés dont la convergence est en O(h). 

o 

111.4. LES METHODES DU COMPLEMENT DE SCHUR 

111.4.1. LA METHODE DU COMPLEMENT DE SCHUR CONFORME 

Dans ce paragraphe, nous associons à À, défini dans l'algorithme ( Alg III.2 ), 

l'opérateur de Poincaré-Seklov (ou du complément de Schur). 
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Nous supposons que le domaine n de frontière r est partagé en N sous-domaines n, 
tels que: 

Pour 1 variant de 1 à N, nous notons: 

• inl, la frontière de ni 

N N 

• r = Url = U Yik 
1=1 l,k=l 

• 1 U , la restriction de la fonction u au domaine ni. 

1 Y23 

Figure III.6 : Exemple de partage de n en trois sous-domaines 
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Afin d'introduire l'opérateur de Poincaré-Seklov, reformulons le problème (Pb 111.1) 

sous une forme équivalente en utilisant les conditions de continuité sur les interfaces Ylk. 

Le problème ( Pb 111.1 ) est équivalent à : 

ilu+f=O dans nI (a) 

lu = 11 sur il (b) I,k = l..N 
(Pb 111.2 ) 

lu=ku (c) k > 1 sur Ylk 

peu) = -p( ku) sur Ylk (d) 

Introduisons maintenant les fonctions IUO (l variant de 1 à N), solutions du problème 

suivant: 

r 
dans ni L Ua + f = 0 

(Pb 111.3 ) 1 ~ 
sur il 1= l..N Ua =u 

1 ua =/)., sur YI 

1 Â, est une fonction choisie arbitrairement, définie sur YI telle que: 

Nous posons: 

Les fonctions 1 v sont alors solutions du problème: 

rv~o dans ni 
(Pb 111.4 ) IV = 0 sur fi 1= 1..N 

IV=IU-IÂ, sur Ylk k=1..N 
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Nous sommes maintenant en mesure de définir l'opérateur de Poincaré-Seklov l 
1 S 

associé au problème ( Pb I1I.4 ) et défini sur le domaine ni (l variant de 1 à N). 

A un champ de déplacements 1 v sur la frontière YI, il associe le vecteur des 

contraintes pe v) selon l'identité: 

Nous obtenons alors: 

Nous définissons l'opérateur de restriction Rlk par: 

En appliquant la relation ( 111.3 ) à p(v), la continuité des contraintes (Equation (d) du 

N 

problème (Pb III.2 )) sur l'interface r = Urlk s'écrit alors: 
I,k=l 

( Pb III.5 ) 

t[Ct,R. )pCv) {t,RkI)P( IV)] = qJo sur r 

q>o = -t [Ct,RIk )p( 1 
uo) + C~~k1 )p( 1 

Uo)] 

1 Voir référence [DEC 1] 
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En définissant l'opérateur de relèvement t Rlk par: 

et en utilisant les relations ( ilL 1 ) et ( IIL2 ), nous pouvons alors réécrire le problème 

( Pb 111.5 ) sous la forme: 

t. [ ((tRo) 's (t' R. ) lt 'uhJ + (C~,R") 'sCt.: R. ) lt., 'UhJ 1 

(Pb llL6) = t.[(Ct.,R,,) 'sCt.:n")) +(C~,R") 'sC~:n·) )lt., 'UhJ d'après(c) 

= \fi sur r 

L'introduction de l'opérateur de Poincaré-Seklov 1 S permet donc de ramener la 

résolution du problème ( Pb IlL! ) à la résolution du problème ( Pb 111.7 ) condensé sur 

l'interface y. 

(Pb 111.7 ) 

BU = 'l' sur r 

B = t.[C~,R" }{~?" HtR" )(~?" )] 
= t.[(~R. }s(~ 'R" )] 

U= ± ± [lU J =u 
1=1 k=l+l Ir Ik Ir 

~=t.[(~R" }S(~'R·l~, hJJ 
-(C~,R. )(P('1I0)) {tR" ) (P('Uo))) ] 
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Après avoir initialisé 'P en résolvant le problème ( Pb 111.3 ) portant sur 1 uo' (l 

variant de 1 à N), la solution du problème ( Pb 111.7 ) nous donne les déplacements u sur 

l'interface y. 

Nous pouvons alors déterminer les fonctions IV définies sur ni, en résolvant le 

problème ( Pb 111.4 ). 

La solution globale du problème ( Pb 111.1 ) est donnée par la relation: 

La méthode que nous venons d'exposer est dite conforme (À. représente un champ de 

déplacements sur l'interface). 

Nous présentons maintenant la méthode. hybride. Nous associons alors à À. un champ 

de contraintes sur l'interface. 

111.4.2. LA METHODE DU COMPLEMENT DE SCHUR HYBRIDE 

En reprenant la démarche établie au paragraphe précèdent, introduisons les fonctions 

1 Uo (l variant de 1 à N), solutions du problème suivant: 

AI 
L Ua + f = 0 dans ni 

(Pb 111.8 ) 1 -ua =u sur ri 1= 1..N 

pCua )=IÂ, sur YI 

IÂ est maintenant une fonction choisie arbitrairement, définie sur YI telle que: 
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Les fonctions IV ,définies dans le paragraphe IIIA.1 sont alors solutions du 

problème: 

ilv= 0 dans ni 
(Pb 111.9) Iv = 0 sur II 1= 1..N 

p( 1 v) = p( 1 u )_1 À sur rlk k= 1..N 

Remarque 

Pour garantir l'unicité des solutions des problèmes ( Pb 111.8 ) et ( Pb 111.9 ), nous 

devons supposer que mes(I[»O pour 1 variant de 1 à N. Cela interdit en particulier le type de 

décomposition présenté sur la Figure III. 7. En effet, seule une condition aux limites de 

Neumann est imposée sur la frontière de 0.2, puisque celle-ci représente l'interface y. 

Cependant, nous pouvons facilement nous en affranchir en utilisant la méthode 

d'Hennizel 1 (Cf. Chapitre IV) ou la technique développée par Farhat et Roux 2 qui consiste à 

supprimer les mouvements rigides. 

o 

y 

Figure III. 7 

1 Voir référence [DEC 1] 

2 Voir référence [DEC Il] 
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Nous sommes maintenant en mesure de définir l'inverse de l'opérateur de Poincaré

Seklov 1 S-1 associé au problème (Pb 111.9 ) et défini sur le domaine 0.1 (1 variant de 1 à N). 

A un champ de contraintes p( 1 v) sur la frontière YI, il associe le vecteur des 

déplacements 1 v selon l'identité: 

où 1 V satisfait fi v = 0 dans 0. i' 1 V = 0 sur ri' et pC v) donnée sur YI. 

Nous obtenons alors : 

En appliquant la relation ( 111.3 ) à v, la continuité des déplacements (Equation (c) du 

N 

problème (Pb 111.2)) sur l'interface r = Urlk s'écrit alors: 
l,k=l 

(Pb 111.10 ) 

En utilisant les relations( 111.4 ) et ( III. 7 ), nous réécrivons le problème ( Pb 111.10 ) 

sous la forme : 

t. [( l1R" l' S-' Ct.:n,,) )(1 pC u)h.l- (Ct.~,,}s' Ct.:n,,) lt.l U )Ir J 1 

( Pb III 11) = t[ ( Ct.,R" l' s-' Ct.:n,,) H l1RH l' s-' Ct.:nH)) It.,P( 'U)hJ d'apres (dl 

= /). sur r 

~ = ~o + t[ ( Ct.,R" l' s' Ct.:n,,)) + ( Ct.,R" l' s' Ct.:n,,)) It., 'îJ 



107 

L'introduction de l'opérateur 1 S-I permet donc de ramener la résolution du problème 

(Pb III. 1 ) à la résolution du problème condensé sur l'interface y suivant: 

(Pb III. 12 ) 

B'P = ~ sur r 

B ~ M (CtRIk } S-' C~?,,)] + ((tR,,} S-' C~?" )] 1 

~ t.[ (t,R" }s' (t,' RIk) 1 
P ~ t. ,~, (p( 'u)ly

1k
] ~ p(U)!r 

~ ~ tt[(t,RIk}S-' (t, 'R,l~, 'lJ 
-(( ± Rlk) 1 Ua -( ± Rkl) 1 ua]] 

k=I+1 k=I+1 

Donc, après avoir initialisé ~ en résolvant le problème ( Pb III.8 ) portant sur lUa 

(l variant de 1 à N), la solution du problème ( Pb III. 12 ) nous donne les contraintes p(u) sur 

l'interface y. 

Nous pouvons alors déterminer les fonctions 1 v définies sur nI, en résolvant le 

problème ( Pb III.9 ). 

La solution globale du problème ( Pb III. 1 ) est donnée par la relation: 

111.5. CONCLUSION 

Dans ce chapitre, nous avons présenté plusieurs méthodes de décomposition. 
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Les techniques de décomposition sans recouvrement semblent plus faciles à mettre en 

œuvre que celles avec recouvrement. En effet, elles évitent le difficile transfert de l'information 

entre les frontières d'une même zone de recouvrement. 

Parmi celles-ci, les méthodes du complément de Schur nous ont semblé 

particulièrement intéressantes car elles ramènent la résolution du problème global ( Pb IlL 1 ) à 

la résolution d'un problème condensé sur l'interface (Cf. § 111.4). 

En effet, l'objectif de ce mémoire est d'étudier le contact entre deux solides 

déformables. Or celui-ci est régi uniquement par des conditions portant sur la zone de contact. 

Une méthode permettant d'aboutir à la résolution d'un problème condensé sur l'interface 

semble donc toute indiquée. 

Dans le chapitre suivant, nous présentons donc un code basé sur les méthodes du 

complément de Schur conforme et hybride. En particulier, nous mettons en œuvre une 

variante de la méthode d'Hennizel qui couple ces deux techniques. 



Chapitre IV 

ELABORATION D'UN LOGICIEL DE 

DECOMPOSITION 

Nous consacrons ce chapitre à la mise en œuvre d'une variante de la méthode 

d'Hennizel, introduite dans le chapitre précédent. 





III 

IV.I. INTRODUCTION 

Nous avons développé un code permettant d'effectuer des calculs sur des structures 

constituées de plusieurs matériaux, par la méthode des éléments frontières. Ce programme 

consiste en la mise en œuvre d'une variante de la méthode d'Hennizel qui réalise une 

décomposition de Schur conforme sur une partie de l'interface et une décomposition de Schur 

hybride sur la partie complémentaire. 

Ce nouveau code s'appuie sur la bibliothèque de programmes présentée dans le 

chapitre II : 

• le maillage des pièces est réalisé avec notre mailleur présenté dans le 

paragraphe 11.5.1, 

• la résolution des problèmes d'élasticité linéaire sur· chaque sous-domaine est 

effectuée à l'aide des modules du solveur présenté dans le paragraphe 11.5.2. 

La variante de la méthode d'Hennizel proposée permet de ramener la résolution du 

problème discrétisé à celle d'un système linéaire portant sur les inconnues à l'interface 

(Cf. § IV.3.2). Cependant, avant de pouvoir résoudre celui-ci, il convient de créer un maillage 

des interfaces qui nous permette de transmettre correctement l'information d'un sous-domaine 

à un autre contigu. Ce point est développé dans le paragraphe suivant. 

IV.2. DISCRETISATION DE L'INTERFACE 

Nous supposons: 

• avoir réalisé une partition du domaine n en N sous-domaines ni, sans coins, ni 

domaines flottants, tels que 
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• avoir maillé ces sous-domaines à l'aide de notre mailleur. 

Nous maillons les frontières communes de façon à ce que les noeuds en vis-à-vis 

coïncident parfaitement lors du recollement des sous-domaines. Nous créons alors une table de 

connexion reliant chaque noeud de la frontière à son noeud en vis-à-vis. Ceci permet par la 

suite de transmettre facilement les informations (déplacements, contraintes) de part et d'autre 

de l'interface. 

Interface Y12="(21 

a) Partage sans recouvrement de 0. en deux sous-domaines 0.1 et 0.2 

Noeuds de coordonnées identiques 

b) Maillage de in! et in2 
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c) Création de la table de connexion 

Figure IV.1 : Discrétisation de l'interface 

IV.3. MISE EN ŒUVRE DE LA VARIANTE DE LA METHODE 

D'HENNIZEL 

La mise en œuvre de la variante de la méthode d'Hennizel comporte une difficulté 

majeure qui est la résolution du problème condensé à l'interface. Nous consacrons les trois 

paragraphes suivants à celle-ci. Nous reprenons les notations définies dans le 

chapitre précédent. 

IV.3.1. DISCRETISATION DE L'OPERATEUR DE POINCARE-SEKLOV ET DES 

PROBLEMES A L'INTERFACE 

Dans ce paragraphe, nous présentons la discrétisation de l'opérateur de Poincaré

Seklov associé au problème (Pb 111.4), ainsi que des problèmes (Pb 111.7) et (Pb 111.12). 

L'opérateur 1 S est défini par le problème suivant : (Cf. § 111.4) 

( Pb IV1 ) 

Llv = 0 dans 01 (a) 

Lik = Ji Ô;k Ôh

2 + ( Il + Ji) ôk 0 
IV = 0 sur fi 

ISev) = pev) sur YI 
1 V donnée sur YI 
fi nYI = {0} 

(b) 

(c) 
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Figure IY.2 

Dans ce chapitre, nous notons : 

• vrl le vecteur des déplacements sur ri 

• Pr le vecteur des contraintes sur ri 
1 

• V YI le vecteur des déplacements sur YI 

• PYI le vecteur des contraintes sur YI 

La discrétisation de l'équation (a) par la méthode des éléments frontières 

(Cf Chapitre 1) s'écrit: 

{

V
rl

} {prl 

} (IV.!) ['H] ~ .... =['C] ..... . 
YI PYI 

Nous obtenons alors 
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ou encore 

(IV.3) {p,,} = ['S]{v,,} avec ['S] = [0 : wH 'G'][' H{: l 
[IS] est la matrice associée à l'opérateur IS défini par le problème (Pb IV. 1 ). Elle 

n'est pas symétrique puisque l'opérateur est construit à l'aide de la méthode des éléments 

frontières. 

Nous notons [Rlk] et [t Rlk ], les matrices associées aux opérateurs Rlk et t RJk . 

La discrétisation du problème (Pb 111.7) aboutit alors au système linéaire suivant, 

défini sur l'interface y : 

avec 

De même, la discrétisation du problème (Pb 111.12) aboutit au système linéaire 

suivant, défini sur l'interface y : 

avec 
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IV.3.2. VARIANTE DE LA METHODE D'HENNIZEL 

Dans le paragraphe précédent, nous avons établi : 

• le système linéaire ( IV.4), relatif à la mise en œuvre de la méthode du 

complément de Schur conforme, 

• le système linéaire ( IV.5), relatif à la mIse en œuvre de la méthode du 

complément de Schur hybride. 

Cependant, afin d'utiliser cette dernière, nous avons montré (Cf. remarque du 

paragraphe 111.4.2) qu'il nous fallait supposer que me~rl) > 0 pour 1 variant de 1 à N. Cela 

interdit, en particulier, le type de décomposition présentée sur la figure 111.7. 

Pour pallier à cet inconvénient, nous pouvons utiliser la technique développée par 

Farhat et Roux l, consistant à supprimer les mouvements rigides. 

Pour notre part, nous préférons employer la méthode d'Hennizel 2 ou plutôt une 

variante de la méthode d'Hennizel (puisque dans le problème du contact (Cf. chapitre V), 

nous n'avons que la continuité des contraintes mais pas celle des déplacements à l'interface) 

qui couple les méthodes du complément de Schur conforme et hybride,. En effet, cette 

méthode consiste à remplacer, sur chaque sous-domaine, la résolution d'un problème avec 

conditions aux limites de Dirichlet (méthode conforme) ou de Neumann (méthode hybride) 

sur l'interface, par la résolution d'un problème avec conditions aux limites mixtes de Dirichlet 

- Neumann sur l'interface. 

Le pnnclpe de cette technique peut être résumé de la façon suivante: nous 

décomposons l'interface yen deux parties Yd et Yc. Sur Yd (respectivement Yc), nous imposons la 

continuité des déplacements (méthode conforme), (respectivement des contraintes - méthode 

1 Voir référence [DEC Il] 

2 Voir référence [DEC 1] 
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hybride) de telle sorte que les problèmes ( Pb IIl.8 ) et ( Pb IIl.9 ) avec conditions aux limites 

mixtes de Dirichlet - Neumann sur l'interface Ylk aient des solutions uniques. 

En reprenant une démarche identique à celle établie au paragraphe IlI.4, l'imposition 

de la continuité des déplacements sur rd (respectivement des contraintes sur rc) aboutit à la 

résolution du système linéaire suivant, défini sur l'interface r: 

(IV.6) [K]{r} = {F} 

K est une matrice non symétrique et non définie positive. 

Ce système peut être résolu par une méthode directe qui impose le calcul des matrices 

[1 S] et [1 S-l] , nécessaires à la construction de [K]. Cependant, ces opérations sont difficiles 

à réaliser et coûteuses en temps. 

Nous préférons donc employer une méthode itérative du type GMRES pour laquelle 

nous n'avons pas besoin de connaître la matrice [K], mais simplement le produit 

fi 

[KJ{Y}~[Kl !, 
Pire 

L'algorithme (Alg IY.l ) permet de calculer ce produit [KHY} . 

L'initialisation du second membre {F} est décrite par l'algorithme (Alg IV.2 ). 



(Alg IV.I ) 

118 

Etape n0 1 

Nous résolvons les problèmes d'élasticité linéaire suivant: 

(Pb IY.2) 

fiu = 0 dans ni 
Lik = Jl 6;k Ô

h

2 + ( Â + Jl) ôk q 
sur ri 

1 -u=u sur Ylk nYd !,k = LN 

peu) = p.n sur Ylk nyc 

11 : normale sortante à Ylk nyc 
N 

(YI = UYlk) 
k=l 

Nous obtenons peu) (resp. lU) sur Ylk nYd (resp. sur Ylk nyJ 

Etape n02 

Le produit [K]{ Y} est alors donné par la relation: 

(IV.7) [KJ{i'} = tt (( p( 'U)hk nr d + p( 'U)lr kl nr J 



(Alg IY.2) 
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Etape nOl 

Nous résolvons les problèmes d'élasticité linéaire suivant: 

(Pb IV.3 ) 

Duo + f = 0 dans ni 
Lik = fi ~k Ô

h

2 + (..1. + fi) ôk 8; 
1 ~ 
Uo = U 

IU
O 

= 0 

pCuo) = 0 

sur ri 
sur Ylk nYd !,k = LN 

sur Ylk nyc 

n : normale sortante à Ylk n y c 

N 

(YI = UYlk) 
k=l 

Nous obtenons p(luo) (resp. luo) sur Ylk nYd (resp. sur 

Ylk nyJ 

Etape n02 

Le second membre {F} est alors donné par la relation : 

IV.3.3. RESOLUTION DU PROBLEME A L'INTERFACE PAR L'ALGORITHME DU 

GMRES 

IV.3.3.t. Principe 

Nous devons donc résoudre le système linéaire (IY.6 ): 

[K]{Y} = {F} 

[K] étant construite à l'aide des méthodes des éléments frontières et d'Dennizel, elle 
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est non symétrique et non définie positive. Nous proposons donc de résoudre ce système par 

l'algorithme du GMRES 1 (Generalized Minimal Residual Method). 

Son principe s'appuie sur celui du gradient conjugué. 

L'algorithme du gradient conjugué s'applique à des matrices symétriques définies 

positives. Il consiste à minimiser la fonctionnelle J, définie sur in n par: 

La solutionyn, obtenue à l'itération Il, réalise le minimum de J sur l'espace affine 

Yo + Kn' Kn est l'espace de Krylov défini par: 

K T," t{ ° K ° Kn-I o} TT {O 1 n-I} TT {hO hl hn-I} n =yec r , r , ... , r =yect r ,r , ... ,r =yect , , ... , 

ri désigne le résidu à l'étape i de l'algorithme (ri = F - Kyi). 

hO = rO ,hl , ... ,hn
-

I sont les directions de descente successives. 

La notation Vect{uO,ul, ... ,un
-

1
} désigne l'espace vectoriel engendré par les n 

vecteurs ui 
. 

S'inspirant de cette idée, l'objectif dans l'algorithme du GMRES est de minimiser la 

norme euclidienne du résidu IIF - Ky n
l1
2 

dans l'espace Yo + Kn. 

La méthode consiste alors à rechercher la solution approchée à l'étape n sous la 

forme: yn = yO + zn, zn E Kn' zn est choisi de façon à minimiser le résidu sur Kn' de telle 

sorte que: 

1 Voir référence [DEC 1] et [MAT 6] 
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Pour cela, nous appliquons, dans un premier temps, l'algorithme d'Arnoldi (étape 1 

de l'algorithme ( Alg IV.3 )). Il nous permet en n itérations, de construire une base 

(VI, v2 , ... , vn
+

l
) de l'espace de Krylov Kn+l ainsi qu'une matrice (n + 1) x 11, notée H n

, dont 

les éléments non nuls sont les coefficients hij générés par cet algorithme. Cette matrice est 

définie comme suit : 

hll h ln 

( IV. 10 ) H" = [ Q. •• O H'] 
h21 h 22 h 2n 

Hn = 0 h 32 h33 h 3n 

h(n+l)n 

0 0 h(n-1ln h nn 

Cette matrice est de type Hessenberg. Elle vérifie la relation: 

v n 
: matrice de dimension dim(K) x n dont la i-ième colonne est le vecteur de base 

Vi, i variant de 1 à n (V;Jn = v~). 

Nous pouvons alors écrire le résidu rn = F - Kyn = rO _](zn sous la forme: 

En notant et l
, le k-ième vecteur de base de ~n+l ((eZ+ I

)/ = ôk/), rn devient: 

La matrice V n
+

l étant orthogonale, elle conserve la norme euclidienne, et nous 

obtenons: 



122 

Nous devons alors rechercher yn telle que: 

(IV.15) yn = yO +vnwn 

où wn 
E ~W vérifie: Vw E iR n ,Jn(wn) 5 p(w) avec Jn(w) = 11\\rO\\2 e;+1 - H nwl1

2 

IV.3.3.2. Algorithme GMRES 

L'algorithme de résolution du système linéaire [K]{Y} = {F} utilisant l'algorithme du 

Gl\1RES est le suivant : 

(Alg IY.3 ) 

Initialisation 

yO choisi 

rO = F-Kyo 

r O 
1 

v =ft 

Etape nOl (Algorithme d'Arnoldi) 

Pour) = 1,2, ..... 

hij = (Kv i , Vi) i = 1,2, ... ,) 

i 
"i+1 = Kv j - "hvi 

~ I} 

i=1 

h = \\"j+I\\ (j+l)j 2 

Si h(j+l)j = 0, aller à l'étape 2 (n =) 

-j+1 
. i+1 v 

SInon v = -::-\\,,-j+----;I\;--\2 

où wn 
E iR n vérifie: 
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IV.3.3.3. Algorithme GMRES(m) 

L'algorithme du GMRES, que nous venons de présenter, converge théoriquement en 

un nombre d'itérations n au plus égal à la dimension du système N. Cependant, pour des 

valeurs de n élevées, la taille mémoire (de l'ordre de 11 N) et le temps de calcul pour le 

processus d'orthogonalisation (en O(n 2 N) peut devenir prohibitif. 

Pour remédier à cette difficulté, l'idée est alors de limiter arbitrairement les itérations 

à un nombre m fixé à l'avance et de réinitialiser l'algorithme, après chaque groupe de m 

itérations, jusqu'à ce que le résidu soit suffisamment petit. Cette version itérative de 

l'algorithme du GMRES, présentée dans ( Alg IVA ), est notée GMRES(m). Nous la retenons 

pour l'élaboration de notre code. 

Remarque 

Supposons que K soit diagonalisablë, c'est-à-dire que nous pUlSSlOns écrire 

K = X D X-1 (D, matrice diagonale). Nous pouvons montrer que l'algorithme du GMRES(m) 

converge pour tout vecteur initial yO si m est supérieure à une valeur! ne dépendant que des 

valeurs propres de K et du conditionnement de la matrice de changement de base X. En 

particulier, cette constante ne dépend pas de la taille N du système à résoudre. 

o 

1 Voir référence [MAT 6] 



(Alg IY.4) 
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Initialisation 

yO choisi 

r ° = F - Ky ° = r 00 

Etape nOl (Algorithme d'Arnoldi) 

Pour) = 1,2, ... ,m 

hii = (Kv i , Vi) i = 1,2, ... ,j 

i 
V i+1 = Kv i - " h.v i 

L.J 1) 

i=l 

h -llvi
+

1
11 ()"+l).i - 2 

Si h(. ). = 0, aller à l'étape 2 (n =)) )+1 .) 

-i+1 
. i+1 V 

SInon v = "llv-i +----;11;--12 

(n=m) 

où wn 
E 9{n vérifie: 

Le test de convergence porte sur l'erreur relative calculée sur le 

résidu. 

S·llr
nl1

2 J: (J: h" ') 1 ' ~ . 
l11rool12 < '=' '=' C OlSI« petit» , e processus s arrete, SInon 

nous retournons à l'étape nOl en posant: yO = yn;rO = r n 
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IV.4. CODE DE CALCUL 

Nous avons développé un code permettant d'effectuer des calculs sur des structures 

constituées de plusieurs matériaux, par la méthode des éléments frontières. Il met en œuvre la 

méthode d'Hennizel, exposée dans le paragraphe précédent. L'organigramme suivant présente 

le schéma complet du programme. 

ENTREE DES DONNEES 

• Nombre de sous-domaines 
• Nom des fichiers de maillage 
• Interpolation (Cf. § II. 5.2.1 ) 
• Type de problème (Cf. § 11.3) 
• Propriétés des matériaux (Cf. § II.5.2.1) 
• Initialisation des interfaces (Cf. § IV.2) 

J 
1 

ENTREE DES CONDITIONS AUX LIMITES (Cf. § 11.5.2.2) J 
J 

METHODE D'HENNIZEL 

• Initialisation de {F} par l'algorithme (Alg IV.2). 
• Résolution du système linéaire à rinterface 

[K]{r) = (F) parl'algorithme du GMRES(m) 

• Détermination des fonctions 1 v . 
Résolution du problème (Pb I1I.4) avec conditions aux 
limites mixtes de Dirichlet - Newnann sur ~k. 

r Assemblage des résultats (Cf. relation (IIl.5» 

~. 1 
STOCKAGE DES VISUALISATION OPTIONS 

RESULTATS 

dans des fichiers au fonnat • Maillage • Impression: 
ASCII 

• Défonnée - maillage 

• Résultats - défonnée 

• Exportation des 
graphiques sous 
d'autres 10 giciels par 
r intennédiaire du 
Presse-Papiers de 
Windows 

Tableau IY.1 

IV.5. VALIDATION DU CODE 

Afin de valider notre code de décomposition, nous reprenons le problème de la plaque 

en traction simple et nous effectuons des calculs sur plusieurs décompositions de celle-ci. 
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IV.5.1. PRESENTATION DES CALCULS 

Nous nous intéressons de nouveau au problème de la plaque en traction simple, traité 

dans le paragraphe II.7.1. 

Ce problème admet une symétrie par rapport à la droite Ox] (Cf. Figure II.16). Nous 

limitons donc l'étude au domaine n = ]-1,1[ x ]0,2[. 

i i i i i i i i i p 
1 

D 1 C 
1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 H=2mm 
1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

A Oi B 
( 1 ( , 1 ! 1 

-- ____ -- -- -- --) Xl 
/ / / / / / 

/ / / / / 

L=2mm 

Figure IV. 3 : Définition de n 

Le matériau choisi est défini par : 

E = 100000MPa 

v = 0.10 



127 

Les conditions aux limites du problème sont: 

• {U2 = 0 
Pl =0 

{
Pl =0 

• P2 = P = 1MPa 

enD 

antisymétrie sur AB 

force uniforme sur CD 

• Sur les interfaces Ylk : nous imposons la continuité des déplacements (au 

centre) et des contraintes afin de garantir l'unicité des problèmes 

(Pb 111.8) et (Pb 111.9) 

Nous utilisons une interpolation linéaire (Cf § II.5.2.1). 

Nous fixons le paramètre; (Cf ( Alg IV.3)) à 10-8
. 

Nous désignons par h (respectivement 1) la taille de l'élément (respectivement du 

sous-domaine) . 

T 

h 

Figure IV. 4 : Définition de h et T 
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Afin d'analyser les performances de l'algorithme GMRES (Cf. (Alg IY.2)), nous 

réalisons, dans un premier temps, deux séries de tests : 

• Tout d'abord, nous fixons h à .!. et nous faisons vaner T. Pour cela, nous 
6 

décomposons le domaine n en deux, trois et quatre sous-domaines égaux (Cf. 

Tableau IV.2). 

• Ensuite, nous fixons T à 1 et nous faisons varier h (Cf. Tableau IY.3). 

Enfin, nous réalisons une troisième série de tests, validant les performances de 

l'algorithme GMRES(m) : nous reprenons alors le test n0 1 en faisant varier m. 
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Test Nombre de Définition des Maillage Nombre T 

domaines domaines d'éléments 

1 
0] = ]-l,~ x ]1,2[ 0, Y12 \ 1 2 2x36 

02 = ]- l,l[ x ]O,l[ 
O, 

0] = ]- l,l[ x ]~ ,2[ 

0, Y12\ ° =]- 1l[ x ]3. i[ 2 3 3x32 2 2 , 3' 3 -
0, Y,,\ 3 

0, 

03 = ]-l,l[ x }, %[ 

0] = ]- l,l[ x ]î ,2[ 
0. 

Y'~ 

02 = ]-l,l[ x }, %[ 0, Y,,\ 
0, Y34\ 3 4 

03 = ]-l,l[ x ]±'{ 4x30 1 
-

0.. 2 

04 = ]-l,l[ x }, ±[ 

Tableau IV.2 : Présentation de la première série de tests (h = i) 
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Test Maillage Nombre h 

d'éléments 

4 2x36 1 
-
6 

5 2x54 1 
-
9 

6 2x72 1 
-
12 

Tableau IV.3 : Présentation de la deuxième série de tests (T = 1) 

IV.5.2. RESULTATS 

Nous présentons les résultats à l'interface de nos deux premiers tests dans le Tableau 

IV.4 et le Tableau IV.5 et nous les comparons à la solution analytique (Cf § Il.7.1.2). 
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Pour chacun de ces deux tests, nous donnons: 

• la mesure de la continuité de la solution (déplacements ou contraintes) à l'interface, 

définie pour une fonctionf par 

(IV.20) 
filr - J;lr 

[f] = max lk kl 2 

I=I..N 

J;exactlr 
lk 2 

• l'erreur sur les déplacements u, définie par 

(IV.21 ) 
Uilr - uiexactlr 

lk kl 2 
max 
i=I..N 

Uiexactlr 
lk 2 

• les contraintes p. La solution analytique est: 

{
PI =0 

P2 = p= IMPa 

Test T [u] [Pl Erreur Erreur Pl P2 

sur UI sur U2 

1 1 1 79 10-3 , 700 10-4 , 1.82 10-3 1 73 10-4 , o ±1 05 10-4 , 1 ±1 66 10-3 , 

2 2 254 10-2 1 50 10-3 1.87 10-2 2 19 10-3 o ±1 85 10-3 1 ±4 79 10-3 
- , , , , , 
3 

3 1 404 10-2 1 00 10-3 4.03 10-2 1 83 10-3 o ±2 03 10-3 1 ±4 53 10-3 
- , , , , , 
2 

Tableau IVA : Résultats de la première série de tests 
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Test h [u] [Pl Erreur Erreur Pl P2 

sur Ul sur U2 

4 1 1 79 10-3 700 10-4 1.82 10-3 1 73 10-4 o ±1 05 10-4 1 ±1 66 10-3 
- , , , , , 
6 

5 1 3 87 10-4 600 10-5 243 10-4 1 50 10-5 o ±2 08 10-5 1 ±9 00 10-5 
- , , , , . , , 
9 

6 1 1 92 10-4 200 10-5 5.68 10-4 600 10-5 o ±2 02 10-5 1 ±1 18 10-5 
- , , , , , 
12 

Tableau IV5 : Résultats de la deuxième série de tests 

Nous reprenons maintenant le test nO 1 (h = ~,T = 1). Nous résolvons alors le 

problème par l'algorithme GMRES(m) (Cf ( Alg IV3 )). 

Nous traçons sur la Figure IV.5, l'erreur relative calculée sur le résidu en fonction du 

temps d'exécution (et du nombre d'itérations symbolisées par les points sur la courbe) pour 

différentes valeurs de m : l'algorithme diverge pour m<6. A partir de m égal à 6, il converge 

d'autant plus vite que m est grand. 

-e- m;;8 
-.&.- m= 10 

100 -y- m= 12 

-..-- m= 15 
10- 1 

10- 2 

10-3 

10-' 

Il,"112 
10- 5 

Pr 
10- 6 

10- 7 

10-8 

10-9 

10-10 

........... ~~:=~=~ ....... < 

. 
10-11 

50 100 150 200 250 300 350 

Temps d'execution (s) 

Figure IV5 
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IV.5.3. CONCLUSION 

L'ensemble des résultats obtenus est très satisfaisant aussi bien au niveau de la 

continuité de la solution à l'interface, qu'en ce qui concerne la précision sur les déplacements 

et les contraintes. 

L'analyse des résultats, présentés dans le Tableau IV.4 et le Tableau IV.5, montre une 

dépendance des erreurs par rapport aux paramètres h et T, contrairement à la méthode initiale 

d' Henoizel qui garantit une vitesse de convergence indépendante du pas de discrétisation. 

Cependant, il nous a fallu modifier légèrement la méthode, puisque nous n'avons pas la 

continuité des déplacements à l'interface pour un problème de contact (Cf. chapitre V) . 

Pour une décomposition donnée, la précision est améliorée lorsque h diminue, c'est à 

dire lorsque le nombre d'éléments augmente. 

Pour une décomposition en quatre sous-domaines, la précision est moms bonne 

qu'une décomposition en deux ou trois sous-domaines. En effet, plus le nombre de sous

domaines augmente, plus la transmission de l'information d'une interface à l'autre est difficile. 

La théorie1 prévoit cette dégénérescence et confirme une augmentation du nombre 

d'itérations avec le nombre de sous-domaines. 

Dans nos calculs, lorsque le nombre de sous-domaines est supérieur à 6, le processus 

converge difficilement. La méthode, présentée dans ce chapitre, trouve ici sa limite. 

Pour remédier à cette difficulté, il est conseillé d'introduire un maillage grossier2 du 

domaine n, afin de réinitialiser la solution périodiquement et de minimiser ce phénomène de 

divergence. Nous n'avons pas mis en œuvre cette technique. En effet, notre objectif dans ce 

mémoire consiste à étudier le contact entre deux solides déformables. Lors de nos calculs, nous 

utiliserons donc simplement une technique de décomposition à deux sous-domaines. 

1 Voir référence [DEC 1] 

2 Voir référence [DEC 1] 





Chapitre V 

ETUDE DU CONTACT ENTRE DEUX SOLIDES 

ELASTIQUES 

Dans ce chapitre, nous étudions le problème du contact avec frottement entre deux 

solides déformables à l'aide d'une méthode de décomposition par sous-domaines couplée aux 

éléments frontières. 
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V.I. INTRODUCTION 

Nous consacrons ce chapitre à la résolution du problème de contact avec frottement 

entre deux solides déformables. 

Pour modéliser le frottement, nous utilisons la loi de Coulomb statique. En effet, 

celle-ci est la plus utilisée en ingénierie mécanique. 

Nous avons développé un logiciel de calculs basé sur la méthode du complément de 

Schur (Cf. § IlIA), couplée à celle des éléments frontières (Cf. chapitre 1). 

Il est composé: 

• d'un mailleur présenté au paragraphe Il.5.1, 

• d'un solveur dérivé du code de décomposition présenté dans le chapitre IV. 

Il résout: 

• le problème du contact bilatéral avec frottement (Cf. § Y.3), 

(décollement impossible des noeuds en contact) 

• le problème du contact unilatéral avec frottement (Cf. § VA) 

(décollement possible des noeuds en contact) 

Nous l'appliquons à l'étude de l'indentation d'un support : 

• par un poinçon plat (Cf. § V.S.l), 

• par une bille (Cf § Y.S.2). 
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V.2. PRESENTATION DU PROBLEME 

V.2.1. NOTATIONS 

Dans ce chapitre, nous étudions le problème du contact entre deux solides élastiques 

occupant respectivement : 

• un domaine ouvert n] c 9{2 borné, de frontière ô n] = ru EB r p EB r c , 
1 1 1 

• un domaine ouvert n2 c 9{2 borné, de frontière ô n 2 = ru EB r p EB r c . 
2 2 2 

p 

1 1 

/ 

Figure V.l 

Nous désignons par: 

• ru ( respectivement ru ), la partie de la frontière ô n] (respectivement ô n
2

) où 
1 2 

nous imposons les déplacements, 

• r p (respectivement r p ), la partie de la frontière ôn] (respectivement ôn2 ) où 
1 2 

nous imposons les contraintes, 
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• r c = r c Ure ,la zone de contact potentielle. 
1 2 

Les conditions aux limites imposées sur (ru ) et (r p ) sont les suivantes : 
1 1=1,2 1 1=1,2 

(VI) {U(=)U _ 
pu =p 

Nous devons maintenant écrire les conditions aux limites sur r c' 

V.2.2. CONDITIONS AUX LIMITES SUR r c 

V.2.2.I. Définitions 

Nous considérons deux points Ml ElcI et M 2 Elc2 en vis-à-vis de coordonnées 

respectives (1 XI' 
1 
X2) et (2 XI ,2 x2), susceptibles d'entrer en contact. 

2 noeuds en vis-à-vis 

Figure V,2 : Noeuds en vis-à-vis 

Nous désignons par 1 n = (1 nI' 1 n2) et 2 n = ( 2 nI ,2 n2), les normales unitaires, 

extérieures à r c' en MI et M 2 . 
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Nous définissons alors une normale commune l n = (ni ,n2 ) à rc aux points MI et 

M 2 (Cf. Figure V3) par: 

(V2 ) 
In_2n 

1- 2-

n= n =- n = Iln- 2nl 

Nous désignons par d la distance entre ces deux points. Nous mesurons celle-ci le 

long de la normale commune n. 

d est alors définie par la relation : 

d 

Figure V.3 : Définition de la normale commune 

Remarques 

Géométriquement, la distance d peut être interprétée de la manière suivante : lorsque 

d est positive, les deux corps ne sont pas initialement en contact. Ils le sont lorsque d est nulle. 

1 Voir référence [CON 3] 
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La formule (V.3 ) n'a de sens que si nous pouvons supposer que 

1 2 M I M 2 

n~ n~ n ~ IM
I
M

2
1' 

o 

Nous notons : 

• lU (respectivement 2U ), la restriction des déplacements u au domaine ni 
(respectivement n2), 

• Ip ( respectivement 2 p), la restriction des contraintes p au domaine ni 

(respectivement n2), 

• [un] = Cu- 2u,n), le déplacement normal relatif entre MI et M 2 , 

• IPn =(Ip,n).n et 2Pn =(2p ,n).n,lesréactionsnormalesen MI et M 2, 

Nous imposons sur r c des conditions de contact bilatéral ou unilatéral avec 

frottement, celui-ci obéissant à la loi de Coulomb. 

V.2.2.2. Conditions de contact bilatéral 

Le contact bilatéral est défini par la relation suivante : 

Cette condition signifie que les points en contact restent toujours dans le contact. 
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V.2.2.3. Conditions de contact unilatéral 

Le contact unilatéral est défini par la relation suivante : 

{ 

1 2 
Pn= Pn =- Pn 

( Y.S ) [Un] - d < 0 => Pn = 0 

[ Un] - d = 0 => Pn ::=; 0 

La condition [Un] - d ::=; 0 signifie qu'il n'y a pas de pénétration entre les deux 

solides: 

• Si [un] -d < 0, il n'y a pas de contact, 

• Si [un]-d = 0, il y a contact. 

La condition P n ::=; 0 traduit le fait que la contrainte normale doit être compressive 

pour maintenir en contact les noeuds en vis-à-vis. 

V.2.2.4. Conditions de frottement 

Les conditions précédentes portent sur les contraintes et les déplacements normaux. 

Les conditions de frottement font intervenir les contraintes et les déplacements tangentiels. 

La loi de Coulomb est définie par les relations suivantes : 

1 2 
Pn= Pn =- Pn 

1 2 
Pt= Pt =- Pt 

(Y.6 ) Iptl ::=;plPnl 

{
Iptl <PIPnl 

avec 
Iptl = PIPnl 

=> [ur]=O 

=>::JÂ~O [ur]=-ÂPt 

f3 : coefficient de frottement supposé constant. 

Elle est représentée sur la figure suivante. 
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Figure V.4 : Allure de la loi de Coulomb 

Physiquement, cette loi peut être interprétée de la manière suivante : 

• Lorsque Ipt 1 < fi IPn l, il n'y a pas de mouvement relatif entre les deux particules 

MI et M 2 • Pt, appelée aussi contrainte de frottement, est suffisante pour 

s'opposer au mouvement relatif des deux solides et assurer l'équilibre statique. 

• Lorsque Ipt 1 = fi IPn l, il se produit un glissement entre les deux solides. La 

contrainte de frottement n'est alors plus suffisante pour s'opposer au mouvement. 

Remarques 

En dynamique, la loi de frottement fait intervenir la vitesse de glissement et non le 

déplacement tangentiel. Notre étude se limitant au cas statique, nous utilisons ici une 

formulation écrite en déplacements 1. 

1 Voir référence [MAT 5] 
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Nous soulignons le caractère rudimentaire de la loi de Coulomb en comparaison avec 

la complexité des problèmes physiques survenant au cours d'un contact avec frottement. 

Cependant, cette loi est encore la plus utilisée en ingénierie. 

La relation ( V.5 ) reste valable lorsque les deux solides ne sont pas en contact. En 

effet, en l'absence de contact, nous avons Pn = O. La loi de Coulomb impose alors Pt = O. 

Nous obtenons p=O qui représente bien la condition de bord libre. 

V.2.3. EQUATIONS DU PROBLEME 

Nous pouvons maintenant écrire les équations qui régissent le problème du contact 

entre deux solides élastiques : 

(Pb V.l ) 

~ 

Lu + f = 0 dans 0 = 0 1 U O 2 

Lik = Il Ô;k ô: + (Â + Il) Ôk ~ 
u=îi 

p{u) = "ft 

Conditions sur rc : 
P Ip 2p P 1 2 ~ Ip =_ 2p n= n =- n' t=Pt =- Pt 

• contact bilatéral : 

[un]=O 
• ou contact unilatéral: 

[un]-d <0 ~ Pn =0 

[un]-d=O ~Pn~O 
• frottement de Coulomb: 

(toujours en contact) 

(pas de contact) 

(contact) 

IPtl<PIPnl ~ [ut]=O (adhérence) 

IPtl=PIPnl ~ :JÂ~O, [ut]=-ÂPt (glissement) 
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V.3. RESOLUTION DU PROBLEME DE CONTACT BILATERAL 

V.3.1. PROBLEME A L'INTERFACE 

Nous nous proposons, dans un premier temps, d'appliquer la méthode du complément 

de Schur à la résolution du problème de contact bilatéral avec frottement entre deux solides 

élastiques déformables. 

La résolution du problème du contact unilatéral est traitée dans le paragraphe V.4. 

Le contact bilatéral avec frottement entre deux solides élastiques est décrit par le 

problème suivant (Cf. § V.1.3) : 

u=u 

p(u) = p 

Conditions sur r c : 

Ip=_2p (a) 
(Pb V.2) 

Pour résoudre ce problème, nous choisissons la méthode du complément de Schur 

hybride (Cf. § III.4.2) puisque nous imposons la continuité des contraintes sur l'interface re. 

Afin de ramener la résolution du problème ( Pb Y.2 ) à la résolution d'un problème 

condensé sur l'interface r e , nous reprenons la démarche présentée dans le paragraphe III.4.2. 
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Nous définissons luo et 2UO' solutions du problème: 

AI 
L Ua + f= 0 dans ni 
1 - sur ru Ua = U 

1 
(Pb V,3 ) 

peua ) = P sur r PI 1 = 1,2 

peua )=IÂ, surre 
1 

lÂ, est une fonction choisie arbitrairement, définie sur YI telle que: 

Les fonctions IV et 2 v ,définies dans le paragraphe III.4.1 sont alors solutions du 

problème: 

(Pb V.4 ) 
pev)=o 
pev) = peu)-IÂ, 

dans ni 
sur ru 

1 

surr PI 

surre 
1 

1 = 1,.2 

Nous pouvons décomposer une fonction lW appartenant à re selon l'identité: 
1 

En utilisant la définition des fonctions IV et 2V et la relation ( V.7 ), nous écrivons: 



alors: 

Par définition (Cf. § III.4.2), 

d'où 
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surre 1 = 1,2 
1 

La continuité des déplacements normaux (Equation (b) du problème (Pb V.2)) s'écrit 

En remarquant que 

l'identité ( V. 10 ) devient 
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En utilisant la continuité des contraintes (Cf. équation (a) du problème ( Pb V.2» et la 

condition de frottement (Cf. équation (c) du problème (Pb V.2», nous obtenons le problème 

condensé suivant : 

(Pb VS ) 

Trouverp EK = {p Ele,lptl splPnl} telle que 

E'p=~+[u] 
E'=IS-I+2S-1 

~ =CS-I+2S-I)IÂ, - Cuo-2uo) 

[u ]=lu_2u = [Ut] d'après (b) 

En résumé, après avoir initialisé L\ en résolvant le problème (Pb V3 ) portant sur 'uo 

et 2uo, la solution du problème ( Pb V.S ) nous donne les contraintes p(u) sur la zone de 

contact re. 

Ceci nous permet de déterminer les fonctions 'v et 2 v, en résolvant le 

problème ( Pb V.4 ). 

La solution globale du problème (Pb V2) est donnée par la relation: 

Remarque 

Dans sa présentation, le problème ( Pb VS ) est similaire au problème (Pb 111.12) 

présenté dans le paragraphe 111.4.2. Il se distingue de ce dernier par la présence du terme [u] 

dans le second membre et par l'appartenance de p à l'ensemble K. Ces modifications en font 

un problème non linéaire. 

o 
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V.3.2. RESOLUTION DU PROBLEME A L'INTERFACE AVEC PN CONNUE 

Dans ce paragraphe, nous supposons P n' la composante normale de la force de 

réaction connue. Nous introduisons alors la fonction seuil g = plp ni· 

V.3.2.l. Problème intermédiaire 

Nous montrons maintenant que, sous cette dernière hypothèse, le problème (Pb V.5 ) 

est équivalent à un problème d'optimisation avec contrainte. 

Théorème 

En supposant que g est donnée sur r c, le problème ( Pb Y 5 ) est équivalent au 

problème formel : 

(Pb Y6) 
{

Trouverp ' EKtellequef(p')~J(p) Vp EK 

f(p) = (B'p- ~,B'p-~) 

(J,g) = fj·g df 

fc 

Preuve 

Nous pouvons réécrire le problème (Pb Y5 ) sous la forme suivante: 

(Pb Y7) 

Trouver p telle que 

B'p-~=O 

B'p - ~ = [Ut] = -ÀPt 
si Iptl < g 

si Ip t 1 = g; À ~ 0 

K = {p Er c, Ipt 1 ~ g} est un ensemble convexe fermé non vide. 
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Définissons la fonction CPK par: 

{
o sip EK 

cp K (- p) = + 00 sinon 

Elle est convexe propre. 

Nous avons alors 

ôcp K : sous - différentielle de cp K 

i (Cf (Pb Y.2» étant un opérateur symétrique, B' l'est aussi!. 

Ainsi 

et donc 

ou encore 

Puisque 

o ~ (IB'B'(p - p'),p- p') = (IB'B'p,p) +(IB'B'p' ,p') -( IB'B'p,p')_( IB'B'p' ,p) 

= (tB'B'p,p)+(tB'B'p',p')-2(tB'B'p,p') 'ïlp,p' EK 

1 Voir références [DEC 7] et [DEC 8] 
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nous avons 

En injectant la relation ( V.16 ) dans l'inégalité ( V.1S ), nous obtenons 

ou encore 

Cette dernière inégalité démontre le théorème. 

o 

Remarque 

Pendant la démonstration, nous avons utilisé le fait que l'opérateur B' était un 

opérateur symétrique. Cependant, la matrice [B'], obtenue lors de la discrétisation de cet 

opérateur par la méthode des éléments frontières, ne l'est pas. Néanmoins, [SI] (Cf formules 

IV.3 et IV.S) approche un opérateur continu symétrique défini positif, de telle sorte que la non 

symétrie de [B'] est suffisamment faible pour ne pas être remarquée. 

o 
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V.3.2.2. Algorithme de résolution avec pn connue 

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté un algorithme de résolution du 

problème: 

minllKY - FI1 2 yer 

Notre but ici est de résoudre le problème (Pb V.6 ), 

Il ne diffère du précédent que par la contrainte p E K . 

Afin de résoudre ce problème avec contrainte, nous adaptons la méthode 

d'optimisation sans contrainte, présentée dans le paragraphe IV.3.3 en la modifiant le moins 

possible. Pour cela, nous projetons, à chaque itération, p sur l'ensemble K de telle sorte que la 

nouvelle valeur de p appartienne bien à l'ensemble des solutions. 

L'algorithme de résolution du problème ( Pb V.6 ) suivant s'appuie donc sur 

l'algorithme du GMRES(m), présenté dans le paragraphe IV.3.3.3. 



(Alg Y.1 ) 
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Initialisation 

pO choisi 

rO = /1-B'po 

Etape nOl (Algorithme d'Arnoldi) 

r O 
1 

v =P{ 
Pourj = 1,2, ... ,m (Cf. remarque suivante sur m) 

hij = (B'v j
, Vi) i = 1,2, ... ,j 

j 

V j+1 = B'v j - " h..vi 
L... IJ 
i=1 

h(j+1),j = Ilv j+1112 

Si h(. 1) . = 0, aller à l'étape 2 (n = j) 
J+ ,} 

-j+1 
. j+1 V 

SInon v = -;;--llv-j +----;11:;-12 

(n= m) 

Etape n02 

pn = pO +vnwn 

où wn 
E ~n vérifie: 

Le test de convergence porte sur l'erreur relative calculée sur 

les contraintes. 

S·llpn+1 - pnl12 J: (J: h" ') 1 ' ~ 
1 Ilpn 11

2 

< ':> ':> C OlSI« petIt» , e processus s arrete, 

sinon nous retournons à l'étape n0 1 en posant: 

pO = pn;r o = /1- B'pn 

projK(p) = projection de p sur la frontière de K 
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Remarques 

Le test de convergence, défini dans Alg ( IV.3 ) n'est plus valable. En effet, le résidu 

calculé ici ne tend plus vers 0, mais vers [u] (Cf. ( Pb V.5 )). Nous sommes donc amenés à 

utiliser un nouveau test de convergence, calculé à partir des contraintes p. 

En théorie, nous devons projeter p à chaque itération sur l'ensemble K, c'est-à-dire 

imposer la valeur de m à 1. En pratique, cela s'est avéré quelquefois impossible car 

l'algorithme divergeait. Il nous alors fallu fixer m à 2 ou 3. Cette divergence s'explique par le 

fait que m doit être supérieure à une variable ne dépendant que des valeurs propres de K et du 

conditionnement de la matrice de changement de base X (Cf. remarque du paragraphe 

IV.3.3.3). 

V.3.3. RESOLUTION DU PROBLEME A L'INTERFACE 

Dans ce paragraphe, nous présentons la résolution du problème à l'interface 

( Pb V. 5) par une méthode d'approximations successives 1 portant sur la fonction seuil 

A chaque itération, nous résolvons le problème intermédiaire ( Pb V.6 ), c'est-à-dire 

le problème ( Pb V. 5 ) avec g fixé. 

La résolution du problème intermédiaire a fait l'objet du paragraphe précédent. 

1 Voir référence [CON 1] 
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Le schéma général de cet algorithme est le suivant : 

(Alg V.2) 

Remarque 

Initialisation 

gO =0 

Nous résolvons le problème intermédiaire (Pb Y.6 ) 

avec gO fixé correspondant à la résolution du problème 

de contact sans frottement. 

Nous obtenons p! et nous posons gl = fJ Ip!l. 

Pour n=2,3, •••. 

Nous supposons gn-I connue. 

Nous résolvons le problème intermédiaire (Pb Y.6 ) 

avec gn-I fixé. 

Nous obtenons p; et nous posons gn = fJ Ip; 1. 

Le test de convergence porte ici sur l'erreur relative calculée sur g. Il est défini par : 

o 
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V.3.4. CALCUL DU SIGNE DE LA CONTRAINTE TANGENTIELLE 

Dans les équations ( Y.6 ) définissant la loi de Coulomb, nous pouvons définir deux 

modes de contact : 

• le mode adhérant correspondant à Ipt 1 < f3IPn 1· Il se traduit par les équations: 

• le mode glissant correspondant à Ipt 1 = f3IPn 1. Il se traduit par les équations: 

Dans ce dernier cas, une difficulté apparaît. En effet, pour imposer le signe de la 

contrainte tangentielle Pt, il nous faut connaître la direction de glissement relatif [Ut] 

(Cf équation ( Y.6 )). Or, celle-ci est a priori une inconnue du problème puisqu'à chaque 

itération de l'algorithme (Cf ( Alg Y.2 )) nous ne calculons que pn. 

Afin de la déterminer, diverses techniques sont employées. Elles consistent 

essentiellement à construire un schéma itératif traitant les différentes possibilités quant au signe 

de Pt. Ces méthodes sont généralement délicates à mettre en œuvre et leur convergence est 

hasardeuse. 

Pour notre part, nous préférons la technique, développée par Man et al. l, consistant 

à déterminer la direction de [ur] avant la résolution proprement dite du problème de contact 

avec frottement. 

1 Voir référence [CON 3] 
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En effet, considérons le problème sans frottement. En posant f3=0, les 

équations ( V21 ) deviennent: 

Une fois ce problème résolu, nous pouvons déterminer le signe de Pt grâce à la 

direction de glissement relatif [Ut], obtenue dans le contact. 

En effet, d'après la loi de Coulomb ( V6 ), lorsqu'il y a du frottement (/3:1=0), la 

contrainte tangentielle Pt doit s'opposer au mouvement relatif, défini par [Ut]. Or, pour un 

même problème, qu'il y ait frottement ou non, [Ut] garde le même signe. Il est simplement plus 

grand dans le deuxième cas. 

Nous pouvons donc choisir pour le signe de Pt, l'opposé du signe de [Ut], obtenu sans 

frottement. Les conditions ( V.21 ) sont alors complètement définies pour résoudre le 

problème avec frottement. 

V.3.5. ORGANIGRAMME 

L'organigramme suivant présente le schéma complet de résolution du problème de 

contact bilatéral avec frottement. 



158 

ENTREE DES DONNEES 

• Nombre de sous-domaines: 2 
• Nom des fichiers de maillage 
• Interpolation (Cf. § II.5.2.l) 
• T)1le de problème (Cf. § 11.5.2.1) 
• Propriétés des matériaux (Cf. § II.5.2.2) 
• Initialisation des interfaces (Cf. § IV.2) 

l 
1 ENTREE DES CONDITIONS AUX LIMITES (Cf. § 11.5.2.1) 1 

1 
RESOLUfION 

• Résolution du problème de contact sans frottement 

- Initialisation de {~} par résolution de (Pb V.3) 

- Résolution du problème à l'interface (Pb V.6) avec 

gO =0 

- Résolution du problème (Pb V.4) 

- Assemblage des résultats 

_ Calcul de gl = .B Ip! 1. 
• Pour n=2,3, ... , test d'arrêt (Cf. relation ( V.19 » 

gn-l = .B Ip~-ll 

- Initialisation de {M par résolution de (Pb V.3) 

- Résolution du problème à l'interface (Pb V.6) avec 
gn-l 

- Résolution du problème (Pb VA) 

- Assemblage des résultats 

_ Calcul de gn = .B Ip~ 1. 

STOCKAGE DES 
RESULTATS 

dans des fichiers au format 
ASCII 

VISUALISATION 

• MaiUage 

• Déformée 

• Résuhats 

Tableau VI 

OPTIONS 

• Impression: 

- maillage 

- déformée 

• Exportation des 
graphiques sous 
d'autres logiciels par 
l'intermédiaire du 
Presse-Papiers de 
Windows 

V.4. RESOLUTION DU PROBLEME DE CONTACT UNILATERAL 

Nous avons présenté dans le paragraphe précédent, un algorithme de résolution du 

problème de contact bilatéral avec frottement entre deux solides élastiques. 
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Nous étudions maintenant la résolution du problème de contact unilatéral avec 

frottement, décrit par les équations suivantes. 

(Pb Y.8) 

Lu + f = 0 dans 0 = 0 1 U02 

Lik = I-l Oik ~ + (Â + I-l) Ôk q 
u=u 

p(u) = p 

Conditions sur [' e : 

Ip =_2p (a) 

[un]-d<O => Pn =0 (b) 

[un] - d = 0 => Pn ::; 0 

Dans sa forme, celui-ci est similaire au problème ( Pb V.5 ). Il ne diffère que par la 

condition (b). 

r e se décompose ici naturellement en deux zones : 

rre : région de contact réelle 

r he : région hors du contact 
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Sur ces régions, la condition (b) s'écrit: 

r re et r he sont des inconnues du problème. 

Pour les déterminer, nous proposons une méthode s'appuyant sur un algorithme, 

développé initialement par Kalker l pour résoudre le problème du contact unilatéral entre un 

solide élastique et un support rigide. 

Sous la réserve de quelques modifications (Cf. remarque suivante), cette méthode 

utilise l'algorithme de résolution du problème de contact bilatéral et converge vers les 

conditions aux limites ( V24 ) et ( V2S ). 

L'algorithme ( Alg V3 ) se décompose en quatre étapes principales. 

Nous désignons par: 

• [';e, la région de contact à l'itération i, 

• ['he' la région hors du contact à l'itération i. 

Remarque 

L'introduction de la distance d dans l'équation (VIO) modifie le second membre du 

problème ( Pb VS ). 

1 Voir référence [CON 16] 
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[Ut] + ~ est alors remplacé par [Ut] + ~ - d· n. 

Le problème (Pb Y.6 ) devient alors 

(Pb Y.9) 

o 

{

Trouverp ' EKtelle quef(p')::; f(p) Vp EK 

f(p) = (B'p- ~ +d ·n,B'p- ~ +d .n) 



(Alg V3 ) 
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Etape nO 0: 

Nous initialisons r;e et rhe en posant 

Etape nO 1 : 

A l'itération i, nous résolvons le problème du contact bilatéral associé 

au problème ( Pb VI) en supposant que r;e est la région de contact. 

Nous obtenons alors des déplacements ui et des contraintes p(u~ 

vérifiant les conditions : 

(V26) Pt+ Pt =0, Pn+Pn=O, Pt=±f3Pn' Un -d=O surrre 
1 i 2 i 1 i 2 i i i [i] i 

( V27) 1 pi =2/ = ° sur rhe 

Etape nO 2 : 

Afin de déterminer r;~1 et rh;1, nous prenons à présent en compte 

les conditions : 

Pn $0 surrre , [un]-d <0 surrhe 

Si, pour un point appartenant à r;e, nous avons: 

celui-ci est retiré de la région de contact et rajouté dans la région hors 

du contact rh;1. Les contraintes p(u) sont alors mises à zéro pour 

respecter la condition de bord libre (V27). 

Si, pour un point appartenant à rhe' nous avons : 

celui-ci est retiré de la région hors du contact et remis dans la région 

de contact. 

Etape nO 3 : 

S· ri+1 ri 
1 re=re, nous arrêtons le déroulement de l'algorithme et 

retenons r;~1 comme étant la région de contact rre, sinon nous 

retournons à l'étape nO 1. 
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La résolution du problème de contact unilatéral avec frottement revient donc à 

résoudre successivement des problèmes de contact bilatéral avec frottement (Cf. § V.3), de 

façon à vérifier la condition (b) du problème ( Pb Y8 ) et à déterminer la surface de contact 

réelle. 

L'organigramme associé est, dans sa forme, identique à celui présenté dans le 

paragraphe précédent (Cf. § Y3.5). Il ne diffère que par l'étape de résolution que nous 

remplaçons par l'algorithme (Alg Y3 ). 
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V.5. EXEMPLES 

Nous appliquons ici les méthodes décrites dans les paragraphes précédents à deux 

problèmes de contact, traités de la littérature. 

Nous les présentons brièvement dans le tableau suivant: 

Type Type Loi 

Problème Géométrie § de de problème de Références 

contact plan frottement 

Poinçon plat 

pressé contre n v'S.1 Bilatéral Contraintes Coulomb [CON 12] 
un support ~ i planes 
élastique 

() 
• sans frottement : 

Bille pressée 

contre un théorie de Hertz 1 

support v'S.2 Unilatéral Axisymétrie Coulomb • avec frottement : 

élastique solution 

analytique de 

Spence 2 

Tableau V,2 

1 Voir référence [CON 2] 

2 Voir référence [CON 13] 



165 

V.5.1. POINÇON PLAT PRESSE CONTRE UN SUPPORT ELASTIQUE 

V.5.1.1. Données du problème 

Nous nous intéressons ici au problème d'un poinçon plat peu déformable pressé 

contre un support élastique, constituant une approche simplifiée du test industriel 

d'indentation. Afin de valider notre code, nous retenons la géométrie et les conditions aux 

limites de l'exemple traité par B. Deshoullieres l pour lequel les résultats sont déjà connus. 

G 

"- F E 
"-
"-
"-
"-
"-
"- A 

Xz 

" 1 

1 

-
1 

J J J J 1. 
1 

1 

1 

Indetiteur 
1 

1 

1 

0 

Support 

H 

h;lOmm 

D 

//. //////////////////.7 

L=40nun 

épaisseur 1 mm 

Figure V.S 

Les matériaux sont définis par : 

• Indenteur 

E] = 400000MPa 

v] = 0.48 

1 Voir référence [CON 12] 

._-- - . _ . _ . _ . _ .) XI 

C V 
V 
V H;lOnun 

~ 
B / 
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L'indenteur est considéré ici, comme quasiment indéformable . 

• Support 

Es = 6.89MPa 

Vs = 0.48 

Ces constantes correspondent à un matériau facilement déformable du type 

polyuréthanne. 

Les conditions aux limites du problème sont : 

blocage sur AB 

blocage sur BC et AF 

{
Pl =0 

• U2 = -2mm 
déplacement uniforme sur GR 

• Sur DE (= r c), nous imposons des conditions de contact bilatéral avec 

frottement, celui-ci obéissant à la loi de Coulomb statique. 

L'indenteur et le support sont respectivement maillés en 52 et 80 éléments linéaires. 

Nous utilisons une interpolation linéaire (Cf § II.5.2.1). 
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X2 

1 

! 
l 
l 

,-0-0-0--0-0 1 

1 0 1 
1 l 
l i 
1-0-0-0-0--0-0_0_0_0_0_0_1 

Figure V. 6 : Maillage 

V.5.1.2. Algorithme de résolution 

Nous résolvons ce problème à l'aide de l'algorithme de résolution du problème de 

contact bilatéral, exposé au paragraphe V.3. Les· tests d'arrêt portent sur les erreurs relatives 

calculées sur les contraintes et la fonction g (Cf. ( Alg V.l ) et relation ( V. 19)). Le paramètre 

ç est fixé à 10-4
. 

V.5.1.3. Résultats 

Le problème admettant une symétrie par rapport à l'axe OX2, nous représentons les 

résultats sur la moitié de la zone de contact (0::; Xl ::; ±). 

Nous traçons sur la Figure V.7, les contraintes normale Pn et tangentielle ~ en 

fonction de Xl pour deux valeurs du coefficient de frottement ~ : 

• fJ=0.05 

• fJ=0.10 

Afin d'établir une comparaison, nous représentons sur la Figure V.8 les résultats 

obtenus par B. Deshoullieres. 



MPa 

20 

15 
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- Pn 
-- Pt/O.OS 

6,51 ..................................................................................................... . 

5 

Adhérence c=2,90 Glissement 

a) j3=0.05 

MPa - Pn 

20 -- ptfO.lO 

15 

ID 

6,37 ..... . 

1,43p!°:.-.-------------:::::::;;::;:;;.-.-=' 
o l. --~==I:====::I:===::== _ __L....L.--.-l-...L Xl (mm) 

Q 4,68 

);( 

Adhérence c=3,87 Glissement 

b) j3=0.10 

Figure V. 7 : Contraintes normale et tangentielle 

sur la surface de contact 
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5.41 (N/mm) 

o 
o ng 9 

a) /3=0.05 (ng : adhérence, g : glissement) 

(N/mm) 

6.36 

a ng g 

b) /3=0.10 (ng : adhérence, g : glissement) 

(mm) 

5 

5(mm) 

Figure V.8 : Contraintes normale et tangentielle sur la surface 

de contact (B. Deshoullieres) 
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Nous observons que la contrainte normale est minimale au centre et maximale au bord 

du contact. 

Les figures font apparaître une singularité des courbes de P n et Pt au point D et, par 

symétrie au point E. En effet, Pn et Pt tendent vers des valeurs très importantes (20 MPa), 

lorsque Xl tend vers i par valeurs inférieures. Or, nous imposons des conditions de bord libre, 
2 

1 
c'est-à-dire Pn = Pt = 0, à l'extérieur de la zone de contact et donc lorsque Xl tend vers 2 

par valeurs supérieures. Cette singularité est due au caractère local de la modélisation du 

frottement par la loi de Coulomb et n'a pas de sens physique. 

p 
----------~----------------~) Xl 

1 

2 

1 
Figure V. 9 : Singularité des contraintes en Xl ="2 

En suivant B. Deshoullieres, nous reportons, maintenant, les valeurs de P n' calculée 

au point 0(0,0) et 1(4.68,0) dans le Tableau V.3. 
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~ Pn au point ° (MPa) Pn au point 1 (MPa) 

Num. Deshoullieres Num. Deshoullieres 

0,05 1,39 1,41 6,51 6,41 

0,10 1,43 1,41 6,37 6,36 

Tableau V.3 

Nous observons sur la Figure V.7, que la demi-zone de contact est divisée en: 

• une zone d'adhérence sur laquelle Iptl < plPnl : 0 ~ Xl ~ c, 

1 
• une zone de glissement sur laquelle Ipt 1 = P IPn 1 : C < Xl ~"2' 

La valeur de c est donnée dans le tableau suivant en fonction de {J. Nous les 

comparons aux résultats de B. Deshoullieres. 

~ c(mm) 

Num. Deshoullieres 

0,05 2,90 2,58 

0,10 3,87 3,87 

Tableau V.4 

Pour {J = 0.05, nous obtenons une valeur de c légèrement supérieure à celle calculée 

par B. Deshoullieres. Ce léger écart peut être imputé aux erreurs numériques des deux 

méthodes. 

Pour {J = 0.10, la valeur de c et donc les zones de glissement et d'adhérence sont 

identiques à celles obtenues par B. Deshoullieres. 
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V.5.2. BILLE PRESSEE CONTRE UN SUPPORT ELASTIQUE 

Nous nous intéressons maintenant au problème d'une bille pressée contre un support 

élastique, constituant une première approche de la modélisation du test industriel d'indentation 

de Brinell. 

p 

/ 

/- / / / / / 
/ 

/ 

L:. 

Figure YI 0 : Bille pressée contre un support élastique 

V.5.2.1. Données du problème 

Ce problème admet une symétrie de révolution autour de l'axe OX3. 

Nous limitons donc l'étude à un demi-plan de coupe à l'aide des coordonnées 

axisymétriques. 
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p 

R=lmm 

J.--=::;;.. ______ ----y-_--",- _. _. _. -'> r 

H=2mm 

Ai 
/ , / , / 

8 

L=2mm 

Figure V.ll 

EB , vB (respectivement Es, vs) désignent le module d'Young et le coefficient de 

Poisson de la bille (respectivement du support). 

Nous choisissons pour le support, les valeurs: 

Es = 72000MPa 

Vs = 0.32 

Ces constantes correspondent à celles de l'aluminium. 
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Nous effectuons trois séries de calcul avec trois billes différentes, de telle sorte que le 

E 
rapport E

B 
varie de 1 à 6. 

s 

V B reste constant: vB = 0.32. 

Cas EB (MPa) Es (MPa) 
E B 

Es 

1 72000 72000 1 

2 216000 72000 3 

3 432000 72000 6 

Tableau V.S 

Les cas 2 et 3 correspondent respectivement à une bille en acier, et en carbure. 

Pour chacun des trois cas, nous étudions le contact sans frottement (/3=0, 

Cf § V.S.2.3). 

Nous étudions ensuite le contact avec frottement (0.1O:S;p:S;0.60, Cf § V.S.2.4) dans le 

cadre du cas n03. 

Les conditions aux limites du problème sont: 

• {Ur = 0 
Uz =0 

• {Pr = 0 
Pz =-p 

encastrement sur AB 

force uniforme au point C 
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• Sur r c' nous imposons des conditions de contact unilatéral avec ou sans 

frottement, celui-ci obéissant à la loi de Coulomb. 

La bille et le support sont respectivement maillés en 40 et 56 éléments linéaires. Nous 

utilisons une interpolation linéaire (Cf. § II.5.2.1). 

Figure Y.12 : Maillage 

Un grossissement du maillage de la zone de contact potentielle est présenté sur la 

figure suivante : 

Bille 

O-o-O-o-o-o-O-O-D-Ç) 
0.05 1 0.1 0 nun 

20 éléments 10 éléments 

Support 

Figure V.13: Maillage de la zone de contact potentielle 
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V.5.2.2. Algorithme de résolution 

Nous résolvons ce problème en utilisant l'algorithme de résolution du problème de 

contact unilatéral, exposé au paragraphe V.4. 

Les tests d'arrêt portent sur les erreurs relatives calculées sur les contraintes et la 

fonction g (Cf ( Alg V.1 ) et relation ( y. 19». Le paramètre ç est fixé à 10-4
. 

V.5.2.3. Résultats sans frottement (Contact de Hertz) 

Dans ce paragraphe, nous étudions le contact sans frottement (/3=0). 

Nous comparons nos résultats à la solution analytique obtenue par la théorie de 

Hertz 1. 

V.5.2.3.1. Distribution de pression 

La solution numérique en terme de géométrie de contact et de distribution de pression 

est présentée dans le Tableau Y.6 et sur la Figure Y.14. 

Cas P: charge a : rayon de contact po : pression normale ô: profondeur 

totale appliquée (mm) au centre (MPa) d'indentation (mm) 

au point C (N) Num. Hertz Num. Hertz Num. Hertz 

1 10.00 5.79 10-2 5 .72 10-2 1470 1460 3.25 10-3 3.27 10-3 

2 10.00 5.00 10-2 5.00 10-2 1902 1913 2.45 10-3 2.50 10-3 

3 10.00 4.84 10-2 4.78 10-2 2086 2091 2.26 10-3 2.28 10-3 

3 31.50 7.07 10-2 7.00 10-2 3069 3065 4.80 10-3 4.91 10-3 

Tableau Y.6 

1 Voir annexe D 
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· EiIEs=1 (P=10N) 

· EiIEs=3(P= iON) 
MPa · EiIEs =6 (P = 10 N) 

3lD ~ EiIEs=6(P=315N) 

-H:rtz 
2:ID 

am 

-azz 15Xl 

1an 

5Xl 

0 
QOO Q01 Q02 QCB QOI QŒ QŒ Q07 

r(rmn) 

Figure Y. 14 : Distribution de pression sur la surface de contact 

Pour la suite, nous nous plaçons dans le cas n03, défini dans le Tableau Y.S. En effet, 

les autres cas donnent des courbes similaires. 

V.5.2.3.2. Distribution des contraintes 

Nous représentons la distribution des contraintes, 

(J' rr (J' 00 r 
• sur la surface de contact (Cf Figure Y.1S) : - et - en fonction de -, 

Po Po a 

• le long de l'axe de symétrie (Cf Figure Y.16): arr , a oo ,azz et ~en fonction 

z 
de -. 

a 

'l'est le cisaillement principal défini par : 

Po Po Po Po 

Comme le prévoit la théorie de Hertz, les contraintes sur la surface de contact sont 

toutes compressives. 
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En dehors du cercle et sur celui-ci, (J' rr et (J' 00 sont égales en intensité, (J' rr devenant 

positive et (J'oo restant négative. 

(J' rr est maximale en r = a . 

(
(J'rr) r Nous obtenons - ::::: 0.092 en a ::::: 1,05. 
Po max 

, . ((J' ) 1-2v r 
La theone de Hertz nous donne --.lI.... = --= 0.120 en - = 1,00. 

Po 3 a max 

Le long de l'axe de symétrie, les contraintes sont toutes compressives. 

Le cisaillement principal, atteint un maximum 'max ::::: 0.29 Po en !..::::: -0.50. 
a 

La théorie de Hertz nous donne 'max = OJOpo en =- = -0.49. 
a 

1,0 . Nun . 
-He1z 

Q8 

. . . Q6 .. ~. 

Q4 

Q2 

QO 
QO Q2 Q4 Q6 

-"./lb 

Figure V. 15 : Contraintes sur la surface de contact 

1,6 
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QO Q2 Q4 Q6 Q8 1,0 
O+-~~~~~~····~·~~.~i 

-c./J:b • / y:/ 
/ 

./'-crzz!rb 

~;/ -1 

'Zia 

-2 
• Nun. 

-Hertz 

Figure V, 16 : Contraintes le long de l'axe de symétrie 

V.5.2.3.3. Déformée 

La solution numérique en déplacements est présentée en terme de profil déformé, et 

comparée à la solution analytique, 

-A'diliritia . A'dil run . 
Qœ - A'dil œf-e1z 

Q03 

Q04 

Q02 

'Zia 

QCD 
a Q5 1,0 1,5 

-0,02 

-0.04 

-0.03 

Figure V. 17 : Profil déformé 
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V.5.2.3.4. Isocontraintes 

Nous traçons les isocontraintes O"eq 1 normalisées par po dans le support. 

ria 
0,0 0,5 1,0 

0,0 +r-.......,,~---=------L----JI...-~~-'---'---L..----'-----'-'----l 

-0,5 

'Zia 

-1,0 

Figure V.I8 : Isocontraintes O"eq/ po 

Conformément à la théorie de Hertz, les isocontraintes se referment autour d'une 

valeur maximale, égale à 0.608 po, sous l'indenteur à une profondeur z ~ -0.50 a. 

Nous constatons sur l'ensemble de ces courbes une bonne adéquation de nos résultats 

avec la théorie de Hertz. 

1 Cf. § II.6 
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V.5.2.4. Résultats avec frottement 

Dans ce paragraphe, nous étudions le contact avec frottement (/3:1.0). 

Nous présentons nos résultats en les comparant à la solution analytique de Spence 1. 

Nous avons effectué deux séries de calculs pour des valeurs de P égales à 0.10 et 

0.60, dans le cas du contact entre une bille en carbure et un support en aluminium (Cas n03 du 

Tableau V.6) 

Dans chaque cas, nous avons imposé une force appliquée P de 31.5 N. 

V.5.2.4.1. Zones d'adhérence et de glissement 

Les courbes de la Figure Y. 19, représentant les contraintes ~ et P n sur la surface 

de contact, révèlent, conformément à l'analyse de Spence : 

• une région centrale (O ~ r ~ c) sur laquelle Ip Il < plp ni, 
• une région externe (c < r ~ a) sur laquelle IpII = PIPnl. 

Nous présentons, dans le Tableau Y.7, les rapports':' obtenus lors de nos calculs, 
a 

pour les divers coefficients de frottement. Nous les comparons à la solution analytique, donnée 

par l'analyse de Spence (Cf Figure Y.20). 

1 Voir annexe E 
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--0, (p= 0.00) 

MPa --o,(P=0.10) 

--0,/0.10 

.f::.----r----,r---..---.-.;.,...----,..---r-----'l..,... r (mm) 

0,02 0,04 0,06 

:~(----------------------~}.~(------------------~ 
Adhérence c= 0.0375 Glissement 

a = 0.0688 

a)p=0.10 

--0, (p= 0.00) 

MPa --0, (P= 0.60) 

-- 0,/0.60 

O-!-==----r-----,---..----,-----,..---,-------....I,......,... r (mm) 

oioo 0,02 0,04 0,06 

::~(--------------------------------------~~}:~ 
Adhérence c= 0.0650 

a = 0.0676 

b) p= 0.60 

Figure V. 19 : Contraintes normales et tangentielles 

sur la surface de contact 

Glissement 
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f3 PeN) a (mm) c (mm) cfa 

Num. Spence 

0.00 3l.5 0.0707 0.0000 0.000 0.000 

0.l0 3l.5 0.0688 0.0375 0.545 0.535 

0.60 3l.5 0.0676 0.0650 0.961 0.999 

Tableau V.7 : Extension de la zone de glissement 

0,7 

0,6 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 .................................................. . 

O,O'-----'---'---'---.1-----L----'----'---.L...----1---I cfa 
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

0,535 0,999 

Figure V.20 : Extension de la zone de glissement (Spence) 

V.5.2.4.2. Rayon de contact et distribution de pression 

Nous présentons, dans le Tableau V8, le rayon de contact a ainsi que la pression 

normale au centre po ,en fonction des coefficients de frottements. 

L'analyse de ces résultats montre que l'introduction du frottement conduit à une 

légère diminution du rayon de contact a, et à une augmentation de la pression normale au 

centre po par rapport au cas sans frottement. Par exemple, pour un coefficient de frottement 

égal à 0.60, nous obtenons une diminution de a de 4.3 % et une augmentation de po de 3.1 %. 
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p a (mm) po (MPa) 

0.00 0.0707 3069 

0.10 0.0688 3147 

0.60 0.0676 3167 

Tableau V,8 

V.5.2.4.3. Isocontraintes 

Nous représentons sur la Figure v'21, les isocontraintes (J'eq 1 dans le support en 

fonction des coefficients de frottement. 

r(nn) 
0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 

-0,02 

-0,04 1800 

z(nn) 

-0,06 

-0,08 

a) p= 0.00 

1 Cf. § II.6 
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r(nn) 
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 

0,00 -r--'--=:!::::::::::::::-"""""=~~::::::~-'------'-I 

-0,02...,----_ 
1800 

-0,04 

z(nn) 

-0,06 

-0,08 

b) p= 0)0 

r(nn) 

0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 
0,00 r===~=-'""-..J.....:::::::::::-.l.--T'n~--'-___j 

-0,02 

-0,04 

z(nn) 

-0,06 

-0,08 

c) p= 0.60 

Figure V.21 : Isocontaintes (Jeq (MPa) 



186 

Les isocontraintes (}eq se referment autour d'une valeur maximale (}eqmax' situé sous 

l'indenteur sur l'axe de symétrie à une profondeur Zm. Nous présentons, dans le tableau suivant, 

ces deux valeurs, en fonction du coefficient de frottement p. 

P (}eqmax (MPa) Zm (mm) 

0.00 1860 0.035 

0.10 1865 0.030 

0.60 1907 0.025 

Tableau V9 

Nous observons que le frottement a pour effet de développer des contraintes de 

cisaillement't ('t étant proportionnelle à (}eq) sur la surface de contact. En effet, en l'absence 

de frottement (/3=0) , les contraintes de cisaillement à la surface décroissent du centre vers le 

bord du contact de 740 MPa à 356 MPa. Pour un coefficient de frottement égal à 0.60, elles 

décroissent toujours du centre vers le bord du contact, mais de 1527 MPa à 1110 MPa. 

De plus, l'analyse des résultats du Tableau V.9 montre que le maximum (}eqmax des 

contraintes équivalentes augmente avec le coefficient de frottement. Il est toujours situé sur 

l'axe de symétrie, mais se rapproche de la surface de contact. 

V.6. CONCLUSION 

La méthode, exposée dans ce chapitre, s'adapte particulièrement bien à l'étude du 

problème de contact entre deux solides déformables. 

Les deux algorithmes de contact que nous proposons, convergent vers la solution 

recherchée en quelques itérations avec une bonne précision. 



187 

La méthode des éléments frontières nécessite simplement la discrétisation de la 

frontière de chaque solide. Et, grâce à la méthode de décomposition, le système d'équations 

linéaires que nous résolvons à chaque itération, ne porte que sur un seul domaine. 

Ces deux techniques limitent considérablement la taille du système à résoudre, et donc 

le temps de calcul. 

La résolution numérique du problème du poinçon plat rigide pressé contre un support 

élastique, et la comparaison de nos résultats avec ceux de B. Deshoullieres nous permet de 

valider notre algorithme de résolution du contact bilatéral avec frottement. 

Cette étude montre, en particulier, la limite de la loi de Coulomb à modéliser le 

frottement. En effet, les courbes des contraintes normale et tangentielle présentent des 

singularités au bord du contact (Cf. Figure Y.9). L'emploi d'une loi non locale de type 

J.T. Oden et E.T. Pires 1 permet de régulariser les courbes à ce niveau. Les contraintes sont 

alors continues sur le bord du contact. Nous avons effectué des calculs avec cette loi. Nous 

retrouvons les mêmes résultats que B. Deshoullieres tant au niveau des déplacements que des 

contraintes. 

De même, nous avons résolu le problème d'une bille pressée contre un support 

élastique. La confrontation de nos résultats avec la théorie de Hertz et la solution analytique 

de Spence nous permet de valider notre algorithme de résolution du contact unilatéral avec 

frottement. 

Pour cet exemple, nous avons également étudié l'influence du frottement. Celui-ci 

induit une légère diminution du rayon de contact et une augmentation sensible de la pression 

normale au centre par rapport au problème de Hertz. Le frottement a, de plus, pour effet de 

développer des contraintes de cisaillement sur la surface de contact. 

1 Voir référence [CON 12] 





CONCLUSION 

Les quatre premiers chapitres de ce mémoire sont consacrés à la présentation des 

logiciels d'éléments frontières et de décomposition, élaborés par nos soins. Ils donnent des 

résultats tout à fait satisfaisants. Ils ont, en effet, été testés avec succès sur des exemples 

relativement complexes. 

La précision de notre code d'éléments frontières repose essentiellement sur la 

méthode de calcul des intégrales intervenant dans l'assemblage des matrices élémentaires. En 

effet, celle-ci est analytique en déformations et contraintes planes. 

L'analyse des résultats des exemples II. 7.2 et II.7.3 montre que la méthode des 

éléments frontières est plus précise au niveau du calcul des contraintes à la frontière que les 

éléments finis. 

Notre code de décomposition est basé sur la programmation d'une variante de la 

méthode d'Hennizel. Il nous permet d'effectuer des calculs sur des structures mécaniques 

constituées de plusieurs matériaux. Il offie également l'avantage de traiter les problèmes sur 

chaque sous-domaine séparément, et donc de résoudre des systèmes de grande taille avec un 

temps de calcul raisonnable. 

De plus, ces deux logiciels peuvent être utilisés pour résoudre un grand nombre de 

problèmes mécaniques avec plus de facilité qu'un code d'éléments finis, car seule la 

discrétisation de la frontière des domaines est nécessaire. 

Dans le chapitre 5, nous avons appliqué ces techniques de décomposition par sous

domaines et d'éléments frontières à l'élaboration d'un code de résolution numérique du 

problème de contact avec frottement, obéissant à la loi de Coulomb statique. 
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Nous avons présenté deux algorithmes convergeant en quelques itérations et avec une 

bonne précision vers la solution recherchée. 

Le premier algorithme résout le problème du contact bilatéral. Il a été testé de façon 

satisfaisante, sur l'exemple du poinçon plat pressé contre un support élastique. Ce test montre, 

en particulier, la limite de la loi de Coulomb dans la modélisation du frottement. 

Le deuxième algorithme résout le problème du contact unilatéral. Il a été testé avec 

succès sur l'exemple de la bille pressée contre un support élastique. En l'absence de 

frottement, nos résultats sont conformes à la théorie de Hertz. En présence de frottement, ils 

sont en accord avec la solution analytique de Spence. 

De plus, nous avons étudié l'influence du frottement sur la dimension du rayon de 

contact et la pression normale au centre. Nos résultats rejoignent ceux de Kikuchi '. 

Enfin, le travail présenté dans ce mémoire nous paraît être une approche nouvelle, 

alliant les méthodes de décomposition par sous-domaines aux éléments frontières pour l'étude 

des problèmes de contact. 

Les résultats sont très encourageants du point de vue de la précision et de la rapidité 

des calculs. 

Ainsi, comme perspective de développement, il serait souhaitable d'étendre cette 

première approche à l'étude du frottement en utilisant des lois non classiques comme, par 

exemple, celles énoncées par J. T. Oden et E. Pires 2 et à l'étude du contact entre corps 

élastoplastiques, plus réaliste sur un plan industriel. 

1 Voir référence [CON 14] 

2 Voir référence [CON 12] 
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Annexe A 

LES SOLUTIONS FONDAMENTALES EN DEFORMATIONS ET 

CONTRAINTES PLANES 

Dans cette annexe, nous donnons l'expression des solutions fondamentales1 

présentées dans le chapitre I. 

Les solutions fondamentales sont exprimées en fonction de la distance s d'un point M 

d'intégration de coordonnées (XI>X2,X3) à un noeud i de coordonnées (YI>Y2'Y3) 

(Cf Figure II.6). 

Nous rappelons les notations suivantes: 

E: module d'Young du matériau 

v : coefficient de Poisson du matériau 

fJ = (E )' coefficient de Lamé 
21+v 

n : normale extérieure en un point M appartenant à r 

1 Voir références [MEF 7] et [MEF 8] 
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Nous définissons les variables suivantes: 

Si = xi - Yi 

â si 
S·=-=-

,1 â;. S 
1 

1 
S=(Si Si)"2 

Les solutions fondamentales s'écrivent alors sous la forme: 

En dimension 2, 

Uï (x,y) = -1 {(3 - 4v) In(s) Oï - s· S .} 
1) 8n-,u(1- v) 1) ,1 ,} 

Pï(X,y) = -1 {((1-2V)Oï+ 2S ' S ') ~-(1-2v)(s.n.-s . ni)} 
1) 4n-(1- v)s 1),1 ,} on ,l} ,} 

Uijk (x,y) = 4n-(1 ~ v)s {(1- 2v) (S,k Oij + S,j Oik - S,i Ojk) + 2 r,i r,j r,k} 

PIJ"k(X,y) = ,li {2 OS[(1-2V)OOOSk+V(o.kS .+0'ks.)-4s.s 'Sk] 
2n-(1- v)s2 on IJ , l ,} } ,1 ,1 ,} , 

En dimension 3, 

+ 2 v (ni S ,j S ,k + n j S,i S ,k ) + (1 - 2 v) (2 n k S ,i S ,j + n j 0ik + ni 0 jk ) 

-(1-4v)nk Oy'} 

Uij(X,y) = -1 {(3-4v)Oij+s,iSj} 
16n-,u(1- v)s ' 

Py'(X,y) = -1 2 {((1-2V) Oij +3s,i S,j) ~-(1-2v) (S,i nj -S,j ni)} 
8n-(1- v)s on 
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U"k (x y) = 1 {(1- 2v) (s ka·· + S . a'k - S . a 'k) + 3 r· r . rk} 
lJ '81l{I-v)s2 ' lJ ,J 1 ,J J ,J ,J , 

P'"k(XY)= j..t {3 ôs [(1-2V)a"Sk+V(a'kS .+akS')-SS's 'Sk] 
lJ ' 41l{1- v)s3 ôn lJ , I,J J,J ,J,J, 

+ 3 v (n. S . S k + n . S . S k) + (1- 2 v) (3 nk S . S . + fi . a'k + n· a'k) 1 ,J, J,J, ,J,J J 1 1 J 

-(1-4v) nk av·} 





Annexe B 

LES SOLUTIONS FONDAMENTALES EN AXISYMETRIE 

Dans cette annexe, nous donnons l'expression des solutions fondamentales1 définies 

dans le paragraphe II.3.3. 

Nous nous plaçons dans le système de coordonnées cylindriques (er AI" ez ) 

(Cf. Figure B.l). 

ez 

X3 e<p 

r 
M 

e. 

z 

X2 

Figure B.l : Définition du système de coordonnées cylindriques 

Les solutions fondamentales sont exprimées en fonction de la distance s d'un point M 

d'intégration de coordonnées (r,O,z) à un noeud i de coordonnées (R,O,Z) . 

1 Voir référence [MEF 7] 
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Nous rappelons les notations suivantes: 

E : module d'Young du matériau 

v : coefficient de Poisson du matériau 

Ji = (E )' coefficient de Lamé 
21+v 

n : normale extérieure en un point M appartenant à r 

K(k) = {i 1 da , intégrale elliptique complète de première espèce 
o .Jl-k2 sin2 a 

7r 

E( k) = So2.J 1- k 2 sin 2 a da, intégrale elliptique complète de deuxième espèce 

Nous définissons les variables suivantes: 

b = r - R c = z - Z s = .Jb2 + c2 , , , 

2 2,JR; 
a = 4Rr + s , d = 2Rr + s , k = 2 .ra . 

Les solutions fondamentales s'écrivent alors sous la forme : 
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U:,(r,z,R,z) = (1 ).Ja{~K(k)+(r~~-~)E(k)} 
41q..l 1 - v a 2 s s 2 

U:(r,z,R,z) = 1 {-~~K(k)+(r~~+~~)E(k)} 
47l",ll(1- v).Ja 2 R s s 2 R 

U:z(r,z,R,z) = (1 ).Jar{(3 _ 4v)K(k) + (~)2 E(k)} 
47l",ll 1-vaS 

T rzRz = -+- --- +b -+---* ( 1 {([ S4 bs
2 

( 1 1 ) 2 (3 r 2) 
rr " ,) 47l"(1- v).Ja 4aRr a 2r R 2Rr Ra a 

16v -17 2 3 2r b r 
( ( )2J ()] + 4Rr s +b 2R +-; -:; +(2v-1) 4- R n, 

+~[b2 _c
2 

+_2Rr (~)2 +~-2v]nzJK(k) + ([(_S-_8V +_2R)S2 +3_C2 
__ b

2 

R 2a a s 2 2Rr ar 2Rr 

+2 ~(V_6:2) +10-14V+(~r(_24-:-- ~ -6) -2~~(1-2V+ 8: (~rJ}, 
[ (4R 1-V) b c( r Rr) 2r c( 8Rr(b)2J] J } - c -;;+2R +-:;-; 3+ R -16-; +--;-:; 1-2v+---;- -; nz E(k) 

z:: (r, z, R, z) = (1 .Ja 
47l" 1- v) a 

{(;[ 2~(2r~-Sr -~}, +[ (~r 2rb;S' +2V-1HK(k) 

+([;(3-2~) -2~~(3-4 ~)+ 2; ~(1-2V- ~Œ'J}, 

+V-l+(3-4~)(~)' +2:~(1-2V+ ~(~rJ}}(k)} 
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T~(r,z,R,z) = 1 Ja 
4n-(1- v) a 

{[
c [b2 _c

2 
2Rr (b)2 S ] r [(C)2 2Rb+s

2 
] J () R 2a +-;- -.; +2"-2v nr + R -.; a +2v-1 nz K k 

4R 1- v ber Rr 2r c SRr b ( [ ( ) ( ) ( ( ) 2)] + - c -;;+2R +-.;-.; 3+ R -16-;- +-;-.; 1-2v+-;- -.; nr 

1 - 2 v c SR 1 2 b SRr c 
[ ( )2 ( ) ( ( ) 2)] J } +r ~+ -.; -;-- R +-.;-.; 1-2v---;- -.; nz E(k) 

D:(r,z,R,z) = 1 {([~(.l+.!.) + bs
2 (.!._~) +b2(_3 _~_!) 

4n-(1- v)Ja 4aR R r 2a r R2 2Rr Ra a 

+ s +--+6v+-(1-2V)---+- - n 16v - 17 2 3 b r 9 d 3 ( r) 2] 
4Rr 2 R R 4 R2 2 R r 

c [b
2 

- c
2 

r i 2rb S 3 r] J 
+ R 2a - R 2a --;-+2"-2v+ 2 R nz K(k) 

+ --+- S2 +3 +- 2v+3-12- +9-12v ([(
S-sv 2R) c

2
_b

2 
b( R2) 

2Rr ar 2Rr R a 

(b) 2 () ( ) 2 ( ) 2 ] 
Sr 3 3 a S s b 2 2 2 rb 

+ - --- (r+R)+--+- - - - +-(c -b )-4- n 
s a R 4 R2 4 RRa a r 

+t (r +R)+21~V + ;,) -~~G -~)(r+R)}}(k)} 
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D:(r,z,R,Z) = D:z(r,z,R,Z) = ° 
Dans le cas où le noeud i appartient à l'axe de symétrie, les formules précédentes se 

simplifient : 

U: (r,z,O, Z) = U: (r,z,O, Z) = ° 

U;r(r,z,O,Z) = (1 )(~)2:. 
8f-l1-v s s 

U:z(r,z,O,Z) = (1 )b[3_4V+(:.)2] 8f-l 1- v s s 

T;(r,z,O,Z) = T~(r,z,O,Z) = ° 

~:(r,z,O,Z)= ( 1 ) b(~nr +:'nz)[2v-1-3(:.)2] 
41-vss s s s 

D:(r,z,O,Z) = D:r (r,z,O, Z) = ° 
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Lorsque r est nul, Drr et Dzr se simplifient: 

D:(O,z,R,Z) = D:r(O,z,R,Z) = ° 



Annexe C 

CALCUL DES INTEGRALES ELEMENTAIRES 

Dans cette annexe, nous donnons la liste des primitives permettant le calcul analytique 

des matrices élémentaires h et g, définies au paragraphe II.4.3. Ces formules sont valables pour 

des problèmes à contraintes ou déformations planes et des fonctions d'interpolation constante 

ou linéaire. 

C.I. DEFINITIONS ET NOTATIONS 

Les solutions fondamentales sont exprimées en fonction de la distance s d'un point M 

d'intégration de coordonnées (Xl> x2 ) à un noeud i de coordonnées (Y\> Y 2) (Cf Figure C.l). 

(x: , x~) et (x; , x;) sont les coordonnées des extrémités de l'élément d'intégration. 



par: 
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Les coordonnées XI et x2 du point M s'expriment en fonction de (x;, x~) et (x~, x;) 

Xl(1])=~[(X} +xf)+(xf -Xf}1]] 

X2(1])=~[(x~ +x~)+(x~ -x~)1]] 
1] E[-l,l] 

s 

Figure C.I 

s est défini par la relation suivante : 

En posant, 

X : point d'intégration 
o : noeud du maillage 
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nous obtenons : 

ô s _ (xl - YI) _ (X[ +x{-2Yl)+(X[ -X{)1] 

ÔXI - S - JZ21]2+2A1]+B 

ô S = (X2 - Y2) _ (X~ + xl - 2 Y2 ) + (x~ - xÜ 1] 

ôX2 S - ~Z21]2 +2A1]+B 

Pour les intégrations, il est préférable de changer la forme de S2 . 

Bf2 - A 
2 = [( x~ - xl) (X[ + xi - 2YI ) - (X[ - xi) (xi + xl - 2Y2 ) r 

A B/2 _A 2 

En posant a ="2 et 132 
= 4 ' nous obtenons : 

/ / 

C.2. INTERPOLATION CONSTANTE 

Nous donnons ici la liste des primitives nécessaires au calcul analytique des intégrales 

élémentaires h et g, dans le cas de fonctions d'interpolation constantes. 
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f d17 = 17 

f lnl~ d17 = 17 lnl~ - 17 

f {17+ a )d17 =- 1 

[ ( 17 + a) 2 + p2 r 2 [( 17 + a) 
2 

+ p2 ] 

1 
-:-----:- si p = 0 

{17+ a)2d17 _ (17+ a) 
f 2 - ( 17 + a) 1 ( 1] + a) . 

[{ + )2 + p2] - [ ] +- arctan -- smon 17 a 2 {17+ a)2+p2 2p p 
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C.3. INTERPOLATION LINEAIRE 

Pour des fonctions d'interpolation linéaires, il nous faut rajouter les primitives 

suivantes: 



f 1J(1J+ a)3 d1J = 

[ ( 1J + a) 2 
+ p2 r 
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a 1 si p= 0 

3(1J+ af 2 (1J+a)2 

2 [(q+~)2 +p2ral2P2 [(~q++a~~ +p2( 2~3 arctan( q;a) linon 

1J - a Inla + 1J1 si p = 0 

q+ [p2
q r2parctan(1J+a)_~ In[(1J+a)2+p2] sinon 

2 (1J+ a)2 +p2 2 p 2 

Pour le calcul des intégrales intervenant dans les formules (1.11 ) et ( 1.14 ), la 

démarche est identique. 



AnnexeD 

LE CONTACT DE HERTZ 

Le problème de la bille s'appuyant sur un massif élastique (ou du contact de deux 

sphères élastiques) a été résolu par Hertz en 18821
. 

Il a donné la répartition des contraintes dans l'aire de contact, l'enfoncement 8 du 

poinçon (ou le rapprochement 8 des deux sphères) et le rayon de contact a en fonction de la 

charge exercée P. 

Le calcul du tenseur des contraintes a été résolu par Huber en 1904. 

Nous considérons donc deux sphères Sl et S2 de rayon R1 et R2• Si aucune pression 

n'est exercée entre les deux sphères, le contact n'a lieu qu'en un seul point O. Sous l'action 

d'un petit chargement P, les centres Cl et C2 des deux sphères se rapprochent d'une quantité 

8=81+82 parallèlement à l'axe Oz et le contact s'effectue sur un cercle de rayon a. 

1 Voir référence [CON 2] 
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La théorie de Hertz permet, sous certaines hypothèses, de déterminer ce rayon a ainsi 

que la distribution des déformations et des contraintes en fonction de la pression de contact et 

des caractéristiques mécaniques des solides. 

Ces hypothèses simplificatrices sont les suivantes: 

• chaque solide est assimilé à un demi-espace élastique. Il est chargé sur une petite 

zone de sa surface considérée comme plane, 

• le rayon a est petit devant la dimension caractéristique des corps. Ainsi, les 

contraintes étant concentrées dans la zone de contact et décroissant rapidement en 

module à partir de son centre, les conditions aux limites imposées sur les bords des 

solides n'influent pas sur le champ des contraintes, 

a a 
• les rapports et sont petits. Ainsi, les surfaces autour de la région de 

RI R2 

contact sont considérées comme planes. De plus, les déformations dans le contact 

peuvent être considérées comme suffisamment faibles pour que la théorie de 

l'élasticité classique puisse être appliquée, 

• le frottement est nul à l'interface. Ainsi, seule une distribution de pression normale 

agit sur chaque surface de contact, 

• Il n'y a pas de forces d'attraction moléculaire. 

Les deux sphères SI et S2 ont pour équation: 
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Au voisinage de l'axe z, i est négligeable devant 2zR1 et 2zR2. La distance h qui 

sépare deux points M et N voisins de 0 (Cf Figure D.2) est alors définie par: 

(D.2 ) 

(D.3 ) 

r 2 r 2 

h=z +z =-+--
1 2 2R 2R 

En posant, 

1 1 1 
-=-+
R RI R2 

nous obtenons: 

1 2 

r 2 

(D.4) h = 2R 

Si nous admettons que la déformation reste localisée au voisinage du contact, les 

centres des deux sphères ainsi que tous les couples (M,N) hors du cercle de contact se 

rapprochent de la quantité ô. 

Par contre, du fait de l'impénétrabilité des deux sphères, les couples de points (M,N') 

(Cf Figure D.2) se rapprochent d'une quantité moindre, égale à leur séparation initiale h. 

Si nous désignons par Uz et Uz , les déplacements normaux locaux (Cf Figure D.2), 
1 2 

le problème consiste alors à calculer la distribution de pression agissant sur l'aire de contact S 

entre les deux solides telle que : 

{

Uz + Uz = ô - h sur S 
1 2 

( D. 5 ) U
Z1 

+ U
Z2 

> Ô - h hors de S 

Uz : mesure positive 
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La distribution de pression proposée par Hertz, vérifiant les équations ( D. 5 ), est 

donnée par la relation : 

r-7 
(D.6) p(r) = Po~l-~ 

Cette pression est nulle sur les bords et maximale au centre. 

p(r) 

o a 

Figure D.3 : Distribution de pression sur la zone de contact S 

(D.?) 

La valeur maximale po s'exprime en fonction de la charge totale P et du rayon a par: 

3P 
Po=--

21ra2 

Le rayon de contact a et la compression 8 sont donnés par : 

1 

a = (3PR) "3 (D.8) 4E* 

1 

(D.9) 8 ~ ~ =C::;,,)' 
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avec 

1 1 1 
R = RI + ~ : courbure relative, 

1 1- v2 1- v2 

-. = -E 1 + -E 2 : module d'Young équivalent, 
E 1 2 

El et E 2 : modules d'Young des sphères SI et S2, 

VI et V2 : coefficients de Poisson des sphères SI et S2. 

Nous détaillons ci-dessous les solutions en déplacements et en contraintes. Nous 

désignons par E et v, le module d'Young et le coefficient de Poisson du solide SI ou S2. 

La solution en déplacements s'écrit: 

• dans la zone de contact : r ~ a 

(D.lO ) 

ur(r)=- (1-2v) (l+v) poa
2 [1-[1-~)~] 

3E r a2 

2 -( ) _ 1- v 7r Po (2 2 2) u r ----- a -r 
z E 4a 

• hors de la zone de contact: r > a 

ur(r) = _ (1- 2v) (1 + v) poa2 

3E r 
(D.11 ) 

2 [ () gl - 1- v Po 2 2 . a 2 a a uz(r)=~ 2a (2a -r ) arcsm -;: +r -;: 1-7 



Le tenseur de Buber s'écrit: 

• sur la surface z=O 

Si r ::; a 

(D.12 ) 

Sir>a 

{

CYrr_ CY(J(J_1-2v~ 
( D.13) Po ~ - Po - 3 r2 

CYzz - 0 

1 r----_ 
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1+2v 
2 ------~~'~-..:;;.;.:.'..:'..:~:.-.::", .. 

1-2v 

3 

o 
1-2v 

---
3 

',,~~-

", 

"''''''''' 
" , , , . , " , ' 

\ '. " ........ . 
\ 
\ 
\ 

(Joo 

Po 

r 

\1 ----- a 
\-----

Po 

Figure DA : Contraintes sur la surface z=O 
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En surface, les contraintes a", a ee et a zz sont principales. 

A l'intérieur du cercle, elles sont compressives. 

En dehors du cercle et sur celui-ci, a" et a ee sont en intensité égales et opposées. Il 

11 1 1-2vP .. . se produit donc un cisaillement simple 'l' = - a - a ee = ---2 qm attemt son maXimum 
2 " 27r r 

1-2v 
'l'max = -3-PO en r=a. 

La contrainte a" est maximale en r=a. Elle est responsable des ruptures en anneaux 

observées lors de l'indentation de matériaux tels que le verre. En effet, ceux-ci se rompent 

facilement en tension, et une fissure s'initie le long du cercle en s'enfonçant sous la surface. 

C'est la fracture de Hertz. 

(D.14 ) 

• le long de l'axe de symétrie Oz 

a" aee ( )( z (a)) 1 
Po = Po = - 1 + v 1- a arctan -; + ( Z2) 

a zz 1 
-=----
Po 

2 1+
a2 

Le long de l'axe de symétrie, les contraintes a", a ee et azz sont principales. 

Le cisaillement principal s'écrit 'l' = !ICT rr - CT zzl. Celui-ci passe par un maximum sous 
2 

la surface: 

'l' max = 0.32 Po en z = 0.47 a pour v = 0.25 

'l'max = 0.31Po en z = 0.48 a pour v= 0.30 

'l' max = 0.26 Po en z = 0.54 a pour v = 0.50 
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Pour un matériau élasto-plastique, c'est en ce point, dit «point de Hertz », que 

débutent les déformations plastiques. 

1-2v 

4 

1+2v 

2 
1 

o ~--~ .. -,----------------~~--------~~ 

-1 

-2 

-3 

z 

a 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

:" 

........ ':,'"' ..... 
1 

1 

, , 

1 --

/ Po 

...... 

Po 

Po 

Figure D.S : Contraintes le long de l'axe de symétrie 





AnnexeE 

LE CONTACT DE HERTZ AVEC FROTTEMENT: 

SOLUTION ANALYTIQUE DE SPENCE 

Spence a établi la solution analytique!, en terme de contrainte normale et de 

dimension de la zone d'adhérence, dans le cas du contact élastique avec frottement entre un 

demi-espace et un indenteur axisymétrique. Il suppose, pour cela, que le frottement est régi par 

la loi de Coulomb. 

Ses calculs reposent sur l'observation expérimentale suivante: la région de contact 

(Ir\ ::; a) se décompose en deux parties, 

• une région centrale d'adhérence (1:1,; c) sur laquelle Ip,1 < PiP"I, 

• une région complémentaire de glissement (c < 1:1,; 1) surlaquelle Ip,l = pIP"I· 

Pn ,Pt : contraintes nonnale et tangentielle 

f3: coefficient de frottement 

a : rayon de la surface de contact 

c: dimension de la zone dl adhérence, exprimée en pourcentage de a 

1 Voir référence [CON 13] 
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Indenteur 
1 

1 

~~----,---~~~---f 
Gliss. l Adhér. J Gliss. 

1 2ca '1 

1 

2a 
1 

a) Indenteur plat 

Indenteur 
1 

1 

1 

Gliss. Adhér. Gliss. , 

2ca 

2a 
1 

1 

1 

1 

1 

b) Indenteur hertzien 

Figure E.I : Partage de la zone de contact 

Support 

Support 
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En faisant l'hypothèse que la charge P (Cf Figure E.1) est appliquée de façon 

monotone, à l'aide d'incréments de charge suffisamment faibles de façon à rester dans 

l'hypothèse quasi-statique, Spence établit que le paramètre c ne dépend que des propriétés 

mécaniques des matériaux et du coefficient de frottement p. 

c, représentant le rapport du rayon de la zone d'adhérence sur celui de la zone de 

contact, est donc indépendant de la charge P. 

La relation établie par Spence est la suivante: 

(E.1) P - r ln( 1 + c) 
- 2cK

1
(c) 1-c 

y est défini par la relation : 

1- 2v1 1- 2v2 

2G1 2G2 ( E.2 ) r = --'------"-
1-v 1-v __ 1+ __ 2 

G1 G2 

(E.3 ) 

Ei : module d'Young } d l·d . u SO 1 e nOl 
Vi : coefficient de Poisson 

Gj = (Ej ): module de cisaillement 
21+ vi 

Dans le cas particulier d'un indenteur rigide, la relation (E.2 ) se simplifie 

CI - 2v) 
r = 2(1- v) 

v : coefficient de Poisson du support 
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La fonction Ki est définie par: 

KI (x) = I{ ~I- x2 ) , où K est l'intégrale elliptique complète de première espèce. 

Remarque 

La relation (E.I ) est valable pour un indenteur plat ou de forme elliptique. 

o 

La Figure E.2 représente la courbe de f3 en fonction de c, pour une valeur de r fixée à 

0.375. 

P 
0.7 

"1; 

0.6 

0.5 

0.4 

0.3 

0.1 

c 

Figure E.2 : Extension de la zone de glissement 
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Résumé 

Ce mémoire a pour objectif la modélisation du problème de contact avec frottement par une 
technique de décomposition par sous-domaine couplée aux éléments frontières . 

La méthode de décomposition offre l'avantage de traiter le problème sur chaque solide 
séparément, ce qui diminue sensiblement la taille des systèmes à résoudre. Le contact étant régi par des 
conditions portant uniquement sur l'interface, la méthode du complément de Schur, technique de 
décomposition sans recouvrement, est particulièrement bien adaptée. Dans ce cas, seules les 
informations à l'interface sont transmises d'un sous-domaine à l'autre. 

Ceci nous conduit naturellement à l'associer à la méthode des éléments frontières . En effet, celle
ci nécessite simplement la discrétisation des frontières des solides. De plus, les déplacements et les 
contraintes ~ la frontière sont calculés directement et de façon plus précise qu'avec les éléments finis . 

Ce travail s 'est concrétisé par la mise au point de trois codes de calculs sur micro-ordinateur : 
• un code d'élém~nts frontières . Il se compose d'un mailleur et d'un solveur, traitant des 

structures planes en élasticité classique. Nous le testons avec succès par la résolution de 
problèmes de référence. Nou~ comparons ses performances à celles d'autres logiciels 
d'éléments finis et d'éléments frontières, 

• un code de déc.om.position. Il met eu œuvre une variante de la méthode d'Hennizel. Il se 
compose d'un solveur, traitant des strue.tures planes constituées de plusieurs matériaux en 
élasticité classique, 

• un code de résolution du contact. Il résout le problème du contact bilatéral ou wùlatéral avec 
frottement de Coulomb entre deux solides déformabl~s . Nous appliquons ce logiciel à l'étude 
de l' indentation d'un support par un poinçon plat et une bille. Dans ce dernier cas, nos 
résultats sont conformes à la théorie de Hertz et en acçord avec la solution analytique de 
Spence. 

Abstract 

This study deals with the simulation of contact problem with frir.tion by a domain decomposition 
technique coupled with boundalY elements. 

This decomposition methl'd solw~s the problem on each solid separately, which reduces th~ size of 
systems. The contact is governed OliJy by boundary conrlitions. So, the method of Schur compJ.~ment 

operator, a decomposition technique without overlapping, is paîticularly recommended. In this case, 
oruy infonnation on interface is transmitted from one sub-domain to another. 

This leads us naturally to associ.ate it with boundary elements method. Indeed, this oné needs oruy 
discretisation of boundaries of solids . Moreover, displacemeilts and stresses on boundary are calculated 
directly and more precisely than by finite elements. 

Our work has taken shape by the working out of three softwares on micro-computer : 
• a boundary elements program. It is made up of a mesher and a solver, which deals with plane 

structures in elasticity. We test it successfully by solving reference protAems. We compare its 
performance to those of another softwares of finite elements and of bOllndary elements, 

Il a domain decomposition program. It uses a variant of th~ method of liermi'1.el. It is made up 
of a solver which deals with plane structures constituted by several materials in elas icity, 

o a program of solution of (:ontact. It solves the prohlem of bilate.-al or unilateral contact with 
Coulomb friction between two deformable solids. Wc apply this software to · thé ~1udy of 
indentation of a support by a plane punch and a sphere. In the last case, our liiesult.s are 
consist~l1t with Hertz thr:ory and analytical solution of Spence. ~ 




