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Avant-propos 

L e travail présenté ici a été réalisé en partie au sein du Laboratoire des 
Sciences du Génie Chimique (LSGC), dans les groupes Transferts 

et Réactions Electrochimiques et Polyphasiques (TREP) et Génie des 
Séparations en Milieux Poreux (GSMP), sous la direction de E. Saatd­
ji<ln et D. Tondeur, et 011 p<lrtie au seiu du Laboratoire du Gé11ie des 
Séparations et Réactions (LSRE) à. l'Université de Porto sous la direc­
tion de A. E. Rodrigues. 

La thèse est consacrée à la modélisation des transferts couplés en 
milieux poreux. L'étude porte sur deux sujets : (i) le stockage de gaz 
naturel par adsorption et (ii) la convection 11aturelle en espace poreux 
annulaire. 

L'utilisation du gaz naturel comme carburant de substitution dans 
le secteur des transports a été l'objet d'un intérêt croissant dans les 
dernières années, fondé principalement sur les préoccupations concer­
nant la sécurité des approvisionnements de combustible et le besoin de 
protection de l'environnement. Un certain nombre de problèmes associés 
au stockage à. haute pression du gaz naturel dans les voitures, notamment 
le coÎlt élevé de compression, empêchent l'acceptation élargie du gaz na­
turel connue carburant routier. Le stockage par adsorption apparaît 
connue la solution la plus prometteuse grâce à une pression d'opération 
réduite et à la conservation d'nil stockage suffisant pour permettre une 
autonomie acceptable. 

L'intérêt porté à la convection naturelle dans les milieux poreux, 
honnis l'aspect purement académique, est justifié par son importance 
pratique dans de nombreuses applications industrielles, comme le sto­
ckage d'énergie thermique et l'isolation thermique. Dans le domaine de 
l'isolation, le souci principal reste la réduction des échanges thermiques 
par des isolants à pores ouverts tels que fibres de verre, fibres de roche, 
granulats divers, etc. Le problème est alors de trouver un compromis 
entre le prix de revient et l'efficacité de cet isolant fibreux ou granulaire. 

Les deux sujets a.borde.nt plusieurs domaines; parmi ceux-ci citons 
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différents régimes d'écoulement et de tra.nsfert de chaleur, le phénomène 
d'adsorption, et différentes échelles spatiales (l'échelle macroscopique du 
milieu poreux et l'échelle microscopique d'une particule). 

A titre d'exemple, l'écoulement à faible vitesse induit par le gra­
dient thermique, typique de la. convection naturelle, est contrôlé par le 
frottement visqueux, tandis que l'écoulement du gaz pendant le remplis­
sage rapide d'nu réservoir de stocka.ge par adsorption est pratiquement 
contrôlé par les forces inertielles. 

L'écoulement du gaz pendant le remplissage du système de stockage 
est compressible même si la. vitesse est relativement faible, à. cause du 
caractère fortement adsorbant; dans l'étude de la. convection naturelle, 
la. variation de la. pression causée par les gradients de température est, 
en général, petite ce qui permet de considérer l'écoulement connue étant 
incompressible. 

Les cyr!Ps dr• n•mplissage E't <l{•cltarge <l'lill systhttP <h· stock<tge <le 
gaz par adsorption sont des processus typiquement insta.tioitHaires; par 
coutre, dans les études de convection naturelle menées ici, l'intérêt a. 
porté sm les régimes stationnaires cl 'écouleuwnt. 

Les géométries des problèmes étudiés sont cylindri<ples et décrites par 
deux coordonnées orthogonales spatiales. Celles-ci, et leurs domaines 
d'applications, sont dc~crites succintement ci-dessous : 

Axi-sym.étrique (z, r ). Modélisation de la dynamique d'un réservoir 
cyliudri<ple de stockage de g(I.Z na.tnrel par adsorption; ce modèle 
est <lt>sti11é à l'étnclP <les cycles relativeuH~llt rapi<les clP remplissage 
et <lP <l?>rlta.rge ch1 réservoir. 

Bidimensionnelle (r, 8). Etu<k <le la <lynami<pw dl' la décharge lente 
<l'nil réspn·oir cyliuclri<ple de stockage par adsorption; étucle de la 
convection naturelle dans un anneau poreux concentri<ple. 

Bidimensionnelle excentrée (a, {3). Etude de la convection natu­
relle dans un anneau poreux excentré. 

Les chapitres 1-5 constituent la. première partie de la. thèse et por­
tent sur l'étude du stockage de gaz par adsorption; la deuxiéme partie, 
consacrée à. l'étncle dE> la. convection naturelle en espace poreux annu­
laire, correspond aux chapitres (i et ï. Voici un sommaire concis du 
contenu de chaque chapitre: 

Chapitre 1. lntroclnction relative an stockage de gaz na.t.mel par ad­
sorption. 
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Chapitre 2. Développement d'un modèle bidimensionnel pour étudier 
les phénomènes d'adsorption, l'hydrodynamique et le transfert de 
chaleur, associés au stockage de gaz naturel par adsorption dans 
des réservoirs cylindriques. 

Chapitre 3. Etude du cycle lent de décharge et discussion de quelques 
solutions pour atténuer les changements de température du sto­
ckage lors de cette opération. 

Chapitre 4. L'étude theorique et munérique du comportement dyna.­
micptP dn stockage nous a conduit à. concevoir 1111 moutagp expé­
rimeutal qui fournisse des informations donnant accès à. des pa­
ramètres physico-chimiques caractéristiques d'un système gaz/ a.d­
sorha.nt donné. Ce cha,pitre est consacré à. la description du dispo­
sitif expérimental. 

Chapitre 5. Descriptiou du code PDE2D, conçu dans le caclre de cette 
thèse, pour la. résolution numérique des systèmes d'équations aux 
dérivées partielles associés aux modèles theoriques développés dans 
les trois chapitres précédents. 

Chapitre 6. Etude de la. conche poreuse cyliudricpte conceutrique. f..Ji­
se eu evidence des boucles fermées d 'hystérésis et des régimes 
couvectifs multi-cellulaires. 

Chapitre 7. Etude dP la. coufignra ti ou cylinclricpte excentrée. Détermi­
nation elu placement optimal du cylindre iuteme par rapport au 
cylindre exterue conduisaut à des pertes thennicptes wiuimales . 

.Te tiens, tout cl'ahnnl, ?t exprimer à mon directeur clP th~'SP, E. Saatd­
jian, et à mes denx e<Hlirecteurs, D. TondPnr et A. E. Hodrigues, toutP 
ma gratitud<o pour l 'pucadreuwnt Pt les couseils cpt 'ils 11 'out p<ts cessés 
de 1ue prodiguer tout a.u long de la. préparation de cette thèse et de 
la confiance <pt'ils m'ont témoignée <laus cette entreprise. Leur esprit 
critique et leur gentillesse resterout toujours pour moi exemplaires . 

.Je remercie le Professeur .J. P. Ca.ltagirone de l'Université de Bor­
deaux I, le Docteur F. Meunier du LIMSI, le Professeur H. lviartin de 
l'Université de Karlsruhe, et le Professeur J. Iv!. Loureiro de l'Univer­
sité de Porto, de s'être intéressés aux résultats de cette étude et d'avoir 
accepté la charge de rapporteur. 

Je tiens à exprimer toute ma reconnaissance au Professeur C. Taylor 
de l'Uuiversité de Swansea., au Professeur O. Ta.lu de l'Université de 
Clevela.nd et au Docteur F. Siri eix de Gaz de France, de nous faire 
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l'honneur de participer au jury de thèse et d'avoir bien voulu porter leur 
attention sur ce travail. 

.Je ne saurais terminer sans remercier ceux qui, honnis mes directeurs 
de thèse, m'ont aidé dans la réalisation de ce travail. 

En ce qui concerne le montage expérimental je remercie P. Barhosa, 
N. Cunha. et A. Ca.rdoso de la Raffinerie de Porto pour la conception 
du piston; cette aide n'a. été possible que grâ.ce au soutien du directeur 
général de la raffinerie, Mr .T. S. Mota., à qui j'exprime toute ma grati­
tude . .Je tiens à remercier aussi tout le personnel de l'atelier du LSGC 
qui a. participé à. la. construction du montage. 

Pour la. partie nmuérique, mes remerciements vont à. L. Petzold 
du Lawrence Livennore N a.tiona.l La.hora.tory eu Californie, qui a. créé 
l'intégrateur munérique DA88L employé dans le code PDE2D, et .}. 
Adams, P. Swa.rztra.uher et R. Sweet, du National Center for A.tmos­
pherir RPseardt elu Colorado, <pti m'out é\·itf la programmatiou cle la 
méthode de réduction cyclique utilisée dans la résolution de l'équation 
de Poisson du chapitre 7. 

Au uivea.u de la. compositiou du umunscrit, le nombre de personnes 
que je devrais remercier est trop grand pour que je puisse les citer 
tontes .. Je tiens, cepencla.nt, à. remercier particulièrement Donald Knuth, 
créateur de T:EX- c<enr du système de traitement de texte-, et Leslie 
Lam port qui, par la. cn~a.tion de 1<\TEX, a. ajouté un niveau d'abstraction 
a.u commandes <le hase de T:EX qui a. énormément facilité la. composition 
du manuscrit. 

1VIes derniers remerciements vont à. Mme Chanel, à. Mr Grevillot, 
à. 1vir Bailly, ainsi que à. tous mes collègues du laboratoire <plÎ m'ont 
largement épaulé pendant la. réalisation de ce travail. 

La thèse a. eu le soutien financier de .T uuta. N a.ciona.l de lnvestiga.çào 
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Chapitre 1 

Introduction 

0 n appelle gaz naturel ton t mf• lan ge ga zen x rom posé prin ci pale­
ment de méthane (85-95% ), avec des quantités mineures d'éthane, 

d'autres hydrocarbures plus lourds, d'azote et de dioxyde de carbone, 
provenant d'accumulations souterraines de gaz seuls ou de gaz associés 
au pétrole (Dewerdt, 1984; Brucart, 1987). 

Le gaz naturel est une source d'énergie propre, comparée à d'autres 
combustibles fossiles. La production, la transmission et l'utilisation du 
gaz naturel sont particulièrement avantageuses du point de vue de l'en­
vironnement. C'est pourquoi, l'Organisation pour la. Coopération et le 
Développement Economique (OCDE) a recommandé l'utilisation du gaz 
naturel quand les politiques en matiÈ•re d'environnement demandent nn 
combustible propre et les contraintes économiques empêchent le contrôle 
adéquat des polluants d'autres combustibles (Penilla ct al., 1994). 

Le gaz naturel peut être utilisé dans tous les secteurs de l'énergie. 
Il a un vaste domaine d'applications industrielles, en particulier clans la 
production de plastiques, produits chimiques et engrais, ainsi que comme 
source d'énergie dans les industries du fer et de l'acier, des minéraux 
non métalliques, de l'alimentaire, du tabac, du papier, de l'imprimerie, 
etc. Il est aussi utilisé connue comhustible dans le secteur producteur 
cl' énergie ( Dewerd t, 1984). L'utilisation cl u gaz naturel dans le secteur 
résidentiel et dans le secteur des services commerciaux et publics, pour 
le chauffage et la cuisine, correspond à. l'utilisation principale du gaz 
naturel et continue a a.ugmenter dans beaucoup de pays (Penilla ct al., 
1994). 

D'un point de vue global, les réserves ga.rant.ies de gaz naturel sont 
plus abondantes aujourd'hui que jamais auparavant: à la fin de 1993 
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elles totalisaient 142 Tmc, 1 près du double des 76,8 Tmc existantes au 
début de 1980 et plus de trois fois et demi la valeur en 1970 (39,4 Tmc). 

D'après le rapport statistique sur l'énergie mondiale publié par BP 
(1994), la consommation de gaz a presque doublé, passant de 1,04 Tmc 
en 1970 à 1,95 Tmc en 1993. A ce taux, le rapport réserves/produc­
tion (RP), qui donne une estimation du temps de vie de l'ensemble 
des réserves mondiales, est de G5 ans, sans tenir compte des réserves 
probables ou possibles. Celles-ci peuvent doubler ou même tripler le 
rapport RP (Kalim, 1993). 

On prévoit que l'utilisation mondiole du gaz noturel doit <tngmen­
ter encore plus dans les prochaines années, largement en réponse aux 
développements technologiques et aux préocupotions concernant l'envi­
ronnement. 

1.1 Le gaz naturel connue carburant de substi­
tution 

L'intérêt pour le remplacement de l'essenct> et du gazole par cl"autres 
carburants alternatifs pour les véhicules a été guidé par plusieurs fac­
teurs dans les années récentes, l'un d'entre eux ayant été les chocs des 
prix du pétrole dans les années 70, alliés aux préoccupations concern<~nt 
la sécurité des approvisionnements de combustible (spécialement les im­
portations de pétrole). Plus récemment, le besoin croissant de protection 
de l'environnement. ainsi qu'une gamme plus élargie d'options de carlm­
rants, conséquenCE' dPs <lév<>loppem<>nts teclmologiques, ont stimulé la 
r<>cltt>rche et l'évaluation dP carlmrants alternatifs dans lE' sectt>nr des 
transports. LP gaz naturel constitue sans doute une des solutions les 
plus intéressantes. 

1.1.1 Bilan énergétique 

Le gaz naturel a toujours été reconnu comme un substitut important 
des combustibles dérivés du pétrole. Il est moins cher que l'essence 
(environ 15-25%) et que le gazole, et il peut être substitué à. l'essence 
dans les moteurs à allumage commandé sans modifications majeures 
(Remick et Tiller, 198G). 

1Trillious {1012
) (le metres cubes. 1 Tmc de ga.z naturel= 918,2 millions de tonnes 

é(1uiva.lentes de pétrole (M tep). Un tep est défini comme éta.nt égal à. 10 7 kilocalories 
( 41,8!i8 giga.joules); cette (p1a.ntité est à. peu près égale a.u contenu calorifique d'une 
tonne de pétrole hrut. 
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Le contenu énergétique massique du gaz naturel (55 200 k.J /kg) est 
supérieur à. celui de l'essence ( 44 700 k.J /kg), mais il est un combustible 
gazeux. Même comprimé à 200 atm, la densité énergétique volumique 
du gaz naturel (8,8 M.J /1) est environ quatre fois plus petite que celle 
de l'essence (34,8 M.J /1); l'autonomie d'une voiture fonctionnant au gaz 
naturel (VGN) est donc approximativement entre 1/4 et 1/3 de l'au­
tonomie des voitures à. l'essence avec le même volume de stockage du 
carburant (Talu, 1992). Ceci implique que le gaz naturel peut entrer 
en compétition avec les carburants liquides uniquement dans les flottes 
captives et dans les transports par navette, ail la distance quotidienne 
parcourue est fixée et limitée. 

Le danger d'explosion et d'incendie avec le gaz naturel comprimé 
est moindre qu'avec l'essence, même en cas d'accident, car le méthane 
est plus léger que l'air et se dissipe rapidement claus l'atmosphère en 
cas de fuite. De plus, le méla.uge explosif de l'air et du gaz naturel 
se constitnP <laJIS dPs plagps de trois à riiHl fois phts étroitPs <pl'ayer 
l'essence (Vassiliev ct al., 1989). La. températnre d'inflammation du gaz 
est supérieure à . .J;)0° C; par contre, celle des produits pétroliers liquides 
est inférieure à. 240° C. 

1.1.2 Bilan vis-à-vis de l'environnement 

Du point de vue de l'environnement, le gaz naturel offre de grandes 
possibilités de ré<luctiou des émissions polluantes car il émet en brùlant 
sensihlPmeut moi us d<> dioxyde <lP carhonP ( COJ que les antres carhu­
rants. En particulier, comparée aYec les Yéltirnles <plÎ roul<~nt actuelle­
ment à l'essene<:'. une VGN produit 9!J% moins de CO. :~0% moins de 
NOx, 9G% moins <l'h~y<lrocarlmres et trt'S pen de résidus solides (Talu, 
1992). En raison du taux d'octane plus elevé (120) un moteur au gaz 
naturel peut fonctionner sans le besoin d'additifs métaliques lourds ce 
qui élimine entièrement l'émission de plomh (Remick et Tiller, 198.5). 

Les constructeurs de poids lourds européens les plus avancés annon­
cent déjà. que l'emploi du gaz naturel leur permet de satisfaire aisément 
les exigences de la nonne d'émission de polluants Emo 2 (199G) et lem 
permettra sans difficulté ma.jeme de se conformer à la. future norme Euro 
3 (1999), encore en projet, alors que la mise à niveau de leurs moteurs 
diesel leur impose, pom Emo 2 déjà., un gros effort technologique, et 
pour Euro 3 la mise au point de nouvelles gammes de moteurs on l'em­
ploi de filtres anti-particules, dispositifs coùteux et encore eu coms de 
mise an point (Noppe, 1993). 
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1.1.3 Utilisation mondiale 

Quoique les véhicules fonctionnant au gaz naturel représentent une 
proportion très petite du nombre total de véhicules dans le monde, plu­
sieurs pays ont des flottes VGN importantes et des programmes signi­
ficatifs d'encouragement au remplacement de l'essence et du gazole par 
le gaz naturel. 

Les estimations du nombre de véhicules, convertis ou conçus spéci­
fiquement pour fonctionner au gaz naturel, et du nombre de stations 
de ravitaillement dans plusieurs pays, sont présentées dans le tablea.n 
1.1 (Penilla. ct al., 19!).-1 ). Au total, ce sont plus de 700 000 voitures qui 
roulent au gaz natnrel à. tra.vers le monde (Noppe, 199:3), et ce chiffre doit 
augmenter dans les prochaines années sous l'impulsion des politiques 
énergétiques et de protection de l'environnement. 

Il s'agit dans la plupart <les r<ts dPs \·éhirnlPs lég;Ns (voitni'es parti­
culières on petits utilitaires) à. donhle carlmration, c.-à-d. dont le moteur 
est apte à fonctionner ~t la fois a.u gaz naturel et à l'essence, ce qui pro­
cure une gr<tlt<le sonplPsse d 'utilisa ti on puiscpw, m<tlgré 1 'a hsence ou la 
moindre densité du réseau de stations-service VGN, le véhicule n'est pas 
pénalisé sur le plan de l'autonomie de déplacement. 

Toutefois, adapter simplement un véhicule conçu initialement pour 
l'essence présente également l'inconvénient de ne pas tirer tout le parti 
des qualités du gaz naturel, tant en matière de rendement énergétique 
que sur le plan <le la réduction des t'missions polluantes. Les efforts de 
dt•veloppemeut tedmi<pw eu cours dans le monck portent aujonrd'lmi 
sur la mise a.n point de véhicules conçus SlH~dfi<pwment ponr le g<~z 

naturel. 
Dans les pays cités précédeumH:'ui., dif[{~n·nt~·s politiques gon n:'rue-

Tableau. 1.1: Estimation du noml1rt: dt \.'(;X d dt .statious-st T'I!Îtt dans plu­
.sintr·s pays. S'ourct: Pt:nilla tf al. {199.1). 

Pa.ys Véhicules S taJious de 
r a.vi taillement. 

Italie 270 000 240 
Non velle-Zélande 110000 450 
Ex URSS 70000 250 
Argentine :35 000 43 
EUA :30000 290 
Canada 20000 120 
Australie 500 25 
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Ta.blca.u 1.2: Actions gouverncm.t:ntahs d'incitation au développement de l'in-
dustrit: VON dans plusieurs pays. Source: Pt:nilla ct al. (1994). 

Nouvelle-
Italie Canada EUA Argentine Australie 

-Zélande 

Réduction de la 
taxe du combustible • • • • • 

Subsides pour • • • la conversion 

Subsides 
d 'infr;1.~tructure • • • • 

Financement 
deR S:. D • • • • • • 
Projets de • • • • • • demonstration 

mentales ont été responsables du développement de l'industrie automo­
bile du gaz naturel. Les différentes formes de participation gouvernemen­
tale sont résumées dans le tahleau 1.2. On discute brièvement ci-dessous 
la. na.ture et l'étendue <le l'implication dans certains pays. 

Italie 

En Italie, l'utilisation du gaz naturel dans les véhicules a débuté dans 
les années :30. Ce pays a maintenant une des industries VGK les plus 
avancées et mieux étahlies dans le monde. Un aspect important de cette 
utilisation particulihe du gaz naturel eu Italie, a été le développement 
d'une industrie privée effectuant de la recherche et du développement, 
ainsi que de la production et de l'exportation cl 'équipement pour les 
véhicules au gaz naturd. Actuellement existent près de 30 fabricants de 
produits VGN en Italie. Cet engagement de l'in<lustrie privée est poussé 
par des réductions très généreuses des taxes du comlmstible, qui placent 
le prix effectif du gaz naturel à. près d'un quart du prix de l'essence et 
à. la moitié de celui du gazole. Le gouvernement ne donne plus d'autres 
aides fiscales pour les véhicules individuels. Cependant, il subventionne 
jusqu 'à. 25% du coilt en capital des stations-service de gaz naturel. 

Nouvelle-Zélande 

L'accroissement important du nombre de véhicules fonctionnant a.u 
gaz naturel en Nouvelle-Zélande s'est produit an déhut <les années 80, 
guidé principalement par des aides gouvernementales annoncées en 1979. 
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Un point important du programme VGN a. été la. garantie du gou­
vernement d'accorder des aides fiscales afin de limiter le prix du gaz 
à un maximum de 50% du prix de l'essence. D'autres concessions ont 
été l'élimination complète de la. taxe sur le coùt de la. conversion des 
véhicules, des subsides de 25% sur le cmît des compresseurs et des ins­
tallations de stockage du gaz, ainsi qu'une réduction de 10% sur la. taxe 
sur d'autres coùts associés aux stations de ravitaillement. 

Le gouvernement a. procédé aussi à. la conversion de certains véhicules 
de sa. propre flotte et a. investi dans la. recherche et le développement. 
Le programme se concentrait sur l'établissement des stations-service 
publiques plutôt que dans le secteur privé. En 198G, la plupart de 
l'aide gouvernementale à. l'industrie VGN a été retirée. Ceci, allié aux 
améliorations d'efficacité des voitures à essence et à la baisse accentuée 
du prix du pétrole en 1986, a. produit une contraction de l'industrie VGN 
dans CP pays. 

Canada 

L'association canadienne du gaz a commencé à promouvoir l'utili­
sation du gaz na.turel comme carburant de substitution dans le début 
des années 80. En 1988, le gouvernement canadien a annoncé un en­
semble de mesures pour encourager le changement de combustible. Ces 
mesures faisaient partie d'une stratégie globale pour encourager l'utili­
sation efficace de l'énergie et réduire la dépendance des importations de 
pétrole. 

L'action gouvernementale indu t des su hsides de 500 dollars cana­
diens pour les conversions de véhicules et 50 000 dollars canadiens pour 
des nouvelles stations de ravit.a.illement, ainsi que des programmes de 
démonstration utilisant des véhicult>s du gouvemement et du finance­
ment pour la recherche et développement. 

L<~ prix dn gaz naturel est environlamoitil'~ du prix de l'essence, 8:3% 
du prix du GPL2 et G:3% du prix du gazole. 

Etats Unis d'Amérique 

Aux Etats Unis, la politique gouvernementale envers les véhicules au 
gaz naturel est stimulée principalement par des préoccupations concer­
nant l'environnement. Quoique la politique d'environnement ne vise pas 
spécifiquement le gaz naturel, celui-ci fait partie d'un groupe de combus­
tibles qui ont le potentiel pour satisfaire les exigences d'environnement 

2 Gaz de pétrole licptéfié. 
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établies dans le <t: Clean Air And~. En plus, les gouvernements d'état 
offrent des réductions fiscales variables pour stimuler l'adoption de car­
burants propres. 

Les programmes concernant spécifiquement les véhicules au gaz na­
turel sont limités à des projets de démonstration. Environ 80% des 
véhicules convertis (pour la plupart des automobiles) appartiennent aux 
installations d'approvisionnement de gaz. L'appui à grande échelle de 
l'industrie du gaz a occasionné la. production d'un certain nombre de 
VGN. Par exemple, après un accord d'achat avec l'Association Amé­
ricaine du Gaz, General JVIotors a construit récemment 2500 voitures 
fonctionnant uniquement au gaz naturel. 

L'utilisation du gaz naturel comme carlmrant routier a. été relancée 
avec la. formation de la Coalition Américaine des VGN. Ce groupe, com­
posée de 30 compagnies de gaz naturel et fournisseurs d'équipement au­
tomobill', a. ét{' crét' ponr promouvoir l"ntilisation du gaz naturel cormtte 
une option préférable, des points de Vlll' économique et de l'environne­
ment, à l'essence et an gazole (\Va.tts, 1989). Le groupe estime que l'en­
semble des véhicules de flotte aux Etats Unis consomme annuellement 
l'équivalent de 28,:3 Gmc=3 de comhustihles liquides et que la consomma­
tion annuelle de gaz naturel comme carburant de substitution sera de 4 
Gmc en l'an 2010. Un million de véhicules fonctionnant au gaz naturel 
sont prévus en l'an 2000 aux Etats Unis (Nappe, 199;3). 

Argentine 

Dans les années 80, le gouvernement argeutin considérait d'iutérêt 
national la substitution des combustibles li<ptides pa.r du gaz naturel 
dans le secteur des trausports, car les approvisionnements de gaz étaient 
ahowlauts comparés à. ceux du pétrolE'. La politique d'encouragement à. 
la conversion incluait des projets de démonstration avec des Hottes du 
gouvernement et mt programme de contrôle <les prix afin cl 'assnrer <pte 
les prix du gazole et dt> l't>ssence dépassaient celui du gaz. 

France 

En 1989, l'Agence française de l'environnement et de la. maîtrise de 
l'énergie (Ademe) a confié à. un groupe d'experts une mission d'évalu­
ation de la faisabilité technologique, du potentiel d'amélioration de la 
protection de l'environnement et de la. viabilité économique de l'utili­
sation du gaz naturel comme carburant routier. Deux ans de tra.vail 

3 Millianls (giga, 1 0(1) <le metres cu hes. 
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ont permis de conclure favorablement et de renforcer l'implication de 
l'Ademe dans cette filière (Ademe, 1991). 

En 1992, la Commission consultative pour la. production des car·bu­
rants de substitution (CCPCS) soulignait l'intérêt du gaz naturel comme 
carburant pour la réduction des émissions toxiques, des taux d'ozone 
photochimique et des émissions de gaz à effet de serre (CCPCS, 1992). 

Actuellement, le Gaz de France, l'Institut Français du Pétrole et 
des industries automobiles sont en train de lancer une stratégie générale 
pour promouvoir le gaz naturel comprimé comme carburant pour les 
véhicules. Les études comportent le développement de nouveanx mo­
teurs ada.ptés à. ce type de carburant, l'évaluation de l'impact clans l'en­
vironnement et une évaluation tedmico-écouomiqne de ce domaine. 

Autres pays 

PlnsiPnrs autrl?s pa~'s, surtout rPUX qui tiPmtellt clPs hOJtnPs rése1Tes 
de gaz, sont en train d'établir des programmes de conversion an gaz 
naturel, principalement en répouse aux préoccupations concernant la. 
sécurité des importations de pétrole. Comme exemples ou dtl> l'ancienne 
Union Soviétique, l'Inde, le Pakista.n et la Thaïlande. 

Dans d'autres pays, l'utilisation du gaz naturel dans le secteur des 
transports publics rejaillit sur des préoccupations concernant la pol­
lution urbaine. Par exemple, au Bresil tous les bus publin; et privés 
doivent être convertis au gaz naturel d'ici à. 2001, connue partie d'une 
politique de réduction de la pollution atmosphérique. Le gouvernement 
allemand a annoncé récemment que le ministère de l'environnement ap­
puiera, avec des subsides pour la ronversion. l'utilisation clf's hus aux 
gaz naturel, l'objectif étant la réduction des émissions dE' CO" et NOx. 

1.2 La recherche de systè1ues alternatifs de sto­
ckage du gaz naturel 

Pour trouver leur place dans le marché, les VGN doivent rivaliser en 
économie, performance et commodité de telle sorte que le différentiel de 
prix du combustible ne soit pas le seul factenr déterminant du marché. 
Cela oblige a.u développement de systèmes de stockage, distribution et 
utilisation du gaz naturel qui soient économiques, légers, compacts et 
éffica.ces. 

Actuellement le ga.z naturel doit être comprimé fortement pour pou­
voir être stocké d'une façon efficiente et délivré rapidement, ca.r son 



1.2. Recl!erche de systèmes alternatifs de stockage du gaz naturel 11 

constituant principal, le méthane, ne peut pas être liquéfié à la tem­
pérature ambiante (Tc = 190,G K). Les premiers systèmes typiques de 
stockage de gaz naturel par compression à hante pression fonctionnaient 
entre 164 atm et 4 atm; actuellement, les systèmes courants sont plus 
avancés, fournissant une gamme de pressions encore plus étendue (205-
2,7atm). L'équipement utilisé dans ces systèmes est très cher, lourd et 
complexe comparé à l'équipement de stockage et livraison des combus­
tibles pétroliers (Jasionowski et al., 1989). 

Le coùt des compresseurs, réservoirs de stockage et l'équipement de 
mesure à, haute pression correspond à environ 50% de l'investissement 
total nécessaire pour la conversion d'une flotte à, operation mixte es­
sence/ gaz. Le coùt élevé des stations-service a. découragé les opéra­
teurs de flottes de p<tsser au gaz naturel et les consomatenrs individuels 
ne spront intérpssés ni par la ronvPrsion dn u10tenr à hi-rarlmration 
essence/ gaz ni par le fonctionnement entièrement an gaz naturel ta,nt 
qu'il n'existe pas suffisamment de combustible. D'un autre côté, le sec­
teur privé n'acceptera pas les gros frais nécessaires à, la construction des 
stations-service publiques tant <ple le marché ne devient pas substantiel. 
L'idée poursuivie aux Etats Unis et an Canada. du développement du 
«remplissage à la maison» pour les voitures privées a. été hloqnée par 
le coùt élevé des compresseurs capables d'atteindre 200 atm (Remick et 
Tiller, 1985). 

Cepen(la,nt, si on réussit à éta.hlir un système dP stockage à, hasse 
pression (< :3G atm) acceptable pour les voitmes, des réductions consi­
dérables seront ohtemws dans le coùt d'une station de remplissage. Une 
bonne pa.rtie des nonvPlles lignes de se1Tice souterraines de gaz, fournis­
sent le gaz naturel à la. pression de 4 ,G atm. Dans les lieux où ce service 
de gaz est disponible, des pressions jns(pl'à, :30 atm peuvent être atteintes 
avec nu compresseur à un seul étage, ce qui permettrait la construction 
de petites stations de remplissage à, des prix trés attractifs. De plus, un 
nomhre limité de stations de remplissage pourrait être construit dans 
la. hanlieue des zones métropolitaines où le ravitaillement des véhicules 
serait fait directement par des lignes à, haute pression (~ 36 atm) sans 
le besoin d'un compresseur installé sur place. 

Ce souhait d'opérer à des pressions réduites pour des raisons de 
sécurité et de coüt de compression, E:>t en même temps conserver un 
stockage suffisant pour permettre une autonomie acceptable, a mené à, 
la recherche de possibilités de stockage du gaz naturE:'! à. hassE:' pression 
plus efficacement que par la. compression à haute pression habituelle. 
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1.3 Le stockage par adsorption- un peu d'his­
toire 

Il semble que les premiers efforts placés sur la recherche de formes 
alternatives de stockage du gaz naturel ont été menés par la compagnie 
automobile Ford en 1981 (Braslaw et al., 1981; Otto, 1981). Ce travail 
s'est concentré davantage sur les charbons que sur les zéolites. Ford a 
conclu qu'un charbon actif de Union Carbide, designé par 9LXC, était 
le meilleur adsorbant de tous ceux testés. 

En 1984, l'Institut de la Technologie du Gaz (IGT) de Chicago a 
mené une étude trés complete snr plusieurs possibilités de stockage à. 
basse pression, émun<'Tées ci-dessous ( Remick d al., 1984): 

- Adsorption dans des charbons actifs ayant des surfaces spécifiques 
6}PY('PS. 

- Adsorption dans des zéolites ayant des porosités élevées. 

- Stockage dans des clathrates. 

- Stockage par dissolution dans des solvants liquides. 

La conclusion essentielle de l'étude fut que le système de stockage 
de gaz naturel à. basse pression le plus prometteur est le stockage dans 
des charbons ayant des surfaces spédfi(!ltes et des densités d'empilement 
élevées. 

En 198;~, le New York Gas Group (NYGAS) et le New York Energ~· 
Research and Developement Authorit.y (NYSERDA), rejoints plus tard 
( 1988) par l'Institut de Recherche du Gaz ( GIU), ont initié un pro­
gramme de recherche dénommé« programme d'amélioration du stockage 
de méthane par adsorption~ (AEMS) (Be Vier ct fJ1., 1989). Le travail 
a été mené par deux divisions de la société Uni on Carhide. D'après 
BeVier ct al. (1989), nue installation était en train d'être développée 
connue partie du programme da.ns les locaux de la. National Fuel Gas 
Inc. à. New-York. L'installation, qui devait être operationnelle en octobre 
1989, devait permettre l'exécution de tests fonctionnels et mécaniques 
d'adsorbants sous forme de monolithes en grand format, des remplissages 
et décharges avec du gaz naturel ainsi que des technologies de contrôle 
de contaminants. 

En 1985, Union Carbide a préparé une étude approfondie pour NY­
SERDA, de laquelle sont issus quelques hrevets. 4 

4 Brevets nord-américains 4!i2:l.'i48 et 4!i22l!i9. 
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En 1989, l'IGT de Chicago a. aussi initié un projet similaire (Ja­
sionowski et al., 1989) en colla.hora.tion avec l'Institut de Recherche du 
Gaz (GRI de New-York). On doit mentionner aussi le vaste travail sur 
l'évaluation et développement de charbons adsorbants avec une grande 
capacité de stockage <lu gaz naturel, mené a.u département de chimie 
et génie chimique du Royal Milita.ry College du Canada (Quinn 1992; 
Barton et al. 1983, 1984, 1987). 

Dans les derniers 10 ans, la recherche a donc été concentrée sur le 
développement et l'évaluation des charbons adsorbants ayant des capa­
cités élevées cle stockage du ga.z naturel. 

Plus récemment, l'intérêt pour les zéolites est revenu. Quoique celles­
-ci ont une plus faible capacité df' stockage que les charbons par unité de 
poids, la. différence entre les deux est beaucoup plus petite, mesurée pa.r 
unité de volume, car les zéolites ont une masse spécifique plus gra.nde 
<ple n'Il<' <les dt<~rlJOns (Ta ln, 1DD:2 ). 

1.4 Les caractéristiques du stockage par adsorp­
tion 

La perfonna.nce d'un syst(>me de stockage par adsorption est mesurée 
sur une base volumétrique car le facteur important est la densité éner­
gétique. Une mesure ha.hituelle est le nombre de volumes de gaz naturel 
délivrés aux conditions ambiantes de température et de pression par 
volume de stockage (v /v). Un antre indicateur moins utilisé est le fa ctenr 
d'amélioration (FA) défini par le rapport des quantités de gaz naturel 
stockées avec et sans adsorbant. 

Le stockage est épuisé quancl la pression du système baisse jusqu 'à. 
une valeur légérement supérieure à. la pression atmosphéri<ple, car toute 
application sous vide est pratiquement infaisable. Donc, d'un point de 
vue pratique, la quantité v /v est plus utile puisqu'elle mesure la quantité 
de gaz effectivement disponible plutôt que la quantité totale stockée. La 
différence entre les deux quantités est la partie résiduelle dt> gaz naturel 
qui reste dans le stockage à. la. fin de la. décharge. 

1.4.1 L'adsorbant 

La. quantité de gaz qui peut être stockée par un adsorbant est dé­
pendante de trois facteurs majeurs: 

1) la surface spécifique de l'adsorbant; 

2) le nombre de sites actifs par unité d'aire superficielle; 
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:3) la densité d'empilement de l'adsorbant. 

Par ailleurs, du point de vue du fonctionnement du système, l'adsor­
bant doit être dur, ne doit pas casser ou se réduire en poudre facilement 
et il doit avoir une bonne conductivité afin de dissiper facilement la 
chaleur d'adsorption dégagée. 

Les caractéristiques du volume microporeux de l'adsorbant doivent 
permettre au réservoir de stocker ~.la pression maximale de remplissage 
une quantité de gaz naturel supérieure à celle nécessaire, puisque la par­
tie résiduelle restant ~.la pression minimale d'operation est inaccessible. 

Donc, si on considère les trois courbes de stockage de la figme 1.1, 
un système de stockage représenté par la. courbe (a) aura une capacité 
totale insuffisante; un système correspondant à la courbe (h) aura une 
capacité totale suffisante mais la capacité effectivement disponible sera 
insnffisantP: la conrhe (c) pr{'sPnte cles raractf>ristiqnPs plus sonhaitahlPs. 

Dans le stockage chargé de méthane (gaz naturel), on peut distinguer 
qua.trP régions où le méthane est stocké à des densités substantiellement 
différPlltPS : 

• Dans le volume vide entre les particules d'adsorbant le méthane 
est à. sa densité gazeuse. 

(h) 

0 

pression 
résiduelle 

Pression de stockage 
pression 

n1aximale 

Figu·rc 1.1: Com·bc:s 1h stoc:kagl: ponr tr·ois adsor·bants. 
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• Le volume poreux correspondant aux macro et mesopores est aussi 
occupé par le méthane à sa. densité gazeuse. 

• La matrice solide ne contribue pas au stockage. 

• Dans les micropores le méthane est stocké à une densité beau­
coup plus élevée que la densité à l'état gazeux. Cette densité 
doit compenser non seulement le volume occupé par l'adsorbant, 
mais aussi la faible densité du gaz dans le volume vide et dans les 
macro/mesa pores en raison de la hasse pression utilisée dans le 
système de stockage par adsorption. 

Deux approches différentes out été étudiées avec le hnt de réduire le 
volume vide, spécialement pour le cas des charbons : 

1) des moyens mécaniques comme des empilements avec plusieurs 
tailles de particules ou des processus de compactage; 

2) la fabrication de charbons sons forme de monolithes qui peuvent 
être empilés à des densités trés élevées. 

Les processus mécaniques sont très efficaces en pratique; un empilement 
formé par des particules de deux tailles différentes augmente la densité 
du lit d'adsorbant de 30% (Talu, 1992). Quoique l'utilisation de par­
ticules avec plus de deux tailles différentes peut augmenter encore la 
densité, ceci n'est pas faisable car l'amélioration est faible et les parti­
cules les plus petites sont très fines ce qui peut causer des problèmes 
opérationnels. 

La fahrication de charbons monolithes a été examinée par D. Quinn 
et collahora.tenrs (Barton et al., 1087; Quinn, 1990; Qninn et rvlacDo­
nald, 1992). La techuicpte a été applicptéP à. deux précurseurs: l'ho­
mopolymère Saran A (chlorure de polyvinyliclène, PVDC), produit par 
Dow (1viidlaud, :tviichigan) et de l'écorce de noix de coco. D'ahorcl les 
précurseurs sont réduits en poudre fine ( < 150 microns) et ensuite 
pressés à 20 000 psi sons forme de pastilles cylindriques qui sont py­
rolisées lentement avec de l'azote à. 973 K. Les pastilles sont ensuite 
chauffées à 1073 K et percolées par un mélange d'azote et de vapeur afin 
de les activer. Cette méthode a produit les charbons avec la capacité de 
stockage de méthane la plus élevée jusqu'à présent. 

:Matranga ct al. (1992) ont exécuté des simulations de Monte Carlo 
pour l'adsorption elu méthane sur un charbon hypothétique composé 
de plans parallèles de graphite. Ces auteurs on d'abord déterminé la 
distance optimale entre les plans de graphite (11,4 A) et ensuite traduit 
les résultats pour un charbon uniquement microporeux, qui ne contient 
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donc ni macrojmeso pores, ni volume vide. Pour des conditions de rem­
plissage isotherme à la température ambiante, les simulations prévoient 
que la capacité théorique maximale délivrable par le stockage à 35 atm 
(la pression résiduelle étant 1,34 atm) est de 195 v /v pour un charbon 
sous forme de monolithe et 137 v jv pour un charbon granulé. 

Dans une étude similaire, Bojan et al. (1991) ont montré que le posi­
tionnement des plans de graphite dans d'autres configurations (surtout 
des intersections triangulaires) ne modifie pas d'une manière significative 
les résultats. 

Les valeurs expérimentales les plus élevées, obtenues jusqu'à présent, 
sont de 86v/v pour un charbon granulé (AX-21) et 125vjv pour un 
charbon monolithe (Bartou ct al., 1984; Quinn, 1990). Selon Quinn et 
:MacDonald (1992), il est possible de produire des charbons sous forme 
de monolithes ayant 50% de leur volume constitué par des micropores, 
CP qui <lonuPrait Hll<' capacit(• totalt> d<:> stockage <k lï"2YjY. Les auteurs 
ue quantifient pas la. <ptautité de utÉ~thaue effectivement délivrée par ce 
système mais elle doit f~tre de l'ordre de 85% de la quantité totale, c.-à-cl. 
140YjY. 

Toutes ces valeurs peuvent être comparées à. la capacité délivrable 
de 21G v jv des systèmes de stockage par compression (200 bars). Pour 
le stockage par adsorption une performance plus réduite est acceptable 
en raison des économies apportées par la pression d'opération plus faible 
utilisée dans cette technologie. Un étude de faisabilité réalisée par l'IGT 
et l'Institut de la Recherche du Gaz" indique <pte le stockage par a.dsorp­
tiou <leviPnt plus attractif <ptP lE' stockage par comprE'ssion, si le prPmier 
atteint des capacités délivrables de 78 Y jv pour des petites Yoitnres et 
120vjv pour les véhicules lourds. Ces valeurs criticptes out été déjà 
dépassées expérimentalement. 

1.4.2 Effets thermiques 

Les effets thermiques associés au stockage par adsorption sont liés 
principalement à la. chaleur d'adsorption, qui est de l'ordre de 17 k.J /mo­
le pour l'adsorption du méthane dans des charbons actifs classiques, et 
à la sensibilité de l'isotherme d'adsorption à. la. température. 

Quand le méthane est cha.rgé dans 1m réservoir rempli d'un charbon 
ayant nue bonne capacité d'adsorption, des quantités importantes de 
chaleur sont générées. Mais 1 'adsorption est elle même un phénomène 
exothermique très sensible à. la température. Si le remplissage est rapide, 

5 Voir «Economie Analysis of Low-Pre:-snre N atur al Gas Vehicle Storage Techno­
logy: Task .3, Topical Report~, GRI, Chicago, avril HnlO. 



1.4. Le.s caractéristiques du .stockage par adsorption 17 

la température du lit augmente considérablement et moins de méthane 
est adsorbé à une pression donnée. L'idéal serait de charger le méthane 
à un débit suffisamment petit pour permettre l'évacuation de la chaleur 
d'adsorption par la paroi du stockage et donc éviter une augmentation 
considérable de la température du lit. Cependant, le temps de remplis­
sage ne doit pas être très long si on veut que le gaz naturel soit vraiment 
considéré comme un carburant alternatif. 

A l'inverse, dans le processus de décharge, si le débit n'est pas suffi­
sament faible ou si la chaleur d'adsorption n'est pas réintroduite dans le 
système, a,lors b baiss\-' de températnre a.ugmente la quantité résiduelle 
de méthane qui reste à. la, pression d'épuisement. 

Des expériences exécutées à. l'IGT (Remick et Tiller, 198G) pour 
évaluer l'impact de la chaleur d'adsorption sur la, capacité de stockage 
illustrent bien le rôle de la thermique dans ce processus. 

Un n•utplissage rapide, avec du méthane pur ~l. 3;J bars, d·un cyliudre 
de 1 litn~ r<:>mpli awc 410 g d'mt rharhou (G2Hi) <:>t é\·ilrné de tout gilz, 
a produit une augmentation rapide de la température du lit de 82°C, 
passant de 2iJ°C à. nu maximum de 10ï°C. Le cylindre est resté connecté 
à. la t.uhulur<:> de hil.ute pressiou pendant. 5 minutes et ensuite détaché. 
A ce moment, la température du cylindre avait baissé jusqu'à. 97°C. 

Après avoir atteint l'équilibre th(:'nnique avec l'environnement, le 
cylindre a été vidé très lentem(:'nt jusqu 'à. la pression atmosphérique, 
fournissant 5G,7 litres de méthane. Pendant la décharge, la température 
du lit est toujours restée au-dessus de 20° C. 

Pa.r coutre, a,près le remplissilg<:> du même cylindre à. un débit très 
faible, afin d'empêcher b tempériltnre du lit cl'ilngmenter trop ilU-d<:>ssns 
des 2G°C, le système pouvait foumir ï4,8litres de méthane. les résultats 
montrent que seulemeut 7G% de la capacité pot<>ntielle a pu être utilisée 
lors du remplissage rapide. 

Une troisème expérience a été effectuée afin de simuler nue décharge 
rapide. D'abord, le cylindre a été chargé très lentement avec du méthane 
(remplissage isotherme). Ensuite la valve dn cylindre a été complète­
ment ouverte et le méthane rapidement décha.rgé à l'atmosphère. Le dé­
bitmètre ma,ssique a indiqué que (i(j litres de méthane, qui correspondent 
à. 88% de la capacité disponible dn cylindre, avaient été décha,rgés et que 
la température du lit avait ba,issé de GG°C, passant de 25°C à. -40°C. 

Les isothermes d'adsorption dn méthane sur le charbon ava,ient été 
déterminées a,uparavant à. 25° C et 90° C. Les courbes montrent que la 
quantité de méthane adsorbé à. :35 bars et 90° C est environ GO% de la 
quantité adsorbée à. 25° C et à. la même pression - ceci illustre la sensi­
bilité du phénomène d'adsorption à. la température. 
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Comme on l'a déjà mentionné, idéalement le méthane devrait être 
chargé et déchargé à des débits suffi.sament faibles pour permettre à 
la chaleur générée de se dissiper vers l'extérieur, ou pour permettre 
un transfert significatif de chaleur de l'environnement vers le réservoir. 
Cependant, ceci n'est pas pratique pour des applications dans les véhi­
cules qui ont besoin de temps de ravitaillement aussi courts que 4 à, 5 
minutes par véhicule. 

BeVier et al. (1989) ont proposé un système de remplissage rapide 
basé sur une boucle externe de recyclage du méthane pour rejeter la 
chaleur vers l'extérieur. Le schéma de la station-service est présenté 
clans la. figure 1.2. Pendant la durée du remplissage le gaz naturel à 35 
bars est circulé continuellement à. travers le réservoir de la voiture. La 
chaleur d'adsorption est enlevée par le gaz naturel circulant et rejetée à 
travers nu échangeur de chalenr à. l'air et d ·un refroidisseur. 

.Jasionowski et al. (1989) de l'IGT ont proposé une antre solution 
pour réduire les changements de température du réservoir, dénommée 
«stockage d'énergie thermique~. Le procédé consiste à. introduire clans 
le lit un matériau encapsulé ayant une chaleur de fusion relativement 
élevée à. nue température proche dP l'ambiante (en général des sels in­
organiques), qui peut absorber la chaleur d'adsorption dégagée pendant 
le remplissage ou fonruir cette même quantité pendant la. décharge. 

Système de 

Compress:::ifica/tion du gaz 

35 bars 

Refroidisseur 

Cascade de 
stockage 

:Èchangeur de 
chaleur à l'air· 

Remplissage 

'\ 
Pompe de 

recirculation 

F·igu1•c 1. 2: 8ché711.a d'mu: station-sn·nicc de ga:: 1wtunl à r·cmplissagc mpidc 
{bn:vd non/- américain 4754951). Sou nt: Be: Vin· ct al. {1989). 
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1.4.3 L'effet des impuretés et l'amélioration du stockage 
par des additifs 

Le gaz naturel contient plusieurs constituants qui s'adsorbent forte­
ment. Quelques composants sulfurés (odorants) sont additionnés pour 
des raisons de sécurité. Normalement, on peut s'attendre à ce que ces 
impuretés, en particulier les hydrocarbures lourds et la. vapeur d'eau, 
puissent s'adsorber préférentiellement à des niveaux résiduels élevés et 
donc réduire considérablement la. capacité de stockage du système. 

BeVier et al. (1989) rapportent qu'une étude importante, théorique 
et expérimentale, a été réalisée au cours du programme AEMS afin de 
développer et tester des moyens économiques de contrôler les conta.mi­
na.nts. Selon ces auteurs, des tests de laboratoire ont démontré la faisa­
bilité d'un des systèmes testés (cependant, les auteurs ne décrivent pas 
le système). indiquant que la rapacité cl<> stockage JW1lt être maintenne 
à nu niveau de 90% d'une façon pratique et économique. 

L'utilisation des additifs pour augm.enter la capacité de sto­
ckage 

Talu (1992, 1993) affirme avoir identifié des systèmes ol\la performance 
du stockage par adsorption est augmentée par des impuretés introduites 
volontairement dans le système comme additifs. 

Selon cet auteur, l'additif doit être une petite molécule pour ne pas 
influencer beaucoup la quantité adsorhée d<> gaz dans la zone des pres­
siam; él<>vées où l'équilibre est contrôlé principalement par des interac­
tions latérales adsorhatjaclsorhat on phéuom(mes de «remplissage cle 
volume». D'antre part, l'aclclitif cloit concurrencer le plns possible le 
méthane dans la zone des faihles pressions où les interactions adsor­
bat /adsorbant prévalent. En théorie, l'additif diminue considérablement 
la. quantité résiduelle de gaz stocké à. la. pression cl 'épuisement tandis 
qu'à. la pression de remplissage la. quantité stockée n'est que légèrement 
diminuée. L'effet net est une augmentation de la quantité de gaz délivré. 

La quantité d'additif désorbée à. chaque cycle est très petite com­
parée avec la. charge initiale. Elle doit être réintroduite dans le système 
à. chaque remplissage afin de maintenir toujours la. quantité optimale 
d'additif. 

Selon Talu (1993), l'augmentation peut être de l'ordre du 20% si 
la quantité correcte d'additif est utilisée. Ces conclusions sont basées 
sur des calculs théoriques encore que supportées qualitativement par 
des données expérimentales. L'auteur ne révèle pas sur quel additif les 
calculs sont basés. 
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1.4.4 Résistance à l'abrasion 

Les adsorbants utilisés dans les réservoirs pour les VGN doivent être 
trés résistants à l'abrasion. Les secousses et vibrations journalières aux­
quelles un système de stockage en opération routinière serait soumis 
pendant une période de plusieurs mois, réduit un charbon mou à une 
fine poussière qui pourait facilement obstruer le système d'admission du 
carburant. 

Heureusement, ceci ne parait pas poser de problème avec certains 
des charbons pyrolysés. D'après Remick et Tiller (1985), un charbon (le 
G-210) produit. par North American Carbon s'est montré très résista.nt, 
produisant très peu de poussière fine après des tests de longue durée 
conduits dans des conditions semblables au comportement sur route. 

Barton et al. (1984), utilisant des méthodes de mesure de l'usure 
dne à. l'ahrasion. ont tmuvé qn 'un char hon d~nonnné Saran. ohtemt p<n 

pyrolyse d'un copolymère de chlorure de polyvinylidene et polyvinyle, 
produi:;a.it a.ussi trè:; peu de pous:;ière quand il était somuis ~t vibration. 

En tout cas, il est raisonna.ble de supposer qu'un filtre collecteur de 
poussière sera nécessaire pour empêcher la moindre quantité de poussière 
d'arriver aux régulateurs de la pression du gaz (Remick et Tiller, 1985). 

1.4.5 Problèmes liés au climat 

Le seul phénomène lié au climat qui peut influencer le système de 
stockage par adsorption est la variation de température. En hiver la 
capacité de stockage doit augmenter car le transfert du chaleur produit 
pendant lP remplissagp sera facilité par la température froide d 'hin.•r. En 
plus, la quantité adsorbée augmente quand la température décroît. Un<' 
fois en opération, une VGN a. plusieurs sonrc<.'s de chaleur disponihl0s, 
par Pxemple les gaz d'échappement, qui peuwnt fournir hl chaleur d'ad­
sorption nécessaire pour désorber le carburant. 

C'est surtout pendant les mois chauds d'été que les systèmes de 
stockage par adsorption peuvent n:•ncontrer des problèmes. Pendant 
ces mois, la température de l'air ambiante monte facilement à 30°C et la 
température de l'air à l'intérieur d'une voiture peut dépasser 40°C. Dans 
ces conditions la capacité du stockage, et donc l'autonomie du véhicule, 
peut être réduite de 10% si le remplissage se fait pendant la chaleur du 
jour. 

Ce qui ne semble pas poser de problème, c'est l'état de sur-pression 
produit quand un système chargé jusqu'à 35 atm pendant la nuit, disons 
à une température de 10°C, est soumis à des températures de 40°C, par 
exemple pendant les heures plus chaudes du jour. Selon Remick et Tiller 
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(1985), des tests effectués à l'IGT indiquent que la pression ne dépassera 
pas 42 atm pour un système complètement chargé. 

1.5 Re1narques finales 

Plusieurs facteurs permettent aujourd'hui de considérer sérieusement 
le gaz naturel comme une alternative crédible aux carburants liquides. 
Les approvisionnements de gaz naturel sont abondants, il est moins cher 
que l'essence et le gazole, il offre de grandes possibilités de réduction 
des émissions polluantes et les modifications nécessaires des moteurs 
existants pour le fonctionnement an gaz naturel ne sont pas majeures. 

Les développements technologiques dans la production d'adsorbants 
avec simnlta.nément des surfaces spécifiques et des densités d'empille­
ment élevées. ont le potentiel dP n'n<lre le stockage par adsorption plus 
efficace que la compression à hante pression. Ceci est dù à la pression 
d'opération plus faible qui augmente la. sécurité du stockage et réduit les 
coüts dP compression. Les niveaux de performance nécessaires pour la 
faisabilité économique sont déjà atteints actuellement avec du méthane 
dans des conditions isothermes. 

'Malheureusement, le stockage par adsorption ne peut pas être iso­
thenne et les variations de température pendant les étapes de remplis­
sage et vidange du réservoir baissent la capacité effective du stockage. 
En plus, les impuretés présentes dans le gaz naturel introduisent une 
certaine pénalité de performance arlrlitionnelle. 

Très peu de travail a été investi dans le développement des outils 
théoriques permettant l'étude des phénomènes associés au stockage de 
gaz ua.turel par adwrption, eu particulier ceux portant sur l'hydrody­
namique et la thenuicité de réservoirs réalistes. Ces outils sont fon­
damentaux pour la. conception et le dimensionuement des réservoirs de 
stockage. 

La. partie de cette thèse coucernaut l'étude du stockage de gaz natu­
rel par adsorption est consacrée partiellement an développement de c.es 
outils. L'étude porte, entre antres sujets, sur: 

• Le développement d'un outil de simulation bidimensionnel per­
mettant d'étudier les phénomènes hydrodynamiques et thermiques 
dans les cycles de remplissag(' et vidange des réservoirs de stockage 
par adsorption avec des géométries et dimensions réalistes. 

• L'étude de l'influence des résistances diffusionnelles dans le com­
portement dn stockage. 
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• L'étude de l'influence de la. perméabilité du lit d'adsorbant sur les 
durées minimales de remplissage. En particulier, le développement 
de correlations simples permettant l'estimation des ces temps. 

• Le développement d'une démarche simple permettant de calculer 
les changements de température du réservoir et les capacités de 
stockage. 

• L'étude de l'impact de la thenuicité dans les décharges à faible 
débit (longue durée), représentatives des conditions de conduite. 

• L'analyse dn procédé de <t: stockage d'énergie thermique;:$>' en par­
ticulier, la. mise en évidence quantitative d'une quantité optimale 
de matériel encapsnlé premetta.nt au système de stockage de four­
nir la. quantité maximale de ga.z dans la. décharge. 
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Chapitre 2 

Simulation du stockage 

Dans ce chapitre on développe un modèle bidimensionnel pour étudier 
les phénomènes d'adsorption, l'hydrodynamique et le transfert de 

chaleur, associés au stockage de gaz na.turel par adsorption dans des 
réservoirs cylindriques. 

L'attention sera dirigée principalement vers les remplissages rapides, 
mais des résultats concernant les vidanges sont aussi présentés. Les pre­
miers ont un intérêt pratique parce que le ravitaillement des voitures 
fonctionnant au gaz naturel doit rivaliser avec l'essence, en commodité 
ainsi qu'en durée, pour que le ga.z naturel soit vraiment considéré comme 
un carburant de substitution. Ce problème ne sera. pa.s aussi critique 
dans le cas des transports collectifs, où le ravitaillement sera proba­
blement réalisé à des horaires prédéfinis. Les problèmes associés aux 
vidanges lentes (fonctionnement d'une voiture) seront discutés en détail 
dans le chapitre suivant. 

Dans un premier temps les résistances diffusionnelles sont négligées, 
cette hypothèse étant raisonnable quand l'adsorbant est un charbon actif 
classique. A la fin du cha.pitre, le modèle d'équilihre est étendu par 
l'inclusion d'une loi diffusionnelle à l'intérieur des particules. 

Les résultats numériques présentés portent sur le remplissage et la 
vidange d'un réservoir cylindrique de 50 litres, commercialisé pour le 
stockage de gaz naturel comprimé, rempli avec un charbon actif ayant 
une bonne capacité d'adsorption. Une formule simple est proposée pour 
l'estimation des temps de remplissage des mises en pression rapides. Les 
changements de température dans le lit sont en bon accord avec des 
résultats expérimentaux rapportés dans la littérature. 

Les principaux résultats obtenus ici, concernant le modèle d'équilibre 
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(§ 2.1-2.3), peuvent être consultés dans Barbosa Mota et al. (1993, 1994, 
1995). Le modèle diffusionnel a été développé après la soumission pour 
publication des références citées; les résultats portant sur ce modèle 
seront publiés prochainement. 

2.1 Modèle théorique 

La figure 2.1 illustre le système étudié. TI consiste en un réservoir 
cylindrique rempli d'un lit-fixe homogène d'adsorbant. Le gaz rentre et 
sort du réservoir par la petite ouverture localisée dans la face avant du 
cylindre. 

2.1.1 Hypothèses de base 

Géométrie 

Pour simplifier le problème la localisation de l'ouverture est rest­
reinte à. la position centrale. Ou suppose aussi que s'il y a un champ 
de température extérieur au réservoir, les variations de ce champ se 
présentent uniquement dans la. direction axiale du cylindre. Ces deux 
suppositions rendent le problème bidimensionnel, celui-ci est décrit en 

t\- ... , /"" 
1 ' , r ,... 
\ \/ \ 

\ "" , 1 
.>( 1 

, ' 1 .... ; 

Fiym·e 2.1: Schém<l du r-éscnwir d le sy.stème de coor·données. 
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coordonnées cylindriques axi-symétriques (z, 1'), les plus adaptées à la 
géométrie du réservoir. Le caractère bidimensionnel du champ de pres­
sion est causé principalement par l'orifice d'entrée du gaz. Si le proces­
sus n'est pas adiabatique (par exemple, lors d'un remplissage lent), le 
transfert de chaleur entre le réservoir et l'environnement contribue à la 
bidimensionnalité du champ de température. 

Composition du gaz 

Le gaz naturel est constitué en majeure partie de méthane (85-95%), 
et pour des applications dans les véhicules on peut supposer qu'il sera 
soumis à. un procédé de purification pour augmenter sa densité énergé­
tique. Il est considéré ici comme du méthane pur. En réalité, l'un des 
prohlf>mes posés par le fonrtionnenwnt des stockages sera le comporte­
ment à. long tenue des composés «lourds » présents dans le gaz naturel 
et leur éveut.nelle accnmnla.t.iou. 1\ons n'aborderons pas cet te qnest.iou 
ici. 

Propriétés thermodynamiques 

Dans les gammes d'étude de la pression et température (0-3,5 MPa; 
10-90°C) le facteur de compressihilité moyen du méthane est 0,97; pour 
une question de simplicité on le considérera comme étant un gaz parfait. 

En ce qui concerne les propriétés thermodynamiques du gaz et cle 
l'adsorbant on utilise des valeurs moyennes constantes. Quoique cette 
supposition puisse être une approximation grossière concernant la cha­
leur d'adsorption (6.H), elle est raisonnable quand on considère les 
autres propriétés thermodynamiques. Par exemple, dans la gamme P-T 
d'étude la différence maximale entre la valeur moyenne considérée et 
la vraie valeur est de 10% pour la viscosité et de 8% pour la chaleur 
spécifique du gaz. 

En ce qui concerne la chaleur d'adsorption, on n'a. pas tenu compte 
de sa dépendance avec la température parce qu'on ne dispose pas des 
valeurs expérimentales; la valeur utilisée est une valeur moyenne qu'on 
trouve dans la littérature pour l'adsorption du méthane dans les char­
bons actifs. 

Notons que le fait d'introduire des propriétés dépendantes de la pres­
sion et de la température impliquerait seulement des petits changements 
dans le code de simulation, mais hien sùr, augmenterait le temps de cal­
cul. 
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Résistances au transfert de masse et de chaleur 

Dans ce chapitre on s'intéresse surtout à la dynamique du lit de 
particules plutôt qu'à, la cinétique de chaque particule, celle-ci étant 
importante seulement quand les particules sont suffisamment grandes. 
Les tailles des particules de charbon actif considérées permettent de 
supposer que les gradients de concentration sont négligeables à l'intérieur 
de chaque particule. 

La technologie du véhicule au gaz naturel a besoin de charbons actifs 
ayant des grandes capacités d'adsorption, celles-ci étant nécessairement 
associées à des volumes poreux spécifiques importants, constitués dans 
sa majorité par des pores très petits. Cependant, en général les charbons 
actifs ont un réseau de macropores permettant un accès relativement fa­
cile du gaz à tout le volume de la particule. En réalité, la particule a 
mw constante de temps diffusionel r1, = r~/ D,, ( 1·1, Ptant nne longue1n 
caractéristique de l'ensemble des micropores associés à chaque macro­
pore) beaucoup plus petite que celle qu'elle aurait si le volume poreux 
était composé uniquement dt' microport's (dans Ct' ras Tl' = R

1
:/ D1, oit 

RP est le rayon de la particule). 
La. conductivité thermique élevée des charbons (dans notre cas 2500 

fois plus grande qu<" celle du gaz) et lt's pt'tites tailles des particules 
considérées permettent de supposer que le champ de température clans 
chaque particule est uniforme. D'un autre côté, clans les cas considérés 
ici, la vitesse elu gaz est élevée et réduit considérablement l'épaisseur de 
la couche limite thermique, rendant valable la supposition de l'équilibre 
thermique entre le gaz et le milieux poreux. Une simulation préliminaire 
utilisant un coefficient <le transfert <le chalem gaz /particule a confirmé 
cette hypothèse. Au niveau du transfert massi<ple et indépendamment 
de la vitesse du gaz, la couche limite entourant les particules est inexis­
tante, parce que le gaz est un corps pur. 

Une approche simple et raisonnable du problème sera donc la sup­
position cl 'un modèle local d'équilibre, non iieulement au niveau de la 
cinétique cl 'adsorption mais a.ussi au niveau de la thermique. Cependant., 
on peut imaginer une conception d'adsorbant différente de celles des 
charbons actifs classiques. C'est pourquoi on s'est également intéressé, 
à la fin de ce chapitre, au caii où existerait une résistance diffusionnelle 
au transfert de masse à l'intérieur defi particules. 

Comportement thermique du réservoir 

Pour les remplissages suffisamment rapides, la chaleur échangée entre 
le lit et la paroi du réservoir est négligeable par rapport à l'énergie 
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totale stockée dans le système et en pratique le lit peut être supposé 
adiabatique. D'ailleurs, on montrera que les estimations des changement 
de température dans le lit obtenues par les simulations sont en bon 
accord avec des résultats expérimentaux rapportés dans la littérature. 
Des études efectuées à l'Institut de la Technologie du Gaz de Chicago 
(Jasionowski et al., 1989) ont montré que quand le rapport entre la 
masse du lit d'adsorbant et la masse du cylindre est supérieur à 0,3 
le comportement du stockage est essentiellement adiabatique. Pour le 
système considéré ici le rapport est de 1,6, ce qui donne une crédit 
additionnE>l à notre supposition. 

Bilan de quantité de mouvement 

L'état actuel de la recherche sur l'écoulement dans les milieux po­
r<'HX, iucli<pH' <pH' la meillt>nrt' approximation au hilau de <plantitt' ck 
mouvement E>st donnée par (Kaviany, 1991; Vafai et Tien, 1981): 

1 {) 1 fi ., 
--;-(cv)+ -v · ( cvv)- -v-v+( n + j3cllv!l)v + V P- cg = 0, 
E Dt E ~ ~ "---v--' ____.. ____.. 

(;t) {b) (c) (d) (e) (f) (2.1) 
où 

!lvii = Ju; + r~ est le module du vecteur vitesse snperficiE>lle et f{ est la 
perméahilité du milieux port>nx. Lt>s tt>r!llE'S de (2.1) ont la signification 
suivante: 

(a) force macroscopique d'inertie on terme de développE>ment de l'é­
coulement macroscopique; 

(b) diffusion de la contrainte macroscopique de frottement visqueux, 
appelée aussi terme visqueux de Brinkman ou effE>t de paroi; 

( c) contrainte microscopique de frottement visqueux ou terme de Dar­
cy; 

( d) force microscopique d'inertie, a·ppelée aussi terme inertiel d 'Ergun 
ou terme de développement de l'écoulement microscopique; 

( e) gradient de pression dans les pores; 

( f) force de gravitation. 
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Des études de couche limite (Kavia.ny, 1991) montrent que les effets 
de la. force macroscopique d'inertie (a.) et de la. diffusion de la contrainte 
de frottement visqueux (h) sont restreints à une distance des parois, limi­
tant le milieux poreux, de l'ordre du diamètre des particules. D'un autre 
côté, la. force de gravitation (f) devient importante seulement quand la. 
vitesse de l'écoulement est très faible (ce point est essentiel dans les 
études de convection naturelle, comme on le montrera dans la discus­
sion des isolants fibreux). Dans la. plupart des applications pratiques, la 
loi de Darcy ( c+e) ou l'extension d'Ergun ( c+d+e) est suffisante, même 
pour un régime insta.tionna.ire. Ainsi, récemment Serena et Rodrigues 
(1993) ont étudié l'influence de plusieurs termes de (2.1) et ont conclu 
que la. loi d'Ergun peut être utilisée sans problèmes dans la modélisation 
des lits d'adsorbants. 

Des résultats expérimentaux (Dyhhs et Eclwanls, 1984) ont montré 
tlue la, loi dP Darcy, 

v= -(K/Ji,)\lP, (2.3) 

est valable seulement pour des nombres cle Reynolds 

(2.4) 

Pour des valeurs de Rel' plus élevées, la force microscopique d'inertie (cl) 
devient importante est ne peut pas être négligée. Dans le cas présent, 
la restriction (2.4) correspond à, des vitesses du gaz inférieures à environ 
.5 x 10-4 m s- 1 • Si on considère pa.r exemple des distances dans le lit 
égales au rayon du réservoir cylindrique simulé, Ro = 14 cm, et tenant 
compte que la perméabilité J( du milieux poreux doit être de l'ordre de 
10-[' m2 , on déduit que la. loi de Darcy cesse d'être valable quand pour 
des distances de Ro on a des différences de pression supérieures à environ 
6.P = R.0 VJL/ J( ::=:::: 1 Pa! Conune la. différence initiale entre la pression à 
l'entrée du réservoir et la pression du lit est de 3,5 MPa on s'aperçoit 
que la. simple loi de Darcy est loin de décrire l'évolution de la perte de 
charge dans le réservoir. 

L'équation de quantité de mouvement considérée dans ce travail est 
donc constituée par les termes (c), (d) et (e) de (2.1), et correspond à 
une extension à deux dimensions de la loi d'Ergun habituelle. D'autres 
auteurs ont suivi la même approche (Stanek et Szekely, 197 4; Parsons 
et Porter, 1992). 
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2.1.2 Equations du modèle 

Fondé sur les hypothèses citées précédemment, le bilan massique 
(équation de continuité) s'écrit 

(2.5) 

La concentration du gaz c est liée à. la pression et à la température par 
la loi des gaz parfaits : 

c = PMg/(RT), (2.6) 

où lvfg est la masse moléculaire du gaz et R est la constante des gaz 
parfaits. La concentration de la. phase adsorbée q est aussi dépendante 
de la pression et de la température du système, la relation fonctionnelle 
étant donnée par l'isotherme d'adsorption: 

q = J.q(P, T). (2.7) 

Le fait de négliger les termes (a), (h) et (f) de (2.1) permet de réécrire 
l'équation de quantité de mouvement sous une forme compacte en l'ex­
plicitant pour le vecteur vitesse superficielle : 

2\lP 
v=- . 

o: + Jn~ + 4,6cii'V Pli 
(2.8) 

Si on suppose que les changements d'énergie cinétique et potentielle 
du gaz sont négligeables comparativement au taux de changement de 
l'énergie interne du système, alors l'équation d'énergie (bilan de conser­
vation de l'énergie totale) s'écrit 

oil >., est la conductivité effective du lit et Ug, U" et U. représentent 
l'énergie interne massique, respectivement, du gaz, de la phase adsorbée 
et de l'adsorbant. 

Comme le méthane a un comportement proche de celui d'un gaz 
parfait, son enthalpie Hg est fonction uniquement de la température. 
On a donc 

(2.10) 

oil H; est la valeur de l'enthalpie à. la température de référence T0 et 
Cpg est une valeur moyenne de la chaleur spécifique du gaz à. pression 
constante dans la gamme d'étude de la pression et de la température. 
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Comme le solide et la phase adsorbée (celle-ci ayant un comporte­
ment thermodynamique proche d'un liquide) sont incompressibles, la 
différence entre leurs énergies internes et leurs enthalpies est négligeable 
( c.-à-d. C" ~Cp), ce qui permet d'écrire que 

Ua ~ H9 (T) + ~H et a~. = Cps a;;. (2.11) 

Après l'introduction de (2.10) et (2.11) dans le bilan (2.9), l'équation 
d'énergie devient: 

Tous les termes en (H%- C1' 9To) ont disparu de (2.12) grâce à l'équation 
de continuité (2.5). Le terme -f1(DP/Dt), qui apparaît dù aux effets 
thermiques de compression, est négligé habituellement pa.r plusieurs au­
teurs dans la modélisation des cycles de PSA. Ce terme est retenu ici 
car il n'est pas négligeable quand le rapport de pressions est élevé (Lu 
et al., 1992). 

Remarquons encore que l'équation (2.12) est écrite sons une forme 
conservative, 1 car c'est une exigence de la méthode numérique utilisée 
dans la résolution du problème. 

2.1.3 Conditions aux limites 

Les conditions initiales sont 

P = P;, T = T; ponr 0 ~ z ~ L, 0 ~.,. ~ Ro, t =O. (2.1:3) 

La. condition frontière sur la. pression à la paroi du cylindre énonce que 
la composante normale de la vitesse du gaz est nulle en chaque point, 
n ·v = 0, où n est le vecteur unitaire normal à chaque point de la. paroi 
et dirigé vers l'extérieur. Explicitant la. condition on obtient 

pour {
z = 0, 
z = L, 

R; ~ r ~ Ro 
0 ~ 1' ~ Ro t >o. (2.14) 

1 Cette formulation oblige les termes de flux à. être groupés complètement à. 
l'intérieur de l'opérateur divergence. Connue exemple, considérons le cas du bilan 
de conservation de la propriété q, dans lill écoulement incompressible et purement 
convectif. La formulation conservative s'éxprime sous la forme 8,P/8t + \J. (v,P) =O. 
Si on tient compte de l'équation lle continuité (\7 ·v = 0), on obtient la forme non 
conservative associée: 8ifJ/Dt +v· \l,P =O. 
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La. condition frontière sur la. température à la. paroi est définie par 

(2.15) 

où T= est la température de l'environnement et hw est le coefficient glo­
bal de transfert de chaleur lit+-+extérieur, étant égal à zéro si le système 
est considéré adiabatique. Tenant compte de la géométrie du réservoir, 
(2.15) peut être mise sous la forme suivante: 

Àe(âT/âz) = hw(T- T=) pour z = 0, R; :S T :S Ro 

Àe(âTjâz) = hw(Too- T) pour z = L, 0 :Sr :S Ro, t >O. (2.16) 

Àe(âTjâr) = hw(Too- T) pour T =Ra, 0 :S Z :S L 

Les conditions de symétrie, le long de l'axe longitudinal du cylindre, sont 

{)P- 0 
ÔT- ' 

')T _(- = 0 
âr 

pour r = 0, 0 S z S L, t > O. 

Dans l'ouverture on utilise les conditions suivantes: 

P = Pext, {
-(L/Pez)DT/üz+T = Text 

âTj{)z = 0 

z = 0, 0 S r :::; R;, t > 0, 

(rem plissage) 

(vidange) 

(2.17) 

(2.18) 

où Pez = cvzC'p9 L/ Àe est le nombre de Péclet axial. La condition sur la 
température peut être formulée sons une forme plus simple, ci-après: 

Q C' r· T* {Text pour Vz > 0 R ( ) 
z = >1,g CVz, = T . O, Z = 0, 0 :S 1' S ;, 2.19 · pour Vz < 

où Q = représente le flux axial de chaleur à. travers l'orifice. Dans le 
cas d'une pressurisation rapide, la. condition sur la. température devient 
rapidement T = Text; dans le cas d'une vidange elle agit comme une 
condition frontière libre. 

2.2 Méthode de résolution 

Les équations (2.5-2.12) couplées aux conditions aux limites (2.13-
2.19) ont été résolues numériquement à. l'aide du code PDE2D développé 
par l'auteur pour l'intégration des systèmes cl 'équations aux dérivées 
partielles (EDP) associés aux problèmes de transport. 

Bien que le logiciel soit décrit en détail dans le chapitre 5, la ré­
solution numérique du problème présent a des particularités qui méri­
tent discussion. Afin de ne pas obliger le lecteur moins familiarisé avec 
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les méthodes de résolution numérique des EDP à recourir souvent au 
chapitre 5, on présente ici une description générale de la méthodologie 
suivie dans PDE2D. 

Le système EDP générique capable d'être résolu par le logiciel a la 
forme vectorielle suivante: 

f(t,x,y,dl.,d/., u) +V'· u(t,x,y,dl., Y'dl.) = 0, (2.20) 

où u = Uxex + uyey dénote les vecteurs de flux, x et y représentent 
des coordonnées spatiales générales et dl. est un vecteur de dimension n 
qui contient les variables dépendantes, n étant le nombre d'équations 
qui composent le système. Le symbole ' représente la dérivation par 
rapport au temps. Dans le cas présent, le système de hase correspond 
aux équations (2.5) et (2.12) avec les variables dépendantes dl.= (P, T). 

La. méthodologie adoptée dans PDE2D suit l'approche de la. méthode 
numérique des lignes (Schiesser, 1991), mais est aussi inspirée de la. 
formulation classique des volumes de contrôle (Patankar, 1980). 

2.2.1 Discrétisation spatiale 

La figure 2.2 montre une partie elu ma.illage 2D, avec le volume de 
contrôle associé au point (i, j) représenté par la zone hachurée. Dü à. 

~+-----~----+-----------------~--j+l 

volume de contrôle 

!Lx ~+-----~----+-------~--------~--~! 
i-1 i i+l 

Figm·e 2.2: Por·tion elu maillagt: bùlimt:nsionnd montmnt le volume cie 
contrôle: a1ttour· elu point (i, j). 
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sa forme conservative, l'intégration de (2.20) sur le volume de contrôle 
fournit une relation entre les flux normaux a.ux faces : 

(Vf);,j + (Axux)i+1/2,j + (AYuy)i,i+l/2 

- (Axux)i-1/2,j- (AYuy)i,j-1/2 = 0, (2.21) 

ou V;,i est le volume de la. zone hachurée et les A représentent les aires des 
faces. Les indices indiquent où les quantités sont évaluées. Dans (2.21) 
on considère que la valeur de f a.u point ( i, j) prévaut sur tout le volume 
de contrôle. Les flux sont discrétisés par des différences finies centrées de 
deuxième ordre, à l'exception du terme convectif (CP9Tcv) de l'équation 
d'énergie (2.12). Par exemple, le terme ( ux)i+ 1f 2,j est approximé par 

(2.22) 

Discrétisation oblique en amont 

Une attention particulière est portée sur le terme CP9Tcv car on sait 
que la discrétisa.tion par différences finies centrées des termes convectifs 
dans les équations du type convection-diffusion, peut induire des oscil­
lations dans la solution de la. propriété convectée (dans le ca.s présent la 
température). Ces oscillations sont plus importantes dans les régions où 
la convection domine fortement la. diffusion (Leonard, 1979; Pata.nkar, 
1980). 

Le problème est dü au fait epiE' quand l'écoulement est fortement 
convectif, la moyenne arithmétique des valeurs de la. température entre 
deux points consécutifs du maillage est une mauvaise approximation de 
la. valeur réelle de la. température au point localisé à mi-chemin entre les 
deux lignes du maillage. 

Pour illustrer le phénomène, considérons l'équation 1D stationnaire 
de convection-diffusion dans :r.;_ 1 ~ :r. ~ :r;, soumise aux conditions fron­
tières T(x;_ 1 ) = T;_ 1 et T(a:;) = T;. En forme a.dimensionnelle, l'équa­
tion s'écrit: 

d<fy 1 d2 </J 
-- ---- 0 0 <x< 1·, "'(O) = 1, "'(1) = 0, dx Pe dx2 - ' '+' '+' 

(2.24) 

où 

,,. - (x- x· )j(·1··- ·1· ) "' - . "t-1 .. , ··i-1 ' <P = (T- T;)/(T;-1 - T;), (2.25) 
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:r 

Fign·re 2.3: Solution de l'équation !h convection-diffusion (2.24) pour· divcrse.s 
valcur·s du nombre de Pùlct, Pe = cvxCp9 /::,.:r;J >..,. 

et Pe = cvxCJ>.qi::J..:r;_tf À, est le nombre de Péclet basé sur l'écartement 
du maillage. La solution de (2.24) est 

(2.26) 

La figure 2.3 montre le profil de q~ pour diverses valeurs du nombre de 
Péclet. Au fur et à mesure que le nombre de Péclet augmente, la. valeur 
de <;&(0,5) (c.-à-d. Ti-l/'.!.) s'éloigne de 0,5 (c.-à-cl. (Ti-l+ Ti)/2). 

Pour le problème lD, une meilleure approximation de la valeur de 
Ti-l/'!. est donnée par les schémas de différences finies dites en <Lmont,2 

qui utilisent une interpolation douna.nt plus de poids aux valeurs de 
h variable dans les points du ma.illage placés en amont de la face du 
volume de contrôle par rapport au sens de l'écoulement. Le schéma le 
plus simple est une conséquence directe de la figure 2.3 : 

T . -{Ti-l pour (vx)i-1/2>0 
•-1/2- T ( ) . ; pour Vx i-l/2 < 0 

(2.27) 

Cependant, s'il y a des gradients de la variable dépendante dans des 
directions croisées à celle de l'écoulement, alors la direction des lignes du 

2 Upwind, en anglais. 
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maillage et la direction de l'écoulement doivent être alignées, autrement 
les ·schémas en amont habituels ajoutent de la diffusion numérique à la 
solution (Raithby, 1976). Ce phénomène aura probablement lieu dans 
la région autour de l'ouverture du cylindre où les lignes de courant sont 
obliques au maillage. Les schémas nommés obliques essaient d'éliminer 
la diffusion numérique en tenant compte de la nature multidimension­
nelle de l'écoulement. La méthode utilisée ici est celle proposée par 
Raithby (1976) et elle est décrite succinctement ci-dessous. 

On considère de nouveau le volume de contrôle autour du point ( i, j), 
représenté sur la figure 2.2. Rappelons que le problème en question est 
de trouver une bonne approximation de la valeur de T aux faces du vo­
lume de contrôle. Continuons à. considérer la face ( :~:;_ 1 / 2 , Yi). Si dans 
le voisinage du point (i- 1/2,j) le flux de chaleur est fait principale­
ment par convection et si la. variation de T dans la direction normale à. 
l'écoulement peut être approximée par nue équation linéaire (car clans 
cette direction le transfert de chaleur est purement conductif), alors le 
profil local de T est 

(2.28) 

où, pour une question de commodité, :1:' et y' sont mesurés à. partir de 
( :z:;_ 1J2 , Yi). La. détermination des constantes C\ et C2 doit être basée sur 
les valeurs de T aux points du maillage qui sont en amont de ( x;_ 1/ 2 , Yi) 
pa.r rapport au sens de l'écoulement. Si on restreint le choix de ces deux 
points seulement aux six points qui entourent (:ri- 1/ 2 , Yi), les contraintes 
sont en général: 

si= i- (Sx + 1)/2, sj = j- S'y, sk = j- (Sy + 1)/2; 

(2.29) 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 

On peut montrer que, basée sur ces conditions, la valeur de T cherchée 
est 

(2.33) 

Quand lvyfvxli-1/2,i > 2b..y,k/ b..:r;_ 1, la restriction que le choix des deux 
points doit être basé sur les six points adjacents à. (x;_ 1J2 , Yi) oblige 
T;_ 1J2 ,i à. être obtenu pa.r extrapolation plutôt que par interpolation, 
et cette valeur peut être considérablement en erreur quand vxfvy -+ O. 
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Alors, quand lvyfvxli-l/2,i > 21::l.y.k/ i::l.x;_ 11 on considère habituellement 
Ti-l/2,j égal à Tsi,•i· 

Pour mieux illustrer la. discussion, considérons les figures 2.4 et 2.5, 
qui montrent le champ thermique, dans la zone du lit entourant l'ouver­
ture du cylindre, 10 s après le déhut de la pressurisation. La figure 2.4 
correspond à la solution obtenue par différences finies centrées, tandis 
que la figure 2.5 est basée sur le schéma. oblique en amont. 

On voit clairement les oscillations dans le champ de température ob­
tenu par différences finies centrées. Par contre, la discrétisation oblique 
en amont élimine complètement les oscillations et on vérifie qu'elle n'a 
pratiquement pas ajouté de diffusion numérique à la solution, par le fait 
que le front de température a. la. même distance de pénétration dans les 
deux cas. 

On doit souligner que dans le problème présent, le phénomène oscil­
latoire persiste seulement pendant un certain temps. An fur et à mesure 
que la. pressurisation progresse la. vitesse du gaz baisse et les oscillations 

25'. 
'· 
1 ·-
1 

'-1 
1 

20 -......: 

15' 

-5, 
0,140 .......... 

0,105 ......... 

O,OïO ....- ,... 

(m) 0.035,...... ,... 

0,000 ...... 

......... 
.,.•, : .......... 

1 ·-. ... ...... ........ 
·-. ·- ·-. :, 

• 1 

'0,135 

'0,090 

"- 0,045 (m) 

'0,000 

'0,180 

Figu.re 2.4: Champ dt: tempf:ratrtr·t: cw voisinage de l'onver·ture pendant le 
remplissage dn lit adsor·bant- .sol'll.tion obhnue par diffén:nct:s finies centrées. 
f = 0,3; fp = 0,6; dp = 1 mm; T; = Text = UfC; t =lOs. 
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25 .......... 
'· : ... , ...... ..... 
' 

20 ......... : 

15 ......... 

10 ......... 

-5 ......... 

0,140 ...... 

(rn) 0,035 .... .. ......... 0,045 

0,000 .... ......... 0,000 

39 

.... ......... 0,180 

......... 0,135 

......... 0,090 
(rn) 

Figm•e 2.5: Champ th tempémtun au voisinage de l'ouvef'tuT'e pendant le 
r·emplissagc du lit adsor·bant- .solution obtrnuc par lt: schéma oblique en amont. 
f = 0,3; fp = 0,6; dp = 1 mm; T; = T,:r.t = ltfC; t =lOs. 

sont éliminées par dissipation thermique. Les oscillations n'empêchent 
pas le front de température obtenu par différences finies centrées d'avoir 
la bonne amplitude. Par conséquent, à. partir d'un certain temps les 
deux schémas donnent la même solution. Cependant, le schéma oblique 
demande moins d'effort à l'intégrateur numérique parce que le champ 
thermique est toujours régulier. 

2.2.2 Intégration dans le temps 

La discrétisation spatiale transforme les EDP en un système mixte 
d'équations algébriques et d'équations différentielles ordinaires (ED 0). 
Ce système est résolu par un intégrateur basé sur le code DASSL de 
Petzold (1983), qui utilise une mise en œuvre, avec pas de temps et ordre 
variables, des formules implicites de différentiation en arrière ( Gear, 
1971; Brenan et al., 1989). 

Pour illustrer la méthode considérons le système différentiel/algébri-
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que (avec variables dépendantes x et y) suivant : 

F(x',x,y,t) = 0 

G(x, y, t) = 0, (2.34) 

et supposons qu'on connaisse la solution (xn, Yn) du système aux ins­
tants tn-i+b i = 1, ... , k. La nouvelle solution (xn+l• YnH) à l'instant 
tn+l = tn + hn+l, est obtenue par la. résolution du système algébrique 

F (
O:oYn+l + L;-1 O:;Yn-i+l ,. t ) = 0 

1 , .l·n+l, Yn+l' n+l 
1.n+l 

où k est l'ordre de l'intégration. Pour des questions de stabilité, DASSL 
restreint l'ordre à k: ::; 5. 

2.3 Résultats et discussion 

2.3.1 Paramètres de simulation 

Le réservoir simulé est un cylindre léger de 50 litres (87 cmx30 cm, 
13 kg), ayant une pression maximale d'opération de 20,7 MPa. Ce réser­
voir, commercialisé par EDO Ca.nada.ltd., est conçu spécialement pour 
les voitures fonctionnant au gaz naturel comprimé. 

La. figure 2.6 montre le maillage non uniforme utilisé dans les simu­
lations, consistant en :30 x 17 ( z x .,. ) points; ceux-ci sont plus concentrés 
près de l'ouverture du cylindre où sont localisés les gradients de pression 
les plus importants. 

Les composantes axiale et radiale du tenseur conductivité thermique 
effective sont considérées égales et données par 

(2.36) 

La contribution statique À~ est obtenue par la corrélation proposée par 
Zehner et Schlünder (1970). L'isotherme d'adsorption considérée dans ce 

L ------------------------~ 

Figure 2. 6: Mail/age utilisé clans les simulations numériques. 
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travail est du type Langmuir, et est basée sur les données expérimentales 
publiées par Remick et Tiller (1986), concernant un charbon actif (le 
G216 produit par North American Carbon Inc., Columbus, Ohio) ayant 
une bonne capacité de stockage du méthane: 

qm Ù p qm = 55920 T- 2·3 , Ù = 1.0863 X 10-7e806/T. 
q= 1+bP' (2.37) 

On est conduit à considérer qm dépendante de la température (théo­
riquement, qm est la concentration maximale de la phase adsorbée et 
indépendante de T selon le modèle de Langmuir) afin d'obtenir un bon 
accord avec les deux isothermes expérimentales. La figure 2. 7 montre le 
tracé de (2.3ï) pour les deux températures en question. 

Les deux cas de particules poreuses ( Ep = 0,6) et non poreuses ont 
été étudiés et, en ce qui concerne les particules poreuses, avec et sans 
adsorption. On a considéré des porosités du lit E de 0,2, 0,3, 0,4 et 0,5, et 
des diamètres de particules de 0,2, 1 et 5 mm. Dans les remplissages, le 
système est pressurisé du vide jusqu'à.la pression finale de 35 bars, cette 
valeur correspond aussi à la pression initiale dans le cas des vidanges. 
Celles-ci sont arrêtées quand la. pression finale dans le réservoir atteint 

0.1 

0.09 -c:: 
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"0 

"' •<:.> 0.03 .... 
-;:; 
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Figure 2. 7: Isothermes d'adsor-ption du méthane: sur le char·bon G216 à 25° C 
ct 900 C. 



42 Clu1.pitre 2. Simulation du stockage 

Tableau 2.1: Données utilisées dans les simulations numériques. 

Cp
9 

= 2450 J kg- 1 K- 1 

Cps = 648 J kg- 1 K- 1 

l:!.H = -1,1x106 .Jkg-1 

hw= 0,0Jm- 2 K- 1 s- 1 

L = 0,85m 
}.;[9 = 16,04x10-3 kgmol- 1 

Pext = 3,45/0,101MPa 
P; = 0,0/3,45MPa 
R; = 0,005m 

Ro = 0,14m 
Text = 283 K 

T; = 283K 

Tw = 283K 
À

9 
= 4,24x 10-2 J m- 1 s-1 

>.. = 164,4Jm-1 s- 1 

JI· = 1,26x10-5 kgm- 1 s- 1 

Ps = 2150 kgm-3 

1,01 bar (pression résiduelle). Les paramètres de simulation sont résumés 
dans le tableau 2.1. 

2.3.2 Le remplissage du réservoir 

La figure 2.8 illustre le comportement du champ de pression observé 
dans toutes les pressurisations simulées. Dans cette représentation, on a 
utilisé la symétrie radiale du problème, en portant le profil de pression 
en fonction de la position radiale T et de l'abscisse z comptée à. partir 
de l'orifice d'entrée. 

La perte de charge principale est localisée dans une petite zone entou­
rant l'orifice d'entrée. Dans cette zone la vitesse du gaz décroît rapide­
ment en raison de l'expansion hrnsque et du frottement. La diminution 
de la vitesse réduit la perte de charge, permettant au reste du réservoir 
de se remplir uniformément. 

Au fur et à mesure que le gaz s'expanse près de l'orifice, sa tempéra­
ture décroît. Cependant, le reste du réservoir s'échauffe parce que dans 
l'ensemble le processus est une pressurisation. L'effet global produit une 
augmentation de la température du système, comme on peut l'observer 
dans la figure 2.9. Celle-ci correspond à la pressurisation d'un lit de par­
ticules poreuses inertes, qui permet d'illustrer le phénomène thermique 
lié à l'expansion/ compression, indépendant de l'adsorption. 

Même si le gaz s'adsorbe dans les particules, la chaleur d'adsorption 
dégagée est insuffisante pour augmenter la température du lit près de 
l'ouverture, la cause étant un rapport d'expansion plus élevé. En effet, le 
gaz non adsorbé se comporte connue s'il avait un volume disponible pour 
se dilater, plus grand que le vrai volume vide du lit, l'excès correspondant 
au volume qu'occuperait la phase adsorbée si elle était à l'état gazeux. 
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Figure 2.8: Champ de pnssion adi.mn1sionncl (P* = (P- P;)/(Pe::t- P;)) 
pendant une pr-cssur·isation avœ dc.s pa1'iicult:s adsorbantes. e = 0,3; fp = 0,6; 
dp = 1 mm; T; = Text = 1 rf C. En haut: t = 6,9 s; En bas: t = 29, 7 s. 



44 Chapitre 2. Simulation du stockage 

ï ..... 
........ 

-3 .._::: 

.. .. -.. 

0,14 / .­
O,Oï /.-

(rn) 0,00 ./ ' 0,00 

- ..... ,......_ 
..... 
..... 

-3 .._::: 

0,14 /.-
O,Oï / ..- ' 

(rn) 0,00 / '0,00 

.. 
. ·· 

Figu1·e 2.9: Champ de temp{nttur·t: t:n 

inertes poreuses. f = 0,3; fp = 0,6"; clp 
haut: t = 5, 0 s; en bas: t = 22,4 s. 

.. .. .. .. 

(rn) 

'o,45 

(rn) 

.. .. 

'o,6o 
'o--·'<> 

'o,9o 

'0,90 

pn:s.sur-isation avec des particules 
= 1 mm; T; = Text = 1rfC. En 



2.3. Résultats et discussion 

.. . . 

T(°C) 
..... : 
-...: 

4" ..... : ,......_, 
..... 
..... 

-4,0...::: 
0,14/ .... 

0,07/ .... 
'o,oo (rn) 0,00/ 

47...::: 

..... 

-4,0...::: 

0,14/.... ; 
0,07/ .... 

(rn) 0,00 / ......_ 0,00 

.. .. 
.. .· 

..... 
..... .. .... : "' ......... .. 

,.... : ... :'*' . .,.•'"' : 

(rn) 

(rn) 

._...... t ... . . . . . 

45 

'0,90 

....... 0,90 
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Cependant, ce phénomène est local et la. figure 2.10, dans la page 
précédente, correspondant à la pressurisation d'un lit du charbon G216, 
montre bien que la température du lit augmente considérablement dans 
le reste du réservoir. 

Montée adiabatique en température 

Une bonne estimation de la montée adiabatique en température peut 
être obtenue sans qu'il soit nécessaire de résoudre en détail le système 
EDP. 

L'intégration de l'équation de continuité (2.5) et de l'équation d'é­
nergie (2.12) sur le volume du réservoir, entre le temps initial t; = 0 et 
le temps final du remplissage t 1 , donne respectivement : 

1 f,'j r D.v(EtC + Pbq) +V. t, JAn· (cv) dA dt= 0, (2.38) 

D.v ((EtC+ pbq)CpgT + pbD.Hq- EtP + PbCp.,T) + 

+ 1~ 1.11 J Ln . ( c]'gTcv - Àe \lT) dA dt = 0, (2.39) 

où n représente le vecteur unitaire normal à chaque point de la surface 
A de la. paroi et l'opérateur D.v ( ·) est défini par 

(2.40) 

la barre représentant la. moyenne sur le volume V du réservoir. En raison 
de la. condition frontière (2.14) et du fait que âPjâr = 0 dans l'orifice 
(z = 0, 0::; r::; R;), le deuxième tE.>rme de (2.38) devient 

l t'jjn·(cv)dAdt= 11111 CVzdAdt, 
t; A t; A; 

(2.41) 

A; étant la. surface de l'orifice. Le deuxième terme de (2.39) peut aussi 
être simplifié en tenant compte des conditions frontières (2.15) et (2.18): 

111 j 1 n · ( Cp9Tcv- Àe \lT) dA dt= 
t, A Q 

CpgText 11111 CVz elA dt -111! r r 1 .'Il~ 1V - T) dA dt. (2.42) 
t. A, t,~1 ~.L 1v- J.. 
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Introduisant (2.41) dans (2.38) et (2.42) dans (2.39) on obtient, après 
l'élimination du terme .(1 ffAP'z dA lit, entre les deux équations résul­
tantes: 

6.v ((€tc + Pbq)Cp9T + Pb6.H q- ftP+ pbCpsT)) = 

Cp9Text6.v(€tc + Pbq). (2.43) 

Pour rendre (2.43) utile en pratique il fant simplifier l'opérateur 6-v(·), 
le choix le plus convenable étant l'approximation 

(2.44) 

qui revient à supposer que la valeur moyenne ~ est égale à la valeur de 
cjJ à la température moyenne. Cette approximation permet de résoudre 
l'équation nonlinéaire (2.43) en T 1 par une méthode itérative classique. 

Cette procédure donne des estimations de montée en température 
de l,G°C, 1,7°C et 78,8°C pour les trois cas considérés: particules non 
poreuses inertes, particules poreusps inf'rtes et partirules adsorbantes. 
La dernière estimation est en hon a.ccord avec le résultat expérimental 
de 8:2°C obtenu par Remick et Tiller (1986) concernant la pressurisation 
rapide d'un cylindre de 1litre, rempli avec le même charbon. 

Remarquons que du fait de l'augmentation de température et du 
fait que l'adsorption est un phénomène exothermique (6.H < 0), le rem­
plissage adiabatique est moins efficace qu'un remplissage isotherme, le 
rapport des capacités étant 

( ftC + PbfJ)(Pe••~> Tf)- he+ PbfJ); 
( €tC + PbfJ)(P,.,t, T;)- ( ftC + Pt.fJ); 

Durée du remplissage 

(2.45) 

Connue en pratique le diamètre de l'orifice d'entrée est beaucoup 
plus petit que le diamètre et la longueur du cylindre, la perte de charge 
principale a une distance de pénétration dans le lit aussi beaucoup 
plus petite que les deux longueurs définissant le volume du réservoir 
(revoir la figure 2.8). Par conséquent, la durée du remplissage doit 
dépendre du diamètre de l'orifice et du volume du réservoir, mais doit 
être indépendante de la géométrie du réservoir ( c.-à-d. du rapport Lj Ro), 
pourvu que Ro ~ R; et L ~ R;. 

D'un autre côté, la vitesse du gaz pendant les remplissages rapides 
est suffisamment élevée pour permettre à la force d'inertie (le terme ( d) 
dans (2.1)) de dominer l'effet visqueux (le terme (c)), c.-à-d., 

\!P 
v~ - Jf:Jcll\1 Pli (2.46) 
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Ce fait suggère la définition d'un débit massique de référence donné par 

(2.47) 

( étant une longueur a déterminer. La masse totale de méthane (gazeux 
et adsorbé) stockée dans le réservoir pendant le remplissage peut être 
estimée par 

(2.48) 

(2.49) 

Tf étant déterminé par la méthode décrite précédemment. A partir des 
équations (2.47) et (2.48) on peut définir une durée de remplissage tf, 
basée sur les paramètres de référence: 

(2 .. 50) 

Le tahle<tn 2.2 montre les v<tlPurs <le ( qui égalent rh<tcp1e Yaleur 
de tf avec la durée de la. pressurisation correspondante obtenue par la 
simulation détaillée. Les lits de particules inertes (poreuses ou non) ont 
une valeur moyenne de ( égale à. 7,24 mm, avec un écart relatif moyen 
entre les valeurs de 2,8%. Pour les lits adsorbants, la valeur moyenne 
de ( est égale à. 4,8nun, l'écart relatif moyen étant de 3,0%. Commme 
dans l'équation (2.4 7) le gradient de pression \7 P est approximé par 
(Pext- P;)/( et en observant la figure 2.8, on conclut que (est du même 
ordre de longueur que la distance moyenne de pénétration dans le lit où 
est localisée la partie importante du gradient de pression. 

Ta.blca:u. 2.2: Valcur·8 du param(trr ( {mm); * ùhntifit: lts simulations avec 
adsorption. 

dP (mm) f fp 

~ 0,2 0,3 0,4 0,5 ~ 
8,17 7,55 7,32 7,21 0,0 

0,2 8,13 7,50 7,27 7,18 0,6 
4,98 4,82 4,85 4,97 0,6* 

7,17 7,11 7,14 7,11 0,0 
1 7,13 7,08 7,09 7,08 0,6 

4,53 4,G2 4,75 4,92 0,6* 

7,12 7,09 7,06 7,05 0,0 
5 7,05 7,04 7,09 7,11 0,6 

4,48 4,59 4,74 4,90 0,6* 
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P.ig'I/.1'C 2.11: Le tnnps dt runplissagt r, /V (s/l) f;1! fonction du pammètn 

Rz f VfJ( (m3 ) pour· diuasc:s valcur·s dr la capacité du rfscnwir W1 /V (g/l). 
P; = 1 bar·; P.xt = 35 bar·; T; = T,, 1 = 10° C. 

D'après (2.50), on montre dans la figure 2.11 les courbes du temps 
de remplissage par unité de volume dn réservoir (l1 /Y) en fonction du 
paramètre Rr j VTJ(, pour diverses valeurs de la capacité du réservoir 
(l~V1 jV). Le point dans le graphe correspond au remplissage adiabatique 
avec les paramètres E = 0,3, Ep = O,G, Ri = 0,005m et ( = 4,8 mm; pour 
le réservoir de 50 litres le temps de remplissage est d'environ 50 s. 

2.3.3 La vidange du réservoir 

En ce qui concerne les particules inertes, les décharges simulées ont 
une durée 2,5 à 4,5 fois plus longue que la durée des remplissages cor­
respondants. Le rapport est encore plus grand (entre 8 et 20) pour les 
vidanges d'un lit d'adsorbant. 

Les gradients de pression et de température dans le lit sont négli­
geables. L'uniformité du champ de température est une conséquence 
du fait que la thermicité du système est beaucoup moins dépendante 
de l'extérieur pour les vidanges que pour les remplissages. Dans ces 
derniers, la température du gaz rentrant dans le réservoir est uniquement 
contrôlée par l'extérieur. 
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La chaleur d'adsorption, dégagée au cours de la pressurisation, doit 
être fournie au système pendant la vidange, autrement les simulations 
prévoient une baisse de la température du lit de 64°C. Ce résultat est 
en accord avec la baisse expérimentale de 62°C observée par Remick et 
Tiller (1986). 

La baisse de température associée aux vidanges adiabatiques peut 
être estimée par la même approche simplifiée décrite précédemment. 
Cependant, contrairement à. ce qui se passe pendant le remplissage, 
l'enthalpie du gaz libéré du réservoir, fonction de la température du 
réservoir, varie au cours de la décharge. La. solution la plus simple est 
d'approximer l'intégrale dans l'équation (2.39) par 

(2.51) 

L'équation analogue à (2.4:~) s'écrit 

.6.F ( ( ftc + f!o'l)C1,9T + f!o.6.H q- ftP+ (I&Cp,T)) 
1 1 -) 

72 cp_q{T; + T1 .6.\f(ftc + f!b'f). (2.52) 

La baisse de température réduit la quantité de méthane délivré dans le 
cycle de décharge par rapport au fonctionnement isotherme, le rapport 
des quantités fournies étant de 

(EtC+ (lbq)(P;, T;)- (EtC+ (lbfJ)(Pext, r,) = 0,63. 
( ftC + (lb'!)( P;, T;) - ( ftC + (lb'!)( Pext, T;) 

2.4 Modèle diffusionnel 

(2.53) 

Afin d'étendre le domaine d'application du modèle décrit précédem­
ment et cl 'étudier l'influence des résistances diffusionnelles dans le com­
portement du système de stockage, on ajoute au modèle une équation 
de transport du gaz à l'intérieur des particules régi par une loi diffu­
sionnelle. En ce qui concerne le stockage de gaz naturel par adsorption, 
le modèle diffusionnel pourra être intéressant pour étudier la perfor­
mance des systèmes de stockage basés sur des zeolites, car celles-ci ont 
généralement des constantes de temps diffusionnel, DPI R~ rv 10-3 s- 1 , 

plus petites que celles des charbons actifs, Dpi R~ rv 10-1 s- 1 (Yang, 
1987). Quoique les zeolites aient une plus faible capacité que les charbons 
par unité de poids, la différence entre les deux est beaucoup plus petite 
mesurée par unité de volume, car les zeolites ont une masse spécifique 
plus grande que celle des charbons actifs (Talu, 1992). Le modèle diffu­
sionnel pourra également se montrer utile dans la cas des mélanges de 
gaz. 
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2.4.1 Equations du modèle 

Les équations de conservation de matière et d'énergie ont la forme 
suivante: 

â [( _ -) ] âq âP âPv ât EC + (1- E)EpCp + Pbq Cp,qT + Pb!::.H ât - €7ft- EpTt 

+ PbC1., ~~ + \7 · ( C11_qTcv- Àe \7T) = 0, (2.55) 

ëv(t, z, r) et q(t, z, T) étant, respectivement, les concentrations moyennes 
du gaz et de la phase adsorbée à. l'intérieur d'une particule localisée au 
point (z, T) du réservoir. Ces valeurs moyennes sont reliées aux profils 
internes de concentration par 

(2.56) 

oit 1~. est le volume de la particule sphérique d'adsorbant et :~: est la. 
coordonnée radiale adimensionnelle dans la particule. 

Les conditions aux limites sur P et T ne changent pas par rapport au 
modèle d'équilibre décrit précédemment, elles continuent à être définies 
par (2.13-2.19). On suppose que le transport de la phase adsorbée à 
l'intérieur du grain est régi par une loi diffusionnelle: 

0 < :1: = Tp 1 RI. < 1' (2.57) 

Dr étant la diffusivité effective, considérée constante. Remarquons que 
partant des deux équations précédentes on peut écrire 

Les conditions aux limites sur q(t, z, ·r, :1:) sont 

âq = 0 
â:r. 

q = q; = feq(P;, T;) pour 0::; :r. ::; 1, t = 0, 

pour :1: = 0 et 

(2.58) 

(2.59) 

q = q.(t, z, ·r) = feq(P, T) pour x= 1, t >O. (2.60) 
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2.4.2 Méthode de résolution 

La. résolution numérique de ce nouveau problème à l'aide de PDE2D 
demande plus d'effort, car le logiciel n'était pas conçu pour résoudre des 
problèmes ayant deux échelles spatiales différentes (dans le cas présent, 
l'échelle macroscopique du lit et l'échelle microscopique des particules), 
et par conséquent trois dimensions spatiales. 

La. solution consiste à discrétiser l'équation de la. particule extérieure­
ment à PDE2D, remplaçant le système original par un problème consis­
tant en deux EDP (les deux bilans macroscopiques) et un certain nombre 
d'équations différentielles ordinaires résultant de la. micro-discrétisation. 
Comme PDE2D ne gère pas la. discrétisation de l'équation de la. parti­
cule, il ignore la. relation entre les variables dans le sous-système diffé­
rentiel ordinaire, et est obligé de supposer que le .Jacobien 

Jf = Df 
âsf2 

(2.()1) 

est dense, J;i -:f 0 (voir (2.20)). On a. donc tout intérêt à utiliser une 
méthode de discrétisation globale pour l'équation de la. particule afin de 
réduire au maximum le nombre de variables supplémentaires introduites. 

Collocation orthogonale 

Le choix le plus intéressant du point de vue du compromis entre précision 
et facilité de mise en œuvre est la. méthode des résidus pondérés (Finlay­
son, 1972); on utilise eu particulier la. r:ollocation orthogonale (Villa.dsen 
et Stewart, 1967) en raison de sa. simplicité. La. méthode est décrite 
brièvement ci-dessous. 

La. solution est exprimée sous une forme qui satisfait les conditions 
aux limites (2.60): 

N 

q(t, z, r, a:)= qs(t, z, T) + (1- :1::!) L a;(t, z, r)P;_ 1(/!), (2.62) 
i=1 

N étant le nombre de coefficients a; à déterminer. Les polynômes 
P;_ 1 ( :~:

2 ), i = 1, ... , N, sont définis, à une constante multiplicative près, 
par la. condition d'orthogonalité 

li;· = {O pour ~-:/= ~. (2.63) 
1 1 pour z = J 

Le terme :r. 2 dans l'intégrale est dü au fait qu'en coordonnées sphériques 
le volume différentiel est proportionnel à. :~: 2 • Les fonctions de poids les 
1 'li ' ( '') 1 ( "') . ., p us uh sees sont w :1:- = et w :r.- = 1 - :1:-. 
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La substitution de (2.62) dans l'équation différentielle (2.57) forme 
le résidu, qui est mis à zéro aux N points de collocation xi, ceux-ci étant 
les racines de PN( x 2

), c.-à-d. PN(:r:2 ) = 0 en Xj. Cette procédure fournit 
les N équations pour la détermination des N coefficients a;. 

Cependant, la procédure est plus simple si les inconnues deviennent 
les valeurs de la solution aux points de collocation qi = q(xi), au lieu 
des coefficients ai. On réécrit (2.62) sous la forme: 

N 

q(t, z, r·, :r:) = qs(t, z, 'T')+ (1- :1: 2) L d;(t, z, T)a:2
i-

2 = 
i=l N 

~ ( ., . ., 2") q. + L.. d; :1:-•-- -x ' . (2.64) 
i=l 

Aux points de collocation xhj = 1, .. . ,N, les valeurs de q s'écrivent en 
notation matricielle : 

q = q_,u +Ad, q= 

et le Laplacien est 

Aii = ( 1-a:])a:Ji-:! 

(2.65) 

., { -G 
\7-q =Bd, Bi;= {(2i- 2)(2i- 1)- (2i)(2i + l):z:J}:r.Ji-4 

(i = 1) 

(i=2, ... ,1V) 

(2.66) 
Compte tenu de (2.57) et en éliminant le vecteur d entre (2.65) et (2.6G), 
on obtient le système EDO suivant, à résoudre pour cha.qne point du 
maillage ( z;, '~'i) : 

(2.67) 

Le nouveau vecteur f du système générique (2.20) est constitué de N + 2 
éléments, ceux-ci étant les parties transitoires des deux bilans macrosco­
piques (2.54) et (2.55) plus les N composantes de (2.67). Le vecteur des 
variables dépendantes est P..= (P, T, fJb ... , qN ). 

La détermination des valeurs moyennes de cP et de q est basée sur 
(2.56), les intégrales pouvant être calculées avec précision par la formule 
de quadrature 

(2.68) 



54 Chapitre 2. Simulation du stockage 

Ta.blcau 2.3: Zeros dt:s polynômes definis par (2.63). 

tv=1 tv= 1- x 2 

N= 1 0, 77 459 66692* 0,6546536707 

N=2 0,5:3846 93101 0,46884 87935 
0,90617 98459 0,83022:38963 

N = :3 0,4058451514 0,36:31174638 
0,7415:311856 0,67718 62795 
0,9491079123 0,89975 79954 

•J3ï5. 

Les coefficients w; sont déterminés en forçant la formule de quadrature 
(2.68) a être exacte pour !J;(:r2 ) = :t::Ji-:l, i = 1, ... , N + 1 : 

11 .,. NL+1 .,._., 1 
:r-'· d:l' = w·:r:' - = -.-- = IJ·. 

J J 2'+1 ·'· 
0 j=1 1. 

(2.69) 

ou sous forme matricielle : 

lVw = g, w = lV- 1g, w= [ ·u:1 l -l~1 l l·V. - .. ::!i-2 . ' , g - . , i] - .7 .• 

'111;+1 l;+l (2.70) 
Le tableau 2.3 montre les points de collocation correspondant aux 

trois premières valeurs de N, pour w = 1 et w = 1 - a: 2 • Remarquons 
que pour N = 0 et d'après (2.5G), (2.G8) et (2.69), on a ël' = c, (j = q,, 
1!_ = (P, T); on retrouve les équations du modèle d'équilibre et la même 
méthode de résolution sans aucune perte de performance. En fait, un 
seul programme a. été conçu pour résoudre les deux cas, avec ou sans 
diffusion interne. 

Si on prend comme fonction de poids w( :t) = 1 et un seul point de 
collocation (N = 1), on obtient comme équation de transport dans la 
particule: 

d(q1)i,j_. ( 1 2)( ) ) ) dt - 15 Dl' RI' (q. i,i- (q1 i,i , (2.71) 

qui est l'approximation de fm·cc mot1·icc linéaire, LDF (Yang, 1987; Do 
et Rice, 1986). 

2.4.3 Résultats et discussion 

D'abord, on a déterminé le nombre minimum de points de collocation 
nécessaires pour l'obtention de solutions précises. La figure 2.12 montre 
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. 

les trois courbes d'évolution de la quantité de méthane stocké dans le 
réservoir en fonction du temps, correspondant aux solutions obtenues 
pour 1, 2 et 3 points de collocation, la fonction de poids étant w( x) = 1 
(voir tableau 2.3). La valeur de Dp/Ri, considérée est de 5x1Q-3 s- 1 • 

Les courbes obtenues pour 2 et 3 points de collocation sont super­
posées montrant que, dans le cas présent, ce nombre est suffisant. Par 
contre, la solution basée sur un seul point de collocation (approximation 
LDF) sous-estime nettement le temps de remplissage. Tous les résultats 
qui suivent ont été obtenus avec 3 points de collocation. 

La figure 2.13 montre l'évolution de la pression dans le réservoir en 
fonction du temps pour différentes valeurs de Dp/ R;. La résistance dif­
fusionnelle dans les particules a l'effet de raccourcir le temps nécessaire 
pour que la pression atteigne sa valeur finale. Le gaz qui en l'absence 
d'effets diffusionnels serait stocké instantanément à. l'intérieur de l'adsor­
bant, prend maintenant un certain temps pour entrer dans les particules 
et, en attendant, s'accumule dans le volume qui les entoure. En réalité, 
le temps de remplissage vrai, correspondant à. la saturation du stockage, 
est atteint plus ou moins asymptotiquement, comme nous le verrons plus 
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loin. La cinétique de montée eu pression n'est donc pas représentative 
du remplissage du stockage. 

Ceci pourrait constituer un problème si l'arrêt du remplissage était 
basé sur la mesure de la pression du réservoir. En pratique, le remplis­
sage dans les stations de ravitaillement au gaz naturel sera sûrement 
contrôlé par mesure du débit massique afin de déterminer la quantité de 
gaz délivré au consommateur. 

La. courbe d'évolution de la pression est toujours bornée par deux 
cas limites, la limite inférieure correspondant au modèle d'équilibre 
(Dp/ R~ _... oo) et la limite supérieure étant le remplissage d'un lit de 
particules non-poreuses ayant le même diamètre (Dp/ R; = 0). 

Les figures 2.14 et 2.15 montrent, respectivement, la variation de 
la température moyenne du réservoir et de la quantité de CH4 stocké 
en fonction du temps pour diverses valeurs de Dp/ R;. On voit parfai­
-tement que pour des valeurs de DP/ R; inférieures à environ 10-2 , le 
temps de remplissage complet du lit est beaucoup plus long que celui 
pour un système avec les mêmes caractéristiques mais sans restrictions 
diffusionnelles. 

On a. tenté de représenter approximativement l'ensemble de ces ré-
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sultats en utilisant un temps modifié. Si on soustrait une certaine valeur 
t* au temps de remplissage et ou multiplie la. différence par Dp/ R;, on 
peut en effet unifier tous les temps de remplissage en une seule grandeur 
adimensionnelle. En plus, si on trace les courbes de variation de la quan­
tité stockée en fonction de (Dp/ R~)(t- t*) on doit pouvoir rassembler 
toutes les courbes. La valeur t* est une valeur de correction qui tient 
compte du fait que pendant l'intervalle de temps initial jusqu'à ce que le 
réservoir atteigne la pression finale, une certaine quantité de gaz a réussi 
à pénétrer à l'intériem des particules. La valeur t* est une fonction de 
Dpj R; et satisfait la condition: 

( lim t* = tmin) $ t* $ ( lim t* = t 00 ) , 
Dp/R~-.0 Dp/R~-oo 

(2.72) 

tmin étant le temps de remplissage correspondant à des particules non 
poreuses et t 00 correspondant au temps de remplissage dans le modèle 
d'équilibre. Dans la gamme 10-3 s- 1 $ Dp/ R~ $ 10-2 s-1 on trouve que 
une valeur moyenne r = 12 s est suffisante pour l'obtention d'un bon 
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accord entre les temps de remplissage, comme le montre la figure 2.16. 

2.5 Conclusions 

Dans ce chapitre les caractéristiques des remplissages et vidanges 
des systèmes de stockage de gaz naturel par adsorption ont été étudiées 
numériquement, d'abord en considérant un modèle d'équilibre, puis en 
incluant une cinétique diffusionnelle à. l'intérieur des particules. 

Les résultats montrent que la chaleur d'adsorption libérée pendant 
le remplissage adiabatique rapide, depuis le vide jusqu 'à. une pression 
finale de 35 bar, augmente la température du lit de 78°C, réduisant la 
quantité stockée d'environ 40% par rapport a.u remplissage isotherme. 

La chaleur d'adsorption libérée pendant le remplissage doit être four­
nie au système pendant la décharge, autrement la température du lit 
baisse de 64°C, cette valeur étant valable pour le cycle 35 bar-r 1,01 bar. 
Dans ce cas, le système peut fournir seulement 60% de la quantité 
délivrée dans un cycle isotherme. Les variations calculées de température 
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Figm·e 2.16: Quantité tic CH.;. stockh dans le rùenJOir· t:n fonction du temps 
a dimensionnel (Dp / R~)( t-t*) pour difff.n:ntcs valeur·s de Dp/ R~. dp = 1 mm; 
f = 0,4; fp = 0,6; t* = 12.s. 

clans le lit sont en bon accord avec les mesures effectuées par Remick et 
Tiller (1986). 

Dans les remplissages simulés, le lit est au départ complètement 
vide; ce choix était dicté par la volonté de reproduire les conditions 
expérimentales employées par Remick et Till('lr (1986), afin de vérifier si 
le modèle développé réussissait a prévoir les changements expérimentaux 
de température. 

En ce qui concerne les applications dans les véhicules, l'utilisation 
du vide comme condition initiale pour les étapes de remplissage est 
irréaliste (à l'exception du premier remplissage du réservoir), une condi­
tion plus appropriée étant sürement la valeur de la pression résiduelle 
(1,01 bar) utilisée dans les étapes de décharge. Remarquer que la si­
mulation du chargement d'un réservoir initialement à la pression at­
mosphérique néglige les effets thermiques associés à environ 16% de la 
quantité de méthane stocké à. 35 bar. On n'a pas besoin de refaire des 
calculs pour déterminer la montée en température dans ce cas, car on 
sait qu'elle doit être égale à la haisse de température observée po.ur les 
décharges (64°C). Ceci est dft au fait que le système est considéré comme 
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adiabatique et que la gamme de pression et la température initiale sont 
les mêmes dans les deux cas. 

Qualitativement, les résultats présentés sont valables pour d'autres 
gammes de pressions et la formule proposée pour l'estimation des temps 
de remplissages peut être utilisée à condition que P; soit changé est la 
valeur de T 1 recalculée par (2.43) ou (2.52). 

Les véhicules fonctionnant au gaz naturel auront des vitesses de 
décharge contrôlées suffisamment lentes pour que les gradients de pres­
sion dans le lit puissent être négligés. Dans ce cas, une approche sem­
blable à celle utilisée pour prévoir les variations de température dans 
le lit, couplée avec un coefficient global de transfert de chaleur pour 
tenir compte du transfert de chaleur entre le réservoir et l'environne­
ment, pourra être suffisante pour décrire raisonnablement la réponse du 
système de stockage à la demande d'énergie du véhicule. Cette approche 
est développée dans le chapitre qui suit. 

Nomenclature 

a.; Coefficients définis par (2.62). 

A Matrice définie par (2.65). 

A; Aire de l'ouverture, m2 • 

A"' Aires des volumes de contrôle (2.21). 

AY Aires des volumes de contrôle (2.21). 

b Paramètre de l'isotherme d'équilibre de Langmuir (2.37), Pa- 1
• 

B îvlatrice définie par (2.66). 

c Concentration du gaz, kgm-3 • 

c1, Concentration du gaz à. l'intérieur d'une particule, kg m-3 . 

Cp9 Chaleur spécifique du gaz à pression constante, .J kg- 1 K- 1 • 

Cps Chaleur spécifique de l'adsorbant, J kg- 1 K- 1 . 

C11 C2 Constantes (2.28). 

d; Coefficients définis par (2.64). 

d11 Diamètre des particules, m. 

DP Diffusivité effective dans la particule, m 2 s- 1 . 

D1, Coefficient de diffusion dans les micropores, m2 s- 1 • 

f Vecteur fonctionnel (2.20). 

feq Isotherme d'équilibre, kg kg- 1• 
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Gm Débit massique, kgs- 1 • 

hw Coefficient de transfert de chaleur à la paroi, J m- 2 K- 1 s- 1 • 

J( Perméabilité du lit, m2
• 

L Longueur du cylindre, m. 

1119 Masse molaire du gaz, kgmol- 1 . 

n Nombre d'équations aux dérivées partielles (EDP). 

N Nombre de points de collocation. 

P Pression, Pa. 

Pe= (= cvzCp9 Lj>.,) Nombre de Péclet axial. 

q Concentration de la phase adsorbée, kg adsorbat·kg- 1 adsorbant. 

lf.i Concentration de la phase adsorbée aux points de collocation, 
kgkg- 1 . 

fJm Paramètre d'équilibre de Langmuir (2.37), kgkg- 1 . 

q, Concentration de la phase adsorbée à. la surface de la particule, 
kgkg- 1 . 

Q = Flux axial de chaleur à. travers l'orifice, .J m- 2 s- 1 • 

T Coordonnée radiale, m. 

r 1, Longueur caractéristique de l'ensemble des micropores, m. 

R Constante des gaz parfaits, .J mol- 1 K- 1 • 

Rel' ( = (cv dP) / ( EJI)) Nombre de Reynolds basé sur le diamètre de la 
particule. 

R; Rayon de l'ouverture du cylindre, m. 

Ro Rayon du cylindre, m. 

R1, Rayon des particules, m. 

t temps, s. 

t 1 Durée du remplissage, s. 

tmin Durée du remplissage pour les particules non-poreuses, s. 

too Durée du remplissage pour le modèle d'équilibre, s. 

t* Temps de correction, s. 

T Température, K. 

v ( = vzez + Vre,.) Vecteur vitesse superficielle du gaz, m s-1. 

v Vecteur des flux (2.20). 



62 

w 

y 
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Composante radiale du vecteur vitesse superficielle, rn s- 1 • 

Composante axiale du vecteur vitesse superficielle, rn s-1 • 

Volume du réservoir, m3
• 

Volume de contrôle associé au point ( i, j) du maillage. 

Volume de la particule, m3 • 

Coefficients de la formule de quadrature (2.68). 

Quantité de gaz stocké, kg, ou matrice définie par (2.70). 

Coordonnée adimensionnelle de la particule ou coordonnée spa­
tiale générale (2.20). 

Points de collocation. 

Coordonnée spatiale générale (2.20). 

Coordonnée axiale du cyliudre, HL 

Lettres grecques 

1 

t:,.H 

Ël.v(·) 

( 

Constante de la loi d'Ergun (2.8), kgm-3 s- 1 • 

Coefficients de la formule d'intégration en arriére (2.:35). 

Constante de la loi d'Ergun, m- 1. 

Constante (2.36). 

Chaleur d'adsorption, .J kg- 1 . 

Opérateur défini par (2.40). 

Porosité exteme du lit. 

Porosité des particules. 

(= E + (1- E)Ep) Porosité totale du lit. 

Longueur (2.47), HL 

Conductivité effective du lit, .J m- 1 K- 1 s- 1 . 

Contribution statique de la conductivité du lit, .J m- 1 K- 1 s- 1 • 

Composante radiale de la conductivité du lit, .J m- 1 K- 1 s- 1 • 

Composante axiale de la conductivité du lit, .J m- 1 K- 1 s- 1 . 

Viscosité du gaz, kg m- 1 s- 1 • 

( = (1- E)(l- Ep)p.) Masse spécifique apparente du lit, kgm-3. 

Temps diffusionnel caractéristique d'une particule, s. 

Vecteur qui contient les variables dépendantes (2.20). 
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Indices 

ext Conditions extérieures 

i Conditions initiales. 

Moyenne sur le volume du réservoir ou sur le volume d'une par­
ticule. 

Valeur de référence. 
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Chapitre 3 

La décharge lente 

L e stockage de gaz natmel p<lr adsorption présente deux prohlèmes 
majeurs qu'on ne trouve pas dans les systèmes de stockage par 

compression. 

Le premier est lié à la forme de l'isotherme d'équilibre, qui empêche 
le système de répondre linéairement à la pression. Dans les systèmes de 
stockage par compression, l'enlèvement des premiers 10% du carburant 
produit la même baisse de pression que l'enlèvement des 10% derniers. 
Cependant, ceci n'est pas le cas avec les systèmes de stockage par adsorp­
tion, où la baisse majeure de pression est produite par l'enlèvement des 
premiers 10% du carburant, et d'autre part que 15 à 18% du carburant 
restent encore dans le stockage à la. pression résiduelle (normalement la. 
pression atmosphérique). 

Le deuxième problème est lié à la chaleur d'adsorption, qui est de 
l'ordre de 17 k.J /mole pour l'adsorption du méthane dans des charbons 
actifs classiques, et à. la sensibilité de l'isotherme d'adsorption à la 
température. Pendant le remplissage rapide d'un système de stockage 
par adsorption, moins de méthane est adsorbé à mesure que la tempé­
rature du lit d'adsorbant augmente. Dans le processus de décharge, la 
baisse de température augmente la quantité résiduelle de méthane qui 
reste à la pression finale. 

Beaucoup de cette problématique a. déjà été discutée dans le chapitre 
précédent. Notamment, les simulations ont montré que dans les dé­
charges adiabatiques, correspondant à une situation de valve de sortie 
complètement ouverte, les gradients de pression et de température dans 
le lit sont négligeables pendant toute la durée du processus, et que la 
quantité de gaz fournie est seulement 63% de la. quantité délivrée par 
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une décharge isotherme. 
En pratique, le débit de carburant admis au moteur est commandé 

par le besoin énergétique du véhicule et la décharge est faite à des débits 
beaucoup plus faibles que ceux obtenus dans le cas d'une vidange libre 
pour l'atmosphère. Dans le premier cas, le champ de pression dans le lit 
doit être encore plus uniforme que dans les situations simulées aupara­
vant. Par contre, en raison de l'augmentation de la durée de la décharge, 
la non-uniformité du champ de température n'est plus une conséquence 
de la géométrie du réservoir; elle est causée par l'effet plus grand du 
transfert de chaleur entre le lit, la paroi du cylindre et l'extérieur. 

Dans ce chapitre, on étudie la problématique de la décharge à faible 
débit et on répond à plusieurs questions liées aux phénomènes ther­
miques, entre autres, de savoir si la convection naturelle joue un rôle 
dans la thermique du système de stockage et si les effets thermiques 
sont encore présents quand la durée dt' la. décharge e;:;t longue. 

3.1 Modèle théorique 

Le système à étudier reste celui qui est représenté dans la figure 2.1 
du chapitre précédent (voir page 26). Avant de présenter les équations 
du modèle on discute les hypothèses sur lequelles il est basé. 

3.1.1 Hypothèses de base 

On retient la plupart des hypothèses <ln modèle d'équilibre développé 
auparavant, car le système étudié ici est essentiellement le même. Rap­
pelons-les succinctement ci-après : 

• Le gaz naturel est considéré comme du méthane pur, qui, pour une 
question de simplicité, est supposé être un gaz parfait. 

• Les propriétés thermodynamiques du gaz et de l'adsorbant sont 
considérées constantes dans les gammes d'étude de la pression et 
de la température. 

• On néglige les résistances au transfert de masse et de chaleur à 
l'intérieur des particules et dans la conche limite. Cette hypothèse 
est encore plus cohérente dans ce problème car les décharges sont 
faites à faible débit, ce qui donne an gaz plus de temps pour sur­
monter les barrières diffnsionnelles. 
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y 

Fig'II.1'C 3.1: Sddma dn plan (r, e) du r-éservoir·. 

Géométrie 

On considère que le réservoir est sufisament long pour que l'influence 
des faces avant et arrière du cylindre dans le champ thermique puisse 
être négligée par rapport au reste du système (le lit et la paroi latérale). 
On considère aussi que le champ de température extérieur au réservoir 
est uniforme. 

Ces deux suppositions et le fait que la. perte de charge dans le lit soit 
négligeable pendant la décharge, permettent, dans le cas plus général, de 
ramener le problème à l'étude d'une section circulaire de rayon Ro dans 
une position axiale arbitraire du cylindre. Cette section est décrite en 
coordonnées cylindriques bidimensionnelles (r·, 8) (voir figure 3.1). On 
montrera plus tard que le champ thermique peut être ramené à une 
dépendance uniquement radiale. 

Bilan de quantité de mouvement 

La perte de charge étant négligable pendant la décharge, il est rai­
sonnable de découpler la valeur de la pression en une partie principale 
P, fonction uniquement du temps, et en mie petite perturbation P', 
dépendante aussi des coordonnées spatiales : 

P( t, T, 8) = P( t) + P'( t, 1·, 0). (3.1) 
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Quoique dans le problème présent, l'écoulement du gaz soit com­
pressible d'un point de vue global, car la pression change avec le temps, 
l'écoulement dans chaque plan (r, 0) normal à l'axe longitudinal du cy­
lindre, est induit essentiellement par les variations de masse volumique 
du gaz, causées par le gradient de température et associées à l'action de 
la force de gravitation. 

Comme les composantes vr et v8 de la vitesse sont faibles, car les gra­
dients de masse volumique du gaz sont faibles eux aussi, l'écoulement du 
gaz dans le plan ( r, B) peut être décrit par le régime de Darcy. Afin de 
vérifier si les changements de densité du gaz avec la température entraî­
nent des flux convectifs de chaleur significatifs (convection naturelle), on 
considère ici la loi de Darcy dans sa. forme la plus générale, en incluant 
la. force de gravitation. Ceci correspond à retenir les termes ( c), ( e) et 
(f) du bilan complet de quantité de mouvement (2.1) (voir page 29): 

]( ( P' ) v=-- \7 -cg. 
JL 

(3.2) 

3.1.2 Equations du modèle 

Fondé sur les hypothèses citées précédement, l'équation de continuité 
et le bilan d'énergie sont, respectivement, 

ô . 
Ôt (ftC + Pbq) + \7 ·(cv)+ H'sortie = 0 (3.3) 

et 

où l'Vsortie est le débit massique de sortie du gaz par unité de volume 
du réservoir et H9(T) est l'enthalpie massique du gaz, considérée égale 
à Cp9T en raison de la supposition de propriétés thermodynamiques 
constantes. 

La concentration du gaz c est liée à la. pression moyenne et à la 
température par la loi des gaz parfaits, 

(3.5) 

et la concentration de la phase adsorbée q par l'isotherme d'adsorption, 

q = j,q(P, T). (3.6) 
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n faut remarquer que les variations de c et q dans l'espace sont dûs 
essentiellement au fait queT= T(t, 1', 8) et non à cause de sa dépendance 
avec la pression. L'opérateur divergence est défini en (r, 0), c.-à-d., 

(3.7) 

L'approximation de Boussinesq 

Afin de rendre la solution du problème plus facile, on invoque l' ap­
proximation de Bmtssinesq1 (Boussinesq, 1903; Oberbeck, 1879), qui 
postule qu'une bonne approximation du champ de vitesse dû à l'action 
des gradients de température sur la masse volumique du fluide, peut être 
obtenue en négligeant les variations de masse volumique dans· tous les 
termes sauf dans ceux qui génèrent le mouvement. 

Pour le problème présent, l'hypothèse de Boussinesq affirme que les 
vitesses (v,., 119 ) obéissent approximativement à la condition d'incom­
pressibilité, v· v = 0, et qu'on doit tenir compte de la dépendance de la 
masse volumique avec la température dans le terme générateur du mou­
vement du gaz dans le plan ('r, B), qui est le terme cg dans l'équation de 
Darcy (3.2). 

Ceci permet d'éliminer la perturbation P' en introduisant la fonction 
de courant ·~1, 2 définie par 

1 Ü'ljJ {}1/J 
'Vr = -- Ve = --,-, 

T {JO' ür 
(3.8) 

de façon à satisfaire automatiquement la condition d'incompressibilité. 
Pour éliminer P' de (3.2) on remarque d'abord que dans le système de 
coordonnées (r, B) choisi, le vecteur accélération de la pesanteur s'écrit 

g = g(- cos B · e,. + sin() · e8 ), (3.9) 

1 Cette approximation est discutée plus eu détail dans le chapitre 6; voir aussi 
Saa.tdjia.n (1993). 

2 La. signification physitple de V' peut être comprise à l'aide des considérations 
suivantes. Sans perte de généralité, considérons que 1/J = 1/J(x, y), où x et y sont des 
coordonnées cartesiennes. La. définition de ?/>, analogue à (3.8) est 

La. dérivée totale de 1/J est d·I/J = (81/J/&:t:)ch + (EN/Dy)dy. Tenant compte de la. 
définition de 1/J, la. dérivée totale devient dt/J = vycll: - ·IJ:rdy. Considérons un chemin 
dans le plan xy pour lequel 1/J = const. Le long du chemin on a dt/J = 0 et doue 
(dyfdx)tf,=const = vyfvx. Ou voit que la. pente du chemin 1/J = const est égale à la. 
pente d'une ligne de courant du fluide- la. fonction 7/1(x, y) repésente donc les lignes 
de courant. 
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où g = 9,81 rn s- 2 est le module de g. Ceci permet d'expliciter la loi de 
Darcy (3.2) dans ses deux composantes: 

K (OP ) -- -+cg cos(} , 
JL Or 

(3.10) 

ve K (18P . ) -- --- cgsme . 
JL T f)(J 

(3.11) 

Multipliant par üjü(J la composante radiale (3.10) et par (8/ÜT)T la 
composante tangentielle (3.11 ), et après soustraction des deux résultats, 
on obtient 

1 8 ( 87/J) 1 f):l·if; Kg (. eue cos(} Oc) 
-- T- +---=-- sm-+----
1' Or 81· r 2 8(}2 JL Or T f)(J • 

(3.12) 

Tenant compte de la loi des gaz parfaits (3.5 ), l'équation précédente 
(levienne 

"'" '· K ge ( . 0üT cos(} DT) v-1f' = -- sm -.- + ---_- . 
pT Ür '/' ()(} 

(3.13) 

Eliminant l'T'sortie de (;3.3) et (3.4), on obtient 

Le système d'équations à. résoudre est constitué par (3.13) et (3.14). 
Les variables dépendantes sont la température T et la fonction de cou­
rant 'lj_J. La dynamique du système est contrôlée en imposant une certaine 
variation de la pression P en fonction du temps. 

3.1.3 Conditions aux limites 

Si on considère qu'avant la décharge le réservoir est en équilibre 
thermique avec l'extérieur, alors les conditions initiales sont 

P = P;, T = Trxn ·1/J = 0 pour 0 :$ T :$ R 0 , 0 :$ 0 :$Tt, t = 0, 
(3.15) 

oil T00 est la température du milieu extérieur. Remarquons que si 1/J 
satisfait (3.13) alors 1/J+a, oit a est une constante, satisfait aussi la même 
équation. La condition initiale '1/J = const signifie donc l'inexistence de 
mouvement à l'instant initial; on a choisi le zéro comme la valeur initiale 
de 7/J. 
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Afin d'avoir une description complète du transfert thermique entre 
le lit et le milieu extérieur on doit coupler une condition frontière sur la 
température du type Dirichlet à la surface interne de la paroi du cylindre, 

T = Tw pour 1· = Ro, 0 ::; 0 ::; 7r, (3.16) 

T111 étant la température moyenne sur l'épaisseur de la paroi, avec un 
bilan thermique tenant compte de la capacitance thermique de la paroi: 

(3.17) 
oit e111 et C111 sont, respectivement, l'épaisseur et la chaleur volumique 
de la paroi, et h= est le coefficient de transfert de chaleur à. la surface 
externe de la paroi du cylindre. 

On considère que le problème est symétrique par rapport à. la ligne 
verticale centrale (:r = 0, y) qui coupe la section en deux moitiés (voir 
figure 3.1). Sur cet axe on a la condition de symétrie 

DT 
DO = 0 pour 0::; T::; R 0 , fJ = 0,1r. (3.18) 

L'axe de symétrie et le périmètre de la surface interne de la paroi de 
la demi-section dn cylindre forment une seule ligne de courant, à laquelle 
on attribue la valeur initiale de 'lj.J : 

7/.J = 0 pour 1" = Ra, 0 ::; 0 ::; 7r et 0 ::; ·r ::; Ra, 0 = 0, 1ï. (3.19) 

Les conditions frontières doivent être couplées avec une marche de 
pression dans le temps, P = P(t), afin de compléter le système diffé­
rentiel. Dans ce travail on considère deux évolutions différentes de la. 
pression: nue variation linéaire dans le temps, 

dP /dt = crmst, (3.20) 

et une marche de pression qui produit un débit massique de sortie du 
gaz constant. A chaque instant, le débit massique par unité de volume 
du réservoir est donné par 

. 2 lioR"D l1'sortie = - R2 a· (EtC+ pbq) r dr dO. 
1ï 0 0 () t 

(3.21) 

Le lecteur doit s'apercevoir que, par rapport à la marche linéaire de 
la pression, l'opération à débit constant est une condition un peu plus 
difficile à simuler numériquement. 



74 Chapitre 3. La décharge lente 

Dans ce travail, la condition de débit constant est satisfaite d'une 
façon approximative. La quantité de gaz délivrée par unité de volume 
du réservoir lors d'une décharge est approximativement 

(3.22) 

où P 1 et T 1 sont, respectivement, la pression et la température moyenne 
du lit à la fin de la décharge. La condition qu'on impose est une marche 
de pression P(t) vérifiant 

(3.23) 

où L':lt est la durée de la décharge. Remarquons que dans l'équation 
précédente la seule variable dépendante qui intervienne est P, car la 
température est fixée à (T""' + T 1 )/2. Cette démarche produit des débits 
pratiquement constants, comme on le montrera par la suite, au moins 
avec une précision suffisante pour les études de thermicité discutées ici. 

3.2 Résultats préliminaires: influence de la 
convection naturelle 

3.2.1 Méthode de résolution 

Le système PDE a. été résolu numériquement à. l'aide du logiciel 
PDE2D. Le lecteur peut vérifier que les équations (3.13) et (3.14) ne 
sont pas conservatives et donc elles ne peuvent pas être résolues directe­
ment par le logiciel. La solution la plus simple consiste à discrétiser 
les équations «à la main», par des différences finies centrées habi­
tuelles, dans le sous-programme qui définit le système PDE. En incli­
quant ensuite à PDE2D que le système à résoudre est constitué uni­
quement d'équations a.lgéhriques, on lui signale qu'on est en train de 
remplacer son propre schéma de discrétisation. On a utilisé un maillage 
régulièrement espacé contenant 40 x 40 nœuds, couvrant la moitié de la 
section, en raison de la symétrie du problème. 

3.2.2 Résultats 

Afin d'étudier l'influence de la convection naturelle dans la thermicité 
du réservoir, on considère un cas extrême où les gradients de température 
sont les plus élevés. Cette situation arrive quand la paroi du cylindre 
a une capacitance thermique si élevée que la température de la paroi 
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conserve sa valeur initiale. Dans ce cas, la condition sur la température 
à la paroi devient tout simplement 

T = T 00 pour T = R 0 , 0 ~ 8 ~ 'Ir. (3.24) 

Afin de convaincre le lecteur que la condition (3.23) produit un débit 
de sortie constant, on montre dans la figure 3.2, l'évolution de la pression 
et de la quantité de gaz stockée en fonction du temps pour les deux 
marches de pression citées précédement: variation linéaire de la pression 
(lignes continues) et débit constant (lignes pointillées). On peut conclure 
de la figure que la procédure simplifiée décrite plus haut réussit à hien 
imposer la condition de débit constant. 

La durée de la décharge est approximativement d'une heure. Les 
propriétés thermodynamiques du gaz et du solide sont données dans le 
tableau 2.1 (page 42). Les pressions initiale et finale sont, respective­
meut, 30 bars et 1 bar, le rayon du cylindre est de 15 cm et la. température 
initiale du réservoir, égalE> à la températnre extPrienre, est de 20°C. 

La. valeur de la conductivité effective du lit .Àe, utilisée dans ces 
calculs, est de 1,2 J m- 1 s- 1 . Cette valeur a. le même ordre de grandeur 
que les conductivités qu'on peut trouver pour les lits de charbon actif. 
En général, .Àe est une fonction de la. condutivité du gaz .À_q, du rapport 
des conductivités particule/gas et de la. porosité du lit, 

(3.2.5) 

Pour des particules poreuses, X., dépend de la porosité fp de la. particule 
et on considère généralement que 

(3.26) 

où .Às est la conductivité du solide. Dans ce travail, les estimations de 
.Àe sont basées sur la. corrélation de Zehner et Schliinder (1970), mais on 
doit obtenir sensiblement les mêmes résultats avec d'autres corrélations 
comme par exemple celles de Kuni et Smith (1960), Krupiczka (1967) 
ou la. corrélation plus récente de Hadley (1986). 

La. figure 3.3 montre l'évolution de la. température moyenne du lit 
pendant la. décharge pour trois valeurs différentes de .Àe; les deux va­
leurs supplémentaires bornent le domaine des estimations de .À, données 
par la correlation pour des porosités du lit comprises entre 0,3 et 0,5. 
Remarquons que la. condition de température constante à la paroi du 
cylindre maximize l'influence de .À 0 car elle est à l'origine des gradients 
de température les plus élevés. 

Dans une situation non adiabatique, la décharge soumise à une va­
riation linéaire de la pression produit une baisse de température plus 
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Figure 3. 2: Evolution dt: la pression P (bar) d de la quantité stockée '!tV 
(kg m-3 ) t:n fonction du temps pour une décharge avec une durée d'environ 
une heure. Ligne continue: variation linéain: de P; ligne pointillée: débit 
constant. Àe = 1,2 J m- 1 s- 1; les autres pr·opriétés physiques du système sont 
données dans le tableau 2.1, page 42. 
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Fig11.re 3.3: Evolution de la tcrnpér-atun; moyt:nnc T (K) pour· une décharge 
avec une durée d'cnvimn 1 heure ct différ-entes valeurs de Àe (Jm-ls- 1). En 
haut: variation uniforme de P; en bas: débit constant. Les autres propriétés 
physiques du système sont données dans il; tableau 2.1, page 42. 
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importante que le cas de débit constant. En effet, en raison de la forme 
de l'isotherme d'adsorption, une même baisse de pression dans la zone 
des pressions plus petites produit une variation de la quantité stockée 
plus grande que le même changement de pression dans la zone des pres­
sions plus élevées. Connne il y a un lien très étroit entre la variation de la 
quantité de gaz stockée et la variation de la température du lit, on peut 
prévoir sans calculs, que pour la décharge à débit constant l'évolution 
de la température est à peu près linéaire. 

Dans la figure 3.4 on montre les lignes de courant et les isothermes 
à deux instants différents (au milieu de la décharge et à la fin), pour 
la décharge d'une heure à débit constant. Etant donné la symétrie du 
problème on montre les isothermes dans la moitié gauche de chaque 
section circulaire et les lignes de courant dans la moitié droite. 

La conclusion importante à retenir de l'analyse de cette figure est 
que les effets de convection naturelle ue sont pas importants dans ce 
problème car les isothermes sont pratiquement concentriques. En plus, 
un suivi des valeurs de la fontion de courant a. montré qu'elles restent 
toujours très faibles ( < 10-3 ). Les effects convectifs sont atténués par 
la dispersion thermique du lit, car celui-ci, même s'il n'est pas un bon 
conducteur thermique, est loin d'être un isolant. 

Cependant, on peut avoir une idée de la. tendance convective de 
l'écoulement. Comme la. paroi du cylindre est plus chaude que le centre 
du milieux poreux, le gas s'échauffe au contact de la paroi et a tendance 
à monter pour après redescendre le long de l'axe vertical de symétrie. 

Basé sur les observations précédentes, OH peut maintenant réduire 
la complexité mathématique du problème en étude, mais également re­
prendre en compte la. condition frontière sur la. température (3.17), plus 
réaliste que l'hypothèse de température de paroi constante. 

3.3 Le caractère lD du problè1ne 

Conune les isothermes sont concentriques et les effets convectifs peu 
importants, on peut éliminer la dépendance du champ de température 
par rapport à 0 et négliger le terme de transport convectif. Ces simpli­
fications ramènent le bilan d'énergie à. la. forme suivante: 

(pbCps + Cpg(Etc + PhfJ)) ~~ + Pbb..H~~ 

-ft<~: -~~ ~. (r ~~) = O. (3.27) 

On reprend la condition de Dirichlet T = Tw, couplée avec le bilan 
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Figure 3 .. 4.· Lignes de courant (partie dr·oitc) ct isothCT·mcs {partie gauche) 
pour une décharge à débit constant avec une durée d'environ une heure. Pi = 
30 bars, PJ = 1 bar, Ti = 200 C, Àe = 1, 2 J m- 1 s- 1; les autres propriétés 
physiques du système sont données dans le tableau 2.1, page 42. (a) après une 
1/2 heure; (b) après 1 ht:ttrc. · 
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thermique sur la paroi du cylindre. Le coefficient global de transfert de 
chaleur paroi/extérieur est obtenu par la correlation (Cess, 1973; Perry, 
1984): 

hooRo (G p )m -À-=a -.r r . (3.28) 

où Gr = R~p2gab.T / p est le nombre de Grashof et Pr = CpJt/ À est 
le nombre de Prandtl; les propriétés thermodynamiques sont référées à 
l'air. Pour des cylindres horizontaux avec Ro < 20 cm les valeurs de a 

et m sont, respectivement, 1,09 et 1/5. 

3.3.1 Résolution numérique 

L'équation (3.27) en une dimension est facilement résolue par le logi­
ciel PDE2D. Afin de résoudre le problème le plus efficacement possible, 
ou réduit an minimum, c .-à-cl. à. :~, le nomhre de llCP1Hls dans la direc­
tion() et on résoud l'équation (3.27) sur une des trois lignes () = const du 
maillage. Sur cette ligne le terme de flux normal à la direction radiale 
est uul. Afin d'obtenir dans le maillage un champ de température uni­
forme dans la direction(), on résoud l'équation DTjû() = 0 sur les deux 
autres lignes. Cette équation est utilisée uniquement pour des quéstions 
d'éfficacité car la solution du problème est indépendante des valeurs de 
la température aux nœuds des deux lignes supplémentaires. Ceci est lié 
au fait que le système non-linéaire généré par PDE2D à chaque pas de 
temps est résolu par une méthode itérative qui converge plus rapidement 
si la solution est un champ linéaire dans les coordonnées spatiales. Le 
lecteur comprendra mieux ces détails d'optimisation après avoir lu le 
chapitre 5 consacré à la description du logiciel PDE2D. 

3.3.2 Résultats et discussion 

La figure 3.5 montre les profils de température pour une décharge 
à débit constant, avec une durée de 2 heures. Les pressions initiale 
et finale sont, respectivement, 35 bars et 1 har. La. paroi du cylindre 
de rayon Ro = 15 cm, est en acier ( C, = 3,92 x 106 .J m-3 K- 1

) et a une 
épaisseur ew = 1 cm; la valeur de Àe est 1,2 .J m- 1 s- 1 . 

A la. fin de la. décharge la. température de la. paroi a baissé d'en­
viron 30°C, tandis qu'au centre du lit la. baisse de température est de 
55°C. Ceci correspond à une baisse de la. température moyenne du lit de 
40°C, qui doit être comparée avec la. valeur de 64°C, pour une décharge 
adiabatique. 

Pour augmenter le transfert de chaleur entre l'extérieur et le lit, au 
moins trois idées viennent à. l'esprit : 
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Figm·c 8. 5: Profils th il:mpératun: pour une décharge avec une durée de 2 
hc111·cs. L'instant corTcspontlant à clwquf co111·bf tlt: tempém.tur·c est indiqué en 
heun:.s par· le nombr·e qui se tnmve just€: au-dt:ssn.s de la cour·be. P; = 35 bars, 
Pj = 1 bar, T; = T00 = 2ff C, Àe = 1,2 .1 m- 1 ,-l, Ra = 15 cm, ew = 1 cm, 
Cw = 3,92 x Ufi Jm-3 K- 1 . 

• Augmenter la conductivité thermique du lit en mélangeant les par­
ticules de charbon avec des particules d'un matériel très conductif. 
Ceci a l'inconvenient de réduire la capacité de stockage du système 
car une partie du lit est remplacée par un solide inerte. Par ailleurs, 
cette technique est très dependante du nombre de nouveaux points 
de contact entre particules, créés par l'introduction de matériel 
conducteur. 

• Maintenir la paroi du réservoir à la température la plus élevée 
possible afin de maximiser les gradients de température dans le 
lit et donc augmenter le transfert conductif. Ceci peut être ac­
compli en utilisant les gaz d'échappement qui sortent du moteur à 
une température élevée, en les faisant passer pa.r une double paroi 
entourant le cylindre ou en passant le tube d'échappement à tra­
vers le réservoir. La première solution a l'avantage d'augmenter la 
température sur toute la frontière du réservoir. Par contre; dans 
la deuxième option l'influence des gaz d'échappement est localisée 
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dans la zone du réservoir soumise aux baisses de température les 
plus importantes, ce qui représente aussi un avantage. Remar­
quons que ces deux solutions occupent aussi un espace qui pour­
rait être rempli avec de l'adsorbant, hien que la perte de volume 
en raison de la double paroi ne soit pas significative. 

• Augmenter le plus possible le rapport entre l'aire de la paroi et 
le volume du réservoir, car le transfert conductif de chaleur est 
proportionnel à. la première. Cette solution correspondrait, par 
exemple, à. augmenter la longueur du réservoir cylindrique et à. 
réduire son diamètre. En pratique, la géomètrie du réservoir sera 
très dépendante de la forme du volume disponible dans la voi­
ture. Remarquer que la division d'un gros réservoir en une série 
de réservoirs plus petits, augmente aussi la surface disponible pour 
lP transfert de chaleur. 

Une série de simulations a. permis d'obtenir les variations de la baisse 
de la température moyenne du lit, b..T, de la baisse de la température de 
la paroi, b..T11, et de l'efficacité (rapport des capacités, RC) du stockage 
par rapport a.u fonctionnement isotherme, 

RC = (EtC+ Pb'l)(P;, T;)- (EtC+ Pb'l)(PJ, Tf), 
(EtC+ Pb'l)(P;, T;)- (EtC+ Pb'l)(PJ, T;) 

(3.29) 

en fonction de la durée de la décharge. Tous les résultats sont concentrés 
dans la figure 3.6. On conclut de l'examen de la figure, que les effets 
therniiques restent encore importants même pour une décharge avec une 
durée de 4 heures. 

3.4 Le stockage d'énergie thennique 

Jasionowski et al. (1989) de l'Institut de la Technologie du Gaz 
(IGT) de Chicago, ont proposé une solution pour réduire les change­
ments de température dans le réservoir, qui consiste à. introduire dans 
le lit un matériau encapsulé ayant une chaleur de fusion relativement 
élevée à. une température proche de l'ambiante (en général des sels inor­
ganiques), et qui peut consommer la. chaleur d'adsorption dégagée pen­
dant le remplissage ou fournir cette même quantité pendant la décharge. 

Ces auteurs ont placé 35 tubes, de longueur 17,8 cm, diamètre ex­
terne 0,635 cm et une épaisseur de paroi de 0,035G cm, chacun rem­
pli avec approximativement 5 grammes d'un sel hydraté (Na2HP04 • 

12H20), dans un cylindre avec un volume de llitre (L = 26,9cm,R.0 = 
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3,9 cm, Cw = 0,53 cm). Les tubes occupaient un volume de 175 cm3 

(17,5%); le reste du volume du cylindre (825cm3 ) était rempli avec 330 
grammes d'un charbon actif (AX21). 

Selon les auteurs, après un remplissage rapide ( 5 minutes) à 35 bars 
du cylindre, qui était initialement à 1 bar et 25°C, la température du 
lit avait monté jusqu'à. la. valeur de fusion du sel (35°C) et la capacité 
stockée au-dessus de la pression atmosphérique était 83,2% de la valeur 
isotherme à 25°C. Si on ajoute à cette valeur la. ca.pa.cité résiduelle, on 
arrive à 91,9% de la. capacité totale d'un remplissage isotherme à 25°C. 

De même, l'introduction du sel avait changé le comportement d'un 
cycle rapide de désorption d'adiabatique à pratiquement isotherme, per­
mettant de récupérer presque tout le méthane stocké au-dessus de la 
pression atmosphérique. 

Associé à cette technique, se pose un problème d'optimisation inté­
ressant qui correspond à la determination de la quantité optimale de sel 
qui permet au système de stockage de fournir la quantité maximale de 
gaz dans la décharge. 

Pour que la quantité de sel introduite dans le réservoir soit optimale, 
toute la chaleur de fusion doit obligatoirement être <consommée~ à la 
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fin de la décharge, autrement la quantité de sel sera en excès par rapport 
à la valeur optimale. En plus, pour que la technique fonctionne, tout le 
sel doit être sous forme liquide avant le début de la décharge. Ceci oblige 
la température initiale du lit a être égale ou supérieure à la température 
de fusion du sel. 

En général, le sel perd toute sa chaleur sensible de phase liquide 
jusqu'à ce que la température de lit descende à la température de fu­
sion. Ensuite il fournit la chaleur de fusion pendant la phase de soli­
dification à température constante, et finalement il perd une partie de 
sa chaleur sensible de phase solide. Ceci est illustré dans le schéma 
de la figure 3. 7. Dans ce schéma, T,. est la température de fusion du 
sel et TVsortie représente la quantité de gaz sortie du réservoir dans les 
différentes étapes. 

Sel liquide Sel liquide Sel solide Sel solide 
T=T; :----'---+ T=Ta 1--'---+ T=T" T= T1 
P=P; (1) p =pl (2) p = p2 (3) P= P1 

P.ig'IJ.1'C 3. 7: Evolution ch l'état phy.siqut du .sd pendant la dù:harge. 

Pour simplifier la discussion du problème supposons que le lit soit 
initialement à la température de fusion du sel (T; = T,.), ce qui revient à 
considérer uniquement les étapes (2) et (3). Afin de reproduire les condi­
tions expérimentales employées par .Jasionowski et al. (1989), supposons 
de plus que la décharge soit adiabatique. 

En utilisant une approche globale similaire à celle décrite dans les 
alinéas § 2.3.2-2.:3.3, les bilans qui décrivent l'étape 2 sont 

(~) (2) 
n.6.v (EtC+ PbfJ) = H':,ortiel (3.30) 

.6.V) (n( EtC+ PbfJ) + npz,.6.H fJ + npbC1,,T + ( 1 - r~ )p,,C1",T - EtP) 

+ (1- n)p".6.H" = Cp,qTnWs~jtie· (3.31) 

L'indice a est rapporté au sel, .6.H" est la chaleur de fusion, n est la 
fraction du volume du réservoir occupée par le lit d'adsorbant, le 1- n 
qui reste étant occupé par le sel. L'opérateur .6.~)( ·) est défini par 

(2) -.6.v (</J)- <P(P;,T")- <P(P..hT,.). (3.32) 

Après élimination de vVS~l!tie des deux équations, on obtient l'expres­
sion qui permet le calcul de P2 : 

npb.6.H q(P2, T")-EtP:t = npb.6.H q(P;, T")-ftP;+(1-n)p".6.Ha. (3.33) 
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De même, les équations associées à l'étape (3) sont 

A <3)( ) - w<3
) (3 34) a.w.v EtC+ Pbq - sortie' · 

~~) (a( E1c + pbq) + apb~H q + apbCp,T + (1 - a )paCpaT- EtP) 

= tcp_q(T" + T1 )W.~ltie' (3.35) 

(3.36) 

L'équation qui permet la. détermination de la. température finale T1 
du lit est obtenue en éliminant vv.~}tie des deux équations précédentes: 

~~;) (a( EtC+ pbq) + apb~H q + o:pbCI'.T + (1 - a )p"CpaT- E1P) 

= ~ci'.Q(T; + T1 )~~)(Etc+ Pbq). (3.37) 

La. valeur optimale de a est celle qui maximise la quantité fournie 
dans la. décharge, 

(3.38) 

La figure 3.8, basée sur l'application de (3.33) et (3.37) au système 
expérimental cle .Jasionowski et al. (1989), montre la variation de T1 et 
du rapport des capacités, RC, défini par 

RC ( ftC + pbq)(P;, T;)- (EtC+ Pbq)(P,, T,) 
. =a (ftC + pbq)(P;,T;)- (EtC+ Pbq)(P,, T;)' 

(3.39) 

en fonction du paramètre o:. Les propriétés thermodynamiques du phos­
phate N a~HP04 • 12 H:~O ont les valeurs suivantes: p" = 1000 kg m - 3

, 

T" = 35°C, ~H" = 2,8 x 105 .J kg- 1 K- 1 et CI'" = 1693 .J kg- 1 K- 1
• 

Le point où il y a nue discontinuité dans la pente de la conrhe de T1 
correspond à la quantité minimale de sel qui maintient la température du 
lit égale à la température initiale, pendant toute la durée de la décharge. 
Dans le cas présent, cette valeur est en excès par rapport à. la valeur 
optimale. Celle-ci correspond à la haîsse de la température elu lit de 
quelques degrés à cause de l'introdution de moins de sel. Toutefois, 
on gagne en quantité fournie, car la quantité additionnelle d'adsorbant 
apporte une capacité supérieure à celle perdue en raison de la. baisse de 
température. 

Curieusement, la valeur optimale nopt ~ 0,86, et qui correspond donc 
au remplissage de 14% du volume du réservoir avec du sel, et très proche 
de la va.lenr utilisée expérimentalement par .Jasionowski et al. (1989). Le 
gain par rapport au fonctionnement adiabatique sans sel est d'environ 
25%. 
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Figure 3.8: Variation du rapport des capacités, RC, d de la température 
finale, T1 (° C), de la d{:charge, en fonction du paramètr·e a pour le système 
expérimental de Jasionowski et al. {1989). 
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3.5 Remarques finales 

Dans ce chapitre on a étudié le cycle lent de décharge et on a mis 
en évidence les effets thermiques qui lui sont associés. La résolution 
du bilan thermique tenant compte des effets convectifs a montré que la 
convection naturelle ne joue pas un rôle important dans la dynamique 
de la décharge, ce qui a permis de réduire la complexité du problème et 
de le ramener à une dépendance uniquement radiale. 

Même pour des décharges non-adiabatiques d'une durée de quatre 
heures, les effets thermiques sont encore importants. On a présenté 
succinctement quelques solutions pour augmenter le transfert thermique 
par conduction, sans oublier les avantages et les inconvénients associés 
à chacune. 

On a finalement discuté la. possibilité de l'introduction d'un matéri­
au ayant une chaleur de fusion éleYée, qui pourrait consommer la. cha­
leur d'adsorption dégagée pendant le remplissage on fournir cette même 
quantité pendant la décharge. On a mis en évidence l'existence d'une 
quantité optimale de ce matériau qui permet au système de stockage de 
fournir la. quantité maximale de gaz. 

Nomenclature 

a Coefficient la. de formule (3.28). 

c Concentration du gaz, kgm-3
. 

CP" Chaleur spécifique du sel, .J kg- 1 K- 1 . 

CP 9 Chaleur spécifique du gaz à pression constante, .J kg- 1 K- 1 . 

c)IS Chaleur spécifique de l'adsorbant, J kg- 1 K- 1 . 

Cw Chaleur spécifique de la. parait, .T kg- 1 K- 1 . 

Cw Epaisseur de la. paroi, m. 

fe.q Isotherme d'équilibre, kg kg- 1 • 

g Accélération de la. pesenteur, 9,81 m s- 2 • 

Gr Nombre de Gra.shof ( = R~p2gaô.T flt 2 ). 

hoo Coefficient de transfert de chaleur externe, J m- 2 K- 1 s- 1 • 

K Perméabilité du lit, m2 • 

L Longueur du cylindre, m. 

m Coefficient de la formule (3.28). 

M 9 Masse molaire du gaz, kgmol- 1 • 
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P Pression, Pa. 

Pr Nombre de Prandtl ( = CppF>..). 

q Concentration de la phase adsorbée, kg adsorbat·kg- 1 adsorbant. 

1· Coordonnée radiale, m. 

R Constante des gaz parfaits, .J mol- 1 K- 1 . 

RC Rapport des capacités. 

Ra Rayon du cylindre, m. 

t Temps, s. 

T Température, K. 

Ta Température de fusion du sel, K. 

T.v Température de la paroi, K. 

T= Température de l'extérieur, K. 

v ( = vrer + v8e 8 ) Vecteur vitesse superficielle du gaz, rn s- 1
. 

v,. Composante radiale du vecteur vitesse superficielle, rn s- 1 . 

v8 Composante tangentielle du vecteur vitesse superficielle, m s- 1 . 

liV:,ortie Quantité de gaz fournie dans la décharge, kg rn - 3 s- 1
• 

liVsortie Débit massique de sortie du gaz, kg m-3 s- 1
• 

Lettres grecques 

!:::.H 

!::.Ha 

!:::.t 

~::.P)u 

!:::.~)(-) 

!:::.W 

fL 

Fraction du réservoir ocuppée par le lit d'adsorbant. 

Valeur optimale de n. 

Chaleur d'adsorption, .J kg- 1 . 

Chaleur de fusion du sel, .J kg- 1• 

Durée de la décharge, s. 

Opérateur défini par (3.32). 

Opérateur défini par (3.36). 

Quantité de gaz fournie par unité de volume, kgm-3 • 

Conductivité effective du lit, .J m- 1 K- 1 s- 1 • 

Conductivité thermique du gaz, .J m- 1 K- 1 s- 1 . 

Conductivité thermique de l'adsorbant, J m- 1 K- 1 s- 1 • 

Viscosité du gaz, kgm- 1 s- 1 . 

Porosité externe du lit. 
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fp Porosité des particules. 

ft (= f + (1- E)fp) Porosité totale du lit. 

Pa Masse spécifique du sel, kg rn - 3
• 

Pb ( = (1- E)(1- fp)p,) Masse spécifique apparente du lit, kgm-3 . 

p, Masse spécifique de l'adsorbant, kgm-3 • 

8 Coordonnée tangentielle. 

'lj; Fonction de courant, m2 s- 1 . 

Indices 

a propriété référée au sel. 

f Conditions finales. 

Conditions initiales. 

1vloyenne snr 1<' volume dn réservoir. 
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Chapitre 4 

Détermination expérimentale 
de paramètres 

p hysico-chimiq ues 

En nous inspirant de l'étude theorique et numérique du comportement 
dynamique du stockage, nous avons cherché à mettre au point une 

expérience relativement simple donnant accès à des paramètres physico­
chimiqnes caractéristiques du matériau adsorbant utilisé. Le présent 
chapitre rend compte de cette tentative et de ses limites. 

On présente le montage expérimental et les mesures effectuées à 
l'aide de ce dispositif qui fournissent des informations permettant de 
déterminer la masse volumique du solide qui compose les particules 
d'adsorbant, leur porosité interne, la. diffusivité effective et l'isotherme 
d'adsorption mono-constituant, si un certain nombre de conditions ex­
périmentales sont satisfaites. 

4.1 Le montage expérin1ental 

Un schéma simplifié du montage expérimental est montré sur la figure 
4.1. En gros, l'appareil est constitué.d'un cylindre divisé en deux zones 
avec des diamètres internes différents. 

La zone de plus grand diamètre est la chambre de stockage des par­
ticules d'adsorbant. Celles-ci ne sont pas introduites en vrac dans la 
chambre, mais sont emballées dans une boîte en toile métallique. La 
boîte a la même forme et les mêmes dimensions que la chambre de sto-

91 
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9, nm 

Fig'IL1'C 4.1: Schéma simplifié du montage expb-irncntal. 

ckage, ce qui permet de maintenir les particules immobiles. 

L'entrée et la. sortie du gaz sont faites par deux tubes connectés à 
la. chambre. Le tuyau de sortie peut décharger le gaz vers l'atmosphère 
on peut être relié à nue pompe à vide. La. chambre de stockage est 
aussi connectée à. nn capteur de pression. Un thermocouple, traversant 
le cylindre en toile métallique, permet de mesurer la température au 
centre du lit de particules. 

Les deux dispositifs de mesure sont électroniques et sont liés à une 
carte d'acquisition. La carte envoie les données à. un ordinateur pour le 
stockage et le traitement de l'information. 

La. deuxième zone du cylindre contient un piston qui permet de chan­
ger le volume de la~ chambre de compression», c.-à.-d. le volume du gaz 
mis en contact avec les particules. La. course maximale du piston est de 
29,75 mm. Le bras dn piston est lié à. une échelle graduée, permettant 
de mesurer avec précision la. position de la. tête du piston. 

Le piston peut être actionné par un levier ou par une vis sans fin. 
Le levier produit des déplacements très rapides du piston. Son utilisa­
tion avec efficacité oblige à déplacer le piston d'une position extrême à 
l'autre. La vitesse de déplacement du piston par la vis sans fin est très 
faible. Cependant, cette option permet de placer le piston à des posi­
tions intermédiaires avec précision. Dans les deux cas, le mouvement du 
piston restreint l'opération à des pressions pas trop élevées ( < 5 bars), 
puisque son mouvement est fait manuellement. 
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4.2 Détermination du volume de la chambre en 
fonction de la position du piston 

La partie du cylindre dans laquelle le piston se déplace a été usinée 
avec précision. Ainsi, la mesure soigneuse du diamètre du cylindre et 
de la distance .6..x parcourue par le piston permet de déterminer avec 
précision le volume .6.. V déplacé: 

.6..V = (1rR?).6..x, (4.1) 

où R. = 15,95mm est le rayon interne du cylindre. 
Cependant, les calculs intervenant dans la. détermination des pa­

ramètres cinétiques et d'équilibre exigent la. connaissance du volume de 
la chambre de compression en fonction de la. position du piston. Si le 
volume minimal Vo de la. cha.mhre e::;t connu, alors quand le piston est 
localisé à a:, le volume de la chambre est 

(4.2) 

Pour que ( 4.2) soit utile en pratique, Vo doit être égal au volume minimal 
de la chambre de compression moins le volume occupé par le matériau 
de la boîte en toile, dans lequel l'adsorbant est introduit. 

Plusieurs méthodes pour déterminer Vo sont envisageables. La mé­
thode la plus simple consiste à mesurer le rapport des pressions dans la 
chambre de compression sans adsorbant, pour un déplacement précis du 
piston. Initialement le volume de la chambre est llo + .6.. V et la pression 
est P1 • Ensuite, le piston est déplacé de -.6..:1:; le volume de la. chambre 
devient Vo et la pression P2 • Pour une compression isotherme d'un gaz 
parfait (cg = P Mg j R.T), la. formule suivant permet de déterminer V0 : 

Vo= .6..V . 
P2/P1- 1 

(4.3) 

Une autre méthode consiste à introduire un objet de volume connu 
(Vc) dans la chambre et à refaire l'expérience précédente. Dans ce cas le 
rapport des pressions satisfait 

(4.4) 

La. valeur de V0 est obtenue en éliminant .6.. V de ( 4.3) et ( 4.4): 

(4.5) 
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Tableau 4.1: Mesures expérimentales pour la déter·mination du volume mini­
male V0 de la chambre de compression. 

P1 (bar) 0,7742 0,9457 1,1286 1,2925 1,4965 1,7507 1,9668 
P2 (bar) 1,0044 1,2257 1,4608 1,6700 1,9358 2,2654 2,5517 
P2/P1 1,2973 1,2961 1,2943 1,2921 1,2936 1,2940 1,2974 

P1 (bar) 2,2390 2,3614 
P2 (bar) 2,9040 3,0629 
P2/P1 1,2970 1,2971 

Pt (bar) 1,0314 1,5856 1,8491 2,1021 2,3632 1,2274 1,4891 
P; (ha.r) 1,4658 2,2527 2,6332 2,9940 3,3669 1,7433 2,1159 
P* /P* 2 1 1,4212 1,4207 1,4240 1,4243 1,4247 1,4203 1,4209 

Pt (bar) 1,7820 2,0486 0,5808 0,6901 0,8428 0,9694 
P; (har) 2,53ï2 2,9150 0,8277 0,9820 1,2014 1,3786 
P;/P1 1,4238 1,4229 1,4251 1,4230 1,4255 1,4221 

Cette méthode est avantageuse quand le volume déplacé par le piston 
n'est pas connu avec précision. Dès que Vo est déterminé, la valeur de 
.6.11 peut être calculée par ( 4.3). 

Afin d'illustrer les deux méthodes, considérons les mesures expéri­
mentales indiquées dans le tableau 4.1. Le gaz utilisé a. été l'helium 
car à la température ambiante il a le comportement d'un gaz parfait 
dans la gamme de pressions employée. Les valeurs de ~V et de Vc sont, 
respectivement, 23,78 cm3 et 24,40 cm3. Les moyennes des valeurs du 
ta.blea.u sont Pz/ P1 = 1,2954 et P2 /Pi = 1,4230. 

U tilisa.nt l'expression ( 4.3) et la. moyenne des rapports Pz/ P 1 expé­
rimentaux, la. valeur de Va obtenue est 

v - 23,78 cm3 - so r::o 3 
0 

- 1,2954 - 1 - ,n cm · 

La. valeur de V0 donnée par la. formule ( 4.5) est 

1,4230- 1 ( 3) 3 
Vo = 

1
,
4230 

_ 
1

,
2954 

24,40cm = 80,89cm . 

(4.6) 

(4.7) 

L'accord entre les deux valeurs est raisonnable. On prendra. comme la 
valeur de Vo la moyenne des deux valeurs obtenues, c.-à-d. 80,7 cm3. 

Maintenant, toute l'information nécessaire pour connaître la varia­
tion de la. pression dans la chambre de compression en fonction de la 
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Figm·c 4.2: Pression P (bar) dans la chambre de compression en fonc­
tion de la position a: (mm) du piston. Les points cor-respondent aux mesures 
expér-imentales; la cmtr·be est basée sur l'équation 4. 8. 

position du piston, est disponible. La relation s'écrit 

P(:r:) = _P_;_o_Vo_ 
Vo + 1rR:l:1: 

80,7 Po 
80,7 + 0,799x (mm)' 

(4.8) 

où Po est la pression quand le piston est localisé à a: = 0 (le volume de la 
chambre de compression étant V0 ). La formule ( 4.8) est comparée, sur 
la figure 4.2, avec des mesures expérimentales de pression pour plusieurs 
positions du piston. L'accord entre les résultats est excellent. 

4.3 L'adsorbant utilisé 

L'adsorbant employé est un charbon actif dénommé CECA AC 40-5. 
Le charbon est granulé, les particules étant cylindriques avec un diamètre 
d'environ 5 mm. La figure 4.3 montre la distribution des longueurs et des 
diamètres des particules de charbon utilisées. La longueur et le diamètre 
moyens sont aussi indiqués sur la figure par les lignes pointillées. Le 
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Figure 4.3: Distr·ibution des longueur·s 11, d des diamètn:s dp des particules 
de charbon utilisées. 

diamètre moyen, pondéré par les longueurs des particules, est 
n n 

dl'= Ld;l; /'L:L; = 4,97mm. (4.9) 
i=l i=l 

La longueur moyenne Il' est définie comme étant la. longueur de n parti­
cules de diamètre dl' qui ont le même volume que l'ensemble des parti­
cules de charbon. L'expression s'écrit 

n 

IP = 'L:llil; j (d1,fn = 8,99mm. ( 4.10) 
i=l 

La. boîte en toile métallique a. été remplie a.vec les particules et ensuite 
placée dans une étuve à 140°C pendant 3 heures, avant d'être insérée 
dans la chambre de compression. L'ensemble boîte+particules a été pesé 
et, tenant compte de la masse de la. boîte, la masse des particules a été 
calculée: 19,25 grammes. 

La chambre de compression a été ensuite évacuée du gaz existant 
à l'aide d'une pompe à vide, puis chargée avec le gaz désiré. Plusieurs 
cycles d'évacuation du gaz par la. pompe à vide et de nouveau remplissage 
ont été effectués, afin de s'assurer que la. chambre contenait uniquement 
l'espèce gazeuse voulue. 
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4.4 Détermination de la densité du solide 

Le bilan stationnaire de matière pour un changement du volume de 
la chambre de compression, contenant un adsorbant et une seule espèce 
gazeuse, est 

(V-;:) c9 (P, T) + m,q(P, T) =coust, (4.11) 

où V est le volume de la chambre, c9 est la concentration du gaz et q 
est la concentration de la phase adsorbée. Les autres paramètres sont 
associés à l'adsorbant: m, est la masse de charbon et Ps est la densité 
du solide constituant l'adsorbant. 

La quantité p, peut être déterminée facilement en mesurant la va­
riation de pression P1 (Vo + Ll. V) -;. P2 (Vo), causée par le changement de 
volume, pour une compression isotherme d'un gaz parfait inerte (q = 0). 
Dans ce cas 

( Vo + Ll. V - ;~·) P1 = ( Vo -
1

;: ) P2, 

1ns 

Le gaz employé a été l'hélium; en principe, si un peu d'hélium s'adsorbe 
dans le charbon, la quantité adsorbée est négligable à la température 
ambiante pour la gamme de pressions étudiée ( < 4 bars). 

Le tableau 4.2 montre les mesures de pression pour la même varia­
tion de volume 6.11 et différentes pressions initiales P1• Les rapports 
des pressions sont en hon accord entre eux et ne montrent pas de ten­
dance. La valeur de p. obtenue, considérant la. moyenne des rapports 
des pressions expérimentales (Pd P1 = 1,337), est 

19,25 g 3 

Ps = 80,7cm3 - 23,78cm3 /(1,3:37- 1) = 1'899 gfcm · (4.14) 

Cette valeur est raisonnable puisqu'elle est très proche de la densité du 
graphite et de la mesure grossière effectuée par le fabricant du charbon 
c~ 2g/cm3

). 

Tableau 4.2: .Mesures expb·imentales th pn;ssion pour· la détermination de la 
densité du solide. 

P1 (bar) 
P 2 (bar) 

PdP1 

0,3627 
0,4854 
1,3383 

0,7514 
1,0057 
1,3384 

1,1567 
1,5416 
1,3328 

1,6626 
2,2189 
1,3346 

2,0921 
2,7972 
1,3370 

2,7068 
3,6279 
1,3403 
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4.5 Détermination de l'isotherme d'adsorption 
du méthane sur le charbon CECA 40-5 

Le mode opératoire est le suivant: tout d'abord, en utilisant la. 
démarche décrite auparavant, on s'assure que la chambre de compres­
sion contient uniquement du méthane pur. Ensuite, le piston est reculé, 
le volume de la. chambre étant donc de V0 + b. V, et le méthane évacué 
jusqu'à. ce que la pression dans la chambre atteigne une valeur minimale, 
environ 0,5 bars, qui permette encore une lecture précise par le capteur 
de pression. Après avoir fermé la vanne d'entrée du gaz et avoir atteint 
l'équilibre thermique, la. valeur de la. pression donnée par le capteur est 
enregistrée. 

Ensuite le volume de la chambre est réduit de b. V en dépla.ca.nt le 
piston. Après que la. pression et la température de la chambre atteint 
l'équilibre, leurs valeurs sont enregistrées. 

Le pistou est ensuite reculé à. sa position initiale et la. chambre 
chargée lentement avec du méthane jusqu 'à. ce que la pression atteigne la. 
valeur d'équilibre qu'elle avait après la. compression. Cette phase est la 
plus délicate de tout le processus, car l'admission de méthane doit être 
faite lentement et avec attention afin que le pression finale soit identique 
à. celle qui existait après la réduction du volume de la chambre. L'en­
semble du cycle est ainsi repété pluisieurs fois à. des valeurs croissants 
de la. pression d'équilibre. 

Le t.a.hlea.u 4.:3 montre les pressions et les températures d'équilibre 
après cha.que compression. La. température reste pratiquement coustan-

Tablca'l/. 4. :J: J.lfum.n.~ t.1:p{rimcntalt:s dt. pn:ssum d. tt:111.p{ratun pour· la. 
dtiamina.tùm dt. l 'isotlnnnt. tl '{quililm: du. 111Blwnt. sur lt: charlwn CECA 4 0-5. 
Clwqut: pain. (P, T) donne hs vahurs d'{quilibn: mcsuréts a.prls la r·éduction 
du vol-ume th la chambn: th wmpnssion. A va nt ft. d{pla.œmcnt du piston la. 
clwmbn: était à la pr-ession pdcédentt: donnée dans le tablca.u. 

P (bar) 0,502 0,531 0,561 0,597 0,631 0,666 0,707 0,749 
T(°C) 23,0 23,0 23,0 22,8 22,8 22,7 22,7 23,5 

P (bar) 0,797 0,848 0,903 0,965 1,031 1,103 1,180 1,267 
T(°C) 23,5 23,!) 23,5 2:3,4 2:3,4 23,3 2:3,2 23,1 

P (bar) 1,358 1,454 1,567 1,G94 1,8:37 2,000 2,177 2,372 
T(°C) 23,1 2:3,1 23,1 21,3 21,5 22,5 22,8 22,9 

P (bar) 2,591 2,836 3,121 3,447 3,828 
T(°C) 22,9 23,0 23,0 23,1 23,1 
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te, comme on peut l'observer. L'expérience est donc considérée comme 
isotherme à la température moyenne T = 22,5°C. 

L'équation (4.11) permet de relier les valeurs de la pression, avant 
et après le déplacement du piston, à la différence entre les quantités de 
méthane adsorbé à ces deux pressions : 

(Vo +~V, Pb qt) -;. (Va, P2, q2) 
~V Pt- (Vo- m./ p.)(P2- P1) 

q2 - q1 = m.RTjM
9 

( 4.15) 

Si les différences entre les quantités adsorbées avant et après chaque 
compression sont accumulées, alors une courbe expérimentale de 

q(P)- q(Pmin) VS P- Pmin ( 4.16) 

peut être construite. Cette démarche permet de déterminer l'excès de 
méthane adsorbé, en fonction de la pression, par rapport à la quantité 
adsorbée à la pression Prnin· Rappelons que cette pression est la pression 
de la. chambre a.va.nt la. première compression. 

A première vue, cette série de mesures est incapable de fournir une 
vraie isotherme d'adsorption, c.-à-d. la quantité absolue adsorbée en 
fonction de la pression à. une certaine température. 

Cependant, si la. valeur de P min est choisi correctement alors on peut 
tirer avantage du fait que pour des pressions suffisamment faibles le 
phénomène d'adsorption obéit toujours à la loi de Henry: 

q(P, T) = k(T)P. ( 4.17) 

Donc, si la valeur de Pmin est suffisament faible, alors un certain nombre 
de mesures expérimentales doivent montrer une linéarité entre les quan­
tités q(P)- q(Pmin) est P- Pm;,., c.-à-d. 

q(P)- q(Pmin) = k(P- Pmin)· (4.18) 

La valeur de la constante k peut être déterminée en sélectionnant les 
points expérimentaux vérifiant la linéarité et en calculant la pente de 
la droite par une régression des moindres carrés. Cette démarche ap­
pliquée aux premiers six points expérimentaux fournit la valeur k = 
0,0119 har- 1

. 

Connaissant k, la quantité de méthane adsorbée à la pression P min 
peut être calculée : 

( 4.19) 

L'isotherme d'adsorption est obtenue en décalant la courbe ( 4.16) de 
Pmin sur l'axe des pressions et de qrnin sur l'axe des quantités adsorbées. 
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Figu1·e 4. 4: Isothcnnf: rxp{rimcntal du métlw.nt: sur· Ir charbon CECA 4 0-5 à 
T = 22,5°C. 

Le résultat est montré sur la figure 4.4. La quantité de méthane adsorbé 
à, la pression expérimentale maximale (3,828bars) est q = 0,030gjg. 
On peut comparer cette valeur à celle du charbon G216, étudié dans le 
chapitre 2, qui est de 0,0452 gj g à la même pression et température. 

On peut également les comparer à. des isothermes mesurées par vo­
lumétrie à des pressions inférieures à 1 bar, sur un charbon en grains 
CECE-acticarhone SA 1810 (voir figure 4.5). On constate que les iso­
thermes ne sont pas strictement linéaires, y compris à des pressions bien 
inférieures à celles utilisées ici pour évaluer k. N éamoins, les valeurs 
moyennes de la pente entre l'origine et 700 torr sont k = 0,0084 bar-1 à 
30°C et k = 0,0136 bm·-1 à 10°C, qui encadrent bien la valeur trouvée 
à 22,5°C. 

La méthode de mesure de l'isotherme présentée a le désavantage que 
l'imprécision des résultats augmente à mesure que la pression augmente 
puisque les erreurs s'accumulent. 



4.5. Détermination de l'isotherme d'adsorption 101 

1,2 

• 
• 

• 
• 

-s~c • 
• 

0,8 • 0 

• a 
.... Cl 

3 • a 
• Cl §. a 

41 • 1o•c a "(!) 
.a ... 0,6 • a 0 
Cl) 
"0 Cl œ 
~ • a 
::: • c: • a • œ 
:::J Cl • 0 • a 3o•c • 0,4 • 

a • • • • Cl • • • a • 
• a • a • 0,2 • a • • • a • 

• a • a• 
.a• 

w.• 
0 

0 100 200 300 400 500 600 700 800 

Pression d'équilibre en torr 

Figure 4.5: Isothermes expérimentales du méthane sur le charbon CECA 
Acticarbone 1810, mesurées par volumétrie. 
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4.6 Détermination de la porosité interne des 
particules d'adsorbant 

La figure 4.6 montre la réponse du capteur de pression à un chan­
gement très rapide du volume de la chambre de compression contenant 
les particules de charbon CECA et l'hélium. La pression a été mesurée 
à une fréquence de 4000hz pendant une période de 1,5 secondes. La 
température du lit de particules a changé de moins de 1 oc pendant la 
compression; le processus sera donc considéré comme isotherme. 

Comme première approximation, la quantité de gaz entré dans les 
particules pendant la montée en pression est négligée. Cette simpli­
fication est basée sur le fait que la durée de la montée en pression 
est beaucoup plus petite que le temps pris par celle-ci pour atteindre 
l'équilibre. Dans ce cas, un bilan de gaz extérieur aux particules permet 
de déterminer leur porosité interne fp : 

( V: +~V- ms/Ps)p =(v_ ms/Ps)P. 
o 1 1 o 1 max' 

- fp . - fp 
(4.20) 

p 1,6 

(bar) 
1,55 / '-... 

p2 
1,5 8 / 

8 
0 

Pa 
1,45 0 

0 

8 
0 

1,4 0 
0 
0 
0 

1,35 0 

0 
0 
0 

1,3 0 

8 
0 

1,25 
0 
0 
0 

pl 0 
0 

1,2 / 1 
1,15 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,2 1,4 

t (s) 

Figure 4. 6: Réponse du capteur· de pression à un déplacement rapide du pis­
ton. L'adsorbant est le charbon CECA 40-5; le gas est l'hélium. 
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( 4.21) 

Dans ces équations P1 est la pression dans la chambre avant le déplace­
ment du piston et P max est la valeur maximale de la courbe de montée 
en pression. 

Comme la montée en pression est très rapide, il y a une erreur dans 
les mesures du capteur en raison de son inertie. Cette erreur peut être 
éliminée en tenant compte de la dynamique du capteur dans les calculs. 

La dynamique du capteur est du premier ordre et, selon le fabricant, 
la constante de temps de l'appareil est T = 1 ms. L'équation reliant la 
pression réelle P(t) et la. valeur Pm(t) reçue par l'ordinateur et convertie 
dans les mêmes unités, est 

dPm ( ) Tdt +Pm t) = P(t . ( 4.22) 

Une expression analytique de la montée en pression mesurée doit être 
disponible pour que l'équation différentielle ci-dessus puisse être résolue. 
Cette courbe a été obtenue en approximant les points expérimentaux par 
une spline de lissage sous tension. Cette méthode combine les excellentes 
propriétés d'interpolation des splines habituelles avec un effet de lissage 
qui réduit considérablement l'erreur dans le calcul de la dérivée dPm/dt. 

La spline de lissage est comparée sur la figure 4. 7 avec les points 
expérimentaux correspondants aux mesures du capteur ainsi que la mon­
tée réelle en pression basée sur ( 4.22). La pression atteint sa valeur 
maximale, Pmax = 1,5923ba.rs, à. t = 0,575(s). La. valeur de Ep, donnée 
par (4.21),est 

19 25/1 899 
E = 1 - ' ' = 0,45. 

p 80,7- 23,78/(1,5923/1,1530- 1) 
( 4.23) 

La qualité de cette mesure dépend sans doute beaucoup de la vitesse de 
montée en pression. 

4. 7 Détermination de la diffusivité effective 

La partie descendante de la courbe de l'évolution de la. pression cor­
respond à l'équilibrage entre la pression à l'intérieur des particules et la 
pression externe. Pendant ce temps, il faut tenir compte dans le bilan 
matériel que la distribution de la. pression à. l'intérieur des particules 
n'est pas uniforme. Dans ce cas, le bilan matériel, à tout instant, pour 
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Figu.r·c 4. 7: Amplification cft: la partie montante de la réponse du capteur de 
pression (points). La courbe sur les points expérimentaux est une appmxim.a­
tion par· une spline de lissage de la r-éponse du capteur·. L'évolution réelle de 
la pression, obtenue JULT' la résolution de (4.22}, est donnée par· la deuxième 
courbe en traits discontinus. 

un ga.z inerte s'écrit: 

(v ms/ Ps) p Epms/ Ps-- -_-- + _ p = const, 
1 - Ep 1 - Ep 

(4.24) 

où p est la. pression moyenne à l'intérieur des grains. Comme les parti­
cules de charbon sont cylindriques, la. relation entre p(t) et le champ de 
pression p( t, z, r) dans la. particule est 

(4.25) 

Le point (z = 0, r = 0) correspond a.u centre de la particule. 
Si le transport du ga.z à l'intérieur des grains est régi pa.r une loi 

diffusionnelle, alors l'équation de continuité à l'intérieur d'une particule 
s'écrit: 

âp 2 
Ep-

8 
= DP\7 p pour 

t 
(4.26) 
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où DP est la diffnsivité effective du gaz. La pression p satisfait toujours 
les conditions aux frontières suivantes: 

ôpf ôz = 0 pour 

ôpfôr = 0 pour 

p = P(t) pour 

z=O O<,r<T· 
' - - P' 

1" = 0, 0 ~ z ~ lp/2; 

{
z = lP/2, 0 ~ r ~ 1'p, 
T = 1'p, 0 ~ Z ~ lp/2 

( 4.27) 

quel que soit le comportement de la pression P externe aux particules. 
Si on admet que la quantité de gaz entrée dans les particules pendant 

la montée en pression est négligable, alors la condition initiale de ( 4.26) 
est 

( 4.28) 

Rappelons que P 1 est la pression de la chambre ava.nt le déplacement 
du piston. Le couplage entre pet P est fait par (4.24); la valeur de 
<t: coust ~ dans cette équation est donnée par 

( 4.29) 

où P3 est la valeur d'équilibre de la pression à la fin de la compression 
(voir figure 4.6). 

L'équation aux dérivées partielles (4.26), soumise aux conditions aux 
limites ( 4.27, 4.28) et couplée avec ( 4.24,4.25, 4.29), a été résolue à l'aide 
du logiciel PDE2D pour plusieurs valeurs de Dr Les courbes obtenues 
ont été ensuite converties en courbes de pression mesurée par le capteur 
de pression en utilisant l'équation de la dynamique du capteur. Dans le 
cas présent cette correction est superflue, sauf pour la première dizaine 
de points, car l'intervalle de temps jusqu'à l'équilibrage de la pression 
est beaucoup plus grand que la constante de temps du capteur. 

La courbe obtenue par la simulation pour une valeur de DP = 1,125 x 
10-5 m2 fs est comparée, sur la figure 4.8, avec les mesures expérimenta­
les. Cette valeur de DP minimise l'écart entre la courbe théorique et les 
mesures expérimentales. 

4.8 Incertitudes dans les calculs 

L'erreur majeure, intervenant dans la détermination des valeurs de 
f.P et de DP, est liée an fait que les calculs présentés ci-dessus sont basés 
sur l'hypothèse que la quantité de gaz qui pénètre dans les particules 
pendant le déplacement du piston est négligable par rapport à. la quantité 



106 Chapitre 4. Détermination de paramètres physico-chimiques 
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Figure 4.8: C'ornpamison wtn: la r·éponse du capteur de pr·ession (points) et 
l'évolution de la pression donnée par le modèle di.ffusionncl pour Dp = 1,125 x 
10-5 m 2 /s. 

totale de gaz qui sera entrée dans les particules après l'équilibrage des 
pressions. Cette supposition n'est pas strictement conect.e et est très 
dépendante de la vitesse du déplacement du piston. 

L'erreur peut être éliminée partiellement par la démarche décrite ci­
-dessus. Considérons d'abord uniquement la montée en pression. On 
doit. chercher la valeur de E1, qui, pour la valeur de DP obtenue au­
paravant, satisfait le bilan ( 4.24) au point maximum de la montée en 
pression, si l'équation de la. particule ( 4.26) est résolue avec la condition 
initiale p = P1 et la pression P(t) à la surface donnée par les valeurs 
corrigées de la montée en pression. Ensuite, pour cette nouvelle valeur 
de Ep on cherche la valeur de DP qui minimise l'écart entre la courbe de 
relaxation de la pression et les mesures expérimentales. Dans le calcul 
de Dp, la condition initiale sur (4.24) est le champ final de pression à 
l'intérieur de la particule pour lequel la valeur de Ep a été retenue. La 
procédure est répétée jusqu'à la convergence des valeurs de Ep et DP. 

La partie de l'erreur qui ne peut pas être éliminée par des cal­
culs supplémentaires est l'incertitude du moment de l'arrêt du piston. 
Comme la vitesse du piston est inconnue il n'y a aucune garantie que 
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l'arrêt du piston coïncide avec le maximum de la courbe de la pression. 
Evidemment le piston ne s'arrête pas avant que la pression atteigne le 
maximum, mais il peut arriver qu'il s'arrête un peu plus tard si le trans­
port du gaz à l'intérieur des particules est suffisamment rapide. Cette 
incertitude peut être éliminée uniquement par une augmentation de la 
vitesse de déplacement du piston. Cependant, l'observation de la figure 
4.6 fait penser que l'arrêt du piston et le maximum de la pression doivent 
être très proches l'un de l'autre. 

4.9 Remarques finales 

ll serait intéressant de comparer les résultats obtenus ici avec des va­
leurs obtenues par d'autres méthodes. Malheureusement, les contraintes 
de temps ont empéché la réalisation des mesures permettant d'effectuer 
ces comparaisons. 

Notons que le charbon utilisé est loin d'être adapté aux potentialités 
du dispositif proposé car la cinétique de transport du gaz dans cet ad­
sm·bant est très rapide. De plus, la géométrie de l'adsorbant exige un 
raisonnement en deux dimensions, pour des calculs précis, puisque le 
diamètre et la longueur des particules ont le même ordre de grandeur. 

Pour des adsorbants ayant des résistances diffusionnelles significa­
tives il est possible de simuler un changement du volume de la chambre 
qui, en pratique, peut être considéré «instantané~- Dans ce cas la po­
rosité de l'adsorbant peut être calculée avec sureté, indépendamment de 
la détermination de DP. Le processus pour l'obtention de la valeur de 
Dp devient aussi plus simple et précis. 

Pour simplifier les calculs, la. détermination de la. di:ffusivité effec­
tive a. concerné un gaz inerte. Si l'isotherme d'adsorption est connue 
alors le même raisonnement peut être appliqué à la détermination de la 
diffusivité effective d'un gaz adsorba.ble. Dans ce cas, ( 4.24) doit être 
remplacée par 

( 
ms/Ps) fpms/Ps ( / ) V--- P+ p+ m.RT M9 q= coust 
1- fp 1- fp 

( 4.30) 

et l'équation de conservation à l'intérieur d'une particule devient: 

{
0 ::; z ::; lp/2 (4.31) 
O<r<r· ' - - p 

Aussi, la possibilité de contrôler la température de la chambre augmen­
terait considérablement l'intérêt de ce type d'appareil. 
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Nomenclature 

cg Concentration massique du gaz, kg m - 3
• 

dP Diamètre des particules d'adsorbant, 4,97mm. 

Dp Diffusivité effective, m2s- 1 • 

k Constante de Henry, bar- 1• 

lp Longueur des particules d'adsorbant, 8,99mm. 

Mg Masse molaire du gaz, 16,04 gmol- 1 . 

ms Masse d'adsorbant, 19,25g. 

p Pression à l'intérieur d'une particule, bar. 

P Pression du gaz externe aux particules, bar. 

Pm Lecture de la pression fournie par la capteur, bar. 

q Concentration de la phase adsorbée, g g- 1
. 

r Coordonnée radiale de la particule, m. 

R Rayon interne du cylindre, 15,95 mm. 

t Temps, s. 

T Température du lit de particules, °C. 

V Volume de la chambre de compression, cm3 • 

Vc Volume d'étalonnage, 24,40cm3 . 

V0 Volume minimal de la chambre de compression, 80,7 cm3
. 

x Position du piston, mm. 

z Coordonnée axiale de la particule, m. 

Lettres grecques 

~V Volume déplacé par le piston, 23,78 cm3
. 

~x Distance parcourue par le piston, 29,75mm. 

Ep Porosité interne de l'adsorbant. 

Ps Densité du solide qui compose l'adsorbant, gnn-3 . 

r Constante de temps du capteur, 1 ms. 
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Indices 

1 Valeur d'équilibre avant la compression. 

2 Valeur d'équilibre après la compression. 

Moyenne sur le volume d'une particule. 





Chapitre 5 

Le code PDE2D 

L e logiciel PDE2D est un code conçu par l'auteur pour la résolution 
numérique des systèmes d'équations paraboliques aux dérivées par­

tielles (EDP) ayant deux coordonnées spatiales, associés aux problèmes 
de transport et transferts. 

Ce logiciel permet de libérer l'utilisateur de la plupart des tâches 
nécessaires pour la résolution de ce type de problèmes. Son intérêt réside 
dans la réduction considérable du temps de développement de chaque 
solution, car l'effort demandé à l'utilisateur n'est guère plus que la simple 
définition des équations et des conditions aux limites. La contrepartie 
est une certaine perte de performance par rapport à un programme 
spécialisé utilisant la même approche de résolution et optimisé pour le 
problème en question. 

La méthodologie adoptée dans PDE2D suit l'approche de la méthode 
1wmé1·ÙJUC des lignes (Schiesser, 1991), qui peut être représentée par un 
processus ayant deux étapes. 

D'abord, en utilisant un schéma. de discrétisation approprié, les équa­
tions paraboliques sont remplacées par un grand système différentiel 
ordinaire. n y a plusieurs choix pour la discrétisation, les méthodes 
les plus habituelles étant les différences finies, les éléments finies, les 
volumes finis (ou volumes de contrôle) et les méthodes spectrales. 

Dans la deuxième étape, le système différentiel ordinaire est réso­
lu par une méthode adaptée aux équations raides, 1 avec un traitement 
convenable des grands problèmes algébriques épars rencontrés pendant 
le processus de résolution. La méthode d'intégration est généralement 
implicite pour des questions de stabilité numérique. 

1 Stiff, en anglais. 

111 
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La désignation méthode des lignes a été créée pour différencier l'ap­
proche décrite ci-dessus, où la discrétisation spatiale et l'intégration dans 
le temps sont indépendantes l'une de l'autre, d'autres méthodes où il y 
a un couplage des deux phases. Un exemple de cette deuxième approche 
est la méthode de Lax-Wendroff (Lax & Wendroff 1960, 1964) pour la 
résolution des systèmes hyperboliques. En fait, la méthode des lignes 
est beaucoup plus ancienne que son nom, celui-ci étant associé à l'appa­
rition de codes très efficaces pour la résolution des systèmes différentiels 
raides. 

5.1 Le système générique d'équations 

Le système EDP générique susceptible d'être résolu par PDE2D a. la. 
forme vectorielle suivante: 

f(t,x,y,~,~,u)+Y'·u(t,:l:,y,~,\i'~)=O dans n pour t~O; (5.1) 

~(tu, x, y)= ~(:r,y), ~(tu,:z:,y) = ~o(:l:,y) dans n, (5.2) 

où u = uxex + uyey dénote les vecteurs de flux, :z: et y représentent des 
coordonnées spatiales générales et ~ est un vecteur de dimension n qui 
contient les variables dépendantes, n étant le nombre d'équations qui 
composent le système. Le symbole 1 représente la dérivation par rapport 
a.u temps. Les conditions initiales (5.2) doivent être compatibles avec 
(5.1), c.-à-d., 

f(to, :r, y,dfv,!fio, Uo) + \7 · u(to, a:, y,!àl, \i'!àl) = 0 dans n. (5.3) 

PDE2D réussit à traiter la. plupart des conditions frontières (Diri­
chlet on von N euma.n), celles-ci étant définies en divisant le domaine n 
en plusieurs zones non superposées (disons Dn;, 'Ï = 1, ... , m), chacune 
ayant des conditions mixtes du type 

wk(i)(t,x,y,~,~) = 0 ou bien n(i) · uk = wk(i)(t,x,y,~,~) 

en ani, k = 1, ... ' n, (5.4) 

où n( i) est le vecteur unité normal à chaque point de la. surface ani. 
Comme exemple, considérons le problème du chapitre 2, celui du 

stockage de méthane dans un réservoir cylindrique. Dans le modèle 
d'équilibre les variables dépendantes sont la. pression et la. température 
du système,~= (P, T). Les composantes du vecteur f et les deux vec­
teurs de flux sont 

(2 ) ! 1 ( ac ôq ) 1 ( De âq) 1 1 eq .. 5: = Etap+PbôP p + EtôT+PbaT T, u =cv; 
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Tableau 5.1: Définition des conditions frontières du modèle d'équilibre, 
développé dans le chapitre 2, par le protocole de PDE2D. 

Zone Frontière Conditions 

orifice an1 z = 0, 0 ~ r ~ R; 
w1(1) = P- Pext = 0 

u; = w2(1) = CVzCp9T* 

face an2 z = 0, R; ~ r ~ Ro 
u! = w1(2) = 0 

avant u; = w2(2) = hw(Tw- T) 

parOI an3 0 ~ z ~ L, T = Ro 
u; = w1(3) = 0 

latérale u; = w2(3) = hw(T- Tw) 

face an4 z = L, 0 ~ T ~ Ro 
u! = w1(4) = 0 

arrière u; = w2(4) = hw(T- Tw) 

axe de an5 0 ~ z ~ L, r· = 0 
u; = w 1(5) = 0 

symétrie ·u.; = w 3(5) = 0 

Les différentes conditions frontières conduisent à la division du do­
maine, n = {0 ~ z ~ L, 0 ~ ·r ::; R.0 }, en cinq zones: orifice, face avant 
excluant l'ouverture, paroi latérale, face arrière et axe longitudinal de 
symétrie. La division cl u domaine, mise sous la forme de ( 5.4), est 
résumée dans le tableau 5.1. 

5.2 Discrétisation spatiale 

La discrétisation spatiale est basée sur la méthode classique des vo­
lumes de contrôle (Patankar, 1980), qui est bien adaptée aux problèmes 
conserva tifs. 

L'étape de discrétisation s'initie par la division du domaine spatial 
en volumes de contrôle (VC), chaque volume étant associé à un point du 
maillage défini par l'utilisateur. La spécification du maillage 2D consiste 
dans le nombre et les coordonnées des points de discrétisation dans les 
deux directions spatiales, x;( i = 1, ... , M) et yi(j = 1, ... , N). Les faces 
de chaque VC sont localisées à. mi-chemin entre le point central du VC et 
ses points voisins. Ce choix de mise en place des faces, crée des moitiés 
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Figu1·e 5.1: Dia gr-a mt: scldmatiquc; du maillagc; bidimensionnel. 

de VC dans les frontières du domaine et des quarts de VC dans les coins 
du domaine. Ceci est illustré sur la figure 5.1. 

En raison de sa forme conse1'vative,2 l'intégration de (5.1) sur le 
volume de contrôle associé au point ( :r.;, Yi) fournit une relation entre les 
flux normaux aux faces: 

ri,j = (Vf)i,j + (Axux)i+l/2,j + (AYuy);,j+l/2 

- (Axux)i-l/2,j- (AYuy)i,j-1/2 = 0, (5.6) 

où Vi,; est le volume de la zone hachurée et les A représentent l'aire des 
faces. Les indices indiquent l'endroit où les quantités sont évaluées. En 
( 5.6) on considère que la valeur de f au point ( i, j) prévaut sur tout le 
volume de contrôle. 

2 Jusqu'à présent, l'expérience indique que les discrétisations des systèmes sous 
forme conservative donnent géneralement des résultats plus précis (Roache, 1985). 
Cette formulation oblige les termes de flux à être groupés complètement à l'interieur 
de l'opérateur divergence. Comme exemple, considerons le cas du bilan de conserva­
tion de la proprieté 1/J dans un écoulement incompressible et purement convectif. La 
formulation conservative s'exprime sous la forme 8tfJf8t +'V· (vt/J) = O. Si on tient 
compte de l'équation de continuité ('V ·v = 0), on obtient la forme non consei:vative 
associée: aq, 1 at +v . 'V tP = o. 
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Si la condition frontière de l'équation k du système EDP est du type 
Dirichlet dans une partie de la frontière, par exemple dans âf!m, alors 
la composante rk de r dans (5.6) est remplacée par 

rf,i:: wk(m)(t,x;,Yhsh,i,df.J = 0 pour (x;, Yi) E âf!m. (5.7) 

Par contre, dans le cas d'une condition frontière du type von Neuman, 
la composante normale du flux à la frontière est remplacée par le terme 
wk(m)(t,x,y,d!_,1f). Par exemple, si le point (x1,yi) appartient à âf!m, 
alors on a 

r·L =(V fk)l,i + (A~1t~h;:~,j + (AYu~)l,i+lf:t 
- (Axh.iwk(m,)(t,:r.byh~l,j,dfl,j)- (AYu~h.i-l/2 =O. (5.8) 

La sommation de (5.6) pour tous les points du maillage donne 

M N N 

LL(Vf)i,j + L((A"ux)M,j- (A"ux)l,j) 
i=l j=l j=l M 

+ L((AYuy)i,N- (AYuy)i,l) = 0, (5.9) 
i=l 

V, Ax et AY vérifiant 

M N N M 

"""'"'"""'"' V . _ volume et LJLJ •,J- den L(A~.i + AA1,j) + l:::CAY,l + AY,N) = d:iaen· 
i=l i=l j=l i=l 

(5.10) 
Donc, la formulation des volumes de contrôle satisfait le bilan global de 
(5.1), 

j'{ fdf! + r n. ud(âf!) = 0, 
ln lon (5.11) 

avec la même précision que le bilan (5.G) pour chaque point du mail­
lage. Cette particularité est une des caractéristiques de la méthode des 
volumes de contrôle qui la. rend robuste. 

Les valeurs de V, Ax et AY dépendent du système de coordonnées 
utilisé. Actuellement, PDE2D calcule automatiquement ces quantités 
pour les trois systèmes de coordonnées orthogonales spécifiés dans le 
tableau 5.2. Pour être bref, l'information présentée clans le tableau est 
donnée seulement pour les points intérieurs du maillage. Il y a. une option 
dans le code permettant à l'utilisateur de calculer lui même toutes ces 
quantités. 

Les flux en (5.6) sont discrétisés par des différences finies centrées de 
deuxième ordre. Par exemple, le terme ( Ux );+1; 2,i est approximé par 

-t,J ~ ,] ~, ,} -t,} 

( 
@ .. + ,1..'+1 . ,1..'+1 . - @. . ) 

Ux t, Xï+l/2' Yi, 2 , ~x; e., + (~y)i+l/2,jey , (5.12) 
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Tableau 5.2: Systèmes de coordonnées orthogonales traités automatiq1tement 
par PDE2D. 

Systéme Coords. v. .. 
'·' Af+l/2,i Ar.i+l/2 

Cartesien (x, y) OX;Dyj 8yi OX; 

Cylindrique (z,r) 8z;( rJ+l/2- rJ -1/2) 7'2 r2 2ri+l/28z; axi-symétrique i+l/2- j-1/2 

Cylindrique (r,O) 80i(r[+l/2-rl-t;2) 280iri+l/2 8r; bidimensionnel 

5.3 Intégration dans le ten1ps 

Dans le cas général, le système (5.6), qui peut être réécrit sous la 
forme 

r(t,d2,,d/.) = 0 

!k.( io) 

df(to) 

(5.14) 

est un système raide mixte d'équations algébriques et d'équations diffé­
rentielles ordinaires (EDO). Dans PDE2D il est résolu par un intégrateur 
numérique basé sur le code DASSL de Petzold (1983). En (5.14), d2. et 
dt doivent être vus comme étant des vecteurs de dimension n x AI x N, 
contenant les valeurs des variables dépendantes et de ses dérivées par 
rapport au temps aux points du maillage. 

Les équations algébriques apparaissent quand le système EDP conti­
ent des contraintes algébriques, dans la plupart des cas liées aux condi­
tions aux limites. (Mais pas forcément: citons par exemple la condi­
tion d'incompressibilité, 'V· v= 0, qui après discrétisation donne une 
équation algébrique pour chaque point du maillage.) 

L'idée d'utiliser les méthodes développées pour l'intégration numéri­
que des équations différentielles ordinaires dans la résolution des systè­
mes mixtes d'équations différentielles/algébriques (EDA) a été proposée 
au départ par Gear (1971). L'approche consiste à remplacer la dérivée 
en (5.14) par une différence finie en arrière et à résoudre le système 
résultant par une méthode de Newton. 

DASSL est un code conçu par Petzold (1983) pour la résolution 
numérique des systèmes EDA du type (5.14), qui utilise une mise en 
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œuvre, avec pas de temps et ordre variables, des formules de différentia­
tion en arrière (FDA) avec le coefficient principal fixe (Jackson et Sacks­
Davis, 1980). A chaque pas, DASSL choisit l'ordre de l'intégration et le 
pas de temps, basés sur le comportement de la solution, et remplace la 
dérivée par la FDA d'ordre k ::::; 5. Si fik-i+l représente les approxima­
tions à. la vraie solution d!.(tn-i) pour i = 1, ... , k, alors le système (5.14) 
devient 

(5.15) 

où hn+l = tn+l - tn et les Œ; sont les coefficients de la FDA. 
Dans PDE2D, deux autres schémas d'intégration ont été inclus, ceux­

-ci étant implémentés sans aucun contrôle de l'erreur de troncature, 
c.-à-d. le pas de temps est seulement contrôlé par l'utilisateur. Le pre­
mier schéma est la 1·ègle rlu mi-point, 

(
t Q,. + Q,.+l Q,.+l - Qn) - 0 

r n+l/:ll 2 ' 1 - ' 1-n+l 
(5.16) 

qui est une méthode de deuxième ordre. DASSL a été conçu pour ré­
soudre les systèmes EDA d'index3 zero ou un; si l'index est supérieur les 
estimations de l'eneur de troncature sont fausses et DASSL peut donner 
des résultats imprécis ou bien choisir des pas de temps beaucoup plus 
petits que nécessaire. Dans ce cas, l'utilisation d'une méthode d'ordre 
basse, avec un contrôle minimal du pas de temps par l'utilisateur, est 
peut être la solution la. plus simple pour ce problème. 

Le deuxième schéma est tout simplement la FDA d'ordre 1, 

(5.17) 

connue aussi comme la méthode implicite d'Euler. If fanr remarquer que 
la FDA d'ordre 1 est utilisée souvent par DASSL dans l'intégration; en 
particulier, pour le premier pas de temps DASSL est obligé d'utiliser 
cette méthode car il ne dispose d'aucune information passée sur la solu­
tion. La méthode implicite d'Euler avec pas de temps fixe est utile pour 
l'obtention de solutions d'état stationnaire avec PDE2D; dans ce cas le 
pas de temps fonctionne comme un paramètre de relaxation. 

3 Le concept de l'index d'un système EDA est difficile à expliquer en quelques 
mots, et l'auteur pense qu'il est hors de la compétence de cet ouvrage. Le lecteur 
plus curieux peut consulter Brenan et al. (1989) pour une explication détaillée du 
sujet comme du niveau actuel de la recherche portant sur la résolution numérique des 
systèmes EDA. 
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5.4 Résolution du système non linéaire 

Pour simplifier la notation, (5.15) est réécrite comme 

r( t, 1!., ad!.+ [1) = 0, (5.18) 

où a = a 0 / hn+l est une constante qui change chaque fois que le pas de 
temps ou l'ordre changent et {j_ = o=~=l a;d!.n-i+l)/hn+l est un vecteur 
qui reste constant pendant la résolution de (5.18). Dans cette équation 
toutes les variables sont calculées à tn+l· Ce système est résolu par une 
méthode de Newton, donnée par 

(5.19) 

où l'indice m représente le niveau de l'itération et G est la matrice 
d'itération, 

(.5.20) 

L'estimation initiale d!.(o) de la. solution, est obtenue en évaluant le 
polynôme de prédiction w~+l ( t) à l'instant tn+l, 

..t.(O) p (t ) 
!e. = wn+l n+l . (5.21) 

Le polynôme de prédiction w~+l(t) est le polynôme qui interpole d!.n-i 
aux derniers k + 1 temps, 

i=0,1, ... ,k. (5.22) 

Pour résoudre le système lineaire (5.19), DASSL décompose la mat­
rice G en un produit de deux matrices triangulaires, l'une supérieure et 
l'autre inférieure, G =LU, la solution étant obtenue en deux pas: 

Ls -r(m) 

Ul:(m+l) _ 
!.!. - s, 

(5.23) 

ou §_(m+l) = d!.(m+l) -si!.( rn) et r(m) = r( t, si!.( rn), ad!.( rn) + {1). Dans DASSL, 
la matrice G peut être dense ou avoir une structure en bande; la dé­
composition de G et la résolution de (5.23) sont exécutées par des sous­
-programmes de la bibliothèque LINPACK (Dongarra et al., 1979). 

Dans beaucoup d'applications, et spécialement quand le système 
à résoudre est grand (ce qui est le cas pour la. plupart des systèmes 
EDA résultant de la méthode des lignes), les coûts elu calcul et de la 
décomposition de G dominent les coüts de l'intégration. Souvent, la 
matrice G change très peu pendant plusieurs pas de temps. TI est alors 
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souhaitable d'utiliser l'ancienne matrice d'itération dans (5.19), au lieu 
de réévaluer la matrice à chaque pas de temps. Donc, si G est la mat­
rice qui a été retenue de l'ancien pas de temps, alors l'itération qui est 
utilisée réellement, est 

(5.24) 

Tant que G est proche de G, (5.24) convergera à une vitesse adéquate 
permettant la résolution de l'équation de correction. 

5.5 La n1atrice d'itération dans PDE2D 

La discrétisation utilisée dans la formulation des volumes de contrôle 
établit un rapport entre chaque point du maillage et les 8 points voisins 
qui l'entourent. Quand un schéma ordonné de numérotage des points 
du maillage flst adopté, par exemple la séquence 

Q = (1!_1,1' · · · 'QM,1' · · ·' Qi,j '· · · 'Ql,N' · · · 'Ql\I,N ), .........._, 

c <PL , · · · , <Pi~j) 

r = (r1,1, ... ,rM,ll···' r;,i ,, .. ,rl,N, ... ,rM,N), .........._, 
( .r1 '1'n ) i,j, a " •' i,j 

(5.25) 

(5.26) 

(5.27) 

alors la. matrice G a la forme représentée sur la figure 5.2. Dans ce cas 
(5.19) ou (5.24) correspondent à un système den équations pour chaque 
point du maillage du type 

L'indice i,j est référé à la localisation dans le maillage plutôt qu'à la 
désignation matricielle habituelle de ligne-colonne. Les éléments non 
nuls de G sont des matrices carrées de dimension n, ayant la signification 
suivante: 

G~"! = or;,i 
•,J {),!.. ' 

~-1,j-1 

G~". = 8r;,i 
.,, '-1,1.. ' 

U!ei-1,j 

G
s ori,j 
i,j = '-1,1.. ' 

u~.i-1 

G~e. = 8r;,j 
I,J '-1,/.. l 

u~+1,j-1 

- a_r_i..:::,,i_ G'!.= 
•.J 81!_;+1 . ' 

,) 

(5.29) 

(5.30) 
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Gf_l G~,l 

[G] = 

Fig·u.1·c 5.2: 1lfatricf. des wcfficiwts zwur· la fonnulation ch 9 points. 

Dr· · 
G~~.~ = ,,} 

t,J âd!.i+l,j+l . 

Comme exemple, on détaille 1 'élement Gf.i : . 

G~'. = 
t,] 

( 
8rr:'. ô·r". ) t,J __!.!1. 
"'Û + (t ·> •/j CUtJ. . vrp. 

t,) ld 
( 

81·" . ôr~' . ) 
__!.!1. __!.!1. 

ôt/>" . + a ôt/>'" 
l,) •,J 

5.5.1 Le calcul numérique de G 

(5.31) 

(5.32) 

Le calcul de la matrice G est fait automatiquement par PDE2D en 
remplacant les dérivées partielles par des différences finies. Cette ap­
proche a deux avantages: elle demande moins d'effort à l'utilisateur et 
permet de changer de schéma de discrétisation sans qu'il soit nécessaire 
de réécrire la partie du code responsable du calcul de G. Evidemment, 
tous les schémas de discrétisation utilisés doivent être basés sur des 
molécules numériques de 5 ou 9 points, afin de conserver la structure 
représentée dans la figure 5.2. 
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La dérivée partielle de la composante l du résidu r au point (x;, Yi) 
du maillage, par rapport à. la valeur de la variable dépendante d!_k au 
même point du maillage, est approximée par 

arL ,..., r1 
( t, !~!. + o<t>f.ieL, a(!~!.+ o<t>f.ieL) +a) - r1 ct,!~!., ad!.+ LI) 

ô"'~. "' o"'~ . ' ~,,, o/t,] 

(5.33) 
où ef,i est le vecteur unitaire avec toutes les composantes nulles sauf la 
composante ef,i. Chaque incrément o<f>f,i est calculé par 

( 5.34) 

où WT~.i = ATOL + RTOLI<f>f) est la composante du vecteur des poids 
utilisé dans le calcul de la norme, ATOL et RTOL étant les erreurs 
absolues et relatives specifiées par l'utilisateur; u est l'erreur d'arrondi 
de la machine. Le lecteur peut consulter Breuan et al. (1989) pour plus 
de détails sur l'origine de (5.34). 

La structure particulière de la. matrice G permet de déterminer tous 
ses éléments non nuls avec 9n + 1 calculs du vecteur résidu r. Tous les 
éléments, séparés entre eux par deux lignes et 2 colonnes, sont perturbés 
simultanément. L'algorithme est présenté, sous une forme condensée, 
afin de clarifier un pen cette idée. 

t> calculer le résidu sans perturbation des variables. 

pour k = 1 à n 

pour i" = 1 à 3 
f-----pour jb = 1 à 3 

t> perturber les valeurs des éléments <PL de 1!. pour 

{

i = i,., i 11 + 3, i" + 6, .. . (i::; M) 
lequelles : et . 

j = jb,jb + 3,jb + 6, .. . (j::; N) 
t> calculer le résidu perturbé. 

t> en utilisant (5.33), déterminer les éléments de la 
collone k des sous-matrices G?..: 1,i_ 1, Gi.i-1> G?+1.i_ 1 , G'[_ 1,i, 
GP cw c•e G' t c•w 

Î,jl 7 i+l,jl 7 i-l,j+ll 7 i,j+l e 7 i+l,j+l' 

5.6 Résolution de l'équation d'itération dans 
PDE2D 

Les solveurs linéaires indus dans DASSL n'étaient pas conçus pour la 
résolution des systèmes ayant la structure représentée dans la figure 5.2. 
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Le mieux qu'on puisse faire sans modifier DASSL est de sélectionner le 
solveur adapté aux matrices en bande et de spécifier une largeur de bande 
égale à n(2M + 3). Cependant, ce choix est loin d'être optimal comme 
le lecteur peut s'apercevoir en analysant la. figure 5.2 et en vérifiant 
qu'entre les diagonales correspondant aux paires d'éléments ( Gf,j, Gi,j) 
et ( G'f,j, Gi,j) il y a deux bandes de largeur n(M- 3) constituées par des 
éléments nuls, que le solveur en bande considère comme étant remplies. 

La solution proposée dans PDE2D est de remplacer les sous-pro­
grammes de la bibliothèque LINPACK par un solveur tenant compte de 
la structure de la matrice G. 

Notre approche est basée sur la méthode MSIP développée par Sch­
neider & Zedan (1981), celle-ci étant une amélioration de la méthode 
SIP proposée par Stone (1968). La. méthode SIP essaie de résoudre 
le système linéaire résultant de la. discrétisation d'une seule équation 
elliptique aux dérivées partielles en 2D, avec un schéma de 5 points. La 
méthode MSIP élimine certaines faiblesses de SIP et en même temps 
élargit l'applicabilité de la. méthode aux schémas de 9 points. 

L'originalité de l'application de la méthode MSIP dans ce travail 
réside dans deux points: tout d'abord, elle est étendue aux systèmes 
linéaires résultant de la discrétisation de plusieurs équations aux dérivées 
partielles avec des schémas de 9 points, et en deuxième, la méthode est 
mêlée avec la procédure itérative de Newton. 

Considérons la résolution d'un système linéaire 

A!k = b, 

où la matrice A a la même structure que le Jacobien G décrit précédem­
ment. L'idée de base est une décomposition approximée de la matrice 
A en un produit. de deux matrices triangulaires par hlocs, 

A=LU. (5.:36) 

L est une matrice inférieure et U est une matrice supérieure avec sa 
diagonale principale constituée par des sous-matrices carrées unitaires 
(voir la. figure 5.3). Si les matrices Let U existent, alors (5.35) peut 
être résolu efficacement en utilisant la. démarche à deux pas habituelle 
pour les décompositions LU, c.-à.-d., 

Ls = b 
u d!. s. 

(5.37) 

Les éléments de L et de U sont déterminés de telle façon que les 
éléments de la. matrice LU dans les mêmes positions que les éléments non 
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[L] 
! 

[U] 
! 

F-i.g·u:rc 5.8.· Matrices L c.t U dt. la procf.dun 1\ISIP. 

nuls de la matrice originale A sont identiques à ceux de cette dernière. 
Les équations qui permettent le calcul des éléments de L et U sont 
(Schneider et Zedan, 1981): 

a; j. = A~'~ (5.38) 
1 t,] 

a;,ifi-1,i-1 + b;,i = At,i (5.39) 

b;,jfï.j-1 + Cj,j = Af.i (5.40) 

a;,jhi-1,i-1 + buYi,i-1 + d;.i = A;~i (5.41) 

ll;,j11.;_1,j-l + b;,)l-i,j-1 + C;,jYi+l,j-1 + d;,ifi-1,j + C;,j =AL (5.42) 

b;,iui,i-1 + c;,ihi+l,i-1 + euf;,i = A~.i (5.43) 

d;,jui- 1,i + e;,ihi,i = A?,i (5.45) 

e; j. u; 1· = A':~. (5.46) 
1 ' l,J 

Remarquons que tandis que dans la procédure originale de Schneider 
et Zedan ( 1981) les équations prédédentes sont scalaires, les équations 
présentées ici concernent des matrices carrées de dimension n. 

La décomposition LU qui vient d'être décrite est approximée car le 
produit LU génère une matrice A1 qui contient quatre diagonales de plus 
que la matrice originale A, comme le montre la figure 5.4. Les éléments 
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[G'] = 

Figure 5.4: Matrice LU de la procédure 1\:fSIP. 

des quatre diagonales additionnelles sont donnés par: 

wf.i = c;,j/;+l,j-1 
•) 

w;,i a.;,jgi-I,i-1 

wf.i = C;,j11.i+I.i-I 
(5.47) 

w{.i d;,jgi-l,j· 

Comme la décomposition LU n'est pas exacte, le système (5.35) ne 
peut pas être résolu d'une façon directe. La solution proposée par Stone 
(1968) et Schneider et Zedan (1981) consiste à utiliser une procédure 
itérative de correction afin d'éliminer l'influence des termes supplémen­
taires. L'équation de correction est 

A'_ç2_(m+l) = A'_ç2_(m)- (A_ç2_(m)- b). (5.48) 

Iffaut remarquer que le deuxième terme de la partie droite de (5.48) est 
le résidu du système original pour _ç2_ = _ç2_(m). 

Afin d'annuler partiellement l'influence des termes additionnels de 
A', on emploie une expansion en série de Taylor pour exprimer les valeurs 
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i-2 i-1 i+l i+2 

w~ . A':''!' A':'. A':'" 
j+l •.J .. , •,J .. , 

w2 . A~· A~ A~. W~· 
j 

.. , .. , •.J •.J .. , 

A~W A~. A~e. w~. 
j-1 

.. , •.J '·J .., 

Fig1trc 5.5: Représentation de la moléc1tle n11mériquc associée ù MSIP. 

des variables dépendantes aux points ( i- 2, j), ( i + 2, j), ( i - 2, j + 1) et 
( i + 2, j - 1 ), correspondant aux éléments supplémentaires de A' (voir la 
figure 5.5), en fonction des valeurs des variables dépendantes intervenant 
clans la matrice originale A. Les approximations utilisées sont 

@ .• , . 
-t- ... â 

P.i+:J.,j = 

d!..;+2,j -1 = 
d!..;-2,j +1 

-2$ .. + 20·+1 . + ,./... ·-1 .;:;..z.,J .:::....:. ,J ~.J 

(5.49) 

(5.50) 

(5.51) 

(5.52) 

D'après Schneider et Zedan (1981), un paramètre T est utilisé pour 
implémenter l'annulation partielle de l'influence de ces termes addition­
nels. Ceci est accompli en modifiant les équations du système A' sk. = b, 
sous la forme suivante: 

(5.53) 

Ce système modifié est plus proche du système initial Ad!.= b, pour 
lequel on cherche la solution. Afin de mieux comprendre l'affirmation 
précédente, remarquons que si la solution du système Ad!.= b est un 
champ lineaire, sk. = a 1 + a 2x + a 3y, alors les développements en série 
de Taylor sont exacts et, en choisissant T = 1, la solution du système 
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modifié (5.53) est la même que celle du système initial. Par contre, si 
r = 0 alors l'annulation partielle de l'influence des termes additionnels 
de A' est éliminée et on reste avec le système A' d!. = b. 

Les nouvelles valeurs des éléments des matrices L et U, dont le pro­
duit est égal à la matrice du système lineaire (5.53), sont données par 
les expressions suivantes : 

(5.54) 

b;,i = (A:.i- ai,ifi-1,i-1- aAi,}fï+I,i-1)(1- afi,i-di+!,i-1)-
1 (5.55) 

Ci,j = At.i- b;.jfi,j-1 (5.56) 

d;,i = (A~':i- Œ;,)Li-1,j-l- b;,j!/i,j-1 

- 2aa;,i!Ji-U-1)(I + 2ag;_u )- 1 (5.57) 

-l(Anw l / ) !/i,j = C;,j i,j - l i,j Li-1,j 

-1Ane 
n;,i = ei,i i,i, 

(5.59) 

(5.60) 

(5.61) 

(5.62) 

L 1 l 1 ') 3 t 4 t"l" , l . es va. eurs < e w;,j, w;,i, w;.i e. wi,i, u .1 1sees < ans ces expressiOns, sont 
calculées en utilisant (5.47). TI faut remarquer que les valeurs des w 

doivent être calculées dès que le calcul de d;,i est fini. 
Etant donnée une estimation d!.(o) de la solution, la résolution du 

système Ad!.= b par la méthode MSIP, peut être résumée dans la forme 
suivante: 

t> calculer L et U par (5.54-5.62). 

pour i = 0, 1, ... 

t> calculer le résidus: r(i) = Ad!.(i) - b 

. {Ls = -r(i) 
t> calculer la correction 81!.('+1

): U lid!.(i+l) = 
5 

t> actualiser la solution: d!.(i+1) = d!.(i) + lid!.(i+1) 

'---- t> refaire le cycle jusqu'à que lllid!.(i+1 )11 < TOL. 
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Dans PDE2D la matrice d'itération G de l'équation de correction 
(5.24), est remplacée par la décomposition LU modifiée, donnée par les 
formules (5.54-5.62). D'un point de vue global, l'équation non linéaire 
(5.18) est résolue dans PDE2D par une méthode itérative ayant une 
équation d'itération avec la forme habituelle 

{correction} = - [matrice d'itération] {résidus}. (5.63) 

La matrice d'itération de cette équation permet la résolution de (5.63) 
d'une façon efficace et économique, en restant proche du Jacobien du 
système et donc en assurant un taux de convergence proche de celui de 
la méthode de Newton classique. En pratique la méthode fonctionne 
bien. 

Une remarque sur le paramètre r; <~près experimentation, on a conclu 
qu'une valeur r = O,(::i donne généralement un taux de convergence opti­
mal. 

5. 7 Re1narques finales 

Dans ce chapitre, les parties les plus importantes de la structure 
interne du code PDE2D ont été décrites en détail. Le logiciel a été 
conçu pour résoudre les systèmes d'équations au dérivées partielles en 
deux dimensions spatiales, associés aux problèmes de transport. 

D'a.bord, la discrétisation spatiale, qui est basée sur la méthode des 
volumes de contrôle (volumes finis), a été détaillée. Puis la méthode 
utilisée pour résoudre le système différentiel ordinaire résultant de la 
discrétisation. 

On est parti du code DASSL (Petzold, 1983) et on l'a adapté aux 
systèmes différentiels générés par PDE2D. DASSL est arrivé, an cours 
des années, à un niveau de fiabilité remarquable si on tient compte de 
son but: être un solveur général des systèmes EDA. La modification 
majeure effectuée dans DASSL est au niveau de la méthode de résolution 
du système non linéaire dû à l'application des formules implicites de 
différentiation en arrière. 

Le lecteur plus attentif a peut être remarqué que l'interface de com­
munication entre PDE2D et l'utilisateur n'a pas été présentée. Ceux 
qui sont intéressés, peuvent consulter l'appendice présenté en suite, qui 
inclut l'en-tête du listing du code source de PDE2D, qui sert comme 
guide de l'utilisateur. 
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5.8 Appendice: en-tête du listing de PDE2D 

C *** FILE NAME 
C *** LANGUAGE 

PDE2D 
FORTRAN 

C *** PRECISION DOUBLE 
C *** DATA WRITTEN 94/09/26 (YY/MM/DD) 
C *** REVISION DATE 94/09/26 (YY/MM/DD) 
C *** AUTHOR 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

JOSE PAULO BARBOSA MOTA 
LABORATOIRE DES SCIENCES DU GENIE CHIMIQUE - CNRS 
ENSIC - 1, RUE GRANDVILLE 
B.P. 451 
54001 NANCY CEDEX 
FRANCE 

C --------------------------- DESCRIPTION ----------------------------
c 
C THIS CODE SOLVES A SYSTEM OF ALGEBRAIC AND 2-D PARABOLIC PARTIAL 
C DIFFERENTIAL EQUATIONS. THE SPATIAL DISCRETIZATION IS BASED ON THE 
C FINITE VOLUME METHOD. THE RESULTING SYSTEM OF ORDINARY DIFFERENTIAL 
C EQUATIONS IS SOLVED USING A STIFF SOLVER BASED ON THE DDASSL CODE 
C OF L.R. PETZOLD. 
c 
C IMPORTANT 
c 
C TO USE THIS CODE YOU MUST BE FAMILIAR WITH THE PACKAGE DDASSL. 
c 
C THE PDE SYSTEM THAT CAN BE SOLVED IS (K=l,-,NEQ) : 
c 
c 
c 
c 
c 
C WHERE : 
c 

F(K) + DIV (Ul(K)•EX1 + U2(K)*EX2) = 0 

X1L < Xl < X1R, X2L < X2 < X2R 

C F(K) = F(K)(T, Xl, X2, Y(l),-,Y(NEQ), DY(l)/DT,-,DY(NEQ)/DT, 
C U1(1),-,U1(NEQ), U2(1),-,U2(NEQ)) 
C U1(K) = Ul(K)(T, Xl, X2, Y(l),-,Y(NEQ), DY(1)/DX1,-,DY(NEQ)/DX1, 
C DY(1)/DX2,-,DY(NEQ)/DX2) 
C U2(K) = U2(K)(T, Xl, X2, Y(l),-,Y(NEQ), DY(1)/DX1,-,DY(NEQ)/DX1, 
C DY(1)/DX2,-,DY(NEQ)/DX2) 
c 
C AND : 
c 
c 
c 
c 

DIV 
T 
Xl 

- DIVERGENCE OPERATOR 
- TIME VARIABLE 
- SPATIAL COORDINATE 

C X2 - SPATIAL COORDINATE 
C Y(l),-,Y(NEQ) -DEPENDENT VARIABLES 
C DY(l)/DT,-,DY(NEQ)/DT - TIME DERIVATIVES 
C DY(1)/DX1,-,DY(NEQ)/DX1 - SPATIAL DERIVATIVES 
C DY(1)/DX2,-,DY(NEQ)/DX2- SPATIAL DERIVATIVES 
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c 
c 

EX1, EX2 - UNIT VECTORS 

C BOUNDARY CONDITIONS 
c 
C THE AXES X1=X1L AND X1=X1R CAN BE DIVIDED INTO AN ARBITRARY 
C HUMBER OF NON-OVERLAPING SUBAXES. FOR EACH EQUATION (K=1,-,NEQ), 
C THE BOUNDARY CONDITION ON EACH SUBAXE CAN BE Wl(K) = 0 OR 
C U1(K) = Wl(K). SIMILARLY, THE AXES X2=X2L AND X2=X2R CAN BE 
C DIVIDED INTO AN ARBITRARY HUMBER OF NON-OVERLAPING SUBAXES EACH 
C HAVING FOR EACH EQUATION A BOUNDARY CONDITION OF THE TYPE 
C W2(K) = 0 OR U2(K) = W2(K). 
c 
C Wl(K) = Wl(K)(T, Xl, X2, Y(1),-,Y(NEQ), DY(1)/DT,-,DY(NEQ)/DT, 
C U1(1),-,U1(NEQ), U2(1),-,U2(NEQ)) 
c 
C W2(K) = W2(K)(T, Xl, X2, Y(l),-,Y(NEQ), DY(l)/DT,-,DY(NEQ)/DT, 
C U1(1),-,U1(NEQ), U2(1),-,U2(NEQ)) 
c 
c 
c 

HOW TO SOLVE THE PROBLEM 

C 1) CREATE A SUBROUTINE NAMED 'PDESYS' DEFINING THE PDE SYSTEM. IT 
C MUST BE DECLARED AS : 
c 
C SUBROUTINE PDESYS (X, Y, YPRIME, DYDX1, DYDX2, F, Ul, U2, JOB) 
C IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 
C DIMENSION X(*), Y(*), YPRIME(*), DYDX1(*), DYDX2(*), 
C * F(*), U1(*), U2(*) 
C COMMON /PDERES/ TIME, Il, I2, !ERR, IJAC 
c 
C RETURN 
C END 
c 
C THE VARIABLES IN THE COMMON BLOCK /PDERES/ SHOULD NOT BE ALTERED 
C BY THE USER. THEY HAVE THE FOLLOWING MEANING 
c 
c I1 
c 
c 
c I2 
c 
c 
c TIME 
c 
c 
c IERR 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

INTEGER 
IDENTIFIES THE GRID POINT BEING TREATED (Xl DIRECTION). 

INTEGER 
IDENTIFIES THE GRID POINT BEING TREATED (X2 DIRECTION). 

DOUBLE PRECISION 
VALUE OF THE TIME VARIABLE. 

INTEGER 
THE USER CAN SET IERR = -1 OR -2 IF AN INPUT VALUE OF Y 
IS ILLEGAL. IF IERR = -1 THE CODE WILL TRY TO SOLVE THE 
PROBLEM WITHOUT GETTING IERR = -1 AGAIN. IF IERR = -2, 
DDASSL WILL RETURN CONTROL TO THE CALLING PROGRAM WITH 
IDID = -11 (SEE THE DESCRIPTION OF DDASSL). 

129 
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C IJAC 
c 
c 
c 
c 
c 
c. 
c 

Chapitre 5. Le code PDE2D 

INTEGER 
THIS VARIABLE IS USUALLY EQUAL TO 0 EXCEPT DURING THE 
NUMERICAL EVALUATION OF THE JACOBIAN MATRIX WHEN THE CODE 
SETS IJAC EQUAL TO 1. IN MOST APPLICATIONS IT IS IGNORED 
BY THE USER. IT IS JUST INCLUDED IN CASE YOU NEED TO 
KNOW IF THE CALL TO PDESYS IS BEING USED TO COMPUTE THE 
JACOBIAN MATRIX. 

C THE ARGUMENTS TO PDESYS ARE EXPLAINED NEXT. THE TERM 'IN' MEANS 
C THAT THE ARGUMENT IS AN OUTPUT FROM THE CODE TO THE USER. THE TERM 
C 'OUT' IS USED WHEN THE ARGUMENT SHOULD BE OUTPUTED BY THE USER TO 
C THE CODE. 'IN' ARGUMENTS SHOULD NOT BE CHANGED BY THE USER EXCEPT 
C WHEN EXPLICITELY STATED OTHERWISE. 
c 
C X IN : DOUBLE PRECISION (2) 
C X(l) = VALUE OF THE FIRST SPACE COORDINATE, Xl 
C X(2) = VALUE OF THE SECOND SPACE COORDINATE, X2. 
c 
C Y IN : DOUBLE PRECISION (NEQ) 
C ARRAY THAT CONTAINS THE VALUES OF THE DEPENDENT VARIABLES. 
c 
C YPRIME IN : DOUBLE PRECISION (NEQ) 
C ARRAY THAT CONTAINS THE TIME DERIVATIVES OF THE DEPENDENT 
C VARIABLES. THE VALUES ARE MEANINGFUL ONLY WHEN JOB=O. 
c 
C DYDX1 IN : DOUBLE PRECISION (NEQ) 
C ARRAY THAT CONTAINS THE DERIVATIVES OF THE DEPENDENT VARS 
C WITH RESPECT TO THE FIRST SPACE COORDINATE (Xl). THE ARRAY 
C CONTAINS VALID VALUES WHEN : 
C (JOB=l OR JOB=2) AND I1<>1 AND I1<>NP1, 
C WHERE NP1 IS THE NUMBER OF GRID POINTS IN THE Xl DIRECTION. 
c 
C DYDX2 IN : DOUBLE PRECISION (NEQ) 
C ARRAY THAT CONTAINS THE DERIVATIVES OF THE DEPENDENT VARS 
C WITH RESPECT TO THE SECOND SPACE COORDINATE (X2). THE ARRAY 
C CONTAINS VALID VALUES WHEN : 
C (JOB=1 OR JOB=2) AND I2<>1 AND I2<>NP2, 
C WHERE NP2 IS THE NUMBER OF GRID POINTS IN THE X2 DIRECTION. 
c 
C F OUT : DOUBLE PRECISION (NEQ) 
C SHOULD BE SET BY THE USER WITH THE VALUES OF THE F FONCTIONS 
C WHEN JOB=O, AND IGNORED IN THE OTHER CASES. IF THE POINT 
C BEING TREATED IS A BOUNDARY POINT FOR WHICH THERE ARE 
C BOUNDARY CONDITIONS OF THE TYPE W(K) = 0 THEN THE 
C CORRESPONDING F(K) VALUES SHOULD BE SUBSTITUTED BY THE W(K) 
C VALUES. 
c 
C U1 IN/OUT : DOUBLE PRECISION (NEQ) 
C SHOULD BE SET BY THE USER WITH THE VALUES OF THE U1 FONCTIONS 
C WHEN : 
C JOB=1 
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c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

U2 

JOB=O AND (I1=1 OR I1=NP1) 

IF JOB=O AND I1>1 AND I1<NP1 THEN THE U1 VECTOR CONTAINS THE 
ESTIMATES OF THE U1 VALUES AT THE GRID POINT. 

IN/OUT : DOUBLE PRECISION (NEQ) 
SHOULD BE SET BY THE USER WITH THE VALUES OF THE U2 FUNCTIONS 
WHEN : 

JOB=2 
JOB=O AND (I2=1 OR I2=NP2) 

IF JOB=O AND I2>1 AND I2<NP2 THEN THE U2 VECTOR CONTAINS THE 
ESTIMATES OF THE U2 VALUES AT THE GRID POINT. 

JOB IN : INTEGER 

2) 

3) 

INDICATES THE USER WHAT TO DO. 

DECIDE THE NUMBER OF GRID POINTS (NP1 AND NP2) THAT YOU WANT TO 
USE, THEN DECLARE THE FOLLOWING ARRAYS : 

DOUBLE PRECISION Y(NEQ,NP2,NP1), YPRIME(NEQ,NP2,NP1), 
RPAR(4 + 2*(NP1+NP2)+ 3*NP1*NP2+ NEQ*(6*NP2+4)), 
X1(NP1), X2(NP2) 

EQUIVALENCE (RPAR(1), Xl), (X1(NP1+1), X2) 
INTEGER IPAR(NEQ,4 + 2*(NP1+NP2)), IWBC(NEQ,NP2), 

* IEBC(NEQ,NP2), ISBC(NEQ,NP1), INBC(NEQ,NP1), 
* IUY(NEQ), IUYX(NEQ), IUYXX(NEQ), IUF(NEQ) 

EQUIVALENCE (IPAR(1), IWBC), (IWBC(NEQ+1,NP2), IEBC), 
* (IEBC(NEQ+1),NP2), ISBC), 
* (ISBC(NEQ+1,NP1), INBC), 
* (INBC(NEQ+1,NP1), IUY), (IUY(NEQ+1), IUYX), 
* (IUYX(NEQ+l), IUYXX), (IUYXX(NEQ+l), IUF) 

DOUBLE PRECISION RWORK(40 + (4 + MAXORD + 9*NEQ)*NEQ*NP1*NP2 
* + 3*(1+NP1/3)*(1+NP2/3)) 

INTEGER IWORK(20), INF0(18) 

THE NAMES GIVEN TO THESE VARIABLES AGREE WITH THE NAMES OF THE 
ARGUMENTS TO DDASSL. YOU CAN GIVE OTHER NAMES TO THE VARIABLES, 
BUT REMEMBER TO PASS THEM IN THE RIGHT OROER. THE DIMENSIONS GIVEN 
ABOVE ARE THE MINIMUM ONES. MAXORD IS THE MAXIMUM OROER OF THE 
BFD FORMULA USED BY DDASSL- IT MUST BE .LE. 5. 
THE SUBROUTINE REQUIRED BY DDASSL TO DEFINE THE SYSTEM OF 
DIFFERENTIAL/ALGEBRAIC EQUATIONS (PASSED AS THE RES PARAMETER) IS 
INCLUDED IN THIS CODE AND HAS BEEN CALLED 'RES'. YOU JUST HAVE TO 
DECLARE THE NAME 'RES' EXTERNAL IN YOUR PROGRAM : 

EXTERNAL RES 

SET X1(1),-,X1(NP1) WITH THE Xi COORDINATES OF THE GRID POINTS 
AND X2(1),-,X2(NP2) WITH THE X2 COORDINATES. SET: 



132 

c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

IWBC(*,1),-,IWBC(*,NP2) 

IEBC(*,1),-,IEBC(*,NP2) 

ISBC(*,1),-,ISBC(*,NP1) 

INBC(*,1),-,INBC(*,NP1) 
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WITH THE TYPE OF B.C. FOR 
EACH GRID POINT AT X1=X1L 

WITH THE TYPE OF B.C. FOR 
EACH GRID POINT AT X1=X1R 

WITH THE TYPE OF B.C. FOR 
EACH GRID POINT AT X2=X2L 

WITH THE TYPE OF B.C. FOR 
EACH GRID POINT AT X2=X2R 

C 0 MEANS A B.C. OF THE TYPE W(K) = 0 ; 1 MEANS A B.C. OF THE 
C TYPE U(K) = W(K). 
c 
C YOU CAN HELP THE CODE BEING MORE EFFICIENT IF YOU FILL THE 
C FOLLOWING INTEGER ARRAYS (K=1,-,NEQ) : 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

SET IUY(K) 

SET IUYX(K) 

1 IF ALL THE U1 AND U2 FUNCTIONS ARE 
INDEPENDENT OF Y(K) 

1 IF ALL THE U1 FUNCTIONS ARE INDEPENDENT OF 
DY(K)/DX1 AND IF ALL THE U2 FUNCTIONS 
ARE HlDEPENDENT OF DY (K) /DX2 

C SET IUYXX(K) 1 IF ALL THE U1 FUNCTIONS ARE INDEPENDENT OF 
C DY(K)/DX2 AND IF ALL THE U2 FUNCTIONS 
C ARE INDEPENDENT OF DY(K)/DX1 
C SET IUF(K) 1 IF ALL THE F FUNCTIONS ARE INDEPENDENT OF 
C THE FUNCTIONS U1 (K) AND U2(K) 
c 
C CALL SUBROUTINE PDEINI DEFINED AS : 
c 
C PDEINI (NEQ, NPDE, NP1, NP2, ICOORD, RPAR, LRP, IPAR, LIP, 
C * ALPHA, IERR) 
c 
C THE ARGUMENTS 'NEQ', 'NP1', 'NP2', 'RPAR' AND 'IPAR' HAVE ALREADY 
C BEEN EXPLAINED. THE MEANING OF THE OTHER PARAMETERS IS 
c 
c NPDE INTEGER 
C IF YOU HAVE A MIXTURE OF ALGEBRAIC AND PARTIAL 
C DIFFERENTIAL EQUATIONS TO SOLVE, THE CODE WILL 
C RUN FASTER IF YOU GROUP THE PDES FIRST AND FOLLOW 
C THEM BY THE ALGEBRAIC EQUATIONS. THE INTEGER NPDE 
C WILL INFORM THE CODE THAT THE FIRST NPDE EQUATIONS 
C ARE PDES AND THE REMAINING ONES ARE ALGEBRAIC. 
c 
C ICOORD INTEGER 
C IDENTIFIES THE COORDINATE SYSTEM TO BE USED. CURRENTLY, 
C THE COORDINATE SYSTEMS THAT THE CODE CAN HANDLE ARE 
C ICOORD=O- CARTESIAN SYSTEM (X1=X,Y1=Y) 
C ICOORD=1 - RADIAL SYSTEM (X1=Z,X2=R) 
C ICOORD=2 - CYLINDRICAL SYSTEM (X1=R,X2=ANGLE) 
c 
c 
c 

LRP INTEGER 
LENGTH OF THE RPAR ARRAY. 
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c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 4) 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

LIP INTEGER 
LENGTH OF THE !PAR ARRAY. 

ALPHA DOUBLE PRECISION 

IERR 

PARAMETER CONTROLING THE CONVERGENCE OF THE LINEAR 
SOLVER. A VALUE OF 0.0 MEANS THE CODE WILL NOT TRY 
TO CANCEL THE INFLUENCE OF THE ADDITIONAL NONZERO 
ELEMENTS GENERATED IN THE APPROXIMATE FACTORIZATION. 
A VALUE OF 1.0 MEANS THE CODE WILL COMPLETELY ELIMINATE 
THE INFLUENCE OF THE ELEMENTS IF THE SOLUTION FIELD 
IS LINEAR (IN THIS CASE, THE FACTORIZATION IS EXACT). 
THE OPTIMUM ALPHA IS PROBLEM DEPENDENT, BUT A VALUE OF 
0.6 SEEMS A REASONABLE CHOICE. 

INTEGER 
PDEINI RETURNS IERR=O IF ITS INPUT AS CONSISTENT. IN 
CASE OF ERROR IT RETURNS : 

IERR = -1 IF NEQ < 1 
IERR = -2 IF NPDE < 0 OR UPDE > UEQ 
IERR = -3 IF NP1 < 3 
IERR = -4 IF NP2 < 3 
IERR = -5 IF LRP < MINIMUM NEEDED 
IERR = -6 IF LIP < MINIMUM NEEDED 
IERR = -7 IF ALPHA < 0.0 OR ALPHA > 1.0 

SET THE Y AND YPRIME VECTORS WITH THE INITIAL VALUES OF 
THE DEPENDENT VARIABLES. 
CALL DDASSL TO DO THE TIME INTEGRATION. NOTICE THAT : 

RES ADDRESS 
THE PDE SYSTEM IS CONVERTED TO A SYSTEM OF 
DIFFERENTIAL/ALGEBRAIC EQUATIONS BY THE SUBROUTINE 
RES WHICH IS INCLUDED IN THE CODE. AS ALREADY 
STATED IT MUST BE DECLARED EXTERNAL IN YOUR PROGRAM. 

NEQ INTEGER 
SET IT EQUAL TO NEQ*NP1*NP2. 

INFO DOUBLE PRECISION (18) 
THE INFO ARRAY HAS 3 NEW ELEMENTS (16, 17 AND 18) 
AND SOME OF THE OLD ONES HAVE A NEW MEANING. 
THE CHANGES ARE : 

INF0(5) - THE SIZE OF THE SOLUTION ERROR VECTOR IS 
MEASURED USING : 

THE ROOT-MEAN-SQUARE NORM, IF INF0(5) = 0 
THE MAXIMUM NORM, IF INF0(5) = 1 

INF0(6) - THE FIRST STEP TAKEN BY THE CODE IS A 
CRITICAL ONE BECAUSE MANY TIMES THE 
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c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
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BOUNDARY CONDITIONS GENERATE A DISCONTINUITY IN THE 
SOLUTION AT TO+. IN THIS CASE YOU CAN HELP THE CODE 
RESOLVING THE FIRST STEP EASIER BY PROVIDING A 
SUBROUTINE OF THE FORM : 

SUBROUTINE GUESS (T, H, Y, YPRIME) 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 
DIMENSION Y(NEQ,NP2,NP1), YPRIME(NEQ,NP2,NP1) 

RETURN 
END 

SET INF0(6)=1 AND PASS 'GUESS' IN THE PLACE OF THE JAC 
PARAMETER - DO NOT FORGET TO DECLARE THE SUBROUTINE 
EXTERNAL IN YOUR PROGRAM. 
T IS THE CURRENT VALUE OF THE TIME VARIABLE (=TO+H), 
H IS THE TIME STEP, AND Y AND YPRIME ARE THE ESTIMATES 
GENERATED BY THE CODE. YOU CAN CHANGE ALL OR ONLY SOME 
OF THE ENTRIES OF Y AND YPRIME. NOTICE THAT IN THE 
FIRST STEP THE CODE USES THE BDF FORMULA OF OROER 1, 
SO THE TIME DERIVATIVES ARE APPROXIMATED BY 
YPRIME = (Y - YOLD)/H. IN THE CASE OF A SUCCESSFUL 
FIRST STEP THE CODE SETS INF0(6)=0. 

INF0(16) - THIS ENTRY CONTROLS A PARAMETER THAT IS 
RELATED TO THE MAXIMUM DIFFERENCE BETWEEN 

THE VALUES OF CONSECUTIVE TIME STEPS THAT DOES NOT 
FORCE A NEW JACOBIAN EVALUATION. IF INF0(16)=0 THE 
THE CODE WILL USE THE DEFAULT VALUE FOR THE PARAMETER 
(0.25) IN DDASSL. YOU SHOULD EXPERIMENT WITH HIGHER 
VALUES (UP TO 0.8 APPROXIMATELY) SINCE THEY CAN 
DECREASE THE NUMBER OF JACOBIAN EVALUATIONS - A VALUE 
OF 0.6 IS A GOOD CHOICE. IF YOU WANT TO CHANGE THE 
DEFAULT VALUE OF 0.25 SET INF0(16)=1 AND PUT THE 
DESIRED VALUE IN RWORK(4). THE VALUE USED BY THE CODE 
IS THE ONE YOU SELECT WHEN YOU CALL DDASSL WITH 
INF0(1)=0. NOTICE THAT RWORK(4) IS CHANGED BY DDASSL 
AFTER THE FISRT CALL. 

INF0(17) - THIS ENTRY CONTROLS THE MAXIMUM NUMBER OF 
NEWTON ITERATIONS ALLOWED FOR THE CORRECTOR 

LOOP IN DDASSL. IF YOU LEAVE INF0(17)=0 THE CODE WILL 
SET THE MAXIMUM NUMBER OF ITERATIONS EQUAL TO 4, WHICH 
IS THE DEFAULT IN DDASSL. IF YOU WANT TO CHANGE IT SET 
INF0(17)=1 AND PUT THE DESIRED VALUE IN IWORK(1). 
THE DEFAULT IS IN GENERAL A GOOD CHOICE. THE VALUE 
USED BY THE CODE IS THE ONE YOU SELECT WHEN YOU CALL 
DDASSL WITH INF0(1)=0, OR AT EACH DDASSL CALL IF YOU 
SELECT THE INTERMEDIATE-OUTPUT MODE. 

INF0(18) - THIS ENTRY ENABLES YOU TO DO THE TIME 
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C INTEGRATION USING THE IMPLICIT EULER METHOD 
C (BDF OF OROER 1) OR WITH THE IMPLICT MIDPOINT RULE, 
C WITH CONSTANT TIME STEP. IN THIS CASE THE CODE DOES 
C NOT GENERATE ANY ERROR ESTIMATES, AND THE RTOL AND ATOL 
C VALUES ARE ONLY USED AS ERROR TOLERANCES FOR THE NEWTON 
C ITERATION AT EACH STEP. 
C TO IMPLEMENT THE PROCEDURE YOU MUST: 
C - SET INF0(8) = 1 AND RWORK(3) = DESIRED TIME STEP. 
C - SET INF0(18) = 1. 
C - SET INF0(9) = 1. 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

FOR THE IMPLICIT EULER METHOD 
- SET IWORK(3) = 1. 

FOR THE MIDPOINT RULE 
- SET IWORK(3) = 2. 

C RTOL, ATOL DOUBLE PRECISION (*) 

C IF RTOL AND ATOL ARE VECTORS, SET THEM ACCORDING TO 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
G 

LRW 

LIW 

RPAR 

IPAR 

JAC 

RTOL(1),-,RTOL(NEQ) 
ATOL(l),-,ATOL(NEQ) 

INTEGER 

RTOL() FOR EAGH DEPENDENT VAR 
ATOL() FOR EAGH DEPENDENT VAR. 

SET IT TO THE DECLARED LENGTH OF THE RWORK ARRAY. 

INTEGER 
SET IT TO THE DECLARED LENGTH OF THE IWORK ARRAY. 

DOUBLE PRECISION (*) 

THIS IS THE WORK ARRAY PASSED TO PDEINI. 

INTEGER (*) 

THIS IS THE WORK ARRAY PASSED TO PDEINI. 

ADDRESS OF SUBROUTINE 
TREAT IT AS A DUMMY ARGUMENT EXCEPT WHEN INF0(6)=1. 

C ------------------------- END OF DESCRIPTION -------------------------

Nomenclature 

a Elément de la matrice L. 

A Aire d'une face d'un volume de contrôlo; matrice. 

A' Décomposition LU approximée de A. 

b Elément de la matrice L. 

c Elément de la matrice L. 

d Elément de la matrice L. 
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e Elément de la matrice L. 

e Vecteur unitaire. 

f Elément de la matrice U. 

f Vecteur des termes d'accumulation. 

g Elément de la matrice U. 

h Elément de la matrice U; pas de temps. 

I Matrice identité n x n. 

G Jacobien. 

L Matrice triangulaire inférieure. 

M Nombre de points du maillage dans la direction x. 

n Nombre d'équations qui composent le système. 

n Vecteur unitaire normal à la frontiére Dn. 
N Nombre de points du maillage dans la direction N. 

r Vecteur des résidus 

t Variable de temps. 

u Elément de la matrice U. 

u Vecteur des flux. 

U Matrice triangulaire supérieure. 

11 Volume de contrôle. 

w Vecteur définissant les conditions frontiéres. 

:1: Coordonnée spatiale générique. 

y Coordonnée spatiale générique. 

Lettres grecques 

§_ Vecteur de correction. 

1!. Vecteur des variables dépendantes. 

T Paramètre de relaxation. 

w Eléments additionnels de A'. 

n Domaine spatial. 

an Frontière du domaine spatial. 
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Indices 

0 Conditions initiales. 

e Est. 

t Localisation x dans le maillage. 

j Localisation y dans le maillage. 

n Nord. 

p Point central. 

s Sud. 

w Ouest. 

a: Composante selon la coordonnée x. 

y Composante selon la. coordonnée y. 

Dérivé partielle par rapport au temps. 
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Synthèse de la partie 1 

L e recours au gaz naturel constitue une des solutions les plus inté­
ressantes pour atténuer la. dépendance énergétique du secteur des 

transports vis-à.-vis du pétrole et contribuer à. la. protection de l'environ­
nement. Les réserves de gaz naturel sont abondantes, il est moins cher 
que l'essence et le gazole, il offre de grandes possibilités de réduction des 
émissions polluantes et les modifications necéssa.ires des moteurs exis­
tants pour le fonctionnement au gaz naturel ne sont pas majeures. 

Actuellement, le ga.z naturel doit être comprimé à :200 bars afin d'être 
stocké avec efficacité dans une voiture et délivré rapidement. Le coût 
des compresseurs capables d'atteindre cette pression contribue d'une 
manière significative au coùt total des flottes de véhicules fonctionna.nt 
a.u gaz naturel. La diminution des besoins de compression aurait un 
impact importa.ut sur le coùt total du système et ferait du gaz naturel 
un carburant routier plus attractif. 

Les résultats théoriques et expérimentaux trouvés dans la. littérature, 
concerna.nt la. mise en œuvre des adsorbants ayant simultanément des 
surfaces spécifiques et des densités d'empilement élevées, indiquent clai­
rement le potentiel des systèmes de stockage de gaz naturel par adsorp­
tion à. basse pression dans le secteur des transports. 

Les capacités expérimentales les plus élevées obtenues jusqu'à. pre­
sent, 86 v jv pour un cha.rbon granulé et 125 v /v pour un char hon mo­
nolithe, ont déjà. dépassé les limites de faisa.bilité économique de 78 v /v 
pour des petites voitures et 120 v jv pour les véhicules lourds. Il est 
cependant improbable qu'un système de stockage par adsorption soit 
jamais conçu ayant la densité énergétique d'un système de stockage par 
compression à. 200 bars (220 v /v). En tout cas, il ne faut pas attacher 
une importance trop grande à. cette valeur; une perfonna.nce plus réduite 
est a.cceptable dans le stockage par adsorption en raison des économies 
apportées par la. pression plus faible utilisée dans cette technologie. 

Da.ns cette thèse on a tout d'abord développé un simulateur bidi­
mensionnel d'un stocka.ge par adsorption. Le modèle permet d'étudier 
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les phénomènes d'adsorption, l'hydrodynamique et les effets thermiques 
associés a.ux remplissages et vidanges des réservoirs de stockage par ad­
sorption avec des géométries et dimensions réalistes. Cet outil est fon­
damental pour la conception et le dimensionnement des réservoirs de 
stockage. 

Des variations importantes de la. température du stockage lors des 
remplissages et des décharges rapides ont été mises en évidence par les 
simulations numériques. Ces variations de température entraînent des 
pertes de performance dans le système en réduisant la. capacité de sto­
ckage. 

Dans le cas étudié, le remplissage a.dia.ba.tique avec du méthane à. 
35 bars d'un réservoir évacué de tout ga.z augmente la. température du 
lit d'adsorbant de 78°C. La. quantité stockée est réduite d'environ 40% 
par rapport a.u remplissage isotherme. Si, après avoir atteint l'équilibre 
thermique avec l'extérieur, le même réservoir est déchargé rapidement 
jusqu'à. la pression atmosphérique alors la. baisse de température est de 
(:)4 ° C. Ces variations de température sont en bon accord avec les mesures 
expérimentales effectuées pa.r Remick et Tiller. 4 

Les effets thermiques sont atténués pa.r l'a.ugmenta.tion de la. durée 
de la. décharge (diminution du débit de sortie) mais ils restent signi­
ficatifs même pour des temps de décharge de 4 heures. La résolution 
du bilan thermique tenant compte de effets convectifs a. montré que la. 
convection naturelle ne joue pa.s un rôle important dans la. dynamique 
de la. décharge. 

Quehp1es possibilités d'augmentation du transfert thermique par 
conduction ont été discutées, ainsi que la possibilité de l'introduction 
dans le lit d'un matériau ayant une chaleur de fusion élevée, qui pour­
rait consommer la. chaleur d'adsorption dégagée pendant le remplissage 
on fournir cette même quantité pendant la. décharge. Il y a. une quan­
tité optimale de matériau qui maximise la. quantité de ga.z fournie par 
le système de stockage. Cette quantité correspond a.u meilleur compro­
mis entre le gain apporté pa.r l'atténuation des effets thermiques et la. 
perte causée par le remplacement d'une partie du lit d'adsorbant par un 
matériau inerte. 

Une formule simple permettant d'estimer les temps de remplissage, 
pour le cas où le lit d'adsorbant constitue la seule résistance hydrodyna­
mique, a. été aussi développée. La. formule dépend d'un paramètre hydro­
dynamique lié à. une <distance de pénétration~ qui exprime l'épaisseur 

4 Remick, R. J. and A . .J. Tiller {HHHi). Hea.t generation in na.tural ga.s adsorp­
tion systems. In Pmcœdings of the Gust:ous Fud.~ fm· Tnmsp01·tuticm Iutenwtiorwl 
Conft:f·t:nct:, V au cou ver, Ca.ua.da. 
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du lit où est localisée presque toute la. perte de charge. Pour le réservoir 
étudié, la. valeur du paramètre a. été obtenue à. partir des simulations 
fines. Le temps de remplissage du réservoir simulé est d'environ 1 mi­
nute. 

Si la. structure de l'adsorbant est telle que les résistances diffusion­
nenes sont importantes, alors la cinétique de montée en pression n'est pas 
représentative du remplissage du stockage. La. pression du système at­
teint rapidement la. valeur maximale alors que la quantité de gaz adsorbé 
est inférieure à. la. valeur d'équilibre à. la. même pression et température. 
Da.ns ce cas, seulement un suivi du débit massique est représentatif de 
l'évolution de la. quantité stockée. 

N ons avons aiusi indentifié, étudié et quantifié nu certain nombre 
de phénomènes qui sont susceptibles de jouer un rôle important dans le 
comportemeut d'un stockage adsorptif. Cependant, nous sommes loin 
d'avoir épuisé les étucles de hase qu'il conviendrait de faire pour avoir 
une vision complète des performances d'un stockage a.dsorptif. En par­
ticulier, l'une des questions importantes concerne l'effet des impuretés 
dans le ga.z naturel, par exemple la. tendance escomptée des impuretés 
lourdes à. s'accumuler peu à. peu dans l'a.dsorba.nt à. chaque remplissage. 
Jusqu'à quel nivea.u cette accumulation a.-t-elle lieu'? Tend-on vers un 
état sta.tionuaire cyclique'? En résulte- t-il nue baisse de ca.pa.cité utile 
ou a.u contraire nue augmentation'? (due peut être à. la. désorption du 
méthane aux ha.sses pressions.) 

Pour réaliser de telles études, il serait nécessaire de disposer de 
modèles d'adsorption umlticomposants, permettant non seulement de 
représenter correctement la. co-desorption et les effets thermiques as­
sociés, ma.is également de prédire les comportements multicomposa.nts à. 
partir de données des corps purs ou des binaires. 

L'inclusion des modèles d'adsorption multiromposa.nts da.ns les ou­
tils theoriques développés permettra. l'étude de l'effet des impuretés dans 
le comportement du stocka.gt~ à. moyeu et loug tenue. Les modéles d'iso­
thermes mnlti-coustitna.nts doivent être simnlt.a.uemeut précis et simples, 
pour permettre des temps de ca.lcnl ra.isouna.hles, car le uomhre d 'impu­
retés importantes est considérable: C~H6 , C3 H8 , C4 H10 , N~, CO~, H:!O 
et H:!S. 





Partie II 

Convection naturelle dans 
un anneau poreux 

horizontal 





Chapitre 6 

La géométrie cylindrique 
concentrique 

L 'existence d'un gradient thermique au sein d'un fluide ou d'un milieu 
poreux saturé, soumis à un champ gravitationnel, induit souvent des 

courants convectifs qui perturbent fortement le champ de température 
initial- on dit alors qu'on est en présence de convection naturelle. 

Le mécanisme régissant ce phénomène met en cause la variation de 
la masse volumique du fluide, qui résulte des gradients de température, 
associée à l'action de la force de gravitation. 

Les instabilités thennoconvectives peuvent apparaître et se dévelop­
per à partir soit d'un état initial corresponda.nt à un système purement 
dissipatif, soit d'un état dans lequel la convection est déjà hien établie. 

L'exemple classique du premier ca.s est une couche horizontale de 
fluide chauffée par le bas. L'état de référence correspond donc à un 
état de repos avec le fluide plus léger au-dessous du fluide plus lourd. 
Quand la différence de température à travers la couche est suffisamment 
importante, les effets stabilisateurs de la viscosité et de la conductivité 
thermique sont surmontés par l'effet instable de la flottabilité et une 
instabilité est produite sous la forme de convection thermique. 

Dans le cas où la convection est déjà développée, les conditions 
régissant les instabilités ne se présentent plus sous une forme aussi simple 
que le cas précédent et la complexité du problème augmente considé­
rablement. L'existence de ces transitions dépend de la configuration 
géométrique du système, du champ de température et de l'accélération 
due à la pesanteur. 

145 
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Apparemment, la convection naturelle était connue de James Thom­
son (1882), le frère ainé de Lord Kelvin, mais les premières expériences 
quantitatives ont été réalisées par Bénard (1900). 

Dans ce chapitre et le suivant, la convection naturelle en milieu po­
reux dans une couche annulaire est étudiée. Cette géométrie a reçu une 
attention croissante en raison de son importance pratique dans nom­
breuses applications industrielles comme le stockage d'énergie thermique 
et l'isolation thermique. Parmi ceux-ci, citons l'isolation du fuselage 
d'un avion ou les conduites de vapeur, des lignes de gaz dans les réacteurs 
nucléaires refroidis au gaz, des cables souterrains, etc. 

Saatdjian (1993) décrit en détail l'état actuel de la recherche por­
tant sur l'étude de la convection naturelle dans des couches de plusieurs 
géométries. Les deux types de couches, fluide ou poreuse, sont exa­
minées par cet auteur. Les principaux résultats obtenus ici peuvent être 
consultés dans Barbosa Mata et Saatcljian (1992, 1993a, 1993b, 1994, 
1995). 

6.1 Introdution 

6.1.1 Couche fluide 

La convection naturelle dans un espace annulaire horizontal a été 
étudiée considérablement pour une couche fluide. En 1961, le travail ex­
périmental de Liu et al. (1961) a montré l'existence d'un régime multi­
-cellulaire pour des rapports des rayons relativement petits (R = 1,15). 
Plus ta.rd, Bishop et Carley (1966) ont publié des photographies mont­
rant un régime oscillatoire. A la. même époque et à 1 'aide d'un in­
terféromètre Mach-Zehnder, Grignll et Hauf (1966) ont visualisé plu­
sieurs régimes convectifs différents, y compris un régime dans lequel des 
effets tri-dimensionnels étaient présents dans la partie supérieure de la 
couche. Bishop et al. (1968) ont aussi rapporté l'existence d'un régime 
convectif tri-dimensionnel pour un espace annulaire rempli d'air, les vi­
sualisations de l'écoulement étant effectuées avec de la fumée de tabac. 

Mack et Bishop (1968) ont utilisé une technique de perturbation pour 
résoudre les équations stationnaires en deux dimensions et, quoique la 
technique soit valable uniquement pour des petites valeurs du nombre 
de Rayleigh Ra ces résultats ont révélé l'existence d'écoulements secon­
daires dans les parties supérieure et inférieure de la couche. 

Des études plus récentes incluent les travaux de Powe et al. (1969, 
1971), Kuhen et Goldstein (1976) et Rao et al. (1985). 

Le travail numérique de Fant et al. (1989) a montré que pour des 
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nombres de Rayleigh relativement grands, l'instabilité thermique ap­
parait sous la forme de cellules contra-rotatives stationnaires formées 
dans la partie supérieure de la couche. Le résultat le plus intéressant 
obtenu concerne l'existence de plusieurs régimes hydrodynamiques pos­
sibles (hystérésis) pour certains nombres de Rayleigh et des couches de 
faible épaisseur. Dans la limite Pr -+ 0, ces auteurs ont démontré une 
instabilité hydrodynamique dans le centre de l'espace annulaire, pour 
des nombres de Grashof élevés. 

Cheddadi et al. (1989) cint résolu les mêmes équations en variables 
primitives en utilisant la méthode de compressibilité artificielle pour ob­
tenir le champ de pression. La composante tangentielle de la vitesse 
dans un espace annulaire rempli avec de l'air, était mesurée à l'aide de 
l'anémométrie Doppler laser. Les résultats expérimentaux et les valeurs 
numériques sont en bon accord; les auteurs mentionnent aussi un com­
portement d 'hystérésis. 

6.1.2 Couche poreuse 

Les études concernant une conche poreuse sont moins nombreuses. 
Caltagirone (1976a, b) a. visualisé le champ thermique à l'aide de l'effet 
Christia.nsen et a. observé un régime tri-dimensionnel fluctuant en haut 
de la. conche, dans la. partie inférieure de la couche l'écoulement restait 
stationnaire et hi-dimensionnel. 

Une méthode de perturbation et une technique de différences finies 
pour résoudre les équations de Boussinesq en deux dimensions ont été 
utilisées. La. technique perturha.tive était basée sur une expansion du 
nombre de Rayleigh jusqu'an troisième terme; le maillage utilisé dans la 
deuxième méthode contenait 49 x 49 nœuds et couvrait tout le domaine. 

Aucune des méthodes n'a prévu les instabilités observées expérimen­
talement. L'auteur a réussi à estimer un nombre de Rayleigh critique 
de transition entre régimes, par une analyse de stabilité à l'aide de la 
méthode de Galerkin (voir aussi Finlayson (1968, 1972)). Une simu­
lation tri-dimensionnelle par des éléments finis a confirmé l'existence 
d'écoulements instables en spirale. 

Récemment, les expériences de Caltagirone ont été reconsidérées par 
Charrier-Mojtabi et al. (1991) pour le même rapport des rayons (R = 2). 
Deux cellules de longueurs différentes ont été construites; le champ ther­
mique était visualisé par l'effet de Christiansen, ces résultats seront com­
mentés plus loin. 

Rao et al. (1987, 1988) ont résolu les équations de Boussinesq en 
deux et trois dimensions avec la méthode de Galerkin. Pour un rapport 
des rayons égal à 2 et pour des nombres de Rayleigh supérieurs à 65, ces 
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auteurs ont obtenu trois solutions numériques différentes dépendant des 
conditions initiales. Le point de bifurcation est en accord avec la valeur 
obtenue expérimentalement par Caltagirone (1976a). 

Les bifurcations bi-dimensionnelles associées à ce problème ont été 
étudiés par Himasekhar et Bau (1988) pour des petits rapports des 
rayons, en utilisant des techniques de perturbation. Ces auteurs ont 
considéré des espaces annulaires avec des valeurs de R égales à 2112 , 2114 

et 2118 , et ont conclu que dans les trois cas la transition pour plusieurs 
cellules a lieu par la voie d'une <:bifurcation parfaite:»; une branche de 
la solution perd sa. stabilité, l'antre branche l'acquiert. 

Récemment, Arnold et al. (1991) ont résolu les équations bi-dimensi­
onnelles utilisant un maillage très fin. Pour R = 2, les auteurs obtiennent 
un régime stationnaire de quatre cellules pour un nombre de Rayleigh 
d'environ 200; augmentant plus le nombre de Rayleigh ne résulte pas 
dans l'apparition de nouvelles cellules. Cependant, pour R = 1,2, le 
régime de quatre cellules a.ppara.it pour un nombre de Rayleigh de 250, 
et jusqu'à huit cellules étaient observées avec l'augmentation du nombre 
de Rayleigh. 

6.2 Position du problè1ne 

Considérons un milieux poreux saturé entre deux cylindres concent­
riques, horizontaux et imperméables de rayons R; et R 0 , comme le 
montre la figure 6.1. Les températures T; et To des parois des deux cy­
lindres sont maintenues constantes, avec T; > T0 • Pour cette configura­
tion, quelques résultats expérimentaux ont déjà. paru dans la littérature. 

6.2.1 Hypothèses de base 

On restreint l'étude aux régimes convectifs bidimensionnels; une étu­
de détaillée des effets tri-dimensionnels demande des puissances de calcul 
encore impossibles aujourd'hui. De plus, les bifurcations hi-dimension­
nelles doivent prohlablement précéder les effets tri-dimensionnels; cette 
hypothèse a été confirmée par Himasekhar et Bau (1988) pour des faibles 
valeurs de R. 

Le problème est décrit en coordonnées cylindriques ( r, 0), les plus 
adaptées à la géometrie du système. On considére que le problème est 
symétrique par rapport à la ligne verticale centrale, ce qui a été démontré 
experimentalement par Caltagirone (1976a, h) pour le régime bidimen­
sionnel stationnaire. 

On suppose que le solide et le fluide sont en équilibre thermique 
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Figure 6.1: Géométrie dn pr·oblème t:t le système de coordonnées. 

(on ne fait pas de distinction entre la température du solide et celle 
du fluide), ce qui permet de considérer le milieu poreux saturé comme 
étant un fluide fictif ayant une conductivité thermique effective Àe et 
une capacité calorifique 

(6.1) 

où (pCv)J et (pCp)s sont, respectivement, la. chaleur volumique du fluide 
et du solide; E est la porosité du milieu poreux. Les propriétés ther­
modynamiques du milieu, considérées constantes, sont calculées à la 
température moyenne T = (T; + To)/2. 

Equation de quantité de mouvement 

Quand le mouvement du fluide dans un milieu poreux est induit par 
des variations de masse volumique causées par un gradient de tempéra­
ture, les vitesses de l'écoulement sont, dans la plupart des cas, suffisam­
ment petites pour que l'équation de quantité de mouvement soit décrite 
par la loi de Darcy. Cette relation s'écrit 

J( 
v= --(VP- pg), 

IL 
(6.2) 
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où v est le vecteur vitesse superficielle du fluide, l( est la perméabilité 
du milieu poreux et g est le vecteur accélération de la pesanteur. La 
force volumique exercée sur le fluide par le champ de gravitation a été 
incluse car elle est responsable du mouvement du fluide. Dans le système 
de coordonnées utilisé, le vecteur g a la forme suivante: 

g = g(- cos e . er + sin e . ee), (6.3) 

où g = 9,81 rn s-2 est la valeur du module de g et er et e8 sont les vecteurs 
unitaires selon les directions radiale et tangentielle respectivement. 

Approximation de Boussinesq 

Afin de rendre la. solution des problèmes de convection naturelle 
plus facile, on invoque habituellement l'appm:âmation de Boussinesq, 
due indépendamment à Oberbeck (lt:;79) et au mathématicien français 
.Joseph Boussinesq (1903). Ces auteurs on postulé qu'une bonne ap­
proximation aux problèmes de convection naturelle peut être obtenue 
en négligeant les variations de masse volumique dans tous les termes, 
sauf dans ceux qui générent le mouvement - ces termes sont appelés 
termes de flottabilité. 

En pratique, l'approximation de Boussinesq affirme que le champ de 
vitesse est essentiellement incompressible et que la variation de la masse 
volumique du fluide avec la température doit être prise en compte dans 
le terme de flottabilité pg, présent dans la loi de Darcy. 

Equation d'état du fluide 

La variation de p est supposée linéaire dans la gamme d'étude de la 
température: 

P = Po[1 - n(T- To)J, (6.4) 

où Po est la masse volumique du fluide à la température To et a est le 
coefficient de dilatation isobare. Notons que pour un gaz parfait, 

de sorte que la valeur du coefficient de dilatation est égale à 1/T, où T 
est la température absolue. 
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6.2.2 Equations du modèle 

Fondée sur les hypothèses citées précédemment, l'équation de conti­
nuité s'écrit 

V' ·V= 0. (6.6) 

Comme la variation de la pression du fluide est très petite, l'équation de 
l'énergie peut être réduite à un bilan enthalpique. Si l'on tient compte 
de la condition d'incompressibilité (6.6), l'équation de l'énergie s'écrit: 

) âT ) 2 (pCP e ât + (pCP ,v· V'T- >-eV' T =O. (6.7) 

En tenant compte de (6.3) et de (6.4), les deux composantes de l'équation 
de Darcy (6.2) peuvent être mises sous la forme suivante: 

J( {âP } 11r = -- -+Po[1-a(T-To)]gcos(} 
JI O'T' 

(6.8) 

Ve = - J( {~ ~)p() - Po[l- rx(T- To)]gsinB}. 
Jl T ù 

(6.9) 

Conditions aux frontières 

A la paroi du cylindre interne (R;; 0 :S (}:::; rr), les conditions sui­
vantes sont admises : 

T = T;, v,. = 0, (6.10) 

et, à la paroi du cylindre externe (Ro; 0:::; (}:::; rr) les conditions sont 

DP 
T =Ta, v,. = 0, -

8 
= -Pa9 cos e. (6.11) 

1' 

Sur la ligne verticale centrale (R; :::; .,. :::; Ro; (} = 0, 1r) les conditions de 
symétrie sont : 

DT 
7fij = 0, 118 = 0, âP =O. 

{}(} 
(6.12) 

Les conditions aux frontières sur la pression sont déduites des conditions 
frontières sur la vitesse compte-tenu de la loi de Darcy. 

Mise en forme adimensionnelle 

Afin de rendre les équations précédentes adimensionnelles, on intro­
duit les changement d'échelle suivants: 

T* _ T- To 
- T;- Ta' 

1·* = .!._, t* = (pCp)eR; t, 
R; Àe 

P* = (pCp)JK P, v*= (pCP)JR;v. 
Àe/l Àe 

(6.13) 

(6.14) 
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Les équations deviennent : 

v* r 

v* 8 

\7 ·v*= 0, 

ar• + v* · \7T* - \72T* = 0 
8t* ' 

8P* 
= - ar• -Ra( Ga-T*) cos() 

= _.!:._ ap• +Ra( Ga-T*) sin B. 
r* 8() 

(6.15) 

(6.16) 

(6.17) 

(6.18) 

Les deux nombres adimensionnels qui apparaissent dans le système 
d'équations ci-dessus sont le nombre de Rayleigh, 

Ra.= (pCp)JK PoYR;a(T;- To), 
ÀeJI. 

et le uombre de Gay-Lussac, 

1 
Ga= a(T;- To)" 

(6.19) 

(6.20) 

Les conditions aux frontières sons forme adimensionnelle s'écrivent: 

T* = 1, v;= 0, 
8
8
P* =-Ra( Ga- 1) cos(} pour r* = 1; (6.21) .,.. 

8P* 
T* = 0, v;= 0, -

8 
= Ra.Ga.sine pour r* = R; 

. 'l'* 
(6.22) 

8T* 8P* ae = 0, v; = 0, ae = 0 pour (} = 0, 7r. (6.23) 

Le paramètre géométrique R = Ro/ Ri est le rapport. des rayons. Afin 
d'alléger la notation, les astérisques seront omis dans la. suite du chapitre. 
Bien entendu, toutes les grandeurs sont adimensionnelles sauf précision 
de notre part. 

La fonction de courant 

Comme l'écoulement est bi-dimensionnel et incompressible, la pres­
sion peut être remplacée comme variable par la fonction de courant '1/J, 
qui, du point de vue numérique, est une variable plus facile à traiter. 
En plus, des conditions aux frontières sur 'ljJ sont plus faciles à traiter. 

La fonction de courant adimensionnelle est définie par 

8'1/J 
Vo = --, 

81· 
(6.24) 
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de sorte que l'équation de continuité (6.15) est automatiquement satis­
faite. Afin d'éliminer la pression des équations, on prend le rotationnel 
de la loi de Darcy et on obtient : 

'\12'lj; =Ra (sin ()8T + cos() 8T). 
8r r 8() 

(6.25) 

Le nombre de Gay-Lussac n'intervient plus dans les équations et les seuls 
paramètres qui restent sont Ra et R. Les conditions aux frontières sur 
'lj; sont 

'lj; = 0 pour r· = 0, 1 ou () = 0, 1r, (6.26) 

car, en raison de la condition de symétrie, la paroi de chaque moitié de 
la couche et la ligne verticale de symétrie forment une seule ligne de 
courant. n faut noter que 

Ç( T, -{}) = Ç( r, ()) pour Ç = T, P, Vn (6.27) 

ma1s 
Ç(r, -{}) = -Ç(T, 0) pour Ç = v8, ,P. (6.28) 

Le système à résoudre 

Le système final d'équations adimensionnelles est constitué par (6.16) 
et (6.25), les variables dépendantes étant Tet 'lj;: 

ôT 1 8,P ôT 1 ô·tj; ôT ô3T 1 ôT 1 ô3T -+---- --- = -+--+--ôt 1' ô() Ôr 1' Ôr ôB ôr2 r Ôr r·'.!. ô02 ' 

ô2 ·tj; 1 ô~J 1 ô2 ~1 ( • ôT cos 0 &T) -;-;;- + - -. - + --:; -. -., = Ra sm 0- + ---- , 
or- 1' Ôr '{'- ôB- ôr '/' ô() 

T = 1, '1f;=0 pour 1' = 1; 

T= 0, '1f;=O pour 1' = R; 
&T 

'1f;=O () = 0, 1f'. 8() = 0, pour 

(6.29) 

(6.30) 

(6.31) 

(6.32) 

(6.33) 

Le nombre de Nusselt Nu, qui est une mesure du rapport entre le 
transfert de chaleur par convection et le transfert de chaleur par une 
conduction pure, peut être calculé. Comme la solution du régime sta­
tionnaire de conduction (a = 0) est 

ln T 

T= 1 -lnR' (6.34) 
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l'expression du nombre de Nusselt en régime permanent, est facile à 
trouver: 

Nu= (âT/âr)convection = -rlnR (âT) . ( âT / Ôr )conduction Ôr convection 
(6.35) 

En particulier 

Nu; = -ln R ( âT) , 
Ôr r=l 

Nuo = -RlnR (
8
8
T) , 
r r=R 

(6.36) 

où Nu; et Nua sont, respectivement, les nombres de Nusselt locaux en 
régime permanent pour les cylindres intérieur et extérieur. Le nombre 
de Nusselt global est donné par 

11"" 11"" Nu= - Nu; d() = - Nu0 dO. 
7r () 7r [) 

(6.37) 

6.3 Résolution numérique 

6.3.1 Le maillage 

Les équation précédentes ont été résolues par différences finies cen­
trées sur un maillage régulièrement espacé contenant 101 x 101 nœuds, 
couvrant la moitié de la couche annulaire. 

Rao et al. (1985) ont observé qu'il est important d'utiliser des mail­
lages suffisamment fins. lls remarquent qu'un maillage excessivement 
gros peut être une des raisons expliquant pourquoi certains auteurs ne 
trouvent pas des régimes multi-cellulaires. Fant et al. (1989) ont utilisé 
un maillage de 31 x 101 points sur tout le domaine, avec les nœuds plus 
concentrés près du haut de la couche où l'écoulement multi-cellulaire 
peut se développer. Pour une couche poreuse, Caltagirone (1976a, b) a 
utilisé un maillage de 49 x 49 nœuds couvrant tout l'espace annulaire, 
car cet auteur n'avait pas considéré a priori la condition de symétrie. 
Arnold et al. (1991) ont montré que le calcul pour R = 1,2 et Ra= 300 
donnait un régime à deux cellules avec un maillage de 71 x 71 et un 
régime à quatre cellules si le nombre de nœuds était de 101 x 101. 

Le maillage de 101 x 101nœuds utilisé ici dans la moitié de la couche 
est plus fin que pratiquement tous les maillages utilisés auparavant 
et qui étaient capables de montrer les structures multi-cellulaires de 
l'écoulement. Pour R = 2 et des nombres de Rayleigh jusqu'à 150, les 
calculs ont été refaits avec un maillage de 120 x 120 et les résultats com­
parés avec ceux obtenus avec le maillage plus fin. Le tracé des lignes 
de courant et des isothermes n'a montré aucune différence visible et les 
nombres de Nusselt globaux étaient identiques à moins de 0,1% près. 
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Les solutions d'état stationnaire ont été obtenues par un schéma 
itératif basé sur la méthode implicite des directions alternées ADI (Pea­
ceman et Rachford, 1955) couplée avec une méthode de sur-relaxation. 
L'idée est de faire évoluer rapidement la solution dans le temps jusqu'à ce 
qu'elle atteigne sa valeur d'état stationnaire; le pas de temps fonctionne 
donc comme un paramètre de relaxation. 

6.3.2 La méthode ADI 

La méthode ADJ, appliquée à l'équation dténergie parabolique (6.29), 
est utilisée pour faire avancer le champ de température dans le temps. 
Le premier demi-pas, implicite dans la direction radiale, s'écrit: 

T:'-J-1/2 _ T='. T:'+1(2 _ 2T':'-J-1/2 + T':'+1(2 
t,J I,J _ t+1,J I,J t-1,} 

i::!.t - (i::!.r)2 

1 T.n+1/. 2 _ T.n+1/. 2 1 Tn 2Tn + Tn 
+1 1 . '+1 - . . . . 1 + ' ,} ·- ,} + t,J t,J •,J-

(i- 1)i::!.T 2i::!.T (i- 1P(l::!.r}J (1::!.8):! 
Tn+1/2 Tn+l/2 ( ) T" Tn 

_ ( )·. i+1,j - i-1,j + 'llo i,j i,i+1- i,j-1 _ 
0 v,. IJ ) - ) ' 2l::!.r· (i- 1 i::!.T 21::!.8 

(6.38) 

et le deuxième demi-pas, implicite dans la direction tangentielle, est 

T!':f-1 _ T':'-J-1/2 T~·+1(2 _ 2T~'-J-1/2 + T':'+1(2 
t,J •,J - •+1,} 1,) •-1,} 

i::!.t (l::!.r)2 

1 T':'+1(2 - T':'+1(2 1 T!':f-1 - 2T.n:f-1 + r.n:t-1 + •+1,) 1-l,J + t,J+1 '·l 1,)-1 
(i- 1)1::!.1' 2L~r· (i- 1)2(1::!.r')2 (~8)2 

Tn+l/2 Tn+l/2 ( ) Tn+1 Tn+1 
_ ( 'llr ); . i+1,j - i-1,j + . Ve i,j i,j+1- i,j-1 =O. (6.39) 

'
1 2l::!.r (1.-1)1::!.1' 21::!.8 

Les vitesses sont déterminées à partir des valeurs de la fonction de cou­
rant calculées dans le pas de temps précédent, c.-à-<l., 

( ) _ 1 'I/J~H1- '1/J~i-1 
Vr i,j- (i -1)1::!.1' 21::!.8 ' ( ) 

.. __ 'I/Ji+1,i- '1/Ji-u (6 40) 
1Je • J - • • 

' 2~r 

A chaque pas de temps, le système linéaire tri-diagonal résultant est 
résolu par l'algorithme de Thomas (élimination Gaussienne). 

6.3.3 La méthode de sur-relaxation 

Les valeurs de la fonction de courant sont actualisées par la résolution 
itérative de l'équation elliptique (6.30) utilisant la méthode de sur-rela­
xation. Chaque itération correspond au calcul d'une nouvelle valeur de 
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'1/J suivant l'ordre 

(6.41) 

où Met N sont le nombre de nœuds dans les direction ret B, respective­
ment. Supposons qu'on a déjà calculé des nouvelles valeurs 'lj;~~t 1 ), ••. , 

,.p}~i~\ k étant le niveau d'itération. Afin de trouver la nouvelle valeur 
de~ au point (r;,8i), on calcule d'abord une valeur temporaire 1/;~+l) 
par la méthode de Gauss-Seidel : 

·'·~k) . - 2~k.+l) + '1/J~k+l) 1 '1/J~k) . - 1 ~k+l) 
'1-'t+l,J '1-'t,J z-l,J + •+l,J '1/}z-l,J 

(.6.r)2 (i- 1).6-r- 2.6-r-

1 ·'·~k) - 2-:;f.k.+l) + '1/J~k.+l) + '1-'t,J+l •,J t,J-1 

(i-1)2(.6.r)2 (.6.8)2 

R . 8 i+l,j- i-l,j + cos j i,j+l. - i,j-1 

( 
T n+l T"+l () yn+l Tn+l ) = a s1n · _:.....:.:: ___ :::... 

1 2.6-r (i-1).6-r 2D..8 
(6.42) 

et, ensuite on détermine la nouvelle valeur par intermédiaire d'un pa­
ramètre de relaxation w (compris entre 0 et 2), selon la formule suivante: 

(6.43) 

Après expérimentation, le nombre minimum d'itérations pour atteindre 
la convergence est obtenu pour w = 0,65. 

6.3.4 La calcul numérique du nombre de Nusselt 

Les nombres de Nusselt locaux aux parois interne et externe sont 
calculés par les différences finies décentrées de troisième ordre suivantes : 

-11T1 · + lST, ·- 9T3 · + 2T4 · 
Nu· = - ln R '3 

- '
3 

'
1 

'
1 

' 6.6-T ' 
Nuo = -RlnRllTM,i- 18Tllf-l,i + 9T,.I-2,i- 2TM-3,i 

6.6-T 

(6.44) 

(6.45) 

Les intégrales dans (6.37) sont calculés en utilisant la formule de Simpson 
et la valeur finale du nombre de Nusselt global est donnée par la moyenne 
des valeurs pour les cylindres interne et externe. 

6.3.5 Le test de convergence 

Le calcul s'arrete quand la différence entre les valeurs adimension­
nelles de la température pour deux pas de temps consécutifs est inférieure 
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à une certaine tolérance (TOL) pour tous les points du maillage. En 
termes de température dimensionnelle, le critère de convergence s'écrit 

max ''1 
''

1 < TOL, I
T!'-f-1- T!'.l 

T;- Ta 
(6.46) 

où n et n + 1 représentent deux pas de temps consécutifs quelconques. 
Pour R = 2 et R = 1,2, une valeur de TOL égale à 10-4 a été utilisée; 
pour les autres valeur de R, une valeur un peu plus élevée, TOL = 10-3 a 
été employée. Afin d'estimer l'erreur de convergence, des calculs concer­
nant des conditions représentatives des régimes de deux cellules (R = 2, 
Ra = 100) et de quatre cellules (R = 2, Ra = 150), pom différentes 
valeurs de TOL out été effectués. Les résultats sont présentés sur la. 
figure 6.2. Le paramètre {j est défini par 

li= NU(TOL = 10-
8
)- NUl 

Nu(TOL = lQ-8 ) 
(6.47) 

et peut être considéré comme une bonne approximation de la. vraie valeur 
de l'erreur relative de convergence. Les calculs pour Ra = 100 ont 

10° ~-----------------------------------------

1 o-2 

TOL 
Figure 6.2: L'erreur r-elative de corweryence {j en fonction de la tolérance 
TOL. 
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commencé à partir du régime de condution pure (Ra = 0); pour Ra = 
150, le champ initial de départ était la solution pour Ra = 100 (déjà dans 
le domaine des quatres cellules). D'après la figure 6.2 on peut conclure 
que des valeurs de TOL de 10-4 et 10-3 doivent donner des erreurs de 
convergence en Nu inférieures à 10-3 • L'erreur de convergence ne doit 
pas être confondue avec l'erreur de truncature, qui est, elle, de l'ordre 
de (ô.r2 + ô.02

). 

6.3.6 Remarques finales 

Les calculs ont été exécutés sur une station RISC et le temps CPU 
nécessaire pour chaque calcul a varié de 15 minutes jusqu'à plusieures 
heures, en fonction du nombre de Rayleigh. Pour chaque rapport des 
rayons, la recherche d'un probable comportement d'hystérésis a éte con­
duite en déterminant d'abord les solutions stationnaires pour des nom­
bres de Rayleigh progressivement plus élevés. En suite, les calculs ont 
été faits en sens inverse, c.-à.-d., pour des nombres de Rayleigh progres­
sivement plus petits. Au début, le nombre de Rayleigh est incrémenté 
par intervalles de 5, mais près du point de bifurcation et pendant tout 
le cycle d'hystérésis, l'intervalle est réduite à 1. Dans certains cas, la 
séquence des nombres de Rayleigh était incrémentée par intervalles de 
0,1; en particulier pour les rapports des rayons les plus faibles et pour 
les nombres de Rayleigh les plus élevés. 

Avant de présenter les résultats, une question que le lecteur peut se 
poser est clarifiée: pourquoi les équations n'ont pas été résolues avec 
le code PDE2D? La. réponse est toute simple; cet étude a été menée 
pendant que PDE2D était encore en cours de développement. Quelques 
essais postérieurs ont montré que PDE2D est capable de résoudre ce 
problème avec efficacité si on choisi l'intégration basée sur la formule de 
différentiation en arrière d'ordre 1 et si on utilise le pas de temps comme 
un paramètre de relaxation. 

6.4 Résultats et discussion 

6.4.1 Le cas R = 2 

On a. d'abord effectué des calculs pour R = 2, un cas pour lequel il y 
a des résultats expérimentaux dans la littérature. La figure 6.3 montre 
la dépendance du nombre de Nusselt global avec le nombre de Rayleigh 
pour ce rapport des rayons, l'existence d'une boucle fermée d'hystérésis 
est montrée clairement. 
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Figure 6.3: Le nombre de Nussclt global Nu en fonction du nombre de Ray­
leigh Ra pour R = 2. 

En augmentant progressivement le nombre de Rayleigh, le nombre 
de Nusselt global augmente aussi en suivant la. branche inférieure de la. 
boucle et, à Ra.= 110, l'écoulement change d'un régime à 2 cellules vers 
un régime à 4 cellules avec une augmentation brusque de la. pente de la. 
courbe. Ceci est une conséquence d'un mélange plus efficace du fluide 
dû aux deux cellules contra-rotatives supplémentaires qui se forment en 
haut de la. couche. 

Quand le nombre de Rayleigh est diminué lentement à partir d'un 
point localisé au dessous de la. limite supérieure de la boucle, le nombre 
de Nusselt suit la branche supérieure et retrouve l'autre courbe à une 
valeur de Ra égale à 67; à ce point l'écoulement réa.cquiert la structure 
à 2 cellules. 

La figure 6.4 montre des isothermes et des lignes de courant repré­
sentatives des deux régimes, pour Ra = 100 et Ra = 140, respective­
ment. En raison de la. symétrie du problème les lignes de courant sont 
représentées dans la moitié gauche de chaque couche annulaire et les 
isothermes dans chaque moitié droite. 
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(_) 

0 

Figure 6.4: Lignes de courant {moitié gauche de chaque couche) et isothermes 
(moitié droite) pour R = 2. Couche annulaire supérieure: Ra= 100; couche 
annulair·e inférieure: Ra= 140. 
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Comparaison avec les résultats de Caltagirone (1976a, b) 

Pour le même rapport des rayons, Caltagirone (1976a) a obtenu des 
résultats expérimentaux par une méthode de visualisation du champ 
thermique par l'effet Christiansen (Caltagirone, 1971), dans une couche 
poreuse avec une longueur L = 0,8m et un rayon interne R; = 0,04m. 
La théorie de l'effet Christiansen a été développée par Christiansen 
(1884), Raman (1949), Clarke (1968) et plus récemment par Klarsfeld 
(1970). Cette méthode optique repose sur le fait que le milieu poreux, qui 
était formé par poudre de vitre isotropique et transparente, a un indice 
de refraction voisin de celui du liquide transparent (eau). Donc, le so­
lide et le liquide étaient optiquement homogènes pour une seule longueur 
d'onde, qui en raison des différences entre les courbes de dispersion est 
une fonction de la température. La cellule était illuminée par une lampe 
en arc qui produisait un ensemble de lignes du spectre, correspondant 
chacune à un isotherme différent. 

Pour des nombres de Rayleigh a.u dessous de 65 ± 5, Caltagirone 
( 1976a., b) a observé le régime stationnaire bi-dimensionnel prévu, avec la. 
structure bicellulaire symétrique par rapport à. la. ligne verticale centrale. 
Pour des nombres de Rayleigh plus élevés, cet auteur a observé des 
effets tri-dimensionnels fluctuants dans le temps, qui se développaient 
sur l'écoulement bi-dimensionnel principal et qui étaient localisés dans 
la partie supérieure de la. couche. 

Cet auteur a aussi déterminé des nombres de Nusselt expérimentaux 
basés sur des mesures de température à. l'aide de 16 thermocouples intro­
duits dans la couche poreuse. Ces données sont comparées dans la figure 
6.5 avec les nombres de Nusselt obtenus par les simulations présentées 
ici. La. courbe en pontillé est tracée avec les valeurs numériques obtenues 
par Calta.girone (1976a.) avec un maillage de 49 x 49. 

La. limite inférieure de la boucle d 'hystérésis (Ra = 67), présentée 
dans la figure 6.3, est en excellent accord avec la valeur expérimentale du 
nombre de Rayleigh de transition. Comme on pour ait prévoir, le partie 
supérieure de la boucle est plus proche des résultats expérimentaux car 
les instabilités, qui étaient déjà visibles pour des nombres de Rayleigh 
localisés entre les limites de la. boucle, sont mieux décrites par le régime 
à. 4 cellules. 

Pour les nombres de Rayleigh plus grands, le nombre de Nusselt glo­
bal mesuré expérimentalement est beaucoup plus élevé que les valeurs 
calculées. Ceci signifie qu'il y a une augmentation significative du trans­
fert de chaleur dù aux effets tri-dimensionnels développés le long des 
cylindres. 

Les valeurs numériques de Ca.lta.girone sont toujours plus petites que 
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Figure 6.5: Lt: nombn: dt: Nusselt global Nu en fonction du nombre de Ray­
leigh Ra pour· R = 2. Lt:.s points corTesponclt:nt au.x mesm·es expérimentales de 
Caltagimne {197ûa, b) d la lignt: pointilléc à. st:s simulations numér-iques. La 
ligne solide correspond cwx calculs présents. 

les valeurs obtenues ici, car cet auteur a utilisé un maillage trop gros 
(49 x 49) qui n'a pas permis d'obtenir le régime à 4 cellules. 

Les expériences de Charrier-Mojtabi et al. (1991) 

Récemment, Charrier-Mojtahi et al. ( 1991) ont construit deux cel­
lules ( L = 9,5 mm et L = 20 mm) avec un rapport des rayons R = 2 
(R; = 40mm, Ro = 80mm) et ont visualisé le champ thermique par 
l'effet Christiansen. Avec la cellule expérimentale plus longue et en 
augmentant le nombre de Rayleigh jusqu'à 250, ces auteurs obtiennent 
l'écoulement bi-dimensionnel à. deux cellules. Quand Ra = 250, des ef­
fets tri-dimensionnels commencent à. apparaître en haut de la couche. 
Cependant, en diminuant le nombre de Rayleigh à. partir de 338, les 
auteurs affirment que le régime est devenu stationnaire et composé par 
quatre cellules. Selon Cha.rrier-Mojtabi et al. (1991), le régime change 
de deux à. quatre cellules pour Ra= 69. Cette valeur est en excellent 
accord avec la valeur de 67 obtenue ici ainsi que par les expériences 
antérieures de Caltagirone (1976b ). 

Ces résultats sont particuliérement intéressants, car pour une gamme 
de valeurs du nombre de Rayleigh, deux écoulements bidimensionnels 
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Cette discussion sert aussi comme exemple pour les expérimentateurs 
convaincus. Les simulations numériques ont montrée des phénomènes 
qui avaient passés inaperçus au cours des premières expériences - géné­
ralement on voit seulement ce qu'on cherche- et qui ont poussé à une 
nouvelle série d'expériences, cette fois avec une attention particuliére sur 
la partie supérieure de la couche. 

Si à l'époque où Caltagirone (1976a) avait réalisé ses expériences, 
les moyens informatiques étaient aussi développés qu'aujourd'hui, cet 
auteur aurait sûrement utilisé des maillages beaucoup plus fins qui l'au­
raient permit de voir les écoulements multi-cellulaires bi-dimensionnels. 

Mais si cela s'était produit, on serait probablement en train de discu­
ter dans ce chapitre d'un autre sujet peut être moins intéressant (au 
moins du point de vue de l'auteur). On doit souligner aussi, que le 
troisième type d'écoulement formé par 6 cellules est obtenu numéri­
quement par Rao et al. (1987) et Charrier-Mojtabi et al. (1991), en 
utilisant la méthode de Galerkin, n'a pas encore était visualisé expéri­
mentalement. 

Cette discussion sur l'ensemble des résultats concernant le cas R = 2, 
est achevée par la reproduction sur la figure 6.6 des photos de Charrier­
-Mojtabi et al. (1991) où l'on peut visualizer le champ thermique pour 
ce rapport des rayons et plusieures valeurs du nombre de Rayleigh. Les 
photos dans la colonne à gauche de la figure montrent le champ ther­
mique associé au régime bicellulaire, tandis que les photos de la colonne 
droite sont représentatifs du régime à quatre cellules. Avec l'effet Chris­
tiansen, la couleur bleue correspond aux températures élevées et le rouge 
est associé aux basses températures. 

6.4.2 Autres rapports des rayons 

L'outil de simulation développé dans ce travail, a permis d'étudier 
l'influence du rapport des rayons sur ces phénomènes. Pour R = 2,5 la 
boucle d'hytérésis est élargie et est comprise entre Ra= 60 et Ra= 127, 
comme le montre la figure 6.7. Pour R = 1,8 la boucle retrécit et est 
localisée entre Ra= 75 et Ra= 90 (voir la figure 6.8). Dans les deux cas, 
la transition se fait entre les régimes de deux et celui à quatre cellules. 
Malheureusement il n'existe pas des données expérimentales pour ces 
deux cas. 
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Figure 6.6: Visualisation du champ thermique d'une couche poreuse annulaire 
avec R = 2, d'après les expériences de Charrier-Mojtabi et al. {1991) . Colonne 
gauche: régime bicellulaiTe; colonne droite: régime de quatre cellules. 
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Si le rapport des rayons est réduit davantage, la boucle d'hystérésis 
disparaît complétement. Pour R = 1,5 et R = 1,2 les régimes à quatre 
cellules apparaissent, respectivement, à Ra= 102 et Ra= 235. 

La dernière valeur est un peu plus petite que la valeur de 250, obtenue 
par Arnold et al. (1991). La différence entre ces deux valeurs s'explique 
par le fait que le critère de changement de régime utilisé dans ce travail 
est basé sur le signe des valeurs de la fonction de courant, tandis que 
les autres auteurs ont basé leur critère sur la visualisation des lignes 
de courant. Notre approche, plus rigoureuse, est équivalente au critère 
mathématique, qui affirme que le nombre de Rayleigh de transition entre 
les régimes de 2 et 4 cellules, est le Ra minimal pour lequel il y a un 
changement du signe de la fonction de courant. Il se trouve que le 
premier changement de signe se produit sur la ligne () = 0, de sorte qu'il 
suffit de concentrer la recherche sur les points du maillages localisés sur 
cette ligne. Cette argumentation est illustrée sur la figure 6.9, qui est 
une représentation tri-dimensionnelle des lignes de courant pour les deux 
types d'écoulements. 

Pour R = 1,2 les calculs ont été faits pour des nombres de Rayleigh 
jusqu'à 1400 et aucune boucle d'hystérésis n'a été obtenue, comme on 
peut l'observer sur la figure 6.10. Le régime de quatre cellules apparaît 
pour Ra = 235. Dans le régime à, deux cellules, le fluide est déplacé 
vers le haut le long du cylindre interne en raison de l'échauffement en 
contact avec la paroi chaude. Il redescend ensuite le long de la surface 
froide du cylindre extérieur. Dans le régime à quatre cellules, les deux 
cellules secondaires sont contra-rotatives. 

Un régime formé par six cellules a.ppara.it à environ 280 < Ra< 290; 
on peut l'observer sur la figure 6.11a pour un nombre de Rayleigh de 320. 
Sur chaque moitié de la couche, la, cellule supplémentaire est créée entre 
les deux autres et tourne dans le même sens que la cellule principale, 
une zone de frottement entre cellules est ainsi produite. 

Un régime avec huit cellules est développé à 340 < Ra < 350, la 
quatrième cellule formée dans chaque moitié de la. conche apparaît entre 
les deux cellules qui tournent dans le même sens, éliminant ainsi la zone 
de frottement. La figure 6.11b, obtenue pour Ra= 800, montre les iso­
thermes et les lignes de courant du régime de huit cellules. Si le nombre 
de Rayleigh est augmenté davantage, aucune cellule supplémentaire 
n'apparaît. Les résultats présentés ici, concernant les rapports des ray­
ons inférieurs à environ 1,7 et qui montrent des transitions régulières 
entre régimes, sont en bon accord avec les résultats de Himasekhar et 
Ban (1988). 
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y 

Figure 6.9: Lignes de coumnt pour· R = 2. Couche annulair·e supérieure: 
Ra= 1 00; couche annulaire inférieure: Ra= 14 O. 
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Figure 6.10: Le nombn de Nu.ssdt global Nu w. fonction du nombre de Ray­
leigh Ra pour· R = 1,2. 

6.4.3 Comparaison avec des résultats obtenus pour une 
couche fluide 

Pour une couche fluide, le tra.va.il numérique de Fa.nt et al. (1989) 
montre un comportement d 'hystérésis similaire entre 2,85 x 105 < Ra < 
3,51x 105 pour Pr = 0,706 ( a.ir) et R = 2. Da.ns cet intervalle du nombre 
de Rayleigh on peut obtenir les régimes convectifs de 2 et 4 cellules, en 
fonction des conditions initiales. On observe aussi le même changement 
brusque du nombre de Nusselt da.ns la. limite supérieure de la boucle 
d 'hystérésis. 

Pour un rapport des rayons plus petit, R = 1,1, et le même nombre 
de Prandtl, la boucle d'hystérésis est comprise entre des nombres de 
Rayleigh de 2,57x106 et 2,84x106

• Cependant, maintenant la. transition 
se fait entre des régimes de deux et six cellules. 

Les résultats pour les couches fluide et poreuse montrent que la 
réduction du rapport des rayons augmente la stabilité de l'écoulement. 
Par contre, l'expansion de la boucle d'hystérésis observée par Fant et al. 
(1989) quand le rapport des rayons est réduit, parait contredire les 
résultats obtenus ici pour la. couche poreuse. Ce fait est trompeur, car 



6.4. Résultats et discussion 169 

Figu.rc 6.11: Lignes ch coumnt (moitié gauche dt la couche) et isothermes 
{moitié droite} pour· R = 1,2 et {a) Ra= 320, {b) Ra= 800. 
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Figure 6.12: Zont: où les écoulcmt:nts multi-ccllulair·es sont observés. 

pour la couche fluide les limites inférieure et supeneure de la boucle 
augmentent au fur et à. mesure que le rapport des rayons diminue. En 
fait, le rapport des limites Rasup/R~nf est plus proche de l'unité pour 
R = 1,1 que pour R: = 1,2. Ceci suggère que pour la couche fluide 
la boude d'hytérésis disparaît complétement. seulement dans la. limite 
R--+1. 

La figure 6.12 montre la. dépendance du nombre de Rayleigh de tran­
sition avec le rapport des rayons pour la couche poreuse. Les simulations 
de ce travail montrent que les boucles d'hystérésis disparaissent pour en­
viron R < 1,7, comme on peut l'observer sur la figure. Celle-ci indique 
aussi la zone où les écoulements multi-cellulaires peuvent se développer. 

6.5 Conclusions 

La convection naturelle entre deux cylindres isothermes, concent­
riques et horizontaux, a été étudiée numériquement en résolvant les 
équations bi-dimensionnelles de Darcy-Boussinesq avec un maillage très 
fin. Le système parabolique-elliptique a été résolu par un schéma de 
différences finies de deuxième ordre, basé sur la méthode implicite de 
directions alternées couplée avec sm-relaxation. 

Les résultats montrent que pour des rapports des rayons supérieurs à 
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environ 1,7, la relation fonctionnelle entre le nombre de Nusselt global et 
le nombre de Rayleigh présente une boucle fermée d'hystérésis associée à 
la transition entre les régimes stationnaires de deux et de quatre cellules. 

Pour les rapports des rayons plus petits, des régimes stationnaires 
avec 2, 4, 6 et 8 cellules, sont progressivement obtenus dans la couche 
avec l'augmentation de nombre de Rayleigh. Le comportement d'hysté­
résis est, cependant, inexistant. 

Pour un rapport des rayons de 2, les résultats numériques sont en 
bon accord avec les observations expérimentales de Caltagirone (1976a, 
b) et de Charrier-Mojtahi et al. (1991 ). D'autres auteurs ont décrit 
des boucles d'hystérésis similaires pour des couches fluides, mais des 
différences existent entre les deux cas, elles ont été commentées dans ce 
chapitre. 

Nomenclature 

g Accélération de la pesanteur, 9,81 rn s- 2 • 

Ga Nombre de Gay-Lussac ( = lja(Ti- T0 )). 

J( Perméabilité de milieu poreux, m2 • 

M1 Masse moléculaire du fluide, kg mole- 1 . 

Nu Nombre de Nusselt global. 

Nu; Nombre de Nusselt local à la. paroi du cylindre interne. 

N U 0 Nombre de N usselt local à la paroi du cylindre externe. 

P Pression, Pa .. 

r Coordonnée radiale, m. 

R Rapport des rayons ( = Ro/ Ri)· 

Ra Nombre de Rayleigh ( = (pCJ>)tKPoYRia(Ti- Ta)/(ÀeJl)). 

R; Rayon du cylindre interne, m. 

Ro Rayon du cylindre externe, m. 

t Temps, s. 

T Température, K. 

Ti Température de la paroi du cylindre interne, K. 

To Température de la. paroi du cylindre externe, K. 

TOL Tolérance de convergence, 

v Vecteur vitesse superficielle du fluide ( = ~'rer + v8e 8 ), m s-1 . 
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Vr Composante radiale de la vitesse, rn s- 1
• 

v6 Composante tangentielle de la vitesse, rn s- 1• 

Lettres grecques 

a Coefficient de dilatation isobare du fluide, K- 1• 

E Porosité. 

/j.r Espacement du maillage dans la direction r. 

jj.t Pas de temps, s. 

jj.f) Espacement du maillage dans la direction B. 

() Coordonnée tangentielle. 

À, Conductivité thermique effective, .J m- 1 K- 1 s- 1. 

JL Viscosité du fluide, kgm- 1 s- 1
. 

p Masse volumique du fluide, kgm-3
• 

(pCp)e Chaleur volumique effective du milieu poreux, .J m-3 K- 1
• 

(pCp)J Chaleur volumique effective du fluide, J m-3 K- 1 . 

(pCp)s Chaleur volumique effective du solide, J m-3 K- 1 . 

'lj; Fonction de courant adimensionnelle. 

w Coefficient de sur-relaxation. 

Indices 

J 

* 

Localisation dans le maillage selon la direction ·r. 

Localisation dans le maillage selon la direction (). 

Variable adimensionnelle. 
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Chapitre 7 

La géométrie cylindrique 
excentrée 

Ce chapitre est consacré à l'étude de la convection naturelle dans un 
milieu poreux entre deux cylindres horizontaux et excentrés. 

Pour un milieu poreux entre deux cylindres concentriques horizon­
taux, on a montré, au chapitre précédent, que le régime convectif au 
sein de la couche poreuse dépend du nombre de Rayleigh, du rapport 
des rayons et de la condition initiale du système. En particulier, les 
résultats ont montré que quand le ra.pport des rayons est diminué, la. 
stabilité de l'écoulement augmente. L'apparition d'une ou plusieurs cel­
lules contra-rotatives en haut de la conche est déplacée vers des nombres 
de Rayleigh progressivement plus élevés. Ces cellules supplémentaires 
sont responsables du transfert thermique accru entre le fluide et la. paroi. 

Cette observation suggère que le déplacement du cylindre interne 
vers le haut, afin que son centre soit an-dessus du centre du cylindre 
externe, diminue le nombre de Rayleigh local, en haut de la couche où 
les effets convectifs sont importants, et peut retarder l'apparition des 
cellules supplémentaires. Ainsi, il est possible de diminuer les pertes 
thermiques par convection d'un cylindre chaud isolé avec de la laine de 
verre. 

D'autre part, la. réduction de l'épaisseur de l'isolant dans la partie 
supérieure de la couche poreuse augmente les pertes thermiques par 
conduction. En conséquence, on peut espérer qu'il existe une valeur 
optimale de l'excentricité pour laquelle les pertes thermiques globales 
sont minimisées. Cette idée a. été émise par Ratzel, Hickox et Ga.rtling 

177 
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en 1979. 
L'intérêt de cette géométrie porte sur le fait qu'une isolation ex­

centrée d'une conduite peut s'avérer plus économique qu'une isolation 
concentrique, car les pertes thermiques peuvent être réduites avec la 
même quantité d'isolant. 

Une deuxième application montrant l'intérêt de cette géométrie, est 
celle des cables souterrains refroidis à l'eau, où les effets d'expansion 
thermique provoquent le déplacement du cable par rapport à la paroi de 
la conduite externe (Van de Sande et Ramer, 1979). 

7.1 Introduction 

Pour une couche fluide excentrée, Kuhen et Goldstein (1978) ont 
étudié expérimentalement le champ de température à l'aide d'un in­
terféromètre Mach-Zehnder. Ces auteurs affirment que l'excentricité du 
cylindre interne modifie considérablement le transfert de chaleur local 
des deux cylindres. Par contre, le transfert de chaleur global ne varie 
que de 10% par rapport au cas concentrique. 

Une étude numérique de Prusa et Yao (1983), en utilisant une trans­
formation d'échelle de dimension variable permettant ainsi de traiter les 
cas d'une excentricité positive ou négative, donne des résultats en accord 
avec ceux obtenus par Kuhen et Goldstein (1978). 

Cho et al. (1982) ont étudié numériquement des déplacements du cy­
lindre interne dans les directions verticale et horizontale. Un système de 
coordonnées bipolaire a été utilisé. Ces auteurs définissent deux conduc­
tivités thermiques globales équivalentes: une basée sur le transfert de 
chaleur purement conductif dans la même géomètrie, et une deuxième 
basée sur l'espace annulaire concentrique. Pour des nombres de Ray­
leigh compris ntre 103 et 104

, et pour un rapport des rayons d'environ 
2,6, ces auteurs ont présenté, sous forme de tableau, les deux coefficients 
globaux pour différentes géométries. 

Pour une couche excentrée poreuse, Bau (1984a., b) a utilisé une 
méthode de perturbation régulière à deux termes, valable pour toute 
valeur de l'excentricité. Les résultats présentés sont valables pour des 
faibles nombres de Rayleigh uniquement. lls montrent néanmoins que 
les pertes thermiques peuvent être réduites par rapport au cas concent­
rique. 

Dans une étude postérieure, Hima.sekha.r et Bau (1986) ont utilisé 
une technique de couche limite pour obtenir une corrélation du nombre 
de Nusselt en fonction du nombre de Rayleigh et des paramètres géo­
métriques. La. corrélation obtenue est valable quand l'écoulement est 
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bicellulaire, bidimensionnel et stationnaire. 
Pour le cas des ellipses confocales, l'étude expérimentale et numé­

rique de Lee et Lee (1981) montre que le transfert de chaleur effectif 
décroît avec l'excentricité. 

Malgré les nombreux travaux expérimentaux, théoriques et numé­
riques, l'impact du choix des paramètres géométriques sur le transfert 
global de chaleur est encore à préciser ainsi que la valeur optimale de 
l'excentricité pour un rapport des rayons et un nombre de Rayleigh 
donnés. Les transitions de régime et les bifurcations dans cette géométrie 
ont été compris très récemment. 

Dans ce chapitre, les modifications du code très précis mis au point 
pour la géométrie concentrique sont, tout d'abord, présentées. La con­
frontation des résultats pour des faibles valeurs de l'excentricité avec 
ceux obtenus dans le cas concentrique, permettent de valider le nou­
veau code. Les conditions qui conduisent à une réduction du transfert 
de chaleur par rapport an cas concentrique sont ensuite examinées et 
discutées. Les principaux résultats obtenus ici peuvent être consultés 
dans Barbosa Mata et Saatdjian (1994a,b,c). 

7.2 Position du problè1ne 

Le système étudié dans ce chapitre est le même, sauf pour la posi­
tion du cylindre interne, que celui du chapitre précédent. ll consiste en 
un milieu poreux saturé entre deux cylindres excentrés, horizontaux et 
imperméables de rayons R; et R 0 , comme le montre la figure 7.1. Les 
températures T; et To des parois des deux cylindres sont maintenues 
uniformes et constantes, avec T; > T0 • La différence de température 
induit un mouvement convectif du fluide dans le milieu poreux. Nous 
admettons que le phénomène est bidimensionnel et nous considérons 
une symétrie par rapport à. une ligne verticale passant par les centres 
des deux cylindres. 

7.2.1 Le système de coordonnées bipolaires 

L'espace annulaire entre deux cylindres excentrés peut être décrit 
par plusieurs systèmes de coordonnées orthogonaux ou non orthogo­
naux. Par exemple, Wannier (1950) a utilisé un système non orthogonal 
mixte de coordonnées cartésiennes et polaires, tandis que Wood (1957) 
et DiPrima et Stuart (1972), pour une étude de lubrification d'un palier 
graisseur, ont utilisé un système orthogonal de coordonnées bipolaires 
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Figure 7.1: Géométr·ic cylindr·iquc t:xccntT'ét: d un t:xcmplc d'un rna il/age pour 

R = 2 ct f. = 0, 7. 

modifiées, qui deviennent identiques aux coordonnés cylindriques po­
laires dans la limite d'une excentricité nulle. 

Ici, comme dans Bau (1984a, b ), le système orthogonal de coor­
données bipolaires (a, /3) est utilisé. Un exemple de maillage bipolaire 
est montré sur la. figure 7.1. Ce système a l'avantage d'identifier les 
frontières physiques du problème (les parois des deux cylindres, R; et 
Ro) avec des valeurs constantes de a: n 1 > 0 et 0 < a 2 < nb respecti­
vement. 

Cependant, ce système a l'inconvenient de ne pas pouvoir être ap­
pliqué an cas concentrique. Cette limitation n'est pas importante puis­
que la valeur de l'excentricité peut être prise très petite. En pratique, un 
espace annulaire avec un excentricité de 0,01 a le même comportement 
qu'une géométrie concentrique si le rapport des rayons est le même dans 
les deux cas. 

Le système de coordonnées bipolaires est défini par la. transformation 
suivante (Moon et Spenser, 1971): 

. n-i/3 
x + 1 y = a coth 

2 
, 

où (x, y) représentent les coordonnées cartésiennes et 
valeurs constantes de a sont les cercles donnés par 

2 

( )
2 2 a x - a co th a + y = . 2 • 

smh a 

(7.1) 

= yCI. Les 

(7.2) 
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7 .2.2 Le système adimensionnel à résoudre 

Les équations de Darcy-Boussinesq sous forme adimensionnelle, pré­
sentées dans le chapitre précédent (6.29-6.30), s'écrivent en coordonnées 
bipolaires (Bau 1984a, b): 

l 2 8T _ \12T _ 8'1/J 8T 8'1/J 8T 
i at - âa 8{3 + 8{3 âa' (7.3) 

\72 '1/J = ±h2 sinh a 1 Ra [sinh a sin {3 ~~ + (1- cosh a cos {3) ~~] , (7.4) 

., [)2 [)2 1 
v- = -- + --, h = , 

8a2 8{32 cosh a- cos {3 
(7.5) 

où '1/J est la fonction de courant adimensionnelle et 

Ra= (pCp)JKpagR;Ç,(T;- Ta) 
ÀeJL. 

(7.6) 

est le nombre de Ra.yleigh basé sur le rayon du cylindre interne. La 
notation du chapitre précédent, sauf le coefficient de dilatation isobare 
qui est ici noté Ç, est maintenue. Ainsi, une confusion avec la coordonnée 
a est évitée. En principe, le centre du cylindre inteme peut être déplacé 
verticalement dans les deux sens, de sorte qu'il peut se trouver soit au­
-dessus soit an-dessous du centre du cylindre externe. Dans le premier 
cas, c.-à-d. quand le centre du cylindre est déplacé vers le haut, il faudra 
retenir le signe + dans l'équation (7.4). Le signe - s'applique à un 
déplacement du cylindre interne vers le bas. Dans l'étude présentée ici, 
on considère seulement le cas d'un déplacement vers le haut. 

Les conditions adimensionnelles sur les parois du cylindre interne et 
externe sont, respectivement, 

'1/J = 0, T = 1 pour a= a 1 et 'lj1 = 0, T = 0 pour a= a 2 • (7.7) 

Les relations entre 0'1 et n::ll le rapport des rayons R et l'excentricité é 

sont 

R = Ra _ sinha1 

- R; - sinh a 2 

et é = c _ sinh(a1 - a 2 ) 

Ra- R; - sinh a 1 - sinh a 2 • 

Les conditions de symétrie s'écrivent 

8T 
{){3 = 0, '1/J = 0 pour {3 = 0, 1r. 

En régime permanent, le flux de chaleur local aux parois est 

q __ cosh.a- cos {3 (aT) 
smh a 1 âa 

pour a= a 1 on a= a 2 • 

(7.8) 

(7.9) 

(7.10) 
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L'intégration de q sur une des parois des deux cylindres donne le débit 
total de chaleur Q dans l'espace annulaire, 

Q -- 2 {0,. (~:) df.l Jo uu. p pour a= a 1 , ou a= a 2 • (7.11) 

Le nombre de Nusselt global, défini par 

- al- a2 
Nu= 

2
1!" Q, (7.12) 

donne le rapport entre le transfert de chaleur total et le transfert de 
chaleur par conduction. 

7.3 Résolution numérique 

Les équations données plus haut ont été résolues par des différences 
finies centrées de deuxième ordre, sur un maillage de 101 x 151 (a x f:J) 
nœuds régulièrement espacés, couvrant la moitié de la conche poreuse. 

La méthode utilisée pour obtenir des solutions stationnaires est une 
amélioration de celle décrite dans le chapitre précédent. L'idée de base 
reste celle de faire évoluer rapidement la solution dans le temps en uti­
lisant le pas de temps comme un paramètre de relaxation. On a. retenu 
la méthode ADI pour la. marche dans le temps, mais la méthode de 
sur-relaxation pour la. résolution de l'équation de Poisson sur 7/J, a été 
remplacée par une méthode directe, beaucoup plus efficace, basée dans 
une réduction cyclique. 

Pour chaque itération (n-+ n + 1), les nouvelles valeurs de la. tem­
pérature (Tn+l) sont calculées par l'application d'un pas de la. méthode 
ADI à l'équation parabolique (7.3). Les valeurs utilisées de la fonction de 
courant sont celles qui ont été déterminées an pas précédent ( c.-à.-d. 7/Jn ). 
Les valeurs de 'ljJ sont ensuite actualisées par résolution de l'équation de 
Poisson ( 7.4). 

7.3.1 La méthode ADI 

L'expression, en différences finies, du premier demi pas de la. méthode 
ADI, implicite dans la. direction a, s'écrit 

~ - Ln Tn~ - = -'-'1 +Ln T". ( 2h~' ) 1/? (2h~' ) 
f:lt (l' '·1 b.t {J t,J 

(7.13) 

et le deuxième demi pas, implicite dans la direction {3, est 

~-Ln T!'-!' 1 = --l.!L +Ln T:'~ -. ( 2h~. ) (2h~. ) 1/" 
f:lt {3 t,] b.t (l' t,J 

(7.14) 
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Les opérateurs L~ et L[i sont 

et 

La substraction de (7.13) de (7.14) donne 

(7.17) 

qui est plus efficace, du point de vue calcul, que (7.14), Gu on n'a 
plus besoin de calculer (2hf,i / ~t + L~:)Ttt12 . En pratique, la paire 
d'équations (7.13,7.17) est employée. Les systèmes linéaires tridiago­
naux dans chaque demi pas, sont résolus par l'algorithme de Thomas. 

L'utilisation des valeurs de 'lj; de l'instant tn dans l'intégration de tn 
jusqu'à tn+l, couplée avec la précision de deuxième ordre de la méthode 
ADI, réduit la précision de la procédure globale de marche dans le temps 
à l'ordre 1. Cependant, ceci n'est pas un inconvenient sérieux, car des 
solutions stationnaires sont recherchées et le schéma couplé conserve 
encore les caractéristiques de stabilité de la méthode ADI. 

7.3.2 La résolution de l'équation de Poisson 

La discrétisation de l'équation de Poisson (7.4), par des différences 
finies centrées de deuxième ordre, est 

(7.18) 

où 
H;,i = sinh a; sin ,Bi et Gi,j = 1- cash a; cos ,Bi. (7.19) 

Les inconnues supplémentaires dans les lignes fictives (a, -~,8) et (a, 11"+ 
~,8) du maillage, sont éliminées en utilisant la condition de symétrie, 
T(a, -,8) = T(a,,B) et 1/J(a, -,8) = -1/J(a,,B), ce qui donne 

(7.20) 
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et 

(7.21) 

Le système linéaire résultant a une structure pentadiagonale. TI est 
résolu par une méthode directe utilisant un algorithme très efficace de 
réduction cyclique, proposé par Sweet (1977), et qui a un nombre asymp­
totique d'opérations de O(nunf:J log2 nu)· A l'origine, la méthode de 
réduction cyclique était restreinte à la résolution de l'équation de Poisson 
dans un rectangle, mais elle a été étendue postérieurement à un ensemble 
plus élargi de problèmes. La résolution dans des régions irrégulières est 
discuté par Buzhee et al. (1970, 1971). Swarztrauber (1974) et Swarzt­
rauber et Sweet (1973), ont appliqué la méthode à l'équation de Poisson 
dans une sphère et dans un disque, respectivement. 

La description de la méthode sort un peu du domaine de cette 
thèse, principalement parce que tous les auteurs cités ont mis en œuvre, 
sous forme de codes largement testés et bien documentés, la méthode 
de réduction cyclique appliquée à. plusieurs géométries. Pour notre 
problème, un des sous-programmes de la. collection de domaine public FI­
SHPACK, conçu par J. Adams, P. Swarztrauber et R. Sweet, du Centre 
National de Recherche Atmospherique du Colorado, a été utilisé. La 
collection est stockée dans le Téseau informatique NETLIB. 

7.4 Détermination des courbes Nu(R, E, Ra) 

A vaut de présenter les résultats sur la. validation du code, on discute 
succintement la démarche utilisée pour l'obtention des courbes Nu = 
Nu(R, f, Ra.). 

Dans le chapitre précédent on a mis en évidence un comportement 
d'hystérésis pour certaines valeurs du rapport des rayons. Ceci corres­
pond à la. tendence naturelle du fluide de changer de régime dans l'ab­
sence de perturbations externes. Cependant, on trouve rarement dans la. 
nature des conditions où les perturbations sont inexistantes. Dans tous 
les cas, le système est soumis à des perturbations qui se manifestent sous 
plusieurs formes, connue par exemple des vibrations de l'anneau ou de 
non-uniformités locales de la. température aux parois des cylindres. Les 
perturbations peuvent placer la. couche poreuse dans un régime stable, 
défini dans le plan (Ra, Nu) par un point qui n'appartient pas à la courbe 
correspondante, Nu = Nu(Ra), obtenue par les simulations du chapitre 
précédent. Par exemple, le régime de deux cellules peut apparaître pour 
des nombres de Rayleigh au-dessus de la limite supérieure de la boucle 
d 'hystérésis. 
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Afin de trouver tous les régimes stables, une approche différente de 
celle décrite précédemment est utilisée. Pour chaque paire (R, €), on 
détermine d'abord les solutions stationnaires pour des nombres de Ray­
leigh progressivement plus élevés, incrémentés par intervalles de 5, gé­
néralement entre Ra.,.;11 = 5 et Ramax = 180. La condition de départ 
pour Ramin est la solution de condution pure (Ra= 0), 

(7.22) 

Pour les autres valeurs du nombre de Rayleigh, la condition initiale est 
la solution d'état stationnaire obtenue pour la. valeur de Ra précédente. 

Ce premier groupe de simulations fournit généralement un Ra de 
transition entre les régimes de 2 et de 4 cellules. Cependant, comme 
nous l'avons montré avant, cette valeur de Ra. n'est pas forcément la va­
leur minimale de transition. Pour s'assurer que l'on trouve cette valeur 
minimale, les simulations sont refaites en sens inverse, c.-à-d. pour des 
nombres de Rayleigh progressivement plus petits jusqu'à. un changement 
de régime. Finalement, pour vérifier l'existence du régime à deux cel­
lules pour des nombres de Rayleigh supérieurs à la valeur de transition, 
on perturbe la solution pour Ramax en ajoutant un bruit aléatoire aux 
champs de 'lj; et T ou eu remplaçant entièrement les deux champs par 
une solution obtenue pour un nombre de Rayleigh plus petit que le Ra 
minimum de transition. Les simulations sont exécutées ensuite pour des 
valeurs de Ra successivement plus petites. Donc, au lieu de gérer des 
boucles d 'hystérésis, cette démarche crée des bifurcations. 

7.5 Validation du code 

Pour tester la validité du code, des simulations préliminaires pour 
R = 2 et € = 0,01 ont été effectuées. Les résultats obtenus ont été 
comparés avec les données expérimentales et numériques présentées dans 
le chapitre précédent. 

La figure 7.2 montre l'évolution du nombre de Nusselt global avec 
le nombre de Rayleigh pour la paire de valeurs des paramètres géomé­
triques cités avant. La. transition entre les régimes de 2 et de 4 cellules 
a lieu pour Ra = 64, en excellent accord avec la valeur expérimentale 
(Ra= 65±4) obtenue par Ca.ltagirone (1976a, b) et avec nos simulations 
antérieures (Ra= 67). Les valeurs de Nu calculées ici diffèrent de moins 
de 1% avec celles calculées avant; ceci permet de valider les résultats. Les 
lignes de courant et les isothermes typiques des deux régimes possibles 
pour R = 2 et € = 0,01, sont présentés dans la. figure 7.3 pour un nombre 
de Rayleigh de 180. 
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Figm•c 7.2: Le nombre de Nnssdt global Nn w fonction du nornbr·c de Rayleigh 
Ra pour· R = 2 et f = O,(Jl. 

7.6 Résultats et discussion 

Pour R = 2, des calculs pour différentes valeurs de l'excentricité, afin 
de rechercher la configuration optimale, ont tout d'abord été effectués. 

En augmentant le nombre de Rayleigh et pour f ~ 0,4, on obtient 
le régime de deux cellules pour Ra. jusqu'à 180; ceci est indiqué par 
les lignes solides dans la. figure 7.4. Cependant, après perturbation de 
la solution pour Ra = 180 et en diminuant le nombre de Rayleigh, 
un régime avec 4 cellules apparait dans la. couche. Ce régime persiste 
jusqu'au point de transition où l'écoulement retrouve la structure à deux 
cellules. Ceci est indiqué par les lignes pointillées sur la même figure. 

Pour f 2:: 0,5, la transition entre les deux régimes apparaît naturelle­
ment. Pour des nombres de Ra supérieurs à la valeur de transition, des 
solutions correspondant au régime à deux cellules peuvent être obtenues 
sporadiquement en utilisant comme condition initiale une solution pour 
la même valeur de Ra et f::; 0,4. Cependant ces solutions ne persistent 
pas quand le nombre de Rayleigh est diminué. 

Pour la géométrie concentrique, Himasekhar et Bau (1988) ont mon­
tré que pom R = 2 et R = 2112 , la perte d'unicité est la conséquence de 
l'apparition d'une branche isolée de la solution, tandis que pour R = 2114 

et R = 2118
, la perte d'unicité apparaît comme le résultat d'un processus 
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Figure 7.3: Lignes de courant {moitié gauche de chaque anneau) ct isothermes 
(moitié droite) pour· R = 2, Ra= 180 ct f = 0,01. (a) Régime de deux cellules. 
(b) Régime de quatre cellules. 
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Figm·e 7.4: Nu vs Ra pour· R = 2 ct plusieurs valcm·s de f. 

de bifurcation. Les deux observations montrent la même tendance; ceci 
est dû au fait que la réduction du rapport des rayons ou l'augmentation 
de l'excentricité ont le même impact dans la géométrie du haut de la 
couche poureuse où les structures multi-cellulaires peuvent apparaître. 

A mesure que l'excentricité est augmentée, la transition entre les 
deux régimes d'écoulement apparaît pour des nombres de Rayleigh pro­
gressivement plus élevés. Ce fait s'explique par l'examen des lignes de 
courant pour Ra= 100 et € = 0,1, 0,4, 0,5 et 0,6, présentées dans la figure 
7.5. Pour un nombre de Rayleigh donné et en diminuant l'épaisseur de la 
couche dans la partie supérieure de l'anneau, la cellule contra-rotative 
dans dans chaque moitié de la couche devient plus petite et disparaît 
completement pour € = 0,6. L'élimination des deux cellules contra­
-rotatives résulte dans une réduction du transfert de chaleur global. 

Pour des valeurs très élevées de € et Ra ::; 180, l'épaisseur de la 
partie supérieure de la couche est très petite, ce qui retarde l'apparition 
des cellules supplémentaires. Ces géométries peuvent développer des 
régimes-multicellulaires pour des nombres de Rayleigh très élevés; le 
comportement est identique au cas concentrique avec des très petits 
rapports des rayons. 
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Figure 7.5: Lignes de courant (moitié gauche) ct isothermes {moitié droite) 
dans la partie supéricun de la conche poreuse pour· R = 2, Ra = 100 et e = 
O,J(a), 0,4(b), o,S(c), o,U(d). 
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Figure 7. 6: Le flux total de chaleur· Q en fonction de f pmtr· différentes valeurs 
du nornbr·e dt: Rayleigh Ra. 

Finalement, dans la. figure 7.6 on montre le transfert total de chaleur 
en fonction de E pour différentes valeurs de nombre de Rayleigh. Pour 
Ra S 50, un déplacement vers le haut du centre du cylindre interne 
mène vers une augmentation du transfert de chaleur. Pour des nombres 
de Rayleigh supérieurs, le transfert total de chaleur peut être diminué 
par une isolation excentrée. Pour 140 S Ra S 170, le flux minimum de 
chaleur est obtenu pour environ E = 0,7 et correspond à une réduction 
d'à peu près 10% par rapport au cas concentrique. 

Ces résultats sont en bon accord avec ceux obtenus par Bau (1984b ). 
Pour des nombres de Rayleigh de 100 et 150, cet auteur a obtenu le 
transfert de chaleur minimum pour € = 0,6, en utilisant une technique 
d'expansion perturhative. Dans ses calculs, le régime à quatre cellules 
n'a pas été observé, probablement à. cause d'un nombre insuffisant de 
nœuds (1320) dans le maillage. 

7. 7 Conclusions 

Le code précis basé sur des différences finies, développé pour la 
géométrie concentrique, à été modifié afin de résoudre les équations bidi­
mensionnelles de Darcy-Boussinesq pour un anneau horizontal excentré. 
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Un maillage avec 15000 nœuds a été employé afin de capturer les deux 
cellules contra-rotatives qui se forment en haut de la couche poreuse. 

Pour une géométrie excentrée où le centre de l'isolant est en dessous 
du centre du tube, et pour des valeurs du nombre de Rayleigh suffisam­
ment élevées, il est possible de diminuer les pertes thermiques d'environ 
10% par rapport au cas concentrique en empéchant la formation, en 
haut de la couche, de cellules supplémentaires. La valeur optimale de 
l'excentricité dépend du nombre de Rayleigh; pour Ra= 100, la valeur 
obtenue numériquement est en très hon accord avec le développement 
asymptotique de Ban (1984h ). 

Quoiqu'ici on a seulement étudié le cas R = 2 et des nombres de 
Rayleigh modérés, le code numérique peut être utilisé pour étudier une 
géométrie quelconque et des nombres de Rayleigh plus élevés pourvu 
que l'hypothèse du 2D soit valable. 

N o1nenclature 

e Distance entre les centres des deux cylindres, m. 

g Accélération de la pesanteur, 9,81 ms- 2 • 

G;,i Constante définie par (7.19). 

h Coefficient de Lamé défini par (7.5). 

H;,j Constante définie par (7 .19 ). 

p. 
J( Perméabilité du milieu poreux, m2 • 

L:~ Opérateur de différences finies défini par (7.15). 

L; Opérateur de différences finies défini par (7.16). 

no: Nombre de nœuds dans la direction a. 

n 13 Nombre de nœuds dans la direction (3. 

Nu Nombre de Nusselt global. 

q Flu.:IC adimensionnel de chaleur local à. la paroi des cylindres. 

Q Débit total adimensionnel de chaleur. 

R Rapport des rayons ( = Ra/ R;). 

Ra Nombre de Rayleigh ( = (pC1,),K Pa9R;~(T;- Ta)/(ÀeJL)). 

R; Rayon du cylindre interne, m. 

Ra Rayon du cylindre externe, m. 
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t Temps adimensionnel. 

T Température adimensionnelle. 

Ti Température de la paroi du cylindre interne, K. 

T0 Température de la. paroi du cylindre externe, K. 

x, y Coordonnées cartésiennes. 

Lettres grecques 

a, j3 Coordonnées bipolaires. 

a 1 Valeur de a à la paroi du cylindre interne. 

a 2 Valeur de n à. la paroi du cylindre externe. 

f Excentricité ( = rj(R,.- R;)). 

l::it Pas de temps a.dimensionnel. 

l::ia Espacement dn maillage dans la direction n. 

l::i/3 Espacement du maillage dans la. direction j3. 

Àe Conductivité thermique effective, J m- 1 K- 1 s- 1 . 

JL Viscosité du fluide, kgm- 1 s- 1 . 

Po Masse volumique dn fluide à T 0 , kg m - 3 . 

(pCp)J Chaleur volumique du fluide, .J m-3 K- 1 • 

'ljJ Fonction de courant a.dimensionnelle. 

f. Coefficient de dilatation isobare du fluide, K- 1 • 

Indices 

z Localisation dans le maillage selon la. direction n. 

J Localisation dans le ma.illa.ge selon la. direction j3. 

n Référé à. 1 'instant tn. 
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Syntèse de la partie II 

L a. convection naturelle dans un milieu poreux entre deux cylindres 
isothermes et horizontaux a été étudiée numériquement dans la 

deuxiéme partie de cette thèse. 

L'étude porte, tout d'abord, sur le cas d'un auneau concentrique 
(rhapitn• G). Cette coufignra.tiou est. intéressante dn fait cle sou impor­
ta.nce pratique dans de nombreuses applications industrielles. Pour cette 
configuration, des résultats expérimentaux ont déjà été commentés dans 
la littérature. La validation du modèle théorique et du code numérique 
est ainsi possible. 

Le modèle est ensuite appliqué, dans le chapitre 7, à la géométrie 
cylindrique excentrée. L'isolation excentrée d'une conduite peut s'avérer 
plus économique qu'une isolation concentrique, ca.r les pertes thermiques 
peuvent être réduites avec la même quantité d'isolant. 

Les équations bidimensionnelles de Darcy-Boussinesq sont résolues 
pa.r dift"èrences finies d 'onlre deux sur llll maillage très fin. Les solutions 
stationnaires du système paraholique-ellipti<p1e sont obtenues par un 
schéma itératif basé sur la méthode implicite des directions alternées 
couplée soit à une sur-relaxation soit à une réduction cyclique. Pour les 
domaines simples, la réduction cyclique est hea.ucoup plus efficace que 
la. sur-relaxation. 

Les phénomènes convectifs s'amplifient avec l'augmentation du nom­
bre de Rayleigh. Les isothermes subissent des distortions par rapport à. 
l'état de condutiou pure cl 'autant plus grandes que le nombre de Ray­
leigh est élevé. La convection se développe sous la. forme de plusieurs 
cellules contra-rotatives. Les modifications plus importantes de la forme 
des isothermes sont observées clans les parties supérieure et inférieure 
de la couche; dans la partie supérieure les isothermes se tassent près 
du cylindre externe froid alors que dans la partie inférieure celles-ci se 
rapprochent du cylindre interne chaud. 

Pour une couche poreuse concentrique et pour des rapports des 
rayons supérieurs à. environ 1,7, la. relation entre le nombre de Nusselt 
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global et le nombre de Rayleigh présente une boucle fermée d'hystérésis 
associée à la. transition entre les régimes stationnaires à 2 et 4 cellules. 

Pour les rapports des rayons plus petits, des régimes stationnaires 
avec 2, 4, 6 et 8 cellules sont progressivement obtenus dans la. couche à 
mesure que le nombre de Rayleigh augmente. 

Pour un rapport des rayons de 2, les résultats numériques sont en 
bon accord avec les observations expérimentales de Ca.ltagirone1 et de 
Charrier-Mojtabi et al.2 

D'autres auteurs ont décrit des boucles d'hystérésis similaires pour 
des couches fluides. Les résultats montrent que la. réduction du rapport 
des rayons augmente la. stabilité de l'écoulement pour les deux types de 
conches, fluide et poreuse. Des différences existent, cependant, entre 
les deux cas, comme, par exemple, le nombre de cellules qui peuvent 
apparaître dans la. conche. Il semble que pour une couche fluide la. boucle 
d'hystérésis disparaît complétement seulement cl<ms l<t limite R ~ 1, 
alors que pour la. conche poreuse elle disparaît pour une épaisseur non 
nulle de l'a.nuea.u. 

Pour une géométrie excentrée, où le centre de l'isolant est en dessous 
du centre du tube, et pour des valeurs du nombre de Rayleigh suffisa­
ment élevées, il est possible de diminuer les pertes thermiques d'environ 
10% pa.r rapport au cas concentrique. Le déplacement du centre de 
l'isolant reduit l'épaisseur de la. partie supérieure de la. conche où les ef­
fets convectifs sont importants. Dans cette zone, le nombre de Rayleigh 
local est diminué et l'apparition des cellules supplémentaires est ainsi 
retardée. 

La valeur optimale de l'excentricité dépend du nombre de Rayleigh; 
pour Ra. = 100, la. valeur obtenue est eu bon accord avec le développe­
ment asymptotique de Ba.u.3 

Le code précis développé pour les deux configurations cylindriques 
peut être utilisé pour étudier une géométrie quelconque et des nombres 
de Rayleigh plus élevés, pourvu que l'écoulement soit bidimensionnel et 
l'approximation de Boussinesq vala.hle. 

1 Caltagiroue, J. P. ( 197G). Thermocouvective iustahilities in a po rous medium 
houuded hy two couceutric horizontal cyliuders. J. Fluùl Mt:c.h. 7G, 337-3G2. 

2 Charrier-Mojta.hi, M. C., A. Mojtahi, M. Azaiez et. G. Labrosse (19Ul). Nmuerical 
allll experimental study of multicellular free convection fiows in au auuular porous 
layer. /nt . .1. Heat Ma.ç.~ Tmnft:l· 34, 30Gl-3074. 

3 Bau, H. H. {1984). Thermal convection in a horizontal, eccentric auuulus contai­
ning a saturated porous medium- an extemled perturbation expansion. !nt . .!. He!lt 
Muss Tnm$/t:l· 27, 2277-2287. 



Résumé de la thèse 

Le travail présenté dans cette thèse concerne la. modélisation des 
transferts couplés en milieux poreux. L'étude porte sur le stockage de 
gaz na.turel par adsorption et sur la. convection naturelle en espace po­
reux annulaire. 

La. première partie de la. thèse est consacrée à. l'étude du stockage 
de gaz naturel pa.r adsorption. Plusieurs outils theoriques ont été dé­
veloppés, notamment un simulateur bidimensionnel d'un réservoir de 
stockage permettant d'étudier les phénomènes d'adsorption, l'hydrody­
namique et les effets thermiques associés aux remplissages et vidanges 
des réservais avec des géométries et dimensions réalistes. Ces outils sont 
fondamentaux pour la. conception et le dimensionnement des systèmes 
de stockage. 

Les simulations ont mis en évidence des variations importantes de la 
température du stockage lors des remplissages et des décharges rapides. 
Ces variations de température entra.iueut des pertes de performance dans 
le système en réduisant la capacité de stockag<". Plusieurs possibilités 
d'atténuer les changements de température sont discutées. L'influence 
des résistances diffnsionnelles dans le comportement du stockage ainsi 
que le développement d'une formule pour esthuer les temps minimales 
de remplissage, sont aussi étudiées. Un montage expérimental simple 
donnant accès à. des paramètres physico-chimiqnes ca.ra.ctéristiques d'un 
système gaz/ adsorha.nt est proposé. 

La. deuxième partie de la. thèse conceme l'étude de la. convection 
naturelle claus nu milieu poreux entre deux cylindres isothermes et hori­
zontaux. Pour une couche concentrique et pour des ra.pports des rayons 
supérieurs à 1,7, la relation entre le nombre de N nsselt global et le 
nomhre de Rayleigh présente nue boucle fermée d'hystérésis associée 
à. la. transition entre les régimes stationnaires à. 2 et 4 cellules. Pour 
les rapports des rayons plus petits, la. bonde d 'hystérésis disparaît et 
des régimes stationnaires avec 2, 4, G et 8 cellules sont progressivement 
obtenus dans la couche à. mesure que le nomhre de Rayleigh a.ugmente. 
Pour des nombres de Rayleigh suffisament élevés, le déplacement jucli­
cieux du centre du cylindre interne vers le haut, afin que son centre soit 
au-dessus du centre du cylindre externe, diminue les pertes thermiques 
d'environ 10% pa.r rapport a.u cas concentrique. La. valeur optimale de 
l'excentricité dépend du nombre de Rayleigh et du ra.pport des rayons. 
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Summary of the thesis 

The work presented in this thesis concerns the study of transport 
phenomena in porous media. It deals with the study of natural gas 
storage by adsorption and of natura.l convection in porous annuli. 

The first part of the thesis is devoted to the study of natural gas sto­
rage by adsorption. Several theoretical tools were developed, including 
a two-dimensional simulator of a storage reservoir allowing the study of 
the adsorption phenomena, hydrodynamics, and thermal effects associa­
ted with the charge and discharge of reservoirs with realistic geometries 
and dimensions. These tools are essencial for the conception and deve­
lopement of storage systems. 

The simulations show important temperature changes in the storage 
ta.nk when it is suhmitted ta quick charges or discharges. The tempera­
ture variations red nee the storage ca.pacity th us decreasing the system 's 
performance. Several possibilities for reducing the temperature changes 
are discnssed. The stndy iuclndes a.lso the iufiueuce of the diffusioua.l 
resistances in the behaviour of the storage system and the developement 
of a formula. to predict the minimal filling time. An experimental a.ppa.­
ratus giving access to physical and chemical pa.ra.meters cha.ra.cteristic 
of a gas/adsorbant system is proposed. 

The second part of the thesis is devoted to the study of natural 
convection in a porous medium between two isothermal horizontal cy­
lindres. For a concentric a.nnulns with radius ratios ah ove 1. 7, the rela­
tion hetween the mea.n Nusselt number and the Rayleigh numher exhi­
hits a. closed hysteresis loop associated with the transition hetween the 
steady-state regimes with 2 and 4 cells. The hysteresis loop disappea.rs 
for the smaller radius ratios, and steady-sta.te regimes having 2, 4, G, or 
8 cells, are progressively ohtained in the layer as the Ra.ylt>igh munber 
increases. For sufficiently high Rayleigh numhers, moving properly the 
inner cylinder centre upwards so that it lies above the external cylinder 
centre, decreases the thermal losses by about 10% with respect ta the 
c.oncentric case. The optimal value of the exc.entricity depends on the 
Rayleigh number and on the radius ratio. 
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