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Résumé 

Après une mise au point de la terminologie, des techniques de me

sure et de caractérisation des propriétés physiques et mécaniques des ma
tériaux granulaires à travers une étude bibilographique poussée, nous nous 
sommes intéressés à l'analyse des écoulements gravitaires des matières 

granulaires. 

La caractérisation mécanique des matériaux en vrac est faite à travers 
des essais simples et classiques. Ces tests permettent d'établir l'aptitude à 
l'écoulement et l'aptitude à l'éboulement des matériaux en vrac. Le compor

tement d'un matériau en fonction de son état de consolidation initiale est 
décrit par le diagramme tridimensionnel de RoscoE qui introduit ainsi la 
notion de lieu d'écoulement et lieu de consolidation d'un matériau en vrac. 
Ces lieux d'écoulement sont repris par jENIKE pour caractériser l'écoule

ment d'un matériau à l'intérieur d'un silo. 

L'étude théorique des champs de vitesses d'un matériau granulaire 

s'écoulant à l'intérieur de trémies convergentes est réalisée à l'aide d'une 
modélisation originale établies à partir des équations classiques de la mé
canique des fluides. Les particules du matériau sont assimilées aux molécu

les d'un fluide dans lequel les chocs et les collisions entre particules sont 
inélastiques, contrairement à ce qui se passe dans un fluide classique. Ce 

modèle est validé dans un premier temps en comparant les champs de 
vitesses théoriques avec ceux mesurés sur un écoulement de billes de verre 
de 5 millimètres de diamètre. Billes de verre formant un matériau granulaire 
qui respecte au mieux les hypothèses d'application de la modélisation. 

L'influence des différents paramètres tels que le frottement en paroi 
et l'inclinaison des parois sur l'intensité et la répartition des vitesses 

d'écoulement est montré expérimentalement sur un matériau granulaire na
turel que sont les petits pois secs. Les champs de vitesses ainsi obtenus 

sont confrontés aux vitesses calculées avec la modélisation originale. Cette 

comparaison montre que la théorie s'accorde parfaitement avec les mesures 
expérimentales losque l'écoulement est soumis à de forts taux de cisaille

ment, c'est à dire lorsque les contacts entre grains restent de courtes 

durées afin d'empêcher la création de forces de frottement créant des cou
ples de rotation des grains. 
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Introduction générale 

La recherche de l'amélioration de la productivité et de la qualité des 

produits agro-alimentaires, pharmaceutiques .. , a engendré de nombreux tra
vaux scientifiques visant à améliorer les conditions de stockage des matières 
granulaires et de leur manutention. Le but de cette multitude de travaux et 

d'éviter les incidents fonctionnels et structuraux survenant lors de l'exploi
tation des silos de stockage et des trémies alimentant les chaînes de 

production industrielle. 

Les problèmes fonctionnels sont principalement des obturations de 
l'orifice de vidange ou des formations de voO.tes au sein de la matière en 

mouvement. Ils surviennent lorsque la trémie n'est pas conçue de façon op
timale pour le matériau qu'elle doit contenir, matériau dont l'aptitude à 

l'écoulement est mauvaise. Ces perturbations ont une conséquence néfaste 
sur le rendement et sur la qualité du produit car elles provoquent des 
variations du débit massique, et même dans des cas extrêmes l'arrêt de 
l'écoulement. L'effondrement d'une voO.te au sein de la matière 

également être à l'origine de surpressions sur les parois 
entraîner des desordres structuraux sur l'installation. Ce type 

ensilée peut 
qui peuvent 

de dom,mage 
est aussi lié à la méconnaissance des champs de contraintes au niveau ,des 

parois lorsque la matière est en mouvement. Les efforts réels en paroi qui 
ne sont pas donnés avec suffisamment de fiabilité par les différents modèles 

de calcul provoquent souvent des flambement locaux de parois métalliques, 

l'éclatement du béton dans les différents éléments de structure. Ces 
incidents structuraux provoquent dans certains cas la ruine totale de la 
structure, mettant souvent en péril des vies humaines. 

A 1 'heure actuelle il existe de nombreuses méthodes efficaces permet
tant d'établir l'aptitude à l'écoulement, c'est à dire la coulablité d'un maté
riau en vrac. Ces techniques utilisées avec beaucoup de succès dans l'indus
trie permettent de concevoir au mieux les trémies et silos afin d'obtenir un 
écoulement régulier du matériau. C'est pourquoi 1 a recherche est orientée 

aujourd'hui vers la caractérisation aussi bien expérimentale que théorique du 
champ de contrainte à l'intérieur de la matière ensilée lors de la vidange des 

installations de stockage. Ce type de travaux de recherche ont été confié en 

France à la "mission silo" qui regroupa des partenaires industriels et univer
sitaires ayant pour but fut la rédaction d'une norme française pour le calcul 

des efforts en paroi. Les études théoriques et expérimentales de ce groupe

ment ont montré grâce à la participation du laboratoire et notamment à tra
vers KHELIL [50], une relation étroite entre le champ de contrainte et le 

mode d'écoulement du matériau en vrac à l'intérieur des silos et trémies. Les 

modes d'écoulement qui se rangent essentiellement dans deux classes repré
sentées par la figure 1 : 

- écoulement en masse : le matériau entré en dernier est évacué en 
dernier 

- écoulement en cheminée : formation d'un puits dans la matière, puits 

alimenté par le matériau qui se trouve à la surface libre. 
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écoulement en masse écoulement en cheminée 

Figure 1 : Les deux principaux modes d'écoulement 

Dans les silos industriels on rencontre généralement un écoulement 
qui est une combinaison des deux modes précédemment décrit , c'est à dire 
en cheminée dans la zone inférieure alors que dans la partie haute il y a une 

descente en masse de la matière sur toute la largeur de la section de la 
cellule {fig.2}. 

Figure 2 écoulement généralement rencontré dans les silos élancés 

Vu l'importance de la connaissance du type d'écoulement donc des 

paramètres qui le conditionne pour la détermination des contraintes à 
l'interface paroi-matériau, nous nous sommes intéressés dans ce mémoire à 

la détermination expérimentale et théorique des vitesses d'écoulement. Ces 

travaux cherchent donc à déterminer les modes d'écoulement par la connais
sance théorique du champ de vitesses pour pouvoir par la suite développer 
des modèles de calcul des efforts en paroi plus fiables que ceux existant à 

l'heure actuelle. 
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Le mémoire que nous présentons se décompose en deux parties. La 

premtere (Partie A} avec le chapitre 1 est consa.crée à une étude bibliographi
que des différentes méthodes de détermination de la coulabilité des maté
riaux en vrac développées par des auteurs tels que CARR, jENIKE et plus 

récemment LUONG. Dans cette première partie on retrouve encore les 
travaux de RoscoE qui grâce à son diagramme tridimensionnel relie l'indice 
des vides à la contrainte de cisaillement et à la contrainte normale au cours 
du chargement d'un échantillon de matériau, et celà en fonction de l'état de 
consolidation initial de l'échantillon. 

La seconde partie (Partie B} de ce mémoire s'articule autours de la 
détermination théorique et expérimentale des champs de vitesses à l'inté

rieur de trémies convergentes. Les deux premiers chapitres de cette seconde 

partie, c'est à dire les chapitres 2 et 3 sont consacrés à la description et au 
développement réalisé au laboratoire de la modélisation des champs de 
vitesses dans les trémies convergentes. Modèle qui repose essentiellement 

sur les équations classiques de la mécanique des fluides qui sont introduites 
dans le chapitre 2. Le troisième chapitre résume le développement de notre 
modèle et analyse sa sensiblité aux différents paramètres qui le compos~nt. 

Il se termine par une validation de la modélisation en comparant les courbes 
de vitesses mesurées avec celles données par le modèle avec des billes 

comme matériau granulaire. 

Le chapitre 4 se consacre essentiellement à l'étude expérimentale du 
débit et du champ de vitesses engendrées par l'écoulement d'un matériau 

granulaire naturel que sont les petits pois secs à travers différentes géomé
tries de trémies. Trémies dont on a modifié l'inclinaison et l'état de surface 
des parois, afin de voir l'influence de ces deux paramètres sur les grandeurs 

mesurées. Les champs de vitesses expérimentales sont utilisées dans le 
chapitre S pour déterminer les paramètres du modèle original. Celà se 
faisant par une méthodologie adaptée. La fin de ce chapitre S comme le 

chapitre 6, où l'on utilise une autre méthode de résolution des équations du 
modèle, comparent les champs de vitesses théoriques et expérimentales. On 

montre dans ce dernier chapitre que notre modélisation donne des résultats 

très satisfaisants lorsqüe l'écoulement est soumis à des forts taux de 
cisaillement, ce qui est une des principales hypothèses d'application du 
modèle. 

Dans la conclusion nous situons notre travail par rapport au contexte 

réel et proposons une extension des travaux dans le cas de faibles vitesses 
d'écoulement. Notre mémoire est complété par la présentation dans les an
nexes de l'ensemble des résultats de mesures et de calculs eploités. 
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Vv volume des vides 
VT volume total 
Vs volume des solides 
e indice des vides 
n porosité 
fe 
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résistance à la compression d'un matériau en vrac 
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diamètre de l'orifice de vidange 
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Partie B 

masse d'un grain 
diamètre d'un grain 
distance séparant deux grains voisins 
masse volumique du matériau qui s'écoule 
masse volumique du matériau au repos 
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taux de perte d'énergie 

·1·.facteur traduisant l'inélasticité des collisoins entre gr~ins 
facteur traduisant l'inélasticité des collisions grain-paroi 

coefficient de restitution de l'énergie lors d'une collision 

grain-grain 
coefficient de restitution de l'énergie lors d'une collision 

grain-paroi 

coefficient caractérisant la paroi 
coefficients caractérisant le matériau granulaire 

coefficients caractérisant le matériau granulaire 

temps de collision entre deux particules du matériau 
angle de frottement interne 
angle de frottement en paroi 

symbole de Kronecker 
accélération de la pesanteur 



Notations 

QM débit massique de l'écoulement gravitaire 

Q~ débit massique adimensionnel 
x, y coordonnées d'une particule 

X, Y coordonnées adimensionnelles d'une particule 

X cote verticale d'un profil de vitesse 
Y position horizontale de la particule à la cote X 

a. angle d'inclinaison des parois par rapport à la verticale 

- Il -
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Propriétés mécaniques des matériaux en vrac 

1. Introduction 

Propriétés mécaniques 

des matériaux en vrac 

L'ensilage des matériaux granulaires en vrac genere des difficultés in

nombrables qui sont à la fois structurales (voilement, flambement, fissura
tion ... des éléments de structure du silo) et fonctionnelles (formation de 
voO.tes, de cavités, de noyaux ... au sein de la matière ensilée). Dans notre 

synthèse bibliographique nous nous intéressons plus particulièrement à la 
compréhension et à la résolution de ces difficultés fonctionnelles qui 
surviennent lors de l'exploitation d'un silo. Les difficultés fonctionnelles 

qui entraînent généralement des surpressions sur les parois des silos, ces 
dernières sont très difficiles à évaluer et donc à prendre en compte dans le 

dimensionnement du silo. De ce fait les problèmes structuraux et fonction

nels sont étroitement liès. 

La formation de voO.tes et leur effondrement, au cours de l'exploita

tion d'un silo, n'entraînent pas seulement des surpressions indésirables sur 
les parois, mais également une fluctuation plus ou moins importante du dé

bit, voir l'arrêt complet de l'écoulement. L'utilisation et la conception opti

male d'un silo dépend essentiellement de l'aptitude à l'écoulement et du 
comportement rhéologique du matériau ensilé. Un matériau avec une mauvai

se coulabilité aura tendance à présenter des difficultés fonctionnelles qu'il 

faudra contourner par des dispositifs constructifs adaptés. 

Depuis 1950 de nombreux chercheurs se sont intéressés à la caractéri
sation des matériaux en vrac. CARR [14] propose en 1965 une classification 
des matériaux en fonction de leur aptitude à l'écoulement (flowability) et de 

leur aptitude à l'éboulement (floodability). Par la suite RoscoE cité dans 

[13] montre à l'aide de son diagramme tridimensionnel, les relations entre 
l'état de consolidation - la variation volumique et l'état de contrainte dans 

un matériau granulaire. Ce diagramme permet de mieux comprendre la 

construction et l'utilité des lieux d'écoulement, théorie surtout développée 
par ]ENI KE [38 J [39] [40 J et très utilisée pour caractériser les matériaux 

granulaires pouvant présenter de la cohésion (poudres .. .) sous certaines 

conditions. Plus récemment LUONG [60] a développé une théorie originale 
basée sur la caractérisation de 1 'enchevêtrement des grains. Il définit ainsi 

un seuil de désenchevêtrement des grains auquel il associe un indice de 

désenchevêtrement Id et un indice de coulabilité le. D'après LUONG un 
matériau granulaire peut s'écouler librement si le niveau de contrainte est 

suffissant pour permettre le désenchevêtrement des grains. 
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11. La classlrtcatlon de Carr R.L. 

11.1 Présentation du prlnclpe de la classtftcatlon 

Carr propose de classer les matériaux à l'aide de deux indices qui ca

ractérisent deux comportements différents qu'il appelle "aptitude à l'écou

lement" et "aptitude à l'éboulement". 

Un matériau ayant une bonne aptitude à l'écoulement à 

- des particules de géométrie suffisamment grande 
- la forme des particules est plus ou moins sphérique avec un état de 

surface lisse et régulier 

- une activité électrostatique induite minime 
- une bonne résistance mécanique à la déformation 

- une densité élevée 

Un matériau ayant une aptitude à l'éboulement s'écoule d'une manière 

instable, discontinue et incontrôlable. Ce type de matériau peut facilement 

être fluidisé par incorporation d'air. 
Les particules constituant ce matériau 
- ont une grande surface spécifique 

- absorbent facilement de l'air 
- sont sphériques et uniformes 

- ne sont pas agglomérés 

- ont une faible densité 

Pour déterminer ces deux indices, CARR utilise des caractéristiques 

physiques et mécaniques facilement mesurables, ainsi l'aptitude à l'écoule
ment (ou coulabilité) se détermine par l'intermédiaire de 

- l'angle au repos 

- l'aptitude au tassement 
- l'angle de spatule 

- la cohésion, de l'uniformité 

a.lors que l'aptitude à l'éboulement est déterminée par la combinaison du ré
sultat du critère précédent avec : 

- l'angle de chute 

- l'angle de différence 
- la dispersibilité 

Il. 2 Déftnltlon et réalisation des essais préconisés par CARR 

- L'angle de repos : cxr a déjà été défini par TERZAGHI en 1943. C'est l'angle 

que forme la pente d'un amoncellement de grains tombant d'une certaine 
hauteur, avec l'horizontale. Plus l'angle de repos est faible, plus le matériau 

s'écoule facilement et plus il s'écoule rapidement. 

- 12 -
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L'angle de repos dont la détermination est facile donne une bonne in
dication sur l'aptitude à l'écoulement. C'est par ailleurs une méthode simple 
pour la mesure indirecte des propriétés affectant l'écoulement : la taille et 

la forme des grains, la porosité , la cohésion, ... 

Aptitude au tassement elle est calculée en pourcent : 

At= 
100 (Pp - PA) 

pp 
densité du matériau dense 
denlsté du matériau lâche 

Plus un matériau est apte au tassement, moins il sera apte à l'écoule
ment et inversement. La limite entre écoulement libre (matériau granulaire) 

et un écoulement non libre (poudre} se situe aux alentours de At = 20% 

d'après CARR . 
L'aptitude au tassement permet d'estimer indirectement l'uniformité de 

la forme et de la taille des particules, la déformabilité, la cohésion et l'hu

midité du matériau. 

- Angle de spatule : cx
5 

est un angle qui donne le frottement relatif (angle 
de rupture) pour chaque matériau sec. Il est déterminé aisément : la spatule 

repose sur le fond d'un plateau rempli de matériau, le plateau est ensuite 

abaissé lentement. Il reste alors une quantité de poudre sur la spatule. Un 
matériau s'écoulant librement forme un angle bien net alors qu'un matériau 

ayant un écoulement non-libre (non-free-flowing} tend à former des angles 

irréguliers souvent droits pour des matériaux cohésifs {fig.I1}. 

matériau cohésif 

Figure 11 Angle de spatule ct
5 

A l'exception des matériaux s'écoulant très librement l'angle de spa

tule est toujours plus élevé que l'angle de repos pour un matériau donné. 
L'angle de spatule donne une gamme d'information plus large sur la coulabi

lité que l'angle de repos. Plus élevé est l'angle <Xs d'un matériau, plus petite 

est son aptitude à l'écoulement. CARR considère qu'un matériau à un écoule
ment libre lorsque l'angle de spatule a 5 est inférieur à 40 degrés. 

Il permet encore d'estimer indirectement la cohésion, la taille, la 

forme, la surface spécifique, la porosité et la déformabilité des particules ... 

- Cohésion et Uniformité : Les coefficients de cohésion et d'uniformité sont 
utilisés alternativement pour évaluer les propriétés d'écoulement. Le test de 

cohésion permet de caractériser les matériaux pulvérulents pouvant présen

ter de la cohésion, alors que le coefficient d'uniformité est utilisé pour des 
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matériaux granulaires ou poudreux sur lesquels on ne peut pas mesurer une 

cohésion surfacique. 

Le tesj, de cohésion : Il s'applique aux particules très fines. Il consiste 

à mesurer la quantité de poudre qui ne passe pas à travers trois tamis 
superposés de mailles différentes, bien que la plus petite maille permette le 

passage de toutes les particÛles. 

Le tes_!: d'uniformité : il s'applique aux matériaux qui s'écoulent libre

ment, et permet d'évaluer la dispersion de la granulométrie des particules. 

Sa mise en oeuvre nécessite la construction de la courbe granulométrique du 
matériau dans un graphique semi-logarithmique. Le rapport entre l'ouverture 

du tamis qui permet le passage de 6o" des particules et celle qui permet le 

passage de to" est la valeur du coefficient d'uniformité. L'écoulement est 
meilleur quand le rapport tend vers 1. 

L'uniformité donne une représentation de la taille des grains ainsi que 
de l'aptitude au tassement. 

- Angle de chute (cr} : Une fois que l'on a mesuré l'angle de repos on laisse 

tomber une masselotte trois fois sur le plateau sur lequel se trouve la ma

tériau. On provoque ainsi un affaissement du c8ne. L'angle obtenu est l'an
gle de chute. 

Plus un matériau s'écoule librement plus cet angle est faible et plus il 
s'écoule régulièrement autour du c8ne. Un matériau qui tend à s'ébouler 
tombe en masse, celà est dO à l'air inclu. 

L'angle de chute permet d'estimer la fluidité la forme. la taille, l'uni

formité, la quantité d'air incluse et la cohésion. 

- Angle de différence (crd) : La différence entre l'angle de repos et l'angle de 
chute donne l'angle de différence. Plus cet angle est grand, pour un maté

riau apte à l'éboulement, plus grande est sa capacité de fluidisation, c'est à 

dire sa capacité à s'écouler librement par incorporation d'air. 

Cette valeur permet d'estimer la fluidité, la surface spécifique et la 
cohésion. 

- La dispersibilité : Elle est étroitement en corrélation avec l'état poussié

reux et l'aptitude à l'éboulement d'un matériau donné. La dispersibilité est 
une mesure directe de la capacité d'un matériau à se fluidiser. On détermine 

la dispersibilité à l'aide d'un appareil fort simple {fig.l2}. Il est constitué 

d'un cylindre fixé à une certaine hauteur au-dessus d'un verre à montre. Un 
échantillon de matériau de 10 grammes est laissé tombé en masse d'une 

certaine hauteur au dessus du verre à travers le cylindre. Le matériau récu

pere dans le verre à montre est pesé, le matériau perdu s'est dispersé pen

dant la chute. 
La dispersibilité est une mesure directe de la capacité qu'à le matériau 

à se fluidiser. 
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Figure 12 Résumé des différents essais préconisés par CARR 

11.3 Détermtnatton de la "Coulabtltté" 

Définie dans le paragraphe 11.1 la coulabilité c'est à dire l'aptitude à 

l'écoulement se détermine à l'aide des caractéristiques mécaniques suivantes 

l'angle au repos 

l'angle de spatule 

l'aptitude au tassement 

la cohésion ou l'uniformité 

Chacune de ces quatre caractéristiques est mise en corrélation avec 

une note entre 0 et 25 à l'aide du tableau 11. La somme de ces quatre notes 

donne l'indice de coulabilité, qui caractérise d'après le tableau 12 l'aptitude 
à l'écoulement d'un matériau et permet de prévoir éventuellement un moyen 

mécanique d'extraction. 
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Il.( Calcul de l'aptitude à l'éboulement 

Elle se calcule à partir de l'indice de coulabilité obtenu à l'aide du 
tableau 11, et à partir des caractéristiques mécaniques suivantes : 

- l'angle de chute - l'angle de différence 

- la dispersibilité 

Chacun de ces quatre résultats est noté de 0 à 25 à l'aide du tableau 

13 pour obtenir l'indice de "Floodability", qui caractérise d'aprés le tableau 
14 l'aptitude à l'éboulement. 
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1 JI. Autres caractéristiques des matériaux en vrac 

La fédération européenne de manutention (F.E.M.) dans le document 

[22] décrit la procédure à suivre pour la mesure de différentes caractéristi

ques des matériaux en vrac. Elle décrit notamment les conditions dans les

quelles doivent se faire les essais, l'échantillonnage, la granulométrie par 

tamis sage d'un produit non séché ou séché, elle décrit encore le calcul ou la 
mesure de la masse volumique en vrac, d'un angle d'éboulement - d'écoule

ment - de glissement, de l'humidité et de l'aptitude à la fluidisation. 

II 1.1 Angle d'éboulement 

L'angle d'éboulement ~eb est l'angle que fait avec l'horizontale la pen

te du tas conique formé par un produit lorsqu'il tombe librement et ré

gulièrement d'une faible hauteur. La F.E.M. préconise de mesurer cet angle à 
l'aide de l'appareil représenté par la figure I3, alors que le CEMAGREF [17] 

le mesure à l'aide d'un appareil cylindrique fabriqué par ses soins {fig.IS}. 

Cet angle est analogue à l'angle au repos de CARR [14 J. 

III. 2 Angle d'écoulement 

L'angle d'écoulement ~ec est formé avec l'horizontale par le talus du 

reliquat de produit restant dans un récipient dont le fond horizontal 

comporte un orifice. La F.E.M. mesure cet angle avec l'appareillage de la fi

gure I4, alors que le CEMAGREF [17] utilise à nouveau l'appareil de la figu

re 15. 

Figure 13 

Mesure des 
d 'apés la 

' ... , 
1 \ J3ec/ \._ 

L 
~ 

1 

Figure 14 

angles d'écoulement (3eb et f3ec 

FEM 

Figure IS 

et d'aprés le CEMAGREF 
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111.3 Masse volumique en vrac 

La masse volumique en vrac est la masse par unité de volume d'un 

produit au repos ayant été déversé librement. La F.E.M. [22] utilise l'appa

reil représenté par la figure 16, le mode opératoire avec le calcul de la mas

se volumique tassée Pp et de la masse volumique non tassée (lâche} PA y est 

décrit avec beaucoup de précision. 
Par ailleurs il ne faut pas oublier qu'il existe une multitude de densi

tés en vrac, en effet la densité en vrac n'est pas une simple valeur similaire 

au poids spécifique, mais plutôt une valeur parmi plusieurs. Parmi ces va
leurs il y a la densité moyenne qui est simplement la moyenne de la densité 

lâche et de la densité tassée, ou encore la densité dynamique ("Working Bulk 

Density"} qui est : 

( 1 . 1) 

où Pw· PA et pp sont respectivement la densité dynamique, la densité lâche 
et la densité tassée; At est l'aptitude au tassement . 

1 

~ 
\ ! /l===fl 

r-~ 
L~ -r-

I 

1 

r~cipien~ 58~ cr 3 

1 

u u 

Figure /6 : Détermination de 1 a 

masse volumique en vrac d'apres 

la F.E.M. 

IV Le cisaillement des matériaux en vrac 

IV.1 La théorie classique de Mohr-Coulomb 

La mécanique des sols classique utilise la condition de rupture de 

Mohr-Coulomb qui dit que la contrainte tangentielle t d'un matériau dépend 

linéairement de la contrainte normale cr perpendiculaire à la surface de rup

ture. 

t = C + cr · tgcp { 1. 2) 

L'angle d'inclinaison cp de la droite est appelé angle de frottement in
terne {fig.I7}. La distance "C" représente la contrainte tangentielle t admis

sible pour cr = 0, elle est appelée cohésion. Chaque combinaison t,a sur la 
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droite d'équation 1 = C + o · tgcp {fig.I7} traduit la rupture du matériau, c'est 
à dire l'écoulement de celui-ci. Les états de contrainte en-dessous de cette 
droite de rupture sont stables, les combinaisons 1,0 au-dessus de celle-ci 
sont impossibles. Un état de contrainte à l'intérieur d'un massif semi-infini 
est entièrement décrit par les contraintes principales o1 et o 3 . Le cercle de 

Mohr qui est une représentation géométrique des conditions d'équilibre, 

donne les contraintes dans le matériau sur une facette d'orientation 
quelconque, la surface le long de laquelle se produit l'écoulement c'est à 
dire la rupture du matériau est donc définie. 

! . -.. . 
c ... 
... .. 
.. c 
(. . .. "' c c 
0 .. 

" .. 

pl•n d••c~ion drs 
controin't:c:::s 

/ 

a,/ ~urf ac .. du 
glis::soenen1: 

con"t:rain1:e nornal~ () 

Figure JZ Condition de rupture de MOHR-COULOMB 

Les contraintes de rupture op et 1P agissent le long de la surface de 
rupture qui est inclinée d'un angle 

ex= n/4 + cp/2 ( 1. 3) 

par rapport au plan d'action de la contrainte principale majeure o1 . 

La position de la surface de rupture est donc caractérisée par l'angle 

de frottement interne cp qui est une caractéristique intrinsèque du matériau. 

IV.2 Les différents critères de rupture 
Généralisation du critère de Mobr-Coulomb 

On suppose que la densité du matériau est constante en tout point et 

que le matériau a un comportement isotrope. C'est à dire que les directions 
principales du tenseur des contraintes coïncident avec les directions princi

pales du tenseur des vitesses de déformation. 

IV.2.1 Critère d'écoulement, surface d'écoulement 

Dans un cas simple de compression ou traction uniaxiale il y a écoule-
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ment du matériau lorsque la contrainte dépasse une contrainte critique K 

{fig.I8}. Par la suite on admettra que le matéri.au à un comportement plasti
que idéal, comme le représente la figure 18. C'est à dire que l'on a un 

Contrainte 

(ï = K 
i 

! 
/ 

/ /. 
/ 

Défornation 

: critère d'écoulement 

écoulement stationnaire pour o = K. La condition d'écoulement dans ce cas 

est : 
f<a.l<) = 0 ( 1. 4) 

Dans le cas d'une sollicitation triaxiale le critère 0.4) se généralise 

en: 

( 1.5) 

ou h,l2.l3 sont les invariants du tenseur des contraintes. 

D'après la théorie de la plasticité, les critères d'écoulement doivent 
porter sur le déviateur des contraintes sij et non sur la partie sphérique. Si 

J 1,J 2 ,J 3 sont le invariants du déviateur des contraintes, le relation {I.S) de

vient : 

( 1. 6) 

car par définition J 1 est nul. 

IY.2.2 Critère d'écoulement de Tresca 

Tresca suppose que l'écoulement a lieu lorsque la contrainte de cisail

lement maximale atteint la valeur critique •max= K/2. La différence entre la 
contrainte principale maximum a et minimum a . est donc égale à la max m1n 

valeur K d'après Tresca. La valeur moyenne n'influence pas le début de 
l'écoulement. 

( 1. 7) 

Le critère énonce donc que la limite élastique est atteinte lorsque 

l'une des quantités la 1-o 2 1, lo 2 -a 3 1, la 3 -o 11 atteint la valeur K, si bien que l'on 
peut écrire le critère de Tresca sous la forme suivante 
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JV.2.3 Critère de Von lllses 

Le critère de Von Mises utilise le deuxième invariant du tenseur des 
contraintes, qui est pris égal à une valeur critique fonction de la con
trainte seuil K. 

J2 - i- K2 = 0 

JV.2 . .( Représentation et comparaison des critères de 
Tresca et Von Mises 

( 1.9) 

Le critère de Tresca est représenté par un cylindre à base hexagonale 
régulière d'axe /:::, d'équation o 1=o 2 =o 3 dans l'espace des contraintes, alors 

que le critère de Von Mises se traduit par un cylindre de rayon r = K de mê
me axe/:::, {fig.I9}. 

/:.!. 
1~- ______ / __ ___ 

t .--/\~--
- -- ~ _,., 

-
~ • 1 u. 

.. ··" 

_ _.- __ . \.~'; --- Tresca 

...... < 1.-.:. ... .-:~~~:·.· ........................... / _______ ()..,..2 

(' -~\--·_--.--~~,-.. ~ ~---- ... 
\ --- --·· '\ .... · 

- ·"·- ,/ r __, . \ 

' 

Figure 19 surface d'écoulement d'aprës Tresca et Von Mises 

Les états de contrainte à l'intérieur des surfaces d'écoulement condui

sent à des déformations élastiques. 

Les états de contrainte qui se situent sur les surfaces d'écoulement 
conduisent à des déformations plastiques irréversibles. 

Les états de contrainte en dehors des surfaces d'écoulement ne sont 
pas possibles 
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IV.2.5 Le critère de Mohr-Coulomb 

Les critères de Tresca et de Von Mises permettent de décrire l'écoule

ment plastique des métaux. Mais ne permettent pas de décrire le comporte
ment des matériaux granulaires. Un critère d'écoulement pour les matériaux 

en vrac ne doit pas seulement tenir compte de la différence entre les con

traintes principales mais aussi de la valeur de celles-ci. 
En mécanique des sols on utilise souvent comme nous l'avons vu au § 

IV.l, le critère de Mohr-Coulomb donné par l'équation {1.2) qui est traduite 

d'une manière générale par la figure 110. 

--------~~-"" 
Dro1t8 de •:::,:;.1Jle>mb 

Figure ]JO La droite de Coulomb (droite intrinseque) 

Un état de contrainte tridimensionnel est schématisé par la figure HO 
dans un diagramme 1-o par trois cercles de Mohr. Si le plus grand cercle de 

Mohr tangente 1 a droite de Coulomb alors il se produit des déformations 

plastiques. Comme pour le critère de Tresca celles-ci ne dépendent pas de la 
contrainte principale moyenne. 

A partir de la droite définie par tp et C et du cercle de Mohr qu'elle 
tangente, on peut écrire la relation suivante 

( 1.10) 

relation qui est égale au critère de Tresca pour tp=O et 2C=K. Dans le cas gé
néral d'un état de contrainte tridimensionnel le critère d'écoulement de 

Mohr prend la forme suivante : 

( 1 . 11) 
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L'équation (1.11) donne un volume hexagonal de coté égal de forme py
ramidale dont le sommet se situe dans le domaine des contraintes princi
pales négatives {fig.Itt}. 

Figure 111 Surface d'écoulement d'après Mohr-Coulomb 

IV.3 Etudes de Roscoe à Cambridge Diagramme d'état 

Des études aussi bien théoriques que pratiques menées par RoscoE 
ont montré un lien étroit entre l'état de contrainte et l'état de déformation 
d'un matériau avec sa densité en place. On en déduit que la théorie de 
Mohr-Coulomb (§IV.2) n'est valable que pour un matériau cisaillé sans va
riation de volume {échantillon critiquement consolidé). 

La suite de ce paragraphe s'attache à décrire d'une maniére qualitative 
le comportement au cisaillement des matériaux granulaires. Le diagramme 
d'état tridimensionnel de RoscoE [73 J et [90 J met en évidence le compor

tement contrainte-déformation d'un sol. La figure 112 représente une simpli
cation valable pour les matériaux en vrac. Les axes représentent la con

trainte normale a perpendiculaire au plan de cisaillement, la contrainte de 

cisaillement dans le plan de cisaillement et l'indice des vides e, qui se dé
termine par le rapport du volume des vides V v sur le volume des solides Vs 
(1.12) . 

( 1.12) 

Préchargement de J'échanti/Jon de matériau 

Lorsqu'un matériau en vrac avec sa plus petite densité est chargé pro
gressivement avec une charge a, il parcourt dans le plan a - e la courbe de 

premier chargement a 1-a2 . On a ainsi défini une frontière pour les états 

initiaux, les états au -delà de la courbe par rapport aux axes ne sont pas 
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possibles. Lorsqu'on charge le matériau jusqu'au point A de la figure 112 et 

que l'on décharge à nouveau, il se produit une déformation élastique sur la 
courbe de gonflement A-8-C avec une variation de la porosité permanente. 
Avec un rechargement de l'échantillon la déformation suit la courbe de 
gonflement jusqu'au point A pour ensuite continuer dans la direction de a 2 . 

Lorsque l'échantillon a été chargé une fois jusqu'en A, d'autres états de 
contrainte en-dehors de la courbe de gonflement ne sont plus possible, le 

matériau à un comportement quasi-élastique. 

Cisaillement avec diminution de volume 

Losqu'un matériau sur la courbe de premier chargement a 1 -a 2 (point 0 

- indice des vides e 3 - contrainte normale o 1} est soumis à un effort de cis

saillement croissant 1, il apparaît une déformation plastique dans le plan o = 
o

1 
Oigne D-E -F), l'indice des vides se réduit alors pour atteindre la valeur 

e 4 . Cette diminution de volume est montrée dans le cas d'un cisaillement 

d'un tas de billes sur la figure I13a. 

Figure 112 Diagramme d'état de Roscoe pour les matériaux en vrac 

Au point F on a atteint un état d'écoulement stationnaire avec une 
déformation permanente où l'augmentation de 1 et la modification de e ne 

sont plus possible. Les points de la courbe 0-F représentent des états 

stables, car sans augmentation de la contrainte de cisaillement il n'apparaît 
plus de déformation. La courbe enveloppe des états finaux F pour des essais 
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avec différentes contraintes normales a constantes et différents états de 

départs sur la courbe de premier chargement .a 1-a 2 donne la courbe b.t -b 2 , 

définie, d'après RoscoE, comme la courbe d'état critique et d'après ]ENIKE, 

comme k lieu d'écoulement stationnaire. 

La courbe de premier chargement a 1-a 2, et la ligne d'état critique b1-b 2 
délimitent la surface de consolidation. En dessous de cette courbe l'échan

tillon de matériau à un comportement élastique, les états sur la surface 

sont stables, les états au-delà de la surface de consolidation ne sont pas 
possibles. Si l'on effectue un essai de cisaillement sous une contrainte 

normale a
1 

constante sur un échantillon avec un indice des vides de départ 

e 5 (point G), alors la contrainte tangentielle T croit linéairement avec la dé

formation jusqu'à ce que l'on atteigne le point E sur la surface de consoli

dation. A partir de ce moment là, apparaît un tassement de l'échantillon si 

on continue à augmenter T jusqu'à ce qu'on arrive au point F de l'écoulement 
stationnaire. Les échantillons qui se consolident pour arriver à l'écoulement 
stationnaire, sont des échantillons sous-consolidés et ils correspondent à 1 a 

courbe (a) du diagramme contrainte tangentielle - chemin de cisaillement de 
la figure 114 . 

·"· vant le ·:isai1lement 
"1:." 

Après le eis::.1llen1ent 
·-c 

L. 
a) Diminution de volume avec une faible densité (milieu lâche) 

i·. vant le •.::isaille1nent Après le cisaillement 
"1:." 

b) augmentation du volume avec une grande densité (milieu dense) 

Figure 113 Variation de volume lors d'un cisaillement 

Cisaillement sans variation de volume 

Lorsque l'état de contrainte d'un matériau se situe sur la projection de 
la ligne d'état critique dans le plan T = 0 {point 8), alors avec l'apparition de 

la contrainte de cisaillement on atteint le lieu d'écoulement sans variation 
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de l'indice des vides e. L'échantillon est critiquement consolidé et ne subit 
pas de variation de volume avant et pendant l'écoulement {courbe (b) 

fig.Il4). 

con"'train"'te de 
cisaille"en"t 

c 

1c 
~--+--

JA~--~---- i 

ch..,.Moin de-

cisail e"en"'t 

a 

+-' 
c: .~·-- ....... '-----+------------------

~?---
b 

courbe (a) 
courbe (b) 
courbe (c) 

QI 

E: 
Cil 
VI 
Vi .... -.0 
!:) 
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!: 
ro 

--...._ 

'··."' 
..... ........... ~ ... 

-.~---------------------

échantillon sous-consolidé 
critiquement consolidé 

sur-consolidé 

c 

Figure 114 : Variation de la. contrainte de cisaillement et du volume 

avec différentes densités et une contrainte normale constante 

Cisaillement avec augmentation de volume 

Lorsque l'on commence un essai de cisaillement avec une contrainte 
normale o 1 et avec l'indice des vides e 6 , point L {fig.I12}, il apparait une dé

formation élastique jusqu'à ce qu'on atteigne la surface d'écoulement au 
point H. Avec un essai de cisaillement classique, il y a rupture du matériau 

en H. Si par contre, on peut faire correspondre la contrainte de cisaillement 

aux déformations que l'on impose, alors l'essai pourra se poursuivre. Avec 
un effort T décroissant et un indice des vides augmentant, le cisaillement se 
poursuit le long de la surface d'écoulement jusqu'à l'état stationnaire au 

point F. L'échantillon surconsolidé subit sur la surface d'écoulement une 
augmentation de volume mise en évidence par la figure 113b, son chemin de 

cisaillement correspond à la courbe (c) de la figure 114. Les matériaux ont 
un comportement élastique sous la surface d'écoulement, les états de con
trainte sur cette surface d'écoulement sont stables, mais provoquent des 

déformations plastiques avec une variation de la contrainte de cisaillement, 

les états au-dessus de cette surface sont impossibles. 
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Relation entre la résistance j la traction et l'indice des vides 

La courbe c 1-c 2 dans le plan o - e donne la relation entre la résistance 
à la traction d'un matériau cohésif et l'indice des vides. L'intersection de la 
surface d'écoulement délimitée par les courbes b1-b 2 et c 1-c 2 avec le plan o 
= 0 donne la courbe d1-d 2 . Cette courbe relie la cohésion à l'indice des 
vides, elle est confondue avec l'axe des indices des vides lorsque le matériau 

n'est pas cohésif. 

Lieux de consolidation, lieux d'écoulement 

La projection verticale vers le haut de la courbe de gonflement A-8-

C-J coupe la surface de consolidation le long de la ligne A-F Oieu de con
solidation) et la surface d'écoulement le long de la ligne F-K-J Oieu d'écou
lement). La surface hachurée de la figure 112 est définie comme étant un 
"mur élastique". Un matériau compacté jusqu'à la ligne de gonflement, ne 
peut plus qu'admettre des états de contrainte à l'intérieur du mur élastique. 

Lorsqu'on atteint le lieu de consolidation AF, il se produit sous une 
augmentation de la contrainte de cisaillement une déformation plastique 

avec une diminution de volume, et lorsqu'on atteint le lieu d'écoulement FKJ 
apparaît avec une augmentation de volume et une contrainte tangentielle dé

croissante un écoulement plastique. Par ailleurs un écoulement stationnaire 

{o;r,E = este} sans variation de volume se met en place si la ligne d'état cri
tique b1- b 2 est atteinte. 

La projection horizontale de la ligne d'état critique b1 -b 2 dans le plan 

1-o donne la droite 0-F' 

( 1.13) 

L'égalité {1.13) n'est valable que pour l'état critique où règne l'écoule

ment stationnaire sans variation de volume. Il existe ici une analogie avec le 
frottement solide des grains entre eux (équation (1.2) avec C=O). L'angle cpst 

de l'écoulement stationnaire peut être défini comme angle de frottement in
terne à l'état critique. Il est indépendant de l'indice des vides e et de la 
contrainte normale o. 

La projection des courbes de consolidation et d'écoulement dans le 
plan 1-o donne les courbes A'-F' et F'-K'-J'. Selon l'intensité de la contrain

te maximale o, donc selon la position du point A {fig.I12} sur la courbe du 

premier chargement, le mur élastique coupe d'autres courbes limites des 
lieux de consolidation et d'écoulement. Leur projection dans le plan o-e 

donne les lieux de consolidation et d'écoulement qui dépendent de la con

trainte normale et de l'indice des vides. Les points finaux des lieux d'écou
lement se trouvent .§.Ur 1.!! ligne d'état critique. 

L'angle de frottement au début de l'écoulement Cf>; est l'angle d'incli
naison des différents lieux d'écoulement, il dépend de la contrainte normale 

et de l'indice des vides. Il décroît généralement avec une contrainte normale 

croissante et augmente avec la densité en place. La figure 115 montre les 

lieux d'écoulement d'un matériau cohésif, où tous les échantillons d'un 
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même lieu d'écoulement ont la même densité de départ, c'est à dire qu'ils 

ont le même indice des vides au début du cisaillement. 

Figure ]15 Lieux d'écoulement pour des matériaux cohésifs 

IV . .{ Posttion de la surf'ace de glissement 

a) Hrpothése de Mohr-Coulomb 

Cette Hypothèse définit la position du plan de glissement où à lieu 
l'écoulement à l'aide de l'angle de frottement interne. Le plan de rupture est 

orienté d'un angle a (1.3} par rapport au plan d'action de o 1 {fig.I7}. Sur la 
surface de rupture agissent les contraintes op et 1P, cette hypothèse est 
confirmée par des essais sur des sols très cohésifs . 

. hl .. M.éç_an}§JJJ.f} de Frottement A J'intérieur sl_'un milieu granuL~!zy. 

Les matériaux granulaires n'ont pas de surface de glissement très 
marquée lorsque celle-ci n'est pas imposée. Il se développe progressivement 
des zones d'ameublissement et des zones d'écoulement. D'après HANSEN cité 

dans [73], la position du plan de rupture ne doit pas forcément être confon
due avec le plan d'action des contraintes de rupture, mais la surface est 

définie de manière à ce qu'il n'y ait pas de déformation dans celle-ci. 

En effet le frottement se manifeste de deux manières différentes 

- le frottement solide (fig./16a) que l'on peut schématiser par deux 
blocs qui se déplacent l'un par rapport à l'autre. La surface sur laquelle 

s'excerce le frottement est clairement définie par la séparation des blocs ri

gides. 
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- J'écoulement plastique (fig.J16b ) qui provoque une déformation des 

milieux continus et que l'on schématise par la. transformation de la géomé
trie du milieu : un carré se transforme en losange. 

déplacenen1: 

........................................ _,.~ 
.--+--'lL-----, f.p-· 

::.;'> ..... ,:·'·· .:·~·::·.-;: :_(\;., .. / -~--~~------------~~~~-d-é~acenen1: 
Frottement solide Ecoulement plastique 

(a) (b) 

Figure 116 Déplacement dfl au cisaillement 

La première interprétation du frottement caractérise le frottement 

solide, elle donne une image de l'angle de frottement interne d'un matériau, 
en faisant une analogie avec le coefficient de frottement entre deux solides. 

Pourtant l'analyse d'un essai de cisaillement montre que les matériaux en 

vrac ne se comportent pas comme deux blocs solides indéformables, mais 

comme un bloc unique qui se déforme du fait du déplacement des grains 

entre eux. Lors d'un tel cisaillement apparaissent des variations de volume 

qui sont caractéristiques des matériaux en vrac. 

c) Position de la surface de glissement A J'intérieur sl:.un mijieu 

granulaire 

Si on considère que le matériau est isotrope et qu'il réponde aux condi

tions de normalité, au sens de la coaxialité entre les directions principales 
des contraintes et des vitesses de déformation, alors le cercle de Mohr des 

vitesses de déformation donne une représentation géométrique des états de 

déformation dans un plan quelconque du matériau. La contrainte principale 
majeure du cercle des contraintes correspond à la plus grande vitesse de dé

formation normale Ë1 et la contrainte de cisaillement maximum 1 à la plus 
grande vitesse an..gulaJre y/ 2. 

Le plan a-a du matériau est incliné d'un angle il par rapport au plan de 
la contrainte principale {fig.I17}. 

Le point A sur le cercle des contraintes donne la position du plan sur 
lequel la contrainte oA est normale, et sur le cercle des déformations il 

donne le plan normal à la vitesse de déformation ÈA- De la même manière 

perpendiculairement au plan défini par le point 8 il n'y a pas de déforma
tion. Ce plan sans déformation est donc orienté d'un angle n: par rapport au 

point 8 dans le cercle des vitesses de déformation, il est représenté par le 

point V. Le plan sans déformation, qui d'après HANSEN [73] est un plan de 
glissement, est orienté par rapport au plan de la contrainte principale 

majeure de 

~ =-}(n:/2 +v) ( 1.14) 
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où l'angle de dilatation \1 se laisse déterminer par 

sin v = ( 1.15) 

Suivant l'état de déformation d'un échantillon lors d'un cisaillement, il 

y a: 
- diminution de volume si Ë 1 + E3 > 0 
- volume constant si Ê1 + Ê3 = 0 
- augmentation de volume si E1 + E3 < 0 

Le plan de glissement défini sur le cercle de Mohr des vitesses de dé

formation est orienté de l'angle défini par le relation (1.14) et est appelé, 
plan de glissement cinématique. Alors que le plan de rupture défini par le 
cercle de Mohr des contraintes est orienté de l'angle ~ donné par la relation 
(1.3), il est défini comme étant un plan de glissement statique. Ces deux 
plans sont donc orientés l'un par rapport à l'autre d'un angle. 

T= tp2 \J s -2 (! .16) 

Lorsque les deux plans de glissement : statique et cinématique, sont 
confondus, alors Ç est nul. Celà signifie que la variation volumique du 

matériau est nul lors du cisaillement, le matériau est donc critiquement 
consolidé. Cité par SCHWEDES dans [90] CUTRESS et PUL VER confirment 
à l'aide de radiographies, l'éxistence de ces deux plans de glissement et la 

re 1 ation 0.16). 
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Figure /17 : Détermination des surfaces de rupture à l'aide de 

J'hypothëse de la coaxialité 



Propriétés mécaniques des matériaux en vrac 

V. Caractérisation de L..!u!tltude à l'écoulement des 
matériaux en vrac à l'Intérieur d'un sllo 
Utlltsatlon des lieux d'écoulement. 

V.t Rappel des dtf"férents types d'écoulement à l'Intérieur 
d'un sUo. 

Le groupe de travail FIP/ISO a récemment défini de façon claire et 

précise les différents mécanismes d'écoulement à l'intérieur d'un silo, méca
nismes qui sont divisés en deux groupes, l'écoulement en masse et l'écoule
ment en cheminée. Ce dernier est encore divisé en sous- groupes. 

- Ecoulement en masse : tout le matériau dans le silo est en mouve
ment lors de l'extraction {fig.I18}. La surface libre du matériau descend 
réguliérement. Ce mécanisme permet une exploitation optimale du silo. 

- Ecoulement en cheminée : l'écoulement se fait dans une zone confi
née au dessus de l'orifice de vidange, alors qu'une partie du matériau reste 
immobile le long des parois. La zone d'écoulement peut rejoindre les parois 
à un certain niveau dans le silo, ou remonter jusqu'à la surface libre { fig.l18}. 
Dans se dernier cas nous avons à faire à un écoulement en noyau Onternal 

flow). 

Ces deux grands mécanismes dépendent essentiellement des caractéris
tiques mécaniques des matériaux ensilés, de la géométrie du silo ainsi que 

de la rugosité des parois. jENIKE à travers les graphes de la figure 119 don

ne le type d'écoulement en fonction du frottement en paroi (!l = tgo), de 

l'angle de frottement effectif tpe défini par la figure 121 et de l'inclinaison y 

de la trémie avec l'horizontale. 

"Internai f lm1" 

Ecoulenent Ecou ler1ent en chei'l inée 
en l'lasse 

Figure /18 : les différents types d'écoulement à J'intérieur d'un silo 
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7o• 90" 

Figure IJ9 Détermination du mode d'écoulement d'après ]ENIKE 

V.2 Résistance à la compression re d'un matériau en vrac 

Interprétation physique 

La résistance à la compression fe d'un matériau en vrac peut être ex

pliquée à l'aide de la figure 120. Imaginons un cylindre rempli de matériau 

sans frottement contre les parois intérieures. On retire le cylindre après 
avoir tassé le matériau avec une contrainte de compression o1 qui est la 
contrainte principale majeure. L'échantillon ainsi obtenu est soumis à une 
pression croissante jusqu'à la rupture. La contrainte à la rupture est la 
résistance à la compression fe du matériau tassé par la contrainte o 1 . 

fe. 

re = ré<>istanca du produit 

Figure 120 : expérience mentale pour expliquer fe 

Détermination de fe 

Etant donné que l'essai de la figure 120 n'est pas réalisable dans la 

pratique, on détermine la résistance à la compression fe à partir des lieux 

d'écoulement que l'on a construit pour le matériau étudié. En effet à chaque 
masse volumique correspond un lieu d'écoulement, c'est à dire une contrain
te de tassement o1" fe se détermine en traçant le cercle de Mohr tangent au 

lieu d'écoulement passant par l'origine {fig.l21}. 

- ".)".) -
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fe 

Cï.t 
~--------------------~ 

Figure 121 : Lieu d'écoulement Figure ]22 fonction d'écoulement 

Sur un plan qualitatif, 1 a capacité d'écoulement d'un matériau peut 

être décrite comme suit : 

- matériau s'écoulant librement : o 1/fc ) 10 
- matériau s'écoulant facilement : 4 < o 1/fc s= 10 

- matériau cohésif s'écoulant difficilement : 2 < a 1/fc s= 4 
- matériau très cohésif ne s'écoulant pas : a 1/fc s= 2 

V.3 Fonction d'écoulement 

La fonction fc(a 1) = FF {fig.l22} est appelée fonction d'écoulement, elle 

caractérise le comportement du matériau à l'écoulement. La figure 123 repré
sente des fonctions d'écoulement typiques de certains matériaux. 

fe 

Figure 123 Fonctions d'écoulement FF typiques 

- le sable sec (courbe a) : de relativement grosse granulométrie n'a 
quasiment pas de résistance à la compression (fe = 0), sa fonction d'écoule

ment coïncide pratiquement avec l'axe a. Ce sable s'écoule librement. 
- le sable humide {courbe b) : n'a qu'une faible résistance fe, la fonc

tion d'écoulement est relativement plate, ce sable humide est considéré 
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comme s'écoulant facilement. 
- les produits pulvérulents {courbe c) présentent des fonctions 

d'écoulement à pente plus forte car on peut , les durcir fortement en les 
compactant. Ces matériaux font partie des produits cohésifs s'écoulant dif

ficilement ou pas du tout. 
- les matériaux en vrac fibreux (courbe d} : ont une faible résistance 

fe si la pression est faible, ils s'écoulent alors facilement. Lorsque la pres

sion est assez élevé pour permettre un enchevêtrement des particules fi
breuses, la fonction d'écoulement s'élève brutalement et le matériau s'écoule 

difficilement. 

D'autre part, les propriétés d'écoulement d'un matériau en vrac ne dé

pendent pas seulement de la sollicitation à la compression mais également : 
- du taux d'humidité 
- des conditions d'exploitation (durée de stockage, géométrie-dimen-

sions du silo) 
- des modifications physico-chimiques du produits durant le stockage. 

V.( Capacité d'écoulement à l'inté:r-leu:r- d'un stlo 

Le dimensionnement d'un silo en fonction des propriétés d'écoule
ment du matériau en vrac se fait généralement par la méthode de jENIKE, 

elle permet d'éviter la formation de voOte dans un silo [54 J. A l'intérieur 
d'un silo chaque élément de produit subit une contrainte de compression 
principale majeure o 1• Cette compression tasse le produit et lui donne une 

résistance fe. Une voOte ne peut pas se former tant que la résistance fe sera 
inférieure à la contrainte d'appui o1 nécessaire pour qu'une voO.te stable 
puisse se former {fig.l24}. 

En d'autres termes, une voO.te stable peut se former si la résistance fe 
du matériau ensilé est assez grande pour transmettre la contrainte d'appui 

o'1 

Les dimensions, la géométrie de l'orifice et de la trémie du silo jouent 
un rôle prépondérant pour que o1 soit toujours plus grande que fe, et donc 
que l'écoulement régulier des matériaux soit possible. 

V.(.1 La trémie 

Le succès de la construction d'un silo dépend largement de la trémie 
si on stocke des matériaux s'écoulant difficilement. Une trémie force le ma

tériau à converger et à s'écouler à travers l'orifice. La facilité avec laquelle 

le matériau s'écoule vers l'orifice dépend presque entièz:-ement de la forme de 
la trémie et de la rugosité des parois. Des matériaux cohésifs avec un écou
lement non libre requièrent une trémie excentrique {fig.I25}. 

- 3.S -
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h 

. 
J:. 

a1 : contrainte principale 
s'exerçant sur un élément 
de matériau 
fe : résistance du matériau 
o'1 : contrainte devant régner 
dans l'appui d'une vôute 
stable . 

ai ) fe pas de voftte sable 
possible 

Figure 124 : condition pour avoir un écoulement optimal a J'intérieur 
d'un silo d'après ]enike 

\ 

0 
(a) (b) 

LJ 
\ 1 

\ 1 
LJ 

Figure 125 : Trémies excentriques 

En effet dans ce cas des voOtes stables ne peuvent se former car le matériau 

glisse le long de la paroi verticale. 

V . .C.2 L'ortrtce de vidange 

La fonction d'un orifice de vidange est d'assurer un débit constant, et 

donc de permettre un écoulement permanent et régulier du matériau. 
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Il est important de différencier la surface réelle de l'orifice de la 

surface effective à travers laquelle s'écoule le matériau. En effet on 
constate généralement que la surface effective n'est qu'une partie de la 
surface réelle de l'orifice de vidange. Les études que nous avons mené en 

laboratoire confirment celà. 
Pour pouvoir assurer un débit régulier l'écoulement ne doit pas être 

interrompu par la formation de vo!l.tes au-dessus de l'orifice, celui-ci doit 

donc avoir des dimensions suffisamment grandes. La figure 127 représente 
une vo!l.te à l'intérieur d'une trémie, en supposant que les limites supérieu
res et inférieures soient des surfaces libres. Cette hypothèse implique que 

la contrainte principale mineure o1 à l'intérieur de la vo!l.te {normale aux 
surfaces libres) est nulle, alors que la contrainte principale majeure o3 cor
respondante (tangente à la vo!l.te) est différente de zéro. Les contraintes de 

cisaillement maximales pour cet état de contrainte agissent sur des pl ans 
inclinés à 45 degrés par rapport au plan d'action de o 3 et sont égales à la 

moitié de o3 {fig .126}. 

................................ ~ ...... , 
~ i ""'-

/ ' "\ ./ / 1 
/ / i 

/ ' 
// ! \ 

/ î 
// 450 î 

Figure 12~ hypothëse de J'état de contrainte à l'intérieur d'une voOte 

La portée maximale d'une voûte est atteinte sous ce système de contrainte 

si le cisaillement dans la section verticale au point de poussée {appui} a 

atteint sa valeur maximale. Cette condition est réalisée si la contrainte 
principale majeure au point de poussée est égale à la résistance à la 
compressiqn du matériau fe, et agit à 45° par rapport à l'horizontale 

_, .• ,.. ~,-,..H.i:~;;:l27}: Le· cisaillement sur la section verticale con <:::s·_p-vhda.Jït·e est donc de 

fc/2. L'équilibre des efforts verticaux pour une voûte d'épaisseur unitaire se 

formant au-dessus d'un orifice rectangulaire de largeur b et de longueur l 
donne : 

d'où la largeur de l'orifice 

2·t·fc 
2 

b = 

= p·b ·1 

fe 
p 

( 1.17) 

(1.18) 

De la même manière l'équation d'équilibre des efforts verticaux pour 

un dôme se formant au-dessus d'un orifice circulaire de diamètre d est : 

1r·d·fc = ( 1.19) 
2 

- 37 -
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d'où le diamètre de l'orifice 

(a) 

d :::; 2·fc 
p 

(b) 

Figure ]27 Formation d'une voOte dans une trémie 

( 1.20) 

En accord avec la théorie de jENIKE cité dans [25 J le diamètre d'orifi
ce nécessaire est également fonction de l'angle d'inclinaison de la trémie e 
{fig.I27a}. Les équations {1.17),{1.18) et {1.19},(1.20} sont uniquement valables 
pour 8 = 0. jENIKE et jOHANSON cités dans [25] proposent les dimensions 
suivantes : 

orifice circulaire d ;;;: 2.2 fe ( 1. 21) : 
p 

orifice rectangulaire b ;;;: 1.3 fe ( 1.22) 
p 

V.4.3 Aptitude à l'écoulement à l'Intérieur d'un stlo 

La coulabilité d'un matériau ensilé peut être caractérisée par sa fonc
tion d'écoulement FF, dont la construction est expliquée au paragraphe V.3. 
La fonction d'écoulement permet de déterminer les conditions de stockage 
les plus défavorables. Elles sont ordinairement le plus haut taux d'humidi
té, la plus haute température et la plus longue durée de stockage. Certains 
mË!.té.r..ia.ux . .- ne montrent pas d'augmentation de résistance . même après une 
semaine ou pl us de consolidation, d'autres tel que le charbon, continuent à 
augmenter en résistance durant des années, à cause de réactions chimiques 
lentes. 

a) le facteur d'écoulement ff 

Les caractéristiques géométriques et physiques du silo et de sa trémie 
doivent éviter l'engorgement de cette dernière, celà requière que la con
trainte exercée sur une voftte dQ au poids du matériau exède toujours 
l'effort d'engorgement. Pour caractériser celà ]ENIKE a défini le facteur 
d'écoulement, égale au rapport de la contrainte principale majeure o1 sur la 
contrainte d'appui o'1 d'une voftte pour que celle-ci soit stable {ff == o1/o'1 }. 

Ce rapport qui est une constante est fonction de l'angle de frottement 
effectif <p

8 
, de l'angle de frottement en paroi S, de l'inclinaison de la paroi 
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8 et du type d'écoulement à l'intérieur de la trémie. Dans la littérature deux 

écoulements sont étudiés, l'écoulement plan entre deux parois planes 
convergentes et l'écoulement conique dans une· trémie elle-même conique ou 
pyramidale {fig.I28}. D'après JENIKE _l'écoulement à travers un orifice rec

tangulaire dont la longueur 1 et au moins trois fois plus grande que la lar
geur b, peut être approché par un écoulement plan. 

Pawis ·:onvergent.BS 
.... -· · .. 

\··· / 
\ ' 

\ / 
\ / 
\ / 

\ / 

+--+ 
b 

Figure 128 : Trémies a écoulement plan - a écoulement conique 

jENIKE a en premier dans [37 J donné des courbes pour déterminer le 

facteur d'écoulement d'un écoulement en masse dans une trémie {fig.I29b}. 

Ces courbes couvrent un grand nombre de valeur de 8 et sont tracées pour 
un angle de frottement effectif · cp

8 
donné. Colijn donne dans [15] des 

courbes pour trois valeurs de e différentes oo·' 20"' 30°) représentées par 
les figures 130, 131 et 132. WALKER pour sa part dans [99 J donne les équa
tions suivantes pour le calcul du facteur d'écoulement d'un écoulement con
ique : 

.. 1 + sincpe 
ff = 

6. 
pour 8+6 ::!: 45• 

1 + sincpe 
ff = sin2(8+6) 

6. 
pour 8+6 ~ 45• 

où 6. = 2 ·sincp 8 sin2(8+E) - tg8[ 1 - sincp 
8

cos2(8+E) J 

E = + (<l'' + sin -1 
sin6 ) 
sincpe 

. , ... { ~:23} 

( 1.24) 

Les facteurs d'écoulement obtenus par les équations 0.23)-(1.24) sont 

comparés avec ceux de jENIKE sur la figure 129. 
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Figure 129 : Facteur d'écoulement 
trémie conique 

Angle de frottement en paroi o 

Figure 130 : Facteur d'écoulement 
pour une trémie conique avec un 
écoulement en masse, B=JO" 

0 10 20 30 40 50 

8 

(b) ]enike 

pour <pe = soo et pour une 

Q) 

:r
(j...j .,.., 
+J 
0 
Q) 

(j...j 
(j...j 
Q) 

+J 
c 
Q) 

~ 
Q) 
+J 
+J 
0 
1-1 

(j...j 

8 0 

1 \ ~ ' 1 1\1.1 

1 1\ ~ 

' 1\ \ 
70 

\ \ 'H2 

" ~\ ~ ~ 
....... 

1\ 

60 

1\ 1\ \ \i.:-5 
\ rt\ \ l-', " ~. J "" ' '" 

~ \ 1\ ~ 
\ ~\ \ 1.6 

\1 \f\ :.:-v 
e- 20· 

r\ Î\ ~ tJ 
,5~ J 2.5 

50 

40 

30 

20 
0 10 20 30 40 50 

Angle de frottement en paroi o 

Figure /31 : Facteur d'écoulement 
pour une trémie conique avec un 
écoulement en masse, 8=20" 
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Figure ]32 : Facteur d'écoulement 
pour une trémie conique avec un 

écoulement en masse, 8=30° 

Les équations de WALKER donnent le pl us petit facteur d'écoulement 

pour les trémies les plus raides et les plus lisses; c'est à dire plus lisse et 

plus inclinées sont les parois et meilleurs sont les caractéristiques d'ex
ploitation. Alors que les courbes de jENIKE montrent qu'il existe une incli
naison optimale de la trémie pour un angle de frottement donné, une paroi 
plus on moins inclinée que l'optimum diminue la coulabilité. La différence 
entre ces deux types de courbe est due au fait que WALKER suppose que la 

rupture de 1 a voûte se fait par glissement le long de la paroi si celle-ci est 

lisse et inclinée, alors que ]ENIKE admet que la rupture ait lieu directement 
dans le matériau. 

b) Condition J2.QJ.!T: FJ.vo.ir un écoulement régulier du matériau 

Comme nous l'avons vu le facteur d'écoulement est une constante, il 
peut donc être représenté par une droite de pente 1/ff dans un repère 
(0 ,o 1 ,o 1 '). La fonction d'écoulement FF du matériau peut être tracée sur le 
même graphe en remplaçant en ordonnée o1 ' par la résistance à la compres
sion fe {fig.I33}. 

De 0 vers A {fig.l33a} la fonction d'écoulement FF est au-dessus du 

facteur d'écoulement, c'est à dire que la contrainte nécessaire pour casser 

une voûte au-dessus de l'orifice est supérieure à la contrainte agissant sur 
la voûte. Il peut donc y avoir formation d'une voûte stable. Au-delà du point 

A la contrainte agissant sur la voûte est supérieure à sa résistance, des 

éboulements et arrêt d'écoulement ne peuvent ainsi pas se produire. Le point 
A sur la figure 133a représente les conditions sous lesquelles la contrainte 

agissant sur la voûte est égale à la résistance de celle-ci, la contrainte o 1 ' 

- 41 -
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correspondante est appelée la contrainte d'appui critique oAc qui est 

utilisée pour le calcul d'une dimension critique. de l'orifice de vidange. 

fe ff pente= 1/ff 
(Ï 1 ~_:::::=:=::r·······""""''" 
)f 

// L--FF 
A~~ fe 

-----~ ! 
// ~ "-""' 

// 1 l '"" · v1 

/ 1 

/ 
p:;.s ,' ' 

,?/;'ecoulement : ecl'ulement 

0 ~----------~----~----~ 
(a) (b) 

Figure ]33 Critére d'écoulement et de non-écoulement 

Imaginons que l'on ait un matériau cohésif dans une trémie conique 

avec un orifice de vidange très petit, sur lequel se forme une voûte. La con

trainte appliquée au-dessus de l'orifice est proportionnelle à la distance du 

sommet imaginaire du cône, et donc du diamètre de l'orifice de vidange. Si 

on augmente progressivement la taille de l'orifice, la contrainte augmente 

graduellement (on se déplace de 0 vers A sur la figure I33a). La dimension 

critique de l'orifice correspondante à la contrainte d'appui critique est 

obtenue à l'aide de l'équation (1.25} 

B = H(6) · o AC 

y ( 1 .25) 

B : est le diamètre de l'orifice de sortie circulaire (écoulement coni

que}, ou la largeur de la rainure (écoulement plan} 

y : poids spécifique du matériau en vrac 

H(8) : fonction de l'inclinaison des parois {8} 

- trémie conique H(8) = 2 + 8/70 

- trémie à parois 

convergentes 
H(8) = 1 + 6/100 
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VI Concept de l'état caractérlstlque d~un matériau 
Granulaire 

Ce concept à été développé au Laboratoire de Mécanique du Solide de 
l'école Polytechnique par HABIB et LUONG . 

VI .1 Constatations expérimentales 

Au cours d'essais de cisaillement LUONG M.P. a pu observer dans [61] 
une déformation volumique qui est d'abord une contraction qui se ralentie et 
puis qui s'annule dans le cas d'un matériau lâche, ou qui s'inverse avec un 
matériau dense pour permettre un désenchevêtrement des grains avant les 
grands déplacements relatifs {fig.I35}. L'indice des vides correspondant au 
taux de variation de volume nul, n'a pas de propriété particulière, il dépend 
de la porosité initiale et de la contrainte de confinement o3 {fig.I3S}. Le 
niveau de contrainte o1/o 3 correspondant à cette inversion de sens des 
déformations volumiques est stable {fig .135}. 

Mécanisme de déformation 

Un matériau granulaire sans cohésion peut être assimilé d'après [60] à 
un assemblage de grains en contact neutre les uns avec les autres : le tout 
formant une structure globale créée à partir de la superposition des élé
ments de base. Le comportement rhéologique du matériau s'explique par 
cette propriété constitutive et de ce fait à deux niveaux différents : 

- au niveau du grain élémentaire où la liaison grain - grain dépend es
sentiellement de la déformabilité du matériau, de sa texture super
ficielle, de sa susceptibilité au taux d'humidité, et de sa forme. 

- au niveau de la structure formée par l'ensemble des grains pouvant 
se grouper en agrégats ou parcelles plus ou moins orientés. 

Ces deux niveaux, microscopique et macroscopique, ne sont pas tota
lement indépendants d'après [60 J : leurs propriétés fondamentales doivent 

être exprimées au niveau le plus restreint, c'est à dire en fonction des pro
priétés d'un grain élémentaire en contact avec ses vo1sms. Une telle 
approche repose sur la modélisation des contacts intergranulaires, elle a 
donné lieu à de nombreux travaux fondamentaux menés en premier par 
MINDLIN en 1949 puis par CAM BOU (1978) et CUNDALL- SrRACK (1979). La 
forme allongée des particules favorise des mécanismes de flexion des grains 
qui se traduisent au niveau globale par une forte compressibilité quasi ré
versible {fig.I34 }. 
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Très chargée Peu chargée 

Figure 134 : Mécanismes de déformation réversible des particules allon
gées entraînant une diminution de J'angle d'incidence des forces de 

contact 

Les déformations irréversibles globales proviennent essentiellement 
des modifications de structure du matériau. On peut envisager les principaux 

mécanismes de déformation suivant 

un serrage des grains les uns sur les autres 
- un déplacement relatif des grains les uns par rapport aux autres, as

socié généralement à une rotation de ceux-ci. 
- une déformation des particules 
- une modification physico-chimique du produit par variation d'am-

biance hygrométrique ou thermique 

VI .2 Etat earaetérlstlque d'un matériau granulaire 

Les essa"is triaxiaux conventionnels en compression (o 1 >o 2 =o 3 ) comme 
en extension (o 1 <o 2 =o 3 ) permettent de définir par le niveau de contrainte 
correspondant au passage de la déformation volumique contractante à la dé
formation volumique dilatante, un état caractéristique du matériau granulai
re associé à : 

- un taux de variation de volume nul Ëv=O 

- un seuil de changement de comportement : le processus d'enchevê
trement des grains se termine pour laisser la place au désenchevê
trement. L'angle de frottement interne <p 0 donné par la relation 
(1.26). 

( 1.26) 

caractérise la capacité d'enchevêtrement du matériau (49]. 
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tfJc est un paramètre intrinsèque du matériau, il est caractérisé par : 
- des déformations de sol relativement faibles et bien avant la rupture 
- une indépendance vis à vis de la porosité initiale 
- une non-influence de l'anisotropie de contact 
- une insensibilité à la granulométrie initiale 

c: 
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c • 
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Figure 135 
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Figure /36 : Critère caractéristique 

L'état caractéristique sépare donc deux types de comportement rhéo
logique du matériau granulaire {fig.l36} : contractant dans le domaine subca
ractéristique délimité dans le plan p,q (voir paragraphe VI.3} par la droite 
OC et dilatant dans le domaine surcaractéristique jusqu'à la limite de ruptu
re OR existante on non. 

Le paramètre essentiel dans l'étude du comportement rhéologique d'un 
matériau est l'évolution de la déformation volumique au cours du charge
ment. L'angle de frottement interne caractéristique tfJc est un facteur 
intrinsèque caractérisant la capacité d'enchevêtrement du matériau granulai-
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re. Le seuil caractéristique doit donc correspondre au seuil de contraintes 

où se produisent les phénomènes de désenchev~trement permettant l'écoule
ment des matériaux ensilés lors de la vidange. 

VI .3 Procédure expérimentale 

LUONG MP propose dans [60] d'examiner ce comportement rhéologi

que avec des essais triaxiaux à symétrie de révolution {fig .137} dont les pa
ramètres sont: 

Contrainte moyenne p = (2o 3 + o1)/3 

Déviateur q = o 1 - o3 

Niveau déviatorique 1J = q/p 

auxquels on ajoute les paramètres de déformation 
Volumique Ev = 2e 3 + e1 

Dlstorsionnelle Eq = 2(e 1 - e3 )/3 

Taux de dilatance d = 6.ev/ 6.eq 

/--------~ __ / ,, 
,// /• 

' 1 1 
1 1 1 

1 f 
1 1 

/ 1 
1 / 

f 

totale 

E:J 

Figure 137 Parametres de J'essai triaxial 

L'incrément de travail W dO au tenseur des contraintes 0 et au ten
seur incrément de déformation Ë s'écrit : 

W' = 0 : Ë = (pl + s) : (Ëvl + È!) ( 1.27) 

"·" produit tensoriel} 

L'incrément de travail total W se sépare donc en une partie déviato

rique W s et une partie volumique W v qui s'écrit de façon unique comme 

le produit des invariants du tenseur des contraintes et du tenseur incrément 
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de déformation. L'incrément de travail irréversible dissipé peut s'écrire : 

( 1.28) 

si on fait des hypothèses simplificatrices sur l'incrément de déformation sur 
un trajet triaxial cylindrique ou la déformation est relativement faible [60]. 

LuONG dans [60 J a effectué des es.sais triaxiaux en compression 

o 1 ~o 2=o 3 et en extension o2=o3 ~o 1 . Ces deux types d'essai sont assimilés au 
processus de remplissage (une contrainte principale majeure et deux con

traintes principales mineures) et de vidange (deux contraintes principales 

majeures et une contrainte principale mineure). Le critère de Mohr-Coulomb 
s'écrit pour un matériau granulaire sans cohésion : 

f(o) = max[ o i(1-sincp) - o }1+ sincp) J i ,j = 1, 2, 3 ( 1.29) 

A la rupture de l'échantillon les niveaux de contraintes déviatoriques 
en compression 7]f+ et en extension 71f- s'écrivent : 

71f+ = 6·sincp; 1 

71f- = 6 ·sincp.f 1 

(3-sincp+) 
f 

(3-sincp-) 
f 

Les valeurs correspondantes à l'état caractéristiques s'obtiennent en 
remplaçant l'indice "f" par "c". 

VI.( Ca.racté.rlsatton .rhéologique des matériaux testés par 
Luong dans [60] 

LUONG a testé du blé de la base expérimentale de Chartres, du riz 

rond en paddy et du riz long en paddy. Suivant le matériau et suivant la 

pression de confinement 03 maintenue constante au cours de l'essai, LUONG 
distingue deux types de comportement : 

- une contraction volumique suivie d'une dilatation continue jusqu'à 
l'écoulement du matériau 

- une contraction continue jusqu'à l'écoulement 

Les courbes expérimentales obtenues par LUONG {fig.l38} montrent 
que le phénomène de dilatance disparaît lorsque la pression de confinement 

augmente et empêche ainsi le désenchevêtrement de la structure granulaire. 
De plus la figure 139 montre que les courbes intrinsèques des trois maté
riaux sont non linéaires. Le tableau IS extrait de [60] donne les résultats 

obtenus par Luong pour les matériaux qu'il a testé, où les valeurs des an

gles de frottement sont calculées à l'aide de l'interprétation de Mohr-Cou
lomb au pic de contrainte et au seuil caractéristique, en compression et en 

extension. Les valeurs manquantes dans le tableau IS signifient que le 
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matériau ne présente pas de seuil caractéristique jusqu'au niveau de 

contrainte imposé. C'est à dire que le désenchevêtrement granulaire ne peut 
pas s'opérer pour ces cas de chargement, la toulabilité est mauvaise, voir 

impossible pour le matériau à ce niveau de contrainte. 
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a Mpa 0.50 1.00 3.00 

p KN/m3 8.20 6.34 6.37 8.07 6.43 6.57 8.16 6.30 6.65 

Matériau Blé RR RL Blé RR RL Blé RR RL 

qf Mpa 1.25 3.38 4.42 2.34 6.24 7.80 5.72 8.32 12.37 

~f 1.36 2.08 2.24 1.31 2.03 2.17 1.17 1.44 1.74 

'h 0 33.7 50.5 54.6 32.5 49.2 52.7 29.3 35.5 42.5 

q Mpa 0.42 3.01 3.90 0.65 5.20 7.02 1.56 
~c 0.65 2.00 2.17 0.53 1.90 2.10 0.44 
$co 17.1 48.7 52.7 14.2 46.2 51.1 11.8 c 

§c Mpa -0.23 -0.39 -1.04 

l'Je -0.48 -0.45 -0.39 

tpc 
0 15.1 14.0 12.0 

qf Mpa -0.36 -0.73 -2.08 -0.65 -1.97 -1.04 -·1.82 -3.64 -1.56 

l'Jf -0.91 -0.83 -1.59 -0.76 -0.63 

tpf 
0 32.4 28.8 38.9 25.8 20.6 

Tableau JS Caractéristiques rhéologiques des matériaux 

Les constatations expérimentales décritent dans [60] ont suggéré à 

LuoNG de prendre en compte sur un essai triaxial cylindrique classique : 

- un indice de dés enchevêtrement Id {fig .140} défini par le rapport du 

travail we d'enchevêtrement sur le travail wd de dilatance globale à la rup
ture : le désenchevêtrement de la structure s'opérera d'autant plus facile
ment que cet indice Id est faible. 

- un indice de coulabilité le {fig.l40} défini par le rapport du travail 

W d de distorsion jusqu'au seuil d'enchevêtrement au travail W dm mobilisé 
jusqu'à la résistance au cisaillement maximale du matériau : la coulabilité en 
masse du matériau est d'autant meilleure que l'indice Id est faible. 

p q 

S:q 

Figure 140 : Définitions des indices de désenchevêtrement 1 d 

et de coulabilité le 
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= ( 1.30) 

VII Conclusion 

La synthèse bibliographique que l'on a fait dans ce chapitre présente 

les différentes méthodes que l'on utilise dans le but de concevoir des silos 
favorisant la coulabilité des matériaux lors de la vidange des installations. 
En effet de bonnes propriétés de coulabilité éviteront de nombreux problè

mes fonctionnels et structuraux. 

La première partie de ce chapitre est consacrée à la classification· et à 

la caractérisation du comportement des matériaux en vrac. Les classifica
tions de CARR et de la fédération européenne de manutention qui débutent 

cette partie s'adressent surtout aux matériaux pulvérulents qui ont une 

grande sensiblité à la teneur en eau. Cette première partie s'attache ensuite 
à décrire les matériaux en vrac à travers des critère de rupture du type 
Mohr-Coulomb. Mais ces théories issuent directement de la mécanique des 

sols ont malheureusement un grand inconvénient, elles ne tiennent pas 
compte des variations volumiques engendrées par le cisaillement du maté

riau. Or des études de RoscoE montrent à travers son fameux diagramme 
d'état l'étroite relation entre l'indice des vides et l'état de contrainte d'un 
échantillon de matériau en vrac. 

Après avoir décrit dans une premtere partie le comportement des ma
tériaux en vrac, on cherche dans une seconde partie à expliciter le compor
tement du même matériau lorsque celui-ci est ensilé. Cette partie s'attache 

ainsi à mettre en ·évidence les interactions entre le silo et la matière ensilée. 
On montre ainsi que la coulabilité du matériau ensilé dépend dans une large 

mesure de la résistance à la compression du matériau et de la géométrie et 
des dimensions du silo ou de la trémie. Ces considérations permettent alors 
d'établir des abaques, différents suivant les auteurs, pour caractériser l'ap

titude à l'écoulement du matériau ensilé. 

La dernière partie de ce chapitre est consacrée au récent concept de 
l'état caractéristique d'un matériau granulaire. Ce concept suppose l'exis

tence de deux dommaines, le premier contractant et le second dilatant. Ce 
dernier état se manifeste lorsque l'état de contrainte est suffisamment éle

vé. D'après ce concept seul un matériau étant soumis un état de contrainte 

qui lui permettent d'atteindre le domaine dilatant pourra s'écouler sans dif
ficulté, car l'état de contrainte auquel il est soumis favorise le désenchevê

trement des grains. 
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Ce chapitre présente des méthodes permettant la conception d'instal
lation d'ensilage avec le moins de problème~ fonctionnels et structuraux 
possibles. Il fait une mise au point entre de nombreuses techniques de ca
ractérisation des matériaux pulvérulents ou des matériaux granulaires, afin 
de mieux comprendre leurs mécanismes d'écoulement et de déformation. 
Cette meilleure compréhension du comportement des matériaux granulaires 

acquise au cours de cette partie, va nous permettre dans la partie B de ten

ter de caractériser les écoulements gravitaires d'une manière théorique et 
expérimentales. 
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Description d'un écoulement granulaire 

à l'aide des équations de l'hydrodynamique 

1. Introduction 

Le comportement mécanique de l'écoulement des matériaux granulaires 
dénués de cohésion résulte de forces de contact qui s'exercent au cours des 
collisions entre les particules. BAGNOLD, cité dans [44] fut le premier en 

1954 à tenter de modéliser les écoulements de matériaux granulaires soumis 
à un fort taux de cisaillement, en s'intéressant aux chocs entre les particu

les constituant le matériau. Il faut ensuite attendre le développement des 

industries pharmaceutiques, agro-alimentaires ... qui nécessitent d'importants 
moyens de stockage et de transport des matériaux en vrac pour voir vers la 

fin des années soixante dix, des chercheurs comme SA VAGE [82 J, SA V AGE 
& jEFFREY [83], jENKINS & RICHMAN [43], HAFF [29], HANES & INMAN 
[32 J reprendre et développer les travaux théoriques et expérimentaux de 
BAGNOLD. La plupart des études théoriques sont basées sur l'étude du 

mouvement désordonné des grains à l'intérieur du milieu granulaire, comme 
on le fait dans les ouvrages [79 J et [2 J pour les molécules dans la théorie 

cinétique des gaz. La compréhension de ces phénomênes microscopiques 

permet de décrire l'état macroscopique du matériau. Cette approche a 
conduit jENKINS & COWIN cité dans [29] et SA V AGE & JEFFREY [83] à 

introduire parmi les premiers une vitesse de fluctuation des grains dans les 

modèles mathématiques. Cette vitesse de fluctuation peut être décrite 
physiquement par le mouvement de vibration aléatoire d'un grain autour de 
sa position moyenne. 

Le concept de vitesse de fluctuation est largement repris par HAFF 
dans [29] pour établir les bases de son modèle. L'originalité de cette modé

lisation réside dans le fait qu'elle repose essentiellement sur des équations 
analogues à celles de la mécanique des f1 uides. Les grains constituant le 

matériau sont assimilés aux molécules d'un fluide réel newtonien. L'état ma

croscopique du milieu dépend, d'après HAFF, du comportement microscopi
que du matériau, c'est à dire de l'interaction entre les grains. Cette interac
tion est décrite par un modèle microscopique heuristique. Les contraintes de 
frottement qui apparaissent dans cette description mathématique et qui 
s'opposent à l'écoulement sont donc, comme en mécanique des fluides, 
d'origine visqueuse. Ceci est vrai pour l'écoulement d'un matériau granulaire, 

comme le rappelle encore KNIGHT [53], lorsque le gradient de vitesse est 
elevé et que par conséquent les collisions de très courte durée entre grains 

sont prédominantes et sont la cause de la résistance à l'écoulement et à la 

dilatation du matériau. 
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Il. Description et domaine d'application du modèle 

La modélisation de type fluide reprise par HAFF dans [29] assimile un 

écoulement de matériau granulaire à un écoulement de fluide réel newtonien, 

et suppose la continuité milieu granulaire. Celà permet l'utilisation des 
équations classiques de continuité et de conservation de la quantité de mou
vement. Vu l'importance de la vitesse de fluctuation v des grains qui est de 
l'ordre de la vitesse d'écoulement u, HAFF intègre également une équation 
de conservation de l'énergie, pour la description théorique de l'écoulement. 
Cependant il existe une différence clef entre les particules d'un milieu gra

nulaire et les molécules d'un fi uide : le choc entre deux grains est inélasti
que alors que le choc entre deux molécules est élastique. Ce phénomêne est 
caractérisé par HAFF avec son modèle microscopique original. 

La suite de ce paragraphe est consacrée à quelques comparaisons entre 
le système granulaire et le sytème fluide, justifiant les hypothèses d'appli
cation des équations proposées dans [29]. 

11.1 La taille des gratns et des molécules de riulde 

La différence évidente entre un grain et une molécule de fluide est la 

taille ou la masse. Un grain de sable peut être 1018 fois plus massif qu'une 
molécule. Pourtant cette différence frappante n'est pas particulièrement 

fondamentale d'après HAFF à condition de rester dans une description mi

croscopique du mouvement. Les lois de la mécanique classique sont applica
bles dans les deux cas. 

11.2 Conservation de l'énergie 

Bien que la trajectoire des grains et des molécules puisse être décrite 

par la mécanique classique, la nature des molécules en terme de mécanique 
quantique est caractérisée par l'aptitude de celles-ci à supporter totalement 

des collisions élastiques. Alors que les collisions entre les grains présen

tent toujours une perte d'énergie cinétique qui se dissipe sous forme de 
chaleur. Cette différence entre les matériaux granulaires et les fluides 

conduit à une différence de comportement macroscopique. Ceci est vrai 
même si la perte d'énergie par collision est faible. 

11.3 Tallle des grains 

Contrairement aux molécules les grains sont des particules non iden-
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tiques. Les équations classiques de la mécanique des fluides reprises dans 

[29] ne s'appliquent donc qu'aux milieux gra:&:lulaires formés de grains de 

taille identique. 

11.4 Interaction entre les grains 

Les contacts entre les grains dont la forme réelle peut être éloignée 

de la forme sphérique et dont les surfaces sont rugueuses, engendrent éga
lement des forces tangentielles. Ces forces créent des couples de rotation 

qui induisent le pivotement des grains. Pour supprimer ces effets de 

rotation, qui ne sont pas pris en compte par les équations, on suppose que 
les grains du milieu sont de forme sphérique et présentent un état de surfa

ce lisse. 

Dans un fluide il existe des forces répulsives entre les molécules qui 

sont à l'origine du phénomêne de tension surfacique, celles-ci ont une gran

de influence sur des paramètres tels que la viscosité ... L'application des 
équations retenues par HAFF dans (29] ne prend pas en compte ces effets. 

11.5 Hypothèse de collision btnalre 

Une hypothèse simplificatrice fréquemment faite pour les fluides mo

léculaires, même si sa validité est douteuse, est qu'uniquement les collisions 

par paire sont importantes pour l'évolution dynamique du fluide. Cette hy

pothèse est reprise ici ainsi que par de nombreux auteurs tels que SAVAGE 

& jEFFREY [83], jENKINS & SAVAGE [44), jOHNSON & jACKSON (45] pour 

décrire le mouvement des matériaux granulaires soumis à des taux de 

cisaillement élevés. 

11.6 Etat physique du milleu 

Dans les paragraphes précédents on été émis des hypothèses sur l'état 
physique des particules qui composent le matériau granulaire. On a vu que 

les grains doivent être sphériques, sans adhérence ... A ces hypothèses on 

ajoute une restriction sur la masse volumique p du matériau. En effet la 
masse volumique p doit être telle que l'espace moyen s entre les grains voi

sins soit toujours très inférieur au diamètre des grains d {fig.IIl}. 

s « d ( 11.1} 
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88 w 
Figure Ill Séparation moyenne de deux grains voisins 

Cette condition est probablement respectée d'après HAFF si on consi

dère une partie de l'écoulement assez grande. Cette hypothèse va donc in
duire des simplifications dans les équations de mouvement qui résultent 
dans le fait que la variation de la masse volumique p est quasiment nulle. 

La relation (11.1) entraîne : 

- m 
P - (s + d) 3 (Il. 2) 

Lorsque s tend vers zéro la relation (11.2} devient 

m 
p = ---;p- {Il. 3) 

En plus de la condition s « d, le modèle n'admet pas la possibilité s = 
O. Naturellement pour n'importe quelle collision la séparation entre deux 

grains tend vers zéro, mais s reste néanmois différent de zéro car s 
représente la moyenne des distances entre deux grains au voisinage d'un 

point. Par conséquent si s tend vers zéro dans quelques zones du milieu 

granulaire, sa rhéologie sera différente de celle décrite par les équations 
introduites dans le paragraphe III. En effet s = 0 signifie que les grains 

restent en contact durant un laps de temps important et peuvent alors 

glisser et frotter les uns sur les autres. Par contre pour s =i= 0 les grains 
rebondissent les uns sur les autres tout comme les molécules d'un fluide. 
Clairement, s = 0 correspond à un empilement des grains qui resteront 

immobiles, il faut par conséquent une énergie suffisante (taux de cisaille
rnP.nt élevé) pour que l'on puisse décrire l'écoulement en terme de collisions 
grain-grain. 

Le mouvement du fluide ne doit pas par ailleurs être affecté par la 

présence d'air, d'eau, ou de tout autre fluide, cette condition semble tout de 
même respectée si les vides entre les grains sont remplis par de l'air 

uniquement. 

III. Equations de mouvement 

III.1 Conservation de la masse 

Soit u le vecteur vitesse de composante u1= (u 1 , u 2 , u3 ), alors la 

conservation de la masse s'écrit comme en mécanique des fluides : 
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22...+ 
dt 

à 
-
4
-(pu) = 0 

a xi 
( 11.4) 

ou x = (x 1, x
2

, x3 } sont les coordonnées. Si par contre la masse volumique p 

est constante, alors on obtient l'équation de continuité d'un fluide incom

pressible en écoulement stationnaire : 

div Û = 0 (Il. 5) 

111.2 Conservation de la quantité de mouvement 

L'objectif de ce paragraphe est de déterminer une équation décrivant la 

conservation de la quantité de mouvement. En hydrodynamique cette équa

tion correspond à celle de Navier-Stockes. Pour notre part on reprend inté

gralement cette équation : 

(Il. 6) 

ou p(x,t) est la pression 

g i est la composante de l'accélération de la pesanteur 
TJ est le coefficient de viscosité cinématique qui joue ici un rôle pl us 

important qu'en mécanique des fluides. HAFF suppose dans [29] que TJ et 

tous les autres coefficients similaires dépendent de l'énergie de l'écoule

ment. 

111.3 Conservation de l'énergie 

L'équation de conservation de l'énergie reprise par HAFF dans [29] est 

également issue de la mécanique des fluides : 

-K_Q_ 1..nv2]+nu.g.- 1 è)xk 2 t"' t"' 1 1 

(11.7) 

L'introduction d'une équation de conservation de l'énergie dans la des-



Description d'un écoulement granulaire à l'alde des équations de l'hydrodynamique 

cription d'un écoulement granulaire a été effectuée en premier par ÜGAWA 
(cité dans [29]) en 1978 et en 1980, alors que l'introduction d'une vitesse de 
fluctuation v fut réalisée en premier toujours· d'après [29] par ]ENKINS & 

CoWIN en 1979. L'énergie totale du système est la somme de l'énergie 

cinétique de l'écoulement 1/2· p· u 2 et de l'énergie interne 1/2· p· v 2 , ce 
dernier terme se comporte surtout comme une température du système 

granulaire. Le coefficient K est donc analogue à une conductivité thermique, 
alors que la vitesse de fluctuation v peut être assimilée à une vitesse de 
diffusion thermique. 

La quantité I donne le taux d'énergie perdue par le système du fait de 
l'inélasticité des collisions grain-grain. Comme pour 1J et K, 1 dépend du 

taux de collision et par conséquent de v et s. Le paragraphe suivant donne 

les équations qui permettent la détermination de ces trois quantités. 

IV. Modèle mîcroscoptque 

Le modèle microscopique proposé dans [29] décrit l'interaction élé

mentaire de deux particules, il permet de relier la pression p, les coeffi

cients de transport 1J et K, et le terme de perte d'énergie 1 aux variables qui 
apparaissent dans les différentes équations de conservation. 

IV.1 Equation d'état 

Supposons un grain de masse m, de diamètre d en vibration avec la vi

tesse moyenne v sur un chemin quelconque et par suite il exerce une pres
sion p sur les grains autour de lui. La quantité de mouvement pour une 
collision grain-grain est de l'ordre de mv. Le temps de collision s'exprime de 
la manière suivante : 

T ~ s 
v (11.8) 

Par conséquent la pression exercée sur la paroi de la cellule est 
d'après [29] : 

m v 1 
T ëf2" 

( 11.9) 

car s « d implique que la surface sur laquelle s'exerce la pression p 
est proportionnelle à d 2 

En multipliant cette dernière relation par la fréquence de collision v/s 

et en utilisant la relation (11.3), on obtient l'expression définitive de la 
pression : 

( 1 1 .1 0) 

t constante adimensionnelle 
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Remarques L'équation {!1.10) est semblable à celle donnée pour un gaz par 

la théorie cinétique des gaz. La f?rmule donnant la pression à 
l'intérieur d'un gaz dans [65] est également basée sur la durée 

et sur la fréquence de collision, et est fonction du carré de la 

vitesse des molécules du gaz. L'équation {11.10} montre encore 
que lorsque le terme pv 2 , assimilable à la température du 

système augmente, alors la pression augmente également à l'in

térieur du milieu, comme pour un gaz. 

IV.2 CoefTtclent de viscosité 

Pour expliciter le coefficient de viscosité 1], on considère deux cou

ches de grains adjacentes. Le gradient de vitesse est supposé être dans la 

direction Oy perpendiculaire aux deux couches repérées par l'axe Ox, de fa
çon à ce que la couche supérieure se déplace avec une vitesse relative 6u 

par rapport à la couche sous-jacente {fig.II.2L Lors des collisions de grains 

entre ces deux couches une quantité de mouvement ml:l..u est transmise 
suivant la direction Ox {direction de l'écoulement). Si de plus la fréquence 

de collision est v/s, alors la contrainte de cisaillement exercée par la 

couche supérieure sur la couche inférieure dans la direction Ox est : 

1: = m6u v 
d2 s 

( 11.11) 

En supposant que le rapport 6u/d est très peu différent de du/dy, on 
montre que la contrainte de cisaillement t s'exprime définitivement par : 

1 = q d 2 () v du t-sd"Y (11.12} 

q constante adimensionnelle 

v 

Di["ection de u:l. 
Couche Z _.._.. L..,._ _.. _.. 

.....-- '"ti- .....- .....-- ........__ 
c==:> 

1 'écou lenent 
t1:z lc.u i Couche 1 

·r . 
x 

Figure II.g : gradient de vitesse entre deux couches 

En comparant cette équation bidimensionnelle {11.12) avec le terme de 

contrainte visqueuse dans {!1.6}, on obtient l'expression suivante pour le 

coefficient de viscosité : 

( 11.13) 
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et d'après les relations 01.12} et (!1.13} 

't: = 1} sill_ 
dy 

JV.3 Coerftctent de dlffuslvtté thermique 

(11.14) 

D'après [29] l'énergie moyenne transportée est mv.t.v, où b..v est la dif
férence de vitesse de fluctuation entre les grains voisins. Le flux d'énergie 
s'exprime alors par : 

ou 

Q = mvb..v v 
d2 s 

Q =- rd2_v_A._(_1pv2) 
s dy 2 

( 11.15) 

(Il .16) 

r est une nouvelle constante adimensionnelle. Or le coefficient K de 

l'équation (Il. 7) représente exactement la divergence du flux d'énergie 
interne que 1 'on peut identifier par 

( 11.17) 

L'équation (II.16} indépendante de la vitesse d'écoulement u, décrit le 

transport de l'énergie interne. Elle est semblable à une équation de diffu

sion thermique, où comme déjà souligné au paragraphe III .3, le terme 
1/2·p·v 2 se comporte comme une température du système, alors que le coef

ficient K est si mil aire à un coefficient de conductivité thermique. 

IV.( Pertes d'énergie par colltslons 

Un autre terme de l'équation (11.7) indépendant de la vitesse u est le 
terme 1, qui représente l'énergie perdue irrévocablement par le système à 

cause de l'inélasticité des collisions entre les grains. Le choc de deux parti

cules de masse identique m {fig.ll3}. animées pour la première d'une vi
tesse v0 et la seconde de la vitesse v'

0 
avant le choc et d'une vitesse v1 pour 

la première et v' 1 pour la seconde après le choc, est décrit par la relation 
(II .18). 

( 11.18) 

ou e est le coefficient de restitution de l'énergie. Si e est égal à 1, il y a 

restitution complète de l'énergie, les corps sont alors parfaitement élasti
ques. Si e est nul on a v 1 = v' 1 , c'est le cas de la persistance de contact 
lorsque les corps sont parfaitement mous. 
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A va nt le choc A près le choG 

Figure II3 : Choc entre deux particules 

La variation de l'énergie cinétique au cours du choc se traduit par 

(Il .19) 

Les équations (11.18} et (11.19} permettent de montrer que la variation 

d'énergie cinétique lors du choc est : 

(Il. 20) 

Si on suppose que la vitesse relative de collision (v 
0

- v~) est très proche de 
la vitesse de fluctuation v, alors l'énergie perdue au cours d'une collision 
grain-grain est : 

(Il. 21) 

e est le coefficient de restitution de l'énergie décrivant la collision de deux 
grains. 

En multipliant la relation {11.21} par la fréquence de collision v/s et en 

la divisant par le terme d3 proportionnel au volume car la relation 01.1) est 
vraie, on obtient le taux de perte d'énergie par unité de volume : 

1 = YP4 1 ( 11.22) 

y est un facteûr adimensionnel proportionnel à (1 - e 2 ), y = b (1 - e 2 ). Four 

des collisions parfaitement élastiques y = 0, alors que pour des chocs entiè

rement dénués d'élasticité y vaut 1. Dans la pratique y sera toujours compris 
entre 0 et 1. 

IV.5 Remarques 

Le modèle microscopique décrit ici ne tient pas compte de l'influence 

de l'accélération de la pesanteur. Ceci est une bonne approximation aussi 
longtemps que le nombre microscopique de Froud : 

v2 
f = gs ( 11.23) 
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reste grand par rapport à 1 (f » 1). Ceci signifie que l'énergie cinétique ac

quise avec la vitesse de fluctuation v par une particule est toujours plus 
grande que le gain d'énergie potentielle liée à fa distance s. 

V. Les conditions aux llmttes 

Comme les conditions aux limites données dans [29] ne sont pas 

satisfaisantes, HUI, HAFF, liNGAR & jACKSON ont défini dans [30] des 
conditions aux limites plus réalistes que celles proposées dans [29]. Ces 

conditions aux limites ont été déduites du bilan énergétique d'un élément de 

volume en contact avec la paroi. Elles sont de la forme 

v = C 1 (~\ p dy Jp 

l'indice "p" indique que l'on se trouve au niveau de la paroi, les termes c1 et 

c2 ayant la dimension d'une longueur. 

V .1 Conditions SUI" la vitesse de l'luctuatlon V 

au ntveau de la paroi 

La valeur de la vitesse de fluctuation v le long de la paroi dépend 

de la nature des collisions entre les grains et la paroi. Dans [30], on 

caractérise ces collisions inélastiques par un coefficient de restitution ep, 

qui permet d'exprimer le taux d'énergie perdu à la paroi par unité de surface 

de la manière suivante : 

( 11.24) 

a est une constante adimensionnelle de l'ordre de l'unité. Cependant le flux 

d'énergie transmis à la paroi en raison de la collision grain-paroi est : 

Q = K.sL(.1_pv 2 ) 
dy 2 ( 11.25) 

où K est le coefficient de diffusivité thermique (défini dans le chapitre I, 
§IV.3) et y la distance perpendiculaire à la paroi. Le bilan énergétique au ni
veau de la paroi implique l'égalité des relations 0124} et (1125), cette mise 

en équation donne alors la vitesse de fluctuation au niveau de la paroi : 

( 11.26) 

avec (11.27) 
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où v et dv jdy se rapportent aux valeurs de la vitesse de fluctuation et à sa 
p p 

dérivée au niveau de la paroi en question .. L'équation {11.26) qui est la 
condition aux limites pour la vitesse de fluctuation suppose que les rela

tions (11.1) et {11.2) soient respectées. Le terme yp explicité par la relation 

{11.27) traduit l'élasticité des chocs paroi-grain, il varie entre 0 pour des 
chocs parfaitement élastiques et 1 pour des collisions dénuées de toute 

élasticité. 

V.2 Conditions su:r la vitesse d'écoulement U 
au niveau de la pa:rol 

Cette condition sur u est obtenue par un chemin similaire que précé

demment. Le flux de quantité de mouvement latéral transmis à la paroi par 
les chocs grain-paroi provoque une contrainte de cisaillement entre les 
grains et la paroi de : 

( 11.28) 

où c est une constante adimensionnelle proche de 1, sp est la distance 

moyenne libre au niveau de la paroi, up est la vitesse de glissement des par

ticules sur la paroi. Si uw est la vitesse de la paroi on a alors 

( 11.29) 

où u(O) est la vitesse d'écoulement au niveau de la paroi. Dans le cas d'un 
écoulement dans une conduite, dans un silo ... on a up = u(O) car les parois ne 

se déplacent pas. La quantité cp comprise entre 0 et 1 est essentiellement 

d.épendante de la rugosité de la paroi, cp tend vers zéro pour une paroi lisse. 

La vitesse de glissement le long des parois peut alors s'écrire à partir 
des relations 01.3}, 01.13}. (II.l4) et 01.28} de la manière suivante : 

avec 

u = _g_Q_ ~ 
p ~p dy 

~ = ccp 
p 

( 11.30) 

(11.31) 

où dupjdy est la dérivée de la vitesse d'écoulement au niveau de la paroi. On 
remarque dans l'équation (11.30) que si cp est faible (paroi lisse), on a une 

vitesse up élévée, c'est à dire que les collisions sont quasi-élastiques. Si par 

contre cp tend vers 1, up sera pl us faible car une quantité importante de 
quantité de mouvement est absorbée par la paroi du fait de la rugosité de 
celle-ci. 



v.:J flemarques 

Les coefficients qui apparaissent dans les équations 01.22). {11.2'7) et 

01.31) pourraient, en théorie, être déterminés expérimentalement. Les coef

ficients de restitution de l'énergie e et eP sont déterminables indèpen-· 

cLunment du type d'écoulement par des études expérimentales df: collisions 

grain-grain et grain-paroi. Pour celà il faut pouvoir mesurer la variation d•.' 

la composante normale de la vitesse !ors d'une collision. Les rèsulïa.ts oote · 

nus seront fonctions de la nature du grain et de la paroi. mais seront indr~

pcndants de la forme de la paroi. De la même manière on peut obtf~nir· la va

leur cV, si on mesure la variation de la r:omposante tangenti•~lle de la vitesse 

lc>rs d'un choc grain-paroi. Pour l~s parois liss,~s ia variation de vitesse tan 

g e n t i e ! 1 e e s t fa i b 1 e , i l p e u t do n c y a v o i r· g l i s s e me nt l e 1 o n g d e 1 a p ar o i . P o u r 

Je:::. pan:.>is rugueuses la détermination dr~ <P est nettement pl us déi ic;ne car <tl 

dépend sul·tout du rapport entre le dié1mètre des grains c et de !a dimensi()n 

des :1s pè:-ités ... 

On se rend donc compte que ia cktcrmination expérimentale des cocr 

fi cie n t s in te r v e n an t s dan s ! ~~ s !'- q u LI ;:. i u n s e s t q u a s i 111 e n t i m p o s s i b i c " 11 

l élÎJ (;rë<toire. Il faut donc les ch~t 1;r mi n•~r em piriq ucme nt.. ou par cal ag':? des 

é•quntions sur de ce chapitre des mt~sures e'-:périmentaies. 

D'autre part un écoulement gr,.tnulair-e à travers un orifict~ situé dan.s 

une paroi d'orientation quelconque. ks dimensions de l'orifice èt.<int ~randes 

par rappo:-t à celles de.s grains. engendre du fait de l'inélasticité des chocs 

la. formation de zones mortes L',-,()) autour de l'or-ifice (fig.ll.4-l. 

f}g ll.[_C IJ, ~~ formation d'une zone morte 

Les détails d'une théorie capable de donner les limites de l'écoulement 

d'un fluide granulaire ainsi que les conditions aux limites à appliquer sur 

ces limites, ne sont à l'heure actuelle p<ts encore entièrement développées. 

bien que ce comportement soit génèral aux écoulements de matériaux granu

laires à travers des orifices. 
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La description des écoulements de matériau x granu 1 aires à gradient de 

vitesse élévé à l'aide des équations utilisées par HAFF dans [29] présente 

l'avantage de reposer sur des équations analogues à celles de la mécanique 

des fluides. Aux vues des travaux de ce dernier et de son équipe dans 

[29J,[30J et [31]. on constate que cette modélisation semble bien adaptée 

aux écoulements de type "Couette" et aux écoulements gravitaires, à condi

tion que ecu x ci aient un tau x de cisaillement et un gradient de vitesse éle

vés, et donc pur conséquent des contraintes tangentielles provoquées es sen

tie llcment par des frottements visqueux. comme lors de ]'écoulement d'un 

fluide classique réel . 

La mn dé l isation d'un écoulement à faible tau x de cisaillement nécessi

te ld distinction ent1·e deux types de collisions, !es coliisions de courte 

durée et les collisions de longue durée. Cc dernier type de collision 

provoque encore une perte d'énergie par frottement entre grains. jOHNSON 
·, 

& ]ACKSO~ présentent dans L4SJ une description mathématique très com-

plexe tenant. compte des deux types de chocs que l'on tr·ouve dans un 

écoulement lent. Ce modèle tient compte d~s pertes d'énergie dues à 

l'inélasticitr~ des collisions de court{~ durée et des pertes d'énergie par 

frottemen:-. entre grains lors de chocs de dur-ée prolongèe. 

Le modè:ie présenté dans ce chapitre ne peut donc pas directement dé

crire les 8coulcments dont les gradients de vitesse sont relativement fai

bles. En f:ffet la durée très brève des collisions. comme c'est le cas pour les 

molècu ie:, d'un fluide, ne permet de prend:·e en compte que les pertes 

d'énergie du(:s à l'inélasticité des ·chocs entre les par·ticules constituant le 

matédau granulaire. Il sera donc intéressRnt de \'Oir si par la suite il sera 

possible d'ajouter un terme dans les équations de mouvement qui tienne 

compte du frottement solide entre deux cou<;hes de matériaux glissant l'une 

sur J'autre. Le frottement solide n'étant plus négligeable par rapport au 

frottement visqueux. qui seul est pris en compte par les équations retenues 

par HAFF dans L29J. 
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Modélisation de l'écoulement gravitaire 

à l'intérieur d'un puits veJ•tical 

L'une des applications intéressantes de 1 a modélisation proposée dans 

le chapitre précédent. est la description théorique de l'écoulement d'un ma

tériau granulaire à travers une conduite ou un puits à parois verticales re

présenté par la figure III.l. I:n effet ce type d'écoulement est proche des 

écoulements que l'on rencontre dans les t1·émies d'alimentation des indus

tries phannaceu tiques. chimiques ou agro- alimenta ires. où 1 a maîtrise du 

débit et des vitesses d'f~coulement à l'intérieur des trémies est un facteur 

essentiel pour obtenir un p1·oduit final de bonne qualité. Les équations 

obtenues dans ce chapitre pour décrire l'écoulement gravitai1·e d'un matériau 

granulaire entre deux parois verticales seront utilisées dans les chapitres V 

et VI pour décrire l'écoulement de ce même matériau lorsque les parois du 

puits sont légèrement inclinées par rapport à la verticnle. 

Les équations décrivant l'état macr-oscopique du milieu granulaire et 

ce Iles du modèle m icroscop iq tll~ permettent de déve 1 opper une équation di f
férentielle du second ordre régissant la vitesse de fluctuation v. La résolu

tion de cette équation différentielle est faite numérifluement. Elle donne la 

répartition de la vitesse de fi uctuation v dans une section transversale du 

puits, ainsi que la pression p que le matériau exerce sur les parois du canal 

vertical. La connaissance de la vitesse de fluctuation et de la pression per

met de calculer la vitesse d'écoulement u dans la section transversale étu

diée. ainsi que bien d'autres paramètres caract1~ristiqucs de l'écoulement, 

comme la variation d(~ la mdsse volumique p dans la section considérée. 

La dernière partie de ce chapitre s'attache à étudier l'influence des 

différents paramètres. ou constantes de notre modèle original sur les vites

ses de fluctuation et d'écoulement ainsi que sur d'autres caractéristiques de 

l'ecoulement. Dans cette partie on confronte également notre modélisation 

à des vitesses d'écoulement réelles que nous avons mesurées sur des trémies 

dont les parois sont faiblement inclinée par rapport à la verticale. Des 

billes de verre ont servi de matériau granulaire pour cette première compa

raison entre la théorie et la réalité. Ce matériau modèle respectant de 

manière exacte les hypothèses d'application des équations présentées dans 

le chapitre précédent. 
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Un puits vertical est formé par deux parois parallèles de longueur in

finie, de même rugosité et séparées par une distance 2l {fig.IIII}. Entre ces 

deux parois s'écoule un matériau granulaire soumis à l'accélération de la pe-

santeur g dont le comportement en régime stationnaire est décrit par le mo

dèle. Les par<lmètres t, q. r, y du matériau, le diamètre d des particules 

sphériques ainsi que la densité moyenne p devront être connus, comme le:; 

paramètre ' 1 :._~ 
et e~ qui décrivent l'interaction grain-paroi. ,_. 

L'écoule ment du matériau granu 1 aire qui répond nature 11 ement au x hy

pothèses restrictives des équations de mouvement est décrit mathématique

ment àans le repère cartésien représenté par la figure 1111. L'origine es·t au 

milieu des deux parois verticales, l'axe Ox est dirigé vers le haut et l'axe Oy 

vc:rs Li dl-oitc :t)erpendiculairement aux parois. 

g = (gx,O,O) 

F igy_re 1111 

A 

O. 
1 

x 

--~y 

1 __ ~ 

Caractérisques du puits 

Un tel type d'écoulement est caractérisé par : 

la vitesse d'écoulement ne dépend que de la position par rapport à l'axe Ox 

la vitesse d'écoulement u est nulle, on pose u = u (y) y A 

èl/àx est nulle 

èl/èlt est nulle car l'écoulement est en régime stationnaire 

9 = -gx; 9., = 0 
la contrafnte de cisaillement 1 est nulle sur l'axe central du silo 

- la masse· volumique reste constante ou quasiment constante au cours de 

l'écoulement 
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111.1 Conservation de la quantité de mouvement 

La forme contractée de la conservation de la quantité de mouvement 

donnée par l'équation 01.6) permet d'obtenir pour un écoulement du type de 

la figure IIIl le système d'équations suivant : 

< 

! 

\ 
\ 

,? [ ,r ·:l u ~~ u , \ J ·) [ - . ( 0 u cl u . -. J --..-:-:- pS +pu .u -l');-~,--.>· ~.......-:-:x' - ~ où . .,..pu .u ·-1]··~-:_.,.: t-·--JI +ou. -
o )( >- >' x x ' r) x (' x 1 c1 y • x '! ·"- y \ c} y ,-) x 1 • .._, " 

( li ! . 1) 

En utilisant l<c:s différentes hypothèses simplificatrices. le système 

([II.l) se réduit au système d'équations suivant 

i 
1 

.·1 
'1 

1 

1 
; 

\ 

(!! 1.2) 

La seconde équation du système 01!.2) indique que la pression à l'inté

rieur du puits est constante, alors que la première donne la relation (lfl.3). 

~ " ' ... 

pg (!! 1 3) 

111.2 Conservation de l'énergie 

La forme contractée de la conservation de l'énergie 01.7) donne, en te

nant compte de la stationnarité de l'écoulement représenté par la figure lill, 

le système d'équations (II 1.4). 
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TJ 
( Z.:J-y + è) u.x i 

- l.;y \ClX d)' / 
-~ 1 J 1\~v-- p v2 
clx 2 

- (,' 2.__ l. 0 \' 2] 
'··.:ly 2 1 

( 111.4) 

Après simplification du système (Ill. ·U, la conservation de l' éne1·gie 

s'exprime par la relation (III.S) . 

. d 1 ') •• 
+ h ~--.-.-~()"./"- 1 = 

i.Jyc:· J 
pu g 

Il' . .Qé_t~_rm1n!!_tton de§. gr~rr.rt.eur_§. ~.!,!r~c.!ér_tstlques 
de l'écoulement 

il' .1 ~Hesse de f'!uctuatlon V 

( i Il 5) 

A partir de l'équation OI.14) l'équation de conservation de la quantité 

de mouvement 011.3) peut encore s'écrire 

pg (! 11.6) 

La contrainte de cisaillement en paroi s'exprime alors à partir de la 

conservation de la quantité de mouvement (III.6} de la manière suivante : 

·r([) = tp = pgl' (Ill. 7) 

car la contrainte de cisaillement -r sur l'axe central du puits est nulle et 

parce que la masse volumique p est constante. 
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1: en fonction de y s'exprime 

La combinaison de 01.14) et 

d'où 

alors : 

<(y) = 1 y_ 
p l 

de 011.8) 

du = _!p... y_ 
Oy Tj l 

donne y_= du 
1 

p l llay 

(!!;. 8) 

( i 1 i. 9) 

L'intégration de la relation {III.9) permet d'obtenir la relation suivante 

pour la vitesse d'écoulement : 

u = ( ~ i ; . 1 0) 

A est la constante d'intégration. 

En dérivant 011.8) on obtient la variation de 1 en fonction de y 

L'introduction des équations 01.14}, 01.17), 0!.22), OII.S}. (III.lO) et 

OII.ll) dans la conservation de l'énergie OII.S) perJ!1et. d'écrire : 

2,p_ (2.P- y_'l._ + A) + 1 o '~ 3 

l 2r] i . ,:, 

d'où 
.,3 

yp-'
s 0 

La combinaison de cette dernière équation avec les relations 01.10) et 

01.13}, donne l'équation suivante : 

sachant que la pression est constante à l'intérieur de l'écoulement on en 

déduit à l'aide de la relation (II.lO) que le terme v2 /s est également cnn

stant. Ceci nous conduit finalement à une équation différentielle du second 

ordre qui décrit la variation de la vitesse de fluctuation v sur une section 

transversale de l'écoulement. 

d 2 v 1 [ 12 t2 Y!__ ~J 0 ( i 1 i .12) + v = 
dy2 r·d2 p2 q [2 

Posons maintenant Po = _E_ et TP = ~ 
pgl p g l 
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D'après la relation (111.7) on a TP = 

Posons encore 

pour obtenir 

y= L 
2! ' 

s = d 
2l 

et V= _v_ 
191 

et _L = 2Y 
l 

Ces dernières relations conduisent à une équation adimensionnelle qui 
donne la vitesse de fluctuation V pour Y variant entre -0.5 et +0.5. 

4 Y 2 
- '( J = 0 {111.13) 

Conditions sur: l.!l: vites..§_~ de fluctuation.}:' 

La symétrie de l'écoulement impose que la dérivée de V par rapport,à Y 

est nulle sur l'axe central du puits : 

. dd~ 1--./-f"\ 1 1 -·J 

0 { 111.14) 

La relation 01.26) donne l'expression de la vitesse de fluctuation VP au 
niveau des parois. Cette relation s'écrit adimensionnellement 

= 2rS ~~ 
Yp dY Y= :!:0.5 

(Ill .15) 

y =a(1-e 2 
p p 

y traduit l'inélasticité des collisions grains-parois. Plus le coefficient de 
p 

restitution des chocs grain-paroi eP est proche de 1, plus élevée sera la vi-

tesse de fluctuation V P à 1 a paroi. 

IV.2 Vitesse d'écoulement u 

La répartition de la vitesse de fluctuation V dans une section trans

versale de l'écoulement permet de calculer la variation de la vitesse 

d'écoulement u dans la même section. 

A partir de l'équation 01.10) le diamètre des grains peut s'exprimer en 

fonction de la pression p et de la vitesse de fluctuation v de la manière sui

vante : 

d = 
p s 

(Ill .16) 
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La combinaison de cette dernière équation avec les équations 01.13), 
01.14) et (III.6) donne l'expression suivante : 

~= 
dy 

1 0 t y_ 
q d p v 

D'où la relation suivante donnant la vitesse d'écoulement sur une sec

tion transversale de l'écoulement : 

en posant u = u 
7ëiT 

u = -~~: r,, +dy ( 111.17) 

on obtient une relation adimensionnelle donnant la 

vitesse d'écoulement U pour Y variant de -0.5 à 0.5 : 

2 t IJ = --
q 8 pc r~ YdY 

~-0 .5 

(Ill. 18) 

Comme pour la vitesse de fluctuation, la symétrie de l'écoulement par 

rapport à l'axe central du silo impose que : 

aul dY Y=O = O (Ill .19) 

a} Parois rugueuses 

Si les parois sont suffisamment ;ugueuses alors la vitesse d'écoule

ment U au niveau des parois est nulle : 

b} Parois lisses 

U = U(-0.5) = U(0.5) = 0 p (Ill. 20) 

Dans ce cas on utilise la condition à la paroi 01.30} sur u, qui combi

née avec les équations 01.10), {11.13) et 01.14) donne la vitesse d'écoulement 

au niveau des parois : 

u = p 

avec y = ± l 

La relation {Ill.21) s'écrit adimensionnellement 

(Ill. 21) 
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C Ill. 2 2) 

avec Y = .! 0. 5 

La vitesse d'écoulement U dans une section transversale de l'écoule

ment s'écrit donc définitivement 

u = u + p 
~···~Y dY 

~ -0.5 

IV.3 1\utre paramètre du modèle ./\. 1 

(111.23) 

Un matériau qui s'écoule occupe un volume légèrement plus élévé 

qu'un matériau au repos. Le paramètre 6: introduit ici, décrit cette augmen

tation de vol ume entre un matériau au repos (s = 0) et un matériau qui 
s'écoule (s =f:. 0). Si on imagine que le matériau qui s'écoule à l'intérieur du 

puits représenté par la figure lill est tassé contre une paroi du puits, alors 

il se forme un espace vacant de largeur 61 entre la seconde paroi et la 

surface des grains, comme schématisé par la figure III2. 

21 

Figure jj/2 illustration de la définition du parametre !J.I 

Si la masse volumique du matériau au repos est p
0 

et que la masse vo
lumique du matériau en mouvement est p(y), alors on peut écrire l'égalité 

suivante : 

1 

J p(y) dy 

-1 

l-6.l 

" J Po dy • 
-1 

( 111.24) 
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les expressions de p{y) et de p
0 

sont données respectivement par les rela

tions {II.2) et 01.3). La combinaison de ces deux dernières relations et 
l'utilisation de l'inégalité 01.1} permet d'exprimer p(y) en fonction de p

0 
en 

négligeant les termes s 2 et s 3 car très petit devant s : 

(Ill. 2 5) 

A partir de ces deux dernières relations 011.24) et 011.25) il est facile 

de trouver l'expression de ~~ en fonction de la distance s : 

61 " t J's(y} dy 
-l 

(Ill. 26) 

61 peut encore être exprimé en fonction de la vitesse de fluctuation v 

en injectant l'équation d'état (II.lO} dans (III.26) : 

en posant 6L_ 

6l 3t 
p 

= ~~ 21, (III .27) s'écrit adimensionne llement 

6L = 

Il'.{ Variation de l'espacement des grains s et de la masse 
volumique p dans une section de l'écoulement 

( 111.27) 

(Ill. 28) 

Les équations de conservation de la masse 01.4}, de la quantité de 

mouvement (11.6) et de conservation de l'énergie (11.7) ne prennent pas en 

compte une éventuelle variation de la masse volumique p au cours de l'écou

lement. Il sera donc intéressant de calculer la variation de la masse vol umi

que pour se rendre compte de la validité de cette hypothèse. Cette variation 

se calcule à partir de la distance s qui sépare les grains entre eux. 
L'équation d'état (Il .10} permet d'écrire directement : 

s(y) 

En posant S = Tt , on obtient pour S(Y) l'équation 

adimensionnelle suivante 011.30) 

( 111.29) 
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S(Y) (111.30) 

La variation de la masse volumique p(y) par rapport à la masse volumi

que au repos p
0 

s'obtient à l'aide de la relation OII.2S), elle s'écrit adîmen

sionnellement de la manière suivante : 

= 1 - 3 S(Y) 
ô 

( 111.31) 

IV.5 Résolution numérique de l'équation différentielle (111 .. 13) 
donnant la vitesse de fluctuation V 
nétermlnatlon de la vitesse d'écoulement u 

Algorithme du Jogicifll jfAFF.PRG 

La solution de l'équation différentielle (III.13) est la fonction V(Y), 

donnant la répartition de la vitesse de fluctuation sur une section de l'écou

lement. La résolution se fait à l'aide d'une méthode numérique basée sur 
l'algorithme de Runge-Kutta. Dans un premier temps les coefficients r, q, t 

et a sont pris égaux à 1. Seule une étude expérimentale permettra de définir 

les valeurs des constantes pour le matériau granulaire étudié. L'équation 
(III.13) est alors intégrée numériquement en ayant choisi P et V arbitraire-a p 
ment. La valeur arbitraire de \1 p' permet ensuite de calculer dV P/ dY par la 
relation 011.15). Tout en gardant la valeur de V inchangée, la valeur de P p 0 

est calculée par itérations successives jusqu'à ce que la valeur de P 
0 

vérifie 
la relation 011.14). 

Avec la valeur de P
0 

trouvé auparavant est calculée numériquement par 

la relation 011.23) la vitesse d'écoulement U(Y). Si cette dernière est 

physiquement compatible avec l'écoulement dans le puits vertical de la figu
re II Il, alors la solution est valable. Si par contre la répartition de U dans 

une section n'est pas physiquement acceptable, alors une nouvelle solution 

de J'équation 011.13} est cherchée en modifiant à nouveau la valeur de P 
0

. La 

figure III3 donne un exemple de calcul pour t = q = r = a = 1, eP= 0.84, S = 

0.01, y = 0.1, V = 0.004 et U = 0 . La solution {a} calculée avec le logiciel 
p p 

HAFF.PRG devéloppé au laboratoire donne une pression P 
0

= 1.6836 alors que 
(b) donne P = 2.5886. cette dernière solution étant physiquement compatible 

0 

avec l'écoulement dans un puits, alors que la première ne l'est pas. 
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Figyre jf];l. : Différentes solutions pour V et U 

Organigramme du logiciel de résolution HAFF.PRG de l'équation 

UlLlJl !J.l de calcul des autre.§ caractéri_§_g_y_es de L'écoulement 

L'organigramme donne les trois étapes de calcul pour obtenir les vi

tesses de fluctuation V(Y) et d'écoulement U(Y}. Il donne notamment la 

technique de calcul utilisée pour obtenir la pression P 
0 

donnant une fonc

tion V(Y) dont les valeurs à la paroi gauche et la paroi droite sont les mê

mes. 

Entrée des paramètres matériau 

q, r, t, y 
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Entrée des paramètres matériau/paroi 

Entrée du rapport S == d/21 

Entrée de la vitesse de fluctuation Vp au 

niveau de la paroi gauche (Y = -0.5) 

d'une pression P estimée pour 

l'amorçage du calcul 

Calcul de dVp/ dY avec eh36a 

Résolution numérique de eh35a 

V(0.5) 

Résolution de eh35a Vp2 = V(0.5) 
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Tracer la vitesse de fluctuation VCYJ 

Entrée la valeur le la vitesse de glissement 

le long des parois 

Calcul numérique de la vitesse d'écoulement 

U(Y) avec eh42 

Tracer la vitesse d'écoulement UCYJ 

non---------------~-------------, 
Solution valable physiquement 

v. Influence des différents coefficients du modèle sur les 
caractéristiques~ l'écoulement 

V.t Influence de la vitesse de fluctuation en paroi V P 

Il parait intéressant d'étudier l'influence de la vitesse de fluctuation 
sur la vitesse d'écoulement ou sur la variation de la distance S qui sépare 
les grains entre eux. La figure III4 montre la variation de la vitesse de fluc
tuation dans une section de l'écoulement en fonction de la vitesse de fluc
tuation en paroi V p' Les paramètres t, q, r, a sont pris égales à 1, le coeffi
cient y d'élasticité des chocs grain-grain vaut 0.01 pour cette étude, alors 
que Je coefficient eP de restitution de J'énergie pour les chocs grain-paroi 
vaut 0.84. La géométrie du puits est donnée par le paramètre S = 0.01. La fi
gure III4 montre encore la variation la de la vitesse d'écoulement U(Y) 
calculées à partir des courbes V(Y) de la même figure. 

La figure III4 montre que la vitesse de fluctuation V P au niveau des 
parois à une trés grande influence sur la courbe VCY) de la vitesse de fluc
tuation comme sur la vitesse d'écoulement U(Y). La connaissance de la valeur 
de V P est donc primordiale pour pouvoir approcher des écoulements gravi-
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taires de matières granulaires avec le modèle que nous avons développé dans 
ce chapitre. Par contre comme on le voit également la vitesse V P n'a pas 

c: 
Cl ·-J 
~ 

:;:: 
11.1 

"CC 

Il( 

"' 11.1 -·-.. 

VItesse de fluctuation V(Y) 

•. 8J. ..---~--~----:-----., 

8 
-e.s -8.211 8 8.25 e.s 

v 

0 Vp = 0.002 Po = 6.1096 

+ Vp = 0.003 Po = 6.1096 

)o( 
vP 0.004 Po 6.1096 

~ Vp = 0.005 Po = 6.1096 

.. 
c: 

Vitesse d'écoulement U(Y) 
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~1 = 1.181 10-5 
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~~ = 4.2525 10- 6 

.6.1 = 1.9000 10-6 

8 8.21!1 

Figure III4 : Influence de VP sur les vitesses V(YJ et U(YJ 

8.1!1 
y 

d'influence sur la pression à l'intérieur de l'écoulement gravitaire. Les va
leurs minimums et maximums des courbes V(Y) de la figure III4 données 
dans Je tableau IIIl ont toutes la même abscisse Y, soit respectivement 0 et 
0.4. 

Tableau III1 

vP vmlni vmaxl 

0.002 0.0003007 0.003188 

0.003 0.0004532 0.004783 

0.004 0.0006014 0.006377 

0.005 0.0007516 0.007972 . 
valeurs minimums et maximums des courbes V(YJ 
de la figure ll/4 

Lorsqu'on fait le rapport des valeurs V P' V min' V max pour deux cour
bes quelconques du tableau lill on constate que celui-ci reste constant. On 
peut ainsi par exemple écrire : 

0.002 
0.005 

= 0.003188 = 0.0003007 = 0 40 
0.007972 0.0007516 . 

Ce résultat permet de décomposer le fonction V(Y), représentant la vitesse 
de fluctuation, de la manière suivante 

V(Y) = V*· V (Y) 
n ' 

(111.32) 
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v* est un facteur qui dépend des caractéristiques de l'écoulement, telles que 
le débit ou la vitesse de glissement le long des parois. La fonction V n{Y) dé
pend des caractéristiques du puits et des valeurs des contantes de la modé
lisation théorique qui caractérisent le matériau granulaire. 

La figure IIIS montre la variation de la distance S qui sépare les grains 
ainsi que la variation de la masse volumique par rapport à la masse volumi
que au repos p

0
• Ces deux types de courbes sont natureJiement déterminées 

à partir des courbes V(Y) de la figure III4 et avec les relations (Ill.30) et 
(II1.31). 

--.. .... 
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"' u ... 
1 ... ... --
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0 0 ......... ··"· ................................... .. 
0 • • . . . 
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a 

+ 
x 

" L.l. 
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c: ........................... 0 ... ., 
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• 0 
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0 • 

0 • 

•• 25 

8.882 

8.003 

8.884 
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Figure fh6,.;, Variation de la distance S{Y) et de p{y)/p0 
en fonction de V P 

8.3 ., 

La figure IIIS montre que plus la vitesse de fluctuation V(Y) est éle
vée, plus la distances entre les grains S(Y) est grande et plus faible sera la 
masse volumique du matériau à l'intérieur de l'écoulement gravltaire soumis 
à un taux de cisaillement élevé. 

Les quatres graphes des figures III4 et 1115 montrent très clairement 
qu'au milieu de l'écoulement il se forme un bouchon dont la largeur est 
fonction des paramètres de l'écoulement. A l'intérieur du bouchon les grains 
sont très proche les uns des autres et s'écoulent avec une vitesse verticale 
uniforme. La masse volumique du matériau dans le bouchon est d'ailleurs 
très proche de la masse volumique au repos p

0
• Alors qu' au niveau des pa

rois le matériau est soumis à un fort gradient de vitesse qui provoque une 
dilatance du matériau, qui engendre une augmentation de la distance S entre 
les grains qu'au milieu de l'écoulement. 
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V.2 Influence du coefficient y 

La figure 1116 montre l'influence du coefficient de restitution de 
l'énergie y lors des chocs grains- grains lorsque le coefficient en paroi y 

p 
est plus faible que y. La figure 1117 montre l'évolution des vitesses de fluc-
tuation et d'écoulement lorsque nous supposons que y = y p· Cette dernière 
hypothèse peut être réalisée en collant le matériau granulaire sur le parois 
du canal. La figure III8 montre enfin l'influence de y lorsque celui-cl est 
inférieur à y p· 
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r P = 0.1 

Sur les trois figures III6, 1117 et III8 on constate d'une manière gènè
rale que le coefficient d'élasticité des collisions y à une grande influence 
sur les valeurs des vitesses d'écoulement U(Y) et sur la forme des ces mê
mes courbes. En effet plus y est faible est plus faible sera la vitesse 
d'écoulement uP sur l'axe central du puits et plus faible sera la largeur da 
bouchon au milieu du puits. 

Ce phénomêne peut s'expliquer de la manière suivante. Plus les grains 
constituant le matériau granulaire absorbe l'énergie lors des collisions entre 
grains, plus élevé sera le coefficient y. Pour de tels matériaux l'énergie aura 
tendance à se dissiper rapidement en allant de la paroi vers le centre, ce qui 
entraînera une chute rapide de la vitesse de fi uctuation vers zéro. Une vi
tesse de fluctuation nulle signifie que les grains ne sont plus animés d'un 
mouvement vibratoire aléatoire autour de leurs position moyenne, c'est à 
dire que les grains restent en contact quasi permanent, la distance S tend 
vers zéro {fig.IIIS}. Il se forme un bouchon central s'écoulant avec une vi
tesse uniforme sur toute sa largeur. Plus ce bouchon sera large plus il sera 
lourd, donc plus grande sera vitesse d'écoulement. Le poids du bouchon fa
cilitant Ja chute de celui-ci à travers le matériau granulaire. Cet écoulement 
peut être schématisé par un piston coulissant entre deux couches soumises à 
un taux de cisaillement, qui joue Je rôle de 1 ubrifiant pour favoriser le mou
vement du piston. 

On peut encore remarquer que de tels écoulements sont à la limite de 
validitée du modèle, car n'oublions pas qu'une des hypothèses est que la 
distance S entre les grains est très faible par rapport au diamètre d des 
grains, mais qu'en aucun cas cette distance S peut être nulle. 
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v.a Influence du coefficient y P caractérisant les collisions 
grain-paroi 

Les courbes de la figure III9 montrent que 1 'influence du coefficient 
Yp n'est pas négligeable. Comme dans le paragraphe précédent plus le 
coefficient caractérisant l'élasticité des collisions grain-paroi augmente, 
plus la vitesse d'écoulement U(Y) augmente. 
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y = p 0.01 x 'Yp = 0.03 

y = p 0.1 

8 = 0.01 vP = 0.004 

La figure III10 montre que la constante t n'a pas d'influence sur les vi
tesses de flutuation et d'écoulement, mais que par contre il sert à ajuster la 
pression à l'intérieur de l'écoulement sur des données expérimentales. En 
effet on se rend compte qu'il apparait toujours le rapport P 

0
/t dans les 

équations (III.l3) et (III.23) que nous avons établies dans ce chapitre. Ce 
rapport restant naturellement toujours contant pour un type d'écoulement. 
Dans 1 'exemple qui a été choisi sur la figure lillO P 

0
/t vaut 6.1096. 

Par ailleurs on constate encore que la constante t n'a pas d'influence 
sur le paramètre .D.t décrivant le foisonnement du matériau pendant son 
écoulement et sur la distance S(Y) qui sépare les grains entre eux. En effet 
dans les relations UII.28) et UII.30) permettant le calcul de .D.l et de S(Y), le 
rapport P 

0
/t, constant quelle que soit t, est multiplié par la fonction V(Y) 

au carrée, ou par l'intégrale de cette dernière, qui sont également invariante 
lorsque t varie Uig.IIIlO}. 
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x t = 3.0 Po = 18.3288 ~l = 7.55 10-6 

Figure III10 : influence du paramètres t sur V(Y) et U(Y) 

a = q = r = 1 Vp = 0.004 r = 0.01 a = 0.01 ep = 0.84 

a.5 ., 

La relation (lll.31) permet encore d'affirmer que la variation de la 
masse volumique p(Y) est également indépendante de la constante t, car p(Y) 
est directement proportionnelle à la distance S(Y). Tout ceux-ci est tout à 
fait logique car le paramètre ~~ et les fonctions S(Y) et p(Y) sont étroite
ment liés, car ils décrivent tout les trois le foisonnement du matériau gra
nulaire pendant l'écoulement. 

v.s Influence de la constante r 

La figure Illlt montre l'évolution des vitesses de fluctuation et d'écou
lement lorsque la constante r introduite par HAFF dans l'équation (11.16) va
rie. Plus r augmente et plus la vitesse de fluctuation a tendance à s'unifor
miser sur toute la largeur du puits. Ce qui entraine une diminution de la vi
tesse d'écoulement avec un rétrécissement de la largeur du bouchon qui se 
forme au centre. 

V.6 Influence de la constante q 

Comme le montre la figure III12 la constante q n'influence pas la vis
tesse de fluctuation. En effet si on regarde l'équation différentielle (III.13) 
dont V(Y) est la solution, on constate que le produit P0

2 · q reste constant 
lorsque q varie. Dans l'exemple de la figure 11112 le produit P0

2 · q est égal à 

- 86-



Modélisation de l'écoulement gravltaire à l'intérieur d'un puits vertical 

37 .32. Mais par contre la constante q intervient dans l'équation HII.23) pour 
le calcul de la vitesse d'écoulement. Ce terme. q sert dans la relation (11.12) 
à déterminer le gradient de vitesse d'écoulement du/dy à partir de la con
trainte de cisaillement t. 

1 -+' -i --.. ... .. 
"' ! -""" 

1 ---~ w 
::0 --.. .. ... 
"' .. .... -""" 

Vitesse de fluctuation V(Y) 

8.lU • .-----..,..---..,.------,,..-----, 

8.882 ......... :. 

i -8.88 . 

li -: 
u -;;, ., 
"' "' .. :: .. 

Vitesse d'écoulement U(Y) 

• * ...................... - ................. .. . . . . . 

·~~~~~~--~rT~~rT~~~ -8.825 '-r~~~~~-r-r-rT~~_,...~.,...,....J 
-8.5 -8.25 • 8.25 8.5 -8.5 -8.25 • 8.25 8.5 ., ., 

c r = 0.5 + r = 1.0 x r = 3.0 

Figure III11 : influence da paramètres r sur V(YJ et U(YJ 
a = q = t = 1 Vp = 0.004 r = 0.01 8 = 0.01 ep = 0.84 

Vitesse de fluctuation V(Y) Vitesse d'écoulement U(Yl 
e.ae7r-----:-----..,.---~-----, 

. . . ....... ...... . . . .. . ... .................... . 

. ........ ~\········~·········:········ . . . . 
••• 8 ....... ·-:·· ...... ~······ . . . . . . . . . , .. 
&.881 ......... , .... .:_··~···f'L ............ . 

~. 

·~-r~rT,_~-.-r-~~~~~~~ 
-8.5 -8.25 e e.2::s 8.::1 

-8.83'-r-.~~,-~-r-r-rT~~-r~rT....J 
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a q = 0.5 + q = 1.0 x q = 3.0 
P

0 
= 8.6402 P

0 
= 6.1096 p 0 = 3.5273 

Figure 11112: influence du paramètres q sur V(YJ et U(YJ 
a = t = r = 1 Vp = 0.004 r = 0.01 8 = 0.01 ep = 0.84 
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VI. Confrontation du modèle avec des mesures réelles 

Vl.t Généralités 

Avant d'appliquer notre modélisation originale développée dans ce 
chapitre à des écoulements de matériaux ganulaires naturels, nous avons 
confronter la théorie avec des écoulements gravitaires de billes de verre à 
l'intérieur de trémies dont les parois sont faiblement inclinées par rapport à 
la verticale. Les billes constituant le matériau modèle ont toutes un diamè
tre de 5 millimètres, de plus elles respectent d'une manière excellente les 
hypothèses d'utilisation de la modélisation. Les champs de vitesses expéri
mentales déterminées par une technique de mesure présentée dans le chapi
tre suivant sont représentés dans l'annexe 1. 

Vl.2 Comparaison des vitesses théoriques 
avec les vitesses expérimentales 

Nous nous contentons dans ce paragraphe de faire la comparaison en
tre les vitesses théoriques et les vitesses expérimentales pour les profils 
aux cotes de 20 et 35 centimètres avec des parois inclinées à 10 degrés par 
rapport à la verticale. Les parois de la trémies étant elles-mêmes recouver
tes de billes de verre afin d'obtenir l'égalité entre les paramètres y et y p' 

L'ouverture de l'orifice inférieur de la trémie est fixée à 2.66 centimètres. 

X= 20 cm X= 35 cm 
•r---~---~--~----~ 

= -8.82 

~ " • ti -8.84 -
~ ~::::~ ) 
~ -··· "" j· 

-8.12 .. ~ 1 

···~J·· 
-e .. .18'------'--.;;.." _" _ _.__"__;;_" -'------' 

-8 • .14 

-8 • .16 

-8 • .12~---~---~----~---~ 
-8.:s -8.2:1 8 8.2:s 8.:S -e. :s -•. 2:1 • 8. 2:1 e. :s 

y y 

Figure 11113 : comparaison des champs de vitesses adimensionnelles 
théoriques et expérimentales pour les billes de verre 
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La figure III13 donne la comparaison des différents champs de vites
ses, elle montre une excellente concordance et:ttre les vitesses théoriques et 
les vitesses expérimentales. Les différents paramètres de la modélisation 
pour les billes de verre de 5 millimètres de diamètre sont les suivants 

q = 1.4 r = 1.2 y= 'Yp = 0.023 ~p = 0.8 

La technique de détermination des paramètres ci-dessus caractérisant les 
billes de verre de 5 millimmètres de diamètre et décrite dans les chapitres 
suivants. 

'VIl . Conclusion 

Les équations décrivant 1 'écoulement gravi taire d'un matériau granu
laire ont été déterminées d'un manière originale à partir du modèle proposé 
dans le chapitre précédent. Comme on peut le constater les caractéristiques 
de l'écoulement, comme la vitesse d'écoulement, la pression et la variation 
volumique dépendent toutes de la vitesse de fluctuation des grains. Cette 
vitesse est donc une grandeur essentielle pour pouvoir caractériser les 
écoulements gravitai res rapides. 

L'algorithme developpé au laboratoire permet dans un premier temps 
de calculer numériquement la vitesse de fluctuation et la pression à 
l'intérieur de l'écoulement. La seconde étape consiste à calculer les vitesses 
d'écoulement et des grandeurs caractérisant la variation de la masse 
volumique à partir de la connaissance de la fonction représentant la la 
variation de la vitesse de fluctuation dans une section transversale de 
l'écoulement. 

La dernière partie de ce chapitre étudie les modifications du compor
tement de 1 'écoulement lorsque les caractéristiques du matériau étudié 
changent. L'influence des différentes constantes du modèle sur les vitesses 
de fluctuation et d'écoulement, et sur la pression est traduites par des 
courbes. A partir de ces courbes on constate que la plupart des paramè
tres de la modélisation carctèrisant le matériau et la paroi ont une grande 
influence sur les grandeurs caractéristiques de l'écoulement gravitaire. Dans 
le dernier paragraphe nous montrons que notre modélisation redonne les 
vitesses réelles avec précision très satisfaisante, à condition de connaitre 
les constantes caractéristiques du matériau que sont les billes de verre dans 
ce cas. Il sera donc trés important de développer dans la suite de ce travail 
une procédure visant à déterminer de manière précise les différents paramè
tres et constantes. Cette recherche pourra se faire par exemple en calant 
les vitesses d'écoulement théorique sur des mesures expérimentales. 
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Caractérisation expérimentale d'un écoulement gravltalra é. l'Intérieur da trémies 

1. Introduction 

Caractérisation expérimentale 

d'un écoulement gravitaire 
à l'intérieur de trémies planes 

Une meilleure compréhesion des mécanismes d'écoulement des maté
riaux granulaires à l'intérieur de trémies convergentes nécessite de longues 
investigations expérimentales. De nombreux auteurs tels que BUGGISCH & 
FUTTERER dans [7], [8] et [10], SAVAGE dans [82], NEDDERMAN & 

LAOHAK UL dans [71 1 ont mené des études expérimentales pour déterminer 
les champs de vitesses à l'intérieur de trémies ou de silos plans. Mais dans 
la littérature on ne trouve pas trace d'études expérimentales compl êtes 
visant à déterminer l'influence de l'inclinaison et de la rugosité des parois 
latérales sur l'écoulement des matériaux granulaires à l'intérieur des 
trémies planes. 

Il nous a donc paru intéressant de mesurer les champs de vitesses à 
l'intérieur de plusieurs trémies bidimensionnelles de géométrie et de rugosi
té de paroi différentes. Pour chaque type de rugosité de paroi et d'incli
naison de paroi nous avons ainsi déterminé la variation du débit massique au 
cours du temps, et les champs de vitesses sur trois niveaux différents. La 
détermination des profils de vitesses verticales est faite par une méthode 
qui s'Inspire d'une méthodologie déjà utilisée au laboratoire dans les ouvra
ges [1001 , [1021, et [501. Les points expérimentaux des différents profils de 
vitesses sont ensuite approximés par plusieurs méthodes pour obtenir des 
courbes passant au mieux par les points. 

Ces données expérimentales pouront servir par la suite à vérifier ou à 
infirmer des modèles mathématiques ou numériques caractérisant ce type 
d'écoulement. 

Cette longue et laborieuse étude expérimentale met en évidence 
plusieurs types d'écoulement de matériaux granulaires en fonction de l'incli
naison des parois des trémies. Celle-ci varie entre o• et 33• par rapport à la 
verticale. En effet pour des angles tt faibles par rapport à la verticale nous 
sommes en présence d'écoulements soumis à des taux de cisaillement élevés 
au niveau des parois, alors que pour des angles d'inclinaison plus élevés 
apparaissent des zones proches des parois où la vitesse d'écoulement du 
matériau est faible voir quasiment nulle. L'épaisseur de cette zone morte 
semble s'agrandir lorsque la rugosité des parois augmente. 
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Caractérisation expérimentale d'un écoulement gravltalre à l'Intérieur de trémies 

11. DescriPtion des essais réalisés 

ll.t Généralités 

Toute une série d'essais dont les caractéristiques sont données dans le 
tableau IVl ont été réalisés afin de mieux comprendre l'influence de l'incli
naison et de la rugosité des parois des trémies sur les champs de vitesses et 
donc sur les contraintes à l'intérieur d'un écoulement de matière granu
laire. Comme celà est précisé dans le tableau IVl pour chaque type de trémie 
nous avons déterminé, dans la mesure du possible, les profils de vitesses 
aux cotes x= 20 cm, x = 35 cm, x= 55 cm <fig.IV7, fig.IVlS}. L'épaisseur des 
trémies h et la largeur t1 {fig.IVU de l'orifice inférieur sont les mêmes pour 
tous les essais, c'est à dire 3 centimètres pour l'épaisseur et 4 centimètres 
pour la largeur de l'orifice de vidange. Notre objectif fut dans un premier 
temps de faire varier l'angle <X d'inclinaison des parois par rapport à la 
verticale de 0 • jusqu'à 33 • {fig .IVH . Mais lors des essais préliminaires, H 
c'est rapidement avéré que l'alimentation de la trémie en matériau grâce au 
bac surmontant le dispositif expérimental {fig.IV7} n'était plus possible 
pour des angles <X entre 0 • et 4 •. Le débit est trop élévé pour de telles géo
métries. 

t t 
Pasoi _ 
verticale --

Figure IVJ : Les différents angles o: d'inclinaison des trémies planes 

Par ailleurs il se produit un foissonement important lors de l'ouvertu
re de l'orifice inférieur de largeur l1 {fig.IVU lorsque l'inclinaison des parois 
par rapport à la verticale est inférieure ou égale à 4 degrés. Il se crée ainsi 
de grands espaces vides entre les grains qui empêchent tout contact entre 

les grains ou entre les grains et les parois. Pour ce type de trémies on est 
en présence d'un phénomêne qui ne peut plus être considéré comme un 
écoulement de matériau granulaire car les grains, n'ayant plus d'interaction 
entre eux, tombent individuellement en chute libre. Ces raisons nous ont 
dissuadées d'étudier des trémies ou des puits dont les parois étaient 
verticales ou quasi verticales et dont l'orifice inférieur est de même largeur 
que le puits ou la trémie à son extrémité inférieure <fig.IVH. 



C_iit.ract6rlsatlon exp6rlmentale d'un 6coulement gravltalre Il l'Intérieur de tr6mles 

11.2 Le matériau arranulalre 

Des petits pois secs ont été utilisés pour tous les essais d'écoulement. 
Ils présentent l'avantage d'être un matériau granulaire naturel dont les par
ticules sont de forme sphérique. Le diamètre des grains varie entre 6mm et 
9mm, le diamètre d moyen est alors égal à 7 .S millimètres. En plus de leurs 
sphérlcité, les grains ont une surface lisse et dure. L'angle de frottement 
interne .p fut mesuré sur la botte de clsaiJiement de Casagrande {flg.IV2} est 
donné par la figure IV3. L'angle de frottement .p fut mesuré sur ce type 
d'appareillage et non sur une machine triaxiale, bien que cette dernière don
ne des valeur plus fiables,, car les angles de frottement en. parois 'Pp ont 
été déterminés avec la même boite de cisaillement de Casagrande. La mesure 
de l'angle de frottement en paroi étant trés délicate avec un appareil 
tri axial. 

Effort normal Ci" 

bâti ruœ 

Matériau granulaite 

figare IV2 : boite de cisaillement de Casagrande 

-N 

~588&T-----------------------------------------------, 

c 
;;;: .1.888 .. 
'a -

Mesure œ l'effort Jan,gen1iel -c-

.,. a a ~ • '11!.67346 x -tea 
c: 
cu g '9 = arctg<0.67346) = 33.95 • .. ... ... c: 
D 
u 

5888 .1.88" 1.5888. 28888 

Contrainte narRale [dai/R%1 

figare IV3 : angle de frottement interne des petits pois 

La mesure de la masse volumique au repos P
0 

des petits pois secs 
donne une valeur de 818 daN/m3 . 
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11.1 Les parois des trémies 

Pour mieux comprendre l'Influence de la rugosité des parois sur les 
caractéristiques de l'écoulement, nous avons utilisé pour une même geomé
trie de trémie quatre types d'état de surface de paroi, afin d'obtenir quatre 
angles de frottement en paroi différents . 

.f.wlil 

Le premier type de paroi s'obtient en collant tout simplement des 
grains de petits pots sur les parois des trémies. Cette paroi permet dans les 
chapitres suivants de caler plus facilement notre modèle sur les mesures 
expérimentales. En effet ce procédé supprime une inconnue, l'interaction 
grain-grain est dans ce cas la même que l'interaction grain-paroi. La figure 
IVS montre l'évolution de la contrainte de cisaillement t en fonction du 
déplacement, alors que la valeur de l'angle de frottement <Pp des petits pois 
sur la paroi est donnée par la figure IV6. Comme on pouvait s'y attendre 
l'angle de frottement en paroi <Pp est quasiment égal à l'angle de frottement 
interne cp des petits pois. Les angles de frottement en paroi ont été mesurés 
sur la boite de cisaillement de Casagrande, dans le bâti inférieur le matériau 
granulaire est remplacé par un échantillon de paroi comme le schématise la 
figure IV4. Cet essai donne un angle cpP égal à 34.62• pour la paroi de type 1 

Mesure de l'effort tangentiel ""t:' 

Paroi 
type 1, Il, Ill ou IV 

figure ill mesure de l'angle de frottement en paroi 

Le second type de paroi est en bois lisse. L'angle de frottement 'Pp· 
mesuré avec le dispositif de la figure IV4, des petits pois sur cette paroi en 
bois vaut t6.U degrés {fig.IVS, fig.IV6} . 

.J!Hgj 111 

L'état de surface de cette paroi est obtenu en collant du sable quart-

-!3~-

Ci 



zeux de granulométrie 1.6/2 mm sur celle-ci. Pour un tel état de surface on 
obtient un angle de frottement cp P = 30 .62•. 

Parot.IT 

Cette dernière paroi est également réalisée par collage de sable quart
zeux sur celle-cl. La granulométrie du sable est cette fois ci de 0.315/0.40 
mm. L'angle de frottement mesuré avec l'appareillage de la figure IV4 est de 
23.89•. Valeur intermédiaire entre la paroi lisse (Il) et les parois rugueuses 
de type I ou III . 
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{/gare IVS contrainte de cisaillement r en fonction da 
déplacement et de la contrainte normale a 

Classification de la rugosité des parois 

D'après la norme DIN 1055 Teil 6 qui décrit les efforts exercés par la 
matière ensilée sur les cellules de stockage, on peut classer les quatres 
parois dans les trois catégories proposées par cette norme. 
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- parois rugueuses : type 1 et Ill 
- parois moyenement rugueuses : type IV 
- parois lisses : type Il 
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filmee ill : angles de frottement en paroi tp P 

n• type n• type angle cotes X des profils de 
manip paroi manip paroi <X r•J vitesse [cml 

3 I 13 II 6 20, 35, ss 
4 I 14 II 10 20, 35, 55 
s 1 15 Il 15 20, 35, 55 
6 I 16 II 19.15 20, 35, 55 
7 I 17 II 24.22 20, 35 
8 I 18 II 28 20, 35 
9 I 19 II 33.1 20 
23 III 33 IV 6 20, 35, 55 
24 Ill 34 IV 10 20, 35, 55 
25 III 35 IV 15 20, 35, 55 
26 III 36 IV 19.15 20, 35, 55 
27 Ill 37 IV 24.22 20, 35 
28 III 38 IV 28 20, 35 
29 III 39 IV 33.l 20 

Tableaq .il1 : configurations des trémies étudiées 
épaisseur 3cm, largeur de J'orifice inférieur 4cm 

II 1. Dtsooslttf exoértmental 

Pour pouvoir réaliser avec un même dispositif les différentes géomé
tries de trémies présentées dans le tableau VIl, nous avons conçu et réalisé 
au laboratoire le montage représenté par la figure IV7. Ce dispositif expéri-
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mental est constitué d'un cadre fixe resposant sur une table, il est encore 
surmonté d'un bac d'alimentation en matériau pour les trémies. Ce bac 
permet d'assurer un écoulement permanent à J'Intérieur des trémies planes 
que 1 'on va étudier. 

A l'intérieur du cadre fixe on peut déplacer les parois latérales pour 
réaliser différentes géométries, comme Je montre Je schéma de fonctionne
ment de la figure IV7. La conception des parois permet de mettre en oeuvre 
les quatres types de paroi que nous avons présenté dans le paragraphe pré
cédent. 

55 cm 

E~ut minimum : 3 cm 
--~ ....... 

Trémie plane à géométrie varia~e 

Fleure IV7 : dispositif expérimental 

L'épaisseur minimale de 3 cm de l'écoulement est. limitée de part et 
d'autre du cadre fixe par une paroi vitrée ammovible à travers lesquelles on 
peut visualiser J'écoulement. 

IV Observations faltent .l.!!n de !:écoulement 

Lors de l'ouverture de la trappe obturant l'orifice inférieur nous avons 
pu observer que le passage de l'état au repos à l'écoulement se fait pro
gressivement du bas vers Je sommet de la trémie. On peut ainsi observer Je 
déplacement rapide vers le haut d'une voftte s'appuyant sur les parois de la 
trémie {fig.IV8}. La propagation de cette votlte est due à son effondrement 
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immédiat après sa formation, les causes de la rupture des voOtes sont 
clairement expliquées dans le paragraphe V du chapitre I. Sous la limite 
éphémère de la voOte les grains commence s'écouler, au-dessus ils restent 
encore immobiles. Par ailleurs on devine que la matériau augmente légère
ment de volume sous cette limite, c'est à dire lorsqu'tl s'écoule. Il se cré un 
petit espace vide entre les grains du matériau qui se meuvent en s'entrecho
quant. Au dessus de la vodte la masse volumique reste égale à la masse 
volumique au repos P0 • 

voule se déplaçant vers 
le haut 

fo) f 

figure IVB : mise en place d'un écoulement permanent 

Le phénomêne décrit ci-dessus est surtout visible pour des tremies 
dont l'inclinaison <X {fig.IV8} est inférieure ou égale à 15 degrés, voir 20 de
grés pour les parois lisses du type II. 

Pour des angles <X inférieur à ts• ou 20" on observe également que 
l'écoulement est formé d'à-coups successifs. Au-delà d'un angle <X de 20 
degrés ce phénomène n'est quasiment plus perceptible. Pour de tels écou
lements (oc ~ ts•, 20•), on ne peut que parler d'écoulement stationnaire en 
moyenne sur un laps de temps suffisamment grand. Ces à-coups successifs 
peuvent s'expliquer par la formation et J'effondrement successif d'une vodte 
{fig .IV9} à l'intérieur de l'écoulement au-dessus de l'orifice inférieur de la 
trémie. La voOte s'effondre instantanément pour les mêmes raisons que 
précédemment. 

formation : ·'·~ .. 
ralen~ent -s~f:\:.'. 
des gra1ns ·.•· :t· • ~. ·. 

__ ; .;f~~f>:-{~;- . 
(/gare ill : la cause des a-coups a l'intérieur de l'écoulement 
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Si cette hypothèse s'avère exacte la formation de la voftte entrainerait 
un léger ralentissement des vitesses d'écoulement des particules et une di
minution instantanée du débit massique. L'effondrement de la voftte provo
querait alors une petite augmentation des vitesses, comme du .débit. Cette 
succession de ralentissements et d'accélérations s.erait alors à l'origine des 
à-coups perceptJbles durant la vidange des trémies. Une conséquence de la 
manifestation de ce phénomêne est que les vitesses d'écoulement auront 
tendance à fluctuer autours d'une valeur moyenne à une position donnée 
à l'intérieur de l'écoulement. 

Durant tous les essais realisés au laboratoire, on a observé pour des 
angles (X toujours encore Inférieurs ou égals à 15 ou 20 degrés suivant le ty
pe de paroi, que les vitesses d'écoulement augmentaient régulièrement et 
fortement à partir de la paroi jusqu'à une abscisse horizontale ~. A partir de 
1 'abscisse ~ et jusqu'au milieu de 1 'écoulement le gradient de vitesse devient 
plus faible voir nul. Ceci s'accorde avec les mesures faitent dans [7U, ott 
l'on décompose les écoulements rapides en deux zones distinctes. La pre
mière au niveau des parois d'épaisseur ~ est soumise à un gradient de vitesse 
élevé, donc à un taux de cisaillement élevé. Alors que la seconde s'écoule 
avec une vitesse quasiment uniforme sur toute sa largeur. Par contre pour 
des angles (X supérieurs à ts• ou 20• on a pu observer des phénomênes 
différents des précédents. Pour les parois rugueuses de type I ou II on a pu 
observer la formation d'une trémie naturelle, ou d'une cheminée à 1 'intérieur 
de l'écoulement {flg.IVlO}. La formation de la cheminée pour des trémies à 
parois plus lisses du type II ou IV est moins perceptible qu'avec les parois 
rugueuses. 

T 
L 

t 
30cm 

t 

Figures IVIO: formation d'une cheminée A l'intérieur des écoulements 
« > Js· 

A l'intérieur de la cheminée d'écoulement le matériau s'écoule rapide
ment alors qu'à 1 'extérieur de la cheminée les grains ne s'écoulent plus ou 
avec des vitesses trés faibles. La forme et la taiJie restent environ les mê
mes quelle que soit 1 'angle (X supérieur à ts• et quelle que soit le type I ou 
III des parois. La largeur de la cheminée d'écoulement est aux alentours de 
30 
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centimètres à la cote x de 50 centimètres, cette largeur diminue lorsque l'on 
se rapproche de l'orifice inférieur. 

Ces observations préliminaires de l'écoulement des petits pois à tra
vers les différentes trémies du tableau IVl, montrent que nous sommes très 
certainement en présence de deux types d'écoulement. Le premier est un 
écoulement soumis à un taux de cisaillement élevé, alors que le second 
semble avoir des gradients de vitesse et des vitesses d'écoulement nettement 
plus faibles que Je premier type. 

v. Débit massique M fonction del!! configuration~ trémie 

v.t Poids écoulé en fonction du temps 

Avant de mesurer les vitesses d'écoulement il s'agit de vérifier que le 
débit massique des différentes trémies étudiées et indépendant de la hauteur 
de charge de matière granulaire au-desus de l'orifice de vidange, ce qui est 
vrai pour des silos modèles réduits étudiés dans [1001 et [501, et dans d'au
tres travaux. Mais peu de mesures de débit sur des trémies ont été réalisées 
à ce jour. La figure IVll montre les résultats obtenus en mesurant le poids 
de matériau écoulé en fonction du temps pour les différentes trémies du 
tableau IVl. 

balance 

Figqre lVII mesure du poids écoulé en fonction du temps 

Les mesures de débit furent effectuées en plaçant le récipiclent de récupé
ration des petits pois sur une balance, à coté de laquelle est placé un chro
nomètre. Pendant la vidange du dispositif expérimental (trémie avec son bac 
d'alimentation} on filme simultanément l'affichage de la balance et du chro
nomètre {fig.IVll}. Le dépouillement des films permis alors de tracer le 
poids écoulé en fonction du temps <fig .IV12}. 
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figure l.X1.J. : Poids écoulé en fonction du temps 

Les courbes de la figure 1Vl2 montre que pour chaque type de paroi et 
que pour tout angles d'inclinaison par rapport à la verticale compris entre 6• 
et 33.1• nous avons une relation Jinéaire entre Je poids écoulé et le temps de 
vidange. Le débit massique est donc constant pendant la vidange du disposi
tif expérimental, sa valeur en kilogrammes par seconde est donnée par les 
pentes des différentes droites de Ja figure IV12. Dans Je tableau IV2 on re
trouve les valeurs du débit massique pour chaque trémie. 

n• débit n• débit n• débit n• débit 
manip [kg/sl manip [kg/sl manip [kg/s] manip [kg/sl 

3 0.493 13 0.609 23 0.528 33 0.591 
4 0.456 14 0.482 24 0.441 34 0.506 
5 0.433 15 0.417 25 0.428 35 0.501 
6 0.471 16 0.404 26 0.343 36 0.365 
7 0.381 17 0.388 27 0.367 37 0.401 
8 0.378 18 0.375 28 0.348 38 0.382 
9 0.463 19 0.324 29 0.377 39 0.369 

Tableau ill les débits massiques mesurés 

Une conséquence importante de ces résultats est que les champs de 
vitesses seront également indépendants de la hauteur de charge et du temps. 
La détermination de ces champs de vitesses pourra donc se faire sans veuil-
1er à garder une hauteur de remplissage constante à 1 'intérieur du bac d'ali
mentation des trémies. On se passe donc d'un système de rempHssage conti
nuel du bac pour assurer une hauteur de charge constante lors de Ja vidange. 
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Y.2 Débit en ronctton de l'angle de frottement en paroi 

Le tableau IV3 donne les valeurs de débit que nous avons mesuré sur 
le dispositif expérimental en fonction de l'angle de frottement en paroi. 

angle d'Inclinaison des parois par rapport à la 
type de verticale ["] 

cp [ "] p paroi 6 10 15 19.15 24.22 28 

16.11 Il 0.609 0.482 0.417 0.405 0.388 0.375 
23.89 IV 0.591 0.506 0.501 0.365 0.401 0.382 
30.62 Ill 0.528 0.441 0.428 0.343 0.367 0.348 
34.63 1 0.493 0.456 0.433 0.471 0.381 0.378 

Tableau IV3 : Débit massique Ckg/sl en fonction en l'angle 
de frottement en paroi 

33.1 

0.324 
0.369 
0.377 
0.463 

Ce tableau IV3, comme la figure IV13 montrent que le débit diminue 
lorsque l'angle de frottement en paroi cpP augmente, celà pour an angle <X 

d'inclinaison des parois de 6•. Ce phénomêne s'inverse lorsque l'angle <X 

dépasse la valeur de 33•. Pour des angles d'inclinaison compris entre ses 
deux valeurs extrêmes tl semble que le débit massique ne dépendent que 
trés peu de la rugosité et de l'inclinaison des parois. Surtout pour des 
angles allant de 24• à 2s•. 

-.,. ...... a 
&!S •• .... -.Cil .... 
G 

•• 

•• 

28 25 38 35 

Angle de frotteRent en parot[•] 

L~g•nd• 
a a AlJ)t\a = to• 

+ + "''""'· • , ... 
X X Al ..... a : tS 0 

~:!!. ~:!!. "''""'. • 1111. , ... * * f'llc:>ft:l = 24 .21!• 
• • Alpha • aa• * * "u""'a "' :sll. , .. 

Figure l.Y1.J. : débit massique en fonction de l'angle de frottement 
en paroi et de 1 'inclinaison des parois 
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YI. Détermination .!tH chamos ~vitesses 

YI .t Matériel utilisé 

La visualisation de 1 'écoulement se fait grâce à une caméra vidéo 
filmant à travers les parois vitrées da dispositif expérimental {fig. IV14}. La 
caméra dont on disposait au laboratoire filme avec un Intervalle de temps 6t 
de 0.04 seconde entre chaque image. Un dépouillement image par image des 

Figure l.YJ.1 : Dispositif expérimental pour la détermination 
des vitesses d'écoulement 

films vidéos sur un moniteur de télévision permet d'obtenir la référence 
''temps" indispensable au calcul des vitesses d'écoulement. Le répérage dans 
le plan (x,y) des particules de petits pois en mouvement {fig.IVtS} est permis 
grâce à un quadrillage de 1 cm de coté {fig.IV15} que l'on a gravé dans la 
paroi vitrée se situant devant la caméra vidéo. Certains grains de matériau 
sont colorés, afin de faciliter leurs repérage dans la masse du matériau lors 
du dépoutllement des films vidéos. 

x 

Quadrillage ~ i ·dm-~ oot.i 

Paroi de la trémie 

Figgre lJ!J1 : repérage dans le plan (x,yJ des particules en mouvement 
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Yl.2 Détermination des champs de vitesses 

Yl.2.1 Principe de détermination 

VItesse verticale d'une particule 

La caméra est placée devant chaque cote X {tableau IVU ott on cherche 
· les vitesses d'écoulement de maniére à cadrer horizontalement la largeur de 
l'écoulement comme le montre la figure IV18. Les HmJtes verticales du ca
drage sont environs de X+8 cm et de X-8 cm {fig.IV18}. 

Le dépouillement image par image des films permet de tracer l'évolu
tion de la position (x,y) dans les limites du cadrage de la caméra d'une par
ticule que l'on a suivie au cours de l'écoulement du matériau granulaire à 
l'intérieur de la trémie. L'écart de temps entre deux positions (x,y) successi
ves de la particule suivie est un multiple de 0.04 seconde. La figure IVl6a 
donne un exemple de trajectoire d'une particule lors de l'écoulement dans 
une trémie dont les parois sont inclinées de 6• par rapport à la verticale 
(essai n•a). Le graphe b de la figure IV16 montre l'évolut(on de la cote x de 
la particule en fonction du temps. Ce dernier permet d'apprécier l'accéléra
tion de la particule au cours de l'écoulement. 

s 45 ! 1 .... - f 8 ... 
M -

IIC 

1 ., 
i .. x •• • 
i a .... 
i a )( 

:ss 
1 0 )( 

35 f a 

0 x 

:se J 
• 5 :se 

y [CA] • .1.8 28 :se •• 58 •• 
Tettps lsec./1881 

a) position (x,yJ de la particule b) points expérimentaux x = f(t) 
pendant J'écoulement. Ll t = 0.08 s. 

Figure IV/6 : a = 6 • , matériau : petits pois, parois : petits pois (type IJ 

La vitesse d'écoulement verticale de la particule s'obtient par une mé
thode similaire à celle développée au laboratoire et que l'on retrouve dans 
les travaux [501 et ClOOJ. La méthode consiste à représenter pour Ja 
particule étudiée le temps t en fonction de la cote x {fig.IV17a}. Ces points 
expérimentaux sont ensuite approchés par un polynôme de degré de 2 ou 3 
pour obtenir la fonction t = g (x). La dérivée de la fonction ainsi obtenue 
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donne l'inverse de la vitesse verticale u(x). La dérivée g de la fonction g 

dt = g'(x) = _1_ 
dx u(x) 

permet de calculer la vitesse verticale instantanée pour toutes cotes x, et en 
particulier pour la cote X ou l'on cherche le profil de vitesses verticales. 

! 
.... 
"' -1 ..... 

5 5 i .... .. .... 5 1 i -4 ,. • .... 0 .., • .., 
:s -2 .. • .. 

"' • 2 
., .. -~ • ... 

-:s 
:se 35 •• :se :ss •• 

Cote X [Cil) x [Cil) 

a) approximation des points b) vitesse verticale instantanée 
expérimentaux : fonction g(x) 1/g{x) 

Figqce IY.1Z : Vitesse verticale de la particule dont la trajectoire est 
donnée par fJgare IV16 

La figure IVt7b donne la vitesse instantanée, calculée avec 1/g'(x), de 
la particule en fonction de sa cote x. Elle met en évidence l'accélération à 
laquelle est soumise la particule lorsque sa cote x diminue. 

Pour pouvoir représenter un profil de vitesse à une cote X nous de
vons encore déterminer la position horizontale Y de la particule à la cote X 
comme le montre la figure IV18. CelJe-ci s'obtient par régression linéaire 
entre la position (x,y), dont la cote x est immédiatement supérieure à la cote 
X, et la position (x,y), oil x est inférieure ou égale à X. 

Am médian ----- r ---- ---.. -;-------
Points de coordonnées (X, Y) 'Ill 

l 

ï 

1 ----+-----.......;'"' ------1 Cote X du potil de vitesse cberc1'8 
8 

Ecart de temps Cl. 
constallt entre chaque point 

1 
1 

1 

: Limite cadrage de 
1 la caméra vidéo 

' 1 

181 Points de mesure 1 

position (x ,y) connue : 

-----------------~-----------

figqre .fY1..6. : détermination de la position Y à la cote X 
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Profil fk vitesses verticales 

Le champ de vitesses à. une cote X s'obtient en déterminant la vitesse 
instantanée u à. cette cote X pour différentes particules dont la position Y 
varie entre 0 et Ja demi largeur 1 de l'écoulement {fJg.IVl8). Chaque profil 
de vitesses a ainsi necesslté entre 25 et 35 points expérimentaux. Pour obte
nir un profil de vitesses parfaitement symétrique par rapport à. l'axe médian, 
les vitesses verticales ont été représentées aussi bien avec une abscisse Y 
négative qu'avec une abscisse Y positive. La figure IV19 donne un exemple de 
profil de vitesses que l'on représente soit dimensionnellement (a), soit adi
mensionnllement (b). La vitesse adimensionnelle U est obtenue par 

u = u 

liT' 
alors que la cote Y adimensionnelle est donnée par la relation suivante 

.... 
"' ..... 
5 .... 
• ... c: 

1 -• • "" ..., -• .. 
tt ., ... -... 

• 
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8 8 
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a,P a a .. a 
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D a D D 
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D a 
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2 ·l 

-... 
1 

-e.es 

-• 0 

"" 
-•. J. ra .., 

"a .. 

VItesses adlmenslonnelles 

a .. 
""' 

-e.J.s a 

"' .. ... -... -8.2 

a' a 
a 

-8.2!1 a a 
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a 'li! fi 
-"L -25 -8.3~------~~~~---~---~------~ 

-s -4 -3 -2 -J. • J. 2 3 .. s -e. s -•. zs 8 

Il [CA] 

flttare l.YJ.2 : exemple d'an profil de vitesses 
matériau : petits pois, parois : petits pois, X = 35cm, a = 6 • 

Vl.2.2 ,t.pproxtmatton des champs de vitesses verticales 

Au vue de la figure IV19 et comme on le prévoyait dans le paragraphe 
IV, on constate que la distribution de vitesses autours d'un position (x,y) 
peu paraltre Importante. Ce phénomêne peut être dtl en partie aux incertitu
des de mesure qui d'après nos calculs aux laboratoires ne devraient pas dé
passer 4 pourcents. Mais cette distribution de vitesse s'explique surtout par 
le fait que l'écoulement n'est que permanent en moyenne, car sur des laps de 
temps trés court l'écoulement est soumis à. des variation de vitesse dues aux 
à.- coups que 1 'on a pu observer dans le paragraphe 11.1. Par ailleurs on peut 
rappeler que cette distribution de la vitesse d'écoulement u autours d'une 
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position (x,y> n'est pas due â la dimunltlon de la hauteur de charge dans le 
bac d'alimentation {fig.IV7} au cours de l'~coulement. En effet le paragraphe 
III montre expérimentalement que le débit massique est constant et 
\ 
Indépendant de la hauteur de charge, ce qui par conséquent est certainement 
aussi le cas pour les vitesses d'écoulement des particules. 

Il parait donc intéressant d'approcher les points expérimentaux par 
des fonctions mathématiques afin d'obtenir les caractéristques moyennes du 
profil de vitesses. Dans [711 NEDDERMAN & LOAHAKUL proposent plusieurs 
modèles pour approcher les vitesses expérimentales d'un écoulement soumis 
à un fort taux de cisaillement {fig.IV19}. Parmi ces modèles nous avons re
tenu une approximation linéaire et une approximation non linéaire. La figure 
IV20 reprend le profil de vitesse adimensionnelle de la figure 6, en l'appro
chant soit par le modèle linéaire, soit par le modèle non linéaire. Les deux 

-.. c 

1 -• • "' ... -.. 
= lA ., .. -.. 

-e.es 

-e • .t 

-e • .t5 

-e.2 

-e.zs 

-e.3 
-e.s -e.zs • e.zs ..~, 

y 

a) linéaire 
Vitesse paroi : 0.1085 

-.. -e.es c 

1 -i 
"' ... -.. ., 
lA 
lA ., .. -.. -8.2 

-e.zs 

-8.3 
-e.s -e.zs • 

bJ .!lQJ1 linéaire 
Vitesse paroi : 0.099 
Vitesse au milieu : O. 2822 

e.zs 

Vitesse au milieu : 0.2728 
Epaisseur couche cisaillée : 0.34 Epaisseur couche cisaillé : 0.31 

Figure IV20 : exemple d'approximation d'un profil 
de vitesse adimensionnelle 

e.s 
y 

méthodes retenus pour les écoulement rapides permettent de déterminer la 
vitesse verticale uP sur l'axe médian, la vitesse de glissement ub sur les 
parois et J'épaisseur ~ de la couche soumise A un fort taux de cisaillement. 

Approximation linéaire 

Comme on peut le voir sur figure IV20 le modèle linéaire distincte 
deux zones, une zone proche des parois avec un accroissement linéaire de la 
vitesse d'écoulement et une seconde zone aa milleu de l'écoulement ot'J on 
suppose que la vitesse d'écoulement reste constante : c'est la vitesse du 
bouchon central. 
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L'algorithme de calcul est le suivant : 
soit ub la vitesse centrale, uP la vitesse de glissement sur les parois, 

~ J•épaisseur de la couche cisaHJée et z1 J'abscisse du point expérimental 
comptée à partir de la paroi gauche. 

l. choisir une épaisseur ~ plus faible que la valeur réelle 

2. calculer ub = L u1/N pour z1 > ~ 

avec N le nombre de points dont z1 > ~ 

u = p 
1:(1- ad u, - up I:a!( 1- aJ) 

l:( 1 -a,) 

(IV .1) 

(IV.2) 

3. calcul de la somme S qui est la distance au carrée entre les points 
expérimentaux et l'approximation. 

S = L (u1 - ub)
2 

+ L (u 1 - uP- (ub-up>-1'--)
2 

z 1 >~ z 1 ~~ 
(IV.3) 

On recommence ainsi les trois étapes de calcul jusqu'à ce que l'on 
trouve la distance S minimale. 

Aoproximation l!.Q.ll linéaire 

Cette approximation comme la précédente détermine la vitesse 
centrale ub, la vitesse de glissement en paroi uP et l'épaisseur ~ de la 
couche soumise à un taux de clsaiJiement élevé. Elle se base sur la tangente 
hyperbolique, qui rappelons le s'exprime de la manière suivante 

ex - e-x 
th x=---eX + e-x 

L'algorithme de calcul est le suivant : 

1. choisir une valeur de ~ plus faible que la valeur réelle. 
2. calculer : 

(l;a1u 1)(l;(1-a 1) 2 )- (I;(1-a1)u 1)(l:a 1(1-a1)) 

(I;a1
2 HI:(1-a1) 2 )- (l;a1(1-a1)) 2 

= (!;a1
2 ) (!;(1- a1)u1) - (!;a1u 1) (!;a 1 (1- a1)) 

uP (!;a12) (!;(1- a 1) 
2 > - (!;a1(1- a1)) 2 

avec a1 = th (-f-) 

(IV.4) 

(IV .5) 

(IV.6) 

3. calculer la somme S qui est la distance au carrée entre l'approxima
tion et les points expérimentaux. 

(IV.7) 
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On recommence ainsi les trois étapes de calcul jusqu'à ce que l'on 
trouve la distance S minimale. 

Approximation polrn8miale 

Les deux approximations précédentes ne sont plus applicables pour 
pour des écoulements dont les parois de trémie sont inclinées d'un angle <X 

supérieur ou à égale à 20 degrés par rapport à la verticale {ftg.IV2l}. 

.. 
::: 
= --.. 

Trémie n •5 <X = 19.15 • Cote du profil de vlt~sse : 55 cm 

-J.eu-~--~~~--~~~~~~_u 

-2· -16 -12 -· -4 • • • 12 16 28 

tl [CA] 

Approximation: llnèlare 
tangente hyperbolique 

.... 
"' s ... 
=-... 
1 
li -• g ... .., .. 
= 11'1 
Il ... -=-

-6 

-· 
-1eU-~--~~~~--~~~--~_u 

-2· -16 -12 -· -4 • 4 • 12 16 28 

11 [ad 
Approximation polynomiale de 
degré 3 

Flgare l.YZ1 : approximation d'an profil de vitesse pour des angles 
d'inclinaison de paroi élevés. 

Cette défaillance des techniques d'approximation proposées dans [7tl 
due à l'apparition d'une zone à faible gradient de vitesse au niveau de la pa
roi, nous a conduit à utiliser pour ce type d'écoulement gravitaire une ap
proximation polynômiale de degré 3, comme on peut le voir sur la figure 
fe7b. 

VIl VItesses verticales expérimentales 

Vll.t Profils de vitesses 

L'annexe 2 présente tous les profils de vitesses expérimentales pour 
les les différentes trémies étudiées {tableau IVH. Les vitesses expérimenta
les sont approchées avec les modèles linéaire ou non linéaire (tangente hy-
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perbolique), ou encore par l'approximation polynomiale de degré 3 lorsque 
les modèles linéaires et non linéaires ne sont plus applicables. Pour chaque 
profil on donne sa surface UV.8) calculée à partir de la fonction d'approxi
mation u(y), 

"Surface" = J' u(y) ·dy 
-l 

(IV .8) 

ainsi que les vitesses verticales au centre et au niveau de la paroi. Les para
graphes suivants présentent l'approximation u(y) des profils de vitesse ex
périmentaux, u(y) est calculée soit avec la méthode de la tangente hyperbo
lique (profil hachuré) soit par une approche polynomiale de degré 3. Les 
champs de vitesses sont représentés dans un repère orthonormé donnant les 
limites géométriques de la trémie. L'échelle des vitesses et la mêmes pour 
toutes les courbes de manière à apprécier rapidement les variations de 
vitesses en fonction des différentes trémies et des différentes cotes (20cm, 
3Scm, SScm) . 

Yll.t.t Champs de vitesses expérimentales avec les parois 1 

La figure IV22 donne les vitesses d'écoulement expérimentales pour 
les trémies dont les parois latérales sont recouvertes de petits pois collés. 
On rappelle que pour ce type de paroi nous avons un angle de frottement en 
paroi <Pp égal à 34.62 degrés, c'est à dire que la paroi est considérée comme 
rugueuse d'après la norme DIN 1055 Teil 6. 

Essai 3 a = 6 • Essai 4 a = 10 • 
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Essai 5 a = 15 • Essai 6 a= 19.15. 
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Essai 9 a = 33.10 • 

.li -·· ... 
• 
• ._~-r~-r-~~~~~~-r~--~ 

-::rs -H -lS -J.S -11 e S J.e .lS H ::rs 
Y ta 

Figure J..Y.2.2 : vitesses d'écoulement expérimentales pour des 
trémies avec des parois de type 1 

y [CA] 

l'll.t.2 Champs de vitesses expérimentales avec les parois Il 

La figure IV23 présente les profils de vitesses expérimentales pour les 
écoulements gravitaires de petits pois secs à travers les différentes géomé
tries de trémies. L'angle de frottement en paroi <Pp pour les limites latérales 
des trémies est de 16.11 degrés, soit un état de surface lisse d'après la ré
glementation allemande. 
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Figure 1YZ.J : vitesses d'écoulement expérimentales pour des 
trémies avec des parois de type II 
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VII.t.a Champs de vitesses expérimentales avec les parois Ill 

Sur les différents graphes de la figure IV24 on montre les champs de 
vitesses verticales mesurés sur les différentes trémies du tableau IVl cor
respondantes au type de paroi Ill. L'angle de frottement en paroi est cette 
fois ci de 30.62•, angle correspondant également à une paroi rugueuse. 
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Essai 29 a: = 33.10 • 
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Figqre J..Y.Z.j: vitesses d'écoulement expérimentales pour des 
trémies avec des parois de type III 

Il' .t.« Champs de vitesses expérimentales avec les parois Il' 

La figure IV24 donne les profils de vitesses verticales obtenus avec le 
dernier type de paroi étudié. L'angle de frottement en paroi tt>p est une va
leur intermédiaire entre les valeurs mesurées sur Jas parois II et III, 1J est 
de 23.89•. Angle de frottement en paroi qui se classe dans la catégories des 
surface moyenement rugueuse d'aprés la DIN 1055 T .6. 
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Essai 37 (X= 24.22" Essai 38 (X = 28. 
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Figure IV25 : vitesses d'écoulement expérimentales pour des 
trémies avec des parois de type IV 

'VII.t.l Remarques 
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.. 
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y [CAJ 

Un premier phénomêne que l'on peut observer sur les profils de vites
ses présentés par les figures IV22, IV23, IV24 et IV25 est l'évolution de la 
forme des champs de vitesses pour un même type de paroi lorsque l'inclinai
son des parois par rapport à la verticale reste inférieure ou égale à 15 de
grés. On constate pour les quatres types de paroi de notre étude que la va
leur de la vitesse ub sur l'axe médian de J'écoulement diminue trés nette
ment avec l'augmentation de l'inclinaison IX. De plus le champ de vitesses 
verticales mesuré dans la partie supérieure des trémies à tendance à s'aplatir 
en son centre, il y a formation d'an bouchon au milieu de l'écoulement, lors
que la pente de la paroi reste inférieure ou égale à 10•. Ce phénomêne n'ap
parait déjà plus pour un angle de 15 degrés par rapport à la verticale. Pour 
cette dernière géométrie les champs de vitesses aux différentes cotes de 20, 
35 et 55 centimètres sont de forme arrondie pour les quatres parois utilisées 
lors de notre étude. 

Par ailleurs on constate que la vitesse d'écoulement ub sur l'axe 
central n'évolue plus significativement lorsque l'on s'intéresse aux profils 

mesurés sur des trémies dont l'inclinaison des parois latérales est supérieu
re ou égale à 15 degrés {fig.IV26}. Ce mecanisme d'écoulement se produit 
pour tous les types d'état de surface des parois. Cette première observation 
permet donc de distinguer deux types de comportement différents. Le pre
mier pour des angles a inférieure ou égale à ts•, où la vitesse ub sur l'axe 
central varie nettement avec 1 'inclinaison des parois de la trémie. Le second 
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comportement montre par contre une relative insensibilité de la vitesse 

ub uP 

(X Paroi 20 35 55 20 35 55 
1 21.11 21.02 13.11 11.U 7.U 7.51 

s· Il "·" 25.01 16.17 2$,lJ ,, .. t.SS 
Ill 27.11 :u.u 14.03 17.04 1o.u 5.15 
IV H.16 2J.20 17.17 14.12 11.30 t.st 
1 21.24 14.22 10.06 3.41 2.12 1.52 

10. Il 2J,J7 15.17 11.01 u.ea 8.45 4.22 
Ill tt.ee 14.U IO.at 6.00 2.0) 2.114 
IV 20.14 15.61 10.11 t.2t .... 4.10 

1 II.U tt.tt 1.51 1.51 o.ee 0 

15. n 14.70 10.07 1.n S.t2 3.01 1.00 
Ill 18.12 11.72 • ••• 2.20 o.u o.u 
IV 16.79 12.34 t.SII 11.50 1.02 t.OS 
1 i$.82 IO.st •. u 

19 .1· Il 12.11 .... 7.211 3.50 1.11 
Ill 12.13 1.77 8.114 
IV 12.23 t.so 7.41 1.72 0.33 

1 U.711 1.45 

24.2 
Il 11.28 8.87 
Ill ft.t3 t.2t 
IV 12.08 8.7J 

1 14.14 •••• 
28. Il 10.73 8.17 

Ill 12.10 8.05 
IV 11.07 

1 10.01 

33.1. Il 10.45 
Ill 11.t6 
IV 10.50 

Tableau ill : Vitesse ub sur l'axe central 
Vitesse uP au niveau des parois 

verticale ub lorsque a est compris entre 15 et 34 degrés. Ces deux mécanis
mes d'écoulement sont naturellement confirmés par les graphes plus 
détaillés présentés dans l'annexe 2 ou encore par les valeurs du tableau IV4, 
à partir desquelles nous avons tracé les courbes de la figures IV26 . 

Cote du profil de vitesse : 20 cm Cote de profil de vitesse : 35 cm 
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Cote du profil de vitesse 55 cm 
·~------~------r------, 

L~gende 

a a Pai"'a 1 

+ + .... ~. Il 
x X P.10N:.1 .ru 
6. 6. ... ~. lY 

Figure .ill.Q : Influence de l'inclinaison des parois sur la vitesse 
ub au milleu de l'écoulement 

Les courbes de la figure 1V26 représentant la vitesse au milieu de 
l'écoulement en fonction de l'inclianaison et de la rugosité des parois 
montrent très clairement un comportement identique quelle que soit l'état 
de surface des parois latérales. La seule petite exception .que l'on rencontre 
est pour le profil à la cote de 20 cm avec les parois de type I. oil la vitesse 
ub augmente nouveau avec une lnclJnalson de paroi supérieure ou égale à 28 
degrés. Ce comportement est certainement dft au fait que l'angle de frotte
ment en paroi cpP soit identique à l'angle de frottement interne cp des petits 
pois secs. 

Pour les deux profils de vitesses verticales dans la moitié inférieure 
de lécoulement on voit très clairement que plus l'angle de frottement en pa
roi <Pp est faible plus sera élevée la vitesse ub. Cecl pour des pentes de pa
rois de 6 et 10 degrés. Pour des angles plus élevés il est plus difficile de 
conclure, en tout cas d'après les courbes que nous avons pd obtenir, il sem
ble que dans ce cas l'état de surface des parois ait moins de conséquence 
sur la vitesse centrale ub. 

'VI1.2. Corrélation entre le débit massique 
et les vitesses d'écoulement 

Un moyen de contr8le de la précision et de la validité des mesures ex
périmentales peut se faire en corrélant le débit massique QM avec les vites
ses d'écoulement u(y). En effet la relation UV9) relie ces deux grandeurs : 

QM = h Jlu(y) p(y) dy, 

-1 

(IV .9) 

h est l'épaisseur de la trémie, l la demi-largeur de la trémie à la cote du 
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Fieare IV27 : Sarface, débit en fonction de l'angle d'inclinaison 
des parois de la trémie 

Les courbes de la figure IV27 superposant l'évolution du débit massi
que et l'évolution de la surface des profils de vitesses UV.8) en fonction de 
l'lncllnaison des parois montrent une bonne corrélation UV .11) entre la me
sure des deux quantités. Ces deux courbes permettent de constater une bon
ne fiabilité de nos mesures expérimentales, car la mesure du débit est une 
technique tout à fait indépendante de Ja méthode de détermination des 
champs de vitesses. 

Nos courbes expérimentales montrent encore que les valeurs et le 
comportement sont trés liés avec la rugosité des parois. Selon 1 'état de sur
face des parois on a comportement trés différent en fonction de J'Inclinaison 
de celles-cl. Pour les parois rugueuses du type 1 et III ou l'angle de frotte
ment en paroi cpP est identique ou proche de l'angle de frottement interne cp 
on remarque à nouveau une très forte ou forte augmentation des valeurs 
lorsque l'inclinaison des parois dépasse 30 degrés. Alors que pour des parois 
lisses du type II et IV nous sommes plutôt en présence d'une diminution des 
valeurs expérimentales. Pour Ja paroi la plus lisse du type II on peut même 
distinguer deux parties quasiment linéaires dans l'évolution du débit en 
fonction de l'angle <X. La première zone entre 6 et lS degrés est caractérisée 
par une trés grande chute du débit lorsque <X augmente, alors que le second 
domaine se caractérise par une diminution nettement plus lente. 

VIII. Conclusion 

Ce chapitre nous a permis de mettre expérimentalement en évidence 
différentes caractéristiques de l'écoulement gravitaire d'un matériau granu
laire naturel à l'Intérieur de trémies planes. On montre ainsi l'évolution des 
vitesses verticales et du débit en fonction du frottement en paroi et de la 
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géométrie de la trémie. Le matériau granulaire s'écoule ainsi A travers les 
trémies avec un débit massique constant, quelle que soit l'inclinaison des 
parois entre 6 et 33 degrés par rapport à la verticale, et quelle que soit la 
rugosité de ces parois latérales. Le débit massique est donc indépendant de 
la hauteur de matériau granulaire au-dessus de la trémie, hauteur de 
matériau qui diminue au fur et à mesure que celai-ci s'écoule à travers la 
trémie. Une conséquence de ce résultat est naturellement l'Invariance des 
vitesses lors de l'écoulement. Pour des angles d'inclinaison Inférieure ou 
égale à lS degrés on observe une fluctuation Importante de la vitesse 
d'écoulement des grains autours d'une valeur moyenne. L'écoulement à 
l'intérieur de ces géométrie de trémie est donc uniquement permanent en 
moyenne sur un laps de temps suffsament grand. 

Les mesures de débit que nous avons effectué au laboratoire montrent 
que la sensiblité de l'écoulement à la rugosité des parois est fonction de 
l'inciJnaison de celles-ci. Le débit massique est relativement indépendant de 
la rugosité lorsque l'angle cx est supérieur à 20 degrés. 

La plus grande partie de cette étude expérimentale est tout de même 
consacrée à la mesure et à l'exploitation des vitesses verticales de l'écoule
ment gravitaire. On trace ainsi les profils de vitesses expérimentales sur des 
sections horizontales situées à 20, 35 et SS centlmétres au-dessus de 
l'orifice inférieure des trémies étudiées. On détaille Ici et dans l'annexe 4 la 
lourde technique permettant de tracer les profils de vitesses à partir de 
l'exploitation des films vidéos, champs de vitesses verticales que nous pré
sentons dans ce chapitre et dans l'annexe 2. L'analyse des profils. de vitesse 
a montré que les vitesses verticales comme les valeurs de debit massique 
sont trés influencés par la rugosité des parois et donc par l'angle de frotte
ment en paroi. Pour un état de surface de paroi donnée on constate une ra
pide diminution de la vitesse verticale sur l'axe médian lorsque l'Inclinaisons 
des parois passe de 6 à 15 degrés. A partir de 15 degrés nous avons une di
minution nettement moins rapide de cette vitesse verticale. 

La longue étude expérimentale que nous avons mené au laboratoire 
nous a permis non seulement de mettre en évidence des caractéristiques ori
ginales de l'écoulement gravitaire à J'intérieur de trémies de géométrie et de 
type de paroi différentes. Mals cette étude a également permis de créer une 
base de donnée conséquente contenant de nombreux champs de vitesses ex
périmentales. Nous utiliserons par la suite ces données expérimentales pour 
valider la modélisation que nous proposons dans le chapitre précédent, bien 
que celle-ci ait été développée pour un puits à parois verticales. En effet on 
peut supposer que l'incJinaison des parois est négligeable tant que ceJie-ci 
reste faible par rapport à la verticale. Ces données expérimentales nous 
permettrons encore de déterminer les constantes pour les petits pois secs 
de notre modéle. 
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Détermination des constantes de la modélisation 

de l'écoulement gravltalre 

1. Introduction 

Les vitesses d'écoulement expérimentales obtenues dans le chapitre IV 
sont utilisées dans cette partie pour déterminer les cons tantes r, q, y, y P et 

f3P de la modélisation développée dans le chapitre III . Ces dernières s'ob
tiennent en calant les vitesses théoriques sur les courbes expérimentales. 
Les vitesses verticales expérimentales sont celles mesurées à l'intérieur de 
trémies où l'inclinaison des parois latérales est inférieure ou égale à 15 de
grés par rapport à la verticale. Dans ce cas IJ y a de fortes chances d'être en 
présence d'un écoulement qui réponde aux hypothèses d'application du 
mo dé le, tout au moins dans la partie inférieure de la trémie. Dans ce cas 
l'écoulement gravitaire est soumis à un fort taux de cisaillement où les 
collisions entre grains sont de courtes durée. Les contraintes tangentielles 
d'origine visqueuses sont donc prédominantes, comme le requière notre 
modélisation inspirée des équations de l'hydrodynamiqu~. 

La première étape de la détermination consiste à chercher les constan
tes r, q, y décrivant les caractéristiques du matériau, et la constante ~P dé
crivant l'interaction grain-paroi. Pour celà on utilise les résultats expéri
mentaux des essais n•a, 4 et n"5 où on a collé des grains de petits pois sur 
les parois de la trémie. Cette astuce expérimentale permet d'éliminer le 
coefficient d'élasticité des chocs grain -paroi y P, car dans ce cas 11 est 
identique au coefficient d'élasticité y des chocs grain- grain. Une fols les 
valeurs de r, q, r et ~P trouvées, on s'attachera dans une seconde étape à 
chercher les valeurs de y P et ~P pour d'autres types de paroi. 

Le calage du modèle mathématique sur les vitesses d'écoulement réel
les met en outre en évidence les limites d'application de notre modélisation 
originale. Pour certains types de paroi on remarque que les champs de vites
se théorique ne s'accordent plus avec les courbes expérimentales lorsque 
l'on se trouve dans la partie supérieure de l'écoulement de matériau granu
laire à travers la trémie. Pour de tels cas, l'écoulement gravitaire ne répond 
plus aux hypothèses d'application de la modélisation développée au chapitre 
III. On peut donc supposer que les contraintes tangentielles d'origine vis
queuse ne sont plus prépondérentes et que la durée des collisions entre 
grains devient trop grande, créant ainsi des forces de frottement entre 
grains lors des chocs. 
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11. 1&1. constantes !lU. modèle oour In oetUs ools secs 

ll.t Con tantes y, r, q, pp 

ll.t.t Généralités 

Ce paragraphe se propose de rechercher les paramètres y. r. q carac
térisant le matériau et le terme ~P qui caractérise l'interaction grain-pa
roi. Pour faciliter la recherche des paramètres on utilise ls courbes expéri
mentales obtenues avec les essais numéro 3, 4 et 5 où les parois sont re
couvertes avec des petits pois secs collés. Ce procédé permet d'éliminer le 
paramètre y P d'élasticité des colHsions grain-paroi car dans ce cas il est 
identique à y. 

La constante t qui n'a aucune influence sur les fonctions V(Y). U(Yl. 
SCY) et prise égale à l. Car comme celà est montré sur un exemple dans le 
chapitre III, la constante t permet uniquement d'ajuster la valeur de la pres
sion à l'intérieur de la trémie. 

Mais avant de pouvoir rechercher les constantes r. q. y et ~P il faut 
encore pouvoir déterminer la vitesse de fluctuation en paroi V p' Cel à est 
rendu possible grAce à la connaissance de la vitesse verticale Je long des 
parois UP. A partir des relations (11.28, (11.10) et (!1.22) on arrive facilement 
à exprimer la vitesse de fluctuation en paroi V P en fonction de la vitesse 
d'écoulement UP. La combinaison de ces trois équations donne 

Q p 
t P = "'P -t-·.L.v-

P 

L'équation (V.l) s'écrit adimensionnellement 

avec TP = 1 

. T P = ~P t. P~ up 
p 

car TP = tP/pgl 

up = up/igl 

et 

Cep1) 

(ep2) 

Po = p/pgl 

La relation (V .3) permet enfin d'obtenir la vitesse de fluctuation V P en 
fonction de la vitesse d'écoulement en paroi UP. Cette dernière est donnée 
par l'approximation linéaire ou non linéaire (annexe 2) des vitesses expéri
mentales. 

(ep3) 
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l'équation (V.3) montre que la vitesse de fluctuation V P dépend bien de 
la vitesse de glissement en paroi UP, mais qu'elle dépend aussi de la pres
sion P 

0 
régnant à l'intérieur de l'écoulement gravltalre. P 

0 
est également une 

inconnue qu'il faut déterminer. Or comme on le montre sur dans exemple 
dans le paragraphe V .1 du chapitre III, la pression est indépendante da la 
vitesse de fluctuation en paroi. La première étape de calcul consistera donc 
à calculer la valeur de P 0 en prenant une vitesse de fluctuation V P arbitraire 
comme nous J'avions fait dans le paragraphe IV.S du chapitre III par le 
logiciel HAFF.PRG. Dans la seconde étape on cal.cule la vitesse VP avec 
l'équation (V.3), grâce à la donnée expérimentale de UP grâce à de la valeur 
de P 

0 
calculée dans la procédure précédente. Les valeurs de V P et P 

0 
per

mettent alors de calculer les courbes V(Y) et U(Y) correspondantes en se 
fixant des valeurs pour les différentes constantes du modèle, t restant tou
jours égal à 1. 

11.1.2 Algorithme de calcul pour la détermination 
des con tantes r, q, y, Pp 

La détermination des con tantes r. q, y. 13P se fait en calant les vitesses 
théoriques simultanément sur au moins deux profils de vitesses expérimen
tales de cotes différentes, mals appartenant à la même trémie. La recherche 
s'effectue en analysant une multitude de combinaisons r, q, y, 13P grâce au 
logiciel CALAGE.PRG dont la conception repose sur l'algorithme de HAFF. 
PRG. 

Pour chaque combinaison de constantes r, q, y, 13P on calcule les 
vitesses théoriques que l'on veut caler sur les champs de vitesses expéri
mentales. On compare ensuite numériquement les profils de vitesses adl
mensionnelles théoriques et expérimentales en calculant la somme des dis
tances verticales au carré séparant les deux courbes en vingt points répartis 
sur la largeur de l'écoulement. La courbe expérimentale est donnée par l'ap
proximation des points expérimentaux à l'aide de la méthode de la tangente 
hyperbolique, les caractéristiques de l'approximation des points expérimen
taux pour chaque profiJ de vitesses sont présentées dans l'annexe 2. La fi
gure Vt montre les distances entre les courbes théoriques et expérimentales 
que l'on éléve au carré et que l'on somme numériquement pour pouvoir trou
ver la combinaison r, q, y, ep qui donne l'écart le plus faible entre la théorie 
et l'expérience. 

Le logiciel CALAGE.PRG a été entièrement automatisé car le temps de 
calcul est de plusieurs heures lorsque l'on étudie un grand nombre de com
binaisons de y ,r ,q,I3P. La vérification de la symétrie de la fonction V(Y) se 
fait alors numériquement, CALAGE.PRG vérifie encore automatiquement que 
toutes les valeurs de U(Y) sont négatives, afin d'éliminer les courbes du mê
me type que celles sur la figure III3a. 
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X = 20 cm X = 35 cm 
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Figure .Y1 écart entre les vitesses théoriques et expérimentales 

q = 1.5 r = 0.8 r = 0.03 ~P.= 1.5 
courbes expérimentales : trémie n•3 

L'algorithme du logiciel peut se résumer de la manière suivante : 

1. lire les caractéristiques uP, ub, ~de l'approximation par.la tangente hyber-
bolique des profils de vitesses expérimentales A approcher par le modèle. 

2. lire Je rapport S =d/21 pour chaque profil de vitesses 
3. entrer les plages de variation des constantes r ,r ,q.~P 
4. début des boucles sur les 4 constantes 

S. début de la boucle sur les profils de vitesses expérimentales 
6. si P1 = 0 alors lire P1 
7. on fixe V P égal à 0.002 
8. calcul de dVP/dY et de V(Y) (algorithme du logiciel HAFF.PRG) 

pour la détermination de la pression P 
0 

9. vérification de la symétrie de la fonction V(Y). 
SJ ce n'est pas le cas P1 = 0, recommencer en 6. 

to. calcul de la vitesse V P réelle avec la donnée de P 
0 

et la donnée 
expérimentale de uP (approximation par la tangente hyperbolique). 

U. calcul de dV P/dY et de la fonction V( Y) (pas de calcul itératif 
car P 

0 
est déjà connue) 

12. calcul de la vitesse d'écoulement U(Y). 
13. vérifier que toutes les valeurs de U(Y) soient négatives. 

Si ce n'est pas le cas P1 = 0, recommencer en 6. 
14. sommer les distances au carré entre la courbe expérimentale 

(approximation par la tangente hyperbolique) et la courbe 
théorique calculée (sur 20 points répartis sur la demi-largeur du 
profJI). 

15. fin de la boucle sur les profils de vitesses 
16. stocker r ,r ,q.~P la somme des distances au carré 
17. somme des distances au carré = 0 
18. corriger la valeur de P 1 en fonction de la nouvelle combinaison 

de constantes que l'on va utiliser pour le prochain calcul de U(Y). 
19. fin de boucle sur les constantes y,r,q.~p· 
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11.1.1 Les constantes r, q, y, ~P pour les petits pois secs 

Le calage des vitesses d'écoulement théoriques sur les vitesses 
d'écoulement expérimentales à l'aide du logiciel CALAGE.PRG montre que le 
coefficient ~P décrivant l'interaction grain-paroi varie avec l'angle d'inclinai
son et l'état de surface de la paroi. Le tableau V1 donne les valeurs de ~P en 
fonction de l'angle d'inclinaison des parois par rapport à la verticale. La 
recherche des paramètres r, q, y, ~P a encore montré qu'il n'était pas 
possible de trouver des paramètres r, q, y du matériau permettant d'appro
cher à la fols les champs de vitesses aux cotes 20 cm, 35cm et 55 cm. Cette 
première approche montre déjà que dans certains cas l'écoulement gravltaire 
dans la partie supérieure n'est peut être plus modélisable par le modèle que 
nous proposons ici. Nous nous sommes par conséquent contenté d'utiHser 
les données expérimentales aux cotes de 20 et 35 centimètres. A partir de 
nos données expérimentales du chapitre III nous avons calculée les constan
tes suivantes pour les petits pois secs. 

r = 1.3 q = 3.2 y = 0.045 

La détermination de ces valeurs a été effectuée avec les mesures expé
rimentales faitent sur la trémie numéro 3 aux cotes de 20 et 35 centimètres. 
L'annexe 3 donne une partie des combinaisons de r, q, y. ~P étudiées pour 
obtenir les valeurs ci-dessus, ainsi que la comparaison des vitesses théori
ques avec l'approximation non linéaire des vitesses expérimentales pour les 
profils aux cotes de 20 et 35 centimètres, c'est à dire ceux qui ont servi à la 
détermination des constantes ct-dessus. 

Les figures V2, V3 et V4 montrent la superposition des champs de vi
tesses réels, formés par les points expérimentaux, avec les courbes théori
ques obtenues par la modélisation que nous avons développé à partir des 
équations proposées dans [291, avec l'aide des paramètres que l'on propose 
dans ce paragraphe. Sur ces figures on remarque que les champs de 

Figare V2 : manip n•3 a = 6 • 
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Figure V4 : manip n•s t:x = 15 • 

vitesses théoriques se superposent de manière satisfaisante avec les vitesses 
expérimentales pour les cotes de 20 cm et 35 cm. Alors que, comme cel à a 
été prévisible, les vitesses verticales théoriques aux cotes de 55 cm sont 
trop élévées par rapport aux vitesses réelles pour les angles de 6• et 10• et 
beaucoup trop faibles pour l'inclinaison de 15• · 

11.2 Constantes Yp et ~Pen fonction de t•tncllnalson 
et de l'état de surface des parois 

Maintenant que l'on cannait les constantes du modèle caractérisant les 
petits pois secs, il reste encore à déterminer les coefficient y P, caractéri
sant l'élasticité des coJlislons entre les grains et la paroi, et ~p· La recher
che de ces coeffcients s'effectue avec le logiciel CALAGE-P.PRG dont la 
conception est tout à fait identique à CALAGE.PRG. Par contre CALAGE-P. 
PRG analyse des combinaisons de y P et ~P en gardant les valeurs des autres 
paramètres r ,q,t, y constantes et égales aux valeurs trouvées par le logiciel 
CALAGE.PRG et données précedemment. Dans l'annexe 3 on donne un exem
ple de calcul qui a permis d'obtenir les constantes y P et ~P pour les parois 
de type Il, par l'étude de différentes combinaisons de ces constantes. 

Les valeurs des coefficients y P et ~P pour les quatres types de parois 
que nous avons utilisé pour notre étude sont résumés dans le tableau Vl 
suivant. 

Coefficients .!:R ~ .IJ.R Jl.Q!!C. 1.J:.§. parois lisses~~ 1J 

Les figures VS, V6 et V7 comparent les courbes théoriques avec les 
vitesses d'écoulement expérimentales que l'on a pu obtenir pour des angles 
d'inclinaison a de 6", JO• et lS". Les valeurs de y P et ~P sont données dans le 
tableau Vt. 
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:§ 55 ..... 
•• 
•• 

Paroi 

1 

Il 
Ill 
IV 

Inclinaison des parois [ "J 

6 1 10 1 15 

'Yp ~p 

0.045 1.8 4.4 7.5 
0.055 0.6 0.9 1.1 
0.005 1 2.5 5.3 
0.005 1.4 1.1 1.3 

Tableau .Y1: coefficient r P et {3P en fonction 

des caractéristiques des parois 
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Figures V7 : manip n•Js a = 15 • 

Sur ces figures VS , V6 et V7 on constate que 1 'approche théorique 
â l'aide de la modélisation coincide de manière tout â fait satisfaisante avec 
les vitesses verticales expérimentales aux cotes de 20 et 35 centimètres. En 
ce quJ concerne les champs de vitesses â la cote de 55 centimètres on re-
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marque les vitesses théoriques se superposent avec l'expérience pour les in
clinaisons de 6 et 10 degrés, alors que pour <X=15 • les valeurs théoriques sont 
à nouveau inférieure aux vitesses mesurées en laboratoire. 

Coefficients .rR .!il .B.R RQJli. les oarois rugueuses ~ .t.l:R!:, 111 

Les figures V8, V9 et VlO montrent les résultats obtenus avec notre 
modélisation pour des parois de trémies de type III, c'est à dire du sable de 
granulométrie L6/2 .0 coJJé sur les parois latérales des trémies. Les courbes 
théoriques sont obtenues avec 'Yp = 0.005 et ~P = 1, 2.5, 5.3 suivant l'incli
naison des parois par rapport à la verticale. 
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Figure ll: manip n• 23 a = 6 • Figure V9 : manip n•24 a = 10 • 
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Figure VtO : manip n·2s a = 15 • 

Les champs de vitesse théorique obtenus avec les parois III donnent 
des résultats moyens ou trés moyens pour des angles de 10 et 15 degrés. 
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Coefficients .rR ~ .B.R R.Q1!C lu. parois rugueuses h ~ J.Y. 

Pour terminer ce paragraphe nous présentons encore sur les figures 
VU , V12 et Vl3 les courbes théoriques destinées à approcher les champs de 
vitesses expérimentales mesurées avec des parois de type IV, réaiJsées par 
collage de sable de granulométrie 0.315/0.40. 
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Figure .Y1J : manip n•3s a = 15 • 

Sur ces figures ci-dessus on a à nouveau une meilleure superoposition 
de 1a théorie et de l'expérience qu'avec les courbes obtenues avec le sable 
grossier collé sur les parois des trémies. 

11.3 Remarques 

La premiére chose frappante que l'on peut observer est 1 'Impossibilité, 
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dans certains cas, de modéliser l'écoulement dans la partie supérieure de 
l'écoulement. Par contre dans la partie inférieure, c'est à dire pour les 
champs de vitesse aux cotes de 20 et 35 centimètres, nous obtenons des 
résultats tout à fait satisfaisants. On peut donc supposer que les hypothè
ses d'application du modèle ne sont plus respectées dans ces zones d'écou
lement oit les courbes théoriques et expérimentales ne coincJdent plus. Le 
chapitre suivant confirmera ou Infirmera cette hypothèse. La condition es
sentielle du modèle étant le taux de cisaillement elevé, ce qui se traduit par 
des vitesses et des débits élevés. En effet on constate que lorsque les 
vitesses verticales et les débits d'un écoulement à l'intérieur d'un trémie 
sont plus élevés qu'avec une autre trémie, alors la modélisation peut 
retracer la réalité pour des cotes de profil de vitesse élevés. Cel à est 
observable sur les figures VS, V6, V7 et VU, Vl2, Vl3 oit nous avons de 
meilleurs résultats à la cote de SS centimètres qu'avec les parois plus 
rugueuses telJes que celles des figures V2, V3, V4 et V8, V9, et VlO. 
Toutefois U n'y a pas de concordance entre la théorie et l'expérience pour 
les profils à 55 centimètres lorsque les parois sont inclinées de tS degrés. 
Ue autre explication aux problèmes de cohérence entre la théorie et 
J'expérience peut être la détermination de la vitesse de fluctuation en paroi 
V P qui est une donnée essentielle au calc~l de la vitesse d'écoulement U(Y) 
comme on le montre dans le chapitre III. On peut ains.l supposer que le 
calcul de V P à travers la relation (V.3) est faussée soit par une difficulté de 
détermination de la vitesse de glissement en paroi UP, soit par une défail
lance de la relation (V.3) elle-même dans certains cas. 

Le table~u Vt qui donne les valeurs du coeffcient ~P décrivant l'inte
raction grain-paroi de l'écoulement, montre que les valeurs et la variation 
des valeurs dépendent fortement de la rugosité des parois. Plus l'angle de 
frottement en paroi est élevé, plus grandes sont les valeurs de ~p· Les cour
bes de la figure V14 retracent la variation des constantes ~P en fonction de 
l'inclinaison des parois par rapport à la verticale. Ces courbes montrent que 
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Figure V14 : variation de ~P en fonction de l'inclinaison des parois 
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nous sommes en présence d'une variation linéaire du coeffcient ~P en 
fonction de l'inclinaison des parois latérales de la trémie. Les courbes mon
trent encore que les pentes des droites sont plus forte pour des rugosité 
élevées, alors que pour des parois lisses du type II et IV nous avons des 
pentes trés faibles. 

La tableau Vt donne encore les valeurs de la constante 'Y P caractéri
sant les collisons grain-paroi. r P est nul pour des chocs parfaitement élas
tique, c'est à dire pour des chocs sans aucune perte d'énergie. 'Y P vaut 1 pour 
caractériser les chocs parfaitement moux. Les valeurs de 'Y P du tableau Vt 
montrent que ce coefficient est très faible pour les parois III et IV, c'est à 
dire pour les parois recouvertes de sable et ayant ainsi une surface trés dur 
qui absorbe peu d'énergie lors des collisons. Par contre pour des états de 
surface de paroi plus tendre, type 1 et Il, nous avons des valeurs plus 
élevées. La paroi en bois absorbe d'après le tableau Vt plus d'énergie que 
celle recouverte avec des petits pois secs. Les valeurs expérimentales de r P 

sont donc être en concordance avec sa définition. 

111. Conclusion 

Dans ce chapitre nous décrivons la méthode qui a permis de déterminer 
les constantes de la modélisation pour les petits pois secs s'écoulant entre 
quatres types de parois différentes. Les résultats que nous obtenons, tout 
au moins pour les champs de vitesses aux cotes de 20 et 35 centimètres 
montrent que cette technique est très efficase quant à la détermination des 
coefficients de la modélisation pour un matériau donné. La divergence que 
l'on rencontre entre la théorie et 1 'expérience à la cote de 55 centimètres est 
trés difficile à expliquer pour le moment. Provient-elle d'une défaillance de 
la relation (V.3), ou d'une difficulté à mesurer de façon suffisamment 
précise la vitesse verticale au niveau de la paroi. D'un autre coté cette 
différence peut aussi s'expliquer par le fait que dans ces zones ou les 
vitesses d'écoulement se réduisent, il n'est plus possible d'approcher les 
vitesses par notre modèle. Dans ce dernier cas l'écoulement ne respecterait 
plus les hypothèses d'application du modèle au niveau des champs de vites
ses où les courbes théoriques ne passent plus par les points expérimentaux. 

Dans ce chapitre nous ne pouvons pas proposer des valeurs pour la 
constante t qui permet d'ajuster la pression à l'intérieur de l'écoulement. 
Cette constante qui n'influence que les valeurs de pression ne peut qu'être 
déterminée par des mesures de pression à l'intérieur ou au niveau des parois 
de 1 'écoulement. De futures études au laboratoire s'occuperont de mettre au 
point un capteur de mesure de pression et de frottement afin de pouvoir 
mener une campagne. de mesures de contraintes au niveau des parois de 
notre dispositif expérimental utilisé dans le chapitre IV. 

La détermination des champs de vitesses théoriques repose sur la con-
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naisance de la vitesse d'écoulement en paroi uP. Ce qui peut être un incon
vénient quant à l'utilisation de notre modéle dans la pratique car la déter
mination de la grandeur expérimentale uP nécessite, comme nous l'avons vu 
dans le chapitre IV, une investigation expérimentale longue et laborieuse en 
laboratoire. De plus tl semble que la valeur de la vitesse UP ne soit pas as
sez fiable pour le calcul théorique. Par ailleurs dans la pratique, c'est à dire 
sur des installations industrielles il est très difficile, voir impossible de 
déterminer sa valeur. La méthode de résolution des équations de la modéli
sation proposée dans ce chapitre semble donc uniquement bien adaptée à la 
détermination en laboratoire des constantes r, q, r, r P' ~p· Par contre pour 
des installations industrielles où le débit massique est la seule grandeur fa
cilement mesurable, nous avons cherché dans le chapitre suivant à dévelop
per une technique de calcul des champs de vitesses qui utilise comme don
née expérimentale Je débit massique et non plus la vitesse d'écoulement en 
paroi. 
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Détermination des cbamps de vitesses théoriques 

à partir du débit massique de l'écoulement gravltaire 

1. Introduction 

Comme nous l'avons vu dans le chapitre précédent la modélisation que 
nous avons développé se prête bien à l'approximation des vitesses d'écoule
ment pour des écoulements gravitaires soumis à des forts taux de cisail.Je
ment. La technique utilisée jusqu'à présent s'appuie sur la connaissance de 
la vitesse de glissement le long des parois. Cette méthode de calcul est 
d'aJlleurs trés bien adaptée à la détermination des constantes du modèle 
pour un matériau granulaire donné. Dans la pratique elle ne pourra pas être 
utilisée car pour des raisons diverses dans les installations industrielles les 
vitesses de glissement en paroi ne sont jamais connues. Mals la donnée 
facilement mesurable dans la pratique est le débit massique d'une installa
tion de vidange gravitaire. Celui-cl est une des caractéristiques essentielles 
d'une trémie ou d'un silo industriel, car généralement la qualité du produit 
final en dépend de manière importante. Il parait donc évident qu'un modèle 
théorique doit se servir de la donnée du débit massique pour la détermina
tion des champs de vitesses et des pressions à l'intérieur d'un écoulement 
gravitalre afin qu'il puisse être utilisé dans la pratique. C'est pourquoi nous 
avons cherché à développer une seconde technique d'application de notre 
modélisation qui se servent du débit massique pour le calcul des courbes de 
vitesse de fluctuation V(Y) et de vitesse d'écoulement U(Y). Cette seconde 
technique qui vise à calculer les vitesses d'écoulement d'installations réelles 
à partir du débit massique est alors complémentaire à la première qui calcul 
les fonctions U(Y) à partir de Ja vitesse de glissement en paroi UP pour la 
détermination des constantes du modèle par calage sur des mesures 
expérimentales effectuées en laboratoire. 

- 136 -



11. Calcul .si.!:. lB. vitesse .s1J:. fluctuation A oartl~: .si.!:. lB. donnée 
exoérlmentale .!!JI débit massique. 

11.1 Calcul de la vitesse de fluctuation en fonction 
du débit massique 

Avant de calculer la fonction U(Y), il faut d'abord déterminer la vites
se de fi uctuation V(Y). Le calcul de la fonction V(Y) devra maintenant se fai
re à partir du débit massique de l'écoulement et non plus avec la vitesse 
d'écoulement UP au niveau de la paroi. Le débit massique QM donné par la 
relation UV.9 ), combinée avec celle donnant la vitesse d'écoulement u(y) 

(1Il.23) permet d'écrire l'équation (VI.t) reliant le débit massique à la vi
tesse de fi uctuatton. 

(VI.1) 

Cette dernière relation s'écrit encore adimensionnellement 

QM = 21·h·# ·p* rt ~.~Po VP' 

-11'2 

y 

t Jv(Y)·Y dY]dY q P0 8 
-1/2 

(VI.2) 

p* est la masse volumique moyenne du matériau granulaire qui s'écoule. Elle 
est définie par la relation (IV.tO). 

L'étape suivante consiste à utiliser la propriété de la fonction V(Y) que 
nous avons déjà mise en évidence dans Je paragraphe V.l du chapitre III. 
Cette propriété, résumée par la relation (IJI.32) permet de décomposer Ja vi
tesse de fluctuation V(Y) en un terme constant v• multiplié par une fonction 
V n (Y) dépendante de la valeur des constantes du modèle et des caractéristi
ques du puits ou de la trémie. Si de plus la relation suivante donne le débit 
adimensionnel Q~ de J'écoulement gravitaire 

Q ~ = __ Q-'M-'-'=--
2l·h·f91·p* 

(VI.3) 

alors la relation (Vl.2) permet d'écrire la relation définitive (VI .4) qui relie 
le débit massique à la vitesse de fluctuation 

Q~ = v• J"t ~.~Po Vnp' 
2 t L~nlYl ·Y dY ] dY (VI.4) 

q P0 S 
-112 

avec V(Y) = V*· V (Y) v np = Vn(0.5) = Vn(-0.5) n 
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11.2 Détermination de la fonction Vn(Y) 

Le calcul de V n (Y) se fait en prenant dans un premier temps le terme 
v* égal à 1, celui-ci est la vitesse de fluctuation sur l'axe central de 
l'écoulement gravJtaJre. Dans ce cas la fonction V n(Y), qui est indépendante 
du débit massique de l'écoulement prend également la valeur de 1 pour une 
abcisse Y nulle. 

La détermination de la fonction inconnue se fait alors comme dans les 
chapitres précédents par résolution de l'équation différentielle du second 
ordre (III.l3), la fonction recherchée sera maintenant V n (Y) et non plus V(Y). 
Lors du calcul iJ faudra veuiJler à ce que la fonction V n(Y) soit égale à l au 
centre de l'écoulement, et à ce que celle-ci respecte les conditions aux 
limites (111.14) et <III.lS) de la ·modélisation. La résolution de l'équation 
différentielle ne se fera donc plus comme se fut le cas jusqu'à présent en 
commençant le calcul numérique à la limite gauche de l'écoulement, mais on 
amorcera le calcul au mi lieu de l'écoulement gravitai re. A Y = 0 les condi
tions aux limites nécessaires pour débuter le calcul numérique de V n(Y) sont 

dVn 
dY = 0 

La valeur de la pression P
0 

entrant dans 1 'équation (III.l3) devra être choisie 
afin que la fonction V n(Y) obtenue vérifie la condition aux limites UII.15) au 
niveau de la paroi, c'est à dire pour Y = 0.50. 

La figure VIl montre la courbe V n (Y) calculée avec les caractéristiques 
des courbes V(Y) présentées sur la figure III4. Pour tracer ces courbes nous 
avions a = t = r = q = 1, o = 0.01, y = 0.01 et eP = 0.84. Alors que Je calcul 
donne une pression P 

0 
de 6.1096. 

c: =
c: 
Ct -... .... 
c: 
Ct 

&&.. 7. 

... 

1.. 

\ 
\ 
\ 

Conditons 
aux liflites 

(paron 

Il : C ~ 
Yp dY 

constantes •c• 
\ Hodèle 
\ 
\Courbe 
\ 

8.867' 

8,0678 

\ 
\ 

8e~-r--~~--~-.~.~2-5~--~~--~-Je.s \ 
y \ 

Figure Vlt : exemple d'une fonction Vn(YJ 
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11.3 Détermination de V* et de la vitesse d'écoulement U(Y) 

Lorsque la fonction V n<Y) est trouvée il est alors facile de calculer la 
vitesse de fluctuation au centre de l'écoulement v* à partir de la relation 
(VJ.4). Mais pour se faire la grandeur QJ devra être calculée avec la mesure 
expérimentale du débit massique et les caractéristiques géométriques de la 
section traversée par l'écoulement gravitatre. Le calcul du débit adimension
nel se fait en supposant que la masse volumique p* est trés peu différente 
de la masse volumique au repos p

0
• Une fois la vitesse v• déterminée on 

calcule la vitesse de fluctuation V(Y) finale avec la relation (III.32). 

A partir du moment que la fonction V(Y) est déterminée, il ne reste 
plus qu'à calculer les vitesses d'écoulement U(Y) à l'aide de la relation 
(111.23). 

11.4 Algorithme de calcul 

Le logiciel HAFF-DEB.PRG que nous avons réalisé au laboratoire per
met de calculer les vitesses d'écoulement adJmensionnelles à partir de la 
connaissance du débit massique, de la masse volumique du matériau granu
laire, et des caractéristiques géométriques de la section traversée par 
l'écoulement. Les principales étapes de calcul du logiciel peuvent se résumer 
de la manJére suivante : 

1. Lecture de constantes t,r,q,y,yP,~P caractérisant le matériau 
granulaire 

2. Lecture des caractéristiques géométrique de la section : ô,l,h 
3. Lecture de la masse volumique au repos p

0 
~ p* 

4. Lecture de la pression adimensionnelle P 
0 

compatible avec les 
conditions aux limites du modéle (résultat du calcul itératif 
fait avec HAFF .PRG) 

5. Calcul de la fonction V n(Y) par résolution numérique (algorithme 
de Runge-Kutta) de 1 'équation (III.l3) à partir de Y=O jusqu'à 
Y=O.S. 

6. Calcul du débit adimensionnel (Vl.3) 
7. Calcul numérique de 1 'intégrale de l'équation (VI.4) 
8. Calcul du terme v*, puis de la vitesse de fluctuation V(Y) 
9. Affichage de la fonction V(Y), et pour vérification de la condition 

aux limites (eh·36a) à Y=O .5 théorique et numérique 
10. Calcul de la vitesse d'écoulement en paroi (Ill.22) 
JL Calcul de la vitesse d'écoulement U(Y) avec 1 'équation UII .23) 
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111. l'ltesses d'écoulement 

lll.t Généralités 

Dans ce paragraphe on compare les profils de vitesses théoriques que 
1 'on a obtenu dans la chapitre précédent avec les vitesses d'écoulement cal
culées avec le logiciel HAFF-DEB.PRG utilisant la technique de calcul décri
te dans ce chapitre. Les caractéristiques des petits pois secs nécessaires 
pour le calcul des champs de vitesses avec cette dernière méthode sont la 
masse volumique au repos p

0 
et le diamètre des grains d. Ces grandeurs ca

ractéristiques, comme les différentes valeurs du débit massique sont mesu
rées dans le chapitre IV. Les constantes de la modélisation sont données 
dans le chapitre précédent. 

111.2 Calcul des vitesses d'écoulement adlmenstonnelles 

i 
1 
• 
j --

Ce paragraphe montre les superpositions des champs de vitesses cal-

X = 20 cm 

........ ····-····· .......................... .. . . . . . 

-· • 11111 ................. -.-.,...,.-r-.-.-........ -.-.,....,.....,.....,-.-.,...,...J ..... -e.2a 

i 
! -:;. 
1 ... -.. -·· 

• ..211 ••• 
y 

X = 55 cm 

........................................ . . . . . . . . 
.... ··'······ ········ ..... . . . . . . . . 

i 
! -:;. 
1 ... -.. 

-·· ::::.::'s=L::::::: 

X = 35 cm 

. . . -··· ................................................ . . . . . . . . . . . -·· ............. ~ .......... ~ ........... ·:· ......... .. 

-·· 

. . . . . . . . . . . . .. ...... , ......... , ........ ······· ... .. . . . . . . . . . .......................... . . . . . . . . 

D calcul avec a.t 

+ calcul avec Up 

••• ., 

X courbe exp~rinen~ale 

Figure .Y.I..Z : Comparaison des différents champs de vitesses 
Paroi de type 1 Inclinaison des parois : 6• 
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culées à partir de la donnée de la vitesse de glissement en paroi et celles 
calculés avec le débit massique de l'installation. Les figures VI.2, VI.3 et 
VI .4 représentent les champs de vitesses adimenslonnelles pour les trémies 
avec la paroi de type 1 pour des inclinaison de paroi de 6,10 et 15 degrés. 

La figure Vl2 ci-dessus montre pour les cotes de 20 et 35 centimètres 
que les deux techniques de calcul théorique donne des courbes de vitesses 
d'écoulement adJmenslonnelJe tout à fait comparables et qui s'accordent 
avec les vitesses expérimentales. Quant aux champs de vitesse à 55 centimè
tres on se rend compte que la courbe théorique t:alcnlée à partir du débit 
massique adimensionnel coincJde d'une façon nettement meilleure avec la 
courbe expérimentale que la courbe théorique déterminée avec la vitesse de 
glissement en paroi. Les résulats présentés sur la figure VI2 sont tout à fait 
confirmés par les schémas des figures VI3 et VI4 qui donnent les champs de 
vitesses pour des parois de type 1 inclinées à 10 et 15 degrés. Il en est 
également de même dans l'annexe 5 on l'on retrouve les vitesses verticales 
pour les parois Il, III et IV. 

-·· 

X = 20 cm 

. . . ....................................... . . . . . . . . . . . . 

. . . 
• • • ••••• • •• 0 •• 0 •• ' ........ 0 ••• • • • • • • . . . . . . . . . . . ....... .... .................. ...... ... . . . . . . . . . . 

• e.2S e.s 
y 

X = 55 cm 

. . 

j 
ï .as 
:;. 

j 
;: 

j ........ ,. ............................ . 

ï 
.as 
:;. 
• 
! .. 

. . . . . . . . . . . . . . .................... ············ . . . . . . . . . . . . . . . 

-e.J. 

............. ..-r....-r--r-r-r-r-T--r-r-r-r-T...,-,r-r-.....,...... 
-e.s -e.2s • e.2s e.s 

y 

. X = 35 cm 

•••• :· •••••••• ~. 0 •••••• ·:· ••• 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 

o calcul av~c 0.. 

+ calcul av~c Up 

X courbe exp•ri"en~~IQ 

Figure ill : Comparaison des différents champs de vitesses 
Paroi de type 1 Inclinaison des parois : 10• 
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ti: 
1 -• 
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......... ., .................. . . . . . -• -·· ~ 

:a 
1 -··· B 
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-e. 2S L..y-...,....,-,..-.,.....,......,-,.....,......,....,-,..-,......,.....,....,,...,..........-r-' 

-a.s -a.2s • a.1s a.s 

1ii 
1 -• 
~ 
;,. 

1 
B -::> 

y 

X = 55 cm 

-·· 

-·. t7s-L-,-,..-,-..,.....,-,..-.,....,......,-,.....,.........,.-,--r-r....,....,.......,...-l 
-a.s -a.2s • a.n a.s 

y 

D calcul aYec Oft 

+ calcul aYec Up 

X courbe expérinen~ale 

Figure Vl4 : Comparaison des différents champs de vitesses 
Paroi de type 1 Inclinaison des parois : JS • 

En regardant de plus prés les courbes des figures VI2, VI3, VI4 et cel
les de l'annexe 5 on se rend compte que les champs de vitesses théoriques 
calculées avec la donnée du débit massique épouse la forme des courbes ex
périmentales lorsque le profil se situe dans la moitié inférieure de l'écoule
ment. Pour les vitesses verticales des particules dans la partie supérieure 
des trémies on a des vitesses théoriques et expérimentales de valeur 
moyenne comparable sur la section de l'écoulement, bien que l'allure des 
courbes ne soit pas semblable. Les champs de vitesses expérimentales sont 
généralement de forme pointus au milieu losque l'inclinaison des parois et 
de 10 ou 15 degrés, alors que la modélisation donne des courbes à gradient 
de vitesse plus élevé au niveau des parois et avec une courbe de forme 
aplatie au centre de l'écoulement. Comme dans le chapitre précédent 
l'écoulement entre les parois lisses de type II fait à nouveau exception. En 
effet pour ces écoulements qui présentent les vitesses et les débits les plus 
élevés, nous avons des courbes théoriques qui s'accordent avec les vitesses 
expérimentales tant au niveau des valeurs de vitesses verticales qu'au niveau 
de l'allure des courbes. Pour les écoulements entre les parois lisses (essais 
n•ta, 14 et 15) les champs de vitesses expérimentales et théoriques ont une 
courbure régulière à la cote de 55 centimètres, et n'ont pas de cassure 
pointue comme le montre les figures VI3 et VI4 par èxemple. 
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Les courbes théoriques calculées avec la méthode de résolution pré
sentée dans ce chapitre se superposent de la manière la plus satisfaisante 
dans la partie inférieure de l'écoulement, c'est à dire dans la zone ou nous 
avons les plus grandes vitesses d'écoulement et les plus grands gradients de 
vitesses. Alors que dans les parties d'écoulement ou les vitesses se rédui
sent par rapport aux vitesses précedentes nous avons certe des résultats 
meilleurs que dans le chapitre précédent, mais sans pour autant pouvoir 
retracer de façon précise l'allure des courbes expérimentales mesurées dans 
ces zones à vitesses d'écoulement pl us faibles. La modéJisatJon ne retrace 
qu'approximativement la réalité dans la section à 55 centimètres au-dessus 
de l'orifice de vidange lorsque nous avons des écoulements entre des parois 
incJinées à lO ou lS degrés ou uniquement à tS dgrés pour des angles de 
frottement en paroi inférieurs à 25 degrés (paroi de type II et IV). 

On met donc à nouveau en évidence des zones à trop faible gradient de 
vitesse ou le modèle théorique s'éloigne des vitesses expérimentales. Dans 
ces parties J'écoulement, comme nous J'avons déjà mis en évidence, ne res
pecte plus de fa'Çon rigoureuse les hypothèse d'application de notre modéli
sation. Les contraintes de frottement de type "Coulomb" ne peuvent plus 
être négligées devant les contraintes tangentieiJes d'origine visqueuse. 

111.1 Différence entre les deux courbes théoriques 

Il s'agit maintenant de rechercher la cause de la divergence entre les 
courbes théoriques pour les champs de vitesses à la cote de 55 centimètres. 
Pour celà JI convient dans on premier temps de comparer les courbes de vi
tesse de fluctuation V(Y) que l'on obtient à partir des deux techniques de 
calcul. Les figures VIS et Vl6 comparent les courbes V(Y) calculées soit â 
partir de la vitesse de glissement en paroi UP, soit à partir du débit massi
que QM. 

-• -... 
! w --.. 
= ! -... 

x = 20 cm ••• 

•• 

e.~~~~~~~rr~~rr~~ 
-e.e -e.ze • e.ze e.s 

" 
o calcul avec QM 

-• -... 
! 
~ -.. .. 
! 
;: 

Figure IVS : Vitesse de flactaation V(YJ 

X = 55 cm •. :s ,.----,.....--_..;......-__ .,...-_ ___, 

. . . 
e.z · · · · · · ·., · · · · · · · · · · · · · · · · · ··· · · · · · · · 

. .... 
. . ... . ........ ~ ........ ~ ......... : ........ . . . . . . . . . . . . . . . . 

+ calcul avec UP 

Paroi de type 1 Inclinaison des parois 6• 

- 143 -



X = 20 cm X = 55 cm 
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v 

a calcul avec QM + calcul avec UP 

Figure V/6 Vitesse de fluctuation V(Y) 

Paroi de type 1 Inclinaison des parois 1s• 

Au regard des figures VIS et Vl6 on constate que les courbes de vites
ses de fluctuation V(Y) sont très proches les unes des aat,res pour les cotes 
de 20 centimètres. Les courbes V(Y) à la cote de 55 centimètres sont au con
traire assez éloignées entre elles. Toutefois quelque soit les courbes des fi
gares VIS et VI6 les conditons aux limites (III.14) et (III.lS) sont respectées 
par celles-ci. L'écart entre les courbes calculées à partir de la vitesse expé
rimentale UP et les courbes calculées avec le débit massique QM est unique
ment dd à la valeur de la vitesse de fluctuation en paroi V p' Le tableau VIl 
résume les valeurs de V pour les figures VIS et VI6. Il indique également 

Cote X 

20 cm 
55 cm 

Inclinaison des parois : 6. Inclinaison des parois : 15 • 

Calcul avec Calcul avec Calcul avec Calcul avec 

QM up QM uP 
0.5273 0.4893 0.2175 0.2265 
0.1597 0.2596 0.0416 0.0015 

Figure Vl1 : Vitesse de fluctuation en paroi en fonction 
de la technique de calcul 

que les valeurs sont uniquement comparables entre elles pour les courbes à 
la cote de 20 centimètres et non à la cote de SS centimètres. 

Ces remarques nous permettent donc de supposer que le calcul de la 
vitesse de fluctuation en paroi V P en fonction de la vitesse de glissement en 
paroi UP à partir de 1 'équation (V.3) ne se fait pas dans de bonne condition. 
En effet la figure VI7 montre sur un exemple la difficulté que l'on peut ren
contrer à déterminer de manière précise la vitesse adimensionnelle UP pour 
les profils de vitesses à la cote de 55 centimètres. 
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x = 55 cm 

:lit 
Vitesse de glissement en paroi uP -li 

li - -···2 approximation linéaire ~ 
~ up = -o.oo24 - -e.e:s -., .... :a -···· approximation non linéiare --::::1> u = -0.0002 

-e.es p 

-e.ec 

-···7 -e.s -e.2s • •. 25 e.s 
y 

Flgare ..Yl.Z : détermination de la vitesse de glissement en paroi UP 

La figure VI7 montre donc qu'il est trés difficile d'obtenir une valeur 
expérimentale précise de la vitesse d'écoulement en paroi UP lorsque celle-ci 
est faible. Par conséquent il n'est pas possible de trouver une vitesse de 
fluctation V P à travers l'équation <V.3) qui permette un ~alcul rigoureux de 
la fonction V(Y~. nécessaire à la détermination de la vitesse d'écoulement 
U(Y). Dans de tel cas le débit massique est une donnée expérimentale nette
ment plus fiable. Celui-ci donne donc par voie de conséquence avec la mé
thode de calcul explicitée dans ce chapitre, une meilleure cohérence entre la 
théorie et 1 'éx~ence lorsque nous avons à faire à des vitesses en paroi 
faibles. 

IV. Conelusto• 

La techniq~ de résolution des équations de la modélisation de l'écou
lement gravit~ que nous mettons en oeuvre dans ce chapitre vise surtout 
la déteraination: :des champs de vitesses dans les trémies Industrielles. En 
effet la aesure Œ débit massique d'une Installation réelle est une chose fa
eUe lors.crae ce lu:_ -ci n'est pas déjà connu. Cette méthode donne des résul
tats coœ~rab)e$ voir meilleurs dans certains cas que la technique utilisant 
la donn~ expéri..mtt~ntale de la vitesse d'écoulement au niveau de la paroi. On 
montre eJ~...Sttite jl:l(:):nrquoi il existe généralement une défaillance pour les vi
tesses Y'!!:.rt..icales: .aux cotes de 55 centimètres de la première méthode déve
loppée ~ cett.~ ouvrage. Ce grand écart provient de la difficulté à trouver 
une vale<:~rr expér:nmentale fiable de la vitesse de glissement en paroi lorsque 
les vJtes.s.e.s en ~oi sont relativement faibles. Dans ce cas la débit massi
que rep~nte tXl1fE donnée expérimentale beaucoup plus précise . 

ML~é les ::nons résultats que nous montrons dans ce chapitre, il faut 
tout de Imème st~maler que les champs de vitesses théoriques calculées dans 
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Les travaux de recherche que l'on présente dans ce mémoire ontpour 
principal objectif de mieux faire comprendre les mécanismes d'écoulement 
des matériaux en vrac. On présente ainsi dans la première partie une 
synthèse bibliographique sur les différentes méthodologies servant à 
caractériser le comportement des poudres oil des matières granulaires. Le 
premier présente généralement de Ja cohésion, alors que Je second beaucoup 
plus rarement. La seconde partie de l'ouvrage s'intéresse à la description 
théorique et expérimentale des vitesses d'écoulement à l'intérieur de trémies 
convergentes. On y montre clairement J'influence de J'incJJnaison et de Ja 
rugosité des parois sur les vitesses comme sur les débits massiques. 

Dans la première partie de ce travail on fait le point sur les différen
tes méthodes théoriques et expérimentales qui permettent de caractériser le 
mécanisme d'écoulement des matériaux en vrac. Cette étude bibliographique 
permet de faire le point sur les nombreux travaux entrepris dans ce domai
ne, et pourra servir de base à de nouvelles études. Par ailleurs la terminolo
gie spécifique à la description des matériaux en vrac que J'on a utilisé dans 
cette partie pourra servir de référence à la rédaction d'un dictionnaire 
regroupant tout le vocabulaire utilisé dans ce domaine scientifique. Ce 
document permettra d'unifier le vocabulaire entre les différents la bora
toires et entreprises français et étrangers ayant une. activité dans 1 e 
domaine. 

Cette étude s'adresse encore aux concepteurs de silos et de trémies 
destinés au stockage de matières dont l'aptitude à l'écoulement est réputée 
mauvaise. Ils y trouveront les moyens de caractériser ce type de matériaux, 
et pourront en conséquence déterminer les dimensions géométriques des 
cellules de stockage, et, si nécessaire choisir un organe d'extraction 
mécanique adapté lorsque les mauvaises propriété!~'. du matériau Je requiè
rent. 

La seconde partie qui décrit plus particulièrement la détermination des 
champs de vitesses verticales à 1 'intérieur de trémies convergentes, analyse 
le comportement du matériau granulaire utilisé, en fonction de J'inclinaison 
et de la rugosité des parois que l'on a réalisé au laboratoire. Pour les gam
mes d'inclinaison de parois étudiées on met expérimentalement en évidence 
deux types de comportement. Le premier se rencontre dans des écoulements 
où les parois latérales sont faiblement inclinées par rapport à la verticale, 
c'est à dire entre 6 et 15 degrés, voir 20 degrés si le frottement en paroi 
reste faible. Il s'agit dans ce cas d'un écoulement à vitesses verticales 
élevées soumis à des taux de cisaillement importants. L'allure et les valeurs 
des vitesses verticales sont étroitement liées à la pente et à la rugosité des 
parois. 

Dans les trémies où l'inclinaison des parois par rapport à la verticale 
est supérieure aux valeurs précédentes on rencontre un autre comportement. 
Les vitesses verticales comme les débits sont nettement moins sensibles à 
la modification du frottement en paroi et à la pente des limites latérales 
des trémies. Au niveau des parois on distingue J'apparition de zones mortes 
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otl les particules sont animées d'une vitesse faible voir nulle. Ce phéno mêne 
et d'autant plus marqué que les parois sont inclinées et rugueuses. Les 
champs de vitesses mesurées au laboratoire montrent très clairement que 
l'épaisseur de la zone morte pour une pente de paroi donnée dépend 
fortement de 1 'angle de frottement en paroi. Une prochaine campagne de 
mesures aura comme objectif de déterminer l'influence de tous les paramè
tres tels que, rugosité des parois, frottement interne du matériau, dimen
sions de l'orifice inférieur, pente des parois, sur les dimensions de la 
cheminée d'écoulement qui se forme au sein du matériau. Cette étude 
expérimentale servira à la création d'abaques et de formulations empiriques 
pour la prévision des modes d'écoulement à l'intérieur des cellules de stoc
kage. 

L'études théoriques des champs de vitesses verticales se fait dans la 
seconde partie du mémoire grâce à une modélisation originale que nous 
av.ons développé au laboratoire. Le développement de ce modèle que l'on 
décrit dans le chapitre 3 se fait à 1 'aide des équations de conservation 
classiques de la mécaniques des fluides, dans lesquelles on injecte un terme 
traduisant l'inélasticité des collisions entre les particules. Cette modélisa
tion, applicable aux écoulements à fort taux de cisaillement donne d'excel
lents résultats pour un matériau modèle que sont les bill~s de verre, comme 
avec des matières naturelles telles que les petits pois secs. La formulation 
théorique redonne parfaitement les champs de vitesses réelles que 1 'on a 
mesuré dans le chapitre 4 à condition que l'écoulement que l'on cherche à 
approcher soit à forts taux de cisaillement, qu"on obtient lorsque les gra
dients de vitesse sont élevés. Dans ce cas les collisions entre particules 
sont de trés courtes durées et les seules forces qui s'opposent au mouve
ment des grains sont des forces tangentielles d'origine visqueuse. La courte 
durée des chocs empêchant la création d'autres efforts. 

La comparaison des champs de vitesses théoriques et des champs de 
vitesses expérimentales permet non seulement de constater une concor
dance très satisfaisante entre la théorie et les mesures, mais met égale
ment en évidence les limites d'application de notre formulation. En effet la 
trés bonne simllitude entre les mesures et la théorie est obtenue pour des 
pentes de parois de 6 et 10 degrés par rapport à la verticale. Ceci montre 
donc bien que l'écoulement granulaire dans ce cas est soumis à des taux de 
cisaillement élev.és, son comportement est donc comparable à celui d'un 
fluide réel classique. A partir d'une inclinaison de 15 degrés, surtout pour 
les parois à rugosité elevées on commence à observer une divergence entre 
les courbes théoriques et expérimentales dans la . partie supérieure de 
l'écoulement, là oà apparaissent les plus faible gradients de vitesse. Ces 
faibles gradients engendrent des contacts entre particules de durée prolon
gée, qui eux mêmes engendrent la création de forces de frottement solide 
entre les grains. Ces frottements de type "Coulomb" provoquent l'apparition 
des zones mortes au niveau des parois. A partir de cette configuration 
géométrique us•) commence également à apparaitre des vitesses horizontales 
qui sont entièrement nèglig~ pour J'instant par le modèle. 
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Les travaux originaux que nous présentons dans cette ouvrage permet
tent déjà mieux d'apprécier les paramétres qui influencent les écoulements 
gravitaires, et permettent de montrer qu'elles sont les études aussi bien ex
périmentales que théoriques qu'il faudra encore mener pour mattriser en 
grande partie les mécanismes d'écoulement des mattéres granulaires. Ceci 
afin de développer de nouveaux modéles pour la détermination théorique des 
champs de contraintes à l'intérieur de la matiére ensilée. Il faudra ainsi dans 
l'avenir injecter dans notre modélisation un terme de frottement solide qui 
devra être associé à un critére utilisant le gradient de vitesse pour détermi
ner l'intensité des forces de frottement solide par rapport aux efforts 
visqueux. 
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Profils de vitesses verticales 

expérimental es 

pour les billes de verre (d = 5 mm) 

Ouverture de l'orifice inférieur des trémies : 2.66 centimètres 
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Paroi recouverte de billes de verre 

Essai n'1 Il = 6' 

Approximation linéaire x - 20 cm -... 
"' • 

Vitesse en paroi : -4.37 ' 5 
Vitesse 

... -2.5 
au centre -18.29 :a 

~ 1.58 ... 
c u 

Surface 103.66 li -i 
~ 

Approximation non linéaire "Ct 

Vitesse en paroi : -2.7 u 
"' "' Vitesse centre : -18.69 u 

au ... -
~ : 1.10 -
Surface 104.38 a a -28 

a a 

Largeur ( 21) 6.86 -22.5 
-3 -2 -1 • 1 2 3 

y [Cil) 

Approximation linéaire x - 35 cm ... -
"' 8 

Vitesse en paroi -4.23 ' 5 
Vitesse centre -12.91 

.... -2.5 au :a 

ç 2.56 ... c .. 
Surface : 107.13 1 -i 

u 

Approximation linéaire 
..., 

non :a 
Vitesse en paroi : -3.65 ., 

"' "' Vitesse au centre : -13.59 .. -15 ... -ç 2.25 --17.5 

Surface : 107.23 
-28 

Largeur (2t) 10.02 cm -22.5 
-5 -· -3 -2 -1 • 1 2 3 .. 5 

y [Cil) 

x - 55 cm Approximation linéaire --"' • ' Vitesse en paroi -3.07 5 ... 
Vitesse au centre : -8.81 :a 

~ : 3.06 
... 
c: .. 

Surface : 107.68 li -i 
u ..., 

Approximation non linéaire "Ct ., -12.5 

Vitesse en paroi : -2.16 "' "' .. 
Vitesse au centre : -8.91 ... -15 --ç : 2.13 -17.5 

Surface : 106.97 -28 

-22.5 

Largeur (2ll 14.22 cm -6 -· -2 • 2 .. 6 

y [Cil] 
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Essai n'2 a = 10' 

Approximation linéaire 
Vitesse en paroi -3.43 
Vitesse au centre : -11.20 
~ : 2.34 
Surface : 95.76 

Approximation non linéaire 
Vitesse en paroi : -3.22 
Vitesse au centre : -11.86 
~ : 2.24 
Surface : 95.88 

Largeur (2l) 10.16 cm 

Approximation linéaire 
Vitesse en paroi : -2.23 

Vitesse au centre : -8.49 

~ : 5.69 
Surface : 98.55 

Approximation non linéaire 
Vitesse en paroi : -1.81 
Vitesse au centre : -8.64 

~ : 4.82 

Surface : 98.34 

Largeur (2[) 15.8 cm 

Approximation linéaire 
Vitesse en paroi -0.56 

Vitesse au centre -5.24 

~ 4.08 

Surface : 102.92 

Approximation non linéaire 
Vitesse en paroi : -0.65 
Vitesse au centre : -5.67 

~ :4.43 
Surface : 102.37 

Largeur (21) 23.32 cm 

:D ... 
c: 

1 -::11 
ct 

"" .., --a 
Il( 

"' ., ... -=> 

.... 
"' ..... 
:5 -
:::1 ... 
c: ., 
! 
::1 
ct 

"" --a 
lU 

"' "' ., ... -:> 

.... 
"' ..... 
:5 ... 
:::1 ... 
c: 
lU 

1 -::1 
0 

"" .., 
"'D .. 
"" "' ., ... -:::> 

-~·L-~--~~~--~~--~~~~~ 
-s -4 -3 -2 -1 e 1 2 3 4 s 

" [Cil] 

x - 35 cm -e 

c c 

-6 

-· 
-~e 

-~2 

-1.4 
-6 -4 -2 • 2 4 6 

" [Cil] 

x - 55 cm -

-4 

-6 

-· 
-~e 

-12 

-14 
-9 -6 -3 • 3 6 9 

" [Ut] 
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Essai n '3 Œ = 15 • 

x - 20 cm ..... -
"' • Approximation linéaire .... s 

Vitesse en paroi -1.79 
.... 
:Il 

Vitesse au centre -8.15 ... 
c ., 

~ 3.81 li -Surface : 84.72 :Il • .., --"D 

Approximation non linéaire 
., 
"' "' Vitesse en paroi : -1.24 
., ... -

Vitesse au centre : -8.61 
::> 

~ : 3.07 
a 

Surface : 86.04 
-.18 

-6 -4 -2 8 2 4 6 

Largeur (2!) 13.38 cm y [CA] 

Approximation linéaire x - 35 cm .... -
"' 8 

Vitesse en paroi -0.41 
.... s .... 

Vitesse au centre -5.53 :Il 

~ 6.32 ... c 
Cil 

Surface : 86.02 fj -:t 0 .., -Approximation non linéaire "D ~ a 

Vitesse paroi : -0.34 ... 
en "' -6 a 

"' Vitesse : -5.95 
.. 

au centre ... -::> 

1; : 6.64 -· Surface : 84.45 

-.18 
Largeur (21) 21.42 cm -J.III -8 -6 -4 -2 8 2 4 6 8 J.lll 

y [CA] 

,... X - 55 cm 
Approximation linéaire "' .... s 
Vitesse en paroi -0.07 ... 

D 

Vitesse au centre : -4.14 ... -2 
c 

~ : 11.73 Cil 
fj 

Surface : 85.15 -:t 0 -4 .., -"D 

Approximation non linéaire ... 
"' Vitesse paroi : 0.00 "' en .. ... 

-6 

-Vitesse au centre : -4.54 ::> 

~ : 13.50 -· 
Surface : 85.58 

-1111W-~--~~~--~~~--~~~ 
-J.:J -J.2 -9 -6 -:S Ill :S 6 9 J.Z J.:J 

Largeur ( 21) 32.12 cm y [CA] 
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Profils de vitesses verticales 

expérimental es 

pour les petits pois secs 

Ouverture de 1 'orifice inférieur des trémies : 4 centimètres 
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Paroi type 1 : Petits pois collés 

Essai n '3 u = 6 • 

Approximation linéaire x ... 
"' • 

Vitesse en paroi -12.72 .... 
5 

Vitesse au centre -28.77 
..... 
::1 

-5 

E; 2.83 cm ... c: ., 
-J.e 

Surface 190.42 li ... 
i 
~ 

Approximation non linéaire "0 

Vitesse en paroi : -11.43 
., 
"' "' Vitesse au centre : -29.91 
cu ... -

~ : 2.67 cm 
~ 

Surface : 189.88 

-35 

--

Largeur (2D 8.18 cm -4 -3 -2 -J. 

Approximation linéaire x .... 
"' e 

Vitesse en paroi : -9.65 .... 
5 

Vitesse au centre : -20.01 
..... 
::1 

-5 

~ : 3.97 cm ... 
c: cu 

Surface : 185.88 fi 
i ..., 

Approximation non linéaire 
..... 
"0 

Vitesse en paroi -7.35 ., 
"' "' .. 

Vitesse au centre : -21.02 .. ... - -2:1 

~ 3.43 cm 
~ 

Surface 183.66 -38 

-35 

20 cm 

• J. 

- 35 cm -

.. 

Largeur ( 2[) 11.34 cm -5 -• -:s -2 -J. e J. 2 

x - 55 cm 
Approximation linéaire .... -

"' • ....... 
Vitesse en paroi -8.10 .§ 

Vitesse au centre : -13.76 :::1 
-5 

~ 3.11 
... 

: cm c: ., 
Surface : 196.26 li -8 .... ..... 
Approximation non linéaire "0 ., -20 
Vitesse en paroi -7.59 "' "' cu 

Vitesse au centre -13.99 
.... - -25 ~ 

ç : 2.49 cm 
Surface : 195.77 -38 

-:s:s 

Largeur ( 2ll 15.54 cm -6 -4 -2 e 2 
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Essai n·4 IX : 10• 

Approximation linéaire 

Vitesse en paroi : -5.46 

Vitesse au centre : -20.45 

~ 2.77 cm 

Surface : 184.79 

Approximation non linéaire 

Vitesse en paroi : -3.49 

Vitesse au centre : -21.24 

~ : 2.10 cm 

Surface : 185.13 

Largeur ( 21) 11.06 cm 

Approximation linéaire 

Vitesse en paroi -4.21 

Vitesse au centre -14.03 
ç 4.25 cm 

Surface : 187.71 

Approximation non linéaire 

Vitesse en paroi : -2.12 

Vitesse au centre : -14.22 
ç 2.86 cm 
Surface 185.79 

Largeur ( 21) 16.36 cm 

Approximation linéaire 
Vitesse en paroi : -2.56 
Vitesse au centre : -9.80 

~ 
Surface 

: 6.68 cm 
: 181.18 

Approximation non linéaire 
Vitesse en paroi : -1.52 
Vitesse au centre : -10.06 
~ 5.04 cm 
Surface : 179.52 

Largeur (21) 23.42 cm 

.... 
vt .... 
5 .... 
:1 .. 
c: ., 
li .... 
1 
~ 
:a ., 
"' Xl .. -~ 

.... 
vt .... 
5 .... 
:1 .. 
c:: ., 
li .... 
1 
~ 
"Cl ., 
"' "' ., .. -~ 

:1 .. 
c:: 

1 
i 
w ...., 

"Cl ., 

• 

-25 

8 

-28 

-25 
-8 

::l -n ., .... -::> 

-28 
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-6 -4 -2 8 2 4 6 8 
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Essai n ·s rt = 15 • 

Approximation linéaire .... 
Vitesse -2.58 

Ill 
en paroi 5 

Vitesse au centre -16.17 .... 
• 

~ 4.27 cm .... • 
Surface : 180.06 

.. 
li -• D .., 

Approximation linéaire -non ... 
Vitesse en paroi : -1.51 .. 

Ill 

Vitesse au centre : -16.98 
Ill .. .... -

~ : 3.61 cm D 

Surface : 179.77 

Largeur ( 21) 14.72 cm 

Approximation linéaire 
Vitesse en paroi -1.22 

Vitesse au centre -11.13 

~ 
• .... 

8.09 cm fi 
Surface : 173.38 .! 

Approximation non tinéaire 
Vitesse en paroi : -0.66 
Vitesse au centre : -11.99 
~ : 8.09 cm 
Surface : 174.72 

Largeur (2[) 22.78 cm 

Approximation linéaire 
Vitesse en paroi -0.31 
Vitesse au centre -8.05 

::t • .., -... .. 
"' Ill ., .... -:> 

.... 
"' .... 
5 .... 

• 

-.ll'.~ 

-28 

-l'.~ 

-.10 

-.17.~ 

~ 12.40 cm '5 -s 

Surface 

Approximation non 
Vitesse en paroi 
Vitesse au centre 

~ 
Surface 

: 173.74 .! 

linéaire 
:0 
: -8.59 
: 13.41 cm 
: 172.27 

• -7.5 
D 

~ 
:a -18 .. 
Ill 
Ill .. -12.5 .... -- -J.5 

Largeur ( 2[) 33.50 cm 

x - 20 cm -

c c 

-6 -4 -2. • 2 4 6 

y [Ut] 

X - 35 cm 

-.le-8 -6 -• -2 e 2 4 6 8 .18 

y [Cft] 

X - 55 cm 

~'~COQ -~ 
~ 

-J.5-12-9 -6 -3 a 3 ' 9 12 15 

y [Ut] 
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Essai n '6 a = 19.15 • 

.... x = 20 cm 
Ill· • 

Approximation polynomiale 
...... 
5 .... 

de degré 3 ::s 

Vitesse au centre : -15.82 ... 
c: .. 

Surface : 187.34 li -::s • "" -Largeur ( 2D : 17.88 cm "a ., 
"' "' .. • .... -:::> 

-1!1 

ac "" -17.!1 "" 
-28 -· -6 -4 -2 8 2 .. 6 8 

y [tl'll 



Approximation polynomiale 
de degré 3 
Vitesse au centre : -15.82 
Surface : 187.34 

Largeur (21) : 17.88 cm 

Approximation polynomiale 
de degré 3 
Vitesse au centre : -10.59 
Surface : 17 4.15 

Largeur (21) : 28.32 cm 

Approximation polynomiale 
de degré 3 
Vitesse au centre : -8.02 
Surface : 180.62 

Largeur ( 2D 42.22 cm 

... 
"' .... s .... 
::1 ... 
c: 
&1 

li 
:; 
• .., ..... 
-a 
&1 

"' Ill\ 
&1 ... -=-

::1 ... 
:i 
li 
:; 
D .., 
"" -a 
&1 
Ill\ 

., 

-.17.5 

-28 

-5 

-.18 

:::: -.12.5 ... -=-

.... 
~ s .... 
::1 ... 
i 
:; 
D 

~ 
-a 
&1 

"' 

-.17.5 

-2.5 

-5 

-7.5 

-.18 

:::: -.12.5 ... -=- -.15 

-.17.5 

x - 20 cm -

"" CJCI 

"" 

-8 -6 -4 -2 • 2 4 6 8 

y [at] 

-.12 -9 -6 -3 8 3 6 9 .12 

y [CJII] 

-28U-~~~~--~~--~~--~~--~ 

-28 -16 -12 -8 -4 8 4 8 12 16 28 

y [CJI] 
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Essai n'7 IX = 24.22' 

x - 20 cm -.... 
"' e .... 

Approximation polynomiale 5 .... 
de degré 3 ::11 -2.:1 

Vitesse au centre : -13.76 
... 
c: ., 

Surface : 157.09 li -s -i 
~ 

Largeur ( 21) : 22.00 cm "D -7.:1 ., ... 
"' ., 

-1e ... -::> 

-.12 ,If 

IZI 

-15 
-9 -6 -3 e 3 6 9 

y [ad 

x - 35 cm -.... 
"' e .... 

Approximation polynomiale 5 .... 
de degré 3 ::11 -2.:1 ... 
Vitesse au centre - 9.45 c: 

: ., 
Surface : 158.36 

li -:1 -::11 
Cl .., -Largeur ( 21) 35.50 cm "D -7.:1 ., ... 
"' ., 

-18 ~ 
::> 

-12.$ 

-15 
-16 -12 -· -4 8 .. 8 12 16 

y [Cil] 

Essai n'S IX = 28' 
x - 20 cm .... -

"' .... 
Approximation polynomiale 

5 .... 
:t -2.:1 

de degré 3 ... 
c: 

Vitesse au centre -14.64 
., 
li -s 

Surface : 170.58 -::11 
D .., 

...... 
"D -7.5 

Largeur (21) : 25.28 cm ., 
"' "' ., 

-18 ... -::> 

-12.15 

-15 
-12 -9 -6 -3 8 3 6 9 12 

y [Cil] 
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Approximation polynomiale 
de degré 3 
Vitesse au centre : -8.84 

Surface : 148 

Largeur ( 21) 41.24 cm 

Essai n ·g IX = 33. r 

Approximation polynomiale 
de degré 3 
Vitesse au centre : -16.09 
Surface : 207.75 

Largeur (21) 30.06 cm 

.... 
"' ..... 
5 .... 
:1 ... 
c: ., 
& -::1 
0 

"' -:v ., ., 
"' ., ... --

:Il ... 
~ 
fi 
:; 
0 

"' -"a ., ... 
"' .. ... -:> 

X - 35 cm 
fJ 

-2.:S 

-:s 

-7.:S 

a a 
-10 

-12.5 

-15~~--~~--~~--~~--~~--~ 

-28 -J.& -12 -8 -• 8 • 8 12 1& 28 

y [tft) 

x - 20 cm -
8 

-2.:S 

-5 

-7.:S 

-.10 

-12.:S 

-1:S 

-.l7.:S 

-28 
-12 -8 -· 8 • 8 12 

y [(.ft] 
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Parois ·type II : bols lisse 

x - 20 cm Approximation linéaire .... -
"' 8 .... 

Vitesse en paroi : -26.29 ~ 
Vitesse au centre : -36.25 :li 

ç : 3.16 cm 
... 
c: -J.e ., 

Surface : 265.78 
fj -i 
.t 

Approximation non linéaire 'V -28 ., 
Vitesse en paroi : -25.33 "' "' D D ., 
Vitesse au centre : -36.47 

... -0 

ç : 2.75 cm 

Surface : 265.15 

-48 

Largeur ( 2l) 8.18 cm -4 -:s -2 -J. • J. 2 3 4 

Il [UI) 

x - 35 cm -
Approximation linéaire ... 

"' e .... 
VItesse en paroi : -15.01 5 .... -:s 
Vitesse au centre : -24.58 D ... 
~ : 2.84 cm c: -J.e ., 
Surface : 251.78 

fj -i 
"' -Approximation non linéaire 'V ., 

Vitesse en paroi : -13.88 "' "' .. 
Vitesse au centre : -25.09 

... -:=. 
-30 ç : 2.33 cm 

Surface : 250.35 -35 

-48 

Largeur (2[) 11.34 cm -5 -4 -3 -2 -1 • 1 2 3 .. 5 

Il [UI] 

Approximation linéaire x - 55 cm -... 
Vitesse paroi : -10.33 "' e 

en .... 
5 

Vitesse au centre -16.87 .... 
-5 

:li 

ç 2.25 cm ... 
c: 

Surface 247.45 
.. 
fj -i 
"' Approximation non linéaire -'V -20 

Vitesse en paroi : -9.55 .. 
"' Vitesse au centre : -16.97 "' -25 .. ... -ç 1.56 cm :=. 

-38 

Surface : 247.87 
-35 

Largeur (21) 15.54 cm -48 
-1 -6 -5-4 -3 -2 -J. e 1 2 3 4 5 6 7 

y [UI] 
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Essai n '14 « = 10 • 

Approximation linéaire 

Vitesse en paroi -13.82 

Vitesse au centre : -22.90 

~ : 2.71 cm 

Surface : 228.74 

Approximation non linéaire 

Vitesse en paroi : -13.63 

Vitesse au centre : -23.37 

~ : 2.16 cm 

Surface : 227.78 

Largeur (2l) 11.06 cm 

Approximation linéaire 

Vitesse en paroi -9.23 

Vitesse au centre -15.39 

~ 5.16 cm 

Surface : 220.03 

Approximation non linéaire 
Vitesse en paroi : -6.45 
Vitesse au centre : -15.17 

1; : 2.37 cm 
Surface : 219.77 

Largeur ( 21) 16.36 cm 

Approximation linéaire 

Vitesse en paroi -5.02 

Vitesse au centre -10.95 

~ 4.92 cm 

Surface : 227.39 

Approximation non linéaire 
Vitesse en paroi : -4.22 

Vitesse au centre : -11.08 

~ : 3.63 cm 

Surface : 225.43 

Largeur (20 23.42 

... 
"' 5 .... 
D .. • lU 

& -i 
"' ,., 

'V 

Cil 

"' "' Cil .. --

.... 
"' ..... 
5 .... 
• .. c .. 
li -i 
w ,., 

'1:11 

lU 

"' "' .. .. --

.... 
"' ..... 
5 .... 
D .. 
c: .. 
& -i w ,., 

'1:11 

Cil 

"' "' lU .. --

e 

-5 

-18 

e 

-5 

-28 

-25 

X =20 cm 

-s -4 -:s -2 -1 e 1 2 :s 4 s 
y [til] 

x - 35 cm -

a 

-· -6 -4 -2 e 2 4 6 

y (till 

x - 55 cm -
e 

q, 
a a a rS' 

a 

-15 

-28 

-25 
-9 -6 -:s e 3 6 ., 

y [till 
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Essai n ·15 Il = 15. 

Approximation linéaire x - 20 cm -
Vitesse paroi -6.72 -en "' • ...... 
Vitesse au centre : -14.11 5 

~ -2.5 

~ : 4.35 cm ::r ... 
Surface : 175.65 c: -s ., 

0 li 0 -
Approximation linéaire 

i 
non "' ..., 

Vitesse en paroi : -5.92 "D ., 
Vitesse au centre : -14.70 "' "' ., 
~ : 3.76 cm 

.... -=- -15 oa 
Surface : 175.49 a a a a 

-J.7,5 

Largeur (2l) 14.72 cm -28 
-6 -· -2 8 2 4 6 

y [CJIIJ 

x - 35 cm Approximation linéaire --"' • 
Vitesse paroi -3.38 

...... 
en 5 ..... 

-2.5 
Vitesse au centre -9.70 ::r 

~ 7.29 cm 
... 
c: ., 

Surface : 174.84 li -i ..., ..., 
Approximation non linéaire "D -18 

a a 

Vitesse paroi : -3.08 
., 

en "' "' -12.5 ., 
Vitesse au centre : -10.07 .... -
~ : 6.84 cm 

=- -.1.5 

Surface : 173.52 -17.3 

-28 
Largeur ( 2l) 22.78 cm -.18-8 -6 -4 -2 e 2 4 6 8 Ut 

y [CJII] 

Approximation linéaire x = 55 cm .... 
Vitesse paroi : -1.46 "' • en ...... 

5 
Vitesse au centre -7.43 ..... 

-2.5 " 
::r 

ç 12.40 cm ... 
c: -5 

Surface 174.89 
., 
li -i -7.5 

a 0 ..., 
Approximation non linéaire 

..., 
"D -18 

Vitesse en paroi : -1.00 ., 
"' Vitesse au centre : -7.63 "' -12.5 ... ... -ç 10.39 cm =- -J.S 

Surface : 176.37 
-17.5 

Largeur (2[) 33.50 cm -28 
-15 -12-9 -6 -3 8 3 6 9 12 15 

y [CJII] 
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Essai n ·16 Œ = 19.15 • 

Approximation Linéaire 
Vitesse en paroi : -3.77 

Vitesse au centre ; -11.52 

~ : 5.82 cm 
Surface : 161.05 

Approximation non linéaire 
Vitesse en paroi : -3.50 

Vitesse au centre : -12.19 

~ : 5.82 cm 

Surface : 161.28 

Largeur (2l) 17.88 

Approximation linéaire 
Vitesse en paroi -1.24 
Vitesse au centre -9.02 

~ 10.62 cm 
Surface : 172.69 

Approximation non linéaire 
Vitesse en paroi : -1.18 

Vitesse au centre : -9.89 

~ 14.73 cm 
Surface : 172.66 

Largeur ( 2l) 28.32 cm 

Approximation polynomiale 
de degré 3 
Vitesse au centre : -7.26 
Surface : 176.04 

Largeur (2l) : 42.22 cm 

.... 
Il\ .... 
5 .... 
::1 ... 
c ., 
& -i 
"' ..., 
:v ., 
VI :a ... -:::> 

.... 
Il\ .... 
5 .... 
... 
0:: .. 
& -i 
~ 
-a ., .., 
Il\ cu .... -=-

.... 
Il\ 

5 .... 

• 

-z.:s 

-.18 

-L2.:S 

x - 20 cm -

-8 -6 -4 -2 8 2 4 6 8 

y [tft] 

X - 35 cm 

-L2 -9 -6 -3 8 3 6 9 12 

y [tft] 

X = 55 cm 

-LSW-~--~~~~~~--~~~--~ 
-28 -16 -12 -8 -4 8 4 8 L2 16 28 

y [tft] 
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Essai n·17 IX = 24.22. 

x = 20 cm ,_ ... e .... 
Approximation polynomiale 5 .... 

D 

de degré 3 
::2 

D ... 
Vitesse au centre : -11.26 

c: .. 
li -:s 

Surface : 165.86 -

\ ... 

i 
~ 
:v -7.:1 

Largeur (2!) 22.00 cm cu 
"' "' cu 

-18 ... -- D D D 
-.12.:5 " " 

-.15 
-J.e -8 -6 -4 -2 8 2 4 6 • 18 

y [Cft] 

x - 35 cm -,_ 
"" .... 

Approximation polynomiale 5 .... 
de degré 3 ::2 ... 
Vitesse au centre : -8.67 c: .. 
Surface : 173.5 

li -i 
""" ..., 

Largeur ( 21) : 35.50 cm "D 

cu 

"' "' .. -10 ... --
-.12.:S 

-J.5 
-16 -12 -8 -4 8 4 8 12 J.6 

y [Cft] 

Essai n ·1a IX = 28 • 

x - 20 cm ,_ -... 0 .... 
5 D 

Approximation polynomiale 
.... 

~ ::1 -2.:S 

de degré 3 .... 
c: .. 

Vitesse au centre -10.73 li - -5 

D 

Surface : 154.02 i ..., -"D -7.5 

Largeur ( 2[) : 25.28 cu 
"' "' ., D ... -10 --

-.12.5 

-15U---~~~~--~--~--~~---W 
-.12 -9 -6 -3 8 3 6 9 12 

y [Cft] 
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Approximation polynomiale 
de degré 3 
Vitesse au centre : -8.17 
Surface : 158.27 

Largeur (2!) : 41.24 

Essai n '19 IX = 33.10 • 

Approximation polynomiale 
de degré 3 
Vitesse au centre : -10.45 
Surface : 141.03 

Largeur (20 : 30.06 cm 

... 
l;t 

' 5 .... 

-.a.e 

X - 35 cm 

a 

-.12.5 

-.1.5~~--~~--~~--~~~--~~ 

-28 -.1.6 -12 -8 -4 • 4 8 12 J.6 28 

y [atl 

x - 20 cm .... -
" ' 5 ..... 
:s -2 .... 
c: cu 
1 
i 

-4 

"" ...., 
"G -6 ., 
"' "' .., 

-8 .... -=-

-12·~~--~~--~~--~~--~~~ 

-15 -12 -9 -6 -3 8 3 6 , J.2 1~ 

y [at] 
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Parois type III : sable 1.6/2.0 

Approximation linéaire x - 20 cm -.... 
Vitesse en paroi -17.51 "' • ..... 
Vitesse au centre -27.67 

5 .... 
-5 

~ 1.56 cm 
::1 ... 
c: 

Surface : 211.03 
., 

-1e li -i 
-15 

Approximation non linéaire 
.., -'a 

Vitesse : -17.04 en paroi cu 
"' Vitesse au centre -27.98 "' lU ... 

~ 1.27 cm -=> a a 
a a a a a 

D 

Surface 210.04 a DD a -:se a a 

Largeur ( 21) 8.18 cm -35 
-4 -3 -2 -1 e 1 '2 3 4 

y [Cft] 

Approximation linéaire x - 35 cm .... -
Il\ e 

Vitesse en paroi -11.58 ..... 
5 

Vitesse centre -23.43 
.... 

au ::1 
-5 

~ 4.14 cm ... a a c: 
lU -1e 

Surface : 216.76 li -i 
-15 .., ..., 

Approximation non linéaire 'a 

Vitesse en paroi : -10.43 
., -28 

"' "' Vitesse centre : -23.69 
lU 

au ... - -25 

~ 3.29 cm 
=> D a 

a a 

Surface : 217.17 -38 

Largeur ( 21) 11.34 cm -35 
-5 -4 -3 -2 -1 e J. 2 :s 4 5 

y [Cft] 

Approximation linéaire x - 55 cm .... -
Vitesse paroi -6.82 Wl e 

en ..... 
5 

Vitesse au centre -13.76 ..... 
:Il 

~ 3.50 cm ... 
c: 

Surface 189.62 
., 
1 .... 
8 

Approximation linéaire ~ a 
" a a 

non :;;, 
.. a 

Vitesse en paroi : -5.85 ., -28 
"' Vitesse centre : -14.03 "' au lU ... 

~ - -25 -2.41 cm => 

Surface : 191.13 -:se 

Largeur (2l) 15.54 cm -35 
-6 -4 -2 • 2 4 6 

y [Cft] 
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Essai n '24 « = 10 • 

Approximation linéaire 
VItesse en paroi -3.35 

Vitesse au centre : -19.67 

~ 3.38 cm 

Surface : 179.88 

Approximation non linéaire 
VItesse en paroi : -6.00 

Vitesse au centre : -19.68 

~ : 2.16 cm 

Surface : 178.46 

Largeur (2l) 11.06 cm 

Approximation linéaire 
Vitesse en paroi -3.35 

Vitesse au centre -13.83 
ç 4.99 cm 

Surface 173.94 

Approximation non linéaire 

Vitesse en paroi : -2.03 

Vitesse au centre : -14.35 
ç : 2.93 cm 
Surface : 173.46 

Largeur ( 2D 173.46 

Approximation linéaire 
Vitesse en paroi -3.66 
Vitesse au centre -10.18 
ç 
Surface 

8.31 cm 
184.22 

Approximation non linéaire 
Vitesse en paroi : -2.94 
Vitesse au centre : -10.36 
Ç 6.68 cm 

Surface : 183.50 

Largeur (2D 23.42 cm 

x - 20 cm -... .... • ..... 
5 ..... 
::1 ... -5 
c: ., 
fi -i .., ..., 
-a ., 
"' ~ ... -=-

rP"' "' 

-25 
-:s -4 -3 -2 -1 e 1 2 3 4 :s 

y [ut) 

x - 35.cm .... -
"' e ..... 
5 ..... 
::1 ... 
c: ., 
fi 
:; 
0 

"" ..., 
-a ., 
"' "' ., ... -=-

-20 

-25 
-e -5 -4 -2 0 2 4 5 8 

y [utl 

x - 55 cm ... -
11'1 e ..... 
l5 .... 
= .... 
c: ., 
fi 
i .., 

"' " 0 "' .... 
:a ., 
"" -.l:J 

"' .., ... -=-
-28 

-.1o-8 -5 -4 -2 e 2 • 5 8 .1e 

y [ut] 
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Essai n '25 IX = 15' 

Approximation linéaire 
Vitesse en paroi -2.28 

Vitesse au centre : -16.20 

~ : 5.17 cm 

Surface : 166.83 

Approximation non linéaire 

Vitesse en paroi : -2.20 

Vitesse au centre : -18.12 

~ 6.92cm 

Surface 167.67 

Largeur (21) 14.72 

Approximation linéaire 
Vitesse en paroi -1.28 

Vitesse au centre -11.28 

~ 7.29 cm 

Surface 183.87 

Approximation non linéaire 

Vitesse en paroi -0.62 

Vitesse au centre : -11.72 

~ 6.15 cm 

Surface : 183.66 

Largeur ( 21) 22.78 cm 

Approximation linéaire 
Vitesse en paroi -0.4 7 
Vitesse au centre -8.02 

~ 
Surface 

11.73 cm 
180.14 

Approximation non linéaire 
Vitesse en paroi : -0.25 
Vitesse au centre -8.90 
ç 
Surface 

13.41 cm 
182.08 

Largeur (20 33.50 cm 

.... 
"' ..... 
5 .... 
::11 ... 
c: ., 
fi -il 
~ 
:a ., 
"' "' ., ... -~ 

.... 
"' ..... 
~ 
::11 ... 
c: ., 
fi 
i 
w ..., ... ., 
"' Xl ... -::> 

... 
"' ..... 
5 .... 
::11 ... 
c: ., 
fi -il 
w ..., ... ., ., 
"' ., ... -::> 

x - 20 cm -
• 

D D 

-2e.W-~~~~~~~~~~~~~~ 

-7 -6 -:'1 -4 -3 -2 -1 • 1 2 3 4 :s 6 7 

8 

-7.:'1 

-18 

-12.:1 

-1:'1 

-.17.:'1 

-28 

-J.O 

-J.2.S 

-1::1 

-.17.5 

y [til] 

x - 35 cm -

a D 

-18-8 -· -4 -2 • 2 4 6 8 18 

y [til] 

X - 55 cm 

-.15 -J.2 -9 -6 -3 • 3 6 9 J.2 .15 

y [til] 
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Essai n '26 rt = 19.15 • 

Approximation polynomiale 
de degré 3 
Vitesse au centre : -12.13 
Surface : 150.23 

Largeur (2[) : 17.88 cm 

Approximation polynomiale 
de degré 3 
Vitesse au centre -8.77 
Surface : 144.17 

Largeur (2ll : 28.32 cm 

Approximation polynomiale 
de degré 3 
Vitesse au centre : -6.64 
Surface : 144.18 

Largeur ( 21l : 42.22 cm 

:a ... 
c: ., 
1 
i .., -"CC ., 
"' "' 

X = 20 cm 

~ -18 -=-

.... 
"' ....... 
5 .... 
... 
c: ., 
1 
i .., -:;;;. ., 
"' "' ., ... -=-

-12.5 

-s 

-7.8 

-18 

-12.S 

DaO 

-e -6 -4 -2 8 2 4 6 e 
y [Cft] 

X - 55 cm 

-15U-~--~~~--~~~--~~--W 

-28 -16 -12 -e -4 8 4 a 12 16 2e 

y [Cft] 
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Essai n'27 (X = 24.22. 

- x = 20 cm 
"' ...... 

Approximation polynomiale 
5 .... 

de degré 3 • ... -2.!1 
c: 

Vitesse au centre : -11.39 ... 
fi 

Surface : 142.32 -1 -5 
w -v 

Largeur ( 2l) 22.00 cm .. ... -7.5 
"' ... ... -:> 

-.te 

' -.12.5 
D D 

-.le -• -6 -4 -2 e 2 .. 6 e 1.8 

y [tft] 

x - 35 cm -
~ ... ...... e: 

Approximation polynomiale w ... 
de degré 3 

::t ... 
Vitesse au centre -8.29 

c:: .., 
fj 

Surface : 149.16 -:Il 0 ... D '4111 

Largeur ( 2[) 35.50 cm 
, 
... 
"' "' ., ... - D D .. D D 

-J.e 

-.12.5 
-J.S-12-, -6 -3 Il 3 6 , 12 15 

y [tft] 

Essai n·2s (X = 28' 
x - 20 cm ... -

"' e ...... 

\ 5 
Approximation polynomiale .... 

:t -2.5 

de degré 3 ... 
c: 

Vitesse au centre -12.10 
cu 
fi -s -Surface : 163.38 1 
w .... 
:a -7.5 

Largeur ( 2[) : 25.28 cm lU ... 
"' .. 

-J.e !:! 
:> 

-J.2.5 D a a a 

-1.5 
-1.2 

_., -6 -3 e 3 6 ., J.2 

y [tP!l 
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Approximation polynomiale 
de degré 3 
Vitesse au centre -9 .OS 
Surface : 152.39 

Largeur ( 2[) : 41.2 4 cm 

Essai n ·29 IX = 33.10 • 

Approximation polynomiale 
de degré 3 
Vitesse au centre : -11.96 
Surface : 174.47 

Largeur (21) : 30.06 cm 

.... 
11'1 s .... 
:1 

~ .. 
li 
i 
~ 

-2.:5 

-5 

"Ct -7 .:J ., 
"" 11'1 

~ -1.8 -:. 

.... 
11'1 ...... 
5 ..... 
:1 ... 
c:: .. 
li 
i 
\.1 -"Ct ., 
11'1 

"" .. ... -:. 

-1.2.5 

-1.5~~---~~---~~~--~~---~~ 

-211 -1.6 -1.2 -· -4 8 .. 8 1.2 1.6 28 
y [ut] 

X - 20 cm 

-2.5 

-5 

-7.5 

-1.8 

-1.2.5 DD 

-1.5~~~~~~~~~--~~--~~ 

-1.5 -1.2 -9 -6 -3 8 3 6 9 1.2 1.5 

y [ut] 
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Paroi type IV : sable 0.315/0.4 

Essai n '33 « = 6 • 

Approximation linéaire x - 20 cm .... -
"" • 

Vitesse en paroi -17.15 
.... s 

Vitesse au -34.11 
... -s centre =-

~ 1.27 cm ... c: -J.e ., 
Surface 258.08 1 a -=r -15 • u 

'Ill 
Approximation non linéaire "CCi 

Vitesse en paroi : -14.12 
., 
"' "' Vitesse centre : -34.16 
., 

au ... -=-
~ 0.82 cm a 

Surface 257.95 
Q 

a ID B 
: a 

0 
a 

aaa oa Dao 

( 2D 
-48 

Largeur 8.18 cm -4 -:s -2 -J. • 1 

x - 35 cm .... -
Approximation linéaire "' • .... 
Vitesse en paroi -11.59 s .... -s 
Vitesse au centre -22.85 =r ... 
~ 1.25 cm 

c: -10 ., 
1 

Surface 245.25 -::t a 
u ..., 

Approximation non linéaire 
"0 ., 

Vitesse : 11.30 
Ill 

en paroi .., -25 a 9 B a ., ... 
Vitesse au centre : 23.20 -=- -:se 

~ 1.02 cm 
Surface 246.43 -35 

-40 

Largeur ( 2[) 11.34 cm 
-5 -4 -:s -2 -1 • 1 2 

x - 55 cm .... -
Approximation linéaire· "' • ..... 
Vitesse en paroi -9.88 s .... -s 
Vitesse au centre -17.17 =r a ... 
~ 3.19 cm 

c: 
Ill 

Surface 243.72 ! 
=r 
a 
u 

'Cil 
-20 a Q a a 

Approximation non linéaire 
"0 .. 

Vitesse : -8.59 
Ill 

en paroi Ill -25 Ill ... 
Vitesse au centre -17.17 -=- -38 

~ 1.94 cm 
Surface 243.86 -35 

-48 

a 

2 

:s 

Largeur ( 2l) 15.54 cm 
-7 -5-5 -4 -:s -2 -1 • 1 2 :s 4 
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Essai n •35 tl = 15. 

Approximation linéaire 

Vitesse en paroi -7.56 
Vitesse au centre -16.40 

~ 4.42 cm 

Surface 202.49 

Approximation non linéaire 

Vitesse en paroi : -6.50 
Vitesse au centre : -16.79 

~ : 3.46 cm 

Surface : 201.85 

Largeur (21) 14.72 cm 

Approximation linéaire 

Vitesse en paroi -3.44 
Vitesse au centre -11.85 

~ 8.43 cm 

Surface 198.89 

Approximation non linéaire 

Vitesse en paroi : -3.02 
Vitesse au centre : 12.34 

~ : 8.20 cm 

Surface : 199.61 

Largeur ( 21) 22.78 cm 

Approximation linéaire 
Vitesse en paroi -1.46 
Vitesse au centre : -9.54 
ç 
Surface 

: 14.24 cm 

: 207.47 

Approximation non linéaire 
Vitesse en paroi : -1.05 
Vitesse au centre : -9.66 
ç 
Surface 

14.41 cm 
204.96 

Largeur (21) 33.50 cm 

x - 20 cm .... -
"' a ..... s ... 

-2.5 
::1 ... c: -5 

ii 0 0 -::t 
0 

~ 
v ., 
"' "' ., ... -::. -15 

-17.5 D D 

-7 _,. -5 -· -:S -2 -.l • .l 2 :s • 5 c 7 

y [atl 

x - 35 cm ...... -
"' a ..... s ..... 
:Il ... c: ., 
.! 
::t 
0 u -v ., 
"' "' a 0 ., ... -::. -15 

-28 
-.te -a -5 -4 -2 • 2 4 5 • .... 

y [at] 

..... X - 55 cm 
"' ..... 
5 ..... 
:Il ... 
c: ., 
1 -::1 
0 
u -'1:1 ., 
"" "' ., ... -::> 

-15 

-15 -12 -9 -5 -3 • 3 5 9 12 15 

y [atl 
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Essai n '36 IX = 19.15 • 

Approximation linéaire 
Vitesse en paroi -2.31 

.... 
i 

Vitesse au centre -11.63 
... 

~ 6.09 cm 1: 
Surface : 151.30 1 

Approximation non Linéaire 
Vitesse en paroi : -1.72 
Vitesse au centre : -12.33 

~ 
Surface 

: 6.00 cm 
: 150.23 

Largeur (2[) 17.88 cm 

Approximation linéaire 
Vitesse en paroi -0.49 
Vitesse au centre -8.95 

-:t 0 .., .., 
"" .. 
M 

=: ... -• 

..... 
"' .... 
5 ... 

~ 11.33 cm : 
c: 

Surface 157.51 i 

Approximation non linéaire 
Vitesse en paroi : -0.33 
Vitesse au centre : -9.60 

-i .., .., 
"" 

-~ : 14.73 cm • 
Surface : 157.70 

Largeur (2[) 28.32 cm 

Approximation polynomiale 

de degré 3 

... 
Il 
li -:t 
Cl .., .., 

X - 20 cm 

-· -lô -4 -2 • 2 4 .. • 

y [Cil] 

X = 35 cm 

-18 

-J.2.lt 

-12 _, -10 -s e s " , 12 

y [Cil] 

X - 55 cm 

-li 

Vitesse au centre : -7.41 
Surface : 159.46 "a -7.S 

Largeur (21) : 42.22 cm 

-J.2.:S 

-J.s~~~~~~~~~~~~~~ 

-21-18-J.S-12-9 -6 -3 8 l 6 9 12 15 18 21 

y [Cil] 
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Essai n '37 IX = 24.22 ' 

Approximation polynomiale 
de degré 3 
Vitesse au centre -12.06 
Surface : 173.19 

Largeur ( 2D 22.00 cm 

Approximation polynomiale 

de degré 3 
Vitesse au centre : -8.73 
Surface : 162.10 

Largeur ( 21) 35.50 cm 

Essai n'38 IX = 28' 

Approximation polynomiale 
de degré 3 
Vitesse au centre -11.07 
Surface : 156.5 

Largeur ( 21) 25.28 cm 

:Il ... 
1 -::Il 
0 .., ..., 
'a ., 
"" ... 
:: -1e -:::.. 

-12.5 

..... 
"" ..... 
:5 ..... 
::Il -z.5 ... 
c: 
Cil 

li -5 -::Il 
0 .., ..., 

"Cil -7.5 
., .... ... ., 

-1e ... -:::.. 
-12.5 

r-o 

"' • ..... c 
~ 
::Il -2.5 ... c: ., 
li -5 -s .., -'a -7.:S .., 
"" "' Cil 

-18 .... -=-
-12.5 

-15 

a a 

-.18 -8 -• -4 -2 8 2 4 • a 18 

Il [CJt] 

X - 35 cm 

DD aa aa 

-15-12-9 -· -3 8 3 • 9 12 15 

Il [CJt] 

x - 20 cm -
a a 

~0 
a a ac 

-12 -9 -· -3 8 3 • 9 12 

Il [CJt] 
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Essai n '39 « = 33.1' 

Approximation polynomiale 
de degré 3 
Vitesse au centre : -10.50 
Surface : 140.7 

Largeur ( 21) 30.06 cm 

:J ... 
~ 
li -:il 
Cl 

~ 
"c:J ., 

X - 20 cm 

-2.5 

-s 

= -7.5 ., ... -=> 

-18 

-12.SL--L--~~--~~--~--~~--~_J 
-15 -12 _., -6 -3 • 3 6 ., 12 15 

Il [Cit] 
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Détermination des constantes 
r ' q , y ' y P ' J3p 

de la modélisation de l'écoulement gravitaire 
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Détermination des paramètres de la modélisation pour les petits pois secs 
Exemples de combinaisons des constantes r, q, y, ~P 

analysées automatiquement par le logiciel CALAGE.PRG 

Cet annexe présente quelques listes de combinaisons des constantes r, 
q, y. y P' ~P qui nous ont permis de déterminer les constantes les mieux 
adaptées pour les petits pois secs s'écoulant entre Jes différents types de 
paroi. La première ligne de ces listes indique les fichiers contenant les 
données expérimentales qui ont été utilisées. Ensuite chaque ligne corres
pond à une combinaison de constantes analysées par Je logiciel CALAGE. 
PRG. La dernière valeur de la ligne donne l'écart entre les courbes théori
ques et les courbes expérimentales pour la combinaison donnée. Cet écart 
est le résultat du calcul de Je somme des distances verticales au carré entre 
les points représentant les courbes expérimentales (approximation des 
vitesses expérimentales par la tangente hyperbolique) et les courbes 
théoriques . La seconde partie de l'annexe présente quelques superpositions 
de courbes expérimentales obtenues par approximation non linéaire des 
points expérimentaux avec les courbes théoriques. En conclusion à la fin de 
chaque liste on donne avec les contantes correspondantes l'écart minimum 
obtenu entre la théorie et l'expérience. Les paramètres ainsi déterminés sont 
les paramètres du matériau de la modélisation théorique développée au la
boratoire. Pour toutefois être sOr que nous sommes en présence des para
mètres recherchés, il faut encore que dans la liste des combinaisons étu
diées l'écart minimum soit encadré par des valeurs plus élevés lorsque les 
différentes constantes du modèle diminuent et augmentent. Comme celà 
peut se voir sur les listes que l'on présente ici. 

Détermination des constantes du matériau r, q, y 
et de la constante ~P pour la trémie numéro 3 

(o: = 6 • - parois de type I - y = y P) 

Cotes des profils de vitesses : 20 cm et 35 cm 

E:\ THESE.DW\MANIP\M3-2Q-M.MES E:\ THESE.DW\MANIP\M3-35-M.MES 
q r y ep ecart 

3.000 1.100 0.0300 1.600 0.00469876 
3.000 1.100 0.0300 1.700 0.00383843 
3.000 1.100 0.0300 1.800 0.00749774 
3.000 1.100 0.0300 1.900 0.0156 796 7 
3.000 1.100 0.0300 2.000 0.02837922 
3.000 1.100 0.0350 1.600 0.00504530 
3.000 1.100 0.0350 1. 700 0.00369022 
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3.000 1.100 0.0350 1.800 0.00679515 

3.000 1.100 0.0350 1.900 0.01436017 

3.000 1.100 0.0350 2.000 0.02638536 

3.000 1.100 0.0400 1.600 0.00543570 

3.000 1.100 0.0400 1.700 0.00362189 

3.000 1.100 0.0400 1.800 0.00621148 

3.000 1.100 0.0400 1.900 0.01320459 

3.000 1.100 0.0400 2.000 0.02460136 

3.000 1.100 0.0450 1.600 0.00586405 

3.000 1.100 0.0450 1.700 0.00362294 

3.000 1.100 0.0450 1.800 0.00573064 

3.000 1.100 0.0450 1.900 0.01219001 

3.000 1.100 0.0450 2.000 0.02299849 

3.000 1.100 0.0500 1.600 0.00632444 

3.000 1.100 0.0500 1.700 0.00368526 

3.000 1.100 0.0500 1.800 0.00534154 

3.000 1.100 0.0500 1.900 0.01129952 

3.000 1.100 0.0500 2.000 0.02155771 

3.000 1.100 0.0550 1.600 0.00680975 

3.000 1.100 0.0550 1.700 0.00379517 

3.000 1.100 0.0550 1.800 0.00503120 

3.000 1.100 0.0550 1.900 0.01051765 
3.000 1.100 0.0550 2.000 0.02025430 
3.000 1.200 0.0300 1.600 0.00454809 

3.000 1.200 0.0300 1.700 0.00394817 

3.000 1.200 0.0300 1.800 0.00789806 
3.000 1.200 0.0300 1.900 0.01640438 
3.000 1.200 0.0300 2.000 0.02945958 
3.000 1.200 0.0350 1.600 0.00483491 
3.000 1.200 0.0350 1.700 0.00376587 
3.000 1.200 0.0350 1.800 0.00718964 
3.000 1.200 0.0350 1.900 0.01510835 

3.000 1.200 0.0350 2.000 0.02752203 
3.000 1.200 0.0400 1.600 0.00517085 
3.000 1.200 0.0400 1.700 0.00365785 
3.000 1.200 0.0400 1.800 0.00658821 
3.000 1.200 0.0400 1.900 0.01395939 

3.000 1.200 0.0400 2.000 0.02577142 
3.000 1.200 0.0450 1.600 0.00553675 

3.000 1.200 0.0450 1.700 0.00361456 

3.000 1.200 0.0450 1.800 0.00608248 

3.000 1.200 0.0450 1.900 0.01293862 
3.000 1.200 0.0450 2.000 0.02418276 
3.000 1.200 0.0500 1.600 0.00593793 
3.000 1.200 o.o5ob 1.700 0.00363047 

: 

3.000 1.200 0.0500 1.800 0.00566157 
3.000 1.200 0.0500 1.900 0.01203451 
3.000 1.200 0.0500 2.000 0.02274820 

3.000 1.200 0.0550 1.600 0.00636605 
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3.000 1.200 0.0550 1.700 0.00369001 

3.000 1.200 0.0550 1.800 0.00531394 

3.000 1.200 0.0550 1.900 . 0.01123101 

3.000 1.200 0.0550 2.000 0.02144588 

3.000 1.300 0.0300 1.600 0.00443172 

3.000 1.300 0.0300 1.700 0.00406223 

3.000 1.300 0.0300 1.800 0.00826949 

3.000 1.300 0.0300 1.900 0.01705927 

3.000 1.300 0.0300 2.000 0.03042727 

3.000 1.300 0.0350 1.600 0.00467343 

3.000 1.300 0.0350 1.700 0.00385236 

3.000 1.300 0.0350 1.800 0.00755548 

3.000 1.300 0.0350 1.900 0.01578358 

3.000 1.300 0.0350 2.000 0.02853763 

3.000 1.300 0.0400 1.600 0.00495914 

3.000 1.300 0.0400 1.700 0.00371498 

3.000 1.300 0.0400 1.800 0.00694483 

3.000 1.300 0.0400 1.900 0.01464886 

3.000 1.300 0.0400 2.000 0.02682720 

3.000 1.300 0.0450 1.600 0.00528074 

3.000 1.300 0.0450 1. 700 0.00363718 

3.000 1.300 0.0450 1.800 0.00642195 

3.000 1.300 0.0450 1.900 0.01363051 

3.000 1.300 0.0450 2.000 0.02526273 

3.000 1.300 0.0500 1.600 0.00562832 

3.000 1.300 0.0500 1.700 0.00361280 
3.000 1.300 0.0500 1.800 0.00597725 
3.000 1.300 0.0500 1.900 0.01271870 
3.000 1.300 0.0500 2.000 0.02383809 

3.000 1.300 0.0550 1.600 0.00600175 

3.000 1.300 0.0550 1.700 0.00363743 
3.000 1.300 0.0550 1.800 0.00560280 

3.000 1.300 0.0550 1.900 0.01190437 

3.000 1.300 0.0550 2.000 0.02253791 

3.000 1.400 0.0300 1.600 0.00434497 
3.000 1.400 0.0300 1.700 0.00417372 

3.000 1.400 0.0300 1.800 0.00860852 

3.000 1.400 0.0300 1.900 0.01764692 

3.000 1.400 0.0300 2.000 0.03128858 

3.000 1.400 0.0350 1.600 0.00454967 

3.000 1.400 0.0350 1.700 0.00394865 

3.000 1.400 0.0350 1.800 0.00790150 

3.000 1.400 0.0350 1.900 0.01640435 
3.000 1.400 0.0350 2.000 0.02946143 
3.000 1.400 0.0400 1.600 0.00479011 

3.000 1.400 0.0400 1.700 0.00378663 
3.000 1.400 0.0400 1.800 0.00728214 

3.000 1.400 0.0400 1.900 0.01528216 

3.000 1.400 0.0400 2.000 0.02778723 
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3.000 1.400 0.0450 1.600 0.00507035 

3.000 1.400 0.0450 1.700 0.00368022 

3.000 1.400 0.0450 1.800 0.00674914 

3.000 1.400 0.0450 1.900 0.01427369 

3.000 1.400 0.0450 2.000 0.02625462 

3.000 1.400 0.0500 1.600 0.00537358 

3.000 1.400 0.0500 1.700 0.00362671 

3.000 1.400 0.0500 1.800 0.00628664 

3.000 1.400 0.0500 1.900 0.01335856 

3.000 1.400 0.0500 2.000 0.02484273 

3.000 1.400 0.0550 1.600 0.00570479 

3.000 1.400 0.0550 1.700 0.00361421 

3.000 1.400 0.0550 1.800 0.00589150 

3.000 1.400 0.0550 1.900 0.01253658 

3.000 1.400 0.0550 2.000 0.02355389 

3.200 1.100 0.0300 1.600 0.01008100 

3.200 1.100 0.0300 1.700 0.00490327 

3.200 1.100 0.0300 1.800 0.00369826 

3.200 1.100 0.0300 1.900 0.00646593 

3.200 1.100 0.0300 2.000 0.01320622 

3.200 1.100 0.0350 1.600 0.01085435 

3.200 1.100 0.0350 1.700 0.00527773 

3.200 1.100 0.0350 1.800 0.00361391 

3.200 1.100 0.0350 1.900 0.00587188 

3.200 1.100 0.0350 2.000 0.01205264 

3.200 1.100 0.0400 1.600 0.01164859 

3.200 1.100 0.0400 1.700 0.00569498 
3.200 1.100 0.0400 1.800 0.00360777 
3.200 1.100 0.0400 1.900 0.00538986 
3.200 1.100 0.0400 2.000 0.01104308 
3.200 1.100 0.0450 1.600 0.01245454 

3.200 1.100 0.0450 1.700 0.00614638 

3.200 1.100 0.0450 1.800 0.00366479 

3.200 1.100 0.0450 1.900 0.00500480 

3.200 1.100 0.0450 2.000 0.01016850 

3.200 1.100 0.0500 1.600 0.01326687 

3.200 1.100 0.0500 1.700 0.00663285 

3.200 1.100 0.0500 1.800 0.00377819 

3.200 1.100 0.0500 1.900 0.00470427 

3.200 1.100 0.0500 2.000 0.00940662 

3.200 1.100 0.0550 1.600 0.01407949 

3.200 1.100 0.0550 1.700 0.00714192 

3.200 1.100 0.0550 1.800 0.00394078 
3.200 1.100 0.0550 1.900 0.00447606 

3.200 1.100 0.0550 2.000 0.00874774 

3.200 1.200 0.0300 1.600 0.00970399 

3.200 1.200 0.0300 1.700 0.00473731 

3.200 1.200 0.0300 1.800 0.00377429 

3.200 1.200 0.0300 1.900 0.00681074 
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3.200 1.200 0.0300 2.000 0.01385377 

3.200 1.200 0.0350 1.600 0.01040198 

3.200 1.200 0.0350 1.700 0.00505354 

3.200 1.200 0.0350 1.800 0.00365265 

3.200 1.200 0.0350 1.900 0.00620475 

3.200 1.200 0.0350 2.000 0.01270423 

3.200 1.200 0.0400 1.600 0.01112039 

3.200 1.200 0.0400 1.700 0.00541050 

3.200 1.200 0.0400 1.800 0.00360304 
3.200 1.200 0.0400 1.900 0.00570091 

3.200 1.200 0.0400 2.000 0.01169882 

3.200 1.200 0.0450 1.600 0.01185171 

3.200 1.200 0.0450 1.700 0.00580680 

3.200 1.200 0.0450 1.800 0.00361739 

3.200 1.200 0.0450 1.900 0.00528590 

3.200 1.200 0.0450 2.000 0.01080965 

3.200 1.200 0.0500 1.600 0.01258893 

3.200 1.200 0.0500 1.700 0.00622823 
3.200 1.200 0.0500 1:800 0.00368097 

3.200 1.200 0.0500 1.900 0.00494838 

3.200 1.200 0.0500 2.000 0.01003250 

3.200 1.200 0.0550 1.600 0.01333579 
3.200 1.200 0.0550 1.700 0.00667184 
3.200 1.200 0.0550 1.800 0.00379137 
3.200 1.200 0.0550 1.900 0.00468251 
3.200 1.200 0.0550 2.000 0.00934754 
3.200 1.300 0.0300 1.600 0.00938482 
3.200 1.300 0.0300 1.700 0.00460831 
3.200 1.300 0.0300 1.800 0.00385781 
3.200 1.300 0.0300 1.900 0.00713348 
3.200 1.300 0.0300 2.000 0.01443192 
3.200 1.300 0.0350 1.600 0.01002380 
3.200 1.300 0.0350 1.700 0.00487478 
3.200 1.300 0.0350 1.800 0.00370744 
3.200 1.300 0.0350 1.900 0.00651858 

3.200 1.300 0.0350 2.000 0.01330502 

3.200 1.300 0.0400 1.600 0.01067747 

3.200 1.300 0.0400 1.700 0.00518695 

3.200 1.300 0.0400 1.800 0.00362587 

3.200 1.300 0.0400 1.900 0.00599832 

3.200 1.300 0.0400 2.000 0.01230253 

3.200 1.300 0.0450 1.600 0.01134296 
3.200 1.300 0.0.450 1.700 0.00552875 
3.200 1.300 0.0450 1.800 0.00360081 
3.200 1.300 0.0450 1.900 0.00556423 
3.200 1.300 0.0450 2.000 0.01141365 

3.200 1.300 0.0500 1.600 0.01202238 
3.200 1.300 0.0500 1. 700 0.00590018 

3.200 1.300 0.0500 1.800 0.00362758 
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3.200 1.300 0.0500 1.900 0.00520057 
3.200 1.300 0.0500 2.000 0.01062316 
3.200 1.300 0.0550 1.600 0.01270422 
3.200 1.300 0.0550 1.700 0.00629326 
3.200 1.300 0.0550 1.800 0.00369393 
3.200 1.300 0.0550 1.900 0.00490316 
3.200 1.300 0.0550 2.000 0.00992088 
3.200 1.400 0.0300 1.600 0.00911696 
3.200 1.400 0.0300 1.700 0.00450703 
3.200 1.400 0.0300 1.800 0.00394515 
3.200 1.400 0.0300 1.900 0.00742716 
3.200 1.400 0.0300 2.000 0.01495639 
3.200 1.400 0.0350 1.600 0.00970064 
3.200 1.400 0.0350 1.700 0.00473522 

3.200 1.400 0.0350 1.800 0.00377313 

3.200 1.400 0.0350 1.900 0.00681165 
3.200 1.400 0.0350 2.000 0.01385071 

3.200 1.400 0.0400 1.600 0.01029959 
3.200 1.400 0.0400 1.700 0.00500474 

3.200 1.400 0.0400 1.800 0.00366678 
3.200 1.400 0.0400 1.900 0.00628321 
3.200 1.400 0.0400 2.000 0.01285993 
3.200 1.400 0.0450 1.600 0.01091432 
3.200 1.400 0.0450 1.700 0.00530385 
3.200 1.400 0.0450 1.800 0.00361063 
3.200 1.400 0.0450 1.900 0.00583418 
3.200 1.400 0.0450 2.000 0.01197263 
3.200 1.400 0.0500 1.600 0.01153638 
3.200 1.400 0.0500 1.700 0.00563202 
3.200 1.400 0.0500 1.800 0.00360393 
3.200 1.400 0.0500 1.900 0.00545201 
3.200 1.400 0.0500 2.000 0.01117614 
3.200 1.400 0.0550 1.600 0.01216677 
3.200 1.400 0.0550 1.700 0.00598024 
3.200 1.400 0.0550 1.800 0.00363907 
3.200 1.400 0.0550 1.900 0.00513201 
3.200 1.400 0.0550 2.000 0.01046699 
3.400 1.100 0.0300 1.600 0.01858374 
3.400 1.100 0.0300 1.700 0.01007909 
3.400 1.100 0.0300 1.800 0.00509526 
3.400 1.100 0.0300 1.900 0.00363375 
3.400 1.100 0.0300 2.000 0.00568977 
3.400 1.100 0.0350 1.600 0.01968828 
3.400 1.100 0.0350 1.700 0.01085552 
3.400 1.100 0.0350 1.800 0.00549479 
3.400 1.100 0.0350 1.900 0.00360601 

3.400 1.100 0.0350 2.000 0.00518911 
3.400 1.100 0.0400 1.600 0.02078896 
3.400 1.100 0.0400 1.700 0.01165192 
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3.400 1.100 0.0400 1.800 0.00593912 
3.400 1.100 0.0400 1.900 0.00365253 
3.400 1.100 0.0400 2.000 0.00479414 
3.400 1.100 0.0450 1.600 0.02188329 
3.400 1.100 0.0450 1.700 0.01245434 
3.400 1.100 0.0450 1.800 0.00641271 
3.400 1.100 0.0450 1.900 0.00375794 
3.400 1.100 0.0450 2.000 0.00449136 
3.400 1.100 0.0500 1.600 0.02295627 
3.400 1.100 0.0500 1.700 0.01326470 
3.400 1.100 0.0500 1.800 0.00691880 
3.400 1.100 0.0500 1.900 0.00391795 

3.400 1.100 0.0500 2.000 0.00426683 

3.400 1.100 0.0550 1.600 0.02401531 
3.400 1.100 0.0550 1.700 0.01407819 
3.400 1.100 0.0550 1.800 0.00744600 
3.400 1.100 0.0550 1.900 0.00412311 
3.400 1.100 0.0550 2.000 0.00410948 

3.400 1.200 0.0300 1.600 0.01802610 
3.400 1.200 0.0300 1.800 0.00491840 
3.400 1.200 0.0300 1.900 0.00368063 
3.400 1.200 0.0300 2.000 0.00598375 
3.400 1.200 0.0350 1.600 0.01904264 
3.400 1.200 0.0350 1.700 0.01040311 
3.400 1.200 0.0350 1.800 0.00525867 
3.400 1.200 0.0350 1.900 0.00361329 
3.400 1.200 0.0350 2.000 0.00546691 
3.400 1.200 0.0400 1.600 0.02005522 
3.400 1.200 0.0400 1.700 0.01112034 
3.400 1.200 0.0400 1.800 0.00563634 
3.400 1.200 0.0400 1.900 0.00361392 
3.400 1.200 0.0400 2.000 0.00504723 
3.400 1.200 0.0450 1.600 0.02106131 
3.400 1.200 0.0450 1.700 0.01185192 
3.400 1.200 0.0450 1.800 0.00605534 
3.400 1.200 0.0450 1.900 0.00367448 
3.400 1.200 0.0450 2.000 0.00471036 
3.400 1.200 0.0500 1.600 0.02206052 
3.400 1.200 0.0500 1.700 0.01259275 
3.400 1.200 0.0500 1.800 0.00649502 
3.400 1.200 0.0500 1.900 0.00378339 
3.400 1.200 0.0500 2.000 0.00444809 
3.400 1.200 0.0550 1.600 0.02304362 
3.400 1.200 0.0550 1.700 0.01333050 
3.400 1.200 0.0550 1.800 0.00696051 
3.400 1.200 0.0550 1.900 0.00393420 
3.400 1.200 0.0550 2.000 0.00425031 
3.400 1.300 0.0300 1.600 0.01755423 
3.400 1.300 0.0300 1.700 0.00938493 
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3.400 1.300 0.0300 1.800 0.00477814 

3.400 1.300 0.0300 1.900 0.00373668 
3.400 1.300 0.0300 2.000 0.00626285 

3.400 1.300 0.0350 1.600 0.01849726 

3.400 1.300 0.0350 1.700 0.01002481 

3.400 1.300 0.0350 1.800 0.00506859 

3.400 1.300 0.0350 1.900 0.00363885 

3.400 1.300 0.0350 2.000 0.00573277 

3.400 1.300 0.0400 1.600 0.01943328 

3.400 1.300 0.0400 1.700 0.01067650 

3.400 1.300 0.0400 1.800 0.00540012 

3.400 1.300 0.0400 1.900 0.00360497 

3.400 1.300 0.0400 2.000 0.00529540 

3.400 1.300 0.0450 1.600 0.02036884 

3.400 1.300 0.0450 1.700 0.01134149 

3.400 1.300 0.0450 1.800 0.00576345 

3.400 1.300 0.0450 1.900 0.00362564 

3.400 1.300 0.0450 2.000 0.00493483 

3.400 1.300 0.0500 1.600 0.02129622 

3.400 1.300 0.0500 1.700 0.01202167 

3.400 1.300 0.0500 1.800 0.00615471 

3.400 1.300 0.0500 1.900 0.00369272 
3.400 1.300 0.0500 2.000 0.00464392 
3.400 1.300 0.0550 1.600 0.02221354 
3.400 1.300 0.0550 1.700 0.01270636 
3.400 1.300 0.0550 1.800 0.00656893 

3.400 1.300 0.0550 1.900 0.00380195 

3.400 1.300 0.0550 2.000 0.00441329 
3.400 1.400 0.0300 1.600 0.01716045 
3.400 1.400 0.0300 1.700 0.00912247 
3.400 1.400 0.0300 1.800 0.00466944 

3.400 1.400 0.0300 1.900 0.00380148 

3.400 1.400 0.0300 2.000 0.00651874 

3.400 1.400 0.0350 1.600 0.01803159 

3.400 1.400 0.0350 1.700 0.00970281 

3.400 1.400 0.0350 1.800 0.00491875 

3.400 1.400 0.0350 1.900 0.00368083 
3.400 1.400 0.0350 2.000 0.00598657 

3.400 1.400 0.0400 1.600 0.01889900 

3.400 1.400 0.0400 1.700 0.01029768 

3.400 1.400 0.0400 1.800 0.00520506 
3.400 1.400 0.0400 1.900 0.00361830 
3.400 1.400 0.0400 2.000 0.00553501 
3.400 1.400 0.0450 1.600 0.01977008 
3.400 1.400 0.0450 1.700 0.01091610 

3.400 1.400 0.0450 1.800 0.00552620 

3.400 1.400 0.0450 1.900 0.00360784 

3.400 1.400 0.0450 2.000 0.00515859 

3.400 1.400 0.0500 1.600 0.02063571 
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3.400 1.400 0.0500 1.700 0.01153650 
3.400 1.400 0.0500 1.800 0.00587163 
3.400 1.400 0.0500 1.900 0.00364120 
3.400 1.400 0.0500 2.000 0.00484528 
3.400 1.400 0.0550 1.600 0.02149522 
3.400 1.400 0.0550 1.700 0.01216671 
3.400 1.400 0.0550 1.800 0.00623979 
3.400 1.400 0.0550 1.900 0.00371516 
3.400 1.400 0.0550 2.000 0.00459010 
3.600 1.100 0.0300 1.600 0.02909265 
3.600 1.100 0.0300 1.700 0.01802009 
3.600 1.100 0.0300 1.800 0.01007832 
3.600 1.100 0.0300 1.900 0.00528420 
3.600 1.100 0.0300 2.000 0.00362413 

3.600 1.100 0.0350 1.600 0.03046206 

3.600 1.100 0.0350 1.700 0.01910636 

3.600 1.100 0.0350 1.800 0.01085423 
3.600 1.100 0.0350 1.900 0.00570087 
3.600 1.100 0.0350 2.000 0.00364256 
3.600 1.100 0.0400 1.600 0.03179437 
3.600 1.100 0.0400 1.700 0.02019189 
3.600 1.100 0.0400 1.800 0.01164839 
3.600 1.100 0.0400 1.900 0.00616414 
3.600 1.100 0.0400 2.000 0.00373551 
3.600 1.100 0.0450 1.600 0.03310482 
3.600 1.100 0.0450 1.700 0.02127362 
3.600 1.100 0.0450 1.800 0.01245466 
3.600 1.100 0.0450 1.900 0.00666000 
3.600 1.100 0.0450 2.000 0.00388648 
3.600 1.100 0.0500 1.600 0.03438200 
3.600 1.100 0.0500 1.700 0.02233225 
3.600 1.100 0.0500 1.800 0.01326395 
3.600 1.100 0.0500 1.900 0.00718172 
3.600 1.100 0.0500 2.000 0.00408573 
3.600 1.100 0.0550 1.600 0.03563022 
3.600 1.100 0.0550 1.700 0.02337878 
3.600 1.100 0.0550 1.800 0.01407568 
3.600 1.100 0.0550 1.900 0.00772607 
3.600 1.100 0.0550 2.000 0.00432752 
3.600 1.200 0.0300 1.600 0.02840587 
3.600 1.200 0.0300 1.700 0.01746855 
3.600 1.200 0.0300 1.800 0.00970277 
3.600 1.200 0.0300 1.900 0.00508963 
3.600 1.200 0.0300 2.000 0.00364141 
3.600 1.200 0.0350 1.600 0.02966482 
3.600 1.200 0.0350 1. 700 0.01847036 
3.600 1.200 0.0350 1.800 0.01039889 
3.600 1.200 0.0350 1.900 0.00545104 
3.600 1.200 0.0350 2.000 0.00362249 
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3.600 1.200 0.0400 1.600 0.03090267 

3.600 1.200 0.0400 1.700 0.01947152 
3.600 1.200 0.0400 1.800 0.01111947 
3.600 1.200 0.0400 1.900 0.00585266 
3.600 1.200 0.0400 2.000 0.00366774 
3.600 1.200 0.0450 1.600 0.03212881 
3.600 1.200 0.0450 1.700 0.02046437 
3.600 1.200 0.0450 1.800 0.01184703 
3.600 1.200 0.0450 1.900 0.00628470 
3.600 1.200 0.0450 2.000 0.00376929 
3.600 1.200 0.0500 1.600 0.03332156 
3.600 1.200 0.0500 1.700 0.02144792 

3.600 1.200 0.0500 1.800 0.01258915 
3.600 1.200 0.0500 1.900 0.00674538 
3.600 1.200 0.0500 2.000 0.00391601 
3.600 1.200 0.0550 1.600 0.03449333 
3.600 1.200 0.0550 1.700 0.02241807 
3.600 1.200 0.0550 1.800 0.01333163 
3.600 1.200 0.0550 1.900 0.00722914 
3.600 1.200 0.0550 2.000 0.00410599 
3.600 1.300 0.0300 1.600 0.027'81858 
3.600 1.300 0.0300 1.700 0.01700741 
3.600 1.300 0.0300 1.800 0.00938664 
3.600 1.300 0.0300 1.900 0.00493923 
3.600 1.300 0.0300 2.000 0.00367709 
3.600 1.300 0.0350 1.600 0.02898651 
3.600 1.300 0.0350 1.700 0.01793440 
3.600 1.300 0.0350 1.800 0.01002298 
3.600 1.300 0.0350 1.900 0.00525146 
3.600 1.300 0.0350 2.000 0.00362516 
3.600 1.300 0.0400 1.600 0.03014279 
3.600 1.300 0.0400 1.700 0.01885968 
3.600 1.300 0.0400 1.800 0.01067707 
3.600 1.300 0.0400 1.900 0.00560365 
3.600 1.300 0.0400 2.000 0.00363303 
3.600 1.300 0.0450 1.600 0.03128381 
3.600 1.300 0.0450 1.700 0.01977649 
3.600 1.300 0.0450 1.800 0.01134348 
3.600 1.300 0.0450 1.900 0.00598121 
3.600 1.300 0.0450 2.000 0.00369335 
3.600 1.300 0.0500 1.600 0.03240636 
3.600 1.300 0.0500 1. 700 0.02068930 
3.600 1.300 0.0500 1.800 0.01201790 
3.600 1.300 0.0500 1.900 0.00638867 
3.600 1.300 0.0500 2.000 0.00379743 
3.600 1.300 0.0550 1.600 0.03349760 
3.600 1.300 0.0550 1.700 0.02160049 
3.600 1.300 0.0550 1.800 0.01270572 
3.600 1.300 0.0550 1.900 0.00681711 
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3.600 1.300 0.0550 2.000 0.00394552 
3.600 1.400 0.0300 1.600 0.02730667 
3.600 1.400 0.0300 1.700 0.01661961 
3.600 1.400 0.0300 1.800 0.00912318 
3.600 1.400 0.0300 1.900 0.00482052 
3.600 1.400 0.0300 2.000 0.00371931 
3.600 1.400 0.0350 1.600 0.02840685 

3.600 1.400 0.0350 1.700 0.01747013 

3.600 1.400 0.0350 1.800 0.00970291 
3.600 1.400 0.0350 1.900 0.00509283 
3.600 1.400 0.0350 2.000 0.00364319 

3.600 1.400 0.0400 1.600 0.02949079 

3.600 1.400 0.0400 1.700 0.01832958 

3.600 1.400 0.0400 1.800 0.01029790 

3.600 1.400 0.0400 1.900 0.00539631 

3.600 1.400 0.0400 2.000 0.00362181 

3.600 1.400 0.0450 1.600 0.03055535 

3.600 1.400 0.0450 1.700 0.019187 45 

3.600 1.400 0.0450 1.800 0.01091371 

3.600 1.400 0.0450 1.900 0.00573413 

3.600 1.400 0.0450 2.000 0.00364871 

3.600 1.400 0.0500 1.600 0.03160965 

3.600 1.400 0.0500 1.700 0.02004352 
3.600 1.400 0.0500 1.800 0.01153501 

3.600 1.400 0.0500 1.900 0.00609546 

3.600 1.400 0.0500 2.000 0.00371875 
3.600 1.400 0.0550 1.600 0.03263643 
3.600 1.400 0.0550 1.700 0.02088471 
3.600 1.400 0.0550 1.800 0.01216595 
3.600 1.400 0.0550 1.900 0.00647994 
3.600 1.400 0.0550 2.000 0.00382594 

Les meilleurs paramètres sont 
q = 3.2 
r = 1.3 
'Y = 0.045 
~p = 1.8 

Ecart mini entre théorie et mesure : 0.003600805145194 
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Détermination de la constante ~P pour la trémie numéro S 
((X= 15'- parois de type 1- y= Yp) 

Cotes des profils de vitesse : 20 cm et 35 cm 

E:\THESE.OW\MANIP\M5-2Q-M.MES E:\ THESE.DW\MANIP\M5-35-M.MES 
q r y ep ecart 

3.200 1.300 0.0450 5.400 0.02172950 
3.200 1.300 0.0450 5.500 0.01985764 
3.200 1.300 0.0450 5.600 0.01807694 
3.200 1.300 0.0450 5.700 0.01638894 
3.200 1.300 0.0450 5.800 0.01478906 
3.200 1.300 0.0450 5.900 0.01328155 
3.200 1.300 0.0450 6.000 0.01186506 
3.200 1.300 0.0450 6.100 0.01054001 
3.200 1.300 0.0450 6.200 0.00930569 
3.200 1.300 0.0450 6.300 0.00816243 
3.200 1.300 0.0450 6.400 0.00711024 
3.200 1.300 0.0450 6.500 0.00615017 
3.200 1.300 0.0450 6.600 0.00527940 
3.200 1.300 0.0450 6.700 0.00450039 
3.200 1.300 0.0450 6.800 0.00381253 
3.200 1.300 0.0450 6.900 0.00321591 
3.200 1.300 0.0450 7.000 0.00271009 
3.200 1.300 0.0450 7.100 0.00229546 
3.200 1.300 0.0450 7.200 0.00197177 
3.200 1.300 0.0450 7.300 0.00173931 
3.200 1.300 0.0450 7.400 0.00159795 
3.200 1.300 0.0450 7.500 0.00154744 
3.200 1.300 0.0450 7.600 0.00158823 
3.200 1.300 0.0450 7.700 0.00172001 
3.200 1.300 0.0450 7.800 0.00194268 
3.200 1.300 0.0450 7.900 0.00225671 
3.200 1.300 0.0450 8.000 0.00266152 

Les meilleurs paramètres sont 
q = 3.2 
r = 1.3 
y= 0.045 
ep= 7.5 

Ecart mini entre théorie et mesure : 0.001547439246829 
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Détermination des constantes Yp et ~P décrivant 
l'interaction grain-paroi pour la trémie numéro 13 

(rx = 6 • - Parois de type III) 

Cotes des profils de vitesses: 20 cm et 35 cm 

E:\ THESE.DW\MANIP\M13-2Q-L.MES E:\ THESE.DW\MANIP\M13-35-L.MES 
Yp ~P ecart 

0.0450 0.400 0.04198591 
0.0450 0.500 0.01876806 
0.0450 
0.0450 
0.0450 
0.0500 
0.0500 
0.0500 
0.0500 
0.0500 
0.0550 
0.0550 
0.0550 
0.0550 
0.0550 
0.0600 
0.0600 
0.0600 
0.0600 
0.0600 

0.600 
0.700 
0.800 
0.400 
0.500 
0.600 
0.700 
0.800 
0.400 
0.500 
0.600 
0.700 
0.800 
0.400 
0.500 
0.600 
0.700 
0.800 

0.01274885 
0.02393943 
0.05232782 
0.04175629 
0.01862091 
0.01274729 
0.02413122 
0.05278237 
0.04152672 
0.01847758 
0.01274621 
0.02433501 
0.05323721 
0.04129517 
0.01833278 
0.01274752 
0.02454023 
0.05370005 

Les meilleurs paramètres sont 
q = 3.2 
r = 1.3 
y = 0.045 
Yp = 0.055 
~p = 0.6 

Ecart mini entre théorie et mesure : 0.01274620640815 
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Superposition des vitesses verticales théoriques 
avec 

les vitesses verticales expérimentales 

Sur les graphes suivants les courbes en trait continue représentent les 
champs de vitesses adimensionnelles théoriques, alors que les courbes sché
matisées par les points représentent l'approximation des vitesses adimen
sionnelles verticales expérimentales à l'aide de la tangente hyperbolique. 

-j -... 

-

Courbes pour la détermination des 

constantes r 1 q 1 y, ~p pour les petits pois secs, parois de type I 

Trémie n·~: o: = 6. 

X = 20 cm 
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y 
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-j -.. 

Trémie ~ ex = 15 • 

X = 20 cm 

............ ·: . . .......... :· .. . .. . . . . .. ~ ........ .. 

\ 
. . . . . . . . . .. .................................. . . . . . . . 

. . ... -:·········:·· ...... ·i ....... . . . . 

.... \.; ......... : ......... ; .... .. . . . . . . 
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. . ........... ·············· ......... . . . . . . . 

.. . . . . .. . .. -: . . . . . . : ....... ~ ......... . 

............ ........... ·······'· ....... . . . . 

-e.n 
-e.s -e.:ts • •• Ill e.s 

y 

q = 3.2 r = 1.3 

X = 35 cm - . . . . ............................ 

. ........................... . 
D 

. . 

. . 
·······~····:·······~·: 
.. ...... ·> .. JI •••• -: ..... o ... : ........ . 

, 0 D 
a . • . . . . . ..................... ,. ........ , ........ . 

-e.J.S 
-e.s -e.:ts • •• 25 e.s 

v 
y = Yp = 0.045 ~p = 7.5 
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10 
!:: .. 

Courbes pour la détermination des 

constantes Yp et ~P décrivant l'interaction entre 
les petits pois secs et les parois des tremies 

Parois lisses .s;l& ~ IL. trémie numéro .Q ex = 6 • 

-e.1 

-•.2 

X = 20 cm X = 35 cm 
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Dépouillement des mesures expérimentales 

pour la détermination 

des champs de vitesses expérimentales 
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Dans cette annexe 3 nous présentons les différentes étapes qui nous 
ont permis d'arriver à tracer les champs de vitesses expérimentales que J'on 
donne dans Jes annexes l et 2 ou dans les autres parties de ce mémoire. 

Sauvegarde des trajectoires des particules 

La première étape de réalisation des profils de vitesses expérimentales 
consiste à créer des fichiers contenant les points x,y,t caractérisant la tra
jectoire des particules obtenues par dépouJJlement image par image des 
films vidéos. Pour chaque profil de vitesse est créé un fichier de donnée. La 
structure des noms de fichiers est la suivante : 

Mn ·manip-cote du profil-type de paroi 

L'extension du nom des fichiers est "MES" 
Un exemple de fichier est donné ci-dessous. L'entête du fichier 

contient Jes caractéristiques géométriques de la trémie, puis suit la partie 
principale du fichier contenant les caractéristiques des trajectoires (entre 25 
et 35) des particules qui serviront au calcul du profil de vitesses concerné 
par ce fichier. 

La création des fichiers • .MES est assurée par Je. logiciel MESURE. 
PRG. 

Fichier M3-20-M.MES (manip n•3, cote du profil 20 cm, Paroi de type 1) 

6. N•3 Petits Pois M 4 cm référence de l'essai 
2 demi -largeur de la trémie pour X=O 
8.3 demi-largeur de la trémie pour X=60 
1 trajectoire numéro 1 
23.5 1.5 0 
21.8 1.5 8 
19.9 1.5 16 
17.3 1.5 24 
FIN 
2 trajectoire numéro 2 
24.2 4.2 0 
23.7 4.1 8 liste des points x,y, t 
22.7 4 16 
21.9 4 24 caractérisant la trajectoire 
20.5 3.7 32 
19.6 3.6 40 de la particule 
18.5 3.4 48 
17.1 3.2 56 
FIN 
3 trajectoire numéro 3 
24.2 2.2 0 
22.1 2.3 8 
20.4 2.3 16 
18.2 2.1 24 
16.4 2 32 

- 209 -



FIN 

26 
22.5 3.9 0 
21.6 3.7 8 
20.8 3.2 16 
19.7 3 24 
17.9 3 32 
FIN 
27 
24.7 1.3 0 
22.2 1.5 8 
20 1.6 16 
18.4 1.6 24 
15.7 1.6 32 
FIN 

fin de fichier 
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La vitesse d'écoulement des particules 

Les fichiers "mesures" • .MES vont maintenant nous servir à travers le 
logiciel VITESSE.PRG à déterminer la vitesse verticale instantanée des par
ticules dont la trajectoire est stoc.kée dans le fichier "mesure". Pour chaque 
particule VITESSE.PRG permet de tracer Ja trajectoire des particules et la 
cote X en fonction de du temps t, comme on le montre sur le schéma sui
vant. 

Graphes tracé avec la mesure n ·1 du fichier M3-20-M .MES 

.... 25 
~ .... 

:oc 
Cil x ... 
0 
y 

28 )( 

x 

15 

18+---~--,---~--~--~--· 

• 18 28 38 48 58 

Tettps [sec./188] 

Cote X en fonction du temps 

.... 
~ .... 

:oc 

25 ! 

1 ! D 

" 
28 Il 

! 0 

15 

18~~--~~--~----~ 
8 5 

v [CJIIJ 

Trajectoire de la particule 
Ll t = 0.085 

Sur les figures suivantes le logiciel VITESSE.PRG trace le temps t en 
fonction de la cote X. Les points expérimentaux sont approchés polynomia
lement pour obtenir la fonction t=g(x). L'inverse de la dérivée de la focntJon 
g(x) donne la vitesse verticale instantanée de la particule en fonction de X. 

Graphes tracé avec la mesure n ·1 du fichier M3-20-M .MES 

.... 
~ -18 

"' A. 

li 4 -
3 

2 

1 

•+---------~--------~~· 
38 35 48 

Cote X [CJtl 

Appoximation polynomiale de 
degré 2. t = g(xJ 

~ .... ... 
c: 
Cil 

li -s 
'Cil 

""' Cil 

"' "' Cil ... -:> 

* -28 

* • 

-381----------.-------....-+ 
38 48 

x (till 

Vitesse instantanéé en fonction 
de la cote X 

Le polynôme t = g(x) calculé pour chaque trajectoire de particule est 
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alors sauvegardé dans un fichier dont on donne un exemple ci-dessous. Le 
nom du fichier reste toujours identique au nom précédent du fichier "mesu
re" mais la nouvelle extension est VIT. 

Fichier M3-20-M .VIT (manlp n• 3, cote du profil 20 cm, Paroi de type D 

1 

2 
4.627782939762 
-0.417271886907 4 
2 
2 
5.130808206071 
-0.6177218464288 
3 
2 
-4.408866868966 
0.01535722003986 

26 
2 
27.14451623277 
-1.693596 719166 
27 
2 
-3.837190233006 
0.009253380471114 

n • de la par tieule 
degré du polynôme 

1 coefficients du polynôme t=g(xJ 

n • de la particule 
degré du polynôme 

1 coefficients du polynôme t=g(x) 

n • de la particule 
degré du polynôme 

f coefficients du polynôme t=g(x) 

fin de fichier 
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Profils de vitesses verticales 

Pour calculer et tracer les profils de vitesses nous avons réalisé deux 
programmes, le premier PROFIL.PRG trace les profils adimensionnellement et 
le second Pk"OFIL-U.PRG les trace dimensionnellement. 

Pour déterminer les champs de vitesses les deux logiciels lisent les fi
chiers • .MES et •. VIT dans lesquels sont sauvegardées les données permet
tant de tracer Je profU de vitesses désiré. A l'aide des polynômes t=g(x) 

enregistrés dans les fichiers "vitesse" on calcul la vitesse verticale instan
tanée à la cote ou l'on trace le profil de vitesses, c'est à dire 20cm, 35cm ou 
55 centimètres. Avec les caractéristiques x ,y ,t contenues dans les fichiers 
"mesure" on calcul par régression linéaire 1 'abscisse Y de la particule à la 
cote X du profil de vitesse. on peut ainsi tracer à l'aide des deux fichiers 
donnés en exemple les profils de vitesses suivants à la cote de 20cm. 

Cote du profil de vitesse : 20 cm .... 
8 .... 

' 
::t adlmensionnelles 

5 
Vitesses Vitesses .... dimensionnelles ... :::t -5 

c: cu -8 • .1 ... 1 c: - Gl -.18 :::t li • .., -'til -8.2 :::t 
0 0 0 

"V 0 0 ..., -15 0 0 
a Q 

..., 
cu -a a 0 .... 
"' a 0 ., 

" " 
., -28 ... -8.3 lA - 0 0 lA 

::1> Gl ... D D - -25 " 0 
0 a ~ o a 0 

a D 0 0 0 

-8.4 
a " a a t '8 

0 0 t "8 -38 "Da a:P 
"llo a00 

-8.5 -35 
-8.5 -8.25 8 8.25 8.5 -4 -3 -2 -1 8 1 2 3 .. 

v Il [Cft] 

Ces points expérimentaux sont ensultes approchés dans les logiciels 
par les deux méthodes proposées dans [71 l. Il s'agit d'une approximation 
linéaire et d'une approximation non IJnéaire qui utillse la tangente hy
perbolique. Les profils de vitesses ci-dessus sont approchés ci-dessous par 
ces deux méthodes. 

::t ... 
g -8 • .1 

fi -:::t Q ..., .., 
"Q ., 
"' .... 
~ -0.3 -=-

-a ... 

Cote du profil de vitesse : 20 cm 
r-----~------~----~------~ ~ 8~~--~--~--~-,--~--~~ 

' 5 ... 
Vitesses adlmensionnelles :::t -5 Vitesses dimensionnelles ... 

c: 
Gl -18 fj -:Il 

~ Cl 
-.15 .., 0 D .., 

-a 

~ . ., -28 

. ,,· .~ 
a 

"" ~ ... - -25 ::1> 

-38 ~ 

-8.5~----~------~----~------~ -35~~~~--~--~~--~--~~ 

-8.5 -8.25 8 8.25 8.5 -4 -3 -2 -1 8 1 2 3 .. 

v Il [Cft] 
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Les caractéristiques uP, ub et !; du profil de vitesses adimensionnelles 
sont sauvegardées dans un fichier dont l'extension est la sut vante : 

P cote du profil de vitesses 
Le fichier suivant contient les caractéristiques du profil adimensionnel 

ci-dessus. 

Fichier M3-2û-M .P20 (manip n· 3, cote du profil 20 cm, Paroi de type 1) 

-0.2003324626477, -0.4535275030012, 0.345 uP ub ~ modèle linéaire 
-0.1813785087225. -0.5018684360314, 0.33 u P ub ~ modèle non linéaire 

Les fichiers * .P• contenant les caractéristiques des profils de vitesses 
sont ensuite utilisés par un grand nombre d'autres programmes d'exploita
tion des mesures. 
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Superposition des vitesses verticales adimensionneJJes 

-calculées à partir de la vitesse en paroi 

-calculées à partir du débit masique 

- expérimentales 
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cu 
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'CU 
'a 

cu 
lA 
Ill .. .... 
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... 
c: 
QI 

fi -::J • ... -'a 

cu ... 
Ill .. .... 
=> 

Parois de type II (bois lisse) 

X = 20 cm 
0 0 0 

~ .. • •••••• r •••••••• •, •••••••••• • •••••••• 

0 0 0 ......... ~ ........ ~ ................... . 
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-e.:s 0 0 0 ...................................... 
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-e.<J 

-e. 

-e.ss 

-e.rL-r~T-~-T~~~~~~~~-r~~ 
-e.:s -8.2:S 8 e.2:s 8.:s 

y -8.a:s 

X = 35 cm 

-8.8 0 0 0 0 0 0 0 0 0- 0 0 0 0 0 0 0 0. 0 0 0 0 0 0 0 0 O•O 0. 0. 0 ••• 
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6 degrés 

a calcul ave-c 0.. 

+ cal cul avec Up 

x courbe exp~riften~ale 

6 degrés 

a calcul ave-c 0.. 

+ calcul avec Up 

x courbe exp~riften~ale 

~ - 6 degrés 
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avec o.. 
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10 degrés 

o calcul av•c O.. 

+ calcul av•c Up 

X courbe exoérihen~ale 

10 degrés 

o calcul av•c O.. 

+ c.alcul av•c Up 

x courbe exoérinen~ale 

10 degrés 

o cal cul 

+ calcul avec Up 

X courbe expérinen~ale 
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15 degrés 

D calcul avec a.. 
+ calcul avec Up 

X courbe exp~rinen~ale 

et 15 degrés 

D calcul avec a.. 
+ calcul avec Up 

X courbe exp~rinen~ale 

ex 15 degrés 

D calcul 

+ calcul avec Up 

x courbe expérinen~ale 



Parois de type III (sable 1.6/2.0) 
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6 degrés 

o calcul avec Qn 

+ calcul avec Up 

x courbe exp~rinen~ale 

et = 6 degrés 
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+ cal cul 
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Up 

x courbe exp~rinen~ale 
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10 degrés 

o calcul av•c On 

+ calcul av•c Up 

X courb• •xpérift•n~al• 

10· degrés 

D calcul av•c a... 
+ calcul av•c Up 

x courb• •xp6rift•n~al• 

10 degrés 

o cal cul av•c On 

+ calcul av•c Up 

X courb• •xp6rift•n~a1• 
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15 degrés 

D calcul av•c 0... 

+ calcul av•c Up 

x courbe exp~rinen~ale 

15 degrés 

a c al cu 1 av•c 0... 

+ calcul av•c Up 

x courbe exp~rinen~ale 

a - 15 degrés 

o calcul avec 0... 

+ calcul avec Up 

x courbe expérinen~ale 
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6 degrés 

a c<alcul <av•c O.. 

+ calcul avec Up 

X courbe exp~rinen~ale 

6 degrés 

D calcul av•c ~~lift 

+ calcul av•c Up 

x courbe exp~rinen~ale 

6 degrés 

D calcul av•c Qn 

+ c<alcul av•c Up 

x courbe exp~rinen~ale 
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et - 10 degrés 

D calcul avec Clft 

+ calcul avec Up 

x courbe exp~rinen~ale 

et - 10 _degrés 

a c a 1 cu 1 avec 0.. 

+ cal cul av•c Up 

x courbe exp~rinen~ale 
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a calcul avec a.. 

+ calcul ave-c Up 

x courbe exp~rinen~ale 
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15 degrés 

D calcul avec a.. 
+ calcul avec Up 

x courbe exp~rinentale 

0! 15 degrés 

o calcul av•c a.. 
+ calcul avec Up 

x courbe expérinentale 

0! 15 degrés 

D calcul avec a.. 
+ calcul avec Up 

x courbe exp~rinentale 



Superposition des vitesses verticales 

calculées à partir du débit masJque 

avec 

Jes vitesses expérimentales 
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Parois type 1 
o: = 6 degrés 

Parois type 1 
0: = 10 degrés 

Parois type 1 
ex = 15 degrés 
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Parois type II 
ex = 6 degrés 

Parois type II 
ex = 10 degrés 

Parois type II 
ex = 15 degrés 
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Parois type III 
ex = 6 degrés 

Parois type III 
ex = 10 degrés 

Parois type III 
ex = 15 degrés 



Annexe o - Vitesses théoriques calcu~ées à partir du débit / points expérimentaux 
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Parois type IV 
ex = 6 degrés 

Parois type IV 
ex = 10 degrés 

Parois type IV 
ex = 15 degrés 
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