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Georges SCHUTZ Chercheur à CRP Henri Tudor (Co-encadrant de thèse)
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Je dédie cette thèse
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Introduction générale

"Un homme est la somme de ses actes, de ce qu’il fait, de ce qu’il peut faire. Rien d’autre."
“La condition humaine” - André Malraux

1 Présentation générale

La maîtrise des processus technologiques est très souvent rendue difficile en raison d’un
nombre important de perturbations difficile à caractériser et à prévoir. En dépit de ces pertur-
bations, les performances des processus doivent être garanties ainsi que le respect des missions
qui ont été assignées à ces processus. Les enjeux actuels de l’automatiques sont donc essen-
tiellement l’optimisation de performances et la surveillance des processus qui répondent res-
pectivement aux demandes croissantes en termes de rendement d’exploitation et de sécurité des
installations et des opérateurs. Ces objectifs se traduisent par le besoin de loi de commande
plus efficaces et par l’intégration de modules de surveillance sophistiqués. L’un comme l’autre
requièrent la collecte d’une information précise et complète quant à l’état du processus à com-
mander et surveiller.

Les solutions apportées à ces problèmes passent par une phase de modélisation visant à ob-
tenir une représentation fidèle du comportement du système considéré. Un modèle non linéaire
s’avère plus adapté à offrir une bonne représentation pour la plupart des processus réels, par
rapport à un modèle linéaire qui reste valable sur une zone assez restreinte de l’espace de fonc-
tionnement. Malheureusement, l’utilisation d’un modèle non linéaire dans différents contextes
(identification, estimation, commande et diagnostic) devient plus difficile et plus délicate que
celle d’un modèle linéaire. Une technique de modélisation qui permet de représenter un sys-
tème non linéaire et qui permet l’utilisation des techniques adaptées aux modèles linéaires est
l’approche multimodèle. Son principe est basé sur la description du fonctionnement du système
dans différentes parties de l’espace de fonctionnement d’un système non linéaire à l’aide de
modèles simples souvent linéaires, appelés sous-modèles. Leurs contributions relatives dans la
description du modèle global se réalise grâce à une interpolation qui fait appel aux fonctions de
pondérations associées à chacun d’entre eux.

L’étape de modélisation est réalisée en se basant principalement sur deux catégories de tech-
niques : la première à partir des données expérimentales et la seconde basée sur des modèles
mathématiques provenant d’une description phénoménologique du système à étudier. Le pro-
cessus de modélisation constitue une étape préliminaire essentielle afin de pouvoir aborder la
phase d’estimation des variables d’état, qui fournit une connaissance de l’état de fonctionne-
ment du système et éventuellement des perturbations (entrées inconnues, défauts, erreurs de
modélisation, etc.). La phase de surveillance suit naturellement celle d’estimation d’état, car

5



Introduction générale

cette dernière permet de générer des symptômes de défaillance du système à partir d’une com-
paraison entre des signaux extraits du système (donnant des informations sur le comportement
réel) et des signaux estimés (donnant des informations sur le comportement attendu). Des éven-
tuels écarts entre ces signaux soulignent la présence d’un défaut dans le système qu’il convient
ensuite de localiser. Plusieurs aspects dans la phase de surveillance sont à mentionner : détec-
tion, qui consiste à déterminer l’apparition et l’instant de l’occurrence d’un défaut, localisation
ou isolation, qui consiste à situer exactement le composant du système affecté par un défaut,
estimation, qui consiste à fournir à chaque instant la valeur d’un défaut.

Généralement, la phase de modélisation et celle de synthèse d’observateur pour l’estimation
d’état doivent être réalisées de façon coordonnée afin de donner une solution adaptée aux pro-
blèmes de surveillance des systèmes. Ainsi, il faut trouver le meilleur compromis entre la com-
plexité du modèle utilisé (tenant compte d’une plage très large de fonctionnement du système)
et la possibilité de l’utiliser pour l’estimation d’état (favorisant la synthèse d’un observateur),
en effet plus un modèle sera fidèle et donc complexe plus la synthèse d’observateur risque d’être
problématique. Cette dernière remarque met en lumière un point intéressant, à savoir que lors-
qu’on parle du modèle d’un système il faudrait préciser son utilisation. Plusieurs modèles d’un
même processus (de complexité différente ou pas) peuvent exister et le choix de l’un d’entre
eux dépend du problème à traiter (simulation, commande, estimation, diagnostic).

2 Contributions et plan du manuscrit

Bien que la structure multimodèle a déjà constituée un point d’intérêt et d’étude dans
de nombreuses publications récentes, il subsiste encore une multitude de problèmes ouverts
concernant le procédé d’obtention d’une telle structure, les techniques de synthèse de lois de
commande, les techniques d’estimation d’état et de diagnostic.

Concernant la modélisation d’un système non linéaire à l’aide d’une structure multimodèle,
le problème essentiel se trouve au niveau des techniques d’obtention d’une telle structure. Deux
possibilités existent : proposer directement la construction d’une forme multimodèle qui repré-
sente le comportement d’un système réel ou transformer un modèle non linéaire déjà existant
sous une forme multimodèle. Nos travaux se positionnent sur la deuxième classe de techniques
pour laquelle le modèle mathématique existant provient par exemple d’une description phéno-
ménologique du système à étudier.

On peut énoncer quelques inconvénients de la majorité des techniques existantes d’obten-
tion d’un multimodèle. Le principal inconvénient est la perte d’information due par exemple à
la linéarisation, la difficulté du choix du nombre et de la position des différents points de fonc-
tionnement utilisés pour la linéarisation. Seule la méthode utilisant l’approche par secteur non
linéaire, évoquée de façon succincte dans Tanaka et Wang [2001], permet d’obtenir une forme
multimodèle équivalente au modèle non linéaire initial, évitant ainsi une perte d’information par
rapport à ce dernier. Toutefois, cette méthode est souvent appliquée sur des exemples simples et
ne propose pas une façon générale de réaliser cette transformation sur un modèle non linéaire
quelconque. De plus, un autre point délicat réside dans le choix des variables de prémisses re-
présentant les non-linéarités du système. La contribution de l’étude présentée dans cette thèse
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2. Contributions et plan du manuscrit

réside dans la proposition d’une méthodologie générale et systématique d’obtention d’un multi-
modèle équivalent au système non linéaire qui puisse s’appliquer à un système quelconque. De
plus, le choix de variables de prémisse est réalisé de façon systématique en proposant quelques
critères guidant cette démarche, basés sur une analyse de stabilité, de commandabilité et/ou
d’observabilité.

Les études existantes concernant l’utilisation de l’approche multimodèle traitent les sys-
tèmes représentés sous la forme d’état, or un nombre important de processus sont représentés
par des modèles à base de blocs structurés de type Hammerstein et/ou Wiener. Quelques études
ont été proposées récemment portant sur l’identification de systèmes de type Hammerstein-
Wiener [Vörös, 2007; Wang et Ding, 2008; Yeh, 2007] et sur le contrôle prédictif [Jurado,
2006] de systèmes représentés par des modèles flous de type Hammerstein. Cependant, il n’y
a pas de démarche générale d’obtention d’un multimodèle pour ce type de représentation. Pour
cette raison ce type de représentation a été analysé dans ce travail, en proposant une transfor-
mation sous une forme multimodèle. Une démarche de généralisation aux modèles à base de
blocs structurés dynamiques ou statiques, distribués en série, en parallèle ou de façon mixte sera
proposée.

Certains processus réels peuvent être caractérisés par des échelles de temps multiples. C’est
le cas des processus chimiques et/ou biologiques. Les relations mathématiques liant les diffé-
rentes variables d’un tel processus peuvent être soit dynamiques, soit purement statiques. Une
telle représentation est couramment appelée forme à perturbations singulières. Ce type de sys-
tème peut être considéré comme une généralisation des systèmes dynamiques non linéaires
usuels. Les difficultés dans ce contexte sont l’identification et la séparation des échelles de
temps et l’obtention de la forme à perturbations singulières. Ces points délicats, abordés jusqu’à
présent seulement pour une classe particulière de systèmes (processus bio-chimiques), seront
traités en détail au cours de ce mémoire pour des systèmes ayant une structure plus générale.

Parmi les études concernant l’estimation des multimodèles, la plupart de ces travaux sont
dédiés à l’estimation d’état des multimodèles à variables de prémisse mesurables, et plus par-
ticulièrement représentés par les variables d’entrée et de sortie du système. Malheureusement,
dans beaucoup de situations, ces variables de prémisse sont les variables d’état, dont les me-
sures ne sont pas toujours ou toutes disponibles. Seulement quelques résultats [Ichalal, 2009;
Yoneyama, 2009] sont dédiés à l’exploitation de ces modèles pour l’estimation. Ces résultats
ont été obtenus uniquement pour des systèmes non linéaires à une seule échelle de temps et
non pour des systèmes à perturbations singulières. Ceci nous a motivé pour étudier ce dernier
type de systèmes, quelques résultats étant proposés au cours de cette thèse. Un observateur à
entrées inconnues est proposé dans le but de minimiser l’influence des entrées inconnues sur
l’estimation.

De même, on propose la conception d’un observateur pour des systèmes sous forme multi-
modèle à variables de prémisse non mesurables affectés par des entrées inconnues, en considé-
rant en plus la présence d’incertitudes dues aux erreurs de modélisation. L’observateur de type
proportionnel-intégral utilisé permet d’opérer une estimation simultanée de l’état et des entrées
inconnues du système, l’action intégrale améliorant sensiblement l’estimation d’état. À notre
connaissance, cette méthode de synthèse n’a pas encore été traitée dans la littérature et repré-
sente un intérêt d’un point de vue applicatif, comme cela sera présenté au cours de ce mémoire.
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Introduction générale

L’organisation de ce mémoire reconstitue les différentes étapes qui viennent d’être énon-
cées, c’est-à-dire la phase de modélisation qui comporte l’obtention et le choix d’une structure
multimodèle adéquate, la phase de reconstruction d’état grâce aux différentes techniques de
synthèse d’observateurs et finalement leur application à un processus réel de traitement d’eaux
usées.

Le premier chapitre présente les principes généraux de la structure multimodèle, ainsi que
les différentes structures multimodèles existantes. De plus, comme un des points essentiels abor-
dés dans ces travaux est la reconstruction d’état, un état de l’art sur la synthèse d’observateurs
est ensuite réalisé. Le second chapitre propose une méthodologie générale de passage d’un sys-
tème non linéaire au multimodèle, abordant les deux représentations d’un système non linéaire :
la représentation sous forme d’état et la représentation à base de blocs structurés. Quelques cri-
tères de choix des variables de prémisse, et implicitement de la structure multimodèle, seront
proposés. Le troisième chapitre traite des système à plusieurs échelles de temps et aborde le pro-
blème d’identification et de séparation des différentes échelles de temps, ainsi que l’obtention
de la forme classiquement utilisée pour ce type de processus c’est-à-dire la forme singulière. Le
passage d’un système non linéaire donné sous forme explicite en une forme singulière est réa-
lisé. Le quatrième chapitre propose la synthèse de trois types d’observateurs d’état de systèmes
à partir de leurs représentations multimodèles. Le premier concerne les systèmes non linéaires
caractérisés par une échelle de temps, affectés par des entrées inconnues et en tenant compte de
la présence d’incertitudes de modélisation. Le deuxième type d’observateur est dédié aux sys-
tèmes singuliers affectés par des entrées inconnues et le dernier s’applique aux multimodèles à
deux échelles de temps en évitant la résolution du système algébrique correspondant aux dyna-
miques rapides. Enfin, le cinquième chapitre illustre l’efficacité des approches de modélisation
et d’estimation d’état grâce à l’application sur un modèle de station d’épuration. Une structure
multimodèle adaptée à ce processus est proposée, la synthèse des observateurs évoqués précé-
demment est réalisée et une application de l’estimation d’état au diagnostic de fonctionnement
de ce système est ensuite achevée.

3 Références personnelles

Revue internationale avec comité de lecture

1. Nagy A.M., Mourot G., Marx B., Ragot J., and Schutz G., "Systematic multi-modeling
methodology applied to an activated sludge reactor model". Industrial & Engineering
Chemistry Research, vol. 49(6), pp. 2790-2799, 2010.

Revue nationale avec comité de lecture

1. Nagy A.M., Mourot G., Schutz G., Ragot J. "Modélisation d’un réacteur biologique à
l’aide d’une structure multimodèle. Méthode analytique d’obtention d’un multimodèle".
Journal Européen des Systèmes Automatisés, vol. 44(4-5), pp. 423-443, 2010.
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Conférences internationales avec comité de lecture

1. Nagy Kiss A.M., Marx B., Mourot G., Schutz G., Ragot J., "State estimation of two-time
scale multiple models with unmeasurable premise variables. Application to biological
reactors", 49th IEEE Conference on Decision and Control, CDC’2010, Atlanta, Georgia
USA, December 15-17, 2010.

2. Nagy Kiss A.M., Marx B., Mourot G., Ragot J., Schutz G., "State estimation for was-
tewater treatment plant with slow and fast dynamics using multiple model", 18th IEEE
Mediterranean Conference on Control and Automation, MED’10, pp. 1353 - 1358, Mar-
rakech, Morocco, June 23-25, 2010.

3. Nagy A.M., Marx B., Mourot G., Schutz G., Ragot J., "Méthode générale de sélection de
multimodèles", 6ème Conférence Internationale Francophone d’Automatique, CIFA’2010,
Nancy, France, 12-14 juin, 2010.

4. Nagy A.M., Marx B., Mourot G., Schutz G., Ragot J. "State estimation of the three-
tank system using a multiple model", 48th IEEE Conference on Decision and Control,
CDC’09, pp 7795-7800, Shanghai, Chine, December 16-18, 2009.

5. Nagy A.M., Mourot G., Marx B., Schutz G., Ragot J., "Model structure simplification of
a biological reactor", 15th IFAC Symposium on System Identification (SYSID’09), 6-8
juillet 2009, Saint Malo, France.

Workshops et conférences nationales avec comité de lecture

1. Nagy Kiss A.M., Marx B., Mourot G., Ragot J., "Estimation d’état des multimodèles à
deux échelles de temps. Application à un réacteur biologique", 1er Colloque Internatio-
nal Francophone, Ingénierie et Environnement, CIFIE’2010, Annaba, Algérie, 18 - 19
Octobre, 2010.

2. Nagy A.M., Mourot G., Ragot J., Schutz G., "Modélisation d’un réacteur biologique à
l’aide de multimodèles. Méthode analytique d’obtention d’un multimodèle", STIC & En-
vironnement, Calais, France, 16-18 juin, 2009.

3. Nagy A.M., Mourot G., Schutz G., Ragot J., "Model structure simplification of Activate
Sludge Model no.1 using Multiple Models", 1st IWA YWP Benelux Conference, Eindho-
ven, Pays-Bas, 30 Septembre - 2 Octobre, 2009.

4. Nagy A.M., Mourot G., Marx B., Ragot J., "Restructuration des modèles théoriques de
station d’épuration", Journées Scientifiques du GEMCEA, Strasbourg, France, 8-9 Oc-
tobre, 2009.

5. Nagy A.M., Mourot G., Ragot J., Schutz G., Gillé S., "Modélisation d’un réacteur bio-
logique à l’aide de multimodèle", 3èmes Journées Doctorales en Hydrologie Urbaine, pp.
193-200, Nancy, France, 14-15 octobre, 2008.

Travaux en cours d’évaluation

1. Nagy A.M., Marx B., Mourot G., Ragot J., Schutz G. "State estimation of two-time scale
multiple models. Application to wastewater treatment plant", Control Engineering Prac-
tice, soumis le 30 août, 2010.
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Chapitre 1. Présentation de la structure multimodèle

“En cet Empire, l’art de la cartographie fut poussé à une telle perfection que la carte
d’une seule province occupait toute une ville et la carte de l’Empire toute une province.
Avec le temps, ces cartes démesurées cessèrent de donner satisfaction et les collèges
de cartographes levèrent une carte de l’Empire, qui avait le format de l’Empire et qui
coïncidait avec lui, point par point. Moins passionnées pour l’étude de la cartographie,
les générations suivantes réfléchirent que cette carte dilatée était inutile et, non sans
impiété, elles l’abandonnèrent à l’inclémence du soleil et des hivers.“a

a Suarez Miranda, Viajes de Varones Prudentes (1658), imaginé par Jorge Luis Borges dans
“Histoire universelle de l’infamie/Histoire de l’éternité”, Union générale d’éditions, collection
10/18, Paris.

1.1 Introduction

Le modèle d’un système est l’image d’une réalité, il ne constitue pas cette réalité, comme
l’énonce un aphorisme “Il ne faut pas confondre la carte et le territoire”. Dans un sens large, le
modèle synthétise les deux sens symétriques et opposés de la notion de représentation. En effet,
il est utilisé : soit pour un concept ou objet qui est la représentation d’un autre à construire ou
déjà existant (le modèle réduit ou maquette, le modèle du scientifique), soit pour un objet réel
dont on souhaite donner une représentation et que l’on cherche à imiter (le modèle du peintre,
le modèle que constitue le maître pour le disciple). Le second sens dérive de la pratique des
architectes, ingénieurs et scientifiques consistant à construire d’abord un prototype, concret ou
conceptuel, qui servira de modèle à une construction réelle : le modèle est ainsi devenu l’as-
semblage de concepts représentant de manière simplifiée une chose réelle déjà existante (objet,
phénomène, etc.), en vue d’interpréter son fonctionnement, d’en prédire le comportement, etc.
En sciences, le mot modèle est utilisé dans plusieurs contextes différents :

1. la maquette,

2. le modèle conceptuel, visant à l’interprétation du fonctionnement et au diagnostic, une
“vue de l’esprit” analytique ou algorithmique représentant des phénomènes et leurs rela-
tions,

3. la simulation de nature prédictive ou diagnostic, souvent mise en œuvre par ordinateur (à
l’aide des modèles statistiques, stochastiques, numériques ou analytiques, etc.).

Dans de nombreux domaines et disciplines scientifiques (sciences physiques et de la nature,
économie, sciences de l’ingénieur, etc.) une étape essentielle est celle de la caractérisation du
comportement dynamique d’un phénomène, qui se concrétise par un modèle mathématique. Un
modèle mathématique est une traduction de la réalité ; à ce modèle on peut appliquer les outils,
les techniques et les théories mathématiques. Inversement, les résultats mathématiques obtenus
au moyen du modèle sont ensuite appliqués à l’objet réel. Un modèle se présente généralement
sous la forme d’un ensemble de variables, d’équations et de fonctions. Une définition formelle
d’un modèle mathématique dynamique est la suivante :

f (x(n), · · · ,x,u(m), · · · ,u) = 0 (1.1)

g(x,u) = y (1.2)
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1.1. Introduction

où x représente les variables d’état décrivant l’état interne du système, u et y sont respectivement
les grandeurs d’entrée et de sortie du système et f et g représentent des fonctions linéaires et/ou
non linéaires.
Quelques aspects fondamentaux sont à respecter dans la construction d’un modèle mathéma-
tique :

1. connaître ou fixer le domaine de validité du modèle, en fonction des hypothèses de travail
émises et en tenant compte des aspects physiques du système à modéliser

2. assurer une certaine précision au modèle, en décrivant le plus fidèlement possible les
phénomènes caractéristiques du système physique dont il est l’image

3. faciliter son utilisation, en simplifiant et en adaptant les outils théoriques impliqués dans
la construction du modèle.

Les deux derniers aspects sont des objectifs de modélisation opposés, car l’obtention d’un mo-
dèle précis implique en général l’utilisation d’outils théoriques complexes. Un compromis entre
ces deux aspects s’avère nécessaire tout en garantissant un domaine de validité le plus large pos-
sible.
En fonction du processus à modéliser, ce compromis se concrétise dans le choix de la structure
du modèle adaptée au comportement dynamique du système. Ainsi, on peut distinguer deux
types de structures :

– modèles de type linéaire
– modèles de type non linéaire

Le premier type de structure, le modèle linéaire, est un modèle très facile à manipuler grâce à sa
structure simple. Le nombre et la maturité des nombreux travaux fondateurs dans les domaines
d’identification, d’analyse et de commande des systèmes Linéaires à Temps Invariant (LTI) en
sont la preuve [Kailath, 1980; Dai, 1989; Maquin et Ragot, 2000; Weinmann, 1991].

Cependant, la nécessité de réaliser une image fidèle et exhaustive de la réalité d’un phéno-
mène réel, afin de pouvoir l’étudier complètement, conduit à la génération de modèles de plus
en plus complexes. Dans ce cas, un modèle linéaire ne peut plus caractériser le processus phy-
sique sur un large domaine de fonctionnement et le recours à des modèles non linéaires, ayant
une représentation plus sophistiqué est nécessaire. Bien sûr, la complexité mathématique n’est
pas un critère suffisant pour juger si un modèle est pertinent ou non, la pertinence devrait être
appréciée en fonction de l’utilisation ultérieure du modèle.

Le caractère de multiplicité de la modélisation constitue un point important. Il peut exister
plusieurs modèles pour un même processus. Le choix d’un modèle ou d’un autre peut se faire
en proposant un ensemble de critères pour guider ce choix. À titre d’exemple, tenant compte
des aspects discutés précédemment, les critères de simplicité et de précision peuvent faire partie
de cet ensemble.

Dans le domaine de l’automatique, la prévision, la commande ou la surveillance consti-
tuent des thèmes de recherche qui nécessitent l’élaboration de modèles ayant des structures
particulières. Différentes structures de modèles non linéaires sont souvent utilisées, comme par
exemple : les modèles à blocs structurés (Hammerstein et Wiener par exemple), les réseaux de
neurones, les modèles flous, les séries temporelles, de Volterra, etc. Chacune de ces structures
de modèles présente des avantages et des inconvénients. La capacité d’adapter des outils théo-
riques d’analyse et de synthèse afin d’obtenir une théorie unique, générale et exhaustive s’avère
limitée pour chacune des structures.
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Néanmoins, les outils existants pour l’étude pratique des modèles non linéaires complexes
sont eux aussi limités. En conséquence, le compromis entre l’exactitude d’un modèle utilisé et sa
simplicité de manipulation dans la pratique a toujours été une tâche assez difficile à accomplir.
Le concept ayant le nom générique de multimodèle (MM) permet de répondre en large partie
à cette demande. En effet, ce concept est basé sur le principe de division d’un phénomène afin
de pouvoir l’utiliser et l’interpréter plus facilement. Appelé “diviser pour régner” dans [Leith
et al., 2002], le principe de l’approches MM est largement répandu dans divers domaines tels
que l’économie, la statistique, la physique, etc.

Dans le domaine de l’automatique, l’approche MM [Murray-Smith et Johansen, 1997; Leith
et Leithead, 1999] constitue une alternative très intéressante et un outil très utilisé actuelle-
ment pour la modélisation des systèmes non linéaires. Dans la littérature sont utilisées plusieurs
terminologies équivalentes pour définir ce type de modèles : multimodèle [Murray-Smith et
Johansen, 1997], modèle flou de Takagi-Sugeno [Takagi et Sugeno, 1985], modèle linéaire po-
lytopique (PLM) [Angelis, 2001]. Parmi les premières publications offrant une présentation
complète et générale des approches MMs on peut citer le livre de Murray-Smith et Johansen
[1997]. Dans le contrôle des systèmes non linéaires, l’approche multimodèle a également reçu
une certaine attention [Tanaka et Wang, 2001; Boulkroune et al., 2008, 2010a].

Dans la suite on va préciser les caractéristiques de cette approche en présentant les diffé-
rentes structures et approches connexes qui font référence au concept de MM.

1.2 Différentes structures de multimodèles

Définissons quelques notions utiles dans la description d’un MM :
– Un espace de fonctionnement est un espace vectoriel à l’intérieur duquel les variables

d’un système évoluent (tenant éventuellement compte des bornes sur les variables).
– Une zone de fonctionnement est un domaine issu du partitionnement de l’espace de fonc-

tionnement du système.
– Un sous-modèle (ou sous-système) est un modèle généralement simple de structure quel-

conque, mais souvent linéaire et/ou affine, qui représente le comportement du système
non linéaire dans une zone de fonctionnement spécifique.

– Une autre notion liée à ces fonctions est la notion de variable de prémisse (ou déci-

sion). Ce nom est attribué à la variable z(t) intervenant dans les fonctions de pondération
µi(z(t)). Cette variable peut englober une ou plusieurs variables internes ou externes du
système. Ces variables peuvent être soit accessibles à la mesure en temps réel (des si-
gnaux d’entrée du système ou même des variables d’état mesurables), soit inaccessibles
à la mesure (des variables d’état non-mesurables). Retenons que la variable de prémisse
z est une variable vectorielle : z ∈ R

p.
– Une fonction de pondération est une fonction, notée en général µi(z(t)) : R

p 7→ R, qui
dépend des variables internes et/ou externes du système non-linéaire (variables de pré-
misse). Ces fonctions sont choisies en général de façon à vérifier la propriété de somme
convexe :

r

∑
i=1

µi(z(t)) = 1, 0 ≤ µi(z(t)) ≤ 1 ∀i = 1, · · · ,r (1.3)
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Au cours du temps, ces fonctions on été construites de différentes façons : en utilisant des
fonctions de type booléen, des fonctions à dérivées discontinues (fonctions triangulaires)
ou des fonctions à dérivés continues (fonctions gaussiennes). Dans le cas continu la loi
exponentielle est souvent utilisée, et s’applique aux différentes variables de prémisse,
en effectuant une normalisation afin de respecter la propriété de somme convexe (1.3).
Une autre façon de construire les fonctions de pondération est d’utiliser les bornes des
variables de prémisse si celle-ci sont disponibles [Wang et al., 1996; Tanaka et Wang,
2001].

Le MM est basé sur la décomposition du comportement dynamique du système en plusieurs
zones de fonctionnement, chaque zone étant caractérisée par un sous-système. En fonction de
la zone où le système évolue, chaque sous-système contribue plus ou moins à l’approximation
du comportement global du système. En général, le système présente un comportement dyna-
mique homogène à l’intérieur d’une zone de fonctionnement. Ainsi, la contribution de chaque
sous-système au modèle global, qui est une combinaison convexe des sous-systèmes, est définie
par une fonction de pondération.
La représentation MM d’un système non linéaire peut être obtenue à partir de différentes struc-
tures. En général, la représentation d’état est utilisée car elle permet de mettre facilement en
évidence les sous-modèles. Cette représentation est simple et plus générale que la présentation
sous forme d’une équation de régression entrée/sortie. Concernant cette dernière représentation,
plus de précisions sur la forme MM et le passage d’une représentation d’état à une représenta-
tion entrée/sortie (et vice versa) seront présentés plus tard dans ce chapitre. De plus, la descrip-
tion sous forme d’état se relève une forme bien adaptée pour la construction d’observateurs ou
de lois de commande.

1.2.1 Multimodèle de Takagi-Sugeno

Modèle flou de Takagi-Sugeno

Ce type de modèle (Fuzzy T-S model), proposé par [Takagi et Sugeno, 1985], est basé sur
des règles du type :

SI prémisse ALORS conséquence

où les prémisses sont obtenues à partir des propositions linguistiques permettant l’évaluation
des fonctions de pondération µi et où les conséquences correspondent aux sous-modèles. Un
des multiples intérêts de ce modèle est qu’il permet d’introduire des connaissances a priori sur
les systèmes dans l’étape de modélisation en fournissant une partition floue initiale de l’espace
de fonctionnement. Ce modèle a été largement étudié dès son apparition, faisant l’objet de
nombreux développements et extensions des outils classiques de l’automatique aux modèles
flous.
La représentation d’état du MM de Takagi-Sugeno [Takagi et Sugeno, 1985] est donnée par
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(voir figure 1.1) :

ẋ(t) =
r

∑
i=1

µi(z(t))(Ai x(t)+Bi u(t)) (1.4a)

y(t) =
r

∑
i=1

µi(z(t))Ci x(t) (1.4b)

les matrices Ai, Bi et Ci caractérisant un fonctionnement local particulier. Avec cette structure,
apparaît uniquement l’état global x et la sortie globale y. On peut faire apparaître un état local
xi en écrivant l’équation (1.4a) sous la forme :

ẋi(t) = Aix(t)+Biu(t) (1.5a)

ẋ(t) =
r

∑
i=1

µi(z(t))ẋi (1.5b)

La forme (1.5) reste une écriture non linéaire de ce type de modèle sans l’aspect flou.

NORMALISATION

Σ
y(t)

∫

z(t)

u(t)

x(t)ẋ(t)

A1x(t)+B1u(t)

A2x(t)+B2u(t)

Arx(t)+Bru(t)

C1

C2

Cr

ΠΠ

ΠΠ

ΠΠ

Σ

µ1(t)

µ2(t)

µr(t)

µ1(t)

µ2(t)

µr(t)

Figure 1.1 – Architecture du multimodèle Takagi-Sugeno

Présentons aussi quelques modèles qui sont apparus au cours du temps et qui ont une struc-
ture pouvant se rapprocher de celle présentée ici. Les points communs, ainsi que les différences
seront énoncés brièvement pour chaque modèle évoqué.

Modèle affine par morceaux

Ce type de modèle (PWA - PieceWise Affine model) est caractérisé par des fonctions de pon-
dération de type booléen [Sontag, 1981; Rewienski, 2003]. Ce choix est une conséquence du fait
que les zones de fonctionnement obtenues après le partitionnement de l’espace de fonctionne-
ment sont disjointes, ce qui peut provoquer des phénomènes indésirables dûs aux discontinuités
existantes lors des commutations.

16



1.2. Différentes structures de multimodèles

Modèle linéaire à paramètres variants

Ce type de modèle [Shamma et Cloutier, 1993] représente une classe assez large de systèmes
non-linéaires constituant une forme intermédiaire entre une forme non linéaire générale et la
forme MM :

ẋ(t) = A(z(t))x(t)+B(z(t))u(t) (1.6a)

y(t) = C(z(t))x(t)+D(z(t))u(t) (1.6b)

Ainsi, toute forme LPV (Linear Parameter Varying) à paramètres bornés z(t) est équivalent
à une forme MM (plus de détails sur cette transformation équivalente seront donnés dans le
chapitre 2). Dans l’approche LPV, les conditions de fonctionnement du système sont décrites
directement par les variables de prémisse z(t), alors que dans la structure MM celles-ci sont
délivrées par les fonctions de pondération.

Modèles linéaires à incertitudes polytopiques

Dans cette classe de modèles [Yang et al., 2005; Wang, 2008], les matrices représentant le
système ne sont pas parfaitement connues, mais on possède une connaissance des bornes d’un
intervalle à l’intérieur duquel ces matrices sont. Les erreurs de modélisation sont représentées
par un ensemble de matrices sommets qui définissent un polytope, le comportement du système
étant exprimé comme une combinaison barycentrique de ces matrices. Si les matrices sommets
sont considérées comme des matrices de sous-modèles, alors le rapport avec une structure MM
est évident.
Soit le système incertain Σ(∆) dont la représentation d’état est :

ẋ(t) = A(∆)x(t)+B(∆)u(t) (1.7a)

y(t) = C(∆)x(t)+D(∆)u(t) (1.7b)

où M(∆) =
r
∑

i=1
µiM[i] avec µi ≥ 0 et

r
∑

i=1
µi = 1. Il s’agit alors d’un cas particulier de MM où les

fonctions d’activation sont constantes et où les sous-modèles sont définis par (A[i], B[i], C[i], D[i])
les sommets du polytope.

Les modèles incertains de type intervalle se définissent par la donnée de deux systèmes LTI
extrémaux Σ et Σ ayant les mêmes dimensions de vecteurs sorties/entrées et d’état. Les matrices
incertaines du modèle Σ(∆) sont telles que tous leurs éléments sont indépendants les uns des
autres et bornés par les valeurs des éléments correspondants dans Σ et Σ :

Ai j ≤ Ai j(∆) ≤ Ai j ... (1.8)

Cette modélisation est trivialement un sous cas de la modélisation polytopique et elle comprend
2rI sommets où rI est le nombre d’éléments distincts entre Σ et Σ.
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Multimodèle

La terminologie de MM (Local Model Networks), utilisée dans les travaux de Murray-Smith
et Johansen [1997], et celle évoquée précédemment de modèle flous Takagi-Sugeno désignent
des notions très proches. La seule différence se trouve au niveau de l’obtention des fonctions
de pondération et au niveau de l’interprétation. Pour le modèle flou le partitionnement de l’es-
pace de fonctionnement se fait à l’aide de propositions linguistiques, alors que pour le MM ce
partitionnement est réalisé à l’aide de techniques d’optimisation.

Réseaux de fonctions à base radiale

L’équivalence entre un MM de Takagi-Sugeno et les réseaux de fonctions à base radiale
(RBF Radial basis function networks) est réalisée si les sous-modèles sont considérés d’ordre
zéro, en se réduisant à une constante, et si les fonctions de pondération sont de type gaussien
[Jang et Sun, 1993]. Un modèle ou réseau RBF calcule une combinaison linéaire de fonctions
radiales de centres ci :

y(x(t)) =
r

∑
i=1

µ(‖x(t)− ci‖)ai (1.9)

où les fonctions sont considérées gaussiennes

µ(‖x(t)− ci‖) = exp(−β ‖x(t)− ci‖2) (1.10)

et où la norme euclidienne est utilisée. Ce type d’approche de modélisation peut être considéré
comme un approximateur universel, tout système non linéaire pouvant être représenté par cette
structure. Cependant, un nombre important de sous-modèles est nécessaire pour obtenir une
bonne approximation du système non linéaire, ce qui peut engendrer des difficultés ultérieures
de manipulation du modèle obtenu.

Multimodèle T-S à structure hiérarchique

Le MM à structure hiérarchique (HFS - hierarchical fuzzy system) [Kikuchi et al., 1988;
Raju et Zhou, 1991; Wang, 1998] est un MM ayant une structure pyramidale et qui est constitué
d’autres structures MMs. Cette structure a été créée pour faire face au nombre important de
règles d’un modèle flou de Takagi-Sugeno, qui augmente de façon exponentielle avec le nombre
des variables d’entrée [Liu et Li, 2005]. Dans la structure hiérarchique, le nombre de règles
augmente linéairement avec le nombre des entrées. Cependant, Kikuchi et al. [1988] montre
qu’il est impossible d’utiliser ce type de structure pour construire une expression exacte d’une
fonction non linéaire quelconque. De plus, Wang [1998] montre l’approximation arbitrairement
proche d’une fonction par le MM hiérarchique.

Multimodèle T-S découplé

Ce type de structure apparaît dans la littérature sous différentes appellations : MMs locaux,
réseaux de modèles locaux à états locaux, MMs sans état commun, réseaux des modèles locaux
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par mélange de sortie. Cette structure, proposée par Filev [1991] est issue d’une interpolation
de sous-modèles à états découplés. Le modèle global est réalisé par la somme pondérée des
sorties de chaque sous-modèle. En conséquence, chaque sous-modèle est caractérisé par un
espace d’état propre à l’intérieur duquel il évolue indépendamment des autres sous-modèles. La
représentation d’état du MM découplé est donnée par :

ẋi(t) = Ai xi(t)+Bi u(t) (1.11a)

yi(t) = Ci xi(t) (1.11b)

y(t) =
r

∑
i=1

µi(z(t))yi(t) (1.11c)

Cette structure a fait l’objet des nombreux études [Leith et Leithead, 1999; Kanev et Verhaegen,
2006; Uppal et al., 2006; Orjuela et al., 2008]. Il faut souligner que les sorties yi(t) des sous-
modèles représentent des signaux artificiels de modélisation, utilisés seulement pour décrire le
comportement non linéaire du système réel. Ces signaux ne sont pas accessibles à la mesure
et n’ont pas de sens physique. Cette structure peut s’avérer très intéressante [Orjuela, 2008]
dans le contexte d’identification des paramètres, car elle permet d’ajuster les dimensions des
sous-modèles à la complexité des différents comportements d’un processus.

NORMALISATION

Σ

y(t)

u(t)

z(t)

Π

Π

Π

∫

∫

∫

ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋr(t)

x1(t)

x2(t)

xr(t)

x1(t)

x2(t)

xr(t)

µ1(t)

µ2(t)

µr(t)

A1x1(t)+B1u(t)

A2x2(t)+B2u(t)

Arxr(t)+Bru(t)

C1

C2

Cr

Figure 1.2 – Architecture du MM découplé

Réseaux multimodèles à base de vitesse

Supposons que l’on dispose d’un modèle non linéaire d’un système sous forme analytique.
Une des techniques d’obtention d’un MM est la linéarisation autour de différents points de
fonctionnement du modèle du système. Après cette linéarisation, les sous-modèles obtenus sont
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affines en l’état et en la commande et peuvent contenir un terme constant additionnel γi :

ẋ(t) = Ai x(t)+Bi u(t)+ γi (1.12)

De ce fait, des phénomènes indésirables peuvent apparaitre à cause de ce terme pour des valeurs
de γi pouvant masquer l’effet de Ai et Bi dans la dynamique du MM [Johansen et al., 2000]. Afin
de prévenir cet effet, une stratégie de linéarisation basée sur la vitesse est proposée par [Leith
et Leithead, 1999; McLoone, 2000], en dérivant les équations des sous-modèles pour éliminer
les termes constants γi. Des réseaux MMs à base de vitesse (Velocity-based multiple model
networks) sont obtenus.

Multimodèle avec une structure en flèche

Les travaux de [Borne et Benrejeb, 2008] étudient la de stabilité des systèmes non linéaires
de grande dimension, pouvant être ramenés sous une forme particulière caractérisée par des
matrices avec une structure en flèche. Cette forme particulière permet d’isoler les éléments
non linéaires de la matrice d’état dans la dernière ligne, ce qui permet d’établir des critères
de stabilité pour le système non linéaire présenté sous une forme MM Takagi-Sugeno. Cette
approche est basée sur un changement de coordonnées x(t) = T xT (t) afin d’obtenir la forme
particulière en flèche, caractérisée par des matrices de la forme :

Ai
T (·) =











α1 β1
. . .

...
αn−1 βn−1

γi,1(·) · · · γi,n−1(·) γi,n(·)











Le système non linéaire dans les nouvelles coordonnées est écrit sous une forme MM en utilisant
ces matrices ayant une structure en flèche :

ẋT (t) =
r

∑
i=1

µi(x(t))A
i
T (·)xT (t) (1.13)

où µi est le degré d’appartenance du modèle linéaire Ai
T (·)xT au modèle global et où, pour

i = 1, ..,r, on a 0 ≤ µi(x(t)) ≤ 1 et
r
∑

i=1
µi(x(t)) = 1.

Multimodèle à base de fonctions orthonormales (MM Orthonormal Basis Function)

Le concept de modèles à base de fonctions orthonormales (OBF) est largement étudié dans
le cadre de l’identification et de la modélisation des systèmes LTI [Heuberger et al., 2005].
Les OBFs sont définies comme des fonctions de transfert orthonormales dans H2 qui forment
une base. Ces fonctions peuvent ainsi représenter de façon exacte des fonctions de transfert, en
construisant une combinaison linéaire de ces fonctions.
La fonction de transfert F ∈H2 d’un modèle LTI associé à la paire entrée sortie (u,y) peut être
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définie par :

F(s) = w0 +
∞

∑
i=1

wiLi(s) (1.14)

où {Li}∞
i=1 forment une base dans H2 et wi sont des paramètres de pondération. Les fonctions

Li(s) peuvent être définies par :

Li(s) = (sI −Ai)
−1Bi

i−1

∏
l=0

Gl(s), i > 0 (1.15)

La structure des modèles à base de fonctions orthonormales est illustrée à la figure 1.3. Notons
que dans cette figure les signaux {xi}∞

i=1, xi = Li(s)u, représentent les variables d’état dans
l’espace d’état (SS) de {Gi}∞

i=1.

Figure 1.3 – Modèles basés sur des fonctions à base orthonormale

Équivalence entre les représentations des systèmes

Récemment, le passage d’une représentation d’état (SS) vers une représentation entrée /
sortie (IO) -et inversement- dans le cadre des structures MMs a suscité un certain nombre de
développements [Toth, 2008; Toth et al., 2009a,b]. Ces travaux s’inscrivent dans une procé-
dure d’obtention des systèmes LPV (linéaires à paramètres variants) et nécessitent la sélection
d’une structure du modèle (SS, IO, etc.). Dans ces études, la structure MM est utilisée pour
l’obtention des paramètres de la représentation souhaitée à travers le passage équivalent. Pour
présenter cette méthode, considérons un système dynamique d’ordre trois, la technique pouvant
être étendue à l’ordre n.
1. Soit le système non linéaire représenté dans l’espace d’état par un MM :





ẋ1(t)
ẋ2(t)
ẋ3(t)



 =
r

∑
i=1

µi(z(t))









0 0 −a0,i

1 0 −a1,i

0 1 −a2,i



x(t)+





b0,i

b1,i

b2,i



u(t)



 (1.16)

y(t) = [0 0 1]x(t) (1.17)
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ou sous une forme LPV :

ẋ(t) =





0 0 −a0(t)
1 0 −a1(t)
0 1 −a2(t)



x(t)+





b0(t)
b1(t)
b2(t)



u(t) (1.18)

ak(t) =
r

∑
i=1

µi(z(t))ak,i k = 0,1,2 (1.19)

bk(t) =
r

∑
i=1

µi(z(t))bk,i k = 0,1,2 (1.20)

y(t) = [0 0 1]x(t) (1.21)

Réalisant un calcul d’élimination de la variable d’état, on obtient une relation entrée/sortie de
la forme :

y(3)(t) + a2(t)ÿ(t) + [a1(t)+2ȧ2(t)] ẏ(t) + [a0(t)+ ȧ1(t)+ ä2(t)] y(t) =

= [b0(t)+ ḃ1(t)+ b̈2(t)] u(t) + [b1(t)+2ḃ2(t)] u̇(t) + b2(t) ü(t) (1.22)

2. En considérant l’expression entrée/sortie sous une forme MM :

y(3)(t)+
r

∑
i=1

µi(z(t))α2,iÿ(t)+
r

∑
i=1

µi(z(t))α1,iẏ(t)+
r

∑
i=1

µi(z(t))α0,iy(t) =

r

∑
i=1

µi(z(t))β2,i ü(t)+
r

∑
i=1

µi(z(t))β1,i u̇(t)+
r

∑
i=1

µi(z(t))β0,i u(t) (1.23)

on peut écrire plus simplement :

y(3)(t)+α2(t)ÿ(t)+α1(t)ẏ(t)+α0(t)y(t) = β2(t)ü(t)+β1(t)u̇(t)+β0(t)u(t) (1.24)

en utilisant les définitions suivantes pour les paramètres variables dans le temps :

α2(t) =
r
∑

i=1
µi(z(t))α2,i, α1(t) =

r
∑

i=1
µi(z(t))α1,i, α0(t) =

r
∑

i=1
µi(z(t))α0,i

β2(t) =
r
∑

i=1
µi(z(t))β2,i, β1(t) =

r
∑

i=1
µi(z(t))β1,i, β0(t) =

r
∑

i=1
µi(z(t))β0,i

(1.25)

Pour que les deux formulations multimodèle IO (1.22) et SS (1.24) soient équivalentes, on doit
choisir :

α2(t) = a2(t)

α1(t) = a1(t)+2ȧ2(t)

α0(t) = a0(t)+ ȧ1(t)+ ä2(t)

β2(t) = b2(t) (1.26)

β1(t) = b1(t)+2ḃ2(t)

β0(t) = b0(t)+ ḃ1(t)+ b̈2(t)

22



1.2. Différentes structures de multimodèles

ce qui entraine la construction des fonctions de pondérations différentes de celles existantes dans
la représentation (1.16). Si on considère les expressions des paramètres ai(t) et bi(t) déduits des
égalités (1.26) on peut remarquer que dans le cas général ces contraintes ne sont pas facilement
vérifiées et nécessitent la synthèse de fonctions de pondération particulières.
Cet exemple, quoique très particulier, montre que le passage d’une forme MM à une autre forme
MM est délicat ; c’est un problème peu abordé actuellement parmi les travaux cités.

1.2.2 Obtention d’un multimodèle

De façon générale, il existe deux façons d’aborder la modélisation des systèmes non li-
néaires en utilisant l’approche MM :

1. construire directement un MM qui représente le comportement d’un système réel

2. transformer un modèle non linéaire déjà existant sous une forme MM

Différentes techniques proposées dans la littérature pour obtenir un MM correspondent à ces
façons de traiter le problème de la modélisation. Ainsi, une première catégorie de méthodes
d’obtention d’un MM est relative aux méthodes d’identification et d’estimation des paramètres
à partir des données expérimentales [Abonyi et al., 2002], [Mourot et al., 1999]. Dans ce cas, la
qualité du MM (c’est-à-dire son pouvoir de représentation) dépend fortement de la qualité des
données disponibles. Quelques facteurs conditionnent la capacité du MM à représenter de façon
générale le comportement du processus : le niveau du bruit affectant les mesures, le nombre de
mesures disponibles et le taux de variations des données dans l’espace entrée/sortie. L’obten-
tion de la forme MM consiste en trois étapes. La première est l’identification de la structure
(déterminer le nombre de modèles locaux, choisir les variables de prémisse et réaliser le parti-
tionnement de l’espace de fonctionnement). La seconde consiste dans le calcul des paramètres
inconnus du système. La troisième concerne la validation, sur un autre ensemble de données,
du MM obtenu.

Dans une deuxième catégorie, on trouve les techniques basées sur des modèles mathéma-
tiques existants provenant par exemple d’une description phénoménologique du système à étu-
dier. Dans ce cas sont proposées des linéarisations autour d’un où plusieurs points de fonction-
nement, ainsi que des linéarisations suivant des trajectoires arbitraires [Johansen et al., 2000;
Ge, 2001; Harris et al., 1999; Jia et al., 2005; Kosko, 1994; Labiod et Guerra, 2007].

Nos études sont focalisées sur la deuxième catégorie de techniques, c’est-à-dire celles basées
sur un modèle non linéaire déjà existant. Dans la plupart des travaux réalisés, la perte d’informa-
tion (due par exemple à la linéarisation) constitue le principal inconvénient de ces techniques.
De même, le choix du nombre et de la position des différents points de fonctionnement reste
assez délicat à réaliser. Seule la méthode utilisant l’approche par secteur non linéaire, évoquée
de façon succincte dans Tanaka et Wang [2001], permet d’obtenir une forme MM équivalente
au modèle non linéaire initial, évitant ainsi une perte d’information par rapport à ce dernier.
Dans la référence indiquée, cette méthode est seulement illustrée sur un exemple et ne propose
pas une façon générale de réaliser cette transformation sur un modèle non linéaire quelconque.
De plus, le choix des variables de prémisse, qui représentent les non-linéarités du système, n’est
pas réalisé de façon systématique (ce qui est aussi le cas des méthodes d’obtention des MMs à
partir des mesures expérimentales). Ces points délicats seront traités en détail dans le prochain
chapitre, qui propose une méthodologie générale pour transformer, de façon équivalente, un
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modèle non linéaire en une forme MM. En particulier, le choix des variables de prémisse est
guidé par un ensemble de critères construits suivant des objectifs d’analyse de stabilité, de com-
mandabilité et/ou d’observabilité. Un aspect qui mérite l’attention à ce stade est le fait qu’un
même système non linéaire peut être équivalent à plusieurs MMs, grâce à cette méthodologie.

1.3 État de l’art sur la synthèse d’observateurs

Les travaux de thèse, exposé dans le présent mémoire, concernent en grande partie la syn-
thèse d’observateurs par MMs et leur application au diagnostic d’une station d’épuration. Il est
donc utile de donner en introduction un état de l’art sur la synthèse d’observateur pour les MMs.
Rappelons toutefois quelques travaux réalisés dans le contrôle des systèmes non linéaires [Isi-
dori, 1995; M’Saad et al., 1990; M’Saad et Hejda, 1994; Isidori, 2000; Tanaka et Wang, 2001;
Zinober et Owens, 2001; Guerra et al., 2006].
Dans ce qui suit, nous présentons les principaux travaux réalisés concernant la synthèse d’ob-
servateurs pour les systèmes non linéaires afin de justifier notre choix d’utiliser la structure
MM.

1.3.1 Généralités sur les observateurs non linéaires

La nécessité d’obtenir un modèle précis du comportement d’un processus réel exige souvent
l’utilisation du formalisme non linéaire. Les modèles non linéaires obtenus permettent une des-
cription exhaustive sur un large espace de fonctionnement, contrairement aux modèles linéaires
qui ont un caractère local.

Dans la pratique, l’étude des systèmes réels suppose l’accès aux variables décrivant l’état
du système pour la surveillance ou le contrôle des systèmes. Malheureusement, on dispose ra-
rement de mesures directes de ces variables d’état pour des raisons techniques, financières ou
autres. C’est la raison pour laquelle une estimation fiable des variables non mesurées est néces-
saire, particulièrement quand ces variables sont utilisées pour la surveillance du processus réel,
pour une synthèse des lois de commande ou pour un diagnostic de fautes.

Pour réaliser la tâche de reconstruction des variables non disponibles, des solutions théo-
riques performantes ont été développées, généralement basées sur un modèle mathématique
représentant le comportement du système réel en fonctionnement sain. Ainsi, la construction
d’un “capteur logiciel” souvent appelé observateur est réalisée afin de reconstruire les variables
qui ne sont pas accessibles à la mesure.

D’une façon générale, les systèmes non linéaires dynamiques considérés peuvent être décrits
par une représentation d’état de la forme :

ẋ(t) = f (x(t),u(t)) (1.27a)

y(t) = g(x(t),u(t)) (1.27b)

où x représente le vecteur d’état, u le vecteur d’entrée et y représente le vecteur de sortie du
système. Les fonctions f et g sont généralement non linéaires.

Conformément aux descriptions précédentes, un observateur ou un reconstructeur d’état
est un système dynamique qui permet d’obtenir une estimation de la valeur courante de l’état
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non mesuré du système (1.27) à partir des informations disponibles : sorties y et entrées u du
système :

ż(t) = ϕ(z(t),u(t),y(t)) (1.28a)

x̂(t) = γ (z(t),u(t),y(t)) (1.28b)

ŷ(t) = g(x̂(t),u(t)) (1.28c)

L’observateur (1.28) est un observateur global si l’erreur d’estimation d’état e(t) = x(t)− x̂(t)
tend asymptotiquement vers zéro :

lim
t→∞

‖x(t)− x̂(t)‖ = 0

quelles que soient les conditions initiales x(0) du système non linéaire et de l’observateur z(0).
L’objectif dans la conception d’un observateur est de déterminer les fonctions ϕ(z, u, y) et

γ(z, u, y) qui assurent la convergence de l’erreur d’estimation d’état vers zéro.
Dans la pratique, la forme de l’observateur se résume souvent à une forme similaire à celle

du système, à laquelle est rajoutée un terme de correction basé sur l’écart entre la sortie mesurée
y et la sortie estimée ŷ du système. Donc, un observateur correspond en général à un système
d’ordre supérieur ou égal à celui du système observé.

La construction d’un observateur exige la propriété d’observabilité, initialement formalisée
par Herman et Krener [1977]. Cette propriété se traduit par la capacité de reconstruire l’état à
partir des entrées et des sorties du système. Cette propriété peut être définie d’une façon gé-
nérale en se basant sur la notion d’indistinguabilité (ou d’indiscernabilité) d’une paire d’états,
qui est présentée en détail dans Herman et Krener [1977], ou plus récemment dans d’autres pu-
blications qui portent sur l’observabilité des systèmes non linéaires, comme par exemple dans
Besançon [2007].

Dans le cas linéaire, la propriété d’observabilité est une propriété de rang de la paire (A,
C) et ne dépend pas de l’entrée du système. De plus, cette propriété suffit pour assurer l’exis-
tence d’un observateur, à vitesse de convergence exponentielle et arbitrairement rapide. Des
résultats classiques concernant l’observabilité des systèmes linéaires, ainsi que la synthèse des
principaux observateurs pour systèmes linéaires, Luenberger et de type Kalman, existent dans
[Kailath, 1980], [Luenberger, 1971] et [Kalman et Bucy, 1960].

Dans le cas des systèmes non linéaires, les propriétés d’observabilité mentionnées précé-
demment ne sont plus valables. En général, les systèmes non linéaires ont des entrées singu-
lières qui les rendent non observables. Ainsi, l’observabilité d’un système non linéaire dépend
de l’entrée appliquée. Une synthèse élaborée est donnée dans [Bornard et al., 1993].

1.3.2 Synthèse d’observateurs des systèmes non linéaires

Cette section a pour but de présenter une vue d’ensemble des méthodes de conception d’ob-
servateurs pour des systèmes non linéaires. La classification réalisée de ces approches n’est
pas unique, la liste n’étant bien sûr pas exhaustive puisque des combinaisons des différentes
approches ont aussi été réalisées.
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Le filtre de Kalman étendu

Parmi les premiers travaux réalisés dans le cadre de la synthèse d’observateur d’état pour
des systèmes non linéaires se trouve l’extension des travaux basés sur des techniques linéaires.
Le filtre de Kalman, conçu initialement pour les systèmes linéaires stochastiques, a constitué un
point de départ dans cette direction. Ainsi, pour un système non linéaire décrit par une équation
différentielle dans l’espace d’état, une linéarisation autour d’une trajectoire de référence est
possible. La conception du filtre de Kalman étendu [Jazwinski, 1970] est alors basée sur cette
linéarisation ayant un caractère local.
La classe des systèmes considérés est :

ẋ(t) = f (x(t))+η1(t) (1.29a)

y(t) = g(x(t))+η2(t) (1.29b)

où η1 et η2 sont des bruits gaussiens de moyenne nulle et de matrice de covariance Q1(t) et
Q2(t). Le filtre de Kalman est donné par :

˙̂x(t) = f (x̂(t))+ z(t)G(x̂(t))T Q−1
2 (t)[y(t)−g(x̂(t))] (1.30a)

ż(t) = F(x̂(t))z(t)+ z(t)F(x̂(t))T +Q1(t)− z(t)G(x̂(t))T Q−1
2 (t)G(x̂(t))z(t) (1.30b)

où F(x) = ∂ f (x)
∂x et G(x) = ∂g(x)

∂x .

Cette approche a suscité longtemps beaucoup d’intérêt, essentiellement en raison d’une rela-
tive simplicité (grande ressemblance avec le filtre de Kalman linéaire) de mise en œuvre même
pour des systèmes de taille importante. Cette approche permet de traiter le cas des bruits dont
on est capable de caractériser les propriétés statistiques. Cependant, quelques inconvénients
peuvent être évoqués : le manque de preuve de convergence du filtre, la vitesse de reconstruction
n’est pas garantie, le caractère local de l’approche valable autour d’une trajectoire nominale, le
grand nombre de calculs en ligne dû à la mise à jour des estimations d’état et des matrices de
covariance.

Observateurs basés sur les conditions de stabilité de Lyapunov

Dans les années 1970, l’approche proposée par Lyapunov pour l’analyse de stabilité de sys-
tème commence à susciter un grand intérêt. Les premiers travaux concernant la construction
d’observateurs non linéaires sont réalisés par Thau [1973] qui propose l’utilisation de ces tech-
niques pour des systèmes non linéaires de la forme :

ẋ(t) = Ax(t)+ f (x(t),u(t)) (1.31a)

y(t) = C x(t) (1.31b)

où la fonction non linéaire f (x,u) ∈ R
n satisfait la condition de Lipschitz :

‖ f (x,u)− f (x̂,u)‖ < λ ‖x− x̂‖ (1.32)
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L’observateur proposé par Thau [1973] constitue, comme l’approche proposée à la section 1.3.2,
une extension du cas linéaire ; cette fois-ci l’extension est réalisée à partir de l’observateur de
Luenberger [Luenberger, 1971], l’observateur du système non linéaire ayant la forme :

˙̂x(t) = Ax̂(t)+ f (x̂(t),u(t))+L [y(t)− ŷ(t)] (1.33a)

ŷ(t) = C x̂(t) (1.33b)

La dynamique de l’erreur d’estimation d’état e = x− x̂ satisfait :

ė(t) = (A−LC)e(t)+ f (x(t),u(t))− f (x(t)− e(t),u(t)) (1.34)

L’objectif est alors d’assurer la convergence vers zéro de l’erreur d’estimation d’état. Comme
les matrices A et C sont connues et fixes, il reste à déterminer la matrice L qui assure cette
convergence vers zéro de e. Le résultat de Thau [1973] donne des conditions basées sur la
résolution de l’équation de Lyapunov :

(A−LC)T P+P(A−LC) = −Q (1.35)

Quelle que soit Q symétrique et définie positive, s’il existe une matrice L et une matrice symé-
trique et définie positive P satisfaisant la propriété suivante :

λ <
λmin(Q)

2λmax(P)
(1.36)

et qui vérifient l’équation de Lyapunov (1.35), alors l’erreur converge asymptotiquement vers
l’origine.

Ce premier résultat donne une condition de stabilité de la dynamique de l’erreur d’estimation
d’état en fonction du choix de la matrice L. Un algorithme de recherche du gain L de façon plus
systématique est donné dans [Raghavan et Hedrick, 1994]. Il est basé sur la recherche itérative
d’un paramètre ε > 0 et des matrices P et Q symétriques et définies positives qui vérifient
l’équation de Ricatti suivante :

AT P+PA+P

(

λ 2I − 1
ε

CT C

)

P+ I +Q = 0 (1.37)

Le gain de l’observateur qui stabilise la dynamique de l’erreur e pour une fonction f avec une
constante de Lipschitz λ est donné par L = 1

ε PCT .
Avec le même objectif de déterminer le gain L de l’observateur (1.28), un autre algorithme

est proposé dans [Rajamani, 1998]. Il est basé sur l’évaluation des valeurs propres et du condi-
tionnement K2(T ) de la matrice des vecteurs propres de la matrice A−LC. Le but de l’algo-

rithme est de réduire au minimum le rapport λmin(A−LC)
K2(T ) . L’inconvénient de cet algorithme est

qu’il ne produit que des minima locaux.
La liste des techniques, en vue de réduire le conservatisme lié à l’existence d’une solution

des équations de type Lyapunov et Ricatti est importante, citons simplement [Rajamani et Cho,
1998], [Aboki et al., 2002], [Pertew et al., 2005], [Pertew et al., 2006]. Les principaux inconvé-
nients de ces approches résident dans la majoration de l’erreur d’estimation d’état en utilisant
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la condition de Lipschitz. De plus, pour des constantes de Lipschitz très grandes il se peut que
la résolution des équations de Ricatti soit impossible ou conduise à des gains trop importants
qui rendent l’observateur très sensible aux bruits de mesure.
Arcak et Kokotovic [2001] proposent une approche qui relaxe l’hypothèse Lipschitz et évite
l’obtention de grands gains. Cependant, deux autres hypothèses sont utilisées pour que l’erreur
d’estimation d’état tende vers zéro :

1. une inégalité matricielle linéaire (LMI) à respecter pour la partie linéaire de l’observateur

2. une condition de monotonie à satisfaire pour la partie non linéaire représentée par la
fonction f

Une extension des travaux précédents [Arcak et Kokotovic, 2001] pour le cas discret est pro-
posée dans [Ibrir, 2007]. L’approche utilise des injections multiples de la sortie dans les non-
linéarités et ne nécessite plus la condition de monotonie sur la fonction f .

Toutes les méthodes présentées précédemment cherchent à obtenir un gain d’observateur L
constant. L’idée d’utiliser un gain variable dans le temps apparaît dans Tsinias [1989], qui pro-
pose de le rendre dépendant de l’entrée : L = L(u(t)). Une généralisation au cas L = L(x̂(t),u(t))
et ensuite proposée dans Tsinias [1990]. Cependant, la construction de la fonction de Lyapunov
proposée dans ces approches reste assez difficile à réaliser.

En conclusion, ce type d’observateur a l’avantage de la simplicité de la mise en œuvre quand
une matrice de gain L garantissant la stabilité de la dynamique de l’erreur d’estimation existe.
Un des inconvénients réside dans la structure particulière du système non linéaire. Le choix du
gain L satisfaisant la condition (1.36) résulte d’un processus d’essai qui peut devenir difficile,
voire impossible, à réaliser pour des systèmes d’ordre élevé.

Observateurs sous forme canonique

En parallèle avec les travaux mentionnés précédemment, de nombreuses méthodes de concep-
tion d’observateurs pour les systèmes non linéaires ont été proposées, beaucoup d’entre elles
s’inspirant des méthodes issues des travaux sur les systèmes linéaires. C’est le cas de la tech-
nique présentée dans la suite qui se base sur un changement de coordonnées afin de transformer
le système non linéaire sous une forme particulière répondant aux conditions de synthèse, appelé
forme canonique. Cette forme est basée sur une structure linéaire modulo injection d’Entrées-
Sorties et de leurs dérivées [Bestle et Zeitz, 1983; Krener et Isidori, 1983; Keller, 1987; Plestan,
1995].

Pour le système non linéaire :

ẋ(t) = f (x(t)) (1.38a)

y(t) = g(x(t)) (1.38b)

où x ∈ R
n et y ∈ R, cette approche vise à déterminer la transformation permettant de le mettre

sous la forme canonique d’observabilité :

ż(t) = Az(t)+Φ(y(t)) (1.39a)

y(t) = C z(t) (1.39b)
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où

A =

[

01,n−1 0
In−1 0

]

, Φ(y) =
[

Φ1(y) · · · Φn(y)
]T

, C =
[

0 · · · 0 1
]

(1.40)

L’observateur s’écrit sous la forme :

˙̂z(t) = Aẑ(t)+Φ(y(t))+L[y(t)− ŷ(t)] (1.41a)

ŷ(t) = C ẑ(t) (1.41b)

et la dynamique de l’erreur d’estimation d’état est donnée par :

ė(t) = (A−LC)e(t) (1.42)

Cette transformation assure l’équivalence entre les deux formes (1.38) et (1.39), et permet d’ob-
tenir une forme linéaire de la dynamique de l’erreur d’estimation d’état. Ainsi, pour une paire
(A,C) observable, il est possible de placer les valeurs propres de la matrice (A−LC) afin d’as-
surer une stabilité asymptotique ou exponentielle du système (1.42).

Ce résultat a été étendu aux systèmes à plusieurs sorties dans [Krener et Isidori, 1983] en
proposant la transformation z(t) = T (x(t)). L’état du système initial est estimé en appliquant
la transformation inverse : x̂(t) = T−1(ẑ(t)).

Une extension aux systèmes non autonomes est considérée dans [Keller, 1987], pour les-
quels on considère la dépendance de la dynamique du système à l’entrée u et à ses n premières
dérivées par rapport au temps. Cette dépendance est présente dans la fonction Φ(y(t),U(t)),
avec U = [u u̇ · · · u(n)].

Des conditions nécessaires et suffisantes d’existence d’une transformation ont été propo-
sées dans le cas des systèmes mono-sortie [Glumineau et al., 1996], et pour les systèmes multi-
sorties [Birk et Zeitz, 1988], ainsi que pour les systèmes autonomes [Phelps, 1991]. Toutes les
approches mentionnées supposent que la sortie est linéaire par rapport à l’état. Dans [Kazantzis
et Kravaris, 1998] l’observateur pour un système autonome est conçu par une transformation de
coordonnées appropriée sans exigence de la linéarité de la sortie par rapport à l’état.

L’avantage de ces approches est qu’après application de la transformation, la synthèse de
l’observateur est simple, ce dernier étant réduit à un simple observateur linéaire. Les inconvé-
nients de ces méthodes résident dans le fait qu’il est difficile de caractériser les systèmes ayant
la forme canonique d’observabilité demandée. En plus, il n’est pas toujours possible de trouver
une telle transformation, la classe des systèmes pouvant être transformés étant limitée.

Dans le cas où les conditions d’existence de la transformation sous une forme canonique ne
sont pas satisfaites, des méthodes alternatives existent, basées sur une transformation du sys-
tème non linéaire initial sous une forme qui permet d’obtenir la forme canonique d’observabilité
[Nicosia et al., 1989; Nam, 1997; Lynch et Bortoff, 2001].

Il existe aussi des techniques [Levine et Marino, 1986; Ticlea, 2006; Besançon, 2007] qui
sont basées sur l’immersion de l’espace d’état initial dans un état de dimension supérieure.
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Observateurs “à grand gain”

Comme déjà précisé, l’observabilité des systèmes non linéaires dépend en général de l’en-
trée. Toutefois, il existe des systèmes qualifiés d’uniformément observables, qui sont obser-
vables quelle que soit l’entrée. Ainsi, dans [Gauthier et Bornard, 1981] est proposé un chan-
gement de coordonnées dans une forme canonique, composée d’une partie observable linéaire
et d’une partie commandée non linéaire possédant une structure triangulaire, pour la classe des
systèmes à une sortie et affines en la commande :

ẋ(t) = f (x(t))+h(x(t))u(t) (1.43a)

y(t) = g(x(t)) (1.43b)

pour lesquels est défini un difféomorphisme Φ =
[

g(x) L f g(x) ... Ln−1
f g(x)

]T
qui transforme

le système (1.43) sous la forme :

ẋ(t) =















x2(t)
x3(t)

...
xn(t)

ϕ(x(t))















+















h1(x1(t))
h2(x̄2(t))

...
hn−1(x̄n−1(t))

hn(x̄n(t))















u(t) (1.44a)

y(t) = C x(t) (1.44b)

où C = [1 0 ... 0], x̄i = (x1, ...,xi)
T , où les fonctions hi (i = 1, ...,n) sont globalement Lipschitz

et ϕ est une fonction globalement Lipschitz de classe C∞ sur R
n. Dans [Gauthier et al., 1992],

il est supposé que le système (1.44) est uniformément observable et un observateur de la forme

˙̂x(t) = f (x̂(t))+h(x̂(t))u(t)−S−1
∞ CT (Cx̂(t)− y(t)) (1.45)

est proposé, où S∞ est la solution de l’équation

0 = −θS∞ −AT S∞ −S∞A+CT C (1.46)

la matrice A étant définie par :

A =















0 1 0 · · · 0

0 0
. . .

...
...

. . .
1

0 · · · 0















Le paramètre θ permet d’ajuster la vitesse de convergence de l’erreur d’estimation vers zéro.
Le gain de l’observateur est seulement basé sur la partie linéaire du système et l’effet de la
non-linéarité est rendu négligeable en choisissant une valeur suffisamment importante pour θ ,
d’où le nom d’observateur “à grand gain”.

Une transformation triangulaire similaire est proposée dans [Bornard et Hammouri, 1991]
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pour des systèmes du type :

ẋ(t) = f (x(t))+g(x(t),u(t)) (1.47a)

y(t) = C x(t) (1.47b)

Dans [Gauthier et Kupka, 1994], la synthèse d’un observateur à “grand gain” est présentée,
pour des systèmes non linéaires de la forme générale :

ẋ(t) = f (x(t),u(t)) (1.48a)

y(t) = g(x(t)) (1.48b)

Ce type d’observateurs a l’avantage de générer une erreur d’estimation d’état à convergence
exponentielle aussi rapide que souhaitée en augmentant θ . Cependant, pour un gain choisi trop
grand, la sensibilité au bruit de mesure constitue un inconvénient. De plus, l’obtention de la
structure triangulaire peut s’avérer difficile, même si théoriquement une transformation de co-
ordonnées est accessible.

Observateurs adaptatifs

Il est souvent intéressant de combiner la connaissance a priori d’un système physique avec
des données expérimentales mesurables pour fournir une évaluation en ligne des états et des
paramètres du système. Cette nécessité a permis de concevoir des observateurs adaptatifs pour
l’estimation simultanée des états et des paramètres.

Les premiers travaux concernant ce type d’observateur pour des systèmes linéaires à temps
invariant ont été proposés dans [Kreisselmeier, 1977; Luders et Narendra, 1973]. Ensuite, un tel
observateur pour des systèmes non linéaires mono-entrée et mono-sortie, basé sur une transfor-
mation sous une forme canonique a été conçu dans [Bastin et Gevers, 1988]. Des observateurs
adaptatifs utilisant la forme canonique d’observabilité qui fournissent une convergence asymp-
totique [Marino et Tomei, 1992], exponentielle [Marino et Tomei, 1995] ou qui prennent en
compte de façon explicite des perturbations [Marino et al., 2001] ont été synthétisés. Cepen-
dant, tous ces résultats sont limités aux systèmes non linéaires dont la dynamique peut être
linéarisée par un changement de coordonnées avec injection de sortie.

Un résultat qui traite une classe de systèmes qui ne peuvent pas être linéarisés par change-
ment de coordonnées et injection de sortie est présenté dans [Zhang et Xu, 2001]. La méthode
proposée par l’auteur se base sur l’observateur adaptatif linéaire et les observateurs à grand gain.
Tous ces travaux traitent le cas des systèmes linéairement paramétrisés. Toutefois, la plupart des
systèmes réels sont représentés par des modèles dont les paramètres connus et/ou inconnus in-
terviennent de façon non linéaire. Des observateurs adaptatifs pour une classe de systèmes non
linéaires multi-entrées multi-sorties uniformément observables et avec paramétrisation non li-
néaire ont été proposés plus récemment dans [Farza et al., 2009].
Les avantages sont liés à l’estimation simultanée des états et des paramètres, ce type d’observa-
teur offrant une robustesse vis-à-vis des variations paramétriques par rapport à un observateur
d’état qui utilise des valeurs fixes des paramètres. Les inconvénients sont similaires à ceux
mentionnés à la section 1.3.2 pour les observateurs canoniques.

31



Chapitre 1. Présentation de la structure multimodèle

Observateurs basés sur une linéarisation étendue

Cette approche développée par [Baumann, 1988], utilise des techniques linéaires, et en par-
ticulier des méthodes de type séquencement des gains (“gain scheduling”). Plus précisément,
les gains de l’observateur sont calculés de telle sorte que les valeurs propres de l’équation linéa-
risée de l’erreur soient placées à des valeurs spécifiques, localement invariantes par rapport au
point de fonctionnement du système. La classe des systèmes étudiés est donnée par (1.48) avec
f (0,0) = 0 et g(0) = 0. L’observateur a la forme :

˙̂x(t) = f (x̂(t),u(t))+h(y(t))−h(ŷ(t)) (1.49a)

ŷ(t) = g(x̂(t)) (1.49b)

où la fonction h : R
p → R

n est analytique et satisfait la condition h(0) = 0. La dynamique de
l’erreur d’estimation d’état e = x− x̂ est donnée par :

ė(t) = f (x(t),u(t))− f (x(t)− e(t),u(t))−h(y(t))+h(ŷ(t)) (1.50)

En effectuant une linéarisation de (1.50) autour d’un point d’équilibre défini par u = ε , x = xε

du système (1.50), on obtient l’équation linéarisée de l’erreur :

ė =

[

∂ f (x,u)

∂x

∣

∣

∣

∣

(xε ,ε)

−
(

∂h(y)
∂y

∣

∣

∣

∣

yε

)

·
(

∂g(y)
∂y

∣

∣

∣

∣

xε

)]

e (1.51)

Le but de la synthèse de cet observateur est de trouver la fonction h telle que l’équation (1.51)
possède des valeurs propres invariantes par rapport à ε . Pour plus de détails sur cette procédure,
le lecteur peut consulter [Baumann et Rugh, 1986] et [Baumann, 1988].

Les inconvénients de cette approche résident d’une part dans le calcul analytique assez lourd
dû aux intégrations par rapport à ε qui devient encore plus compliqué dans le cas d’entrées
multiples, et d’autre part dans la recherche des points d’équilibre.

Observateurs à modes glissants

Ce type d’approche a pour but de considérer les incertitudes et les erreurs de modélisation
qui n’ont pas été prises en compte dans les approches précédentes. L’approche utilise la théorie
des modes glissants [Itkis, 1976; Utkin, 1977; Slotine, 1984; Walcott et al., 1987; Spurgeon,
2008]. Afin de compenser les incertitudes de modélisation, lors de la synthèse de cet observa-
teur, on utilise un terme complémentaire dépendant de l’erreur de sortie. Ce terme se comporte
comme un gain variable qui dépend de l’erreur de sortie et qui commute à la valeur zéro si
cette erreur est nulle. La discontinuité qui résulte de cette commutation peut s’avérer être un
inconvénient majeur car elle déclenche un phénomène d’oscillations de haute fréquence, appelé
“chattering”. Des solutions ont été proposées pour éviter ce phénomène au prix de l’obtention
d’une erreur d’estimation qui ne tend pas vers zéro [Dawson et al., 1992]. Cependant, une hy-
pothèse structurelle sur la fonction non linéaire f (x,u) est nécessaire [Coreless et Leitmann,
1981], ce qui constitue une condition assez restrictive dans la plupart des cas.
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Observateurs basés sur l’optimisation de l’erreur d’estimation

Les difficultés rencontrées pour la synthèse d’observateurs dues aux structures particulières
des systèmes, aux transformations de coordonnées ou autres techniques énoncées précédem-
ment, ont invité à implémenter une autre approche d’observateurs, cette approche étant basée
sur l’optimisation de la norme L2 de l’erreur de prédiction de sortie. La classe des systèmes
étudiés est (1.48).

Dans ce type de méthodes, une fonction coût est définie comme la norme L2 de la diffé-
rence entre la sortie mesurée et la sortie estimée qui se base sur l’estimation courante de l’état.
L’estimation d’état est donc basée sur la minimisation en ligne de la fonction coût.

Le problème d’optimisation posé par ce type d’observateurs est souvent traité en utilisant
des méthodes de gradient [Zimmer, 1994] qui malheureusement demandent un temps de calcul
important surtout qu’il doit être résolu à chaque pas d’échantillonnage [Michalska et Mayne,
1995]. Cependant, l’avantage de cette approche est qu’elle peut s’appliquer à une classe très
générale des systèmes non linéaires.

L’état de l’art des techniques existantes de synthèse d’observateurs a permis de donner des
éléments d’appréciation des avantages et des inconvénients de chaque approche. En conclusion,
certaines approches sont très liées à une structure particulière du système non linéaire, comme
les observateurs à grand gain et ceux basés sur les techniques de Lyapunov. D’autres ne prennent
pas en comptes les incertitudes et les erreurs de modélisation, comme le filtre de Kalman étendu,
les observateurs par linéarisation étendue, à grand gain ou ceux sous forme canonique. Enfin,
certaines approches, comme par exemple celles basées sur l’optimisation, à modes glissants ou
les observateurs adaptatifs, nécessitent un nombre de calculs très élevé.

1.3.3 Observateurs basés sur la structure MM

La structure d’observateur -basée sur la structure multimodèle- la plus utilisée dans la lit-
térature est une extension de celle de l’observateur de Luenberger proposée pour les systèmes
linéaires [Luenberger, 1971]. Ce choix s’avère naturel sachant que la structure multimodèle est
une combinaison linéaire de sous-modèles linéaires :

ẋ(t) =
r

∑
i=1

µi(z(t))(Ai x(t)+Bi u(t)) (1.52a)

y(t) = C x(t) (1.52b)

On considère ici que la sortie est une fonction linéaire de l’état, mais cela ne constitue pas une
réduction majeure.
L’observateur proposé est inspiré de celui construit pour le cas linéaire et a la forme suivante :

˙̂x(t) =
r

∑
i=1

µi(ẑ(t))(Ai x̂(t)+Bi u(t)+Li(y(t)− ŷ(t))) (1.53a)

ŷ(t) = C x̂(t) (1.53b)

33



Chapitre 1. Présentation de la structure multimodèle

Pour déterminer les gains Li de l’observateur (1.53), une étude de stabilité du système générant
l’erreur d’estimation d’état e(t) = x(t)− x̂(t) doit être réalisée. La dynamique de l’erreur
d’estimation d’état est gouvernée par une équation différentielle qui dépend des variables de
prémisse z(t) via les fonctions de pondération µi(z(t)).

Tenant compte de la définition de l’erreur d’estimation (4.6) et des dynamiques de l’état
(1.52a) et de son estimé (1.53a), ce système s’explicite :

ė(t) =
r

∑
i=1

µi(z(t))(Aix(t)+Biu(t))−
r

∑
i=1

µi(ẑ(t))(Aix̂(t)+Biu(t)+LiCe(t)) (1.54)

La dynamique de l’erreur dépend de la connaissance des variables de prémisse

z(t) = [ z1(t) z2(t) ... zp(t) ]

intervenant dans les fonctions de pondération µi. Il existe deux possibilités selon que z(t) est
mesurable ou non.

Remarque 1.1. Le système générant l’erreur d’estimation d’état (1.54) est obtenu dans un
cadre général en considérant que les variables de prémisse z(t) ne sont pas mesurables. Dans
ce cas l’observateur (1.53) contient une estimation ẑ(t) de ces variables.

La plupart des travaux concernant la conception de multi-observateurs d’état suppose que
les variables de prémisse sont connues (ẑ(t) = z(t)) [Akhenak et al., 2004; Rodrigues, 2005].
Dans ce cas, le multi-observateur utilise les mêmes variables de prémisse que le modèle. Ainsi,
une factorisation par les fonctions de pondération est possible dans l’évaluation de la dynamique
de l’erreur et le système (1.54) devient :

ė(t) =
r

∑
i=1

µi(z(t))(Ai −LiC)e(t) (1.55)

En utilisant la méthode de Lyapunov et une fonction quadratique V (x(t)) = xT (t)Px(t) avec
P = PT > 0, Patton et al. [1998] propose l’analyse de stabilité suivante :

Théorème 1.1. L’erreur d’estimation d’état converge asymptotiquement vers zéro s’il existe
une matrice P = PT ∈ R

n×n > 0 et des matrices Ki ∈ R
n×ℓ telles que les conditions suivantes

soient satisfaites :

PAi +AT
i P−KiC−CT KT

i < 0, i = 1, ...,r (1.56)

Les gains de l’observateur sont obtenus à partir de l’équation :

Li = P−1 Ki (1.57)

Cependant, pour un nombre élevé de sous-modèles r, ces conditions (1.56) peuvent être
conservatrices dans le sens où il est difficile de trouver une matrice P unique respectant l’en-
semble des conditions (1.56). Dans le cadre de l’analyse de stabilité, d’autres techniques ont été
proposées ensuite afin de réduire le conservatisme de ce résultat et consistent à utiliser d’autres
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fonctions de Lyapunov, poly-quadratiques [Chadli, 2002; Fang et al., 2006] ou non quadra-
tiques [Boyd et al., 1994; Johansson, 1999; Kruszewski, 2006; Tanaka et al., 2003]. Ce dernier
type de fonction fournit des conditions de stabilité exprimées en terme d’inégalités matricielles
bilinéaires (BMI) qui sont en général plus difficiles à résoudre que les LMI.

Dans la suite, les travaux présentés dans ce mémoire se placent principalement dans le cadre
plus général et plus complexe des variables de décision non mesurables, cette situation se re-
trouvant souvent dans les processus réels. Elle n’a été traitée que récemment dans les travaux
de Bergsten et Palm [2000]; Bergsten et al. [2001, 2002] et de façon plus élaborée dans [Ichalal,
2009].
En analysant l’équation dynamique de l’erreur d’estimation d’état (1.54) on remarque que les
résultats obtenus pour les variables de prémisse mesurables ne sont plus applicables du fait
que la forme de ce système est légèrement différente et contient les estimés des variables de
prémisse. Les résultats de Bergsten et al. [2001] proposent des conditions de convergence d’es-
timation d’état vers zéro en se basant sur l’observateur de Thau-Luenberger [Thau, 1973] :

Théorème 1.2. L’erreur d’estimation d’état entre le modèle Takagi-Sugeno et l’observateur
converge asymptotiquement vers zéro, s’il existe des matrices P,Q ∈ R

n×n > 0, des matrices
Ki ∈ R

n×ℓ et un scalaire positif γ > 0 tels que :

PAi +AT
i P−KiC−CT KT

i < Q, i = 1, ...,r (1.58)
[

−Q+ γ2 I P
P −I

]

< 0 (1.59)

La démonstration de ce résultat figure dans Bergsten et al. [2001]. Une extension de ce ré-
sultat, afin de prendre en compte des incertitudes de modélisation, a été réalisée dans [Bergsten
et al., 2002] où un observateur à mode glissant a été conçu.
Les travaux de Ichalal [2009] traitent le problème d’estimation d’état des systèmes sous forme
multimodèle avec des variables de prémisse non mesurables en cherchant de réduire le conser-
vatisme des résultats précédents. Deux principales approches sont utilisées : l’approche Lip-
schitz et l’approche L2. Dans Ichalal et al. [2009c, 2010] l’approche Lipschitz est proposée
prenant en compte des incertitudes de modélisation. Deux observateurs, proportionnel intégral
et proportionnel multi-intégral à entrées inconnues ont été proposés dans Ichalal et al. [2009b]
et représentent une extension de ce type d’observateurs du cas linéaire au cas non linéaire. Dans
Ichalal et al. [2009a] l’estimation est réalisée par une approche L2 par incertitudes bornées.

1.4 Conclusion

Le MM est une structure particulièrement bien adaptée à la modélisation des systèmes non
linéaires sur une large plage de fonctionnement. Il permet d’obtenir un modèle doté d’une struc-
ture mathématiquement attractive et capable d’appréhender avec précision donnée la complexité
d’un système. Le MM vient répondre aux difficultés dues à la complexité des modèles non li-
néaires, par des techniques proches de celles développées dans le cadre linéaire.

Grâce à la méthode de transformation proposée dans le chapitre prochain, les études d’observa-
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bilité et de commandabilité développées pour les systèmes sous forme MM s’adressent à une
large classe de systèmes non linéaires. La forme MM réunit les avantages :

– des modèles linéaires du point de vue de la structure, qui sont simples à utiliser, et
– des modèles non linéaires, qui permettent d’avoir une bonne représentation d’un système

réel.
Ainsi, la forme MM permet de décrire un système non linéaire sur une large plage de fonction-
nement, contrairement aux modèles linéaires qui ont généralement un caractère local et qui sont
valides autour de points de fonctionnement particuliers.
Finalement, ce type d’approche permet de prendre en compte des incertitudes et des erreurs de
modélisation, fournissant une technique de reconstruction des variables bien adaptée aux pro-
cessus réels.

Il faut noter que la facilité d’utilisation d’un MM dépend du choix de la structure, cette der-
nière étant caractérisée par le nombre de sous-modèles, les fonctions de pondération et les
sous-modèles. Des fonctions de pondération possédant des propriétés de convexité, ainsi que
des sous-modèles linéaires permettent d’utiliser des propriétés mathématiques dont les qualités
seront mises en évidence au cours des prochains chapitres.

Ce premier chapitre a permis la présentation de plusieurs structures MMs qui ont été dévelop-
pées ces dernières années. De plus, les différentes techniques existantes d’obtention des MMs
ont été présentées. Un panorama des méthodes de synthèse d’observateurs pour systèmes non
linéaires à été réalisé, suivi par une comparaison entre les différentes approches.

Comme nos études se focalisent sur des processus pour lesquels un modèle non linéaire existe
déjà, le prochain chapitre propose une méthodologie générale et systématique d’obtention d’une
forme MM à partir d’un système non linéaire. La transformation fournit un modèle équivalent,
ce qui constitue un des avantages de cette méthode.
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Chapitre 2. Méthode générale de passage d’un système non linéaire en multimodèle

“Dans le domaine de la science, on essaie d’expliquer aux gens, de façon à être com-
pris de tout le monde, quelque chose que personne ne connaissait auparavant. Dans le
domaine de la poésie, c’est exactement le contraire.” Paul Dirac

2.1 Introduction

Le problème de la complexité des systèmes dynamiques non-linéaires apparaît dans de nom-
breux domaines scientifiques et en ingénierie. De nombreuses techniques de décomposition et
de simplification ont été développées au cours de ces dernières années, en vue de réduire la
complexité, en fonction d’objectifs d’identification, de commande et d’analyse de stabilité.

La réduction de la complexité repose, dans la plupart des études réalisées, sur une réduction de
l’ordre du système avec malheureusement une perte d’information. Cette réduction de l’ordre
est réalisée de différentes manières :

– une réduction du nombre de paramètres du modèle mathématique à partir d’une analyse
de sensibilité de la réponse du système vis-à-vis des paramètres et d’une comparaison du
modèle réduit avec le modèle initial [Dolgin et Zeheb, 2005; Hetherington et al., 2006],

– la non prise en compte de certains phénomènes (réactions et/ou espèces dans le cas d’un
mécanisme chimique complexe), dont le pouvoir explicatif est faible dans le système
initial [Petzold et Zhu, 1999],

– une élimination de parties du modèle (paramètres et/ou variables) qui n’ont pas une im-
portance significative dans la dynamique du système [Sayesel et Barlas, 2006],

– une simplification basée sur une troncature d’un développement en série ou d’un déve-
loppement sur une base de fonctions et sur une approximation par perturbation singulière
[Andersson et al., 1996; Steffens et al., 1997].

Une autre façon de résoudre le problème de la complexité des systèmes dynamiques non-
linéaires est de réécrire le système non-linéaire d’une manière plus facile à étudier, en utilisant
un changement de variable ou en le décomposant en unités plus simples et maitrisables, sans
perdre d’information.

Le multimodèle [Murray-Smith et Johansen, 1997] constitue une alternative intéressante et un
outil largement utilisé actuellement pour la modélisation des systèmes non-linéaires, comme
déjà illustré au cours du chapitre 1.

L’intérêt de réaliser une décomposition du système en utilisant ce type de modèles est que des
propriétés importantes comme la stabilité, la contrôlabilité, l’observabilité ayant été largement
étudiées dans le cadre des systèmes linéaires à temps invariant (LTI), peuvent être utilisées, au
moins partiellement, sur les multimodèles car les sous-systèmes qui les constituent sont de type
linéaire [Akhenak et al., 2004], [Chadli, 2002], [Tanaka et Wang, 2001].

Dans la suite, on va présenter une procédure systématique de transformation d’un système
non-linéaire en le récrivant sous une forme multimodèle. Cette méthode évite les inconvénients
majeurs des autres méthodes : la transformation est réalisée sans perte d’information, le choix
de différents points de fonctionnement n’est plus nécessaire, le choix des variables de prémisse
est réalisé d’une façon systématique.
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En partant d’une forme générale du système non-linéaire, une représentation d’état quasi-linéaire
à paramètres variables (quasi-LPV) est réalisée. En général, un nombre important de formes
quasi-LPV peuvent être associées au système non-linéaire initial ; chaque forme est associée
à un ensemble particulier de variables de prémisse. Choisir la forme quasi-LPV est équivalent
à choisir l’ensemble des variables de prémisse. Cette représentation quasi-LPV constitue une
forme polytopique, car les matrices à paramètres variables qui la constituent sont des combinai-
sons convexes des matrices à coefficients constants calculées à partir des sommets du polytope.
Ceux-ci sont obtenus en utilisant la transformation polytopique convexe (TPC) [Wang et al.,
1996]. Chaque sommet du polytope définit un sous-modèle linéaire, la non-linéarité du système
global étant rejetée dans les fonctions de pondération des sous-modèles.
En conséquence, la forme multimodèle obtenue par cette méthode n’est pas unique, elle dépend
du choix des variables de prémisse et du choix des grandeurs qui définissent la transformation
polytopique convexe.

La plupart des travaux réalisés pour les systèmes quasi-LPV concernant l’analyse de sta-
bilité ou la synthèse des contrôleurs / observateurs sont basés seulement sur les matrices qui
définissent les sommets. En conséquence, même si les différentes formes quasi-LPV associées
au système non linéaire sont formellement équivalentes, les résultats obtenus dépendent forte-
ment du choix de la réalisation. Le choix de l’ensemble des variables de prémisse est important,
car il influe sur le nombre de sous-modèles et sur la structure du modèle global. Ce degré
de liberté sera utilisé pour faciliter les études de contrôlabilité, d’observabilité et d’analyse de
stabilité. Il est donc possible de choisir parmi différentes structures MM celle qui assure, par
exemple, l’existence d’un multi-observateur basée sur la structure MM. En général, les condi-
tions d’existence d’un observateur pour MM sont des conditions suffisantes de convergence de
l’erreur d’estimation d’état vers zéro. Ces conditions peuvent être exprimées dans le formalisme
LMI (Inégalités Matricielles Linéaires) et sont issues d’une analyse de stabilité de type Lyapu-
nov [Ichalal et al., 2009c] ; elles sont essentielles dans la définition et l’élaboration des critères
de choix du multimodèle.

La méthode proposée généralise la méthode par secteur non linéaire, utilisée quand on fait
référence aux modèles de type Takagi-Sugeno [Ohtake et al., 2001], [Tanaka et Wang, 2001]. La
contribution de cette méthode est de donner une procédure systématique pour choisir la forme
quasi-LPV, et par conséquent l’ensemble des variables de prémisse, la plus adaptée, tenant
compte de l’objectif de l’étude (analyse de stabilité et performance, synthèse d’un contrôleur /
observateur).

À la section 2.2 sera présentée la méthodologie générale de transformation d’un système
non-linéaire sous une forme multimodèle. La section 2.3 présente quelques limites de la mé-
thode proposée ainsi que des solutions possibles à ces inconvénients. Une extension de la mé-
thode est de même proposée, à la section 2.4, aux modèles de systèmes à base de blocs struc-
turés. Des discutions et conclusions sur l’ensemble de la méthode seront proposées à la section
2.5.
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2.2 Présentation de la méthode de réduction d’un SNL

Cette section est consacrée à la méthodologie analytique générale de construction d’un mul-
timodèle à partir d’un système non-linéaire existant, présenté sous forme générale d’équation
d’état. Des sous-modèles linéaires et de dimensions réduites sont définis et des fonctions d’agré-
gation appropriées sont définies afin de réunir ces sous-modèles pour constituer le modèle glo-
bal. Le multimodèle obtenu est strictement équivalent au système non-linéaire initial.
On commence par énoncer un lemme concernant la notion de transformation polytopique convexe,
à la section 2.2.1. Ensuite, en s’appuyant sur un exemple illustratif, à la section 2.2.2, quelques
caractéristiques de la méthode générale seront mises en évidence. Cela permettra, en donnant
quelques points essentiels ainsi que le schéma à suivre, de faciliter la compréhension de la mé-
thodologie générale, qui sera développée après.
Dans un premier temps, on va donner la représentation d’état d’un système non linéaire, qui
constitue une forme générale pour ce type de systèmes, à la section 2.2.3. Cette forme constitue
le point de départ de la méthodologie.
Dans un deuxième temps, on introduit la notion de forme quasi-linéaire à paramètres variables
(quasi-LPV), à la section 2.2.4. À chaque représentation quasi-LPV correspond un ensemble
particulier de variables de prémisse, qui est défini à la section 2.2.5. En général, pour un sys-
tème dynamique non-linéaire, la représentation quasi-LPV n’est pas unique et, en conséquence,
l’ensemble des variables de prémisse change en fonction de la représentation quasi-LPV choi-
sie. De ce fait, il faut définir des critères de choix d’une représentation quasi-LPV, i.e. de choix
de l’ensemble des variables de prémisse, correspondant aux objectifs de l’étude. Pour conclure
cette présentation générale, l’équivalence entre la forme initiale du système non-linéaire et le
multimodèle obtenu est réalisée à la section 2.2.7. Quelques critères de choix de ces variables
de prémisse sont proposés à la section 2.2.8.

2.2.1 Transformation polytopique convexe (TPC)

Énonce

Lemme 2.1. Soit h(x(t),u(t)) une fonction continue et bornée sur le domaine D ⊂ R
n ×R

m à
valeurs dans R, avec x ∈ R

n, u ∈ R
m.

Alors il existe deux fonctions (i = 1,2)

Fi : D 7−→ [0,1]

(x(t),u(t)) 7−→ Fi(x(t),u(t))

avec F1(x(t),u(t))+F2(x(t),u(t)) = 1 telles que :

h(x(t),u(t)) = F1(x(t),u(t)) ·h1 +F2(x(t),u(t)) ·h2

pour tout h1 ≥ max
x,u∈D

{h(x,u)} et h2 ≤ min
x,u∈D

{h(x,u)}
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Les fonctions F1 et F2 sont définies par :

F1(x(t),u(t)) =
h(x(t),u(t))−h2

h1 −h2

F2(x(t),u(t)) =
h1 −h(x(t),u(t))

h1 −h2

Notons que cette décomposition n’est pas unique.

En particulier, on peut choisir :

h1 = max
x,u

{h(x,u)}

h2 = min
x,u

{h(x,u)}

On peut remarquer que plus on choisit h1 grand et h2 petit, plus l’ensemble des valeurs prises
par les fonctions F1 et F2 se restreint, à l’intérieur de l’intervalle [0,1]. Plus de détails sur cet
aspect, ainsi que des moyens pour contrecarrer les effets négatifs qui peuvent survenir, seront
présentés à la section 2.3.
Deux exemples présentant une réécriture équivalente sous forme MM sont donnés à la suite.
Le premier traite le cas d’une fonction affine par morceaux pour laquelle la transformation
polytopique convexe ne peut pas être appliquée. Le deuxième considère le cas de la fonction
d’hystérésis et utilise le lemme 2.1.

Exemple 2.1 (Fonction affine par morceaux)
Considérons un gain non linéaire exprimé par une fonction affine par morceaux, comme pré-
senté à la figure 2.1 et donné par :

v(t) = f (u(t)) (2.1)

où la fonction f : R −→ R est définie par :

f (u) =
1
2
{[1−d1(u)] f1(u)+ [d1(u)−d2(u)] f2(u)+ [1+d2(u)] f3(u)} (2.2)

où

di(u) = sgn(u−ai) i = 1,2 (2.3)

f j(u) = α ju+β j j = 1,2,3 (2.4)
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Figure 2.1 – Fonction affine par morceaux

On considère les fonctions :

µ1(u) =
1−d1(u)

2
(2.5a)

µ2(u) =
d1(u)−d2(u)

2
(2.5b)

µ3(u) =
1+d2(u)

2
(2.5c)

Ainsi on peut déduire la forme multimodèle suivante :

v(t) =
3

∑
j=1

µ j(u)
(

α ju+β j
)

(2.6)

la particularité étant ici que les fonctions de pondération ne prennent que les valeurs 0 ou 1.

Remarque 2.1. Pour rendre les fonctions µi continues, les fonctions di = sgn(u− ai) i = 1,2
peuvent être approximées par la fonction tangente hyperbolique :

di
∼= tanh

u−ai

p
i = 1,2 (2.7)

avec le paramètre p choisi aussi petit que l’on veut.

L’expression du multimodèle (2.6) obtenue pour une fonction affine à trois morceaux, avec
les fonctions de pondération définies dans (2.5), peut être aisément généralisable à une fonction
continue avec un nombre de morceaux quelconque.
Pour n morceaux caractérisés par :

f j(u) = α ju+β j j = 1, · · · ,n (2.8)
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la fonction f (u) est définie par :

f (u) =
n

∑
i=1

µi(u)(αiu+βi) (2.9)

avec

µ1(u) =
1
2

1−d1(u) (2.10)

µi(u) =
1
2

di−1(u)−di(u), i = 2, ...,n−1 (2.11)

µn(u) =
1
2

1+dn−1(u) (2.12)

et

di(u) = sgn(u−ai) (2.13)

Exemple 2.2 (Hystérésis)
Le phénomène d’hystérésis peut apparaitre dans des domaines très divers : sciences physiques
ou sociales (l’hystérésis de l’habitus présent dans une théorie développée en sociologie par
Pierre Bourdieu et qui désigne le phénomène par lequel les dispositions acquises par la so-
cialisation d’un individu dans un espace social défini perdurent dans le temps), médecine (la
mesure de l’hystérèse de la cornée qui permet d’évaluer certaines propriétés biomécaniques
de la cornée, dans le cadre du dépistage et le suivi des patients souffrant de glaucome), éco-
nomie (l’hystérèse désigne la persistance d’un phénomène économique, comme le chômage ou
l’inflation, alors que sa cause principale a disparu), théorie des jeux, mécanique à travers des
phénomènes de friction [Mihaylova et al., 2001].

Figure 2.2 – Hystérésis

Dans sa forme la plus simple, ce phénomène d’hystérésis est habituellement présenté comme
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à la figure 2.2 et formulé mathématiquement comme suit :
Si u < −a alors v = −M
Si −a < u < a et u̇ > 0 alors v = −M
Si −a < u < a et u̇ < 0 alors v = M
Si u > a alors v = M

En appliquant le résultat obtenu précédemment pour une fonction affine par morceaux, on
obtient :

v(u) = µ1(u) · (−M)+ µ2(u) · 1
2

[(1−d(u̇))M− (1+d(u̇))M]+ µ3(u) ·M (2.14)

où d(u̇) = sgn(u̇) et où les fonctions de pondération sont définies par :

µ1(u) =
1− sgn(u+a)

2
(2.15a)

µ2(u) =
sgn(u+a)− sgn(u−a)

2
(2.15b)

µ3(u) =
1+ sgn(u−a)

2
(2.15c)

Dans l’équation (2.14) le deuxième terme de la somme dépend de la variable
d(u) = sgn(u̇), on considère cette variable comme une variable de prémisse. Sachant que la
fonction sgn prend les valeurs numérique −1, 0 et 1 on peut déduire que d(u) est bornée et on
peut réaliser la transformation suivante :

d(u̇) =
sgn(u̇)+1

2
·1+

1− sgn(u̇)

2
· (−1)

= µd,1(u̇) ·1+ µd,2(u̇) · (−1) (2.16)

En remplaçant l’expression obtenue pour la variable d par (2.16) dans l’équation (2.14) on
obtient :

vMM = µ1(u) · (−M)+ µ2(u) ·
[

µd,1(u) ·1+ µd,2(u) · (−1)
]

(−M)+ µ3(u) ·M
= µ1(u) · (−M)+ µ2(u)µd,1(u̇) · (−M)+ µ2(u)µd,2(u̇) ·M + µ3(u) ·M (2.17)

ce qui permet de définir les fonctions de pondération :

µ̃1(u) = µ1(u), A1 = −M

µ̃2(u, u̇) = µ2(u)µd,1(u̇), A2 = −M

µ̃3(u, u̇) = µ2(u)µd,2(u̇), A3 = M (2.18)

µ̃4(u) = µ3(u), A4 = M

Ainsi, on obtient la forme multimodèle :

vMM =
4

∑
i=1

µ̃i(u, u̇)Ai (2.19)
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de l’hystérésis qui fournit la sortie v en fonction de l’entrée u et de sa dérivée u̇.

Application de la TPC aux opérations de base

On considère deux fonctions non linéaires bornées sur R :

f : R
n → R g : R

n → R (2.20)

x 7→ f (x) x 7→ g(x) (2.21)

On peut appliquer la transformation polytopiques convexe, présentée au Lemme 2.1, pour les
deux fonctions f et g qui s’écrivent :

f (x) = µ f ,1(x) f1 + µ f ,2(x) f2 (2.22)

g(x) = µg,1(x)g1 + µg,2(x)g2 (2.23)

Cette transformation polytopique peut être utilisée dans plusieurs contextes afin d’obtenir une
structure de type multimodèle. Trois cas sont représentés ici :

1. Somme de deux fonctions S(x) = f (x)+g(x) :

S(x) =
[

µ f ,1(x) f1 + µ f ,2(x) f2
][

µg,1(x)+ µg,2(x)
]

+
[

µg,1(x)g1 + µg,2(x)g2
][

µ f ,1(x)+ µ f ,2(x)
]

=
2

∑
k1=1

2

∑
k2=1

µ f ,k1(x)µg,k2(x)( fk1 +gk2)

=
4

∑
i=1

µi(x)hi (2.24)

où les fonctions de pondération µi(x) = µ f ,k1(x)µg,k2(x) (k1,k2 = 1,2) et les coefficients
constants hi = fk1 +gk2 (k1,k2 = 1,2) et où l’indice i est donné par :

i = 1+20(k2 −1)+21(k1 −1) (2.25)

2. Produit de deux fonctions P(x) = f (x) ·g(x) :

P(x) =
[

µ f ,1(x) f1 + µ f ,2(x) f2
][

µg,1(x)g1 + µg,2(x)g2
]

=
2

∑
k1=1

2

∑
k2=1

µ f ,k1(x)µg,k2(x) fk1gk2

=
4

∑
i=1

µi(x)hi (2.26)

où les fonctions de pondération µi(x) sont calculées de la même façon que pour le cas
précédent et les coefficients constants hi = fk1 ·gk2 (k1,k2 = 1,2 et i donné par (2.25)).
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3. Vecteur V (x) =

[

f (x)
g(x)

]

:

V (x) =

[ (

µ f ,1(x) f1 + µ f ,2(x) f2
)

·
(

µg,1(x)+ µg,2(x)
)

(

µ f ,1(x)+ µ f ,2(x)
)

·
(

µg,1(x)g1 + µg,2(x)g2
)

]

=
2

∑
k1=1

2

∑
k2=1

µ f ,k1(x)µg,k2(x)

[

fk1

gk2

]

=
4

∑
i=1

µi(x)Vi (2.27)

où les fonctions de pondération sont calculées de la même manière que précédemment et

les vecteurs Vi sont définis par Vi =

[

fk1

gk2

]

(k1,k2 = 1,2 et i donné par (2.25)).

La même procédure reste valable pour des vecteurs de dimension quelconque, ainsi que
pour des matrices A[ai, j] i, j ∈ 1, ...,nA de dimension quelconque nA contenant parmi les
composantes ai, j les deux non-linéarités f (x) et g(x).

Dans tous les cas considérés, la transformation polytopique convexe donne une somme de 22

termes. En général, pour p fonctions non linéaires f j(x) : R
n → R, j = 1, ..., p, ces transforma-

tions restent valables et la somme obtenue contient 2p termes.
Dans ce qui suit, on va appliquer les transformations présentées à un système dynamique

non linéaire, de façon à mettre en évidence les points essentiels de la méthode et ses étapes
principales.

2.2.2 Exemple introductif

Soit le système :

ẋ1 = cos(x1)x2 + x3
1 u (2.28a)

ẋ2 =
1√
x2

x1 − x2
1 x2 (2.28b)

Dans une première étape, on représente le système (2.28) sous forme quasi-LPV :

ẋ = A(ρ(x,u))x + B(ρ(x,u))u (2.29)

où ρ(x,u) ∈ C1(Rn+m) est formé d’une partie des états et des entrées. Dans la forme classique
LPV, ρ = ρ(t) est un vecteur qui varie dans le temps. Ainsi, la différence entre la représentation
quasi-LPV d’un système non linéaire et la forme classique LPV est que le vecteur des para-
mètres dépend dans le premier cas des variables d’état et d’entrée.
En effectuant cette transformation on peut obtenir plusieurs représentations quasi-LPV, car il
existe plusieurs façons de faire apparaître une forme affine en l’état et en la commande.
Pour la première composante de l’équation d’état, cette séparation est claire dans le produit
cos(x1)x2, car on a un produit entre la fonction cos(x1) et la deuxième variable d’état x2. Pour
le deuxième terme, x3

1u, on peut soit affecter la non-linéarité x3
1 à la matrice de commande
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(représentation (2.30)), soit dans la matrice d’état (représentation (2.31)) :

A(ρ(x,u)) =

[

0 cos(x1)
1√
x2

−x2
1

]

B(ρ(x,u)) =

[

x3
1

0

]

(2.30)

A(ρ(x,u)) =

[

x2
1u cos(x1)
1√
x2

−x2
1

]

B(ρ(x,u)) =

[

0
0

]

(2.31)

On pourrait également utiliser les deux possibilités exposées précédemment en même temps
en écrivant le terme x3

1u comme étant égal à
(

1
2x2

1u
)

x1 +
(

1
2x3

1

)

u, en affectant les non-linéarités
respectives dans les matrices d’état et de commande.
Pour la deuxième composante de l’équation d’état, on peut remarquer deux décompositions pos-
sibles. La plus évidente consiste à attribuer aux deux variables d’état des termes non-linéaires
multiplicatifs (décomposition (2.30)). Plus précisément, le terme non-linéaire 1√

x2
est attribué

à la variable d’état x1 et le terme −x2
1 est attribué à la deuxième variable d’état x2. Une autre

possibilité est d’attribuer à la variable d’état x1 le terme non-linéaire 1√
x2
−x1x2 (décomposition

(2.32)).

A(ρ(x,u)) =

[

0 cos(x1)
1√
x2
− x1x2 0

]

B(ρ(x,u)) =

[

x3
1

0

]

(2.32)

Toute combinaison linéaire convexe de ces deux possibilités est également valable.
En choisissant une des trois formes quasi-LPV présentées ici ((2.30), (2.31) où (2.32)), confor-
mément à des critères de choix qui seront discutés plus en détail dans le développement de la
méthodologie générale, on montre maintenant le passage à la forme multimodèle.
En retenant la représentation (2.32), on construit tout d’abord l’ensemble de variables Vz =
{z1,z2,z3} :

z1(x) = cos(x1) (2.33a)

z2(x) = x3
1 (2.33b)

z3(x) =
1√
x2

− x1x2 (2.33c)

Le choix de ces variables z1, z2, z3, appelées variables de prémisse, est lié directement à la forme
quasi-LPV choisie.
Dans une deuxième étape, on applique la transformation polytopique convexe, présentée à la
section 2.2.1, à chaque variable de prémisse z j(x(t)) ( j = 1, ...,3) pour x1 ∈ [−2π,2π] et x2 ∈
[0.1;12]. On réalise alors pour chaque variable de prémisse une partition en deux zones et on
obtient :

z1(x) = F1,1(z1(x))z1,1 +F1,2(z1(x))z1,2 (2.34a)

z2(x) = F2,1(z2(x))z2,1 +F2,2(z2(x))z2,2 (2.34b)

z3(x) = F3,1(z3(x))z3,1 +F3,2(z3(x))z3,2 (2.34c)
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où, compte tenu des définitions (2.33) :

F1,1(z1(x)) =
cos(x1)− z1,2

z1,1 − z1,2

F1,2(z1(x)) =
z1,1 − cos(x1)

z1,1 − z1,2

F2,1(z2(x)) =
x3

1 − z2,2

z2,1 − z2,2

F2,2(z2(x)) =
z2,1 − x3

1

z2,1 − z2,2

F3,1(z3(x)) =

1√
x2
− x1x2 − z3,2

z3,1 − z3,2

F3,2(z3(x)) =
z3,1 − 1√

x2
+ x1x2

z3,1 − z3,2
(2.35)

Les deux partitions Fj,1(z j(x)) et Fj,2(z j(x)) de chaque variable de prémisse z j(x) ( j = 1, ...,3)
vont contribuer, à leur tour, à la construction de chaque fonction de pondération correspondant
à un des sous-systèmes du multimodèle.
Les fonctions Fj,1(z j(x)) et Fj,2(z j(x)) représentent respectivement la première et la deuxième
partition de chaque variable de prémisse. Pour des raison de clarté, on va écrire Fj,1(x) et Fj,2(x)
au lieu de Fj,1(z j(x(t))) et Fj,2(z j(x(t))). Les scalaires z j,1 et z j,2 (j=1,...,3) vont contribuer à la
construction de chaque sous-système du multimodèle. On choisit, par exemple :

z j,1 = max
x

{

z j(x)
}

z j,2 = min
x

{

z j(x)
} ∀ j = 1, ...,3 (2.36)

Il faut noter que A(ρ(x,u)) fait intervenir les variables de prémisse z1(x) et z3(x), alors que
B(x,u) fait intervenir la variable de prémisse z2(x) ; ainsi, on va évaluer les matrices A et B
à partir des matrices sommets du polytope défini par les partitions des variables de prémisse
intervenant dans ces matrices.
Pour cela on part de l’expression de A définie en (2.32) que l’on écrit explicitement en fonction
des z j(x) défini en (2.33) :

A(z1(x),z3(x)) =

[

0 z1(x)
z3(x) 0

]

(2.37)

Puis, compte tenu de l’expression de z3(x) (2.34), on peut écrire :

A(z1(x),z3(x)) = F3,1(x)

[

0 z1(x)
z3,1 0

]

+ F3,2(x)

[

0 z1(x)
z3,2 0

]

(2.38)
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Puis, afin de faire apparaitre les fonctions de partition F2,1(x) et F2,2(x), on multiplie le résultat
par la somme de ces deux fonctions, qui est égale à 1 :

A(z1(x),z3(x)) = [F2,1(x)+F2,2(x)]

{

F3,1(x)

[

0 z1(x)
z3,1 0

]

+ F3,2(x)

[

0 z1(x)
z3,2 0

]}

= F3,1(x) F2,1(x)

[

0 z1(x)
z3,1 0

]

+ F3,1(x) F2,2(x)

[

0 z1(x)
z3,1 0

]

+ F3,2(x) F2,1(x)

[

0 z1(x)
z3,2 0

]

+ F3,2(x) F2,2(x)

[

0 z1(x)
z3,2 0

]

Enfin, compte tenu de l’expression de z1(x) (2.34) et multipliant le résultat par la somme des
fonctions de partition F1,1(x)+F1,2(x), on obtient :

A(z1(x),z3(x)) = F3,1(x) F2,1(x) F1,1(x)

[

0 z1,1

z3,1 0

]

+F3,1(x) F2,1(x) F1,2(x)

[

0 z1,2

z3,1 0

]

+ F3,1(x) F2,2(x) F1,1(x)

[

0 z1,1

z3,1 0

]

+F3,1(x) F2,2(x) F1,2(x)

[

0 z1,2

z3,1 0

]

+ F3,2(x) F2,1(x) F1,1(x)

[

0 z1,1

z3,2 0

]

+F3,2(x) F2,1(x) F1,2(x)

[

0 z1,2

z3,2 0

]

+ F3,2(x) F2,2(x) F1,1(x)

[

0 z1,1

z3,2 0

]

+F3,2(x) F2,2(x) F1,2(x)

[

0 z1,2

z3,2 0

]

(2.39)

De façon semblable, pour la matrice de commande B(z2(x)), on peut écrire :

B(z2(x)) =

[

z2(x)
0

]

= F2,1(x)

[

z2,1

0

]

+F2,2(x)

[

z2,2

0

]

= [F1,1(x)+F1,2(x)] [F3,1(x)+F3,2(x)]

{

F2,1(x)

[

z2,1

0

]

+F2,2(x)

[

z2,2

0

]}

(2.40)

On obtient alors :

A(z1(x),z3(x)) =
8

∑
i=1

µi(x)Ai (2.41)

B(z2(x)) =
8

∑
i=1

µi(x)Bi (2.42)
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où les fonctions de pondération µi(x) sont des combinaisons de fonctions Fj,k(x) ( j = 1,2,3
et k = 1,2) et où les matrices constantes Ai et Bi sont données par :

A1 = A3 =

[

0 z1,1

z3,1 0

]

A2 = A4 =

[

0 z1,1

z3,2 0

]

A5 = A7 =

[

0 z1,2

z3,1 0

]

A6 = A8 =

[

0 z1,2

z3,2 0

]

B1 = B2 = B5 = B6 =

[

z2,1

0

]

B3 = B4 = B7 = B8 =

[

z2,2

0

]

(2.43)

Après cette démarche manuelle, on peut noter qu’il y a seulement quatre matrices sommet Ai

et deux matrices sommet Bi. C’est donc de façon artificielle que les expressions (2.41) et (2.42)
en font apparaître huit et ceci afin de pouvoir factoriser dans l’équation d’état les termes µi(x).

Il est intéressant de présenter une façon systématique de construire les matrices Ai et Bi. Tout
d’abord, on a regroupé dans le tableau 2.1 les différentes matrices Ai et Bi ainsi que les fonctions
de pondération µi(x). Par exemple, pour déterminer les matrices à coefficients constants Ai et Bi

pour le troisième sous-système (i = 3), on procède de la manière suivante. On retient le triplet
correspondant à la troisième ligne σ3 = (1,2,1). La valeur σ j

3 , qui peut prendre les valeurs 1
ou 2, représente l’indice qui se trouve à la jème position dans le troisième triplet σ3 = (1,2,1).
Compte tenu de (2.32), A3 = A(z1,σ1

3
,z3,σ3

3
) et B3 = B(z2,σ2

3
), les scalaires z1,σ1

3
, z2,σ2

3
et z3,σ3

3
étant définis dans (2.36). De façon plus générale Ai et Bi (i=1,...,8) sont notées :

Ai = A(z1,σ1
i
,z3,σ3

i
)

Bi = B(z2,σ2
i
)

Ces notations sont en concordance avec les équations (2.43). Tenant compte de (2.39) et du
triplet associé au troisième sous-modèle, la fonction de pondération µ3(x) peut être déduite :

µ3(x) = F1,σ1
3
(x)F2,σ2

3
(x)F3,σ3

3
(x)

= F1,1(x)F2,2(x)F3,1(x) (2.44)

Le tableau 2.1 détaille la construction des matrices des sous-modèles et des fonctions de pon-
dération d’un multimodèle caractérisé par trois variables de prémisse z j(x) ( j = 1, ...,3). Le
nombre de sous-modèles est égal à 23. À chaque sous-modèle i correspond un triplet σi qui
code les partitions des variables z j intervenant dans la fonction de pondération correspondant
au sous-modèle. En multipliant les fonctions qui décrivent ces partitions on obtient la fonction
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Sous-modèle i σi Ai Bi µi(x)

1 (1,1,1) A(z1,1,z3,1) B(z2,1) F1,1(z1) F2,1(z2) F3,1(z3)

2 (1,1,2) A(z1,1,z3,2) B(z2,1) F1,1(z1) F2,1(z2) F3,2(z3)

3 (1,2,1) A(z1,1,z3,1) B(z2,2) F1,1(z1) F2,2(z2) F3,1(z3)

4 (1,2,2) A(z1,1,z3,2) B(z2,2) F1,1(z1) F2,2(z2) F3,2(z3)

5 (2,1,1) A(z1,2,z3,1) B(z2,1) F1,2(z1) F2,1(z2) F3,1(z3)

6 (2,1,2) A(z1,2,z3,2) B(z2,1) F1,2(z1) F2,1(z2) F3,2(z3)

7 (2,2,1) A(z1,2,z3,1) B(z2,2) F1,2(z1) F2,2(z2) F3,1(z3)

8 (2,2,2) A(z1,2,z3,2) B(z2,2) F1,2(z1) F2,2(z2) F3,2(z3)

Tableau 2.1 – Tableau de partitionnement des variables de prémisse pour un multimodèle à 3
variables de prémisse et deux partitions pour chaque variable

de pondération µi(x) correspondant au sous-modèle i. En connaissant la valeur du vecteur d’in-
dices σi = (σ1

i ,σ2
i ,σ3

i ) on peut facilement trouver la correspondance avec l’indice i indiquant
le numéro du sous-modèle :

i = 1+22(σ1
i −1)+21(σ2

i −1)+20(σ3
i −1) (2.45)

Quelques fonctions de pondération µi(x) -calculées conformément au tableau 2.1 et aux expres-
sions (2.35) des fonctions Fi, j(zi(x)) - sont représentées à la figure 2.3.
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Figure 2.3 – Quelques fonctions de pondération du système présenté dans l’exemple introductif

Pour exprimer les matrices à coefficients constants Ai et Bi caractérisant chaque sous-système
i (i = 1, ...,8), on utilise la forme quasi-LPV (2.32) du système (2.28), les matrices A(ρ(x,u))
et B(ρ(x,u)) ayant été définies en (2.32).

Dans ce qui suit, de 2.2.3 à 2.2.7, la méthodologie présentée dans cet exemple introduc-
tif pour réaliser le passage d’un système non linéaire à un multimodèle est généralisée à des
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systèmes non linéaires de dimensions quelconques.

2.2.3 Représentation d’état d’un système non linéaire

Une large catégorie de systèmes non-linéaires dynamiques peut être représentée par un mo-
dèle d’état, représentant une relation entre les variables d’état et les variables d’entrée ou de
commande. Ce modèle est constitué par un système d’équations différentielles ordinaires por-
tant sur l’état (2.46a) et par une équation de sortie ou d’observation (2.46b) :

ẋ(t) = f (x(t),u(t)) (2.46a)

y(t) = g(x(t),u(t)) (2.46b)

où les non linéarités sont exprimées par les fonctions f (x,u) ∈ R
n et g(x,u) ∈ R

l .
Comme déjà précisé dans le chapitre 1 (section 1.2), le multimodèle est une combinaison

convexe de r sous-modèles :

ẋ(t) =
r

∑
i=1

µi(x(t),u(t)) [Ai x(t)+Bi u(t)] (2.47a)

y(t) =
r

∑
i=1

µi(x(t),u(t)) [Ci x(t)+Di u(t)] (2.47b)

Les sections de 2.2.4 à 2.2.7 décrivent étape par étape comment réaliser le passage d’un système
non linéaire de la forme (2.46) à la forme multimodèle (2.47). Ainsi, on cherche à trouver le
nombre de modèles linéaires r constituant le multimodèle, les matrices à coefficients constants
Ai, Bi, Ci et Di et les expressions des fonctions de pondération µi(x(t),u(t)), pour tout i =
1, · · · ,r.

2.2.4 Forme Quasi-Linéaire à Paramètres Variables

La première étape consiste à transformer le modèle non linéaire sous une forme d’état ini-
tial (2.46) en un modèle “quasi-linéaire à paramètres variables” dit “quasi-LPV”. Cette forme
représente une forme affine en l’état et en l’entrée du système non linéaire (2.46) et elle est
donnée par :

[

ẋ(t)
y(t)

]

=

[

A(ρ(x(t),u(t))) B(ρ(x(t),u(t)))
C(ρ(x(t),u(t))) D(ρ(x(t),u(t)))

][

x(t)
u(t)

]

(2.48)

où A(ρ(x,u))∈R
n×n, B(ρ(x,u))∈R

n×m, C (ρ(x,u))∈R
ℓ×n et D(ρ(x,u))∈R

ℓ×m. Le vecteur
ρ(x,u)∈C1(Rn1+m1), avec n1 +m1 ≤ n+m, est une fonction de composantes d’état et d’entrée.

Il est important de noter que le vecteur des paramètres ρ(x,u) peut être différent pour chaque
matrice A, B, C ou D de la forme quasi-LPV. Ainsi, dans la forme quasi-LPV (2.32) présen-
tée dans l’exemple introductif, la matrice A dépend des deux variables d’état x = (x1,x2) :
ρ(x,u) = x, alors que la matrice B ne dépend que de la première variable d’état x1 : ρ(x,u) = x1.
Cependant, pour des raisons de simplicité concernant les notations, une notation unique corres-
pondant à l’union des ensembles de paramètres est utilisée dans les quatre matrices de la forme
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quasi-LPV.
La forme quasi-LPV est légèrement différente de la forme classique linéaire à paramètres

variables (LPV). En effet, dans la forme classique LPV, ρ est un vecteur des paramètres qui
varie en fonction du temps :

ρ = ρ(t) (2.49)

alors que dans la forme quasi-LPV ce vecteur de paramètres ρ dépend des variables d’état x et
d’entrée u, comme présenté dans [Huang et Jadbabaie, 1999] :

ρ = ρ(x(t),u(t)) (2.50)

Remarque 2.2. La forme quasi-LPV (2.48) est intéressante pour notre étude, car elle contient
des informations utiles sur les non-linéarités du système et leur distribution dans les matrices à
paramètres variables A (ρ(x(t),u(t))), B (ρ(x(t),u(t))), C (ρ(x(t),u(t))) et D (ρ(x(t),u(t))).

Sous l’hypothèse que les fonctions f (x(t),u(t)) et g(x(t),u(t)) soient continues et bornées
sur un ensemble U ⊆ R

n1+m1 avec f (0, ·) = 0 et g(0, ·) = 0, le système (2.46) peut être repré-
senté sous la forme quasi-LPV (2.48).

Comme déjà mentionné dans l’exemple introductif, l’obtention de la forme quasi-LPV peut
introduire des quotients dépendant de différentes variables du système et notamment des va-
riables d’état. En conséquence, des conditions supplémentaires sur ces variables sont néces-
saires : les variables impliquées doivent être non nulles. Afin de respecter cette condition, plu-
sieurs solutions sont possibles :

1. Premièrement, une translation des variables impliquées peut être réalisée. Notons [−α, β ]
le domaine de variation de l’une de ces variables xd , où α, β > 0. On peut réaliser la
translation suivante :

x̄d = xd +α + ε, ε > 0 (2.51)

Ainsi x̄d ∈ [ε, β +α + ε], ε > 0. En remplaçant xd = x̄d −α −ε , conformément à (2.51),
dans le système (2.46), on peut construire la forme quasi-LPV souhaitée. Pour des raisons
de simplicité on va garder la même notation pour le vecteur x, sachant qu’il contient
éventuellement les translations préalablement effectuées.

2. Deuxièmement, une somme pondérée des états du système peut être utilisée pour former
ces quotients. Pour obtenir une décomposition affine en état x et en entrée u, la fonction
f (x,u) est décomposée comme suit :

f (x,u) = f A(x,u)+ f B(x,u) (2.52)

où f A(x,u) = [ f A
1 (x,u), ..., f A

n (x,u)]T ∈ R
n et f B(x,u) = [ f B

1 (x,u), ..., f B
n (x,u)]T ∈ R

n.
La fonction f A(x,u) correspond au terme A(ρ(x,u))x de la forme quasi-LPV. De même,
la fonction f B(x,u) correspond au terme B(ρ(x,u))u de la forme quasi-LPV.
Il existe une infinité de possibilités d’établir cette décomposition relativement à la struc-
ture de la fonction non linéaire f (x,u). Le choix de la décomposition sera motivé dans la
section 2.2.8 dédiée à ce propos.
Pour écrire f A(x,u) comme un produit entre A(ρ(x,u)) et le vecteur d’état x, on introduit
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les paramètres arbitraires αi = [αi,1 αi,2 . . . αi,n] pour construire la somme pondérée
des n états. Le vecteur des paramètres αi est associé à l’équation dynamique de l’état xi,
i.e. à la ième composante f A

i (x,u) de la fonction f A(x,u). L’idée est de multiplier et diviser

chaque composante f A
i (x,u) (i = 1, . . .n) avec la somme

n
∑

k=1
αi,k xk, supposée différente

de 0, comme suit :

f A
i (x,u) =

f A
i (x,u)

n
∑

k=1
αi,kxk

·
n

∑
k=1

αi,kxk, i = 1, . . .n (2.53)

On définit les variables de prémisse :

zi(ρ(x,u)) =
f A
i (ρ(x,u))

n
∑

k=1
αi,kxk

, i = 1, . . .n (2.54)

La matrice A est alors définie en utilisant les paramètres arbitraires :

A(ρ(x,u)) =









α1,1z1(ρ(x,u)) · · · α1,nz1(ρ(x,u))

...
. . .

...

αn,1zn(ρ(x,u)) · · · αn,nzn(ρ(x,u))









(2.55)

Remarque 2.3. Nous pouvons utiliser une transformation analogue pour la deuxième
partie correspondant à l’entrée f B(x,u), en introduisant d’autres paramètres arbitraires
βi = [βi,1 βi,2 . . . βi,m], pour construire une somme pondérée des entrées :

f B
i (x,u) =

f B
i (x,u)

m
∑

k=1
βi,kuk

·
m

∑
k=1

βi,kuk, i = 1, . . .n (2.56)

On applique la même procédure à la fonction non linéaire g(x,u) correspondant à l’équation
de sortie du système (2.46b) en introduisant les paramètres arbitraires γq, j et δq,k (q = 1, · · · , l,
j = 1, · · · ,n, k = 1, · · · ,m). Ainsi, on obtient la forme quasi-LPV du système non-linéaire (2.46).

Il faut remarquer que les matrices A(ρ(x,u)), B(ρ(x,u)), C(ρ(x,u)) et D(ρ(x,u)) de la
forme quasi-LPV obtenue de cette façon dépendent des paramètres nouveaux introduits (αi, j,
βi,k, γq, j et δq,k). En conclusion, choisir un ensemble spécifique des paramètres revient à choisir
une forme quasi-LPV particulière du système non linéaire (2.46), une infinité de solutions étant
possible.

Cette technique d’obtention de la forme quasi-LPV pour un système non linéaire peut sem-
bler difficile à mettre en œuvre, mais le point important est qu’elle met en évidence différentes
formes quasi-LPV qui sont caractérisées par des matrices A, B, C et D pleines, si les para-
mètres introduits sont non nuls. Ces structures quasi-LPV sont très générales, mais ne seront
pas nécessairement utilisées dans la pratique, car souvent les systèmes non linéaires réels sont
de dimension élevée. Une simplification de structure peut être réalisée, tenant compte de l’ob-
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jectif de l’étude, i.e. de la conception d’un observateur / contrôleur. Étant données les structures
pleines des matrices A, B, C et D, il est possible de déduire d’autres structures plus simples, en
supposant tout simplement que certains des paramètres introduits αi, j, βi,k, γq, j, δq,k puissent
être fixés à zéro. De cette façon, on obtient des structures quasi-LPV plus simples qui tiennent
compte en même temps des objectifs de l’étude.

Revenant aux variables données dans (2.54) on va examiner comment elles sont définies de
manière générale et comment elles sont attribuées à la forme quasi-LPV.

2.2.5 Variables de prémisse : mesurables et non-mesurables

À partir de la représentation quasi-LPV issue du système (2.46) et donnée sous forme ex-
plicite dans (2.48), on définit un ensemble qui réunit les composantes non linéaires issues des
matrices A(ρ), B(ρ), C(ρ), D(ρ), qu’on appelle l’ensemble des variables de prémisse et que
l’on note Vz, de la manière suivante :

Vz =
{

ai, j(ρ(x,u))
∣

∣ ai, j 6= const, i = 1,n, j = 1,n
}

∪
∪
{

bi,k(ρ(x,u))
∣

∣ bi,k 6= const, i = 1,n, k = 1,m
}

∪
∪
{

cq, j(ρ(x,u))
∣

∣ cq, j 6= const,q = 1, l, j = 1,n
}

∪
∪
{

dq,k(ρ(x,u))
∣

∣ dq,k 6= const,q = 1, l, k = 1,m
}

(2.57)

où ai, j désigne la composante de A située sur la ligne i et la colonne j et de même pour bi, j, ci, j

et di, j.
Dans la suite cet ensemble est noté plus simplement :

Vz =
{

z1(ρ(x,u)), . . . , zp(ρ(x,u)) | p ≤ (n+ l)(n+m)
}

(2.58)

où p représente la dimension de l’ensemble des variables de prémisse Vz et où z1(ρ(x,u)), . . .,
zp(ρ(x,u)) sont les variables de prémisse, représentant les non-linéarités identifiées à partir de
la forme quasi-LPV du système (2.46).

Remarque 2.4. Le nombre (n + l)× (n + m) représente le nombre maximal de variables de
prémisse. Cette situation correspond à une forme quasi-LPV ayant respectivement toutes les
composantes ai, j(ρ(x,u)), bi,k(ρ(x,u)), cq, j(ρ(x,u)) et dq,k(ρ(x,u)) des matrices A, B, C et D
non linéaires.

Comme on a remarqué dans l’exemple introductif, présenté à la section 2.2.2, le nombre
de variables de prémisse joue un rôle important concernant la taille du multimodèle, et plus
précisément en ce qui concerne le nombre des sous-modèles constituant le multimodèle. Dans
cet exemple, les trois variables de prémisse considérées ont déterminé un nombre égal à 23

sous-modèles.

Remarque 2.5. Pour p variables de prémisse, r = 2p sous-modèles sont obtenues.

Conformément à la définition de l’ensemble des variables de prémisse (2.58), ces variables
peuvent dépendre de x, qui est généralement non mesurable, ou de u qui est mesurable. Ces deux
situations engendrent des approches différentes concernant l’analyse de stabilité et la synthèse
d’observateur/contrôleur et seront discutées plus en détail en chapitre 4.

55



Chapitre 2. Méthode générale de passage d’un système non linéaire en multimodèle

2.2.6 Obtention des matrices et des fonctions de pondération

Les matrices à paramètres variables qui interviennent dans la forme quasi-LPV du système
(2.46) sont des combinaisons linéaires de matrices à coefficients constants (A j, B j, C j, D j) ; par
exemple, la matrice A(ρ(x,u)) peut être exprimée comme suit :

A(ρ(x,u)) = A0 + ∑
j∈IA

z j(ρ(x,u)) ·A j (2.59)

L’ensemble IA contient les indices correspondants aux variables de prémisse qui interviennent
dans la matrice A. La matrice A0, ayant la même dimension que la matrice A, correspond aux
éventuels termes constants qui peuvent intervenir dans la matrice A(ρ(x,u)). Les matrices A j

sont des matrices de même dimension que A dont la composante correspondante à z j(ρ(x,u))
est fixée à 1, et toutes les autres à zéro :

A j =

j














0 · · · 0 · · · 0
...

0 · · · 1 · · · 0
...

0 0 0















i
(2.60)

Les matrices B(ρ(x,u)), C(ρ(x,u)), D(ρ(x,u)) sont exprimées de la même façon que A(ρ(x,u)),
en introduisant respectivement les matrices B j, C j et D j.
Par exemple, la forme quasi-LPV (2.32) choisie dans l’exemple introductif est caractérisée par
les ensembles d’indices IA = {1,3} et IB = {2} et les matrices A1, A3 et B2 définies par :

A1 =

[

0 1
0 0

]

A3 =

[

0 0
1 0

]

B2 =

[

1
0

]

(2.61)

De plus, comme il n’y a pas de termes constants non nuls dans les matrices A(ρ(x,u)) et
B(ρ(x,u)), les matrices A0 = 02×2 et B0 = 02×1.

En généralisant la technique présentée dans l’exemple introductif, on génère les 2p sous-
modèles d’un multimodèle caractérisé par les p variables de prémisse qui sont partitionnées en
deux, à l’aide de la transformation polytopique convexe :

z j(ρ(x,u)) = Fj,1(z j(ρ(x,u))z j,1 +Fj,2(z j(ρ(x,u))z j,2 (2.62)

où les scalaires z j,1 et z j,2 sont définis comme dans (2.36), pour tout j = 1, ..., p :

z j,1 = max
x,u

{

z j(ρ(x,u))
}

(2.63a)

z j,2 = min
x,u

{

z j(ρ(x,u))
}

(2.63b)
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et où

Fj,1(z j(ρ(x,u)) =
z j(ρ(x,u))− z j,2

z j,1 − z j,2
(2.64a)

Fj,2(z j(ρ(x,u)) =
z j,1 − z j(ρ(x,u))

z j,1 − z j,2
(2.64b)

À chaque sous-modèle i, représenté dans le tableau 2.2 par la ligne i, correspond un p-uplet
σi qui code les partitions des variables de prémisse intervenant dans la fonction de pondération
correspondant à ce sous-modèle. On peut ainsi construire, comme dans l’exemple précédent,
un tableau regroupant l’ensemble des partitions des variables de prémisse. En multipliant les
fonctions qui décrivent ces partitions, on obtient la fonction de pondération µi(z) correspondant
au sous-modèle i (i = 1, ...,r) :

µi(z) =
p

∏
j=1

F
j,σ j

i
(z j(ρ(x,u))) (2.65)

où σ j
i représente l’indice à la jème position dans le p-uplet σi.

Remarque 2.6. De manière générale, le vecteur d’indices σi = (σ1
i , ...,σ p

i ) (contenant les va-
leurs 1 ou 2) donne la valeur de l’indice i représentant le numéro du sous-modèle obtenu en
utilisant les partitions correspondantes à ce vecteur d’indices. L’indice i est donné par :

i = 1+(σ p
i −1) ·20 +(σ p−1

i −1) ·21 + ...+(σ1
i −1) ·2p−1

= 1+
p−1

∑
j=0

(σ p− j
i −1) ·2 j (2.66)

Compte tenu des définitions (2.64) et (2.65), les fonctions de pondérations respectent les
propriétés de convexité :

r

∑
i=1

µi(z) = 1 (2.67)

µi(z) ≥ 0 (2.68)

pour tout i = 1, ...,r, car :

Fj,1(z j(ρ(x,u)))+Fj,2(z j(ρ(x,u))) = 1, ∀ j = 1, ..., p (2.69)

Notons respectivement IA, IB, IC, ID les ensembles des indices des variables de prémisse
qui interviennent dans les matrices A(ρ(x,u)), B(ρ(x,u)), C(ρ(x,u)) et D(ρ(x,u)). On va ainsi
évaluer les matrices A, B, C et D aux sommets du polytope définis par les partitions des variables
de prémisse intervenant dans ces matrices. Cette évaluation fournit les matrices Ai, Bi, Ci et Di
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Sous-modèle i σi Ai Bi µi(z)

1 (1,1,...,1) A(z1,1,z2,1, ...,zp,1) B(z1,1,z2,1, ...,zp,1)
p

∏
j=1

F
j,σ j

1
(z j)

2 (1,1,...,2) A(z1,1,z2,1, ...,zp,2) B(z1,1,z2,1, ...,zp,2)
p

∏
j=1

F
j,σ j

2
(z j)

...
...

...
...

...
(1,2,...,1)

2p−1 (1,2,...,2) A(z1,1,z2,2, ...,zp,2) B(z1,1,z2,2, ...,zp,2)
p

∏
j=1

F
j,σ j

2p−1
(z j)

2p−1 +1 (2,1,...,1) A(z1,2,z2,1, ...,zp,1) B(z1,2,z2,1, ...,zp,1)
p

∏
j=1

F
j,σ j

2p−1+1

(z j)

(2,1,...,2) A(z1,2,z2,1, ...,zp,2) B(z1,2,z2,1, ...,zp,2)
p

∏
j=1

F
j,σ j

2p−1+2

(z j)

...
...

...
...

(2,2,...,1)

2p (2,2,...,2) A(z1,2,z2,2, ...,zp,2) B(z1,2,z2,2, ...,zp,2)
p

∏
j=1

F
j,σ j

2p
(z j)

Tableau 2.2 – Tableau de décomposition des variables de prémisse pour un multimodèle à p
variables de prémisse et deux partitions pour chaque variable

(i = 1, ...,r) à coefficients constants et qui sont relatives à chaque sous-modèle :

Ai = A0 + ∑
j∈IA

z
j,σ j

i
·A j (2.70)

Les matrices Bi, Ci et Di s’écrivent de façon semblable. Ces résultats sont détaillés dans la
démonstration du résultat suivant.

2.2.7 Équivalence système non linéaire - multimodèle

Théorème 2.1. Compte tenu des équations (2.65) et (2.70), le multimodèle (2.47), qui repré-
sente une combinaison convexe de sous-modèles linéaires {(Ai, Bi, Ci, Di)} (i = 1, ...,r), est
équivalent au système (2.46).

Démonstration. Comme déjà précisé dans (2.59)

A(z) = A0 +
p

∑
j=1

z j(ρ(x,u))A j (2.71)

où A j sont des matrices de même dimension que A (n× n) et qui contiennent des zéros sur
toutes les composantes sauf celle correspondant à la variable de prémisse z j, comme indiqué
dans l’équation (2.60).

On utilise une écriture simplifiée des variables et des fonctions intervenant dans le calcul,
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sans préciser leur dépendance vis-à-vis du vecteur des paramètres ρ(x,u). On retient que pour
tout j = 1, · · · , p on a :

z j = z j(ρ(x,u))

Fj,1 = Fj,1(ρ(x,u))

Fj,2 = Fj,2(ρ(x,u))

En remplaçant zp (2.62) dans l’égalité (2.71) et en particularisant le terme Ap, on obtient :

A(z) = A0 +
p−1

∑
j=1

z jA j +(zp,1Fp,1 + zp,2Fp,2)Ap

En multipliant les termes d’indice différent que p par Fp,1 +Fp,2 = 1, on obtient :

A(z) = A0(Fp,1 +Fp,2)+
p−1

∑
j=1

z jA j(Fp,1 +Fp,2)+(zp,1Fp,1 + zp,2Fp,2)Ap

En regroupant les termes qui contiennent Fp,1 et Fp,2, on obtient :

A(z) = Fp,1

(

A0 +
p−1

∑
j=1

z jA j + zp,1Ap

)

+Fp,2

(

A0 +
p−1

∑
j=1

z jA j + zp,2Ap

)

On répète les transformations précédentes, en remplaçant zp−1 (comme donné dans (2.62) pour
j = p−1) et en multipliant les autres termes de la somme par Fp−1,1 +Fp−1,2 = 1 :

A(z) = Fp,1
[

(Fp−1,1 +Fp−1,2)A0+
p−2

∑
j=1

z j(Fp−1,1 +Fp−1,2)A j

+ (zp−1,1Fp−1,1 + zp−1,2Fp−1,2)Ap−1 +zp,1(Fp−1,1 +Fp−1,2)Ap
]

+ Fp,2
[

(Fp−1,1 +Fp−1,2)A0+
p−2

∑
j=1

z j(Fp−1,1 +Fp−1,2)A j

+ (zp−1,1Fp−1,1 + zp−1,2Fp−1,2)Ap−1 +zp,2(Fp−1,1 +Fp−1,2)Ap
]

En regroupant les termes qui contiennent Fp−1,1 et Fp−1,2, dans chaque expression délimitée par
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des crochets, on obtient :

A(z) = Fp,1Fp−1,1

[

A0 +
p−2

∑
j=1

z jA j + zp−1,1Ap−1 + zp,1Ap

]

+ Fp,1Fp−1,2

[

A0 +
p−2

∑
j=1

z jA j + zp−1,2Ap−1 + zp,1Ap

]

+ Fp,2Fp−1,1

[

A0 +
p−2

∑
j=1

z jA j + zp−1,1Ap−1 + zp,2Ap

]

+ Fp,2Fp−1,2

[

A0 +
p−2

∑
j=1

z jA j + zp−1,2Ap−1 + zp,2Ap

]

En itérant cette factorisation, en remplaçant à chaque étape du calcul z j grâce à l’expression
(2.62), jusqu’à ce qu’on ait remplacé toutes les variables de prémisse, on obtient :

A(z) =
2p

∑
i=1

{

p

∏
j=1

F
j,σ j

i
·
[

A0 +
p

∑
j=1

z
j,σ j

i
·A j

]}

On a réussi à exprimer les matrices Ai (i = 1, ...,r) en utilisant les matrices sommets A j du
polytope définis par les partitions des variables de prémisse :

Ai = A0 +
p

∑
j=1

z
j,σ j

i
·A j (2.72)

En appliquant le même raisonnement pour la partie commande et la sortie, on a ainsi démontré
l’équivalence entre le système (2.46) et le multimodèle (2.47).

La méthode de passage d’un système non linéaire quelconque sous une forme multimodèle
à été réalisée. Finalement, pour rendre la méthode exhaustive, on va présenter, à la section
suivante, quelques critères permettant de choisir les variables de prémisse à partir de la forme
quasi-LPV.

2.2.8 Critères de choix des variables de prémisse

Les résultats existants concernant d’une part l’analyse de stabilité et de performance et
d’autre part la synthèse d’observateur / contrôleur pour les systèmes présentés sous une forme
multimodèle [Wang et al., 1996; Bergsten et Palm, 2000; Bergsten et al., 2001; Chadli et al.,
2001; Tanaka et Wang, 2001; Akhenak et al., 2004; Tanaka et al., 2007; Ichalal et al., 2009c;
Guerra et al., 2009; Boulkroune et al., 2010b] sont basés sur la résolution d’inégalités ma-
tricielles linéaires (LMI). Grâce à la propriété de convexité des fonctions d’interpolation des
sous-modèles, les LMIs sont vérifiées pour les matrices (Ai,Bi) associées aux sommets du poly-
tope issu du modèle LPV, les fonctions de pondérations n’intervenant pas dans la résolution de
ces LMI. Il est important de noter que la formulation LMI utilisée pour construire un observa-
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teur / contrôleur à base de multimodèles traduit seulement des conditions suffisantes, mais non
nécessaires. C’est une des raisons pour laquelle il est essentiel de proposer des critères de choix
pour la conception de la structure multimodèle.

En général, la représentation quasi-LPV (2.48) pour un système non-linéaire de la forme
(2.46) n’est pas unique. À chaque représentation quasi-LPV correspond un ensemble particu-
lier de variables de prémisse et choisir une représentation quasi-LPV est équivalent à choisir
un ensemble de variables de prémisse. Le choix de l’ensemble des variables de prémisse Vz est
important, car il influe sur le nombre de sous-modèles et sur la structure du modèle global. Ce
degré de liberté sera utilisé pour faciliter les études de contrôlabilité, d’observabilité, d’analyse
de stabilité.

Pour assurer l’observabilité / contrôlabilité du système global, représenté sous une forme
multimodèle, et par voie de conséquence pour assurer l’existence d’une solution aux LMI as-
sociées au multimodèle, l’observabilité / contrôlabilité de chaque sous-modèle est nécessaire
[Guerra et al., 2009]. Ainsi, les formes quasi-LPV qui produisent des sous-modèles ne possé-
dant pas ces propriétés ne sont pas à retenir. Il faut remarquer que ceci ne constitue pas une
condition suffisante pour assurer l’observabilité / contrôlabilité du multimodèle [Murphey et
Burdick, 2002]. Par exemple, les différentes formes quasi-LPV du système présenté à la section
2.2.2 dans l’exemple introductif ne partagent pas la même structure. La forme (2.31) est carac-
térisée par une matrice B(z) nulle, donc le système ne peut pas être contrôlé, alors que dans
(2.30) et (2.32) la matrice B(z) n’est pas nulle, ce qui est une condition nécessaire pour que le
système soit contrôlable.

Comme signalé précédemment, les conditions de stabilité des observateurs sont données en
termes d’inégalités matricielles linéaires. Différentes techniques ont été proposées pour réduire
le nombre des conditions LMI, ce qui réduit le volume de calcul [Tanaka et al., 2007] et peut
faciliter l’existence d’une solution [Bergsten et al., 2001]. Comme le nombre des LMI à satis-
faire est linéaire ou polynomial vis-à-vis du nombre de sous-modèles [Tanaka et Wang, 2001],
un multimodèle composé d’un nombre minimal de sous-modèles doit être choisi. Ce nombre
est lié au nombre de variables de prémisse, il sera donc préféré une forme quasi-LPV qui asso-
cie un ensemble minimal de variables de prémisse. Par exemple, les formes quasi-LPV (2.30)
et (2.31) associent quatre variables de prémisse qui produiront 16 sous-modèles, alors que la
forme (2.32) implique trois variables de prémisse qui produiront 8 sous-modèles. De plus, la
complexité des conditions LMI augmente avec le nombre de variables d’état impliquées dans
les variables de prémisse. En conséquence, pour assurer l’existence d’une solution, un multi-
modèle avec des variables de prémisse dépendant d’un nombre minimal de variables d’état est
préférable [Bergsten et Palm, 2000]. Pour augmenter la probabilité d’existence d’une solution,
le nombre de variables d’état intervenant dans ces variables de prémisse doit être le plus petit
possible [Bergsten et al., 2001].

Tenant compte des remarques précédentes, les règles suivantes, issues d’une recherche de
structure la plus simple possible, peuvent guider le choix :

– Éliminer toutes les formes quasi-LPV qui sont caractérisées par des matrices B ayant des
colonnes nulles et des matrices C ayant des lignes nulles, car ces matrices ne respectent
pas les conditions de rang d’observabilité / de contrôlabilité. A contrario, retenir toutes
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les formes quasi-LPV ayant des matrices qui satisfont les conditions :

rang(Oi) = rang











Ci

CiAi
...

CiA
n−1
i











= n

rang(Ci) = rang
[

Bi AiBi · · · An−1
i Bi

]

= n, ∀i = 1, ...,r

(2.73)

– Identifier les décompositions contenant des variables de prémisse communes aux diffé-
rentes équations de l’état et/ou de sortie, dans (2.48), de façon à réduire ainsi le nombre
de variables de prémisse.

– Parmi les décompositions quasi-LPV pour lesquelles les variables de prémisse
z j(ρ(x,u)) ( j = 1, · · · , p) dépendent du même nombre de variables d’état, choisir la dé-
composition quasi-LPV qui contient le nombre minimal de variables de prémisse.

– Parmi les décompositions quasi-LPV qui ont le même nombre de variables de prémisse
z j(ρ(x,u)) (i = 1, · · · , p), choisir la décomposition quasi-LPV pour laquelle les variables
de prémisse z j(ρ(x,u)) dépendent du nombre minimal de variables d’état.

Exemple 2.3 (Illustration des critères de choix sur le système de trois cuves)
On considère le système de trois cuves décrit à la figure 2.4 qui est un système non linéaire
multi-entrées et multi-sorties comportant deux entrées (Q1 et Q2) et deux sorties (les niveaux
d’eau x1 et x2 dans les cuves 1 et 2). Le système comporte trois cuves cylindriques de même
section S, liées entre elles par des tubes cylindriques de section Sn. Les débits Q f 1, Q f 2 et Q f 3

représentent des débits de fuite éventuelle au niveau des cuves. Pour cet exemple on considère
nuls les débits de fuite : Q f 1 = Q f 2 = Q f 3 = 0. Les paramètres αi, i = 1,2,3 représentent les
coefficients d’écoulement et g = 9.82[m/s2] l’accélération gravitationnelle.
Ce système est représenté par les équations suivantes [Kovács et al., 2007; Li et al., 2007] :

ẋ1(t) =
1
S

Q1(t)−W1,3(x)
√

2g |x1(t)− x3(t)|

ẋ2(t) =
1
S

Q2(t)+W3,2(x)
√

2g |x3(t)− x2(t)|−
1
S

α2Sn

√

2gx2(t) (2.74)

ẋ3(t) = W1,3(x)
√

2g |x1(t)− x3(t)|−W3,2(x)
√

2g |x3(t)− x2(t)|
y(t) = C x(t)

où pour des raisons de simplicité des notations on définit :

Wi,k(x) = αi
Sn

S
sgn[xi(t)− xk(t)], i 6= k (2.75)

Définissons

x =





x1

x2

x3



 , u =

[

Q1

Q2

]

, y =

[

x1

x2

]

(2.76)

les vecteurs respectifs d’état, d’entrée et de sortie.
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Hypothèse 2.1. On suppose que les trois cuves ne sont jamais simultanément vides.

L’hypothèse 2.1 peut être faite car les niveaux x1, x2 et x3 sont contrôlables en utilisant les
débits d’entrée Q1 et Q2. Dans ce cas, les niveaux dans les trois cuves sont bornées : x ∈ R

3
+.

Figure 2.4 – Le système de trois cuves

Transformation des équations sous forme multimodèle
Pour écrire le système des trois cuves sous forme multimodèle équivalente ; on utilise une somme
pondérée des états, grâce aux scalaires réels λi et γi (i = 1, ...,n). Le choix de ces scalaires
donne la possibilité de mettre en évidence plusieurs formes quasi-LPV et ainsi d’obtenir plu-
sieurs formes multimodèles. Pour λi et γi non nuls et en utilisant l’hypothèse 2.1 on déduit que

les sommes
3
∑

i=1
λixi(t) et

3
∑

i=1
γixi(t) sont non nulles.

Définissons, en fonction de ces sommes pondérées, les variables de prémisse suivantes :

z1(x) =
W1,3(t)
3
∑

i=1
λixi(t)

√

2g |x1(t)− x3(t)| (2.77a)

z2(x) =
α2Sn

S

√

2g
x2(t)

(2.77b)

z3(x) =
W3,2(t)
3
∑

i=1
γixi(t)

√

2g |x3(t)− x2(t)| (2.77c)

Le système (2.74) prend la forme quasi-LPV :

ẋ(t) = A(z1,z2,z3)x(t)+Bu(t) (2.78)

y(t) = Cx(t) (2.79)

63



Chapitre 2. Méthode générale de passage d’un système non linéaire en multimodèle

Les matrices A(z1,z2,z3), B et C sont définies comme suit :

A(z1,z2,z3) =







−λ1z1(x) −λ2z1(x) −λ3z1(x)

γ1z3(x) γ2z3(x)− z2(x) γ3z3(x)

λ1z1(x)− γ1z3(x) λ2z1(x)− γ2z3(x) λ3z1(x)− γ3z3(x)






(2.80)

B =











1
S

0

0
1
S

0 0











, C =

[

1 0 0
0 1 0

]

(2.81)

En utilisant la transformation polytopique convexe, les variables z j peuvent s’écrire :

z j(x) = Fj,1(z j(x))z j,1 + Fj,2(z j(x))z j,2 (2.82)

où les scalaires z j,1 et z j,2 sont définis par :

z j,1 = max
x

{

z j(x)
}

z j,2 = min
x

{

z j(x)
} ∀ j = 1, ...,3 (2.83)

et les fonctions Fj,1 et Fj,2 sont données par :

Fj,1(z j(x)) =
z j,1 − z j(x)

z j,1 − z j,2
, Fj,2(z j(x)) =

z j(x)− z j,2

z j,1 − z j,2
(2.84)

Ainsi, le multimodèle est composé de r = 23 sous-modèles. Les fonctions de pondération sont
calculées comme suit :

µi(x) = F1,σ1
i
(z1(x))F2,σ2

i
(z2(x))F3,σ3

i
(z3(x)) (2.85)

où le vecteur d’indices σi = (σ1
i , ...,σ p

i ) (contenant les valeurs 1 ou 2) fournit la valeur de l’in-
dice i représentant le numéro du sous-modèle obtenu en utilisant les partitions correspondantes
à ce vecteur d’indices (voir la remarque 2.6). Les matrices constantes de chaque sous-modèles
sont données par :

Ai = A(z1,σ1
i
,z2,σ2

i
,z3,σ3

i
) i = 1, ...,8 (2.86)

où la matrice A(z1,z2,z3) est donnée en (2.80). Compte tenu des définitions (2.81), on a Bi = B
et Ci = C pour tout (i = 1, ...,8).
Finalement, le système (2.78) est réécrit sous la forme MM :

ẋ(t) =
8

∑
i=1

µi(x(t))[Aix(t)+Bu(t)] (2.87)

y(t) = Cx(t) (2.88)
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Il faut remarquer que conformément à (2.77) et (2.80) les fonctions de pondération µi(x) et
les matrices Ai dépendent des scalaires λi et γi (i = 1,2,3). Pour différents choix de ces sca-
laires, différents MM seront obtenus. Toutes ces structures MM (excluant les cas dégénérés
λ1 = λ2 = λ3 = 0 et/ou γ1 = γ2 = γ3 = 0) sont analytiquement équivalentes au système de trois
cuves initial (2.74).
À la suite seront discutées les conditions à respecter pour le choix des scalaires réels λi et γi

(i = 1,2,3) (c’est-à-dire le choix de la structure MM) afin de pouvoir synthétiser un observateur
pour le système de trois cuves.

Critères d’observabilité pour le choix de la forme multimodèle
Pour construire un observateur basé sur un multimodèle, la propriété d’observabilité doit être
assurée. Comme précisé en chapitre 2, l’observabilité de chaque sous-modèle est nécessaire
pour assurer l’observabilité du multimodèle global. La condition géométrique suivante est uti-
lisée :

rang(Oi) = rang











C
CAi

...
CAn−1

i











= n, ∀i = 1, ...,8 (2.89)

Conformément à (2.86) les matrices Ai (i = 1, ...,8) ont la même structure que celle de la ma-
trice A donnée en (2.80), la différence au niveau numérique étant que z1, z2 et z3 sont remplacées
par les constantes représentant les maxima et les minima de ces trois variables. En supposant
exclus les cas dégénérés (x1 = x3, x2 = x3 et x1 = x2 = x3 = 0), les maxima et les minima des
variables de prémisse sont non nuls. En conséquence, pour que les huit conditions (2.89) soient
vérifiées, il faut que la même condition le soit par la matrice A.
Compte tenu de la définition (2.81) de la matrice d’observabilité O est donnée par :

O =

















1 0 0
0 1 0

−λ1z1 −λ2z2 −λ3z1

γ1z3 γ2z3 − z2 γ3z3

λ1z2
1(λ1 −λ3)+ γ1λ3z1z3 (∗)1 (∗)2

(∗)3 (∗)4 (∗)5

















(2.90)

où les (∗)i représentent les termes non nuls suivants :

(∗)1 = z1 [λ2z1(λ1 −λ3)− γ2z3(λ2 −λ3)+λ2z2]

(∗)2 = λ3z2
1(λ1 −λ3)− γ3z1z3(λ2 −λ3)

(∗)3 = λ1z1z3(γ3 − γ1)− γ1z3[z2 − z3(γ3 − γ2)] (2.91)

(∗)4 = (γ2z3 − z2)
2 − γ2γ3z2

3

(∗)5 = γ3z3 [(γ2 − γ3)z3 − z2 +λ3z1]−λ3γ1z1z3

Dans ce cas les multimodèles avec λ3 = γ3 = 0 doivent être évitées car la condition d’observa-
bilité (2.89) n’est pas respectée.
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Synthèse d’un observateur à base de multimodèle

La méthode utilisée ici pour la synthèse d’un observateur est basée sur le MM (2.87).
Considérons les matrices A0 et Ai définies par :

A0 = 1
r

r
∑

i=1
Ai

Ai = Ai −A0

(2.92)

En substituant A0 et Ai dans l’équation d’état du MM (2.87), l’observateur proposé pour le
système de trois cuves a la forme suivante :

˙̂x(t) = A0x̂(t)+
r
∑

i=1
µi(x̂)

[

Aix̂(t)+Bu(t)+L(y(t)− ŷ(t))
]

ŷ(t) = C x̂(t)
(2.93)

où L est une matrice à déterminer.
L’erreur d’estimation d’état est donnée par :

e(t) = x(t)− x̂(t) (2.94)

Sa dynamique est obtenue en utilisant (2.87) et (2.93) :

ė(t) = (A0 −LC)e(t)+∆(x, x̂) (2.95)

où :

∆(x, x̂) =
r
∑

i=1

[

Ai(µi(x(t))x(t)−µi(x̂(t)) x̂(t))+Bi(µi(x(t))−µi(x̂(t)))u(t)
]

(2.96)

peut être considérée comme une petite perturbation si x̂ tends vers x. Conformément à [Ichalal
et al., 2008a] on suppose que les conditions suivantes sont respectées :

|µi(x(t))−µi(x̂(t))| < τi |x(t)− x̂(t)|
|µi(x(t))x(t)−µi(x̂(t)) x̂(t)| < ωi |x(t)− x̂(t)|
|u(t)| < ϕ

(2.97)

Sachant que les fonctions de pondérations µi(x) appartiennent à l’intervalle [0,1], sont conti-
nues et dérivables, et que l’état x est borné, les conditions (2.97) sont facilement respectées. La
première condition dans (2.97) est vérifiée, car les fonctions µi(x) sont globalement Lipschitz.
Pour une fonction f de classe C1 on a :

f (x)− f (x̂) =

x
∫

x̂

ḟ (t)dt, (2.98)
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En appliquant cette propriété pour les huit fonctions µi on obtient :

|µi(x)−µi(x̂)| ≤
x
∫

x̂

|µ̇i(ξ )|dξ

≤ τi |x− x̂| , i = 1, ...,8 (2.99)

Les scalaires τi peuvent être facilement trouvés, connaissant les extrêma des fonctions µ̇i (i =
1, ...,8). En appliquant le même principe pour f (x) = µi(x)x, la deuxième condition est vérifiée
de façon similaire, en utilisant le fait que µi(x) est globalement Lipschitz et que x est borné et
continu.
Dans ce cas, le terme ∆(x, x̂) est bornée par :

∆(x, x̂) < ψ |x(t)− x̂(t)| (2.100)

où

ψ =
r

∑
i=1

(σ̄(Ai)ωi + σ̄(Bi)τiϕ) (2.101)

et où σ̄(M) représente la plus grande valeur singulière de M.
Conformément au théorème de convergence de l’erreur d’estimation présenté dans [Ichalal
et al., 2008a] (Lemme 1), l’erreur d’estimation d’état entre le MM (2.87) et l’observateur (2.93)
converge asymptotiquement vers zéro, s’il existe des matrices P = PT > 0, Q = QT > 0 et K
telles que les conditions suivantes soient respectées :

[

AT
0 P+PA0 −CT KT −KC +ψ2Q P

P −Q

]

< 0 (2.102)

Le gain de l’observateur (2.93) est donné par : L = P−1K.
Il faut remarquer que le nombre des LMIs ne dépend pas du nombre de sous-modèles. Il dépend
seulement de A0, la moyenne de matrices Ai des sous-modèles. Néanmoins, A0 et Ai partagent la
même structure, donc le choix du MM est important afin de déterminer le gain L. Les résultats
de simulation sont illustrés par la figure 2.5 pour λ1 = −0.7, λ2 = 5, λ3 = 17, γ1 = 0, γ2 =
−3, γ3 = −1 et ψ = 0.506. Ces paramètres ont été choisis afin de respecter les conditions
d’observabilité discutées au point précédent. en considérant des conditions initiales différentes
pour le MM (x0 = [1.8; 1.7; 5.5 ]) et pour l’observateur (x̂0 = [4.8; 5; 2.1 ]), une convergence
rapide de l’erreur d’estimation d’état vers zéro est obtenue.
Les résultats d’estimation sont corrects (figure 2.5), bien qu’un bruit de mesure ait été ajouté
aux deux sorties. La condition LMI (2.102) est vérifiée et le gain de l’observateur est :

L =





1.42 0
0 0.97

−0.08 ·10−2 0.12 ·10−2




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Figure 2.5 – Estimation d’état du système de trois cuves

2.3 Limites de la méthodologie proposée

Cette méthode de passage d’un système non linéaire vers un multimodèle a des limites
dues aux différentes hypothèses de travail utilisées. En particulier, l’hypothèse de variables de
prémisse bornées -nécessaire au calcul de leurs maxima et minima- prête à discussion. Cette
limitation est discutée plus en détail dans la suite et ne restera pas sans solution.

2.3.1 Méconnaissance des bornes des variables de prémisse

La transformation polytopique convexe, présentée au début de la section 2.2.1 avec le lemme
2.1, assure les propriétés de convexité des fonctions de pondération de la structure multimodèle,
mais soulève le question de l’existence et du calcul des bornes supérieures et inférieures des
non-linéarités. Néanmoins la connaissance précise de ces bornes n’est pas toujours possible,
car souvent les non-linéarités, dont dépendent les variables de prémisse sont fonction de va-
riables inconnues a priori, comme les variables d’état, qui ne sont pas directement mesurées. Le
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calcul des maxima et des minima de ces non-linéarités n’est donc pas directement réalisable.
Ce problème a des solutions, qui seront discutées à l’aide d’un exemple.

Reprenons l’exemple introductif présenté à la section 2.2.2 :

ẋ1 = cos(x1)x2 + x3
1 u (2.103a)

ẋ2 =
1√
x2

x1 − x2
1 x2 (2.103b)

Les variables de prémisse qui ont été identifiées sont :

z1(x) = cos(x1) (2.104a)

z2(x) = x3
1 (2.104b)

z3(x) =
1√
x2

− x1x2 (2.104c)

Supposons que ces variables appartiennent aux intervalles [α j,β j] ( j = 1, ...,3), avec

α j = min
x,u

{

z j(x,u)
}

(2.105)

β j = max
x,u

{

z j(x,u)
}

(2.106)

dont les valeurs numériques ne peuvent pas être déterminées.
Ainsi, les fonctions de partition définies par

Fj,1(z j(x,u)) =
z j(x,u)− z j,2

z j,1 − z j,2
(2.107a)

Fj,2(z j(x,u)) =
z j,1 − z j(x,u)

z j,1 − z j,2
(2.107b)

sont calculées à partir des scalaires z j,1 et z j,2 ( j = 1, ...,3) dont les valeurs seront différentes
des valeurs réelles des bornes α j et β j. Trois possibilités existent dans le calcul des fonctions
de pondération et des matrices de sous-modèles. Les scalaires considérés peuvent être :

1. α j < z j,2 (voir figure 2.6 (a))

2. z j,2 = α j (voir figure 2.6 (b))

3. z j,2 < α j (voir figure 2.6 (c))

D’autres cas dérivent de ces trois possibilités combinés avec les trois possibilités entre β j et z j,1.
Neuf cas existent, mais tous ne seront pas étudiés.
En effet, z j,2 = α j et z j,1 < β j produit le même effet que la première situation, et ainsi de suite.
Dans le cas z j,2 > α j, les fonctions d’activation faisant apparaître Fj,2 dépasseront l’intervalle
[0;1]. Dans le cas z j,2 < α j, les fonctions d’activation ne décriront pas tout l’intervalle [0;1].
Donc, tous les choix possibles de ces scalaires produisent les trois situations différentes présen-
tées à la figure 2.6, dans laquelle sont illustrées les fonctions de pondération du multimodèle
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associé à l’exemple précédent (2.103) :

ẋ(t) =
r

∑
i=1

µi(x,u)[Ai x(t)+Bi u(t)] (2.108)

On remarque que la première situation (figure 2.6 (a)) correspond à une structure multimo-
dèle avec des fonctions de pondérations µi(x,u), i = 1, ...,r qui ne possèdent plus la propriété
suivante :

0 < µi(x,u) < 1 (2.109)
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Figure 2.6 – Variations des fonctions de pondération µi(x) (i = 1, ...,r) déterminées par les
bornes des variables de prémisse

Afin de retrouver cette propriété, qui est importante dans les études d’analyse et de syn-
thèse du contrôleur / observateur, une normalisation est réalisée, en définissant les fonctions de
pondération suivantes :

µ̄i(x,u) =
µi(x,u)−µmin

i

µmax
i −µmin

i

, i = 1, ...,r (2.110)

Les scalaires µmin
i et µmax

i utilisés pour cette normalisation sont obtenus en utilisant les scalaires
z j,1 et z j,2 et non les valeurs α j et β j les maxima et les minima de z j qu’on ne connaît pas.
Ces nouvelles fonctions de pondération possèdent les propriétés de convexité souhaitées. La
structure du multimodèle est modifiée conformément aux nouvelles fonctions µ̄i(x,u) de la
façon suivante :

ẋ(t) =
r

∑
i=1

[

µmin
i + µ̄i(x,u)

(

µmax
i −µmin

i

)]

[Ai x(t)+Bi u(t)] (2.111)
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2.3. Limites de la méthodologie proposée

Notons :

AD
i =

(

µmax
i −µmin

i

)

Ai (2.112)

BD
i =

(

µmax
i −µmin

i

)

Bi (2.113)

Le multimodèle (2.111) est écrit :

ẋ(t) =
r

∑
i=1

µmin
i [Aix(t)+Biu(t)]+

r

∑
i=1

µ̄i(x,u)[AD
i x(t)+BD

i u(t)] (2.114)
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Figure 2.7 – Comparaison de fonctions de pondération avant (a) et après (b) la normalisation

En utilisant la propriété
r
∑

i=1
µ̄i(x,u) = 1 des fonctions de pondération, on peut écrire :

ẋ(t) =
r

∑
i=1

µ̄i(x,u) ·
r

∑
j=1

µmin
j

[

A jx(t)+B ju(t)
]

+
r

∑
i=1

µ̄i(x,u)[AD
i x(t)+BD

i u(t)] (2.115)

Finalement, en réalisant une factorisation, on obtient la structure multimodèle suivante :

ẋ(t) =
r

∑
i=1

µ̄i(x,u)
[

Āi x(t)+ B̄iu(t)
]

(2.116)
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où les matrices des sous-modèles sont données par :

Āi = AD
i +

r

∑
j=1

µmin
j A j (2.117)

B̄i = BD
i +

r

∑
j=1

µmin
j B j, i = 1, ...,r (2.118)

et où les fonctions de pondération µ̄i(x,u) respectent les propriétés de convexité souhaitées.
Les fonctions de pondération du multimodèle avant et après l’opération de normalisation sont
représentées à la figure 2.7.

En conclusion, la limite de la méthode concernant la méconnaissance des bornes des va-
riables de prémisse z j(x,u) ( j = 1, ..., p) trouve une solution dans une opération de normali-
sation effectuée sur les fonctions de pondération, si celles-ci ne respectent pas la propriété de
convexité en raison du mauvais choix initial de ces bornes.

2.3.2 Non respect de la propriété de localité des sous-modèles

Un autre inconvénient de la méthode proposée pour obtenir la forme multimodèle concerne
l’interprétation physique du multimodèle. Cet inconvénient est que chaque sous-modèle perd
son sens local (comme dans le cas d’un MM obtenu par linéarisation autour des points de fonc-
tionnement). Cet effet est couramment cité comme “réactivation des modes” dans la littérature
et il peut être remarqué dans l’exemple précédent (voir figures 2.6 et 2.7). Si on souhaite avoir
une structure multimodèle possédant la propriété de localité des sous-modèles, alors des solu-
tions alternatives doivent être proposées.

On va considérer un modèle statique afin de faciliter la présentation d’une solution alterna-
tive possible à la structure multimodèle non locale. Considérons le modèle suivant :

y(x) = x3 −2x−1, x ∈ [−2;2.5] (2.119)
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y(x)

Figure 2.8 – Choix intuitive de la structure multimodèle ayant des sous-modèles locales
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Ce modèle est illustré à la figure 2.8. Une première approche intuitive propose la construc-
tion d’un multimodèle à trois sous-modèles linéaires définis dans les zones délimitées par les
ellipses. Cependant, en appliquant la méthode analytique proposée précédemment, la structure
multimodèle est composée seulement de deux sous-modèles linéaires. En effet, ceci est réalisé
en définissant la variable de prémisse :

z(x) = x2 −2 (2.120)

On peut écrire la forme LPV :

y(x) = z(x)x−1 (2.121)

qui contient un terme constant par la suite assimilé dans la structure des sous-modèles linéaires.
En utilisant la transformation polytopique convexe, on peut réaliser la décomposition suivante :

z(x) =
z(x)− zmin

zmax − zmin
zmax +

zmax − z(x)
zmax − zmin

zmin (2.122)

où zmin = −2 et zmax = 4.25. Les fonctions de pondération sont définies par :

µ1(x) =
x2 −2− zmin

zmax − zmin
(2.123)

µ2(x) =
zmax − x2 +2
zmax − zmin

(2.124)
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Figure 2.9 – Structure multimodèle non locale
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Les fonctions de pondération construites possèdent les propriétés de convexité. On peut donc
réécrire le terme constant de (2.121) comme 1 = µ1(x)+µ2(x). Le modèle est écrit comme suit :

y(x) = [µ1(x)zmax + µ2(x)zmin]x− [µ1(x)+ µ2(x)] (2.125)

= µ1(x)(zmaxx−1)+ µ2(x)(zminx−1) (2.126)

Finalement, la structure multimodèle équivalente au modèle linéaire statique (2.119) est donnée
par :

y(x) =
2

∑
i=1

µi(x)(aix+bi) (2.127)

où les modèles linéaires sont

yi = aix+bi, i = 1,2

avec les définitions :
a1 = zmax, a2 = zmin, b1 = b2 = −1

La figure 2.9 permet de visualiser la structure multimodèle équivalente au modèle statique
(2.119). Il faut remarquer que cette structure est caractérisée par deux modèles linéaires de
pentes opposées et que le premier modèle est majoritaire (i.e. µ1 > 0.5) dans deux intervalles :
[−2;−1.8] et [2;2.5]. Ainsi, le phénomène de la réactivation de mode est présent à travers le
premier modèle linéaire.

Afin d’obtenir un multimodèle qui respecte la propriété de localité des sous-modèles on va
procéder de façon inverse en fixant tout d’abord les sous-modèles linéaires, et en déterminant
ensuite les fonctions de pondération correspondantes. On considère toujours deux sous-modèles
linéaires définis comme suit :

yloc
1 (x) = aloc

1 x+bloc
1 (2.128a)

yloc
2 (x) = aloc

2 x+bloc
2 (2.128b)

Les paramètres aloc
i , bloc

i , i = 1,2 sont choisis au départ de façon à ce que le modèle y1(x)
représente le modèle non linéaire statique y(x) sur l’intervalle [−2;0] et le modèle y2(x) sur
l’intervalle [1;2.5]. Les paramètres des deux modèles linéaires (2.128) sont déterminés locale-
ment dans les deux intervalles indiquées en utilisant l’estimateur des moindres carrés (aloc

1 = 10,
bloc

1 = 15, aloc
2 = 14.5, bloc

2 =−26.75). Entre ces deux intervalles, la description du modèle est le
résultat de l’interpolation des deux modèles linéaires. Sachant que la structure du multimodèle
à construire est définie par :

y(x) = µ loc
1 (x)yloc

1 + µ loc
2 (x)yloc

2 (2.129)
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et que µ loc
2 (x) = 1−µ loc

1 (x) on peut déduire les fonctions de pondération du multimodèle :

µ loc
1 (x) =

y(x)−aloc
2 x−bloc

2

(aloc
1 −aloc

2 )x+bloc
1 −bloc

2

(2.130)

µ loc
2 (x) = 1−µ loc

1 (x) (2.131)

Cette nouvelle structure possède la propriété de localité des sous-modèles, comme le montre la
figure 2.10. De plus, chaque fonction de pondération est active dans un intervalle particulier.
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Figure 2.10 – Structure multimodèle ayant la propriété de localité

En général, pour des systèmes non linéaires quelconques, ce procédé peut être appliqué en
définissant des modèles linéaires qui représentent le comportement du système dans des zones
de fonctionnement choisies sur des critères physiques.

2.4 Extension aux modèles à base de blocs structurés

2.4.1 Introduction

Un nombre important de processus peuvent être représentés et approchés par des modèles
de type Hammerstein (H) ou Wiener (W) [Yeh, 2007] ou un mélange de ces deux types de
modèles (Hammerstein-Wiener (HW) et Wiener-Hammerstein (WH)). Des études sur l’identi-
fication des systèmes de type Hammerstein-Wiener ont été proposées récemment ([Vörös, 2007;
Wang et Ding, 2008; Yeh, 2007]). De même, quelques travaux portant sur l’identification [Jia
et al., 2005] ou le contrôle prédictif [Jurado, 2006] de systèmes représentés par des modèles
flous de type Hammerstein ont été réalisés, la partie non-linéaire de la structure Hammerstein
étant approchée par un modèle flou.
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Chapitre 2. Méthode générale de passage d’un système non linéaire en multimodèle

Par la suite on va traiter ce type de modèles, en essayant de les transformer sous une forme
multimodèle. Ensuite, une démarche de généralisation aux modèles à base de blocs structurés
dynamiques ou statiques est proposée. Tout d’abord, des formes multimodèles sont proposées
pour les modèles de type Hammerstein et Wiener aux sections 2.4.2 et 2.4.3. Comme tous ces
modèles représentent des structures de type série, un développement semblable pour différentes
structures en parallèle est proposé ensuite à la section 2.4.4. Un exemple est présenté à la sec-
tion 2.4.5 afin d’illustrer ces points théoriques.
En se basant sur les développements réalisés au cours de cette section, la généralisation présen-
tée à la section 2.4.6 contient quelques éléments pour construire une forme multimodèle.
Afin d’englober toutes les situations possibles, on propose de traiter la situation où deux blocs,
représentés chacun par un MM, sont disposés respectivement en série et en parallèle. Pour cha-
cune de situations, une structure MM globale est obtenue.

Structure en parallèle

Soit la structure en parallèle présentée à la figure 2.11, où deux blocs non-linéaires sont
représentés par des multimodèles :

(MM1) : ẋ1(t) =
r1

∑
i=1

µ1
i (x1,u)

[

A1
i x1(t)+B1

i u(t)
]

(2.132a)

y1(t) =
r1

∑
i=1

µ1
i (x1,u)

[

C1
i x1(t)+D1

i u(t)
]

(2.132b)

(MM2) : ẋ2(t) =
r2

∑
j=1

µ2
j (x2,u)

[

A2
jx2(t)+B2

ju(t)
]

(2.133a)

y2(t) =
r2

∑
j=1

µ2
j (x2,u)

[

C2
j x2(t)+D2

ju(t)
]

(2.133b)

Figure 2.11 – Schéma d’une structure en parallèle

Soit l’état augmenté

x =

[

x1

x2

]

(2.134)
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et les matrices :

Ai j =

[

A1
i 0

0 A2
j

]

, Bi j =

[

B1
i

B2
j

]

, Ci j =
[

C1
i C2

j

]

, Di j = D1
i +D2

j

La sortie du MM global est donnée par :

y(t) = y1(t)+ y2(t) (2.135)

Un MM unique représentant le système constitué par les deux blocs en parallèle est donné par :

ẋ(t) =
r1

∑
i=1

r2

∑
j=1

µ1
i (x,u)µ2

j (x,u)
[

Ai jx(t)+Bi ju(t)
]

(2.136a)

y(t) =
r1

∑
i=1

r2

∑
j=1

µ1
i (x,u)µ2

j (x,u)
[

Ci jx(t)+Di ju(t)
]

(2.136b)

Dans le cas particulier où les variables de prémisse sont connues aux deux MM on pourra
obtenir un MM global dont le nombre de sous-modèles est inférieur à r1 · r2.

Structure en série

Soit la structure en série présentée à la figure 2.12, où deux blocs non-linéaires sont repré-
sentés par des multimodèles comme dans (2.132) et (2.133), avec les propriétés suivantes : la
sortie du (MM1) constitue l’entrée du (MM2) et la sortie y2 de ce dernier constitue la sortie y
du MM global, ce qui nous permet d’écrire :

(MM2) : ẋ2(t) =
r2

∑
j=1

µ2
j (x2,u)

[

A2
jx2(t)+B2

jy1(t)
]

(2.137a)

y(t) =
r2

∑
j=1

µ2
j (x2,u)

[

C2
j x2(t)+D2

jy1(t)
]

(2.137b)

Figure 2.12 – Schéma d’une structure en série

En utilisant (2.132) et le vecteur d’état augmenté défini comme dans (2.134) on obtient la
forme MM du système constitué par les deux blocs en série :

ẋ(t) =
r1

∑
i=1

r2

∑
j=1

µ1
i (x,u)µ2

j (x,u)
[

Ai jx(t)+Bi ju(t)
]

(2.138a)

y(t) =
r1

∑
i=1

r2

∑
j=1

µ1
i (x,u)µ2

j (x,u)
[

Ci jx(t)+Di ju(t)
]

(2.138b)
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où les matrices constantes caractérisant les sous-modèles sont définies par :

Ai j =

[

A1
i 0

B2
jC

1
i A2

j

]

, Bi j =

[

B1
i

B2
jD

1
i

]

, Ci j =
[

C1
i D2

j C2
j

]

, Di j = D1
i D2

j

2.4.2 Modèles de type Hammerstein

Ce type de modèle fait partie des modèles à base de blocs structurés. Il est constitué par un
élément non linéaire statique suivi par un élément dynamique linéaire (figure 2.13).

Figure 2.13 – Structure de type Hammerstein

On considère le cas des systèmes Hammerstein multi-variables (voir figure 2.14), où les
vecteurs de variables sont x ∈R

n,u ∈R
m,y ∈R

l et où N : R
m →R

n est une fonction matricielle
non-linéaire statique. Ce modèle peut être représenté de façon générale comme suit :

{

x(t) = N(u(t))
Y (s) = G(s)X(s)

(2.139)

où N est une fonction non-linéaire statique, s l’opérateur de Laplace et où G(s) est une fonction
matricielle dont la forme d’état est donné par G(s) = C(sI −A)−1B+D.

Figure 2.14 – Structure Hammerstein MIMO

En utilisant une des formes canoniques d’état, on peut réécrire le système (2.139) comme
suit :







x(t) = N(u(t))
ξ̇ (t) = Aξ (t)+Bx(t)
y(t) = C ξ (t)+Dx(t)

(2.140)
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On peut écrire :







x1
...

xn






=









N1(u)
m.u1

· · · N1(u)
m.um

...
. . .

Nn(u)
m.u1

· · · Nn(u)
m.um















u1
...

um






(2.141)

On définit les variables de prémisse suivantes :

zi, j(u) =
Ni(u)

m.u j
, i = 1, · · · ,n, j = 1, · · · ,m (2.142)

On applique la TPC pour décomposer les variables de prémisse :

zi, j(u(t)) =
2

∑
k=1

µk
i, j(u(t))zk

i, j (2.143)

où les fonctions de pondération µ1
i, j(u) et µ2

i, j(u) (i = 1, · · · ,n et j = 1, · · · ,m) sont définies
comme suit :

µ1
i, j(u(t)) =

zi, j(u(t))− z2
i, j

z1
i, j − z2

i, j

(2.144)

µ2
i, j(u(t)) =

z1
i, j − zi, j(u(t))

z1
i, j − z2

i, j

z1
i, j = max

u
zi, j(u) (2.145)

z2
i, j = min

u
zi, j(u)

Conformément aux définitions et transformations réalisées on peut écrire le terme Bx(t) sous
une forme MM :

Bx(t) =







b1,1 · · · b1,n
...

. . .
bn̄,1 · · · bn̄,n













z1,1(u) · · · z1,m(u)
...

. . .
zn,1(u) · · · zn,m(u)













u1
...

um






(2.146)

=

[

n

∑
i=1

zi, j(u)bk,i

]

k = 1, · · · , n̄
j = 1, · · · ,m







u1
...

um






(2.147)

En substituant ce terme dans le système (2.140) on obtient la forme MM de la structure de type
Hammerstein. En effet, un modèle LTI est un MM (avec r = 1) et deux MM en série définissent
un MM.
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2.4.3 Modèles de type Wiener

Ce type de modèle est également à base de blocs structurés. Il est constitué par un élément
dynamique linéaire suivi par un élément non-linéarité statique (figure 2.15).

Figure 2.15 – Structure de type Wiener

Ce modèle peut être représenté par les équations suivantes :
{

V (s) = G(s)U(s)
y(t) = N(v(t))

(2.148)

La transformation du bloc non linéaire en MM est analogue au cas Hammerstein : on réécrit la
sortie y(t) sous la forme (2.145). On réécrit la sortie du système (2.148) sous la forme :







y1
...
yl






=









N1(v)
p.v1

· · · N1(v)
p.vp

...
. . .

Nl(v)
p.v1

· · · Nl(v)
p.vp















v1
...

vp






(2.149)

On supposant que les non-linéarités statiques N j(v) ( j = 1, · · · , l) sont bornées, on peut appli-
quer la TPC (2.143), (2.144), (2.145) pour décomposer les variables de prémisse suivantes :

zi, j(v) =
Ni(v)
p.v j

, i = 1, · · · , l, j = 1, · · · , p (2.150)

et obtenir finalement une représentation MM de y(t) = N(v(t)). La fonction de transfert G(s)
étant un MM avec r = 1, on a bien un MM global.

2.4.4 Systèmes dynamiques non linéaires basés sur des structures en série
ou en parallèle

Les modèles de type Wiener (W) et Hammerstein (H) représentent des systèmes non li-
néaires basés sur des structures en série des blocs linéaires ou non linéaires. Un MM pour ce
type de modèle a pu être déduit. On a vu qu’il est possible de réaliser la même extension pour
des systèmes composés de blocs linéaire et/ou non linéaires qui sont en série ou en parallèle. Par
exemple, les systèmes de type Hammerstein-Wiener (H-W) (figure A.1), Wiener-Hammerstein
(WH) (figure A.2) qui sont des exemples de structures dont les blocs sont disposés en série,
ou bien des systèmes dynamiques non linéaires en cascade (figure A.3) dont les blocs sont dis-
posés en parallèle. D’autres structures constituant des combinaisons en série et/ou en parallèle
des modèles de type H, W, H-W, W-H peuvent exister (voir figures A.4, A.5, A.6). Toutes ces
structures sont illustrées en annexe A. Tous ces cas ne seront pas traités en détail dans la suite,
car le procédé d’obtention de la forme MM est similaire dans tous les cas et il est facilement
déduit des structures série et parallèle présentées au début de cette section.
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Dans ce qui suit on va présenter un exemple pour illustrer la démarche de généralisation de
la méthode aux systèmes à base de blocs structurés.

2.4.5 Exemple illustratif

Soit le système à temps discret non-linéaire à deux entrées et deux sorties :

y1(k) =
q.b1

1−q. f1
u1(k)+K1

[

q.b2

1−q. f2
u2(k)

]sin(u1(t))

(2.151a)

y2(k) =
q.b2

1−q. f2
u2(k)+K2

[

q.b1

1−q. f1
u1(k) log(y1(k))

]

(2.151b)

où K1, K2, b1, b2, f1, f2 sont constantes et q représente l’opérateur retard des systèmes à temps
discret.

Figure 2.16 – Schéma exemple

Ce modèle peut être représenté par le schéma donné à la figure 2.16 et défini par l’ensemble
des équations

y1(k +1) = x1(k +1)+K1x4(k +1) (2.152a)

y2(k +1) = x2(k +1)+K2x3(k +1) (2.152b)

x1(k +1) = b1u1(k)+ f1x1(k) (2.152c)

x2(k +1) = b2u2(k)+ f2x2(k) (2.152d)

x3(k +1) = x1(k +1) log(y1(k +1)) (2.152e)

x4(k +1) = [x2(k +1)]sin(u1(k)) (2.152f)

En remplaçant les variables d’état dans les expressions des deux sorties (2.152a)-(2.152b) et
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ensuite l’expression de y1(k +1) de (2.152a) dans l’équation d’état (2.152e), on obtient :

y1(k +1) = b1u1(k)+ f1x1(k)+K1 [(b2u2(k)+ f2x2(k))]
sin(u1(k))

y2(k +1) = b2u2(k)+ f2x2(k)+K2 [(b1u1(k)+ f1x1(k)) log(y1(k +1))]

x1(k +1) = b1u1(k)+ f1x1(k)

x2(k +1) = b2u2(k)+ f2x2(k) (2.153)

x3(k +1) = [b1u1(k)+ f1x1(k)] log
{

b1u1(k)+ f1x1(k)+K1 [b2u2(k)+ f2x2(k)]
sin(u1(k))

}

x4(k +1) = [b2u2(k)+ f2x2(k)] [b2u2(k)+ f2x2(k)]
sin(u1(k))−1

On veut écrire le système (2.153) sous une forme multimodèle, ayant la forme suivante :






x(k +1) =
r
∑

i=1
µi(u,x)(Aix(k)+Biu(k))

y(k) = C x(k)
(2.154)

Pour réaliser cette transformation, on réécrit le système (2.152) sous la forme :
{

x(k +1) = A(u(k),x(k))x(k)+B(u(k),x(k))u(k)
y(k) = C x(k)

(2.155)

où :

x(k) =









x1(k)
x2(k)
x3(k)
x4(k)









, u(k) =

[

u1(k)
u2(k)

]

, y(k) =

[

y1(k)
y2(k)

]

et où les matrices A(u,x) ∈ R
4×4, B(u,x) ∈ R

4×2 et C ∈ R
2×4.

L’examen des équations (2.152) permet d’identifier deux variables de prémisse :

z1(u(k),x(k)) = log
{

b1u1(k)+ f1x1(k)+ [b2u2(k)+ f2x2(k)]
sin(u1(k))

}

(2.156a)

z2(u(k),x(k)) = [b2u2(k)+ f2x2(k)]
sin(u1(k))−1 (2.156b)

Les matrices A(u,x), B(u,x) et C de (2.155) ont la forme :

A(u,x) =









f1 0 0 0
0 f2 0 0

f1z1(u,x) 0 0 0
0 f2z2(u,x) 0 0









(2.157a)

B(u,x) =









b1 0
0 b2

b1z1(u,x) 0
0 b2z2(u,x)









(2.157b)

C =

[

1 0 0 K1

0 1 K2 0

]

(2.157c)
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Il faut remarquer que z1 dépend de u1, u2, x1 et x2, alors que z2 dépend de u1, u2 et x2. En
supposant que u1 ∈ (0,a), u2 ∈ (0,b), x1 ∈ (0,c) et x2 ∈ (0,d), avec a ≥ 2π , b,c,d > 0 des
constantes, on peut calculer les maxima et les minima de z1(u,x1,x2) et z2(u,x2), qu’on note
zi,1 et zi,2 pour i = 1,2. En utilisant la transformation polytopique convexe, on construit les
fonctions de partition Fi,1 et Fi,2 (i = 1,2). Le multimodèle comporte quatre sous-modèles et les
fonctions de pondération (2.154) sont :

µ1(u,x) = F1,1(u,x)F2,1(u,x)

µ2(u,x) = F1,1(u,x)F2,2(u,x)

µ3(u,x) = F1,2(u,x)F2,1(u,x)

µ4(u,x) = F1,2(u,x)F2,2(u,x) (2.158)

Les matrices Ai et Bi sont calculées en utilisant les maxima et les minima de z1 et z2 :

A1 =









f1 0 0 0
0 f2 0 0

f1z1,1 0 0 0
0 f2z2,1 0 0









B1 =









b1 0
0 b2

b1z1,1 0
0 b2z2,1









A2 =









f1 0 0 0
0 f2 0 0

f1z1,1 0 0 0
0 f2z2,2 0 0









B2 =









b1 0
0 b2

b1z1,1 0
0 b2z2,2









A3 =









f1 0 0 0
0 f2 0 0

f1z1,2 0 0 0
0 f2z2,1 0 0









B3 =









b1 0
0 b2

b1z1,2 0
0 b2z2,1









A4 =









f1 0 0 0
0 f2 0 0

f1z1,2 0 0 0
0 f2z2,2 0 0









B4 =









b1 0
0 b2

b1z1,2 0
0 b2z2,2









On peut noter que la matrice A(u,x), dans la forme quasi-LPV choisie, contient deux co-
lonnes nulles, ce qui peut engendrer des difficultés ultérieures dans les études d’observabi-
lité/contrôlabilité. Comme alternative, on peut construire deux nouvelles variables de prémisse :

z3(u,x) =
x1

x4
z1(u,x) (2.159)

z4(u,x) =
x2

x3
(2.160)
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Avec ces variables de prémisse, la matrice A(u,x) a une nouvelle structure :

A(u,x) =









f1 0 0 0
0 0 f2z4(u,x) 0
0 0 0 f1z3(u,x)
0 f2z2(u,x2) 0 0









(2.161)

Les matrices B et C restent identiques à celles définies en(2.157b) et (2.157c). Dans ce cas,
ayant quatre variables de prémisse on obtient un multimodèle avec 24 sous-modèles.

En conclusion, si la structure initiale du multimodèle, qui est la plus évidente et qui est
conçue à partir des variables de prémisse z j ( j = 1,2) de (2.156) est convenable, alors le choix
de ces variables de prémisse se relève tout à fait adéquat. Sinon, on cherche une autre structure
qui convient aux objectifs, mais qui contiendra peut être plus de sous-modèles que celle choisie
initialement.

À partir de cet exemple et du formalisme de passage en multimodèle de différents types de
systèmes à base de blocs structurés (Hammerstein, Wiener), présentés dans les sections de 2.4.2
à 2.4.4, on propose dans ce qui suit une généralisation aux modèles à base de blocs structurées
quelconques.

2.4.6 Généralisation aux modèles à base de blocs structurés quelconques

On considère un système dynamique quelconque caractérisé par m entrées u∈R
m et l sorties

y ∈ R
l . On suppose que ce système associe n fonctions de transfert Li (i ∈ IL) aux q gains non-

linéaires NL j ( j ∈ INL), comme présenté à la figure 2.17.
Notons IL l’ensemble de dimension n qui contient les indices correspondants aux blocs

linéaires, ainsi que l’ensemble INL de dimension q, qui représente l’ensemble des indices cor-
respondants aux blocs non-linéaires. Les deux ensembles ont les propriétés suivantes :

IL ∪INL = {1,2, ...,b} (2.162)

IL ∩INL = ⊘ (2.163)

où b est le nombre total des blocs qui constituent le schéma global.
Les fonctions de transfert associées aux sous-ensembles linéaires peuvent être exprimées par :

(Li)

{

ẋi(t) = Aixi(t)+Biei(t)
si(t) = Cixi(t) i ∈ IL

(2.164)

où ei et si (i ∈ IL) sont respectivement les entrées et les sorties intermédiaires des “sous-
ensembles” dynamiques qui composent le système global, et xi (i ∈ IL) les variables d’état
du système. Les matrices Ai, Bi et Ci sont des matrices connues de dimensions appropriées.
Les non-linéarités du système sont représentées par les fonctions f j ( j ∈ INL) qui lient les
entrées e j aux sorties s j intermédiaires des “sous-ensembles” statiques non-linéaires :

(NL j) s j = f j(e j) j ∈ INL (2.165)

La figure 2.17 présente un schéma général d’un système comportant des gains non-linéaires. Ce
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Figure 2.17 – Représentation générique d’un système dynamique à gains non-linéaires

schéma réunit quelques éléments essentiels du système à analyser.
On veut transformer ce système sous une forme multimodèle. Les q non-linéarités f j ( j ∈ INL)
contenues dans le système à gains non-linéaires vont déterminer la structure multimodèle.
Tenant compte de toutes les relations linéaires dynamiques (2.164) et non-linéaires statiques
(2.165) définissant le système, il faut le réécrire en fonction des variables d’état x et des va-
riables d’entrée et de sortie globales u et y. Si on considère la numérotation des blocs comme
présentée à la figure 2.17, on a les relations suivantes :

(L1) :

{

ẋ1(t) = A1x1(t)+B1s8(t)
s1(t) = C1x1(t)

(L2) :

{

ẋ2(t) = A2x2(t)+B2u1(t)
s2(t) = C2x2(t)

(NL3) : s3(t) = f3(s2(t))

(L4) :

{

ẋ4(t) = A4x4(t)+B4s3(t)
s4(t) = C4x4(t)

(NL5) : s5(t) = f5(s2(t))
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(L6) :

{

ẋ6(t) = A6x6(t)+B6s5(t)
s6(t) = C6x6(t)

(L7) :

{

ẋ7(t) = A7x7(t)+B7um(t)
s7(t) = C7x7(t)

(NL8) : s8(t) = f8(s7(t))

(NLb) : sb(t) = fb(s8(t))

s1(t) = s4(t)

sℓ(t) = s6(t)+ sb(t) (2.166)

Par substitution on obtient :

ẋ1(t) = A1x1(t) + B1 f8(C7x7(t))

ẋ2(t) = A2x2(t) + B2u1(t)

ẋ4(t) = A4x4(t) + B4 f3(C2x2(t))

ẋ6(t) = A6x6(t) + B6 f5(C2x2(t))

ẋ7(t) = A7x7(t) + B7um(t)
...

y1(t) = C4x4(t)
...

yℓ(t) = C6x6(t) + fNb( f8(C7x7(t))) (2.167)

De façon générale on est capable d’écrire :
{

ẋ(t) = F(x(t),u(t))
y(t) = G(x(t),u(t))

(2.168)

En conclusion, on peut obtenir l’écriture générale d’un système à gains non-linéaires quel-
conque, comme dans (2.168), où F et G sont déterminés en fonction des différents blocs fonc-
tionnels constituant le système. Ainsi, on a obtenu la représentation d’état du système considéré
et on peut appliquer la méthode systématique de transformation proposée précédemment afin
d’obtenir une structure multimodèle.

Remarque 2.7. La décomposition des variables de prémisse, en utilisant les maxima et les mi-
nima de ces variables, peut se faire seulement si tous les blocs non linéaires sont caractérisés
par des non-linéarités bornées. Il existe des cas particuliers, comme l’hystérésis ou des fonc-
tions affines par morceaux, pour lesquelles on ne peut pas proposer une telle décomposition.

2.5 Conclusion

Ce chapitre se veut être la présentation d’une méthode analytique et générale de décomposi-
tion d’un système non linéaire sous la forme multimodèle. La transformation proposée conduit
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à un système parfaitement équivalent au système initial, ce qui était l’objectif fixé au départ. Ce
n’est pas une réduction de modèle classique, qui implique en général une réduction d’ordre ou
une perte de signification des différents paramètres physiques, mais une réduction de complexité
de modèle. Ainsi, cette décomposition permet d’étudier des systèmes non linéaires complexes
pour les études de commande et de diagnostic grâce à la représentation de ces systèmes sous
forme multimodèle.

Cette méthode peut être considérée comme une généralisation de la méthode par secteur
non linéaire, car elle propose de façon systématique le passage vers un multimodèle équivalent
au système initial -passant par le choix de la forme quasi-LPV, l’identification des variables de
prémisse, la décomposition de ces variables et finalement l’obtention des matrices et des fonc-
tions de pondération.

Pour résumer, les points essentiels de ce chapitre sont les suivants :
– Quelques critères de choix des variables de prémisse adaptés aux études de stabilité, de

stabilisation, de reconstruction d’état et de diagnostic ont été proposés.
– L’équivalence entre le système non linéaire et le multimodèle a été démontré dans le cas

général des systèmes représentés sous la forme d’état.
– Comme toute méthode, quelques limitations sont apparus lors du développement et de

l’utilisation de l’approche multimodèle : l’aspect physique local qui n’est pas toujours
respecté par les sous-modèles linéaires du multimodèle et l’inaccessibilité des bornes des
variables de prémisse. Des solutions ont été proposées pour résoudre ces difficultés.

– Finalement, afin de rendre plus complète la présentation de cette méthode, une extension
aux modèles à base de blocs structurés a été proposée. Les structures de base ont été
présentées en premier : la structure de type Wiener et de type Hammerstein. Par la suite
il a été montré que par agrégation successives des blocs en série ou en parallèle, tout
système à base de blocs linéaires et/ou non-linéaire peut se mettre sous forme MM en
utilisant la méthode de passage d’un système non linéaire à un multimodèle.
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Chapitre 3. Systèmes à échelles de temps multiples

"La science comporte des savoirs jamais définitivement acquis et des questionnements
incessants sur chaque parcelle d’inconnu et de connu. Le bon sens n’est qu’un ramassis
de préjugés" Albert Einstein

3.1 Introduction

En général, dans l’étude des systèmes non-linéaires dynamiques, on est confronté à des pro-
blèmes très variés d’estimation d’état, d’analyse de stabilité, d’observation, de commande et de
diagnostic. Pour ces problèmes, les difficultés majeures sont liées à la nature du modèle mathé-
matique qui décrit le comportement réel du système, ce modèle pouvant devenir de plus en plus
complexe si on souhaite avoir une représentation très fidèle du système réel.

Si une représentation minutieuse du système est souhaitée, on conserve la forme initiale
du modèle, en la transformant sous une forme équivalente plus accessible aux études envisa-
gées. La méthode analytique d’obtention d’un multimodèle, qui permet de modifier la forme
d’un système non-linéaire dynamique en un multimodèle, peut répondre à cette demande. Si,
en revanche, une représentation exhaustive n’est pas nécessaire pour les études envisagées, une
réduction du modèle mathématique peut être réalisée.

La modélisation d’un processus physique complexe commence généralement par le choix
des variables à utiliser pour sa description et par le choix des grandeurs permettant d’agir sur
son évolution. Ces variables, appelées variables d’état et de commande, sont choisies, dans
la mesure du possible, pour avoir une signification physique (position, température, pression,
force, puissance etc). Une fois les variables choisies, les relations mathématiques les liant sont
dictées par les lois de comportement du système considéré ou à défaut par des lois statistiques.

Dans le contexte de la modélisation d’un processus physique, différentes théories ont été
développées, suivant le type et les caractéristiques des modèles. Un cas bien connu est celui des
procédés contenant des échelles de temps différentes, ce qui est assez souvent rencontré lors
de l’étude de processus réels. Parmi les relations mathématiques liant les différentes variables
du processus considéré, certaines peuvent être dynamiques et d’autres statiques. De plus, si un
système est décrit uniquement par des relations de type dynamique, ces dernières peuvent tra-
duire des dynamiques lentes ou des dynamiques rapides. Si un système réel est décrit par les
deux types de relations, alors on a ce qu’on appelle un système à échelles de temps multiples.
Par exemple, dans la forme standard des systèmes à perturbations singulières à deux échelles de
temps, ces variables sont explicitement séparées à l’aide d’un paramètre ε , appelé “paramètre
de perturbation singulière”, qui affecte la dérivée par rapport au temps du vecteur des états ra-
pides. Pour des systèmes à plusieurs échelles de temps, différents paramètres εi définissent les
échelles de temps caractérisant le système. Pourtant, il n’est pas toujours évident de modéliser
un procédé sous forme singulière standard à deux ou plusieurs échelles de temps. Si pour cer-
tains processus on a des connaissances a priori sur les dynamiques lentes et rapides, on peut
utiliser directement la forme standard, mais cette situation reste un cas particulier. En effet, de
nombreux systèmes sont caractérisés par des échelles de temps multiples sans être directement
modélisés sous forme singulière standard.

Un procédé chimique constitue un exemple typique pour mettre en évidence le caractère
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multi-échelle. Pour étudier de tels systèmes, la théorie des perturbations singulières [O’Malley
et Robert, 1991] [Kumar et al., 1998] fournit des outils souvent utilisés pour mettre en évi-
dence la décomposition systématique d’un système en plusieurs échelles de temps. Il existe de
nombreuses études sur l’application de cette théorie pour la réduction de modèles, l’analyse
et le contrôle des systèmes à deux échelles de temps [Cadet et al., 2004], [Dong et al., 2007],
[O’Malley et Robert, 1991], [Van Breusegem et Bastin, 1991], [Vora et al., 2006].

La première difficulté dans l’étude de ce type de systèmes est la séparation en modes lents et
rapides des différentes dynamiques du système. Dans [Van Breusegem et Bastin, 1991], [Dong
et al., 2007] cette séparation est réalisée en comparant les paramètres cinétiques du processus
biologique étudié. Toutefois, dans le cadre plus général des systèmes non linéaires, cette com-
paraison n’est pas possible. Ainsi, des méthodes plus générales d’identification de différentes
échelles de temps ont été proposées dans la littérature [Robertson, 1992]. Ces méthodes, prin-
cipalement basées sur l’évaluation des valeurs propres du jacobien correspondant au système
linéarisé, seront utilisées et adaptées à nos études dans ce chapitre.

La séparation des échelles de temps multiples permet d’obtenir la forme standard des sys-
tèmes à perturbation singulière. Dans le cas limite, quand le paramètre de perturbation singulière
ε tend vers zéro, le système réduit obtenu est composé d’une partie dynamique exprimée par un
système d’équations différentielles et d’une partie statique, exprimée par un système d’équa-
tions algébrique. En conséquence, un deuxième point difficile est la résolution du système algé-
brique. Une méthode couramment utilisée pour contrecarrer cet inconvénient est basée sur un
changement de coordonnées [Van Breusegem et Bastin, 1991] et Vora et al. [2006], nécessitant
de trouver une transformation linéaire pour éliminer les composantes à dynamiques rapides. Il
est important de noter que les nouvelles coordonnées du système dans la forme standard ob-
tenue peuvent ne pas conserver la signification physique des variables initiales. De plus, pour
pouvoir appliquer cette technique, le système non linéaire doit respecter quelques contraintes
d’ordre structurel. Cependant, comme tous les systèmes non linéaires ne peuvent pas être mis
sous cette forme particulière, ces techniques ne s’appliquent pas à toutes les situations.

L’un des objectifs de ce chapitre est de proposer une méthode - en exploitant l’idée du chan-
gement de coordonnées - qui soit capable d’éliminer ces contraintes structurelles limitant son
utilisation pour des systèmes ayant une structure plus générale. La séparation des échelles de
temps est ainsi possible, et dans certains cas lorsque ε → 0 la forme standard à perturbation
singulière est obtenue.

Ensuite, une représentation multimodèle pour les systèmes singuliers est proposée, en se
basant sur la technique développée en chapitre 2. Cette représentation sera utilisée dans le cha-
pitre 4 pour l’estimation d’état des systèmes singuliers représentés sous forme multimodèle.

Ce chapitre est structuré comme suit. En section 3.2 sont présentés quelques éléments sur
la théorie des perturbations singulières, la section 3.3 propose une technique de passage d’un
système non linéaire classique à forme explicite, sous une forme à perturbations singulières,
dans le cas où le système considéré est caractérisé par des échelles de temps multiples. Grâce à
la méthode d’homotopie, présentée en section 3.3.3, l’identification des différentes échelles de
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Chapitre 3. Systèmes à échelles de temps multiples

temps est possible. En section 3.4 est illustrée la représentation multimodèle pour les systèmes
singuliers. Quelques conclusions sont présentées en section 3.5.

3.2 Théorie des perturbations singulières

Les relations mathématiques liant les différentes variables décrivant le comportement d’un
système sont dictées par les lois de comportement du système considéré et elles peuvent être de
deux types : soit dynamique, soit purement statique. Ce type de relations mettent en évidence
des modèles comportant des échelles de temps différentes. Ce type de système est appelé sys-
tème singulier [Dai, 1989]. Cette forme est plus générale que la forme explicite, qui a été déjà
prise en compte dans le cadre de la transformation sous une forme multimodèle de manière
systématique, en chapitre 2 :

{

0 = f (ẋ(t),x(t),u(t))
y(t) = g(x(t),u(t))

(3.1)

où x(t) ∈ R
n représente le vecteur d’état, ẋ(t) représente sa dérivée par rapport au temps, u(t) ∈

R
m représente le vecteur de commande et y(t) ∈ R

ℓ représente le vecteur de sorties mesurées.

3.2.1 Forme standard des systèmes singuliers

La forme standard des systèmes singuliers à échelles de temps multiples peut être exprimée
comme suit :

ε jẋ f , j(t) = F f
j (xs(t),x f ,1(t), ...,x f ,P(t),u(t),ε), j = 1, ...,P (3.2a)

ẋs(t) = Fs(xs(t),x f ,1(t), ...,x f ,P(t),u(t),ε) (3.2b)

où xs ∈ R
ns et x f , j ∈ R

n f , j sont respectivement les variables d’état lentes et rapides, u ∈ R
m le

vecteur des entrées, F f
j ∈ R

p j , Fs ∈ R
ns sont des fonctions vectorielles et ε = [ε1, ...,εP] est un

vecteur de paramètres petits et positifs, connus sous la terminologie paramètres de perturbation

singulière et
P
∑
j=1

n f , j +ns = n.

Dans ce qui suit, on va considérer seulement les systèmes caractérisés par deux échelles de
temps. Ainsi, P = 1 et on a un seul paramètre ε scalaire, ainsi qu’une seule équation dynamique
correspondant aux variables d’état rapides. On déduit de l’équation (3.2) la forme standard des
systèmes singuliers à deux échelles de temps :

ε ẋ f (t) = F f (xs(t),x f (t),u(t),ε) (3.3a)

ẋs(t) = Fs(xs(t),x f (t),u(t),ε) (3.3b)

où x f ∈ R
n f .

Dans le cas limite où ε → 0, l’ordre du système différentiel (3.3) dégénère de n = ns +n f à ns,
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et le système devient :

0 = F(xs(t),x f (t),u(t),0) (3.4a)

ẋs(t) = G(xs(t),x f (t),u(t),0) (3.4b)

En résolvant l’ensemble des équations algébriques (3.4a) on obtient la solution :

x f (t) = σ(xs(t),u(t)) (3.5)

En remplaçant (3.5) dans l’équation correspondante aux variables lentes (3.4b), on obtient :

ẋs(t) = Fs(xs(t),σ(xs(t),u(t)),u(t),0) (3.6)

Le système (3.6) est le modèle réduit du système (3.3), qui est représenté dans l’échelle de
temps lente. Le système complet s’écrit :

ẋs(t) = Fs(xs(t),x f (t),u(t),0) (3.7a)

x f (t) = σ(xs(t),u(t)) (3.7b)

3.3 Passage d’un système non linéaire en forme explicite sous
forme à perturbations singulières

3.3.1 Positionnement du problème

De façon précise, le problème qui se pose est résumé par la question suivante :

Comment obtenir la forme de perturbation singulière standard donnée par (3.3) à partir de la
forme explicite, ou non-standard (3.1) ?

La démarche à suivre est articulée autour des trois points suivants :
– identifier les différentes dynamiques du système
– séparer les variables dynamiques lentes de celles rapides
– trouver le paramètre de perturbation singulière

Pour des formes particulières de la fonction f (ẋ,x,u) différentes méthodes ont été proposées.
Trois d’entre elles vont être rappelées.

1. Dans [Van Breusegem et Bastin, 1991] une forme classique pour les processus chimiques
est étudiée :

ẋ(t) = C ρ(x(t))−Dx(t)+u(t)

ρ(x(t)) = K Φ(x(t)) (3.8)

où C est la matrice constante des coefficients stoechiométriques du processus, ρ(x) est la
cinétique du processus, qui peut être écrite comme un produit entre une matrice diagonale
K des paramètres de réaction et un vecteur Φ(x) des termes dynamiques de réaction. Cette
forme est intéressante parce qu’elle permet d’utiliser la partie cinétique de réaction pour
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identifier les états rapides et lents, en comparant entre eux les paramètres de réaction de
la matrice K.

2. Dans [Kumar et al., 1998] et [Vora et al., 2006] une forme appelée forme perturbée sin-
gulière non-standard des systèmes avec des échelles de temps multiples est étudiée :

ẋ(t) = f (x(t))+g(x(t))u(t)+
M

∑
j=1

1
ε j

b j(x(t))k j(x(t)) (3.9)

où b j(x(t)) et k j(x(t)) sont respectivement des matrices et des vecteurs de dimension

appropriées. Les termes
1
ε j

dans (3.9) représentent des paramètres dans le modèle dyna-

mique correspondant aux coefficients de transfert de chaleur/masse, aux taux de réaction,
ces coefficients étant de grande amplitude.

3. Dans [Dong et al., 2007] une forme similaire de (3.9), où le terme de commande est
négligé, est prise en compte pour des systèmes à deux échelles de temps.

ẋ(t) = f (x(t))+
M

∑
j=1

1
ε j

b j(x(t))k j(x(t)) (3.10)

Il est important de noter que les méthodes proposées dans [Van Breusegem et Bastin, 1991],
[Kumar et al., 1998], [Vora et al., 2006], [Dong et al., 2007] sont basées sur une comparaison
des constantes de réaction et sur un changement de coordonnées en vue d’obtenir la forme de
perturbation singulière classique.

3.3.2 Méthode basée sur un changement de coordonnées

La méthode est inspirée de Van Breusegem et Bastin [1991]; Dong et al. [2007]. On peut
écrire le modèle (3.8) sous la forme :

ẋ(t) = r(x(t))+D(x(t),u(t)) (3.11)

avec

r(x) = Cρ(x) (3.12)

ρ(x) = KΦ(x(t)) (3.13)

La forme (3.11) est légèrement différente de (3.8) proposée dans Van Breusegem et Bastin
[1991], mais la méthode basée sur le changement de coordonnées peut également être adaptée
à ce modèle.
Brièvement, cette méthode comporte les points suivants :

– comparaison des paramètres de la matrice K permettant l’identification des dynamiques
rapides et lentes

– calcul du paramètre singulier en utilisant les paramètres associées aux cinétiques rapides
– identification et séparation des cinétiques rapides et lentes à l’aide de la comparaison

réalisée au premier point et réécriture du système conformément à cette séparation
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– vérification du respect de la condition d’obtention du modèle réduit (ε → 0) afin d’expli-
citer les états rapides

– réalisation d’un changement de coordonnées si la condition précédente n’est pas respecté
– obtention de la forme standard à perturbations singulières et celle du modèle réduit

Exemple 3.1 (Illustration de la méthode)
Pour illustrer la méthode, on propose un système chimique de type CSTR (Continuous Stirred
Tank Reactor) de volume V constant, alimentés avec un débit F in et les réactifs A et E avec des
concentrations Cin

A et Cin
E respectivement. Les réactions suivantes sont réalisées :

A ⇋ B → C ⇋ D (3.14)

E → F (3.15)

Les cinétiques de réaction ρ1 et ρ3 pour les réactions réversibles A ⇋ B et C ⇋ D sont respec-
tivement données par :

ρ1(t) = k1

(

CA(t)− CB(t)
κ1

)

(3.16)

ρ3(t) = k3

(

CC(t)− CD(t)
κ3

)

(3.17)

où CA, CB, CC et CD sont les concentrations des espèces A, B, C et D dans le réacteur supposé
homogène, k1 et k3 sont les constantes de réaction et où κ1 et κ3 sont les constantes d’équilibre.
Les constantes de réaction ρ2 et ρ4 pour les réactions irréversibles B → C et E → F sont
données par :

ρ2(t) = k2CB(t) (3.18)

ρ4(t) = k4CE(t) (3.19)

où CE désigne la concentration de l’espèce E.
Le modèle dynamique de ce processus a la forme suivante :

ĊA(t) =
F in(t)

V
(Cin

A (t)−CA(t))− k1

(

CA(t)− CB(t)
κ1

)

ĊB(t) = −F in(t)
V

CB(t)+ k1

(

CA(t)− CB(t)
κ1

)

− k2CB(t)

ĊC(t) = −F in(t)
V

CC(t)+ k2CB(t)− k3

(

CC(t)− CD(t)
κ3

)

(3.20)

ĊD(t) = −F in(t)
V

CD(t)+ k3

(

CC(t)− CD(t)
κ3

)

ĊE(t) =
F in(t)

V
(Cin

E (t)−CE(t))− k4CE(t)

ĊF(t) = −F in(t)
V

CF(t)+ k4CE(t)
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où le vecteur
x =

[

CA CB CC CD CE CF
]T

(3.21)

représente le vecteur d’état du système. Le vecteur des entrées est :

u = [F in Cin
A Cin

E ]T (3.22)

Mise sous la forme adaptée à la méthode (3.11)
La matrice des coefficients stoechiométriques s’obtient en observant les occurrences des para-
mètres ki dans les équations (3.20) :

C =

















−1 0 0 0
1 −1 0 0
0 1 −1 0
0 0 1 0
0 0 0 −1
0 0 0 1

















(3.23)

et celle des paramètres :

K =









k1 0 0 0
0 k2 0 0
0 0 k3 0
0 0 0 k4









(3.24)

Compte tenu des définitions (3.16) à (3.19), le vecteur des cinétiques du processus est :

Φ(t) = [ϕ1(t), ...,ϕ4(t)]
T (3.25)

avec

ϕ1(t) = CA(t)− CB(t)
κ1

ϕ2(t) = CB(t)

ϕ3(t) = CC(t)− CD(t)
κ3

ϕ4(t) = CE(t)

(3.26)

Compte tenu de (3.20), la matrice D(x,u) s’explicite :

D(x(t),u(t)) =























F in(t)
V (Cin

A (t)−CA(t))

−F in(t)
V CB(t)

−F in(t)
V CC(t)

−F in(t)
V CD(t)

F in(t)
V (Cin

E (t)−CE(t))

−F in(t)
V CF(t)























(3.27)

Comparaison des constantes de réaction
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On suppose que les cinétiques de réaction sont telles que les inégalités suivantes sont vérifiées :

k2 < k4 << k3 < k1 (3.28)

De plus, les constantes d’équilibre κ1 et κ3 sont supposés être différentes.

Calcul du paramètre singulier

On définit les constantes de réaction associées aux cinétiques rapides k1 et k3. Soit k̃ f la
moyenne des constantes de réaction ki associées aux cinétiques rapides :

k̃ f =
k1 + k3

2
(3.29)

Chacune des constantes ki (i ∈ 1,3) peut alors s’exprimer à partir de cette moyenne grâce à
deux constantes positives αi (i ∈ 1,3), comme suit :

ki = αik̃ f i ∈ 1,3 (3.30)

où :

α1 =
2k1

k1 + k3
et α3 =

2k3

k1 + k3
(3.31)

On définit un petit paramètre ε comme suit :

ε =
1

k̃ f
(3.32)

ce qui permettra d’indexer les constantes k1 et k3 en fonction de ε :

k1 = α1 ·
1
ε

(3.33)

k3 = α3 ·
1
ε

(3.34)

Identification et séparation des cinétiques rapides et lentes

On peut ainsi déduire que ρ1(t) = k1 ·ϕ1(t) et ρ3(t) = k3 ·ϕ3(t), qui font intervenir les para-
mètres k1 et k3, sont des cinétiques rapides, alors que ρ2(t) = k2 ·ϕ2(t) et ρ4(t) = k4 ·ϕ4(t),
qui font intervenir les paramètres k2 et k4, sont considérées comme lentes. Pour cette raison, on
définit le partitionnement de Φ (3.25) sous la forme :

Φ f (t) =

[

ϕ1(t)
ϕ3(t)

]

(3.35)

Φs(t) =

[

ϕ2(t)
ϕ4(t)

]

(3.36)

Cela conduit à décomposer les matrices C (3.23) et K (3.24) en deux blocs, correspondant
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respectivement aux cinétiques lentes et rapides :

C = [C f Cs ] et K =

[

K f 0
0 Ks

]

(3.37)

où

C f =

















−1 0
1 0
0 −1
0 1
0 0
0 0

















Cs =

















0 0
−1 0
1 0
0 0
0 −1
0 1

















(3.38)

et

K f =

[

k1 0
0 k3

]

Ks =

[

k2 0
0 k4

]

(3.39)

Tenant compte de la séparation de cinétiques proposée selon les valeurs des coefficients ki, le
vecteur d’état est aussi décomposé en deux vecteurs, le premier correspondant aux variables
d’état rapides x f , et le second, xs, correspondant aux variables d’état lentes :

x f =









CA

CB

CC

CD









xs =

[

CE

CF

]

(3.40)

on peut noter le caractère un peu brutal de ce partitionnement. En effet, en (3.28) nous avons
mentionné l’existence uniquement de deux constantes de réaction k1 et k3 rapides ; avec (3.40)
on constate la présence de quatre variables d’état rapides. Ce changement de dimension et ses
conséquences seront analysés ultérieurement.
Conjointement, le modèle (3.20) peut être décrit par deux équations, qui correspondent respec-
tivement aux états rapides et lents :

ẋ f = C f f K f Φ f (x)+C f sKsΦs(x)+D f (x,u) (3.41a)

ẋs = Cs f K f Φ f (x)+CssKsΦs(x)+Ds(x,u) (3.41b)

où D f = [D2 D3 D4 D5]
T et Ds = [D1 D6 D7]

T .
Les matrices C f f et C f s correspondent respectivement aux cinétiques rapides et lentes qui in-
terviennent dans les états rapides x f , alors que Cs f et Css correspondent respectivement aux
cinétiques rapides et lentes qui interviennent dans les états lents xs, soit à partir de (3.38) :

C f f =









−1 0
1 0
0 −1
0 1









C f s =









0 0
−1 0
1 0
0 0









(3.42)

Cs f =

[

0 0
0 0

]

Css =

[

0 −1
0 1

]

(3.43)
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En utilisant (3.30) et (3.32) l’équation (3.41a) s’écrit facilement :

ε ẋ f = C f f AΦ f (x)+ ε C f sKs Φs(x)+ ε D f (x,u) (3.44)

La matrice A = K f · ε est une matrice qui contient les constantes positives α1 et α3 sur la
diagonale. Pour le modèle considéré (3.20), la matrice A est :

A =

[

2k1
k1+k3

0

0 2k3
k1+k3

]

(3.45)

Condition à respecter pour l’obtention du modèle réduit

En posant le paramètre de perturbation ε = 0 dans l’équation (3.44), on obtient l’équation
algébrique suivante :

C f f AΦ f (x) = 0 (3.46)

On résout cette équation pour déterminer les variables rapides x f qui interviennent dans les
réactions rapides. Pour pouvoir résoudre cette équation de façon explicite, la condition suivante
doit être respectée :

n f = rang(C f f ) (3.47)

Ici le nombre des états rapides est n f = 4 et rang(C f f ) = 2.
La condition (3.47) n’étant pas respectée, il est donc impossible d’expliciter les états rapides.

Remarque 3.1. Pour résoudre cet inconvénient du non-respect de la condition de rang (3.47),
un changement de coordonnées est nécessaire.

Changement de coordonnées

Soit la transformation de coordonnées suivante :

ξ (t) = T x(t) (3.48)

avec

T =

















1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

















(3.49)

à laquelle on peut associer la transformation réciproque :

T−1 =

















1 0 0 0 0 0
−1 1 0 0 0 0
0 0 1 −1 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

















(3.50)

Cette transformation est réalisée de façon à éliminer, par des combinaisons linéaires entre les
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variables d’état, des quantités dépendant des cinétiques rapides, comme ϕ1 et ϕ3 dans (3.20).
En appliquant ce changement de coordonnés au système (3.20) qui est du type ẋ = f (x,u) on
obtient :

ξ̇ (t) = T f (T−1ξ (t),u(t)) (3.51)

c’est-à-dire de façon explicite :

ξ̇1(t) = −k1

(

ξ1(t)−
ξ2(t)−ξ1(t)

κ1

)

+
F in(t)

V
(Cin

A (t)−ξ1(t))

ξ̇2(t) = −k2(ξ2(t)−ξ1(t))+
F in(t)

V
(Cin

A (t)−ξ2(t))

ξ̇3(t) = k2(ξ2(t)−ξ1(t))−
F in(t)

V
ξ3(t) (3.52)

ξ̇4(t) = k3

(

ξ3(t)−ξ4(t)−
ξ4(t)

κ3

)

− F in(t)
V

ξ4(t)

ξ̇5(t) = −k4ξ5(t)+
F in(t)

V
(Cin

E (t)−ξ5(t))

ξ̇6(t) = k4ξ5(t)−
F in(t)

V
ξ6(t)

Forme standard à perturbations singulières

Compte tenu de (3.33) et (3.34), le système (3.52) est réécrit de façon équivalente comme suit :

ε · ξ̇1(t) = −α1

(

ξ1(t)−
ξ2(t)−ξ1(t)

κ1

)

+ ε
F in(t)

V
(Cin

A (t)−ξ1(t))

ξ̇2(t) = −k2(ξ2(t)−ξ1(t))+
F in(t)

V
(Cin

A (t)−ξ2(t))

ξ̇3(t) = k2(ξ2(t)−ξ1(t))−
F in(t)

V
ξ3(t) (3.53)

ε · ξ̇4(t) = α3

(

ξ3(t)−ξ4(t)−
ξ4(t)

κ3

)

− ε
F in(t)

V
ξ4(t)

ξ̇5(t) = −k4ξ5(t)+
F in(t)

V
(Cin

E (t)−ξ5(t))

ξ̇6(t) = k4ξ5(t)−
F in(t)

V
ξ6(t)

ce qui représente la forme standard à perturbations singulières du système non linéaire (3.20).
La première et la quatrième équations de ce système singulier (3.53) représentent l’évolution
des dynamiques rapides. Conformément à la transformation linéaire (3.49), ces deux dyna-
miques correspondent aux concentrations CA et CD. Les concentrations CB et CC qui étaient
initialement comprises dans l’ensemble des variables d’état rapides -conformément à la sépa-
ration réalisée par comparaison des constantes de réaction donnée dans (3.28)- ne sont plus im-
pliquées dans l’étape de réduction. D’ailleurs, l’évolution de ces deux variables n’est plus pré-
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sente qu’à travers une transformation linéaire définissant les nouvelles variables ξ2 = CA +CB

et ξ3 = CC +CD.
Modèle réduit

Si ε 7−→ 0 alors les équations correspondantes aux dynamiques rapides ξ1 et ξ4 deviennent :






0 = −α1

(

ξ1(t)− ξ2(t)−ξ1(t)
κ1

)

0 = α3

(

ξ3(t)−ξ4(t)− ξ4(t)
κ3

) (3.54)

On a obtenu un système algébrique à deux équations, qui fait intervenir les nouvelles coordon-
nées. On exprime les deux variables ξ1 et ξ4 en fonction des autres :

ξ1(t) =
1

κ1 +1
ξ2(t) (3.55)

ξ4(t) =
κ3

κ3 +1
ξ3(t) (3.56)

En remplaçant ces variables dans les quatre autres équations du système (3.52), on obtient un
modèle réduit à quatre variables d’état :

ξ̇2(t) = −k2

(

1− 1
κ1 +1

)

ξ2(t)+
F in(t)

V
(Cin

A (t)−ξ2(t))

ξ̇3(t) = k2

(

1− 1
κ1 +1

)

ξ2(t)+

(

−F in(t)
V

)

ξ3(t) (3.57)

ξ̇5(t) = −k4ξ5(t)+
F in(t)

V
(Cin

E (t)−ξ5(t))

ξ̇6(t) = k4ξ6(t)−
F in(t)

V
ξ6(t)

La figure 3.1 permet de comparer les états x du modèle initial (3.20) et les états xr obtenus
à partir du modèle réduit (3.57)-(3.55), en utilisant la transformation T−1 (3.50) inverse à
celle utilisée pour réaliser le changement de coordonnées (3.49). Les paramètres utilisés pour
réaliser cette simulation sont : k1 = 10, k2 = 9 ·10−3, k3 = 8, k4 = 10−2, κ1 = 3.1, κ2 = 2.5.
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Figure 3.1 – Comparaison entre les états du modèle initial et les états obtenus à partir du modèle
réduit par la transformation inverse

Avantages et inconvénients de la méthode de changement de coordonnées

De façon synthétique, parmi les avantages de cette méthode, on peut citer en ce qui concerne
l’exemple traité :

1. l’aspect systématique de la procédure de réduction d’ordre d’un système non linéaire sous
forme (3.11)

2. l’existence d’une erreur de réduction faible entre le système original et son modèle réduit.

Toutefois, dans certains cas, cette méthode possède quelques inconvénients non négligeables,
parmi lesquels on peut évoquer :

1. Les contraintes d’ordre structurel (3.11) que le système non linéaire à réduire doit respec-
ter pour pouvoir appliquer cette méthode.
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3.3. Passage d’un système non linéaire en forme explicite sous forme à perturbations singulières

2. L’identification et la séparation des modes lents et rapides sont fortement liées aux contraintes
structurelles du modèle, car ces évaluations sont réalisées en comparant les cinétiques de
réaction à travers les constantes de réaction.

3. Le changement de coordonnées est basé sur une transformation linéaire qui n’est pas tou-
jours facile à trouver ; pour des systèmes plus complexes, pour lesquels il n’y a pas une
décomposition évidente entre les réactions rapides et lentes, ce changement de coordon-
nées est probablement non linéaire.

4. Les nouvelles variables obtenues après le changement de coordonnées ne possèdent plus
le sens physique de celles du modèle de départ, ce qui peut constituer un inconvénient
dans l’interprétation immédiate du comportement temporel du modèle.

Ces inconvénients ont motivé des améliorations dans les techniques d’obtention de systèmes à
deux échelles de temps. Plus précisément, certaines méthodes visent les deux objectifs :

– éliminer les contraintes structurelles précédentes, afin de pouvoir obtenir une forme de
type perturbation singulière pour des systèmes quelconques

– rendre l’identification et la séparation des échelles de temps indépendantes de la structure
du modèle

On présente dans le paragraphe suivant une technique plus générale d’identification des échelles
de temps qui s’affranchit d’une structure particulière du modèle.

3.3.3 Identification des échelles de temps. Méthode d’homotopie

Pour pouvoir appliquer la méthode précédente il faut que le système non linéaire à étudier
respecte quelques contraintes structurelles, comme celles données en (3.11). Les modèles bio-
chimiques respectent en général ces contraintes. Cependant, tous les systèmes non linéaires ne
peuvent pas être mis sous la forme particulière proposée, donc d’autres méthodes d’identifi-
cation des modes lents et rapides doivent être envisagées. Ainsi, des méthodes plus générales
d’identification de différentes échelles de temps ont été proposées dans la littérature, parmi
lesquelles la méthode d’homotopie mentionnée ici, proposée par [Decarlo et Saeks, 1979; Wa-
synczuk et Decarlo, 1981] et perfectionnée plus tard par [Robertson, 1992].

Ces méthodes sont principalement basées sur l’évaluation des valeurs propres du jacobien
correspondant au système linéarisé. La dynamique du système complet peut être décrite par les
valeurs propres du jacobien. Si chaque valeur propre peut être liée à un état particulier, alors la
dynamique de chaque état peut être évaluée quantitativement.

Une linéarisation d’un système non linéaire - sous forme (3.1) - autour de différents points
d’équilibre (x0,u0) de l’espace de fonctionnement est réalisée pour constater une séparation
éventuelle des modes lents et des modes rapides du système :

ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t)− (Ax0 +Bu0) (3.58)

avec A =
∂ f (x,u)

∂x

∣

∣

(x0,u0) et B =
∂ f (x,u)

∂u

∣

∣

(x0,u0) .

Si on considère Re(λ1)≤ Re(λ2)≤ ...≤ Re(λn) la suite ordonnée des parties réelles des valeurs
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propres de la matrice A, les valeurs les plus petites correspondent aux dynamiques rapides. La
séparation des modes lents et des modes rapides se fera en fixant un seuil de séparation des deux
échelles de temps, τ , tel que :

Re(λ1) ≤ ... ≤ Re(λn f ) << τ ≤ Re(λn f +1) ≤ ... ≤ Re(λn) (3.59)

De façon équivalente, on peut exprimer cette séparation en termes de constantes de temps, qu’on
peut définir comme suit :

τi =
1

|Re(λi)|
(3.60)

La séparation (3.59) écrite en terme de constantes de temps devient :

τ1 ≤ ... ≤ τn f << τ ≤ τn f +1 ≤ ... ≤ τn (3.61)

où le groupe τ1, ...,τn f correspond aux états rapides caractérisés par des parties réelles néga-
tives des valeurs propres très petites. Les valeurs propres du deuxième groupe τn f +1, ...,τn sont
proches de zéro et correspondent aux états lents.
Cette méthode nécessite de considérer un système dans lequel existe une relation évidente entre
les valeurs propres et les états, comme par exemple la matrice du jacobien A diagonalisé. La
méthode utilise l’analyse de la matrice décrite par l’équation suivante :

H(r) = (1− r)AD + r A 0 ≤ r ≤ 1 (3.62)

où H est la matrice d’homotopie, AD la matrice représentant le système découplé (la diagonale

de A), A =
∂ f (x,u)

∂x

∣

∣

(x0,u0) la matrice de la dynamique du système linéarisé et r un paramètre

qui évolue de 0 à 1 en vue de réaliser le passage du système découplé (r = 0) au système couplé
(r = 1).

Comme mis en évidence à la section précédente 3.3.2, la séparation des variables d’état
lentes et rapides proposée dans Van Breusegem et Bastin [1991]; Dong et al. [2007] est réalisée
en comparant les paramètres cinétiques du processus (3.28). Pour le modèle considéré précé-
demment (3.20), cette séparation est seulement partiellement confirmée par les valeurs propres

de la matrice d’homotopie H(r) associée au jacobien A =
∂ f (x,u)

∂x

∣

∣

(x0,u0) , comme on peut le

remarquer à la figure 3.2 où l’on a représenté la partie réelle de ces valeurs propres pour vingt-
cinq points de fonctionnement. On constate que quatre valeurs propres sont comprises entre −4
et −0.05 et que les deux autres - associées aux concentrations CA et CC - entre −60 et −40. La
valeur du paramètre r est fixée à 0.5 pour réaliser cette figure, mais le même résultat est obtenu
pour différentes valeurs de ce paramètre dans un voisinage de 0.5.
Pour cet exemple, la méthode d’homotopie permet d’identifier les différentes échelles de temps
du système non linéaire considéré.

Remarque 3.2. Il est important de noter que le système linéarisé est utilisé uniquement pour
réaliser l’identification des différentes échelles de temps, et non pour la synthèse d’observa-
teurs. Une forme multimodèle équivalente sera utilisée pour cela.
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Figure 3.2 – Valeurs propres de la matrice d’homotopie associée au jacobien A pour différents
points de l’espace de fonctionnement du modèle (3.20)

3.3.4 Généralisation

L’identification des dynamiques rapides et lentes - réalisée par la méthode illustrée précé-
demment - constitue un premier pas dans la démarche d’obtention de la forme à perturbations
singulières d’un système non linéaire quelconque. Un autre point important est le calcul du pa-
ramètre de perturbation singulière et son importance dans l’obtention de la forme standard à
perturbation singulière. On commence par discuter le cas des systèmes linéaires à deux échelles
de temps et leur passage sous une forme à perturbations singulières.

Cas linéaire

Soit le système linéaire sous la forme :
{

ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t)
y(t) = C x(t)

(3.63)

Identification des échelles de temps
Supposons qu’il soit caractérisé par des échelles de temps différentes. Cette supposition peut
être facilement vérifiée en réalisant une évaluation des valeurs propres de la matrice A, en utili-
sant la méthode d’homotopie décrite précédemment à la section 3.3.3. Les constantes de temps
les plus petites (calculées à partir des parties réelles des valeurs propres petites) correspondent
aux états rapides, alors que les autres (avec des parties réelles des valeurs propres grandes) sont
associées aux états lents.
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Ainsi, on peut définir les vecteurs contenant les états rapides et les états lents :

x f =
(

x1
f , . . . ,x

n f
f

)T
∈ R

n f (3.64)

xs =
(

x1
s , . . . ,x

ns
s

)T ∈ R
ns (3.65)

avec :
n = n f +ns (3.66)

Séparation des échelles. Influence des paramètres du modèle sur sa dynamique
On peut écrire le système linéaire (3.63) de façon explicite comme suit :

ẋi(t) =
n

∑
j=1

ai, j x j(t)+bi u(t), i = 1, . . .n (3.67a)

y(t) = C x(t) (3.67b)

avec A[ai, j] ∈ R
n×n, B ∈ R

n×m, C ∈ R
ℓ×n, bi ∈ R

m est la ligne i de la matrice de commande B.
On construit une suite croissante des termes ai, j de la matrice A en fixant un seuil de séparation
τ entre les valeurs de cette suite. On peut ensuite construire deux ensembles contenant les
composantes séparées de cette suite :

As = {ki = |ai1,i2| , i ∈ Is} (3.68a)

A f =
{

k j =
∣

∣a j1, j2

∣

∣ , j ∈ I f
}

, sup
i∈Is

|ai| < inf
j∈I f

∣

∣a j
∣

∣ (3.68b)

où Is (respectivement I f ) est l’ensemble d’indices i = [i1, i2] des ai1,i2 tels que |ai1,i2| < τ (res-
pectivement |ai1,i2| > τ) avec dim(As) = ds, dim(A f ) = d f et ds + d f = n2. Les ensembles
construits ont les propriétés suivantes :

ki < τ << k j, ∀i 6= j, ki ∈ As, k j ∈ A f (3.69a)

As ∩ A f = ⊘ (3.69b)

Compte tenu de la propriété (3.69a), on remarque que les paramètres de l’ensemble As ont des
valeurs numériques d’amplitude moins importantes que celles des paramètres appartenant à A f .
L’intérêt de cette séparation des paramètres de la matrice A réside dans la mise en évidence de
leur influence sur la dynamique des états du système (3.67). Ainsi, les paramètres ayant des va-
leurs numériques plus importantes, appartenant à l’ensemble A f , sont candidates pour générer
une dynamique rapide des états dans lesquels ils interviennent. De même, les paramètres ayant
des valeurs numériques plus petites et appartenant à l’ensemble As sont candidates pour générer
une dynamique lente aux états dans lesquels ils interviennent. Pour cette raison, on appelle As

l’ensemble des indicateurs lents et A f l’ensemble des indicateurs rapides.
Définissons :

– les matrices diagonales K f ∈ R
d f×d f et Ks ∈ R

ds×ds contenant respectivement les para-
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mètres k j et ki définis en (3.68) :

K f = diag(k j), k j ∈ A f (3.70)

Ks = diag(ki), ki ∈ As (3.71)

– la matrice S ∈ R
n×n dont les composants sont les signes des coefficients de la matrice A

du système linéaire (3.63) :

S = sgn(A) (3.72)

où sgn(A) = [sgn(ai, j)]i, j.
En utilisant les matrices diagonales K f et Ks définies au premier point, on peut définir les
matrices Ss et S f comme suit :

S f =
[

sgn(a jk)⊗ e jk,1
]

k=1,...,d f
jk∈I f

(3.73)

Ss =
[

sgn(aik)⊗ eik,1
]

k=1,...,ds
ik∈Is

(3.74)

avec S f ∈ R
n×d f , Ss ∈ R

n×ds telles que le système (3.63) soit écrit :

ẋ(t) = S f K f Φ f (x(t))+Ss Ks Φs(x(t))+Bu(t) (3.75)

y(t) = Cx(t) (3.76)

où le vecteur Φ f (x) ∈ R
d f réunit les états multipliant les coefficients k j ∈ A f le vecteur

Φs(x) ∈ R
ds réunit les états multipliant les coefficients ki ∈ As.

En utilisant les nouveaux paramètres introduits, ainsi que l’identification des dynamiques lentes
et rapides (3.64) initialement réalisée, l’équation d’état (3.75) peut s’écrire en séparant les états
rapides et les états lents comme suit :

ẋ f (t) = S f f K f Φ f (x(t))+S f sKs Φs(x(t))+B f u(t) (3.77a)

ẋs(t) = Ss f K f Φ f (x(t))+SssKs Φs(x(t))+Bs u(t) (3.77b)

où

S f =

[

S f f

Ss f

]

, Ss =

[

S f s

Sss

]

(3.78)

où S f f ∈ R
n f×d f , Ss f ∈ R

ns×d f , S f s ∈ R
n f×ds et Sss ∈ R

ns×ds .

Calcul du paramètre de perturbation singulière
Pour obtenir la forme de perturbation singulière (3.3), on recherche le paramètre ε de per-
turbation singulière en utilisant une technique plus générale qui celle utilisée dans l’exemple
précédent et basée sur les constantes de temps du système. Ainsi on construit un paramètre k̃ f

comme la moyenne arithmétique des inverses des constantes de temps, associées aux variables
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d’état rapides :

k̃ f =

∑
j∈In f

∣

∣Re(λ j)
∣

∣

n f
(3.79)

=

∑
j∈In f

1
τ j

n f
(3.80)

où l’ensemble d’indices In f est défini par : In f =
{

1, ...,n f
}

.
Le paramètre de perturbation singulière est défini par :

ε =
1

k̃ f
(3.81)

Remarque 3.3.

Le paramètre k̃ f peut être aussi calculé en utilisant la technique utilisée pour les systèmes bio-
chimiques, comme la moyenne des paramètres indicateurs rapides :

k̃ f =

∑
k j∈A f

k j

d f
(3.82)

Obtention de la forme à perturbation singulière
En utilisant ce paramètre ε , le système linéaire (3.77) peut être réécrit comme suit :

ε ẋ f (t) = S f f ÃΦ f (x(t))+ εS f s Φs(x(t))+ εB f u(t) (3.83a)

ẋs(t) = Ss f K f Φ f (x(t))+SssKs Φs(x(t))+Bs u(t) (3.83b)

où la matrice Ã =
K f

k̃ f
.

Remarque 3.4. Si la condition

n f = rang(S f f ) (3.84)

est respectée, alors (3.83) est la forme à perturbations singulières du système linéaire (3.63)
permettant l’obtention du modèle réduit (pour ε → 0).

Le non-respect de cette condition de rang (3.84) a comme cause primaire le fait que le
nombre des paramètres d f = dim(A f ) donnant le comportement rapide aux différents états du
système est plus petit que le nombre n f des états dans lesquels ils interviennent :

d f < n f (3.85)

Si (3.84) n’est pas vérifiée, la recherche d’une transformation linéaire inversible T ∈ R
n×n est

nécessaire. Cela permet alors l’obtention d’une forme à perturbations singulières respectant la
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condition de rang. Le système (3.75) dans les coordonnées ξ = T x(t) est :

ξ̇ (t) = T S f K f Φ f (T
−1ξ (t))+T Ss Ks Φs(T

−1ξ (t))+T Bu(t) (3.86)

Il est important de noter que la transformation T est choisie afin que les d f paramètres k j ∈ A f

donnant le comportement rapide interviennent dans d f équations du système (3.88), c’est-à-dire
que ce système possède d f états rapides ξ f ∈ R

d f .
En décomposant la matrice de transformation T en :

T =

[

Tf 0
0 Ts

]

(3.87)

avec Tf ∈ R
d f×n f et Ts ∈ R

(n−d f )×ns , compte tenu de (3.78) on peut écrire le système (3.86)
comme suit :

ξ̇ f (t) = Tf S f f K f Φ f (T
−1ξ (t))+Tf S f s Ks Φs(T

−1ξ (t))+Tf B f u(t) (3.88a)

ξ̇s(t) = Ts Ss f K f Φ f (T
−1ξ (t))+Ts Sss Ks Φs(T

−1ξ (t))+Ts Bs u(t) (3.88b)

La condition de rang (3.89) pour le système dans les nouvelles coordonnées (3.88) est alors
respectée :

d f = rang(Tf S f f ) (3.89)

Enfin, la forme à perturbations singulières du système (3.88) est déduite :

εξ̇ f (t) = Tf S f f ÃΦ f (T
−1ξ (t))+ εTf S f s Ks Φs(T

−1ξ (t))+ εTf B f u(t) (3.90a)

ξ̇s(t) = Ts Ss f K f Φ f (T
−1ξ (t))+Ts Sss Ks Φs(T

−1ξ (t))+Ts Bs u(t) (3.90b)

En faisant tendre ε vers zéro, on obtient :

0 = Tf S f f ÃΦ f (T
−1ξ (t)) (3.91a)

ξ̇s(t) = Ts Ss f K f Φ f (T
−1ξ (t))+Ts Sss Ks Φs(T

−1ξ (t))+Ts Bs u(t) (3.91b)

Sachant que ξ = [ξ f ξs], le système (3.91) permet d’extraire ξ f de l’équation (3.91a) et de
l’introduire dans (3.91b). Le modèle linéaire réduit est alors obtenu.

Exemple 3.2 (Illustration de la méthode)
Soit le système linéaire :

ẋ(t) =

[

−1 5
2 −3

]

x(t)+Bu(t) (3.92)

Tenant compte des inégalités suivantes :

|a11| < |a21| < |a22| << |a12| (3.93)
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les ensembles de paramètres As et A f et d’indices Is et I f sont données par :

As = {1, 2, 3} , Is = {[11], [21], [22]} , ds = 3 (3.94)

A f = {5} , I f = {[12]} , d f = 1 (3.95)

Le système (3.92) peut être écrit sous la forme (3.75) en définissant les matrices suivantes :

Ks =





1 0 0
0 2 0
0 0 3



 , Ss =

[

−1 0 0
0 1 −1

]

(3.96)

K f =
[

5
]

, S f =

[

1
0

]

(3.97)

Φ f (t) = x2(t), Φs(t) =





x1(t)
x1(t)
x2(t)



 (3.98)

En séparant l’état lent x2 et l’état rapide x1 le système (3.92) s’écrit sous la forme (3.77), en
définissant les matrices suivantes :

S f f =
[

1
]

, Ss f =
[

0
]

, S f s =
[

−1 0 0
]

, Sss =
[

0 1 −1
]

(3.99)

Le paramètre singulier est obtenu en utilisant (3.81) : ε = 0.188. La forme à perturbation
singulière est obtenue :

ε ẋ f (t) = S f f ÃΦ f (x(t))+ εS f s Φs(x(t))+ εB f u(t) (3.100a)

ẋs(t) = Ss f K f Φ f (x(t))+SssKs Φs(x(t))+Bs u(t) (3.100b)

où la matrice Ã =
K f

k̃ f
.

ε ẋ1(t) = 1 · 5
−5.317

x2(t)+ ε
[

−1 0 0
]





x1(t)
x1(t)
x2(t)



+ εB f u(t) (3.101a)

ẋ2(t) = 0 ·5 · x2(t)+
[

0 1 −1
]





1 0 0
0 2 0
0 0 3









x1(t)
x1(t)
x2(t)



+Bs u(t) (3.101b)

où la matrice Ã =
K f

k̃ f
. La condition de rang (3.84) est respectée. En conclusion, la forme

(3.101) est la forme à perturbations singulières du système linéaire (3.92).
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3.4 Représentation multimodèle pour les systèmes singuliers

On se propose de déterminer une forme multimodèle pour un système non linéaire de la
forme (3.1), de manière systématique, sans perte d’information.
Les fonctions f et g sont supposées continues et bornées dans U ⊆ D, avec D leur domaine
de définition. Ce domaine dépend bien sûr du nombre de relations dynamiques et statiques
existantes entre les différentes entrées, sorties et états du système. Le passage du système (3.1)
vers une forme linéaire à paramètres variables constitue une première étape dans l’obtention
d’un multimodèle [Marx et Ragot, 2008]. En utilisant les techniques qui ont été proposées dans
le chapitre 2, on peut réécrire le système (3.1) comme suit :

{

E(x(t),u(t)) ẋ(t) = A(x(t),u(t))x(t)+B(x(t),u(t))u(t)
y(t) = C(x(t),u(t))x(t)+D(x(t),u(t))u(t)

(3.102)

où les matrices E, A(x,u), B(x,u), C(x,u) et D(x,u) ont des dimensions compatibles avec celles
de x, u et y : E(x,u) ∈ R

n×n, A(x,u) ∈ R
n×n, B(x,u) ∈ R

n×m, C(x,u) ∈ R
ℓ×n, D(x,u) ∈ R

ℓ×m.
Les dérivées de plusieurs variables d’état peuvent intervenir dans une même relation, de ce fait
E(x,u) n’a pas nécessairement une structure diagonale. De plus, E(x,u) n’est pas nécessaire-
ment de plein rang ligne. On peut considérer sans perte de généralité, que E(x,u) et A(x,u) sont
des matrices carrées ; dans le cas contraire, on complète par des lignes nulles jusqu’à obtention
de matrices ou fonctions matricielles de dimension n× n. De plus, on suppose, sans perte de
généralité, que les relations statiques entre x et u seront incluses dans la première équation du
système. Ainsi, ces relations statiques entre x et u vont correspondre à une ou plusieurs lignes
nulles dans la matrice E.
Il n’est pas restrictif de supposer nul le terme de transfert direct de la commande vers la sortie,
en effet il suffit d’augmenter le vecteur d’état pour y inclure u ≡ ω et annuler la matrice D de
transfert direct de u vers y dans l’équation (3.102). Ainsi, le système (3.102) devient :

{

Ẽ ẋa(t) = Ã(x,u)xa(t)+ B̃(x,u)u(t)
y(t) = C̃(x,u)xa(t)

(3.103)

où

Ẽ =

[

E(x,u) 0n×m

0m×n 0m×m

]

, Ã(x,u) =

[

A(x,u) 0n×m

0m×n −Im

]

B̃(x,u) =

[

B(x,u)
Im

]

, C̃(x,u) =
[

C(x,u) D(x,u)
]

, xa =

[

x
ω

]

avec Ẽ(x,u) ∈ R
(n+m)×(n+m), Ã(x,u) ∈ R

(n+m)×(n+m), B̃(x,u) ∈ R
(n+m)×m, C̃(x,u) ∈ R

ℓ×(n+m).
Le système (3.103) représente la forme linéaire à paramètres variables du système non linéaire
(3.1). Compte tenu de la démarche proposée au chapitre précédent, on peut obtenir la forme
multimodèle :











Ẽ(x,u) ẋa(t) =
r
∑

i=1
µi(xa(t),u(t))

[

Ãi xa(t)+ B̃i u(t)
]

y(t) =
r
∑

i=1
µi(xa(t),u(t))F̃i xa(t)

(3.104)
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Sachant que :
Ẽ(x,u) = (ẽi, j(x,u))1≤i, j≤n+m

Ã(x,u) = (ãi, j(x,u))1≤i, j≤n+m

B̃(x,u) = (b̃i, j(x,u))(1≤i≤n+m),(1≤ j≤m)

on définit l’ensemble des variables de prémisse comme l’union des ai, j, bi, j, ei, j et fi, j non
constants :

Vz =
{

ai, j(x,u) 6= const., bi, j(x,u) 6= const., fi, j(x,u) 6= const., ei, j(x,u) 6= const.
}

On note plus simplement Vz =
{

z1(x,u), ...,zp(x,u)
}

.
En supposant que ces variables de prémisse soient bornées dans le domaine de fonctionnement
du système, on peut appliquer la transformation polytopique convexe pour décomposer les p
variables de prémisse en deux parties. Conformément à la méthodologie systématique dévelop-
pée dans les sections précédentes, on peut définir les fonctions de pondération µi(x,u) comme
produits entre les partitions de chaque variable de prémisse. De même, les matrices constantes
Ẽi, Ãi, B̃i, F̃i du multimodèle (3.104) peuvent être déterminées à l’aide des maxima et minima
de chacune de ces variables.
En conclusion, un système singulier, qui constitue un outil de modélisation adapté à décrire
des processus régis à la fois par des équations dynamiques et des équations statiques, peut se
transformer sous forme multimodèle.

3.5 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre comment obtenir la forme à perturbations singulières
pour des systèmes linéaires et non linéaires caractérisés par des échelles de temps multiples.

Une méthode existante dans la littérature et basée sur un changement de coordonnées, qui
permet l’obtention de la forme standard à perturbation singulière est présentée à l’aide de
l’exemple d’un système chimique mettant en lumière certaines limitations. Une méthode plus
générale qui permet d’éliminer une partie de ces inconvénients à été proposée ensuite.

Une forme multimodèle a été proposée pour des systèmes à perturbations singulières, en
utilisant une technique similaire à celle utilisée pour les systèmes non linéaires classiques à une
seule échelle de temps.

"La vie c’est comme une bicyclette, il faut avancer pour ne pas perdre l’équilibre."
Albert Einstein
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“La chose la plus incompréhensible à propos de l’univers est qu’il soit compréhensible”
Albert Einstein

4.1 Introduction

4.1.1 Généralités

Les modèles non linéaires se révèlent bien adaptés pour la représentation des systèmes réels.
Comme déjà présenté dans les chapitres précédents, le multimodèle répond au problème d’ex-
tension des méthodes linéaires aux systèmes non linéaires, grâce à sa structure aisément exploi-
table.

Le comportement dynamique d’un système réel peut être décrit par un modèle mathéma-
tique formé d’équations différentielles liant les variables internes d’état. L’évolution dans le
temps de ces variables exprime l’évolution du système réel. Cette représentation d’état est très
bien adaptée à la synthèse des lois de commande, dont la mise en œuvre demande la connais-
sance des variables d’état. Comme l’état complet du système peut s’avérer difficile voir impos-
sible à mesurer, à cause des différentes contraintes d’ordre physique, économique ou technolo-
gique, les variables d’état non disponibles doivent être estimés. Cette reconstruction d’état se
fait habituellement par le biais d’un capteur logiciel, souvent appelé observateur. La reconstruc-
tion d’état -dont le principe est présenté à la figure 4.1- se propose de fournir des estimations
des variables d’état en utilisant des grandeurs connues, comme les entrées et les sorties du sys-
tème. La structure de l’observateur est réalisée en se basant sur un modèle du système réel. Des
observateurs plus sophistiqués peuvent être construits, prenant en compte la présence d’entrées
inconnues ou d’incertitudes du système.

Figure 4.1 – Principe de l’estimation d’état en présence d’entrées inconnues

L’estimation d’état d’un système joue un rôle important dans le contexte de la surveillance
et du diagnostic des systèmes, car elle permet de générer des symptômes de défaillance du
système à partir d’une comparaison entre les variables mesurées et celles estimées. En effet,
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l’observateur est construit à partir d’un modèle de bon fonctionnement du système. En cas de
défaillance, les données mesurées ne vérifient plus les relations du modèle. De ce fait, il y aura
une incohérence entre les données mesurées et les données estimées [Gertler, 1998; Patton et
Frank, 2000]. Comme les systèmes physiques présentent souvent des dynamiques complexes et
non linéaires, dans un contexte de diagnostic, il est nécessaire de réaliser l’estimation d’état à
partir d’un modèle permettant de représenter le système sur une large plage de fonctionnement.
Dans ce cas, l’utilisation des modèles non linéaires est conseillée.

L’estimation d’état des systèmes représentés par des modèles non linéaires est un problème
difficile à résoudre dans un cadre général. Un aperçu de l’ensemble des techniques existantes
de construction d’observateurs pour des systèmes non linéaires a été présenté au chapitre 1.
Parmi les difficultés, on rappelle que toutes ces techniques sont fortement liées à la structure
du modèle utilisée. De même, la notion d’observabilité (la capacité à estimer l’état à partir des
mesures disponibles) dépend fortement du signal d’excitation appliqué au système et n’est pas
définie dans un contexte global unique.

La plupart des travaux existants sont dédiés à l’estimation d’état des multimodèles à va-
riables de prémisse mesurables, et plus particulièrement représentées par les variables d’entrée
et de sortie du système [Tanaka et Wang, 2001; Bergsten et al., 2002; Guerra et al., 2009].
Malheureusement, dans beaucoup de situations ces variables de prémisse sont les variables
d’état, dont les mesures ne sont pas toujours disponibles. Bien que les principales méthodes
pour construire un MM à partir d’un système non linéaire (à savoir la transformation par sec-
teur non linéaire ou la linéarisation autour de points de fonctionnement) conduisent à des MM
à variables de prémisse non mesurables, seuls quelques résultats [Ichalal et al., 2008b, 2009c;
Bergsten et al., 2002; Yoneyama, 2009] sont dédiés à l’exploitation de ces modèles pour le diag-
nostic et la commande ou l’observation. Ces derniers résultats ont été obtenus uniquement pour
des systèmes non linéaires à une seule échelle de temps et non pour des systèmes singuliers.
Ceci nous a motivé pour étudier ce type de système et quelques résultats sont proposés dans ce
chapitre.

Deux cas sont envisagés suivant que le MM singulier est affecté par des entrées inconnues
ou non. La première approche proposée dans ce chapitre concerne les systèmes non linéaires
incertains et affectés par des entrées inconnues. La construction d’un observateur proportionnel
intégral à entrées inconnues est réalisée, permettant une estimation simultanée de l’état du sys-
tème et des entrées inconnues en présence d’incertitudes de modélisation. Cette approche n’a
pas encore été développée, à notre connaissance, dans la littérature.

Une deuxième approche prend en compte la forme standard des systèmes à perturbations
singulières, pour laquelle une forme multimodèle équivalente est proposée. Dans [Marx et al.,
2007] l’estimation d’état pour un modèle singulier de type Takagi-Sugeno avec des variables
de prémisse mesurables affecté par des entrées inconnues est présentée. L’observateur proposé
n’est pas sous une forme singulière, mais il est présenté sous une forme classique afin de faciliter
l’implémentation. Dans la suite de ce chapitre, cette idée d’utiliser un observateur ayant une
structure classique, afin d’estimer les variables d’état d’un système à perturbation singulière
sera retenue. Cependant, une extension aux multimodèles singuliers à variables de prémisse
non-mesurables est proposée, ce qui constitue une des contributions de ce chapitre.

En présence de perturbations et d’entrées inconnues affectant le système à étudier, l’esti-
mation d’état ne peut pas être parfaitement réalisée car la convergence vers zéro de l’erreur
d’estimation d’état ne peut pas être assurée. Cependant, il est possible de quantifier et de mini-

115



Chapitre 4. Estimation d’état

miser l’impact des perturbations sur cette erreur, en minimisant une borne supérieure de l’erreur
de reconstruction. Différentes normes peuvent être utilisées afin de fournir une estimation de
l’amplitude de l’erreur de reconstruction. Une extension de la norme H∞ - classiquement utili-
sée dans le cadre linéaire, mais qui ne peut pas être utilisée dans le contexte multimodèle - est
réalisée à travers la norme L2 [Weinmann, 1991].

Ce chapitre est structuré autour de l’estimation d’état des systèmes non linéaires classiques
à forme explicite et à perturbations singulières, en section 4.2. Trois observateurs sont proposés,
en sections 4.2.4, 4.2.5 et 4.2.6, un observateur pour les systèmes MM, incertains et affectés par
des entrées inconnues, et deux autres pour les systèmes à deux échelles de temps affectés ou non
par des entrées inconnues. Les conditions de convergence de l’erreur d’estimation des variables
d’état et des entrées inconnues sont exprimées à l’aide d’inégalités matricielles linéaires (LMI)
en utilisant la méthode de Lyapunov et l’approche L2 et chaque méthode est illustrée par un
exemple. Quelques conclusions sont présentées en section 4.3.

4.1.2 Origine des perturbations affectant le système

En général, la pertinence de l’estimation d’état dépend fortement de la qualité des mesures
et de la précision du modèle utilisé. Cependant, tout modèle comporte des imprécisions, car il
est une représentation abstraite plus ou moins conforme du comportement dynamique réel du
système. De plus, les variables de commande du système, connues et fixées grâce au modèle
du système, ne sont pas les seules à intervenir sur l’évolution du système. L’environnement du
système agit dans une certaine mesure sur ce dernier, générant différents types de perturbations
qui peuvent affecter la qualité de l’estimation d’état. Ces perturbations -difficiles à maîtriser
dans la plupart du temps- doivent être prises en compte lors de la synthèse des observateurs afin
de rendre l’estimation robuste (voir figure 4.2).

La notion de robustesse, fait référence à l’insensibilité de l’estimation d’état vis-à-vis des
perturbations internes ou externes du système. L’appellation perturbation recouvre de nombreux
concepts. Isermann [2006] la définit comme un phénomène difficilement maîtrisable qui agit sur
le système. Les bruits dans les dispositifs de mesure ou bien les erreurs de transmission sont des
exemples classiques de perturbations externes, alors que les imprécisions / erreurs de modéli-
sation peuvent être considérées comme des perturbations internes. Comme l’estimation d’état
fait appel à des mesures extraites du système, leur utilisation en présence des perturbations peut
conduire à des estimés biaisées de l’état du système. La présence de signaux de commande non
accessibles à la mesure agissant sur le système ou bien un défaut de capteurs ou d’actionneurs
constitue un cas fréquemment rencontré dans les processus réels. Toutes ces signaux, perturba-
tions internes et externes sont modélisés sous le nom d’entrées inconnues. La façon d’aborder
ces variables dans les études d’estimation d’état diffère en fonction de la connaissance qu’on
veut avoir sur ces variables. D’un côté, réaliser la détection, l’isolation et l’estimation des cer-
taines des entrées inconnues et, d’un autre côté, ignorer d’autres en rendant robuste l’estimation
d’état par rapport à ces entrées inconnues.

Lors de l’estimation ou du diagnostic il faut distinguer deux classes d’entrées inconnues. La
première est constituée des signaux sur lesquels on cherche à obtenir des informations les plus
précises possibles (défaut à détecter, localiser ou estimer si possible). La deuxième est formée
des signaux vis-à-vis desquels on cherche à être robuste (bruit de mesure dont l’influence sur
l’estimation ou le diagnostic sera minimisée).
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Figure 4.2 – Différentes sources de perturbations affectant un système

Les imprécisions de modélisation d’un système autonome représenté par un modèle linéaire
sont prises en compte de la façon suivante :

ẋ(t) = (A+∆A)x(t) (4.1)

où A représente la matrice du modèle linéaire nominal et ∆A les incertitudes du système. Deux
classes d’incertitudes sont habituellement considérées [Dubuisson, 1990] : incertitudes struc-
turées à dépendance affine (∆A = piAi où les pi sont de type intervalle) ou bornées en norme
(∆A = M F(t)N où M et N sont des matrices constantes et où FT (t)F(t) ≤ I) et incertitudes
non structurées dont on possède seulement une majoration de type norme (‖∆A‖ ≤ a).

Remarque 4.1. Dans la suite, seule la forme d’incertitudes structurées bornées en norme sera
considérée.

Dans le contexte multimodèle, un système incertain se présente comme suit :

ẋ(t) =
r

∑
i=1

µi(z(t))[(Ai +∆Ai(t))x(t)+(Bi +∆Bi(t))u(t)]

y(t) = Cx(t)+Du(t) (4.2a)

la prise en compte d’incertitudes sur les matrices C et D pouvant également être considérée. De
même, un système affecté par des entrées inconnues ou par des perturbations externes d(t) est
décrit par la structure suivante :

ẋ(t) =
r

∑
i=1

µi(z(t))[Aix(t)+Biu(t)+Eid(t)]

y(t) = Cx(t)+Du(t)+Gd(t) (4.3a)

où les matrices Ai, Bi, Ei, C, D et G sont de dimensions appropriées.

117



Chapitre 4. Estimation d’état

4.2 Synthèse d’observateurs à variables de prémisse non me-
surables

4.2.1 Observateurs basés sur la structure multimodèle

Avant de détailler les résultats proposés dans le cadre de l’estimation de MM (4.3)- (4.2),
nous présentons sur une structure simple de MM (4.4) (sans entrée inconnue, sans incertitude,
non singulière) ainsi que les difficultés posées par l’estimation de ce type de systèmes et les
méthodes généralement utilisées.
La structure des systèmes à observer est de la forme suivante :

ẋ(t) =
r

∑
i=1

µi(z(t))(Ai x(t)+Biu(t)) (4.4a)

y(t) = Cx(t)+Du(t) (4.4b)

Structure de l’observateur basé sur la forme multimodèle

La structure d’observateur -basée sur la structure multimodèle- la plus utilisée dans la lit-
térature est une extension de celle de l’observateur de Luenberger proposée pour les systèmes
linéaires [Luenberger, 1971]. Ce choix s’avère naturel sachant que la structure multimodèle
est une combinaison linéaire de sous-modèles linéaires L’observateur proposé, inspiré de celui
construit pour le cas linéaire a la forme suivante :

˙̂x(t) =
r

∑
i=1

µi(ẑ(t))(Ai x̂(t)+Bi u(t)+Li(y(t)− ŷ(t))) (4.5a)

ŷ(t) = C x̂(t)+Du(t) (4.5b)

Pour déterminer les gains Li de l’observateur (4.5), une étude de stabilité du système générant
l’erreur d’estimation d’état doit être réalisée, cette erreur étant définie par :

e(t) = x(t)− x̂(t) (4.6)

Stabilité de l’erreur d’estimation d’état

Tenant compte de la définition de l’erreur d’estimation (4.6) et des dynamiques de l’état
(4.4) et de son estimé (4.5a), ce système s’explicite :

ė(t) =
r

∑
i=1

µi(z(t))(Aix(t)+Biu(t))−
r

∑
i=1

µi(ẑ(t))(Aix̂(t)+Biu(t)+LiCe(t)) (4.7)

La dynamique de l’erreur dépend de la connaissance des variables de prémisse z(t) intervenant
dans les fonctions de pondération µi. Le système générant l’erreur d’estimation d’état (4.7) est
obtenu dans un cadre général en considérant que les variables de prémisse z(t) ne sont pas
mesurables. Dans ce cas l’observateur (4.5) contient une estimation ẑ(t) de ces variables.
La plupart des travaux concernant la conception de multi-observateurs d’état suppose que les
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variables de prémisse sont connues (ẑ(t) = z(t)) [Akhenak et al., 2004; Rodrigues, 2005]. Dans
ce cas, le multi-observateur utilise les mêmes variables de prémisse que le modèle. Ainsi, une
factorisation par les fonctions de pondération est possible dans l’évaluation de la dynamique de
l’erreur et le système (4.7) devient :

ė(t) =
r

∑
i=1

µi(z(t))(Ai −LiC)e(t) (4.8)

Comme le système (4.8) est un système autonome sous forme multimodèle, dans ce cas des ré-
sultats classiques de stabilité des multimodèles à variables de prémisse non mesurables peuvent
être appliqués [Tanaka et Wang, 2001; Bergsten et al., 2002; Ichalal et al., 2009c].

La méthode de Lyapunov [Liapounoff, 1907] permet d’examiner la stabilité d’un système
linéaire ou non linéaire par l’analyse de la décroissance d’une fonction scalaire, sans calculer
une solution explicite des équations du système. Les résultats basés sur la méthode de Lyapunov
sont exprimés en termes d’inégalités matricielles linéaires (LMI), les LMI ayant été introduites
dans le contrôle linéaire et robuste au début des années 1990 par Boyd et al. [1994], et dans la
communauté intéressée par les études dans le contrôle floue, par Tanaka et al. [1996], Tanaka et
Wang [2001].

Le résultat suivant, basé sur le choix d’une fonction quadratique de Lyapunov V (e(t)) =
e(t)T Pe(t) où P = PT > 0, offre des conditions suffisantes de stabilité de l’erreur d’estimation.

Théorème 4.1. Le système (4.8) est quadratiquement stable s’il existe une matrice symétrique et
définie positive P ∈ R

n×n et des matrices Li telles que les conditions suivantes soient vérifiées :

(Ai −LiC)T P+P(Ai −LiC) < 0, i = 1, ...,r (4.9)

Une formulation LMI de (4.9) est obtenue en faisant le changement de variable Ki = PLi.
La stabilité du multimodèle est donc liée, d’une part, à la stabilité des sous-modèles, et d’autre
part, à l’existence d’une matrice de Lyapunov commune à tous les sous-modèles. La recherche
analytique de la matrice P satisfaisant les inégalités demandées peut s’avérer difficile (même
dans les cas à faible dimension) ; toutefois, il existe des algorithmes d’optimisation convexe effi-
caces capables d’offrir des solutions numériques à ce problème [Boyd et al., 1994]. Cependant,
pour un nombre élevé de sous-modèles r, les conditions (4.9) peuvent être conservatrices dans
le sens où il est difficile de trouver une matrice P unique respectant l’ensemble des conditions
(4.9). D’autres techniques ont été proposées ensuite afin de réduire le conservatisme de ce résul-
tat en utilisant d’autres fonctions de Lyapunov, poly-quadratiques [Chadli, 2002; Tanaka et al.,
2003; Fang et al., 2006; Kruszewski, 2006] ou non quadratiques [Boyd et al., 1994; Johansson,
1999]. Ce dernier type de fonction fournit des conditions de stabilité exprimées en terme d’in-
égalités matricielles bilinéaires (BMI) qui sont en général plus difficiles à résoudre que les LMI.

Les résultats proposés dans [Bergsten et al., 2001] proposent des conditions de convergence
d’estimation d’état vers zéro en se basant sur l’observateur de Thau-Luenberger [Thau, 1973] :

Théorème 4.2. L’erreur d’estimation d’état entre le modèle Takagi-Sugeno et l’observateur
converge asymptotiquement vers zéro, s’il existe des matrices P,Q ∈ R

n×n > 0, des matrices
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Ki ∈ R
n×l et un scalaire γ > 0 tels que :

PAi +AT
i P−KiC−CT KT

i < Q, i = 1, ...,r (4.10)
[

−Q+ γ2 I P
P −I

]

< 0 (4.11)

Des incertitudes de modélisation sont prises en compte dans [Bergsten et al., 2002] où un
observateur à mode glissant a été conçu. Les travaux de [Ichalal, 2009] et [Yoneyama, 2009]
traitent le problème d’estimation d’état des systèmes sous forme multimodèle avec des variables
de prémisse non mesurables en cherchant à réduire le conservatisme des résultats précédents.
Dans Ichalal et al. [2009c, 2010] l’approche Lipschitz est améliorée, il n’y a pas de ∆A, ∆B dans
ces articles c’est juste une réécriture. Deux observateurs, proportionnel intégral et proportionnel
multi-intégral à entrées inconnues ont été proposés dans Ichalal et al. [2009b] et représentent
une extension de ce type d’observateurs du cas linéaire au cas non linéaire. Dans Ichalal et al.
[2009a] l’estimation est réalisée par l’approche L2 en considérant un système à incertitudes
bornées.

4.2.2 Approche L2

L’estimation d’état utilise de façon classique un modèle du système et des mesures col-
lectées sur ce dernier. Cependant, si le modèle du système est imparfait et notamment si les
perturbations n’ont pas été prises en compte dans la description, la convergence vers zéro de
l’erreur d’estimation d’état ne peut pas être assurée. À cet effet, la norme L2 -extension directe
de la norme H∞ [Weinmann, 1991; Van der Schaft, 1992] - peut être utilisée afin d’évaluer l’er-
reur d’estimation et ceci en particulier pour les systèmes à paramètres variables dans le temps.
Plus particulièrement, grâce à cette norme, on peut quantifier une borne supérieure du gain entre
l’énergie de l’entrée et celle de la sortie pour toutes les trajectoires paramétriques admissibles
du système [Bara, 2001].

Définition 4.1. La norme L2 d’un signal s(t) de carré intégrable est notée et définie par :

‖s(t)‖2 =

√

∫ ∞

0
s(t)T s(t)dt (4.12)

Définition 4.2. La norme L2 induite d’un système est définie par

sup‖u(t)‖2 6=0
‖y(t)‖2

‖u(t)‖2
(4.13)

où u(t) et y(t) sont respectivement les signaux d’entrée et de sortie à énergie bornée, au sens
de la norme ‖·‖2 du système considéré. Cette norme est une mesure du plus grand taux d’am-
plification énergétique de u(t) sur y(t).

En considérant un système de la forme (4.3) affecté par des perturbations notées d(t), bor-
nées en norme, l’observateur de type proportionnel(4.5), la dynamique de l’erreur d’estimation
d’état dépend de l’erreur mais aussi de la perturbation d(t). En effet, dans le cas simple où les
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variables de prémisse sont mesurables (i.e. µi = µ̂i) le système (4.8) devient :

ė(t) =
r

∑
i=1

µi(z(t))[(Ai −LiC)e(t)+(Ei −LiG)d(t)] (4.14)

Ainsi, les gains Li de l’observateur règlent directement l’impact de la perturbation d(t) sur l’er-
reur d’estimation e(t).

L’objectif de la synthèse d’observateur se pose dans les termes suivants : trouver les gains
Li de l’observateur (4.5) pour

– assurer la convergence de l’erreur d’estimation d’état e(t) en absence de perturbations
– atténuer l’influence de la perturbation d(t) sur l’erreur d’estimation d’état e(t)

Cet objectif se traduit par les contraintes de performances suivantes :

lim
t→∞

e(t) = 0 avec d(t) = 0 (4.15)

‖e(t)‖2 < γ ‖d(t)‖2 avec d(t) 6= 0 et e(0) = 0 (4.16)

La première contrainte garantit la convergence de l’erreur d’estimation vers zéro si aucune
perturbation n’agit sur le système.
La seconde assure la précision de la reconstruction en présence d’une perturbation d(t) sur
le système. En effet, γ est un scalaire positif à déterminer qui indique le niveau d’atténuation
entre d(t) et l’erreur e(t). Le but est de minimiser la norme L2 entre la perturbation d(t) et
l’erreur e(t), la précision de l’estimation étant ainsi fixée au moyen de la valeur de γ qui doit
être minimisée.
Ces objectifs sont atteints s’il existe une fonction de Lyapunov V (t) telle que V̇ (t)eT (t)e(t)−
γ2ω(t)T ω(t) < 0 [Boyd et al., 1994]. En choisissant V (t) = eT (t)Pe(t) avec P = PT > 0 on
obtient :

Théorème 4.3. L’erreur d’estimation entre l’observateur (4.5) et le système (4.3) vérifie (4.15)
et (4.16) s’il existe P = PT > 0, Ki et un scalaire positif γ tels que

[

I +PAi −KiC +AT
i P−CT KT

i PEi −KiG
(PEi −KiG)T −γ2I

]

< 0 (4.17)

Les gains Li sont donnés par Li = P−1Ki.

Dans le calcul de la dynamique de l’erreur d’estimation d’état (4.14) on a considéré que les
variables de prémisse sont mesurables.

Dans la suite, les travaux présentés dans ce mémoire se placent principalement dans le cadre
plus général et plus complexe des variables de décision non mesurables, cette situation se re-
trouvant souvent dans les modèles des processus réels où le multimodèle est obtenu par la
transformation pae secteur non linéaire. Elle n’a été traitée que récemment dans les travaux de
Bergsten et Palm [2000], Bergsten et al. [2001] et de façon plus élaborée dans [Ichalal, 2009].
La synthèse d’observateurs consiste à prouver que l’erreur d’estimation converge vers zéro en
absence de perturbations, ou bien, que l’influence des signaux inconnus sur l’erreur d’estima-
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tion est bornée et minimisée.

4.2.3 Description des systèmes non linéaires à variables de prémisse non
mesurables

Approche par isolation des perturbations

Soit le système non linéaire présenté sous forme multimodèle (4.4) avec des variables de
prémisse non mesurables. Pour s’affranchir de cette méconnaissance, une approche consiste à
transformer le multimodèle en isolant les variables de prémisse non mesurables dans un terme
de perturbation [Ichalal, 2009]. Pour cela, l’idée est de faire intervenir les variables de prémisse
estimées dans les fonctions de pondération. On peut alors écrire de façon équivalente l’état du
système (4.4) comme suit :

ẋ(t) =
r

∑
i=1

µi(ẑ(t))[Aix(t)+Biu(t)+ω(t)] (4.18)

en traitant dans (4.4) le terme dépendant des variables z(t) non mesurables comme une pertur-
bation ω(t) :

ω(t) =
r

∑
i=1

[µi(z(t))−µi(ẑ(t))] [Aix(t)+Biu(t)] (4.19)

La synthèse d’observateur pour (4.18) consistera alors à minimiser le gain L2 de l’entrée ω(t)
sur l’erreur d’estimation.

Approche par incertitudes bornées

Une autre méthode, également basée sur l’introduction des µi(ẑ) dans l’équation du sys-
tème, consiste à faire apparaître l’erreur d’estimation des variables de prémisse sous la forme
d’incertitudes bornées dans les matrices d’état du système. Pour cela, on définit les matrices :

∆A(t) =
r

∑
i=1

δi(t)Ai (4.20)

∆B(t) =
r

∑
i=1

δi(t)Bi (4.21)

où

δi(t) = µi(z(t))−µi(ẑ(t)) (4.22)

∆A(t) = AδA(t) IA (4.23)

∆B(t) = BδB(t) IB (4.24)
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avec

A = [A1 ... Ar], ΓA(t) =







δ1(t)In ... 0
...

. . .
...

0 ... δr(t)In






, IA =







In
...
In







B = [B1 ... Br], ΓB(t) =







δ1(t)Im ... 0
...

. . .
...

0 ... δr(t)Im






, IB =







Im
...

Im







(4.25)

Grâce aux propriétés de convexité des fonctions de pondération on peut écrire −1 ≤ δi(t) ≤ 1
d’où :

ΓA(t)T ΓA(t) ≤ I (4.26)

ΓB(t)T ΓB(t) ≤ I (4.27)

Le système (4.4) devient un multimodèle incertain où les incertitudes sont bornées :

ẋ(t) =
r

∑
i=1

µi(ẑ(t))[(Ai +∆A(t))x(t)+(Bi +∆B(t))u(t)] (4.28)

Approche par incertitudes constantes

Soit le système non linéaire présenté sous forme multimodèle (4.4). Grâce à la propriété de
somme convexe des fonctions de pondération on peut écrire :

r

∑
i=1

[µi(z(t))−µi(ẑ(t))]Ai =

(

r

∑
j=1

µ j(ẑ(t))

)

r

∑
i=1

µi(z(t))Ai −
(

r

∑
i=1

µi(z(t))

)

r

∑
j=1

µ j(ẑ(t)A j

=
r

∑
i, j=1

µi(z(t))µ j(ẑ(t))(Ai −A j) (4.29)

où la notation suivante est utilisée :

r

∑
i=1

r

∑
j=1

⇔
r

∑
i, j=1

Compte tenu de (4.29) le système (4.18) peut être écrit :

ẋ(t) =
r

∑
i, j=1

µi(z(t))µ j(ẑ(t))[(A j +∆Ai, j)x(t)+(B j +∆Bi, j)u(t)] (4.30)

où

∆Ai, j = Ai −A j (4.31)

∆Bi, j = Bi −B j (4.32)
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On a ainsi transformé un multimodèle en un système incertain dans lequel les incertitudes sont
parfaitement connues et représentés par des matrices constantes [Ichalal, 2009]. Les trois écri-
tures proposées seront exploitées dans la suite de ce chapitre. De plus, il s’agit de transforma-
tions équivalentes du multimodèle de départ.

4.2.4 Estimation d’état de MM incertains en présence d’entrées incon-
nues

Positionnement du problème

Les entrées inconnues peuvent représenter une partie des commandes non accessibles à la
mesure, des perturbations non mesurables ou bien un défaut affectant un système. L’estimation
de ces entrées inconnues effectuée conjointement avec les états du système peut servir à la
génération de signaux indicateurs de défauts, mais insensibles aux perturbations. En revanche,
ne pas prendre en compte ces entrées inconnues dans la phase de synthèse d’un observateur
peut générer des signaux indicateurs corrompus par ces entrées inconnues.

Un observateur à entrées inconnues (Unknown Input Observer UIO) fournit une estimation
de l’état du système et ce, en dépit de la présence d’entrées inconnues agissant sur le système.
Ces observateurs ont fait l’objet de nombreux travaux de recherche et leurs propriétés sont
parfaitement connues pour les systèmes linéaires.
Deux catégories principales d’observateurs à entrées inconnues sont fréquemment rencontrées :

1. Une première catégorie est basée sur l’idée de découplage entre l’entrée inconnue et
l’erreur d’estimation afin de rendre l’erreur d’estimation insensible à ces entrées incon-
nues [Yang et Wilde, 1988; Hou et Muller, 1992; Gaddouna et al., 1994; Darouach et al.,
1994; Corless et Tu, 1998]. Un découplage parfait nécessite des conditions structurelles
pour que l’estimation soit parfaitement indépendante des entrées inconnues. Dans cette
approche, l’estimation des entrées inconnues n’est pas prise en compte. Cependant, l’es-
timation d’état ainsi réalisée peut servir ensuite à l’estimation des entrées inconnues. Les
dérivées temporelles des sorties du système sont souvent nécessaires à l’obtention d’une
telle estimation [Hou et Patton, 1998]. Or, la sortie d’un système est inévitablement en-
tachée de bruits de mesure. La dérivation sur un tel signal peut par conséquent s’avérer
délicate et doit être évitée. L’extension de ce type d’observateur à des systèmes non li-
néaires caractérisés par un multimodèle a été abordée simultanément par Akhenak et al.
[2004] et Rodrigues [2005]. Les approches utilisées pour la conception des observateurs
à entrées inconnues s’inspirent de l’observateur initialement proposé par [Darouach et al.,
1994] pour les systèmes linéaires invariants dans le temps (LTI).

2. La deuxième catégorie ne cherche pas à découpler parfaitement les entrées inconnues
vis-à-vis de l’erreur d’estimation, mais cherche à minimiser leur influence sur l’erreur
d’estimation. Cette approche permet par conséquent de relaxer les contraintes structu-
relles de découplage. Cette approche permet également l’estimation simultanée de l’état
et des entrées inconnues du système souvent au moyen d’une action intégrale améliorant
l’estimation d’état [Söffker, 2005; Marx et al., 2003; Ichalal et al., 2009b].

Un observateur à gain proportionnel intégral appartenant à la seconde catégorie d’observateurs
sera proposé dans cette section. Il est important de remarquer que la structure de l’observateur
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PI à entrées inconnues n’est pas la même que celle de l’observateur PI exploitée classiquement
[Kaczorek, 1979]. Une appellation similaire est toutefois utilisée, en raison de l’action intégrale
introduite dans la structure de l’observateur. Leur différence provient de la façon dont cette
action intégrale est mise à profit. Ici elle est destinée à fournir une estimation des entrées incon-
nues agissant sur le système alors que dans le cas classique elle peut être mise à profit afin de
garantir les performances dynamiques de l’observateur. À la figure 4.3 est présenté un schéma
d’un observateur proportionnel intégral à entrées inconnues.

Système

+ +

+
−

u(t)

y(t)

d(t)

d̂(t)

x̂(t) ŷ(t)

LI(x̂(t))

LP(x̂(t))

E(x̂(t))

B(x̂(t))

A(x̂(t))

G(x̂(t))

D(x̂(t))

C(x̂(t))
∫

∫

Figure 4.3 – Structure d’un observateur proportionnel-intégral (PI)

De tels observateurs fournissent une bonne estimation de l’entrée inconnue, même en pré-
sence de bruit de mesure, et l’introduction d’un gain intégral contribue à réduire le conserva-
tisme des conditions de convergence de l’erreur d’estimation dans la mesure où il constitue
un degré de liberté supplémentaire. Toutefois, l’hypothèse d’entrées inconnues constantes est
nécessaire pour la démonstration de la convergence de l’erreur d’estimation vers zéro. Théo-
riquement, cette hypothèse réduit la classe de signaux pouvant être estimés par l’observateur
PI, cependant, en pratique, il est possible d’estimer des signaux ayant des dynamiques lentes
en augmentant le gain de l’observateur. Dans cette optique, un observateur PI est proposé dans
Xiong et Saif [2003] en ajoutant un paramètre scalaire dans le retour intégral afin de régler, le
plus finement possible, l’estimation des entrées inconnues. L’inconvénient d’une telle démarche
est l’augmentation de la sensibilité au bruit de mesure avec l’augmentation des gains de l’obser-
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vateur [Koenig et Mammar, 2002], ce qui mène à la recherche d’un compromis entre robustesse
et performances de l’observateur.

Dans le contexte multimodèle à variables de prémisse non mesurables, pour la conception
d’observateurs à entrées inconnues pour un multimodèle, on peut citer les travaux de [Chen et
Saif, 2007] - qui généralisent l’observateur proposé dans [Bergsten et Palm, 2000] - ainsi que
ceux de Ichalal et al. [2009b]; Ichalal [2009].

Dans ce qui suit on propose la conception d’un observateur pour des systèmes sous forme
multimodèle affectés par des entrées inconnues, en considérant en plus la présence d’incerti-
tudes dues aux erreurs de modélisation. La difficulté due aux variables de prémisse non mesu-
rables est traitée en utilisant la transformation décrite à la section 4.2.3. À notre connaissance,
cette méthode de synthèse n’a pas encore été traitée dans la littérature et représente un intérêt
d’un point de vue applicatif, comme cela sera présenté dans le chapitre prochain.

Représentation multimodèle d’un système incertain

On considère le système incertain sous forme multimodèle affecté par des entrées incon-
nues :

ẋ(t) =
r

∑
i=1

µi(x(t)) [ (Ai +∆Ai(t))x(t)+(Bi +∆Bi(t))u(t)+Eid(t)] (4.33a)

y(t) = Cx(t)+Gd(t) (4.33b)

où x(t) ∈ R
n est l’état du système, u(t) ∈ R

m représente l’entrée connue, d(t) ∈ R
q l’entrée

inconnue, y(t) ∈ R
ℓ la sortie mesurée, les matrices ayant des dimensions appropriées, les incer-

titudes ∆Ai(t) et ∆Bi(t) satisfont les contraintes :

∆Ai(t) = Ma
i Fa(t)N

a
i (4.34a)

∆Bi(t) = Mb
i Fb(t)N

b
i (4.34b)

où Ma
i , Na

i , Mb
i , Nb

i sont des matrices connues constantes et de dimensions appropriées. Les
fonctions Fa(t) ∈ R

f1× f1 et Fb(t) ∈ R
f2× f2 sont des fonctions matricielles inconnues satisfaisant

les contraintes

FT
a (t)Fa(t) ≤ I (4.35a)

FT
b (t)Fb(t) ≤ I (4.35b)

L’espace paramétrique des éléments (Ai + ∆Ai(t),Bi + ∆Bi(t)) constitue le domaine d’incerti-
tude paramétrique, les incertitudes étant bornées. Plusieurs arguments en faveur de l’utilisation
de cette forme d’incertitudes sont présentés dans [Kahargonekar et al., 1990].

Rappelons que les fonctions de pondération µi satisfont la propriété de somme convexe
suivante

r

∑
i=1

µi(x(t)) = 1, 0 ≤ µi(x(t)) ≤ 1, ∀x(t), ∀t ≥ 0, i = 1, . . . ,r (4.36)

et qu’elles dépendent des variables d’état qui ne sont pas nécessairement disponibles à la me-
sure.
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Synthèse d’un observateur proportionnel-intégral

Dans la suite, l’hypothèse suivante est faite

Hypothèse 4.1. L’entrée inconnue est constante : ḋ(t) = 0.

Dans la synthèse d’un observateur proportionnel intégral, même si cette hypothèse est né-
cessaire pour la démonstration théorique de la convergence de l’erreur d’estimation d’état, elle
peut être relaxée dans les applications pratiques [Koenig et Mammar, 2002].
Afin d’estimer conjointement les états et les entrées inconnues, l’observateur proportionnel in-
tégral (Proportional Integral Observer PIO) suivant est proposé :

˙̂x(t) =
r

∑
i=1

µi(x̂(t))
(

Aix̂(t)+Biu(t)+Eid̂(t)+LP
i (y(t)− ŷ(t))

)

(4.37a)

˙̂d(t) =
r

∑
i=1

µi(x̂(t))L
I
i (y(t)− ŷ(t)) (4.37b)

ŷ(t) =Cx̂(t)+Gd̂(t) (4.37c)

La construction de l’observateur se résume à trouver les gains LP
i et LI

i tels que l’erreur d’estima-
tion de l’état et de l’entrée inconnue soient générées par un système stable. Le résultat suivant
résume la procédure de synthèse de l’observateur :

Théorème 4.4. L’observateur (4.37) qui estime l’état et l’entrée inconnue du système (4.33)
tout en minimisant γ le gain L2 du transfert des entrées connues et inconnues vers l’erreur
d’estimation des états et des entrées inconnues est obtenu en recherchant des matrices définies
positives et symétriques P1 ∈ R

(n+q)×(n+q) et P2 ∈ R
n×n, des matrices P j ∈ R

(n+q)×ℓ et des
scalaires positifs ε1i et ε2i qui minimisent γ = γ2 sous les contraintes LMI suivantes

Mii < 0, i = 1, . . . ,r (4.38a)
2

r−1
Mii +Mi j +M ji < 0, 1 ≤ i 6= j ≤ r (4.38b)

où Mi j est définie par

Mi j =



















Θ11
i j Θ12

i j 0 Θ14
i j P1M

a
i P1M

b
i

∗ Θ22
i j P2Bi P2Ei P2Ma

i P2Mb
i

∗ ∗ Θ33
i j 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γIq 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −ε1iI f1 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε2iI f2



















(4.39)

avec

Θ11
i j = In+q +S(P1A j −P jC), Θ12

i j = P1(Ãi − Ã j), Θ14
i j = P1(Ẽi − Ẽ j)

Θ22
i j = ε1iN

aT
i Na

i +S(P2Ai), Θ33
i j = ε2iN

bT
i Nb

i − γIm
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et les définitions suivantes :

C =
[

C G
]

, Ai =

[

Ai Ei

0 0

]

, Ãi =

[

Ai

0

]

,

Ẽi =

[

Ei

0

]

, M
a
i =

[

Ma
i (t)
0

]

, M
b
i =

[

Mb
i (t)
0

]

Les gains de l’observateur sont obtenus comme suit

[

LP
j

LI
j

]

= P−1
1 P j (4.40)

Notations. Les symboles ∗ dans une matrice bloc indiquent les blocs induits par la symétrie.
Pour toute matrice M, S(M) est définie par S(M) = M +MT .

Démonstration. Définissons le vecteur d’état augmenté et son estimé respectivement par

xa(t) =

[

x(t)
d(t)

]

, x̂a(t) =

[

x̂(t)
d̂(t)

]

(4.41)

L’erreur d’estimation de l’état augmenté est définie par

ea(t) = xa(t)− x̂a(t)

Le système (4.33) et l’observateur (4.37) s’écrivent alors

ẋa(t) =
r

∑
i=1

µi(xa(t))
[

(Ai +∆Ai(t))xa(t)+(Bi +∆Bi(t))u(t)
]

(4.42a)

y(t) = Cxa(t) (4.42b)

et

˙̂xa(t) =
r

∑
j=1

µ j(x̂a(t))
[

A jx̂a(t)+L jCea(t)+B ju(t)
]

(4.43a)

ŷ(t) = Cx̂a(t) (4.43b)

avec les définitions suivantes :

Bi =

[

Bi

0

]

, ∆Ai(t) =

[

∆Ai(t) 0
0 0

]

, ∆Bi(t) =

[

∆Bi(t)
0

]

, Li(t) =

[

LP
i

LI
i

]

Il faut remarquer que dans l’équation (4.42) les fonctions de pondération dépendent de xa(t),
alors que dans (4.43) elles dépendent de x̂a(t). Pour faire face à la difficulté d’exprimer l’erreur
d’estimation de l’état augmenté d’une façon exploitable, (4.42) est réécrit, en se basant sur la
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propriété (4.36),

ẋa(t) =
r

∑
i=1

r

∑
j=1

µi(xa(t))µ j(x̂a(t))
[

(A j +Ai −A j +∆Ai(t))xa(t)

+(B j +Bi −B j +∆Bi(t))u(t)
]

(4.44)

La forme ainsi obtenue se compare plus aisément à celle de l’observateur (4.43). En consé-
quence, l’erreur d’estimation de l’état augmenté obéit au système non linéaire suivant

[

ėa(t)
ẋ(t)

]

=
r

∑
i=1

r

∑
j=1

µi(xa(t))µ j(x̂a(t))

{[

A j −L jC Ãi − Ã j + ∆̃Ai(t)
0 Ai +∆Ai(t)

][

ea(t)
x(t)

]

+

[

∆Bi(t) Ẽi − Ẽ j

Bi +∆Bi(t) Ei

][

u(t)
d(t)

]}

(4.45a)

ea(t) =
[

In+q 0
]

[

ea(t)
x(t)

]

(4.45b)

où ∆̃A(t)T
i =

[

∆AT
i (t) 0

]

.
Soit V (ea(t),x(t)) la fonction Lyapunov candidate définie par :

V (xa(t),x(t)) =

[

ea(t)
x(t)

]T [
P1 0
0 P2

][

ea(t)
x(t)

]

(4.46)

où P1 et P2 sont des matrices symétriques et définies positives. L’objectif est de trouver les gains
de l’observateur qui minimisent le gain L2 du transfert des entrées connues u(t) et inconnues
d(t) vers l’erreur d’estimation de l’état et de l’entrée inconnue ea(t). Le gain est borné par γ si
[Boyd et al., 1994]

V̇ (ea(t),x(t))+ eT
a (t)ea(t)− γ2(uT (t)u(t)+dT (t)d(t)) < 0 (4.47)

En considérant la fonction de Lyapunov (4.46) et la trajectoire de ea(t) définie par (4.45), l’in-
égalité (4.47) peut être écrite

r

∑
i=1

r

∑
j=1

µi(xa(t))µ j(x̂a(t))









ea(t)
x(t)
u(t)
d(t)









T 







Ψ11
i j Φ12

i j Φ13
i j Ψ14

i j

∗ Φ22
i j Φ23

i j P2Ei

∗ ∗ −γ2Im 0
∗ ∗ ∗ −γ2Iq

















ea(t)
x(t)
u(t)
d(t)









< 0 (4.48)
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où

Ψ11
i j = S(P1A j −P1L jC)+ I

Φ12
i j = P1(Ãi − Ã j + ∆̃Ai(t))

Φ13
i j = P1∆Bi(t)

Ψ14
i j = P1(Ẽi − Ẽ j)

Φ22
i j = S(P2Ai +P2∆Ai(t))

Φ23
i j = P2(Bi +∆Bi(t))

La résolution de (4.48) est rendue délicate par la présence des perturbations ∆Ai(t) et ∆Bi(t).
En séparant les termes variant avec le temps, (4.48) devient

r

∑
i=1

r

∑
j=1

µi(xa(t))µ j(x̂a(t))









ea(t)
x(t)
u(t)
d(t)









T 




















Ψ11
i j Ψ12

i j 0 Ψ14
i j

∗ Ψ22
i j Ψ23

i j P2Ei

∗ ∗ −γ2Im 0
∗ ∗ ∗ −γ2Iq









+S



















P1M
a
i

P2Ma
i

0
0









Fa(t)









0
NaT

i
0
0









T

+









P1M
b
i

P2Mb
i

0
0









Fb(t)









0
0

NbT
i
0









T




































ea(t)
x(t)
u(t)
d(t)









< 0 (4.49)

où

Ψ12
i j = P1(Ãi − Ã j)

Ψ22
i j = S(P2Ai)

Ψ23
i j = P2Bi

Rappelons que pour toutes matrices X , Y et F(t) de dimensions appropriées et satisfaisant
F(t)T F(t) ≤ I et pour tout scalaire positif ε l’inégalité suivante est respectée :

XF(t)Y T +Y F(t)T XT ≤ εXXT + ε−1YY T (4.50)

En utilisant l’inégalité précédente (4.50) et la propriété (4.34) des fonctions Fa(t) et Fb(t), on
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peut déduire que (4.49) est satisfaite si l’inégalité suivante est respectée :

r

∑
i=1

r

∑
j=1

µi(xa(t))µ j(x̂a(t))























Ψ11
i j Ψ12

i j 0 Ψ14
i j

∗ Ψ22
i j Ψ23

i j P2Ei

∗ ∗ −γ2Im 0
∗ ∗ 0 −γ2Iq









+S











ε−1
i1









P1M
a
i

P2Ma
i

0
0

















P1M
a
i

P2Ma
i

0
0









T

+ ε−1
2i









P1M
b
i

P2Mb
i

0
0

















P1M
b
i

P2Mb
i

0
0









T

+ ε1i









0
NaT

i
0
0

















0
NaT

i
0
0









T

+ ε2i









0
0

NbT
i
0

















0
0

NbT
i
0









T




























< 0 (4.51)

En utilisant le complément de Schur et définissant P j = P1L j et γ = γ2, l’inégalité précédente
devient

r

∑
i=1

r

∑
j=1

µi(xa(t))µ j(x̂a(t))Mi j < 0 (4.52)

avec Mi j définie dans (4.39). De plus, en utilisant le résultat [Tuan et al., 2001] que pour tout
i = 1, . . . ,r et 1 ≤ i 6= j ≤ r

r

∑
i=1

r

∑
j=1

µi(z)µ j(ẑ)Mi j < 0 ⇐
{

Mii < 0
2

r−1Mii +Mi j +M ji < 0
(4.53)

On peut déduire que (4.52) est satisfaite si (4.38) l’est, ce qui achève la preuve.

Remarque 4.2. Dans le cas où le système est affecté à la fois par des entrées inconnues à
estimer d(t) et des perturbations qu’on ne cherche pas à reconstruire w(t), le système (4.33)
devient

ẋ(t) =
r

∑
i=1

µi(x(t))((Ai +∆Ai(t))x(t)+(Bi +∆Bi(t))u(t)+Eid(t)+Fiw(t)) (4.54a)

y(t) = Cx(t)+Gd(t)+Hw(t) (4.54b)

Le résultat précédent peut être facilement adapté afin d’estimer les deux variables x(t) et d(t)
tout en minimisant l’influence de w(t) sur les erreurs d’estimation. On peut facilement voir que
les matrices Mi j de (4.38) doivent être remplacées par M̃i j définie par

M̃i j =

[

Mi j Ψi j

∗ −γInw

]

(4.55)
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avec

ΨT
i j =

[

(P jH −P1Fi)
T FT

i P2 0 0
]

(4.56)

H
T

=
[

HT 0
]

(4.57)

F
T
i =

[

FT
i 0
]

(4.58)

Le théorème 4.4 s’applique alors avec ces nouvelles définitions.

Exemple

On reprend le système de trois cuves décrit à la section 2.2.8, qui est un système non linéaire
multi-entrées et multi-sorties comportant deux entrées (Q1 et Q2) et deux sorties (x1 et x2). Les
débits Q f 1, Q f 2 et Q f 3 représentant des débits de fuite éventuelle au niveau des cuves seront
pris en compte ici, contrairement à l’étude effectuée en chapitre 2 où ils étaient considérés nuls.
Plus précisément, on cherche à estimer Q f 1 et Q f 2 et à être robuste vis-à-vis de Q f 3.
Ce système est représenté par les équations suivantes :

ẋ1(t) =
1
S

Q1(t)−W1,3(x)
√

2g |x1(t)− x3(t)|−
1
S

Q f 1(t)

ẋ2(t) =
1
S

Q2(t)+W3,2(x)
√

2g |x3(t)− x2(t)|−
1
S

α2Sn

√

2gx2(t)−
1
S

Q f 2(t) (4.59)

ẋ3(t) = W1,3(x)
√

2g |x1(t)− x3(t)|−W3,2(x)
√

2g |x3(t)− x2(t)|−
1
S

Q f 3(t)

y(t) = C x(t)+Gd(t)

où pour des raisons de simplicité des notations, on définit :

Wi,k(x) = αi
Sn

S
sgn[xi(t)− xk(t)], i 6= k (4.60)

Définissons

x =





x1

x2

x3



 , u =

[

Q1

Q2

]

, y =

[

x1

x2

]

, d =

[

Q f 1

Q f 2

]

, w = Q f 3 (4.61)

les vecteurs respectifs d’état, d’entrée, de sortie, d’entrée inconnue à estimer et d’entrée incon-
nue de perturbation intervenant dans (4.54).
Les matrices C et G sont données par :

C =

[

1 0 0
0 1 0

]

, G = O2×2 (4.62)

Conformément à l’hypothèse 2.1, les niveaux dans les trois cuves sont bornés : x ∈ R
3
+.

Hypothèse 4.2. Supposons que les paramètres d’écoulement du modèle α1 et α2 possèdent des
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incertitudes bornées

α1(t) = α1(t)+δα1(t) (4.63)

α2(t) = α2(t)+δα2(t) (4.64)

générant dans la matrice A une incertitude ∆A(t) satisfaisant les contraintes (4.34).

Transformation des équations sous forme multimodèle
Pour écrire le système des trois cuves sous forme multimodèle équivalente ; on utilise une
somme pondérée des états, grâce aux scalaires réels λi et γi (i = 1, ...,n). Le choix de ces sca-
laires -comme précisé de façon plus détaillée en chapitre 2- donne la possibilité de mettre en
évidence plusieurs formes quasi-LPV et ainsi d’obtenir plusieurs formes multimodèles.
Définissons, en fonction de ces sommes pondérées et en utilisant l’hypothèse 2.1, les variables
de prémisse suivantes :

z1(x) =
W1,3(t)
3
∑

i=1
λixi(t)

√

2g |x1(t)− x3(t)| (4.65)

z2(x) =
α2Sn

S

√

2g
x2(t)

(4.66)

z3(x) =
W3,2(t)
3
∑

i=1
γixi(t)

√

2g |x3(t)− x2(t)| (4.67)

Avec l’hypothèse 4.2, le système (4.59) prend la forme quasi-LPV :

ẋ(t) = [A(z1,z2,z3)+∆A(t)] x(t)+Bu(t)+E d(t)+F w(t) (4.68)

y(t) = Cx(t) (4.69)

Cette forme met en évidence les entrées inconnues d et w séparément des entrées u. Les matrices
A(z1,z2,z3), ∆A(t), B, E et F sont définies comme suit :

A(z1,z2,z3)+∆A(t) =







−λ1z̃1(x) −λ2z̃1(x) −λ3z̃1(x)

γ1z3(x) γ2z3(x)− z̃2(x) γ3z3(x)

λ1z̃1(x)− γ1z3(x) λ2z̃1(x)− γ2z3(x) λ3z̃1(x)− γ3z3(x)






(4.70)

où

z̃1(t) = z1(t)+δ1(t)
Sn

S
sgn(x1 − x3)

√

2g |x1(t)− x3(t)|
3
∑

i=1
λixi(t)

(4.71)

z̃2(t) = z2(t)+δ2(t)
Sn

S

√

2g
x2(t)

(4.72)
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Notons :

∆α1(t) = δ1(t)
Sn

S
sgn(x1(t)− x3(t))

√

2g |x1(t)− x3(t)|
3
∑

i=1
λixi(t)

(4.73)

∆α2(t) = δ2(t)
Sn

S

√

2g
x2(t)

(4.74)

B =











1
S

0

0
1
S

0 0











, E =











−1
S

0

0 −1
S

0 0











, F =







0
0

−1
S






(4.75)

∆A(t) =





−λ1∆α1(t) −λ2∆α1(t) −λ3∆α1(t)
0 −∆α2(t) 0

λ1∆α1(t) λ2∆α1(t) λ3∆α1(t)



 (4.76)

Hypothèse 4.3. Sachant que les niveaux dans les trois cuves sont bornés, conformément à
l’hypothèse 2.1, alors on peut déduire que ∆α1(t) et ∆α2(t) sont bornés.

Conformément à l’hypothèse 4.2 l’incertitude s’écrit ∆A(t) = MaFa(t)Na avec les matrices :

Ma =





−0.1 0
0 −0.15

0.1 0



 , Fa(t) =

[

∆α1(t) 0
0 ∆α2(t)

]

, Na =

[

λ1 λ2 λ3

0 1 0

]

(4.77)

En utilisant la transformation polytopique convexe, les variables z j peuvent s’écrire comme
dans (2.82) où les scalaires z j,1 et z j,2 sont définis par (2.83) et les fonctions Fj,1 et Fj,2 sont
données par (2.84).
Ainsi, le multimodèle est composé de 8 = 23 sous-modèles. Les fonctions de pondération sont
calculées comme dans (2.85). Les matrices constantes de chaque sous-modèles sont données
par Ai = A(z1,σ1

i
,z2,σ2

i
,z3,σ3

i
) i = 1, ...,8 où la matrice A(z1,z2,z3) est donnée en (4.70). Compte

tenu des définitions (4.75), on a Bi = B, Ei = E et Fi = F pour tout (i = 1, ...,8).
Finalement, le système (4.68) est réécrit sous la forme (4.54) avec ∆Bi(t) = 0, G = 0, H = 0.

Critères d’observabilité pour le choix de la forme multimodèle

Pour construire un observateur basé sur un multimodèle, la propriété d’observabilité doit être
assurée. Comme précisé en chapitre 2, l’observabilité de chaque sous-modèle est nécessaire
pour assurer l’observabilité du multimodèle global.
Conformément à l’étude effectuée en section 2.2.8 concernant les critères d’observabilité pour
le choix du MM, les multimodèles avec λ3 = γ3 = 0 doivent être évitées car la condition d’ob-
servabilité (2.89) n’est pas respectée.

Résultats d’estimation des hauteurs et des fuites

À partir de la forme multimodèle obtenue pour le système des trois cuves, un observateur PI
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(4.37c) est construit. Le théorème 4 est utilisé pour la synthèse de l’observateur et pour expliciter
les conditions de convergence de l’estimation de l’état et de l’entrée inconnue.

Les LMIs (4.38) sont résolues par rapport aux scalaires ε1i, ε2i (i = 1, ...,8), aux matrices
P̄j ∈ R

5×2 ( j = 1, ...,8) et aux matrices P1 ∈ R
5×5 et P2 ∈ R

3×3 qui ne seront pas présentés ici.
Les gains L j ∈ R

5×2 de l’observateur obtenus sont :

L1 =













1.51 −0.63
−2.65 1.12
1.15 −0.69
0.23 0.05
−0.47 2.04













L2 =













1.61 −0.50
1.46 1.10
−3.41 −0.35
−1.03 2.05

0.7 0.04













L3 =













1.50 −0.63
−2.65 2.02
1.20 −0.60

0 −0.5
0.44 1.02













L4 =













1.61 −0.50
1.46 2.01
−3.40 −0.35
0.23 −0.15
1.22 1.32













L5 =













2.87 −0.65
−2.52 1.17
1.06 −1.35
1.42 1.35
−2.23 −0.23













L6 =













2.92 −0.58
1.54 1.15
−3.23 −0.73
0.15 0.78
−0.41 −1.54













L7 =













2.87 −0.65
−2.53 2.08
1.06 −1.35
1.30 0.02
0.17 0.40













L8 =













3.11 −0.4
1.83 2.32
−2.79 −0.35
2.23 2.5
0.56 0













(4.78)

qui minimisent le gain L2 de transfert des entrées connues u et inconnues d vers l’erreur d’es-
timation d’état e : γ̄ = 1.14.

Les résultats d’estimation des variables d’état - les niveaux d’eau dans les trois cuves - sont
illustrés à la figure 4.4. Une convergence rapide des états estimés par l’observateur peut être
remarquée, les écarts d’estimation au voisinage de l’origine étant dûs au choix arbitraire des
conditions initiales de l’observateur.

Comme on peut le remarquer à la figure 4.5, les entrées inconnues Q f 1 et Q f 2 ne sont pas
constantes, ce qui était une hypothèse exigée dans le cadre de la construction du PIO. Toutefois,
les résultats d’estimation obtenus montrent qu’il suffit d’avoir un signal de dynamique lente afin
d’obtenir des bons résultats d’estimation de l’état et de l’entrée inconnue.

La figure 4.6 permet de visualiser les paramètres d’écoulement α1(t) et α2(t) générant des
incertitudes bornées dans la matrice d’état A.

4.2.5 Estimation d’état de MM à deux échelles de temps

Positionnement du problème

La modélisation des systèmes ayant deux échelles de temps est souvent réalisée à l’aide
de la forme singulière, traitée en détail au cours du chapitre 3. En supposant que la forme
standard singulière est obtenue, le cas limite où le paramètre de perturbation singulière tend
vers zéro demande la résolution d’un système algébrique afin d’extraire les variables rapides et
les remplacer dans l’ODE correspondant aux variables lentes. Ceci ne constitue pas un problème
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Figure 4.4 – Estimation des états du système de trois cuves
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Figure 4.5 – Estimation des entrées inconnues Q f 1 et Q f 2 du système de trois cuves

trivial et nécessite un changement de coordonnées (section 3.3.2).

En considérant la forme “singulière standard”, un MM équivalent peut être écrit. La forme
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Figure 4.6 – Les paramètres d’écoulement générant des incertitudes bornées

classique du MM est légèrement modifiée afin de séparer les différentes échelles de temps.
La contribution de cette approche est d’estimer les variables d’état de systèmes non linéaires

à deux échelles de temps en évitant la résolution de l’équation algébrique -statique- correspon-
dant aux variables d’état rapides. Ceci est possible en construisant un vecteur de sortie aug-
menté en utilisant l’équation statique et en considérant les variables d’état rapides comme des
entrées inconnues. Ainsi, un observateur proportionnel intégral (PIO) à entrées inconnues peut
être construit en utilisant la forme MM à deux échelles de temps. À cause du nombre limité de
capteurs, cette approche s’avère intéressante grâce au choix des variables rapides comme des
entrées inconnues. Cet observateur permet de reconstruire simultanément les variables d’état
lentes et rapides et donne des résultats plus précis en ce qui concerne l’influence du bruit sur la
reconstruction de l’état, qu’un observateur classique à entrées inconnues Ichalal et al. [2009c].

Représentation MM à deux échelles de temps

Rappelons la forme standard des systèmes singuliers à deux échelles de temps :

ε ẋ f (t) = f f (xs(t),x f (t),u(t),ε) (4.79a)

ẋs(t) = fs(xs(t),x f (t),u(t),ε) (4.79b)

où xs ∈ R
ns et x f ∈ R

n f sont respectivement les variables lentes et rapides, f f (x,u,ε) ∈ R
n f ,

fs(x,u,ε) ∈ R
ns , n = ns +n f et ε est le paramètre de perturbation singulière.

Dans le cas limite où ε → 0, le degré du système (3.3) dégénère de n à ns < n et le système
devient :

0 = f f (xs(t),x f (t),u(t),0) (4.80a)

ẋs(t) = fs(xs(t),x f (t),u(t),0) (4.80b)

La forme quasi-LPV équivalente au système (4.80) est :

0 = A f f (x,u)x f (t)+A f s(x,u)xs(t)+B f (x,u)u(t) (4.81)

ẋs(t) = As f (x,u)x f (t)+Ass(x,u)xs(t)+Bs(x,u)u(t) (4.82)
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Hypothèse 4.4. La forme quasi-LPV que la matrice B f ne dépend pas de x(t), i.e. B f (u(t)).

Ainsi, la forme MM est légèrement modifiée afin de mettre en évidence les variables d’état
lentes et rapides :

0 =
r

∑
i=1

µi(x,u)
[

Ai
f f x f (t)+Ai

f sxs(t)
]

+
r̃

∑
i=1

µ̃i(u)Bi
f u(t)

ẋs(t) =
r

∑
i=1

µi(x,u)
[

Ai
s f x f (t)+Ai

ssxs(t)+Bi
su(t)

]

y(t) = C f x f (t)+Cs xs(t) (4.83)

où r̃ ≤ r, µi(x,u) et µ̃i(u) satisfont les propriétés de somme convexe, les matrices Ai
f f , Ai

f s, Ai
s f ,

Ai
ss, Bi

f , Bi
s correspondent aux dynamiques lentes et rapides identifiées dans les matrices Ai et

Bi :

Ai =

[

Ai
f f Ai

f s
Ai

s f Ai
ss

]

Bi =

[

Bi
f

Bi
s

]

(4.84)

Dans la première équation (4.83) on déplace le terme de commande de la partie droite vers la
partie gauche de l’égalité. On obtient :

ẋs(t) =
r

∑
i=1

µi(x,u)
[

Ai
ssxs(t)+Bi

su(t)+Ai
s f x f (t)

]

ya(t) =
r

∑
i=1

µi(x,u)
[

Cixs(t)+Gix f (t)
]

(4.85)

où le vecteur ya(t) est une sortie augmentée mesurable définie par :

ya(t) =





−
r̃
∑

i=1
µ̃i(u)Bi

f u(t)

y(t)



 (4.86)

et où les matrices Ci et Gi sont données par :

Ci =

[

Ai
f s

Cs

]

Gi =

[

Ai
f f

C f

]

(4.87)

Comme on peut le remarquer, le nouveau vecteur de sortie ya n’est plus linéaire par rapport à la
variable d’état x (comme l’était le vecteur initial y(t)).
On considère ainsi le système (4.85) comme un MM affecté par des entrées inconnues x f .
Notons le vecteur des entrées inconnues d(t) = x f (t), avec la propriété suivante :

ḋ(t) = 0 (4.88)

La supposition que d(t) soit constante est nécessaire dans le cadre de la construction d’un PIO
pour pouvoir démontrer théoriquement la convergence de l’erreur d’estimation d’état Koenig
et Mammar [2002]. Cependant, il est connu qu’en pratique il suffit d’avoir un signal de basse
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fréquence. Le terme “rapide” se réfère aux dynamiques de xs. En effet, x f (t) est - pour ε → 0 -
une fonction statique de xs(t) qui obéit à un processus dynamique lent. En conséquence, quand
ε → 0 (i.e. quand on néglige le comportement dynamique de la partie rapide du système), x f (t)
est aussi un signal à dynamique lente.
Considérons le vecteur d’état augmenté

xa =

[

xs

d

]

et les matrices :

Ãi =

[

Ai
ss Ai

s f
0 0

]

, B̃i =

[

Bi
s

0

]

, C̃i =
[

Ci Gi
]

En utilisant les notations précédentes et la propriété des entrées inconnues (4.88), le système
(4.85) est équivalent au système augmenté :

ẋa(t) =
r

∑
i=1

µi(xa(t),u(t))
[

Ãi xa(t)+ B̃i u(t)
]

(4.89a)

ya(t) =
r̃

∑
i=1

µ̃i(u(t))C̃i xa(t) (4.89b)

Afin de faciliter la synthèse de l’observateur, en utilisant dans les fonctions µi l’état estimé x̂a,
l’équation d’état peut s’écrire :

ẋa(t) =
r

∑
i=1

µi(x̂a,u)
[

Ãi xa(t)+ B̃i u(t)+Γω(t)
]

(4.90a)

ya(t) =
r̃

∑
i=1

µ̃i(u)C̃i xa(t) (4.90b)

où Γ =

[

I
0

]

et le terme ω(t) joue le rôle d’une perturbation bornée définie par :

ω(t) =
r

∑
i=1

[µi(xa,u)−µi(x̂a,u)]
[

Ãi xa(t)+ B̃i u(t)
]

(4.91)

Observateur Proportionnel Intégral

L’observateur proportionnel intégral avec une forme augmentée est donné par :

˙̂xa(t) =
r

∑
i=1

µi(x̂a,u)
[

Ãi x̂a(t)+ B̃i u(t)+Ki(ya(t)− ŷa(t))
]

(4.92a)

ŷa(t) =
r̃

∑
i=1

µ̃i(,u)C̃i x̂a(t) (4.92b)
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L’erreur d’estimation d’état est donnée par

ea(t) = xa(t)− x̂a(t) (4.93)

Les conditions de convergence de l’erreur d’estimation d’état ea(t) sont données par le résultat
suivant :

Théorème 4.5. L’erreur d’estimation d’état entre l’observateur proportionnel intégral (4.92)
et le système (4.90) converge, s’il existe une matrice symétrique et définie positive X, des
matrices Mi et un scalaire positif λ telle que les conditions suivantes soient vérifiées pour tout
i, j = 1, ...,r :

Mii < 0, i = 1, ...,r (4.94a)
2

r−1
Mii + Mi j + M ji < 0, 1 ≤ i 6= j ≤ r (4.94b)

Mi j =

[

ÃT
i X +X Ãi −C̃T

j MT
i −MiC̃ j + I XΓ−MiΨ

ΓT X −ΨT MT
i −λ I

]

(4.94c)

Les gains de l’observateur sont donnés par : Ki = X−1 Mi.

Démonstration. En tenant compte de (4.90a) et (4.92a) l’erreur d’estimation de l’état augmen-
tée est gouvernée par :

ėa(t) =
r

∑
i=1

r̃

∑
j=1

µi(x̂a,u)µ̃ j(u)
[

φi, j ea(t)+Γω(t)
]

(4.95)

où les notations suivantes sont utilisées :

φi, j = Ãi −Ki C̃ j (4.96)

On note que la dynamique de l’erreur d’estimation d’état ėa(t) est seulement perturbée par ω(t).
Rappelons quelques outils basés sur l’approche L2 qui mènent au résultat final.
Conformément à Boyd et al. [1994], l’erreur d’estimation d’état ea(t) converge et le gain L2 de
ω(t) vers ea(t) est borné par γ si les conditions suivantes sont vérifiées :

[

φ T
i, jX +Xφi, j + I XΓ

ΓT X −γ2I

]

< 0 i, j = 1, ...,r (4.97)

En utilisant les changements de variables suivants

λ = γ2 Mi = XKi

et le résultat de Tuan et al. [2001] cité dans la preuve du théorème 4.4, on obtient les LMI
données dans (4.94), ce qui conclut la preuve du théorème.

Corolaire 4.1. Afin d’augmenter la qualité de l’estimation, quelques conditions supplémen-
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taires Chilali et Gahinet [1996] peuvent être rajoutées aux conditions (4.94) :

ÃT
i X +X Ãi −C̃T

j MT
i −MiC̃ j +2α X < 0 (4.98)

[

RX ÃT
i X −MiC̃ j

X Ãi −C̃T
j MT

i RX

]

< 0 (4.99)

pour tout i, j = 1, ...,r. Ces conditions assurent le fait que les valeurs propres du système
générant l’erreur d’estimation d’état (4.95) se retrouvent dans la région du plan complexe
suivante (voir figure 4.7) :

S(α,R) = {w ∈ C|Re(w) < −α, |w| < R} (4.100)

Figure 4.7 – Région du plan complexe

On présente dans la suite l’application de la procédure d’estimation d’état proposée au mo-
dèle d’une station d’épuration.

Exemple

Description du processus et du modèle non linéaire ASM1

L’épuration des eaux usées consiste à mettre en contact par brassage les eaux usées avec un
mélange riche en bactéries pour dégrader et éliminer les polluants contenus dans l’eau, en sus-
pension ou dissous Olsson et Newell [1999].

Le principe de fonctionnement du procédé est décrit brièvement dans la suite. Le schéma
simplifié, donné dans la figure 4.8, inclut un bioreactor et un décanteur. Dans cette figure, qin

représente le débit d’entrée, qout le débit de sortie du réacteur, qa le débit d’air, qR, qW repré-
sentent respectivement le débit recyclé et rejeté. Le volume du réacteur est supposé constant :
qout = qin +qR. En général, qR et qW représentent des fractions du débit d’entrée qin :

qR(t) = fR qin(t), 1 ≤ fR ≤ 2 (4.101)

qW (t) = fW qin(t), 0 < fW < 1 (4.102)

L’eau polluée provenant d’une source externe circule dans le bassin d’aération dans lequel
la biomasse bactériens dégrade la matière organique. Les micro-organismes s’agglomèrent en
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flocs et produisent les boues. La liqueur mixte est ensuite envoyée dans le décanteur où la sé-
paration de l’eau épurée et des flocs bactériennes est faite par gravité. Une fraction des boues
décantées est recyclée vers l’aérateur pour maintenir sa capacité d’épuration. L’eau épurée est
rejetée dans le milieu naturel.

Figure 4.8 – Le schéma de fonctionnement d’un réacteur biologique

Le modèle ASM1 est souvent utilisé pour décrire ce processus. Pour des raisons de simplicité,
seule la pollution carbonée au niveau du réacteur est considérée. Ainsi, la méthode d’estimation
proposée est illustrée en utilisant un modèle réduit à trois états x = [SS, SO, XBH ]T :

ṠS(t) = − 1
YH

µHϕ1(t)+(1− fP)bHϕ2(t)+D1(t)

ṠO(t) =
YH −1

YH
µHϕ1(t)+D2(t)

ẊBH(t) = µHϕ1(t)−bHϕ2(t)+D3(t) (4.103)

où :

D1(t) =
qin(t)

V

[

SS,in(t)−SS(t)
]

D2(t) =
qin(t)

V

[

SO,in(t)−SO(t)
]

+Kqa(t)
[

SO,sat −SO(t)
]

D3(t) =
qin(t)

V

[

XBH,in(t)−XBH(t)+ fR
1− fW
fR + fW

XBH(t)

]

(4.104)

Les cinétiques du processus sont :

ϕ1(t) =
SS(t)

KS +SS(t)
SO(t)

KOH +SO(t)
XBH(t) (4.105)

ϕ2(t) = XBH(t) (4.106)

Les variables impliquées sont présentées dans le tableau 4.1. On suppose que la concentration
d’oxygène dissous à l’entrée du réacteur est nulle :

SO,in(t) = 0

Le décanteur est supposé parfait, i.e. tout ce qui entre dans le décanteur est recirculé ou rejeté.
Dans ce cas, on peut écrire à chaque instant :

[qin(t)+qR(t)]XBH(t) = [qR(t)+qW (t)]XBH,R(t) (4.107a)

SS,R(t) = SS(t) (4.107b)
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Entrée du réacteur Sortie du réacteur Recyclé
XBH Concentration biomasse hétérotrophe

XBH,in XBH,out XBH,R

SS Concentration du substrat rapidement biodégradable
SS,in SS,out SS,R

SO Concentration d’oxygène dissout
SO,in SO,out SO,R

q Débit
qin qout qR

qa Débit d’air
V Volume du réacteur

Tableau 4.1 – Tableau des variables

On utilise les paramètres suivants de croissance et de décroissance Olsson et Newell [1999] :
µH = 3.733[1/24h], KS = 20[g/m3], KOH = 0.2[g/m3], bH = 0.3[1/24h]. Les paramètres stoe-
chiométriques sont YH = 0.6, fP = 0.1 et la concentration de saturation de l’oxygène est SO,sat =
10[g/m3]. Les valeurs numériques considérées pour les fractions fR et fW sont : fR = 1.1 et
fW = 0.04.

Dynamiques rapides et lentes

Pour le modèle ASM1 réduit (4.103), la séparation des dynamiques lentes et rapides est confir-
mée par les valeurs propres du jacobien A0 (section 3.3.3), comme on peut le remarquer à la
figure 4.9 qui présente la partie réelle des valeurs propres pour quarante points de fonctionne-
ment. Deux valeurs propres (λ2 et λ3) sont incluses entre −50 et −0.4 et l’autre (λ1) autour
de −250. En fixant un seuil à τ = 70, on peut déduire que le système a une dynamique rapide
(x f = SS) et deux dynamiques lentes (xs = [SO XBH ]T ).

Le multimodèle

Un multimodèle équivalent est construit pour concevoir un observateur qui permet d’estimer les
variables d’état rapides et lentes. En considérant les équations du processus (4.103) et (4.104),
il est naturel de définir les variables de prémisse suivantes :

z1(u(t)) =
qin(t)

V
(4.108a)

z2(x(t)) =
1

KS +SS(t)
SO(t)

KOH +SO(t)
XBH(t) (4.108b)

z3(u(t)) = qa(t) (4.108c)

On considère le vecteur d’entrée défini par :

u(t) =
[

SS,in(t) qa(t) XBH,in(t)
]T

(4.109)

On construit la forme quasi-LPV du modèle (4.103) caractérisée par les matrices A(t)= A(x(t),u(t))
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Figure 4.9 – Les valeurs propres du jacobien A0 calculées dans plusieurs points de l’espace de
fonctionnement

et B(t) = B(u(t)) décomposées de la façon suivante :

A(t) =

[

A f f (t) A f s(t)
As f (t) Ass(t)

]

B(t) =

[

B f (t)
Bs(t)

]

(4.110)

où

A f f (t) = −z1(t)−
1

YH
µH z2(t) (4.111)

A f s(t) =
[

0 (1− fP)bH
]

(4.112)

B f (t) =
[

z1(t) 0 0
]

(4.113)

As f (t) =





YH −1
YH

µH z2(t)

µH z2(t)



 (4.114)

Ass(t) =

[

−K z3(t)− z1(t) 0

0
[

fR(1− fW )
fW + fR

−1
]

z1(t)−bH

]

(4.115)

Bs(t) =

[

0 K Sosat 0
0 0 z1(t)

]

(4.116)

La décomposition des variables de prémisse (4.108) est réalisée en utilisant la transformation
polytopique convexe, comme dans (2.62), (2.63) et (2.64). En multipliant les fonctions F.,., les
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r = 8 fonctions de pondérations µi(z(x,u)) sont obtenues :

µi(z(x,u)) = F1,σ1
i
(x,u)F2,σ2

i
(x,u)F3,σ3

i
(x,u)

Les matrices constantes Ai et Bi représentant les 8 sous-modèles sont définies comme dans
(4.84) en utilisant les matrices A et B et les scalaires (2.36) :

Ai
f f = A f f (z1,σ1

i
,z2,σ2

i
)

Ai
f s = [0 (1− fP)bH ]

Ai
s f = As f (z2,σ2

i
)

Ai
ss = Ass(z1,σ1

i
,z3,σ3

i
)

Bi
f = B f (z1,σ1

i
)

Bi
s = Bs(z1,σ1

i
) i = 1, ...,8 (4.117)

Le modèle (4.103) est ainsi écrit de façon équivalente sous la forme MM en utilisant la sépara-
tion en variables d’état lentes et rapides.
Considérons la sortie y(t) = C f x f (t)+Cs xs(t)+ ν(t) où ν(t) est un bruit de mesure et où les
matrices C f et Cs sont données par :

C f =

[

1
0

]

Cs =

[

0 0
1 0

]

(4.118)

En appliquant le théorème 4.5 au modèle ASM1 réduit (4.103), représenté sous une forme MM
équivalente, les résultats d’estimation d’état présentés à la figure 4.10 sont tout à fait pertinents.
Le gain L2 de ω(t) vers ea(t) est bornée par γ = 1.203.
L’estimation de l’état rapide SS, considéré comme entrée inconnue dans le multimodèle, est pré-
sentée en premier, étant suivie par les résultats d’estimation des états lents SO et XBH . Malgré la
présence du bruit ν(t), l’observateur proposé dans cet article permet d’assurer une convergence
rapide vers zéro de l’erreur d’estimation d’état. De plus, comme on peut le remarquer à la figure
4.10, l’état SS considéré comme entrée inconnue n’est pas constant, ce qui est une hypothèse
demandée dans le cadre de la construction du PIO. Toutefois, les résultats d’estimation obtenus
dans la pratique pour le modèle d’un réacteur biologique montrent qu’il suffit d’avoir un signal
de base fréquence afin d’obtenir des bons résultats d’estimation.

4.2.6 Estimation d’état de MM singuliers en présence d’entrées incon-
nues

Positionnement du problème

L’étude des systèmes à deux échelles de temps suscite un intérêt dans le contexte de l’ap-
proche multimodèle. Dans cette section le cas des systèmes singuliers sous forme multimodèle
et affecté par des entrées inconnues est traité. Dans [Marx et al., 2007] un observateur à entrées
inconnues pour des multimodèles singuliers à variables de prémisse mesurables à été traité ainsi
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Figure 4.10 – Estimation d’état en utilisant l’observateur proportionnel intégral

que l’application à la détection et l’isolation des défauts. Ici, le cas de variables de prémisse non
ou partiellement mesurées est considéré.
L’observateur proposé fait partie de la première catégorie d’observateurs, décrite en début de
section précédente et il est basé sur le découplage des entrées inconnues vis-à-vis de l’erreur
d’estimation, afin d’annuler l’effet des entrées inconnues sur l’estimation d’état (section 4.2.3).

Représentation du système

Considérons le système singulier multimodèle avec des variables de prémisse partiellement
non mesurables, décrit par :

Ē ẋ(t) =
r

∑
i=1

µi(x(t),u(t)) [Aix(t)+Biu(t)+Eid(t)] (4.119)

y(t) = Cx(t)+Gd(t) (4.120)

où les fonctions de pondération µi(x,u) dépendent de variables de prémisse non mesurables -
variables d’état x ∈ R

n - et des variables d’entrées u ∈ R
m. Les variables d ∈ R

q sont les en-
trées inconnues et y ∈ R

l les variables de sortie. Les matrices Ai, Bi, Ei, C et G sont supposées
connues, réelles et de dimensions appropriées. La matrice Ē peut être une matrice singulière.
Les fonctions de pondération µi respectent les conditions de convexité spécifiques aux multi-
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modèles. L’équation de sortie est ici linéaire invariant dans le temps par rapport aux variables,
en effet, la nature, la position et les caractéristiques des capteurs ne changent pas selon le point
de fonctionnement du système.
Le système (4.119) peut se ramener à un multimodèle perturbé à variables de prémisse mesu-
rables, comme suit :

Ē ẋ(t) =
r

∑
i=1

µi(x̂(t),u(t)) [Aix(t)+Biu(t)+Eid(t)+ω(t)] (4.121a)

y(t) = C x(t)+Gd(t) (4.121b)

où la perturbation a la forme suivante :

ω(t) =
r

∑
i=1

(µi(x(t),u(t))−µi(x̂(t),u(t))) [Aix(t)+Biu(t)+Eid(t)]

Les multimodèles (4.119) et (4.121) sont équivalents bien qu’on ait introduit l’estimation de
l’état x̂(t). Pour la conception d’un observateur on va utiliser la deuxième forme multimo-
dèle, qui offre l’avantage d’expliciter les fonctions de pondération par rapport à des variables
connues, i.e. l’état estimé x̂(t) et l’entrée u(t).

Synthèse d’un observateur à entrées inconnues

L’observateur est pris sous la forme :

ż(t) =
r

∑
i=1

µi(x̂(t),u(t)) [Niz(t)+Giu(t)+Liy(t)] (4.122a)

x̂(t) = z(t)+T2 y(t) (4.122b)

L’erreur d’estimation d’état est donnée par :

e(t) = x(t)− x̂(t) (4.123)

La construction de l’observateur se réduit à trouver les gains Ni, Gi, Li et T2 tels que l’erreur
d’estimation d’état est générée par un système stable. Le résultat suivant résume la procédure
de synthèse de l’observateur.

Théorème 4.6. L’erreur d’estimation d’état entre l’observateur (4.122) et le modèle (4.121)
converge vers zéro si (4.121) vérifie

rang(W ) = rang

[

W
Y

]

(4.124)

et s’il existe une matrice symétrique et définie positive X ∈ R
n×n, une matrice Z̃ ∈
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R
n×(n+l(r+1)) et un scalaire positif γ̄ , qui vérifient les inégalités matricielles suivantes :

[

Φi (X Y W+ + Z̃W⊥)Ω

ΩT (X Y W+ + Z̃W⊥)T −γ̄I

]

< 0 i = 1, ...,r (4.125)

où

Ω = [ In 0 0 · · · 0 ]T (4.126)

γ̄ = γ2 (4.127)

et où la matrice Φi est définie par :

Φi = (YW+Yi)
T X +X (Y W+Yi)+(W⊥Yi)

T Z̃T + Z̃ (W⊥Yi)+ I (4.128)

Les matrices W+ et W⊥ représentent respectivement la pseudo-inverse (l’inverse généralisée)
et la projection orthogonale de la matrice W ∈ R

(n+l(r+1))×(n+q(r+1)) définie par :

W =





Ē 0n×q E1 · · · Er

C G 0l×q · · · 0l×q

0rl×n 0rl×q Ir ⊗G



 (4.129)

et où les définitions suivantes sont utilisées pour les matrices Yi ∈ R
(n+l(r+1))×n et

Y ∈ R
n×(n+q(r+1)) :

Y =
[

In 0n×q 0n×rq
]

(4.130)

Yi =





Ai

0l×n

vi ⊗C



 , i = 1, ...,r (4.131)

Le vecteur vi ∈ R
r×1 est un vecteur colonne contenant 1 sur la position i et zéro sur toutes les

autres colonnes, ⊗ est le produit de Kronecker.
Après l’obtention des matrices X et Z̃ issues de la résolution des LMI (4.125), les matrices Z,
T1, T2 et Ki (i = 1, ...,r) se déduisent de la façon équivalente :

Z = X−1 Z̃ (4.132)

[T1 T2 K1 ... Kr] = YW+ +ZW⊥ (4.133)

Finalement, les gains de l’observateur sont donnés par :

Ni = T1Ai +KiC (4.134)

Gi = T1Bi (4.135)

Li = NiT2 −Ki (4.136)
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Démonstration. On commence par expliciter l’erreur d’estimation d’état (4.123) :

e(t) = x(t)− z(t)−T2 y(t)

= x(t)− z(t)−T2 (C x(t)+Gd(t))

= (In −T2C)x(t)− z(t)−T2Gd(t) (4.137)

On suppose qu’il existe deux matrices T1 et T2 telle que les conditions suivantes soient respec-
tées :

In −T2C = T1 Ē (4.138)

T2 G = 0 (4.139)

Tenant compte de (4.138) et (4.139), l’erreur d’estimation d’état (4.137) devient
e(t) = T1 Ēx(t)− z(t). Sa dérivée par rapport au temps est donnée par :

ė(t) = T1 Ēẋ(t)− ż(t)

=
r

∑
i=1

µi(x̂,u) [T1 (Aix(t)+Biu(t)+Eid(t)+ω(t))

−Niz(t)−Giu(t)−Li (C x(t)+Gd(t))]

=
r

∑
i=1

µi(x̂,u) [Ni e(t)+(T1Ai −NiT1Ē −LiC)x(t)

+(T1Bi −Gi)u(t)+(T1Ei −LiG)d(t)+T1ω(t)] (4.140)

La dynamique de l’erreur d’estimation d’état se réduit à :

ė(t) =
r

∑
i=1

µi(x̂,u) [Ni e(t)+T1 ω(t)] (4.141)

si les conditions suivantes sont respectées pour tout i = 1, ...,r :

In −T2C = T1 Ē (4.142)

T2 G = 0 (4.143)

0 = T1Ai −NiT1Ē −LiC (4.144)

0 = T1Bi −Gi (4.145)

0 = T1Ei −LiG (4.146)

Compte tenu de l’expression (4.141) et du rôle de l’observateur, il convient donc, d’une part,
de garantir la convergence asymptotique de l’erreur d’observation en l’absence des perturba-
tion (ω = 0) et d’autre part, en présence des perturbations, de limiter leur influence sur l’erreur
d’observation.
Pour synthétiser les matrices de l’observateur (4.122), on utilise une méthode basée sur l’ap-
proche L2. En utilisant le lemme borné réel ([Boyd et al., 1994]),l’erreur d’estimation d’état
e(t) converge vers zéro en absence de perturbation et le gain L2 du transfert de ω(t) vers e(t)
est borné par γ s’il existe une matrice symétrique et définie positive X telle que les inégalités
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suivantes soit vérifiées :
[

NT
i X +XNi + I XT1

T T
1 X −γ2I

]

< 0 i = 1, ...,r (4.147)

En conséquence, afin d’assurer la convergence de l’erreur d’estimation d’état (4.141) vers zéro
en absence de perturbation et minimiser le gain L2 du transfert de ω(t) vers e(t), il faut respecter
les égalités (4.142) - (4.146) et les inégalités (4.147).
Pour respecter les inégalités (4.147), notons que si on utilise les égalités (4.142) et (4.144), la
forme suivante peut être déduite pour la matrice Ni :

Ni = Ni T2C +Ni T1Ē

= Ni T2C +T1Ai −LiC

= T1Ai +(Ni T2 −Li)C (4.148)

En définissant Ki = −Li +NiT2 les conditions (4.142) - (4.146) deviennent :

Ni = T1Ai +KiC (4.149)

In −T2C = T1 Ē (4.150)

T2 G = 0 (4.151)

0 = T1Ei +KiG (4.152)

Gi = T1Bi (4.153)

Li = NiT2 −Ki (4.154)

Donc, pour assurer la convergence vers zéro en absence de perturbation de l’erreur d’estimation
e(t), il est suffisant de trouver les matrices Ni, Gi, Li, T1 et T2 telles que les conditions (4.149) -
(4.152) et (4.147) soient respectées.

Remarque 4.3. Notons que les matrices Ni, Gi et Li de l’observateur sont déduites des matrices
T1, T2 et Ki (i = 1, . . . ,r) en utilisant (4.149), (4.153) et (4.154).

Compte tenu de cette remarque 4.3, les matrices recherchées sont réunies dans une matrice
bloc Ψ ∈ R

n×(n+l(r+1)) définie comme suit :

Ψ = [T1 T2 K1 ... Kr] (4.155)

Les conditions (4.149) et (4.150) - (4.152) peuvent être réécrites respectivement sous les formes
(4.156) et (4.157) :

Ni = ΨYi (4.156)

ΨW = Y (4.157)

où les matrices Yi ∈ R
(n+l(r+1))×n, W ∈ R

(n+l(r+1))×(n+q(r+1)) et Y ∈ R
n×(n+q(r+1)) ont été dé-

finies en (4.129) et (4.130).
Comme les matrices Ni (i = 1, · · · ,r) sont également à déterminer, l’équation (4.157) sera utili-
sée en premier afin d’exprimer Ψ. Si la condition de rang (4.124) est vérifiée alors la solution
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de l’équation (4.157) est donnée par :

Ψ = Y W+ +ZW⊥ (4.158)

où Z ∈ R
n×(n+l(r+1)) est une matrice arbitraire, “+” indique la matrice inverse généralisée et

“⊥” indique la projection orthogonale telle que W⊥W = 0.
L’équation (4.156) est ensuite utilisée pour écrire Ni en remplaçant la matrice Ψ par son expres-
sion (4.158) :

Ni = ΨYi

= Y W+Yi +ZW⊥Yi (4.159)

Notons le bloc (1,1) de (4.147) par :

Φi = NT
i X +X Ni + I, i = 1, ...,r (4.160)

En développant l’expression de Φi compte tenu de (4.159), on obtient :

Φi = (Y W+Yi +ZW⊥Yi)
T X +X (Y W+Yi +ZW⊥Yi)+ I

= (YW+Yi)
T X +X (Y W+Yi)+(Y T

i W⊥T )ZT X +XZ (W⊥Yi)+ I

Il faut remarquer que Φi contient le terme non linéaire X Z. On se ramène aisément à une
expression linéaire, en définissant la matrice suivante :

Z̃ = X Z (4.161)

Notons que le bloc (1,2) de (4.147) fait intervenir également une expression non linéaire XT1 et
que T1 fait partie des inconnues apparaissant dans la définition de Ψ (4.155).
Pour mettre en évidence cette dépendance, le terme X T1 est écrit de la manière suivante :

X T1 = X
[

T1 T2 K1 · · · Kr
]















In

0
0
...
0















En utilisant la notation Ω = [ In 0 0 · · · 0 ]T et (4.158), le terme non linéaire devient :

X T1 = X ΨΩ

= (X Y W+ + Z̃W⊥)Ω (4.162)

où Z̃ à été défini en (4.161). En reportant (4.160) et (4.162) dans l’inégalité (4.147), on obtient
la formulation LMI (4.125), ce qui achève la preuve.
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Exemple

Soit le système non linéaire :

ẋ1 =
−6x1x2x3

(20+ x1)(0.2+ x2)
− x1x3

(20+ x1)(0.2+ x2)
+u1(u2 − x1)

ẋ2 =
−2.5x1x2x3

(20+ x1)(0.2+ x2)
−9

x2x5

0.4+ x2
+4(10− x2)+u1(u3 − x2)

ẋ3 =
4x1x2x3

(20+ x1)(0.2+ x2)
−0.3x3 +u1 (u4 + x3)+d1 (4.163)

ẋ4 = 0.25x3 +0.05x5 +u1 (u5 + x4)+d2

ẋ5 =
x2x5

0.8+2x2
−0.05x5 +u1 (u6 + x5)

y1 = x1

y2 = x2 +d2

y3 = x4 +d1

où x = [x1 x2 x3 x4 x5]
T , d = [d1 d2]

T . Une étude concernant l’identification des échelles de
temps est réalisée, comme présentée à la section 3.3 du chapitre 3. Les résultats de cette étude
apparaissent à la figure 4.11, où les constantes de temps (inverse des valeurs propres du jaco-
bien) du système linéarisé ont été évaluées pour quarante points de fonctionnement. Le calcul
du paramètre de perturbation singulière est effectué en utilisant une moyenne arithmétique des
quarante constantes de temps :

τi =

40
∑
j=1

τ j
i

40
, i = 1, ...,5 (4.164)

où τ j
i est la constante de temps associée à la ième variable d’état (i = 1, ...,5), calculée en utili-

sant le jème point de fonctionnement ( j = 1, ...,40).
On obtient les valeurs numériques : τ1 = 0.0051, τ2 = 0.0250, τ3 = 1.7288, τ4 = 2.6330,
τ5 = 6.6421, ce qui met en évidence deux états rapides x1 et x2 associés aux deux plus pe-
tites constantes de temps τ1 et τ2. Le paramètre de perturbation singulière est calculé comme
suit :

ε =
2

1
τ1

+
1
τ2

(4.165)

soit numériquement : ε = 0.0085.

La partie dynamique de système non linéaire (4.163) est transformé sous forme à perturba-
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Figure 4.11 – Constantes de temps du système linéarisé

tion singulière comme suit :

ε ẋ1 =
−0.05x1x2x3

(20+ x1)(0.2+ x2)
− 0.0085x1x3

(20+ x1)(0.2+ x2)
+ εu1(u2 − x1)

ε ẋ2 =
−0.0213x1x2x3

(20+ x1)(0.2+ x2)
− 0.077x2x5

0.4+ x2
+4ε(10− x2)+ εu1(u3 − x2)

ẋ3 =
4x1x2x3

(20+ x1)(0.2+ x2)
−0.3x3 +u1 (u4 + x3)+d1 (4.166)

ẋ4 = 0.25x3 +0.05x5 +u1 (u5 + x4)+d2

ẋ5 =
x2x5

0.8+2x2
−0.05x5 +u1 (u6 + x5)

Dans le cas limite ε → 0 :

Ēẋ = f (x,u,d) (4.167)

où Ē = diag([0 0 1 1 1]) et où :

f (x,u,d) =































−0.05x1x2x3

(20+ x1)(0.2+ x2)
− 0.0085x1x3

(20+ x1)(0.2+ x2)

−0.0213x1x2x3

(20+ x1)(0.2+ x2)
− 0.077x2x5

0.4+ x2

4x1x2x3

(20+ x1)(0.2+ x2)
−0.3x3 +u1 (u4 + x3)+d1

0.25x3 +0.05x5 +u1 (u5 + x4)+d2
x2x5

0.8+2x2
−0.05x5 +u1 (u6 + x5)































(4.168)

153



Chapitre 4. Estimation d’état

Compte tenu de non-linéarités apparaissant dans (4.168), le multimodèle est obtenu à partir des
variables de prémisse suivantes :

z1(x,u) = u1

z2(x,u) =
x1x2

(20+ x1)(0.2+ x2)

z3(x,u) =
x3

(20+ x1)(0.2+ x2)
(4.169)

z4(x,u) =
x5

0.4+ x2

La forme quasi-LPV du système singulier

Ēẋ = A(x,u)x+B(x,u)u+E(x,u)d (4.170)

est explicitée par les matrices suivantes :

A(x,u) =













−0.0085z3 0 −0.05z2 0 0
0 −0.077z4 −0.0213z2 0 0
0 0 z1 +4z2 −0.3 0 0
0 0 0.25 z1 0.05
0 0.5z4 0 0 −0.05+ z1













(4.171)

B(x,u) =













0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 z1 0 0
0 0 0 0 z1 0
0 0 0 0 0 z1













, E(x,u) =













0 0
0 0
1 0
0 1
0 0













(4.172)
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Figure 4.12 – Estimation des états rapides

Le système non linéaire (4.163), mis sous la forme quasi-LPV (4.170) peut ensuite être
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ramené sous la forme multimodèle (4.119). Un observateur de type (4.122) est alors construit
afin d’estimer les variables d’état. Les conditions de convergence de l’erreur d’estimation d’état
vers zéro sont données par les conditions LMIs présentées au théorème 4.6. La résolution de
ces LMIs permet d’obtenir les gains Ni, Li et Gi (i = 1, ...,16) de l’observateur (4.122) et avec
le scalaire γ̄ = 3.27 et la matrice X ∈ R

5×5 :

X =













8.98 0 −0.10 −0.02 0.01
0 9.01 0 0 0

−0.10 0 0.21 −0.01 0
−0.02 0 −0.01 0.22 −0.01
0.01 0 0 −0.01 0.20













(4.173)

La matrice Z̃ ∈ R
5×56 n’est pas fournie ici à cause de sa dimension élevée.

Les résultats de simulation présentés aux figures 4.12 et 4.13 permettent de visualiser les esti-
més des états rapides et lents. Les performances de l’observateur proposé peuvent facilement
être analysées à travers ces résultats de simulation. Les entrées inconnues d1 et d2 affectant le
système sont illustrées à la figure 4.14.
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Figure 4.13 – Estimation des états rapides et des états lents du système non linéaire

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé l’estimation d’état robuste (reconstruction d’état avec
un certain degré de précision en dépit de la présence de perturbations, d’imprécisions de mo-
délisation ou d’entrées inconnues) des systèmes non linéaires sous une forme multimodèle et à
variables de prémisse non mesurables.
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Figure 4.14 – Entrées inconnues d1 et d2

Trois approches de reconstruction d’état ont été proposées. La première approche traite les
systèmes classiques à une échelle de temps, caractérisés par des incertitudes de modélisation
et affectés par des entrées inconnues. Une représentation multimodèle est proposée pour ce
type de systèmes, en se basant sur la méthode proposée au chapitre 2. La deuxième approche
traite le cas des systèmes non linéaires à deux échelles de temps, en considérant les variables
d’état rapides comme des entrées inconnues afin d’éviter la résolution du système algébrique
correspondant aux états rapides obtenu dans le cas limite ε → 0. La troisième approche traite
le cas des systèmes non linéaires à deux échelles de temps affectés par des entrées inconnues
et représentées sous la forme singulière. Des exemples illustrent chaque approche afin d’en
présenter les performances.
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Chapitre 5. Application à une station d’épuration

"Si une idée ne paraît pas d’abord absurde, alors il n’y a aucun espoir qu’elle devienne
quelque chose." Albert Einstein

5.1 Introduction

L’épuration des eaux usées au moyen de boues activées est un procédé largement utilisé
depuis les deux derniers siècles [Van Haandel et al., 1981], [Henze et al., 1987], [Gujer et al.,
1999], [Olsson et Newell, 1999], [Dochain et Vanrolleghem, 2001]. Ce procédé chimique et
biologique consiste à mettre en contact par brassage les eaux usées avec un mélange riche en
bactéries pour dégrader et éliminer les composants polluants contenus dans l’eau, en suspension
ou dissouts. L’activité des bactéries peut être liée à la présence d’oxygène ou d’autres sources
d’oxydation, formant des boues activées où la pollution sert de nourriture.

Si la plupart des stations éliminent bien les composés carbonés, l’azote et le phosphore ne
sont traités que dans les plus performantes. Initialement, les traitements utilisés étaient basés
sur l’injection d’oxygène dans le milieu polluant, pour enlever des matières organiques. Au-
jourd’hui, la rapidité d’expansion de la population et le développement industriel imposent de
mettre au point de méthodes de dépollution plus efficaces. Durant les quatre dernières décennies,
des méthodes pour éliminer des composants bio-chimiques, comme l’azote et le phosphore, ont
été mises en œuvre, afin de respecter la règlementation établie pour la protection de l’envi-
ronnement. Il existe différents processus, de nature biologique ou de nature physico-chimique,
pour réaliser cette élimination. Dans le cas des processus par boues activées, si l’élimination
de l’azote est souhaitée, différentes configurations sont possibles : bassins séparés ou bassin
unique, différents types de réactions (aérée et non-aérée). Pour des considérations de nature
économique, une configuration avec un seul bassin -où les deux phases aérobie et anaérobie
alternent- a été développée. Au long des quarante dernières années, un grand nombre de mo-
dèles pour le traitement des eaux usées par boues activées ont été développés. Parmi les premiers
travaux de recherche qui ont traité des problèmes bio-technologiques, on peut citer [Thomann,
1963] et [Andrews, 1969]. Plus tard, un modèle aérobie en régime permanent pour l’élimination
des composants azotés et carbonés a été développé par [Marais et Ekama, 1976] ; ce modèle ex-
prime déjà les taux de croissance de micro-organismes par en utilisant la cinétique de Monod
[Monod, 1942]. Quelques années plus tard, un modèle utilisant conjointement les processus de
nitrification et de dénitrification à été présenté [Van Haandel et al., 1981]. En 1983, l’IAWPRC
(International Association on Water Pollution Research and Control) créait un groupe de re-
cherche international afin de développer un modèle général intégrant les concepts d’oxydation
du carbone, de nitrification et de dénitrification [Henze et al., 1987].

D’autres apports ont été proposés dans la littérature scientifique comme : pour approfondir
des aspects plus spécifiques liés à ce type de procédés la prise en compte de relations biolo-
giques pour l’élimination du phosphore [Henze et al., 1994], la consommation d’oxygène et
l’accumulation de boues [Gujer et al., 1999].

Dans ce chapitre, l’application pratique sur le processus biologique d’une station d’épura-
tion conclut et confirme la contribution des résultats présentés dans les chapitres 2, 3 et 4. En
effet, on s’attachera à décrire une STEP par un MM avant d’appliquer les techniques d’estima-
tion d’état proposées au chapitre 4 et de les appliquer au diagnostic de fonctionnement d’une
STEP.

Le traitement des eaux usées par le procédé à boues activés représente un processus bio-
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chimique complexe. Les variations du débit d’eaux usées et de sa composition, combinées avec
des réactions variant dans le temps dans une culture mélangée de micro-organismes, font que
ce processus est non linéaire. En raison de la complexité de plusieurs modèles proposés (ASM1
- Activated Sludge Model no. 1 [Olsson et Newell, 1999], ASM2 [Henze et al., 1999], ASM3
[Gujer et al., 1999]), différents modèles réduits ont été développés [Chachuat et al., 2003; Mulas
et al., 2007; Smets et al., 2003; Steffens et al., 1997]. Dans ce mémoire, un modèle non linéaire
réduit, inspiré de Weijers [2000] et contenant six variables d’état est utilisé. Il est présenté en
début de ce chapitre, en section 5.3.1.

L’approche multimodèle peut être utilisée pour réduire la complexité du modèle ASM1 dé-
crivant le processus de biodégradation d’un réacteur à boues activées. Différentes techniques
de linéarisation ont été proposées dans la littérature pour simplifier ce modèle, parmi lesquelles
une linéarisation autour d’un ou plusieurs points de fonctionnement [Smets et al., 2006; Stef-
fens et al., 1997], en vue d’obtenir un multimodèle. La perte d’information constitue un premier
inconvénient de ces techniques. Le choix des variables de prémisse exprimant différentes non-
linéarités du système, ainsi que le choix des différents points de fonctionnement restent encore
très délicats, car il faut anticiper différents modes de fonctionnement du processus réactionnel
de dégradation. Grâce à la méthode proposée en chapitre 2 [Nagy et al., 2009b, 2010b], une par-
tie de ces inconvénients est évitée. Un multimodèle pour le modèle réduit utilisé sera construit
à la section 5.3.2. D’autres méthodes basées sur l’identification d’un multimodèle pour un pro-
cessus de biodégradation d’un réacteur ont été proposées dans la littérature [Ragot et al., 2001;
Pekpe et al., 2007], mais ces méthodes d’identification ne font pas l’objet de nos études.

Ce chapitre est organisé comme suit : la description du procédé d’épuration d’eaux usées est
réalisée en section 5.2, l’obtention d’un multimodèle pour le modèle ASM1 réduit à six états
est réalisée en section 5.3.2, les résultats d’estimation d’état proposés dans le chapitre précé-
dent sont appliqués au modèle ASM1 réduit, en sections 5.3.3 et 5.3.4. De plus, le diagnostic
de fonctionnement est réalisé en détectant des défauts de capteur à l’aide des bancs d’obser-
vateurs. Enfin, quelques conclusions seront présentées concernant les résultats obtenus lors de
l’application sur le modèle d’une station d’épuration.

5.2 Description du procédé d’épuration d’eaux

5.2.1 Le procédé d’épuration par boues activées

Lexique

La biomasse représente l’ensemble des êtres vivants, animaux et végétaux, qui sont pré-
sents dans le milieu considéré. Les bactéries sont les actrices principales du traitement mais les
autres formes biologiques gravitant autour d’elles sont indispensables au bon équilibre de l’éco-
système. Les espèces varient suivant le type de station de traitement et sont caractéristiques du
fonctionnement d’une station [Canler et al., 1999]. Entre toutes ces espèces se créent alors des
relations de compétition, certaines vont se développer plus facilement au détriment d’autres qui
resteront minoritaires ou tendront à disparaître.
Les bactéries utilisées dans les procédés à boues activées sont classées en deux catégories :

1. les bactéries hétérotrophes pouvant se développer en milieu aéré (aérobie) ou non aéré
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(anoxique) : elles utilisent du carbone organique comme substrat et, selon leur type et le
milieu considéré, peuvent dégrader la matière carbonée ou les nitrates-nitrites.

2. les bactéries autotrophes ne se développant qu’en milieu aéré (aérobie) : elles utilisent
du carbone minéral (CO2) comme substrat, elles ne dégradent pas les matières carbonées
mais permettent d’éliminer les composés azotés.

Le terme substrat désigne les substances constituant la nourriture nécessaire au développement
des micro-organismes. Les composés organiques à dégrader représentent la majorité de ces sub-
stances. Si le substrat n’est pas sous une forme directement assimilable par la bactérie, il sera
hydrolysé à l’extérieur de la cellule bactérienne par des exoenzymes.
L’azote ammoniacal et les phosphates sont utilisés en tant que nutriments car ils entrent dans
la composition des composés cellulaires (protéines, membrane cellulaire, ADN). L’oxygène
dissous est également indispensable au développement des bactéries aérobies. Suivant la com-
position de l’effluent à traiter, il sera nécessaire de rajouter un ou plusieurs de ces composants
afin de favoriser le métabolisme des bactéries.

Classification des types de pollution

La plupart des effluents pollués sont des mélanges très complexes dont la composition varie
suivant leur provenance : industrielle, agricole ou urbaine. L’évaluation de la pollution est donc
basée sur des classifications selon les propriétés globales de l’effluent.
La pollution se définit comme l’introduction dans un milieu naturel de substances provoquant
sa dégradation. Les effets néfastes peuvent avoir lieu à tous les niveaux (sanitaire, écologique
et économique). Ainsi, les polluants sous forme particulaire provoquent entre autre une aug-
mentation de la turbidité de l’eau et un envasement. La classification de ces composés et un
recensement en fonction de leur taille sont réalisés dans [Sperandio, 1998].

Une autre classification importante est fondée sur la capacité des polluants à être dégradés.
On distingue deux classes principales :

1. Matières biodégradables : elles sont dégradées par les micro-organismes, et peuvent être
structurées en deux groupes :
– matières rapidement biodégradables : elles sont dégradées par les micro-organismes,

elles sont directement assimilées par les bactéries
– matières lentement biodégradables : composées de substrats particulaires formés par

un mélange de substances organiques solides, colloïdales et solubles. Ces matières sont
soumises à certains processus intermédiaires avant d’être assimilées par les populations
bactériennes.

2. Matières non biodégradables : ces substances inertes ne subissent aucun phénomène bio-
logique de transformation. Elles peuvent être de nature aussi variée que des métaux lourds
ou des composés issus de la mortalité des micro-organismes par exemple.

Les polluants nécessitant un traitement biologique sont d’une part les matières carbonées ou
organiques biodégradables qui constituent de loin la première cause de pollution des ressources
en eau et, d’autre part, les matières azotées qui sont principalement présentes dans les eaux usées
urbaines ou industrielles de type agro-alimentaire. Leurs conséquences sur le milieu naturel sont
les suivantes :
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– les matières carbonées ou organiques sont polluantes lorsque leur quantité dépasse la
capacité d’auto-épuration naturelle du milieu récepteur. En effet, la dégradation de ces
substances (oxydation par des micro-organismes) provoque une consommation d’oxy-
gène au détriment des organismes aquatiques. Nous noterons également l’existence de
matières inorganiques carbonées pouvant être dégradées

– les matières azotées qui sont des éléments nutritifs entrainent la prolifération d’algues et
de végétaux aquatiques, ce qui génère un phénomène d’eutrophisation. La présence de
phosphates accélère ce phénomène d’eutrophisation.

La structure chimique des polluants permet de distinguer les matières organiques (hydrates de
carbone, protéines, matières grasses, huiles, pesticides, phénols, azote organique, ...) des ma-
tières inorganiques (métaux lourds, azote ammoniacal, nitrates et nitrites, phosphates, sulfates,
chlorures, ...). La caractérisation de ces composés au sein de l’effluent s’effectue grâce à des
mesures globales de pollution [Boudrant et al., 1994] : les matières en suspension (l’ensemble
des matières solides et colloïdales floculées, organiques ou minérales, contenues dans une eau
usée et pouvant être retenues par filtration ou centrifugation), les matières organiques (Demande
Chimique en Oxygène DCO) et les composés azotés (l’azote est présent dans les effluents sous
différentes formes : azote organique (Norg), azote ammoniacal (ammoniac NH3, ion ammonium
NH+

4 ), nitrates (NO−
3 ), nitrites (NO−

2 )).

Description du processus

La composition d’une eau usée peut donc être très variée suivant son origine et chaque
installation est par conséquent conçue pour répondre à un besoin spécifique. Les technologies
utilisées se développent et se perfectionnent constamment par la recherche de technologies ou
de procédés nouveaux et par la mise en place de nombreux automatismes.

1. Le pré-traitement a pour objectif l’extraction des matières les plus grossières (brindilles,
feuilles, tissus, ...) et des éléments susceptibles de gêner les étapes ultérieures du trai-
tement. Il comprend : le dégrillage (en capturant les déchets volumineux à l’aide d’une
succession de grilles), le dessablage (pour prévenir les dépôts dans les canalisations, pro-
téger les mécaniques -pompes- contre l’abrasion), le dégraissage-déshuilage (pour éviter
l’encrassement de la station par des corps gras)

2. Le traitement primaire s’effectue par voie physico-chimique avec pour but d’extraire le
maximum de matières en suspension et de matières organiques facilement décantables

3. Le traitement biologique a pour objectif principal l’élimination des composés solubles
d’origine organique. Parallèlement, la floculation de la biomasse permet de piéger les
matières en suspension restant à l’issue du traitement primaire. Le principe de ce traite-
ment est de mettre en contact la matière organique contenue dans les eaux usées avec une
population bactérienne. Cette phase est essentielle dans le processus d’épuration et elle
sera présentée plus en détail à la section suivante.

Le procédé de traitement biologique est dit "à boues activées" car l’ensemble des condi-
tions favorables à une activité maximale des bactéries est mis en œuvre : un apport en oxygène
suffisant, un apport en nutriment si l’effluent ne contient pas tous les composés nécessaires au
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développement des bactéries, une agitation permanente afin de favoriser le contact entre les bac-
téries et la matière polluée, une concentration élevée en bactéries pour augmenter l’efficacité du
traitement. La chaîne de traitement est composée d’un bioréacteur, d’un carificateur / décanteur
et d’une boucle de recyclage des boues (voir figure 5.1).

Figure 5.1 – Schéma du procédé d’épuration par boues activées

Le bioréacteur

L’eau polluée -soumise préalablement à un traitement primaire- provenant d’une source
externe, circule dans le bassin d’aération -bioréacteur- dans lequel la biomasse bactérienne
dégrade la matière organique. Les micro-organismes s’agglomèrent en flocs et produisent les
boues.
Le mélange, appelé "liqueur mixte", se compose d’une phase solide (micro-organismes, débris
organiques, matières minérales) et d’une phase liquide contenant les matières dissoutes. Pour
éliminer la matière azotée, le réacteur biologique peut être séparé en deux zones distinctes :
aérobie et anoxique (voir figure 5.2). Dans la majorité des cas, la zone anoxique est placée en
amont de la zone aérobie, juste à l’entrée de l’effluent dans le réacteur, pour que les bactéries
aient suffisamment de matière organique biodégradable pour effectuer la réaction de dénitrifica-
tion. Le recyclage de la liqueur mixte de la zone aérobie vers la zone anoxie permet l’élimination
des polluants azotés oxydés.

Le clarificateur ou décanteur

En sortie de réacteur, est obtenue une liqueur mixte composée de boues floculées et d’eau
épurée prête à être rejetée dans le milieu naturel. Cette liqueur alimente un clarificateur qui a
une fonction de séparation de phase et une fonction d’épaississement afin de ramener la boue la
plus concentrée possible dans le réacteur biologique. Du fait de l’absence d’oxygène, le temps
de passage des boues doit être le plus faible possible pour éviter qu’elles ne se trouvent en phase
anaérobie. Ceci aurait pour conséquence l’apparition d’odeurs désagréables ainsi qu’une dété-
rioration de la qualité mécanique de la boue perturbant tant le traitement biologique de l’eau
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Figure 5.2 – Schéma du bioréacteur dans le cadre de processus d’épuration par boues activées

que le traitement ultérieur des boues.

Le recyclage de boues

La croissance de la biomasse au sein du bioréacteur n’est pas suffisante pour compenser
la perte engendrée par le débit de sortie de la liqueur mixte. Pour conserver une concentra-
tion en biomasse constante dans le réacteur, une partie des boues du clarificateur est recyclée
vers le réacteur. Des purges ont également lieu afin d’extraire la quantité de boues en excès
dans le procédé. Les taux de recyclage et de purge permettent également de maîtriser l’âge des
boues c’est-à-dire le temps au bout duquel la biomasse est entièrement renouvelée. Ce temps
caractérise la forme physiologique de la biomasse dans le réacteur mais aussi la composition de
celle-ci. Prenons l’exemple du traitement de la matière azotée : les bactéries autotrophes res-
ponsables de la réaction de nitrification ne seront absentes que si l’âge des boues est supérieur
à 6 jours, leur temps de duplication étant de 4 jours.

5.2.2 Modélisation du procédé

Bilan de matière

Le modèle se présente sous la forme d’un ensemble d’équations différentielles non linéaires
obtenues à partir des équations dynamiques de bilan du bioréacteur. Entre deux instants, un bi-
lan de matière définit la variation de la quantité d’un composé comme étant la somme de ce qui
est apporté ou produit, diminué de ce qui est soutiré ou consommé, soit :

(Entrée + Production) - (Sortie + Consommation ) = Accumulation

ou de façon équivalente la partie traduisant les réactions biologiques étant représentée par
les termes Production et Consommation :
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Entrée - Sortie + Réaction = Accumulation

L’écriture d’un bilan pour chaque composé conduit au modèle global du procédé.

Variables du système

Variables d’état
Les substances carbonées considérées dans le modèle peuvent être décomposées en trois groupes,
la DCO biodégradable, la DCO non biodégradable (les matières inertes) et la biomasse. La DCO
biodégradable est constituée à la fois par la concentration en substrat rapidement biodégradable
(SS), consistant en des molécules pouvant être facilement absorbées par les micro-organismes
comme source d’énergie, et en substrat lentement biodégradable (XS). La DCO non biodégra-
dable est constituée des matières organiques inertes (SI) et particulaires (XI). Il est considéré
que l’activité biologique du processus n’affecte pas ces deux concentrations.
La biomasse active est composée de la biomasse hétérotrophe (XBH) et de la biomasse auto-
trophe (XBA). La biomasse hétérotrophe est responsable de la dégradation de matières orga-
niques et de la transformation du nitrate en azote gazeux (N2). Elle augmente en présence de
substrat facilement biodégradable et d’une source d’oxygène (en aérobie) ou de nitrate (en
anoxie). Sa croissance est modélisée par une relation de Monod. La biomasse autotrophe est
responsable de l’étape de nitrification et se développe uniquement en conditions d’aérobie. Son
augmentation est aussi décrite par une relation de Monod.
Comme précisé à la section concernant la classification de la pollution, les composants azotés
contenus dans l’eau polluée comportent : une partie constituée de l’azote sous forme d’ammo-
niac (SNH) et une partie correspondant à l’azote organique et aux concentrations associées à la
biomasse active. L’azote organique se décompose en une fraction particulaire et une fraction
soluble qui peuvent être biodégradables ou non-biodégradables. Seules les fractions biodégra-
dables sont explicitement incluses dans le modèle (azote organique soluble SND et azote orga-
nique particulaire XND). La biomasse active intervient dans le modèle dans le sens où le décès
de la biomasse produit de l’azote organique biodégradable particulaire. Finalement, les concen-
trations d’azote sous forme de nitrite et de nitrate sont réunies dans une seule variable (SNO)
afin de simplifier les expressions mathématiques du modèle.
L’oxydation de l’ammoniac en nitrate est faite en deux temps :

1. azote ammoniacal + oxygène → nitrites + eau + ions d’hydrogène

2. nitrites + oxygène → nitrates

Si les conditions d’aération sont adéquates, la deuxième réaction est très rapide ce qui simplifie
la modélisation de l’oxydation en ne prenant en compte que la dynamique du nitrate SNO.
Les deux derniers composants sont la concentration d’oxygène dissous (SO) et l’alcalinité (SALK).
L’alcalinité SALK est une variable qui n’intervient pas dans les cinétiques des autres composants
et n’est pas mesurée, donc elle sera omise. De plus, la concentration XP en produits particulaires
inertes résultant du décès de la biomasse sera amalgamée dans la définition de la matière orga-
nique particulaire inerte XI . En conséquence, le modèle comporte au total onze variables d’état
réunies dans le vecteur x :

x = [SI SS XI XS XBH XBA SNO SNH SND XND SO]T (5.1)
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Variables d’entrée
Les concentrations en composants solubles S•,in et particulaires X•,in dans l’eau polluée qui
rentrent dans le bassin de réaction sont considérées comme variables d’entrée du modèle. Les
débits d’entrée qin, de recyclage qR et d’extraction qW font aussi partie de cet ensemble de
variables, dont les éléments forment le vecteur d’entrée u défini par :

u =
[

SI,in SS,in XI,in XS,in XBH,in XBA,in SNO,in SNH,in SND,in XND,in SO,in qin qR qW
]T

(5.2)

Variables de sortie
Les concentrations en composants solubles S•,out et particulaires X•,out de l’eau qui sortent du
bassin de réaction sont considérées comme variables de sortie du modèle. Le débit de sortie qout

fait partie aussi de cet ensemble de variables mesurables ; le vecteur xout réunit les variables de
sortie qui viennent d’être mentionnées :

y =
[

SI,out SS,out XI,out XS,out XBH,out XBA,out SNO,out SNH,out SND,out XND,out SO,out qout
]T

(5.3)

Description des cinétiques

Les réactions biologiques ayant lieu dans le bioréacteur sont décrites sous la forme d’une
matrice (figure 5.3), suggérée par Petersen [1965]. Ce tableau permet une lecture facile des
cinétiques modélisées : pour chaque composant soluble S ou particulaire X qui apparaît dans
le haut du tableau, les processus ρi intervenant sont signalés dans la première colonne. Le
terme de cinétique pour chaque composant j du modèle est obtenu en sommant les produits
des coefficients stoechiométriques ki, j par la cinétique du processus ρi.

Quatre types de processus sont considérés :

1. la croissance de la biomasse
– Croissance aérobie des hétérotrophes (ρ1) : une fraction du substrat facilement bio-

dégradable est utilisée. Donc, la consommation d’oxygène augmente, l’ammonium
étant utilisé comme source d’azote pour la synthèse, il est incorporé à la biomasse.
Les concentrations SS et SO peuvent agir en limitant ce processus, qui contribue plus
que les autres processus à la production de la biomasse et à la consommation de DCO.

– Croissance anoxie des hétérotrophes (ρ2) : en l’absence d’oxygène, les organismes
hétérotrophes utilisent le nitrate et le substrat SS pour produire de la biomasse et de
l’azote gazeux (dénitrification). Un changement de l’alcalinité est associé à la réaction.
L’ammoniac constitue une source d’azote pour la synthèse des micro-organismes.

– Croissance aérobie des autotrophes (ρ3) : l’ammoniac est oxydé en nitrate (nitrifi-
cation) ce qui a comme résultat une production de biomasse autotrophe et une aug-
mentation de la DCO. Il est aussi utilisé comme source d’énergie pour la synthèse
de micro-organismes. L’effet sur la quantité de biomasse produite est très faible. Par
contre, l’alcalinité et la consommation d’oxygène sont fortement affectées.

2. la mortalité de la biomasse
– Mortalité des hétérotrophes / autotrophes (ρ4/ρ5) : les micro-organismes meurent à

un taux déterminé, et cette biomasse devient une combinaison des produits particulaires
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Figure 5.3 – Matrice des cinétiques du modèle ASM1
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et du substrat lentement biodégradable. L’azote organique associé à XS est disponible
comme azote organique particulaire. La DCO n’est pas modifiée. Les taux de mortalité
sont supposés invariants en conditions d’aérobie et d’anoxie.

3. l’ammonification de l’azote organique soluble
– Ammonification de l’azote organique soluble (ρ6) : l’azote organique biodégradable

est transformé en ammonium par l’action de la biomasse hétérotrophe active. L’alcali-
nité est aussi modifiée.

4. l’hydrolyse des composants organiques absorbés
– Hydrolyse de la matière organique absorbée (ρ7) : le substrat lentement biodégra-

dable correspondant aux substances polluantes est décomposé par un mécanisme extra-
cellulaire en produisant du substrat facilement biodégradable utilisable par la biomasse.
Ce processus a lieu en aérobie et en anoxie. Le taux d’hydrolyse en anoxie est diminué
par un facteur ηh(< 1) par rapport aux conditions d’aérobie. Il est lié à la biomasse
hétérotrophe par une fonction de premier ordre et sature quand la concentration de
substrat absorbé devient grande par rapport à la biomasse.

– Hydrolyse de l’azote organique absorbé (ρ8) : l’azote organique particulaire bio-
dégradable est décomposé en azote organique soluble à un certain taux défini par la
réaction d’hydrolyse précédemment décrite.

La figure 5.4 permet de visualiser l’évolution des composants modélisés au cours du temps à
travers les différents processus qui interviennent dans le système. Comme les conditions envi-
ronnementales changent (l’alimentation en air par exemple) il est nécessaire d’introduire des
fonctions de différentes types d’amplitude pour gérer l’intervention des processus dans les dy-
namiques du système.

– les cinétiques ayant lieu uniquement en phase anoxique comporteront le terme KOH
SO+KOH

inhibant la réaction en phase aérobie
– les cinétiques ayant lieu uniquement en phase aérobie comporteront le terme SO

SO+KOH
ou

le terme SO
SO+KOA

inhibant la réaction en phase anoxique.

Valeurs typiques des paramètres

Dans le tableau 5.1 sont sont rassemblées les valeurs des paramètres du modèle ASM1
conformément à Henze et al. [1987]. Ces valeurs correspondent à des caractéristiques d’eaux
résiduelles de provenance domestique, à une température de 20°C et pour un pH neutre.
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Figure 5.4 – Évolution des composants au cours du temps

Hypothèses, restrictions et contraintes du modèle ASM1

Certaines hypothèses ont été faites pour que le modèle soit utilisable en pratique :
– le bioréacteur et le décanteur sont parfaitement mélangés. Cette hypothèse se traduit par :

y(t) = x(t) (5.4)

– les réactions biologiques ont lieu seulement dans le bioréacteur.
– le décanteur est parfait : l’eau épurée ne comporte pas de substances particulaires et les

concentrations des composants solubles sont les mêmes en entrée et en sortie du décan-
teur :

S(t) = SR(t) (5.5)

(qin(t)+qR(t))X(t) = (qR(t)+qW (t))XR(t) (5.6)

où X et S sont les concentrations respectives de particules et de substrat dans le bioréacteur
et XR et SR les concentrations de particules et de substrat dans le circuit de re-circulation
des boues [Julien, 1997].

– le système opère à température constante. Si des fluctuations importantes de température
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Paramètres Signification Valeurs par défaut
YA Taux de conversion substrat/biomasse autotrophe 0.24
YH Taux de conversion substrat/biomasse hétérotrophe 0.67
fXI Fraction de DCO inertes générés par la biomasse morte 0.08
fP Taux de conversion biomasse/matière organique inerte 0.08

iXP Fraction d’azote dans la matière organique inerte 0.06
iXB Fraction d’azote dans la biomasse hétérotrophe 0.08
µH Taux de croissance maximal de la biomasse

hétérotrophe 4
µA Taux de croissance maximal de la biomasse autotrophe 0.5
bH Coefficient de mortalité de la biomasse hétérotrophe 0.3
bA Coefficient de mortalité de la biomasse autotrophe 0.05
KS Coefficient de demi-saturation en substrat

rapidement biodégradable 20
KOH Coefficient de demi-saturation de l’oxygène

pour la biomasse hétérotrophe 0.2
KNO Coefficient de demi-saturation du nitrate

pour la biomasse hétérotrophe 0.5
KNH Coefficient de demi-saturation de l’azote ammoniacal

pour la biomasse autotrophe 1
KOA Coefficient de demi-saturation de l’oxygène

pour la biomasse autotrophe 0.4
KX Coefficient de demi-saturation pour l’hydrolyse

du substrat lentement biodégradable 0.1
ηg Facteur de correction pour µH sous condition anoxie 0.8
ηh Facteur de correction pour l’hydrolyse

sous condition anoxie 0.8
kh Taux maximal pour l’hydrolyse 3
ka Taux d’ammonification 0.05

Tableau 5.1 – Valeurs des paramètres du modèle ASM1 (à 20 ° C)

sont considérées, les processus ρi doivent être réécrits.
– le pH varie très peu, et surtout reste dans la zone où il n’affecte pas le taux de croissance.

Il n’est donc pas nécessaire d’exprimer son influence dans les coefficients stoechiomé-
triques.

– les facteurs de correction en dénitrification, ηg et ηh, fixés et constants, sont spécifiques
de l’eau résiduelle traitée.

– la biomasse hétérotrophe est supposée homogène.
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5.2.3 Écriture du modèle ASM1

Compte tenu de toutes les hypothèses précédentes, le modèle est décrit par les équations
différentielles suivantes :

ṠI(t) = Din(t)[SI,in(t)−SI(t)]

ṠS(t) = Din(t)[SS,in(t)−SS(t)]−
1

YH
[ρ1(t)+ρ2(t)]+ρ7(t)

ẊI(t) = Din(t)XI,in(t)− [Din(t)+DR(t)]
DW (t)

DR(t)+DW (t)
XI(t)+ fXI[ρ4(t)+ρ5(t)]

ẊS(t) = Din(t)XS,in(t)− [Din(t)+DR(t)]
DW (t)

DR(t)+DW (t)
XS(t)

+(1− fXI)[ρ4(t)+ρ5(t)]−ρ7(t)

ẊBH(t) = Din(t)XBH,in(t)− [Din(t)+DR(t)]
DW (t)

DR(t)+DW (t)
XBH(t)

+ρ1(t)+ρ2(t)−ρ4(t)

ẊBA(t) = Din(t)XBA,in(t)− [Din(t)+DR(t)]
DW (t)

DR(t)+DW (t)
XBA(t)+ρ3(t)−ρ5(t)

ṠNO(t) = Din(t)[SNO,in(t)−SNO(t)]− 1−YH

2.86YH
ρ2(t)+

1
YA

ρ3(t)

ṠNH(t) = Din(t)[SNH,in(t)−SNH(t)]− iXB[ρ1(t)+ρ2(t)]− (iXB +
1

YA
)ρ3(t)+ρ6(t)

ṠND(t) = Din(t)[SND,in(t)−SND(t)]−ρ6(t)+ρ8(t)

ẊND(t) = Din(t)XND,in(t)− [Din(t)+DR(t)]
DW (t)

DR(t)+DW (t)
XND(t)

+(iXB − fXIiXP)[ρ4(t)+ρ5(t)]−ρ8(t)

ṠO(t) = Din(t)[SO,in(t)−SO(t)]+Kqa(t)[SO,sat −SO(t)]

−1−YH

YH
ρ1(t)−

4.57−YA

YA
ρ3(t) (5.7)
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Les termes ρi i = 1, ...,8 représentent les processus définis dans la matrice de cinétiques :

ρ1(t) = µH
SS(t)

KS +SS(t)
SO(t)

KOH +SO(t)
XBH(t)

ρ2(t) = µH
SS(t)

KS +SS(t)
SNO(t)

KNO +SNO(t)
KOH

KNO +SO(t)
ηgXBH(t)

ρ3(t) = µA
SNH(t)

KNH +SNH(t)
SO(t)

KO,A +SO(t)
XBA(t)

ρ4(t) = bHXBH(t)

ρ5(t) = bAXBA(t) (5.8)

ρ6(t) = kaSND(t)XBH(t)

ρ7(t) = kh
XS(t)/XBH(t)

KS +XS(t)/XBH(t)

(

SO(t)
KOH +SO(t)

+ηh
KOH

KOH +SO(t)
SNO(t)

KNO +SNO(t)

)

XBH(t)

ρ8(t) = kh
XND(t)/XBH(t)

KS +XS(t)/XBH(t)

(

SO(t)
KOH +SO(t)

+ηh
KOH

KOH +SO(t)
SNO(t)

KNO +SNO(t)

)

XBH(t)

Les termes avec l’indice in correspondent à l’alimentation des différents composés formant le
vecteur de commande. Les termes Din = Qin

V , DR = QR
V et DW = QW

V représentent les taux de
dilution relatifs à l’entrée, à la boue recyclée et à la purge de boues, V étant le volume du
bioréacteur. L’alcalinité Salk est omise puisqu’elle n’intervient pas dans les dynamiques des
autres variables du modèle.

5.3 Approche MM pour l’estimation d’état et le diagnostic
de fonctionnement

5.3.1 Modèle ASM1 réduit

Plusieurs hypothèses simplificatrices peuvent être appliquées pour la réduction du modèle
ASM1, ici on considère une simplification concernant les composants du modèle, proposée par
Weijers [2000]. Ainsi, pour des raisons de concision, nous considérons seulement la dégrada-
tion biologique du carbone et de l’azote présents dans les eaux usées, impliquant les six com-
posants suivants : substrat rapidement biodégradable SS, substrat lentement biodégradable XS,
oxygène dissous SO, biomasse hétérotrophe XBH , ammoniac SNH , nitrate SNO et biomasse auto-
trophe XBA. D’autre part, les deux autres fractions azotées (l’azote organique particulaire XND

et l’azote organique soluble SND) décrivant la transformation interne de SNH dans les processus
d’hydrolyse et d’ammonification, peuvent être simplifiées puisqu’elles représentent seulement
une petite partie des décharges de l’azote. L’approximation utilisée consiste à séparer la dyna-
mique de SNH de celle de SND en négligeant le processus d’ammonification interne.

Les composants suivants ne sont pas considérés : les composants inertes (SI , XI , XP), l’al-
calinité (Salk). Comme dans la pratique le processus de mesure de la Demande Chimique en
Oxygène (DCO) ne permet pas de distinguer la partie soluble SS de la partie particulaire XS

[Weijers, 2000; Smets et al., 2003], un seul composant organique, noté XDCO, est considéré,
en ajoutant les deux concentrations soluble et particulaire. Le vecteur d’état suivant est alors
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considéré :
x(t) = [XDCO(t), SO(t), SNH(t), SNO(t), XBH(t), XBA(t) ]T (5.9)

Le vecteur réunissant les entrées du processus est :

u(t) = [XDCO,in(t), qa(t), SO,in(t), SNH,in(t), SNO,in(t), XBH,in(t), XBA,in(t) ]
T (5.10)

L’équation de conservation de la masse pour ces composants contient une partie réaction (r) et
une partie de bilan entrée/sortie (voir section 5.2.2). La partie réaction est donnée par :

r(x(t)) = C Φ(x(t))

La matrice C ∈ R
6×5 associée au vecteur d’état (5.9) est :

C =



















− 1
YH

− 1
YH

0 1− fP 1− fP
YH−1

YH
0 YA−4.57

YA
0 0

−iXB −iXB −iXB − 1
YA

iXB − fP iXP iXB − fP iXP

0 YH−1
2.86YH

1
YA

0 0
1 1 0 −1 0
0 0 1 0 −1



















(5.11)

et le vecteur Φ(x(t)) = [ρ1(t), · · · ,ρ5(t)]
T ∈ R

5 est donné par :

ρ1(t) = µH
XDCO(t)

KDCO +XDCO(t)
SO(t)

KOH +SO(t)
XBH(t)

ρ2(t) = µHηNOg
XDCO(t)

KDCO +XDCO(t)
SNO(t)

KNO +SNO(t)
KOH

KOH +SO(t)
XBH(t)

ρ3(t) = µA
SNH(t)

KNH,A +SNH(t)
SO(t)

KO,A +SO(t)
XBA(t)

ρ4(t) = bHXBH(t)
ρ5(t) = bAXBA(t)

(5.12)

où

KDCO = KS
XDCO

SS
=

KS

fSS

Le volume du bioréacteur est supposé constant. On peut alors écrire (figure 5.1) :

qout(t) = qin(t)+qR(t) (5.13)

En général, qR(t) et qW (t) représentent des fractions du débit d’entrée qin(t) :

qR(t) = fR qin(t), 1 ≤ fR ≤ 2 (5.14)

qW (t) = fW qin(t), 0 < fW < 1 (5.15)
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Considérons la forme explicite du modèle ASM1 caractérisée par le vecteur d’état réduit (5.9)
et la matrice des coefficients stoechiométriques (5.11) :

ẊDCO(t) = − 1
YH

[ρ1(t)+ρ2(t)]+(1− fP)(ρ4(t)+ρ5(t))+D1(t)

ṠO(t) =
YH −1

YH
ρ1(t)+

YA −4.57
YA

ρ3(t)+D2(t)

ṠNH(t) = −iXB[ρ1(t)+ρ2(t)]−
(

iXB +
1

YA

)

ρ3(t)

+(iXB − fP iXP)[ρ4(t)+ρ5(t)]+D3(t) (5.16)

ṠNO(t) =
YH −1
2.86YH

ρ2(t)+
1

YA
ρ3(t)+D4(t)

ẊBH(t) = ρ1(t)+ρ2(t)−ρ4(t)+D5(t)

ẊBA(t) = ρ3(t)−ρ5(t)+D6(t)

Le vecteur D(x(t),u(t)) exprimant le bilan entrée/sortie est défini par :

D1(t) =
qin(t)

V

[

XDCO,in(t)−XDCO(t)
]

D2(t) =
qin(t)

V
(−SO(t))+Kqa(t)

[

SO,sat −SO(t)
]

D3(t) =
qin(t)

V
[SNH,in(t)−SNH(t)]

D4(t) =
qin(t)

V
[−SNO(t)]

D5(t) =
qin(t)

V

[

XBH,in(t)−XBH(t)+ fR
1− fW
fR + fW

XBH(t)

]

D6(t) =
qin(t)

V

[

−XBA(t)+ fR
1− fW
fR + fW

XBA(t)

]

(5.17)

Pour l’application numérique, les paramètres définis dans le tableau 5.1 sont utilisés. Les va-
leurs des fractions fR et fW prises en compte dans cette application sont : fR = 1.1 et fW = 0.04.
Le volume du bioréacteur V considéré est 1333[m3].

Définissons tout d’abord le vecteur de mesures, le vecteur de commande et le vecteur d’en-
trées inconnues afin de pouvoir construire une structure multimodèle adaptée au processus
d’épuration et à l’application des méthodes d’estimation proposées dans ce mémoire.

Hypothèse 5.1. On suppose nulle la concentration d’oxygène dissous à l’entrée du réacteur
(SO,in). On peut aussi supposer que SNO,in

∼= 0 et XBA,in
∼= 0, ce qui est en conformité avec le

benchmark du programme européen Cost 624 [Alex et al., 1999].
En pratique, et en particulier pour la station d’épuration Bleesbruck de Luxembourg, les concen-
trations XDCO,in, SNH,in et XBH,in ne sont pas mesurées en temps réel. Le système devient non
observable si ces concentrations sont considérées comme non mesurables. Ainsi une approxi-
mation souvent faite en pratique est de remplacer ces concentrations par leurs moyennes jour-
nalières respectives. Une moyenne journalière de la concentration XDCO,in sera considérée, par
contre les autres concentrations (SNH,in et XBH,in) seront considérées comme entrées inconnues.
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Les mesures des quatre concentrations en sortie du réacteur (XDCO, SO, SNH , SNO) sont dispo-
nibles en temps réel.

En conséquence, le vecteur de mesures est :

y(t) = [XDCO(t), SO(t), SNH(t), SNO(t)]T (5.18)

le vecteur des entrées connues se réduit à :

u(t) = [XDCO,in(t), qa(t)]
T (5.19)

et celui des entrées inconnues est :

d(t) = [SNH,in(t), XBH,in(t)]
T (5.20)

5.3.2 Obtention d’un MM pour le modèle ASM1 réduit

On cherche à construire un multimodèle afin de l’utiliser pour la synthèse d’un observateur
permettant l’estimation des états du modèle ASM1 réduit. Comme le système est à deux échelles
de temps, l’approche singulière s’avère être intéressante et utile dans le but d’estimer l’état à
l’aide d’un observateur adapté aux multimodèles singuliers affectés par des entrées inconnues
(4.119). La forme multimodèle classique est légèrement modifiée afin de mettre en évidence les
deux échelles de temps du système.

En considérant les équations du processus d’épuration (5.16), il est naturel de définir les
variables de prémisse suivantes :

z1(x(t),u(t)) =
qin(t)

V
(5.21a)

z2(x(t),u(t)) =
XDCO(t)

KDCO +XDCO(t)
SO(t)

KOH +SO(t)
(5.21b)

z3(x(t),u(t)) =
XDCO(t)

KDCO +XDCO(t)
SNO(t)

KNO +SNO(t)
KOH

KOH +SO(t)
(5.21c)

z4(x(t),u(t)) =
1

KOA +SO(t)
SNH(t)

KNH,A +SNH(t)
XBA(t) (5.21d)

Les matrices de la forme quasi-LPV ayant une forme similaire à celle donnée dans (2.48)

ẋ(t) = A(x,u)x(t)+B(x,u)u(t)+E(x,u)d(t) (5.22)

sont exprimées en utilisant les variables de prémisse définies précédemment (5.21) :

A(x,u) =

















a11 0 0 0 a15 a16

0 a22 0 0 a25 0
0 a32 −z1(u) 0 a35 a36

0 a42 0 −z1(u) a45 0
0 0 0 0 a55 0
0 a62 0 0 0 a66

















(5.23)
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et

B(u) =

















z1(u) 0
0 K SO,sat

0 0
0 0
0 0
0 0

















, E(u) =

















0 0
0 0

z1(u) 0
0 0
0 z1(u)
0 0

















(5.24)

où :

a11(x,u) = −z1(x,u)

a15(x,u) = −µH

YH
z2(x,u)+(1− fP)bH − µH ηNOg

YH
z3(x,u)

a16(x,u) = (1− fP)bA

a22(x,u) = −z1(x,u)−K qa −
4.57−YA

YA
µA z4(x,u)

a25(x,u) =
(YH −1)µH

YH
z2(x,u)

a32(x,u) = −(iXB +
1

YA
)µA z4(x,u)

a35(x,u) = (iXB − fP iXP)bH − iXB µH z2(x,u)− iXB µH ηNOg z3(x,u)

a36(x,u) = (iXB − fP iXP)bA

a42(x,u) =
1

YA
µAz4(x,u)

a45(x,u) =
YH −1
2.86YH

µH ηNOg z3(x,u)

a55(x,u) = µH z2(x,u)−bH + z1(x,u)

[

fW (1+ fR)

fR + fW
−1

]

+ µH ηNOg z3(x,u)

a62(x,u) = µA z4(x,u)

a66(x,u) = z1(x,u)

[

fW (1+ fR)

fR + fW
−1

]

−bA (5.25)

La décomposition des quatre variables de prémisse (5.21) est réalisée en utilisant la transfor-
mation polytopique convexe (2.62). Les scalaires z j,1 et z j,2 sont définis comme dans (2.63) et
les fonctions Fj,1(z j(x,u)) et Fj,2(z j(x,u)) sont données par (2.64) pour j = 1, ...,4.
Par exemple :

z1,1 = maxx,uz(x,u), z1,2 = minx,uz(x,u) (5.26)

et

F1,1(z1(x,u)) =
z(x,u)− z1,2

z1,1 − z1,2
, F1,2(z1(x,u)) =

z1,1 − z(x,u)

z1,1 − z1,2
(5.27)

175



Chapitre 5. Application à une station d’épuration

En multipliant les fonctions F
j,σ j

i
(z j(x,u)), les r = 16 fonctions de pondération µi(z(x,u)) sont

obtenues :

µi(z(x,u)) = F1,σ1
i
(z1(u))F2,σ2

i
(z2(x,u))F3,σ3

i
(z3(x,u))F4,σ4

i
(z4(x,u)) (5.28)

Les matrices constantes Ai, Bi et Ei associées aux 16 sous-modèles, sont déterminées en utilisant
les matrices A, B et E (5.23)-(5.24) et les scalaires z

j,σ j
i

(i = 1, ...,16, j = 1, ...,4) :

Ai = A(z1,σ1
i
,z2,σ2

i
,z3,σ3

i
,z4,σ4

i
) (5.29a)

Bi = B(z1,σ1
i
) (5.29b)

Ei = E(z1,σ1
i
) (5.29c)

Finalement, le modèle non linéaire (5.16) est écrit de façon équivalente sous une forme multi-
modèle :

ẋ(t) =
r

∑
i=1

µi(x,u)[Aix(t)+Biu(t)+Eid(t)] (5.30a)

y(t) = Cx(t)+Gd(t) (5.30b)

avec

C =









1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0









, G = O4×2 (5.31)

5.3.3 Synthèse d’observateur à gain proportionnel-intégral

Une vue d’ensemble des résultats disponibles concernant l’estimation d’état et des para-
mètres de modèle pour des processus bio-chimiques a été présentée dans [Dochain, 2003]. Dans
cet article, une évaluation des performances des observateurs classiques (Luenberger et Kalman
étendus, observateurs à grand gain) en présence d’incertitudes de modèle a été réalisée. Cette
évaluation permet de motiver la synthèse d’observateurs asymptotiques (considérant les ciné-
tiques du processus comme entrées inconnues) et d’observateurs par intervalles (fournissant des
bornes d’estimation d’état en connaissant les bornes des incertitudes) qui prennent en compte
des incertitudes de modélisation. Ce dernier type d’observateurs -par intervalles- a aussi été
abordé en [Rapaport et Dochain, 2005].
Récemment, la construction d’un observateur pour le modèle du processus de traitement des
eaux usées a été proposée dans [Boulkroune, 2009], où un modèle réduit à 6 états a été consi-
déré. Dans cet article, un observateur est proposé pour une classe de systèmes non linéaires
discrets et Lipschitz en utilisant l’approche linéaire à paramètres variables. Cette approche né-
cessite le respect de la propriété de Lipschitz pour la partie non linéaire du système, ce qui peut
représenter une contrainte assez conservatrice. Les approches à base d’observateurs proposées
en chapitre 4 évitent cette contrainte. De plus, certains paramètres variables dans le temps sont
considérés constants dans [Boulkroune, 2009] alors que ces hypothèses ne sont pas nécessaires
à l’étude faite dans ce chapitre.
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Les résultats d’estimation d’état des multimodèles incertains affectés par des entrées incon-
nues (section 4.2.4) sont appliqués ici au modèle ASM1 réduit (5.16) ou de façon plus aisée au
modèle équivalent (5.30).

Représentation sous forme de multimodèle incertain du modèle ASM1

La structure multimodèle utilisée pour le modèle ASM1 réduit est celle construite en sec-
tion précédente 5.3.2. Les matrices constantes et les fonctions de pondération correspondant à
la structure multimodèle initiale sont fixées et données par les équations (5.23)-(5.24) et (5.28).
Cette structure est légèrement modifiée afin de prendre en compte d’éventuelles incertitudes
pouvant intervenir sur les paramètres : bH et bA. Ces paramètres interviennent dans les coeffi-
cients a1,5, a1,6, a3,5, a3,6, a5,5 et a6,6 (5.25), ce qui peut donc dans (5.23) de séparer la partie
incertaine ∆A(t). La plage de variation de ces paramètres est : pour bH de 20% de la valeur
nominale, pour bA de 25% de la valeur nominale. L’effet des incertitudes est pris en compte au
niveau de la matrice A+∆A(t), on peut alors écrire :

∆A(t) =

















0 0 0 0 ∆bH(t) ∆bA(t)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 ∆bH(t) ∆bA(t)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 ∆bH(t) 0
0 0 0 0 0 ∆bA(t)

















(5.32)

où le terme incertain est écrit sous la forme ∆A(t) = MaFa(t)Na avec les matrices :

Fa(t) =

[

∆bH(t) 0
0 ∆bA(t)

]

, Ma =

















1 1
0 0
1 1
0 0
1 0
0 1

















, Na =

[

0 0 0 0 0.2 0
0 0 0 0 0 0.25

]

où Fa(t) a la propriété FT
a (t)Fa(t) ≤ I.

Donc, les nouvelles équations sont :

ẋ(t) =
r

∑
i=1

µi(x,u)[(Ai +∆A(t))x(t)+Bi u(t)+Ei d(t)] (5.33a)

y(t) = C x(t)+Gd(t) (5.33b)

Synthèse d’observateur et résultats d’estimation d’état

Pour le processus d’épuration décrit par le modèle ASM1 réduit on considère que les concen-
trations disponibles à la mesure à la sortie de la station sont la DCO XDCO, l’oxygène dissous
SO, l’ammoniac SNH et le nitrate SNO. La matrice de sortie C est donnée dans (5.31). Afin
de prendre en compte les imperfections des chaînes d’acquisition de mesure, un bruit δ (t) est
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considéré sur la sortie du système qui est donc définie par :

y(t) = C x(t)+δ (t) (5.34)

où δ (t) est un signal normalement distribué de moyenne nulle.
Dans ce qui suit on applique la procédure d’estimation d’état et d’entrées inconnues obte-

nues présentée au théorème 4.4. En appliquant ce théorème, l’observateur (4.37) est construit.
On rappelle la structure de l’observateur :

˙̂x(t) =
r

∑
i=1

µi(x̂(t))
(

Aix̂(t)+Biu(t)+Eid̂(t)+LP
i (y(t)− ŷ(t))

)

(5.35a)

˙̂d(t) =
r

∑
i=1

µi(x̂(t))L
I
i (y(t)− ŷ(t)) (5.35b)

ŷ(t) =Cx̂(t)+Gd̂(t) (5.35c)

La valeur numérique du taux d’atténuation des entrées connues u(t) et inconnues d(t) vers l’er-
reur d’estimation ea(t) des états x(t) et des entrées inconnues d(t) est γ = 1.64. Une compa-
raison entre les variables d’état, les entrées inconnues et leurs estimées est illustrée aux figures
5.5 et 5.6.

Au vu de ces figures, l’observateur proportionnel-intégral proposé donne des bons résultats
d’estimation (figure 5.5) même pour des entrées inconnues pour lesquelles la condition théo-
rique ḋ = 0 n’est pas vérifiée puisque les entrées inconnues ne sont pas constantes.

Remarque 5.1. Il faut noter que les données d’entrée et de sortie sont générées par le modèle
ASM1 complet (5.7), alors que le modèle utilisée pour obtenir la structure multimodèle -et
implicitement l’estimation d’état- est celui réduit à six états (5.16).

5.3.4 Synthèse d’observateur en présence d’entrées inconnues à partir
d’un MM non standard

Dans cette section l’application de la procédure proposée au chapitre 4 (section 4.2.6) est
réalisée. Tout d’abord, il est nécessaire de mettre le modèle ASM1 réduit (5.16) (ayant une
forme multimodèle à entrées inconnues classique construite en section 5.3.2) sous forme d’un
multimodèle singulier affecté par des entrées inconnues. Pour effectuer cette réécriture du mo-
dèle, il faut identifier et séparer les deux échelles de temps du système ASM1 réduit.

Séparation des variables d’état lentes et rapides

On commence par l’identification des dynamiques lentes et rapides du modèle ASM1 ré-
duit en utilisant la méthode d’homotopie Robertson [1992]. Cette méthode (section 3.3.3) est
essentiellement basée sur l’analyse des valeurs propres du jacobien associé au système linéarisé.

Considérons la linéarisation du système non linéaire (5.16) autour de différents points d’équi-
libre (x0,u0) :

ẋ(t) = A0 x(t)+B0 u(t) (5.36)
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Figure 5.5 – Estimation des états en utilisant un observateur proportionnel-intégral

où A0 =
∂ f (x,u)

∂x

∣

∣

(x0,u0) et B0 =
∂ f (x,u)

∂u

∣

∣

(x0,u0) .

Les parties réelles des valeurs propres de A0 sont ordonnées Re(λ1) ≤ Re(λ2) ≤ ... ≤ Re(λn) ;
la plus grande (respectivement la plus petite) partie réelle correspond à la dynamique la plus
lente (respectivement rapide). La séparation en parties lente et rapide est réalisée en fixant un
seuil entre les deux échelles de temps, τ , tel que : Re(λ1) ≤ ... ≤ Re(λn f ) << τ ≤ Re(λn f +1) ≤
... ≤ Re(λn).
Pour le modèle ASM1 réduit considéré (5.16), cette séparation en deux échelles de temps est
confirmée par les valeurs propres du jacobien A0, en utilisant la méthode d’homotopie, comme
on peut le remarquer à la figure 5.7 où quarante points de fonctionnement sont considérés. Les
parties réelles de cinq valeurs propres sont incluses entre −65 et −1, alors que l’autre se situe
autour de −250. En fixant le seuil à τ =−90, on peut déduire que le système est caractérisé par
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Figure 5.6 – Estimation des entrées inconnues en utilisant un observateur proportionnel-intégral

une variable d’état rapide et cinq variables d’état lentes :

xF(t) = XDCO(t) (5.37a)

xS(t) = [SO(t) SNH(t) SNO(t) XBH(t) XBA(t) ]T (5.37b)
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Figure 5.7 – Parties réelles des valeurs propres du système linéarisé

Cette séparation sera utilisée pour écrire le modèle ASM1 réduit sous forme de multimodèle
singulier.
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Représentation singulière du modèle ASM1 réduit

On applique la méthode d’estimation d’état proposée au chapitre 4 (section 4.2.4) au modèle
ASM1 réduit à six variables d’état (5.16). Pour pouvoir réaliser cette tâche, il faut construire
un observateur à entrées inconnues pour des systèmes singuliers et à variables de prémisse non
mesurables. Le multimodèle qui sera utilisé pour ce propos est similaire à celui exprimé en
(4.119).
Compte tenu de la séparation des états lents et rapides réalisée en section 5.3.4, la matrice Ē est
définie par :

Ē = diag(0 1 1 1 1 1) (5.38)

La sortie y(t) = C x(t)+ G d(t) est définie par les matrices (5.31). Un bruit de mesure est
présent sur les variables de sortie y1 = XDCO, y2 = SO, y3 = SNH et y4 = SNO.
En conclusion, le modèle ASM1 réduit ayant la forme initiale (5.16) est réécrit sous forme d’un
MM singulier à variables de prémisse partiellement non mesurables, comme décrit aux équa-
tions (4.119)-(4.120). Ce système peut se ramener à un MM perturbé à variables de prémisse
mesurables, comme suit :

Ē ẋ(t) =
r

∑
i=1

µi(x̂(t),u(t)) [Aix(t)+Biu(t)+Eid(t)+ω(t)] (5.39a)

y(t) = C x(t)+Gd(t) (5.39b)

où la perturbation a la forme suivante :

ω(t) =
r

∑
i=1

(µi(x(t),u(t))−µi(x̂(t),u(t))) [Aix(t)+Biu(t)+Eid(t)] (5.40)

et avec les matrices Ai, Bi et Ei définies en (5.29).
On peut maintenant appliquer la méthode d’estimation d’état proposée en section 4.2.4.

Synthèse d’observateur à entrées inconnues

La synthèse de l’observateur suivant :

ż(t) =
r

∑
i=1

µi(x̂(t),u(t)) [Niz(t)+Giu(t)+Liy(t)] (5.41a)

x̂(t) = z(t)+T2 y(t) (5.41b)

est faite en appliquant le théorème 4.6 qui permet de déterminer les gains Ni, Gi, Li (i = 1, ...,16)
et T2 et de minimiser γ .

À la figure 5.8 sont représentées les variables d’état lentes (XDCO) et rapides (SO, SNH , SNO,
XBH et XBA) et leurs estimées. Le gain L2 du transfert de ω(t) (5.40) vers e(t) est borné par
γ = 1.5. On peut remarquer que même si un bruit de mesure a été ajouté aux mesures des
sorties, l’estimation de l’état est de bonne qualité. Les résultats présentés ont été obtenus en
générant les données entrée/sortie avec le modèle ASM1 complet (5.7) à onze états tandis que
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Figure 5.8 – Estimation d’état du modèle ASM1 réduit en utilisant l’observateur (4.122)

la synthèse de l’observateur utilise le modèle réduit à six états.

5.3.5 Application de l’estimation d’état au diagnostic de fonctionnement

Des travaux importants ont été réalisés dans le domaine du diagnostic de systèmes. Deux
grandes catégories de méthodes de diagnostic ont été développées.
La première catégorie n’utilise pas de modèle mathématique a priori [Korbitz et al., 2004].
Dans ce cas des approches basées sur les méthodes d’analyse en composantes principales (ACP)
permettent de modéliser les relations entre les variables d’entrée et de sortie du processus en
fonctionnement normal du système, les défauts étant détectés en comparant le comportement
observé et celui donné par le modèle ACP [Tharault, 2008]. Des méthodes basées sur un rai-
sonnement logique existent, proposant un arbre de défaillance capable de guider dans la phase
de diagnostic [Gertler, 1998]. D’autres techniques de traitement de signal basées sur la trans-
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formée de Fourier permettent de détecter des variations brusques de signal dans un système.
La deuxième catégorie de méthodes est basée sur la disponibilité d’un modèle mathématique du
système. Parmi les approches de diagnostic appartenant à cette dernière catégorie on peut énon-
cer l’approche par l’espace de parité [Cassar et al., 1992; Maquin et Ragot, 2000], l’approche
par identification paramétrique [Isermann, 2006], l’approche à base d’observateurs d’état [Pat-
ton et al., 1998; Patton et Frank, 2000; Gertler, 1998; Blanke et al., 2006] et l’approche basée
sur des observateurs de sortie [Chen et Saif, 2006].

En général, le diagnostic de fonctionnement de systèmes repose sur l’utilisation de mo-
dèles pour synthétiser des indicateurs de dysfonctionnement. Si ces modèles se révèlent trop
complexes, il devient difficile, voir impossible, de générer ces indicateurs. Pour cette raison, il
convient d’utiliser des modèles adaptés à cette génération ou de simplifier les modèles existants.

La nécessité d’améliorer les performances des systèmes et la qualité des produits, ainsi que
les enjeux écologiques et la réduction de coût amènent à considérer le fonctionnement des sys-
tèmes sur un large domaine de fonctionnement nécessitant, d’une part, la prise en compte de
comportements non linéaires et d’autre part l’amélioration de la sécurité par la mise en place
de systèmes de diagnostic. Cela justifie le recours à des modules de diagnostic basés sur des
multimodèles.

La surveillance d’un système et le diagnostic des systèmes non linéaires à base d’observa-
teurs d’état sont des applications directes des algorithmes d’estimation d’état proposés dans le
chapitre précédent. La surveillance d’un système est souvent confiée à un module de diagnostic,
qui exploite toute information livrée par les mesures du système et / ou par le comportement
attendu du système fourni par un modèle en vue de détecter tout comportement anormal du
système dû, par exemple, à l’apparition soudaine d’un défaut. Un défaut désigne tout écart non
permis de la valeur acceptable ou nominale d’au moins un composant (paramètre ou propriété)
caractéristique du système. La tâche de diagnostic consiste à déterminer le plus rapidement pos-
sible l’instant d’apparition d’un défaut et son intervalle de durée. Pour réaliser cette tâche, des
symptômes ou des indicateurs de défauts sont générés grâce au principe de redondance. À l’is-
sue de l’étape de détection vient l’étape de localisation ou d’isolation qui détermine à partir de
l’analyse des indicateurs de défauts l’origine et la nature du défaut. Une étape additionnelle de
reconfiguration peut être envisagée dans le but d’adapter la commande afin de réduire l’impact
du défaut sur le fonctionnement du système.

Le principe de redondance a une importance fondamentale pour le diagnostic de système.
Ce principe consiste dans la capacité à disposer de plusieurs moyens de détermination d’une
grandeur caractéristique du système (variable, paramètre, signal). L’incohérence entre les diffé-
rentes déterminations est révélatrice d’un dysfonctionnement du système. Parmi les nombreuses
méthodes de diagnostic faisant appel au principe de redondance, on peut citer les techniques
d’estimation d’état à base d’observateurs. Dans ce contexte, le diagnostic du système est réalisé
en comparant les signaux de sortie mesurés et les signaux de sortie estimés par un observateur.
Le test de cohérence entre ces mesures et leurs estimées permet d’établir un indicateur de défaut
appelé résidu. Théoriquement, le résidu est nul en conditions normales de fonctionnement (les
sorties mesurées du système et leurs estimées par l’observateur doivent correspondre) ; étant
donné que l’observateur utilise les mêmes signaux d’entrée que ceux appliqués au système, il
est capable de fournir les mêmes signaux de sortie à condition que le modèle employé repré-
sente bien le système à surveiller. Dans ce contexte, on pourra citer l’avantage de l’approche
multimodèle qui permet une réécriture d’un SNL. De ce fait le modèle est exact sur toute la
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plage de fonctionnement et, de plus, permet la synthèse d’observateurs, donc de module de
diagnostic.

Génération des résidus à l’aide d’un banc d’observateurs

L’étape de génération des résidus, c’est-à-dire des indicateurs de défauts, est une étape fon-
damentale dans la conception d’un module de diagnostic à base de modèle. La génération des
résidus à base d’observateurs d’état consiste à reconstruire les sorties du système à partir des
mesures et du modèle du système, puis à comparer les signaux mesurés et leurs reconstructions.
Les résidus sont alors obtenus par différence. Théoriquement, un résidu doit être nul en absence
de défaut et significativement différent de zéro dans le cas contraire. Cependant, en pratique
cette condition n’est pas tout à fait satisfaite car des bruits de mesures, ainsi que des perturba-
tions peuvent intervenir. L’introduction de seuils de détection afin d’éviter de fausses alarmes
est nécessaire, ces seuils étant généralement fixés compte tenu des incertitudes de modélisation.

Une structuration des résidus est souvent nécessaire pour effectuer de façon efficace les
tâches de localisation et d’isolation des défauts. La structuration consiste à construire les résidus
de façon à ce que chacun soit sensible à un sous-ensemble connu de défauts et insensible aux
autres, la bonne conduite de la tâche de localisation dépendant du choix de ces sous-ensembles.
Un moyen de réaliser cette structuration est de remplacer l’utilisation d’un seul observateur par
celle d’un ensemble d’observateurs (banc d’observateurs), chacun d’entre eux étant piloté par
une partie des informations disponibles.

Détection de défauts de capteurs

Dans un premier temps on étudie le diagnostic de défauts de capteur. La sortie du système
est alors donnée par :

y(t) = Cx(t)+Du(t)+δ (t) (5.42)

où δ (t) est un vecteur de défauts.
On commence par décrire une structuration des résidus en vue de détecter les défauts de cap-
teurs. Cette structuration se fait à l’aide d’observateurs dédiés (Dedicated Observer Scheme
- DOS) pour lesquels le ième observateur est piloté par la ième sortie du système et toutes les
entrées. Un schéma DOS est illustré à la figure 5.9.

On notera par la suite ri, j le signal indicateur de défaut (résidu) calculé à partir de la diffé-
rence entre la ième sortie du système et la ième sortie estimée avec l’observateur j.
En général, les résidus peuvent être définis comme suit :

ri, j = yi(t)− ŷi, j(t) i, j = 1, ..., ℓ (5.43)

La phase de localisation ou d’isolation d’un défaut est réalisée par le biais d’une analyse de
l’évolution des différents résidus basée sur une logique de décision préalablement établie. Un
tableau des signatures théoriques (tableau 5.2) est réalisé afin de caractériser l’évolution des
résidus ri, j en présence d’un défaut δi affectant la ième sortie du système. Sur ce tableau, un
"1" traduit qu’il est certain que le défaut δi affecte le résidu ri, j, un "0" qu’il est certain que le
défaut δi n’affecte pas le résidu ri, j et un " ?" qu’il est impossible de se prononcer. Ce tableau
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Figure 5.9 – Banc d’observateurs suivant un schéma DOS

de signatures permet de prendre la meilleure décision.

Observateur 1 Observateur 2 · · · Observateur ℓ
r1,1 r2,1 · · · rℓ,1 r1,2 r2,2 · · · rℓ,2 · · · r1,ℓ r2,ℓ · · · rℓ,ℓ

δ1 ? ? · · · ? 1 0 · · · 0 1 0 · · · 0
δ2 0 1 0 · · · 0 ? ? · · · ? · · · 0 1 0 · · · 0

...
. . . . . . . . . . . .

δℓ 0 0 0 · · · 1 0 0 0 · · · 1 · · · ? ? · · · ?

Tableau 5.2 – Tableau de signatures théoriques pour la détection de défauts de capteurs avec le
schéma DOS

Pour construire le tableau de signatures on considère dans un premier temps l’influence du
défaut δ1 sur les différents résidus créés :

1. L’observateur 1 reconstruit la sortie du multimodèle en utilisant seulement la sortie y1 et
toutes les entrées du système. Si la sortie y1(t) est affectée par un défaut δ1 (les autres
sorties y2(t), · · · , yl(t) n’étant pas affectées par ce défaut) alors l’estimation des variables
d’état et des sorties sont influencées et les résidus ri,1 = yi(t)− ŷi,1(t) (i = 1, ..., ℓ) sont
donc en principe affectés par ce défaut (différents de zéro). Il convient cependant de
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souligner qu’il est difficile de prédire l’évolution de l’estimation d’état en présence d’un
défaut sur la sortie y1. En effet, la sortie y1 est corrompue par le défaut mais ŷ1,1 est mal
reconstruit ; une compensation peut apparaître dans la différence y1− ŷ1,1 et le défaut s’en
trouve masqué (le résidu r1,1 pouvant rester nul). Par conséquent, il est dangereux de se
prononcer sur l’absence de défaut sur la sortie y1 en analysant la nullité des résidus (un
" ?" apparaît sur la table des signatures).

2. Toujours en présence d’un défaut sur y1, l’estimation d’état fournie par les observateurs
2, · · · , ℓ est correctement réalisée car ces observateurs sont pilotés par les sorties y2(t),
..., yℓ(t) qui ne sont pas affectées par le défaut sur y1. Ainsi, les signaux de résidu r1, j

pour j = 2, · · · , ℓ sont sans aucun doute sensibles au défaut δ1, alors que r2, j · · · rℓ, j pour
j = 2, · · · , ℓ ne le sont pas. Par conséquent, cette configuration doit être exploitée pour
conclure de la présence d’un défaut sur la sortie y1.

Les autres lignes du tableau d’incidence peuvent être construites de la même manière.
Une logique de décision simple permet d’associer des alarmes ai(t) aux défauts δi(t) sous forme
booléenne :

rb i, j(t) =

{

0, si
∣

∣ri, j(t)
∣

∣≤ seuil
1, si

∣

∣ri, j(t)
∣

∣> seuil
(5.44a)

ai(t) =
ℓ

∏
j=1
j 6=i






rb i, j(t)

ℓ

∏
k=1
k 6= j

r̄bk, j(t)






, i = 1, · · · , ℓ (5.44b)

Dans le cas de défauts de capteurs simultanés la méthode par banc d’observateurs DOS est
capable de détecter et isoler ces défauts. Dans le cas de deux défauts simultanés, la table de
signature se déduit de la même manière et la logique de décision suivante permet d’associer une
alarme ai j(t) à l’occurrence de δi(t) et δ j(t) :

ai j(t) =
ℓ

∏
k=1
k 6=i, j

rbik(t)rb jk(t)
ℓ

∏
n=1
n6=i
k 6= j

r̄bnk(t) (5.45)

Il faut mentionner que le schéma DOS (voir figure 5.9) est très exigeant concernant la propriété
d’observabilité du système par rapport à chaque sortie. En effet, du fait que chaque observateur
du banc est piloté par une seule sortie, le système doit être observable avec juste une sortie, et
ce pour chaque sortie. Une alternative à ce problème est le schéma GOS (Generalised Observer
Scheme) qui utilise pour chaque observateur du banc toutes les sorties sauf une, ou bien on peut
utiliser un schéma intermédiaire qui utilise deux sorties parmi ℓ = 4 pour chaque observateur du
banc (voir figure 5.10). Le dernier type de banc d’observateurs sera utilisé car le schéma GOS
possède des difficultés dues aux multiples compensations qui rendent quasiment tous les résidus
inutilisables. Un tableau de signatures théoriques 5.3 peut être réalisé, de manière similaire au
tableau 5.2, en utilisant deux sorties parmi ℓ = 4 pour chaque observateur. En général, pour ce
schéma les résidus peuvent être définis comme suit :

ri, j(t) = yi(t)− ŷi, j(t), i = 1, · · · ,4, j ∈ Iobs (5.46)
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où Iobs = {12,13,14,23,24,34} est l’ensemble d’indices d’observateurs.

Figure 5.10 – Banc d’observateurs utilisant 2 sorties parmi ℓ = 4

Soit :

– Ii l’ensemble d’indices d’observateurs construits avec yi (e.g. I1 = {12,13,14})
– Iī l’ensemble d’indices d’observateurs construits sans yi (e.g. I1̄ = {23,24,34})

Dans ce cas, on peut proposer une logique de décision en définissant des alarmes ai(t) associées
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aux défauts δi (i = 1, · · · , ℓ), comme suit :

rb i, j(t) =

{

0, si
∣

∣ri, j(t)
∣

∣≤ seuil
1, si

∣

∣ri, j(t)
∣

∣> seuil
(5.47a)

ai(t) = ∏
j∈Iī






rb i, j(t)

ℓ

∏
k=1
k 6= j

r̄bk, j(t)






, i = 1, · · · , ℓ (5.47b)

La détection de défauts simultanés est encore possible. En définissant Ii j l’ensemble des indices
d’observateurs construits sans yi et y j on peut proposer la logique de décision suivante pour
isoler des défauts simultanées δi et δ j :

ai j(t) =
ℓ

∏
k=1
k∈Īi j

rbi,k(t)rbi, j(t)











ℓ

∏
n=1
n6=i
n6= j

r̄bn,k(t)











(5.48)

Détection de défauts d’actionneurs

Dans ce qui suit on étudie le diagnostic de défauts d’actionneur. L’état du système est alors
donnée par

ẋ(t) =
r

∑
i=1

µi(x(t),u(t)+η(t))[Aix(t)+Bi(u(t)+η(t))] (5.49)

où η(t) est un vecteur de défauts.
Le même principe d’analyse de résidus par banc d’observateurs permet la détection et l’isola-
tion de défauts d’actionneurs. En utilisant un observateur dédié (schéma DOS figure 5.11), le
ième observateur est piloté par la ième entrée et toutes les sorties. Les entrées restantes seront
considérées comme entrées inconnues et la sortie de ce ième observateur est insensible aux dé-
fauts des entrées η j ( j = 1, ...,m, j 6= i) non utilisées pour sa synthèse. Un tableau de signatures
correspondant à ce schéma peut être construit tenant compte des caractéristiques du schéma,
comme dans le tableau 5.4. La signification des “0” et “1” dans ce tableau est équivalente à
celle présentée dans le cas de détection de défauts de capteurs.
Comme dans le cas du diagnostic de capteurs ce schéma est rarement utilisable car il faut que
les contraintes structurelles de découplages soient satisfaites pour un grand nombre d’entrées
inconnues. Le schéma GOS permet de pallier cet inconvénient.
Le schéma GOS pour la détection de défauts d’actionneurs, présenté à la figure 5.12, correspond
à une structure où le ième observateur est piloté par toutes les entrées sauf la ième et toutes les
sorties. Cet observateur fournit une sortie sensible aux défauts des toutes les entrées sauf ceux
de la ième. La table de signatures théoriques associée à ce schéma de détection est présentée
dans le tableau 5.5.
On peut définir des alarmes correspondant à chaque défaut d’actionneur ηi (i = 1, · · · ,m) de
manière simple.

188



5.3. Approche MM pour l’estimation d’état et le diagnostic de fonctionnement

Figure 5.11 – Observateurs à entrées inconnues (DOS) pour la détection de défauts d’action-
neurs

Figure 5.12 – Observateurs à entrées inconnues (GOS) pour la détection de défauts d’action-
neurs

Diagnostic de défauts de capteurs d’un réacteur biologique

Pour effectuer le diagnostic d’une STEP on utilise le modèle réduit (5.9) pour construire les
observateurs en supposant que les grandeurs mesurées sont y(t) = [XDCO(t) SO(t) SNH(t)
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SNO(t) ]T , dans ce cas le vecteur de sortie est donné en (5.34) avec C explicitée en (5.31). Un
banc comportant quatre observateurs selon le schéma DOS est conçu. Le multimodèle utilisé
pour concevoir ces observateurs a été établi au cours de la section 5.3.2. Des défauts sont injec-
tés, au cours du temps exprimé en [ j], sur les sorties du bioréacteur de la façon suivante :

– un défaut δ1 sur la première sortie y1 = XDCO apparaît dans l’intervalle (0.25;0.75)[ j]
– un défaut δ2 sur la deuxième sortie y2 = SO intervient dans l’intervalle (2.25;2.75)[ j]
– un défaut δ3 est injecté dans l’intervalle (1;1.5)[ j] sur la troisième sortie y3 = SNH

– un défaut est injecté sur la sortie y4 = SNO pendant l’intervalle (3;3.25)[ j]
Dans tous les cas, ces défauts ont une amplitude constante approximativement égale à 10% de
l’amplitude maximale de chaque sortie. Les résidus générés par le banc d’observateurs sont
illustrés à la figure 5.13.

L’analyse de la configuration des résidus ri,1, ri,2, ri,3 et ri,4 permet la détection et la localisa-
tion des défauts de capteur. Ces résidus sont nuls en absence d’un défaut et de bruit de mesure.
Entre t = 0.25[ j] et t = 0.75[ j], les résidus r j,1 pour j = 1, ...,4 correspondent à l’absence de
défaut sur les sorties y2, y3 et y4. Cette information est confirmée par les résidus générés avec les
trois autres observateurs qui permettent de localiser un défaut sur y1. En appliquant un raison-
nement similaire aux résidus r j,2, r j,3 et r j,4 pour j = 1, ...,4, il est possible de conclure qu’un
défaut sur les sorties yk (respectivement k 6= 2, k 6= 3 et k 6= 4) apparaît dans les intervalles res-
pectifs (2.25;2.75)[ j], (1;1.5)[ j] et (3;3.25)[ j]. Les résidus évoluent conformément à la table
des signatures qui permet d’accomplir correctement les tâches de détection et d’isolation de
défauts de capteurs de la station d’épuration.

Les alarmes (5.47b) (construites pour le schéma DOS intermédiaire utilisant 2 sorties parmi
4) associées aux défauts δi (i = 1, · · · , ℓ) sont illustrées à la figure 5.14. L’évolution des résidus
obtenus avec le schéma DOS intermédiaire (tableau 5.3) est présentée à la figure 5.15.

Diagnostic de défauts actionneurs

On applique maintenant la technique de diagnostic pour la détection de défauts actionneurs
en considérant le même système. Rappelons le vecteur de commande u(t)= [XDCO,in(t), qa(t) ]T

et considérons les deux défauts η1 et η2 affectant les deux actionneurs respectivement. Consi-
dérons ces défauts sous forme de biais sur XDCO,in et qa :

η1(t) =

{

0.3XDCO,in(t), 0.5 < t[ j] < 1.0
0, ailleurs

(5.50)

η2(t) =

{

0.3qa(t), 2.5 < t[ j] < 3.0
0, ailleurs

(5.51)

Les résidus sont construits à partir de la comparaison entre les sorties réelles et les sorties
estimées pour chaque observateur :

ri, j = y j − ŷi, j, i = 1, · · · ,m et j = 1, · · · , ℓ (5.52)

où i désigne le numéro de l’observateur et j le numéro de la sortie. À la figure 5.16, les résidus
r1,1, r2,1, r3,1 et r4,1 générés avec le premier observateur indiquent qu’il y a un défaut entre
les instants 0.5[ j] et 1.0[ j] qui correspond à un défaut sur l’actionneur piloté par la commande
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Figure 5.13 – Évolution des résidus ri, j en utilisant le schéma DOS (figure 5.9) pour la détection
de défauts de capteurs

XDCO,in. Le défaut η2 affectant qa peut être localisé par l’analyse des résidus r1,2, r2,2, r3,2 et
r4,2 générés par le deuxième observateur. Les résultats de simulation correspondent au tableau
de signatures théoriques 5.4.
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Figure 5.14 – Alarmes associées aux défauts de capteurs pas DOS utilisant deux sorties parmi
quatre

5.4 Conclusion

Ce chapitre a permis la mise en œuvre des différentes méthodes de modélisation et d’esti-
mation d’état proposées au cours des chapitre 2, 3 et 4 à travers une application sur un modèle
réduit à six états du modèle ASM1.

La méthode, proposée en chapitre 2, d’écriture équivalente d’un modèle non linéaire sous
forme multimodèle a été mis en œuvre avec succès pour le modèle ASM1 considéré. Le mul-
timodèle obtenu a permis la mise en évidence de différentes représentations afin de réaliser
la synthèse d’observateurs d’état proposés en chapitre 4. Premièrement, la représentation d’un
multimodèle incertain à permis la synthèse d’un observateur proportionnel-intégral capable de
reconstruire l’état et l’entrée inconnue en présence d’incertitudes paramétriques. Deuxième-
ment, la représentation d’un multimodèle singulier affecté par des entrées inconnues à permis
la mise en évidence des deux échelles de temps du système et la synthèse d’un observateur à
entrées inconnues capable de reconstruire l’état en annulant l’effet des entrées inconnues sur
l’erreur d’estimation. L’exploitation de ces algorithmes d’estimation d’état dans un contexte de
diagnostic de défauts de capteurs et d’actionneurs à été ensuite réalisée.

192



5.4.
C

onclusion

Observateur 12 Observateur 13 Observateur 14 Observateur 23 Observateur 24 Observateur 34

r1,12 r2,12 r3,12 r4,12 r1,13 r2,13 r3,13 r4,13 r1,14 r2,14 r3,14 r4,14 r1,23 r2,23 r3,23 r4,23 r1,24 r2,24 r3,24 r4,24 r1,34 r2,34 r3,34 r4,34

δ1 ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

δ2 ? ? ? ? 0 1 0 0 0 1 0 0 ? ? ? ? ? ? ? ? 0 1 0 0

δ3 0 0 1 0 ? ? ? ? 0 0 1 0 ? ? ? ? 0 0 1 0 ? ? ? ?

δ4 0 0 0 1 0 0 0 1 ? ? ? ? 0 0 0 1 ? ? ? ? ? ? ? ?

Tableau 5.3 – Tableau de signatures théoriques pour la détection de défauts de capteurs avec un schéma DOS utilisant 2 sorties parmi 4
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Observateur 1 Observateur 2 · · · Observateur m
r1,1 r2,1 r3,1 r4,1 r1,2 r2,2 r3,2 r4,2 · · · r1,m r2,m r3,m r4,m

η1 1 1 1 1 0 0 0 0 · · · 0 0 0 0
η2 0 0 0 0 1 1 1 1 · · · 0 0 0 0

...
...

...
. . .

...

ηm 0 0 0 0 0 0 0 0 · · · 1 1 1 1

Tableau 5.4 – Tableau de signatures théoriques pour la détection de défauts d’actionneurs avec
le schéma DOS

Observateur 1 Observateur 2 · · · Observateur m
r1,1 r2,1 r3,1 r4,1 r1,2 r2,2 r3,2 r4,2 · · · r1,m r2,m r3,m r4,m

η1 0 0 0 0 1 1 1 1 · · · 1 1 1 1
η2 1 1 1 1 0 0 0 0 · · · 1 1 1 1

...
...

...
. . .

...

ηm 1 1 1 1 1 1 1 1 · · · 0 0 0 0

Tableau 5.5 – Tableau de signatures théoriques pour la détection de défauts d’actionneurs avec
le schéma GOS
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Figure 5.15 – Évolution des résidus en utilisant le schéma DOS (figure 5.10) pour la détection
de défauts de capteurs
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Figure 5.16 – Évolution des résidus en utilisant le schéma DOS (figure 5.11) pour la détection
de défauts d’actionneurs
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Conclusion générale et perspectives

"Il faut toujours faire ce que l’on ne croit pas pouvoir faire." F.D. Roosevelt

Les résultats proposés à l’issue de ce travail de recherche apportent une contribution rela-
tive aux techniques de modélisation et d’estimation d’état et leur application au diagnostic des
systèmes représentés pas des multimodèles. Dans le contexte de la modélisation, l’approche
multimodèle a été choisie pour les nombreux avantages qu’elle apporte au niveau de l’analyse
de stabilité et de la synthèse de contrôleurs/observateurs. Cette structure a fait l’objet de nom-
breuses études dans différents domaines comme l’identification, la commande ou l’estimation
d’état. En revanche, le choix de la structure multimodèle la plus adaptée aux études d’obser-
vabilité/commandabilité en particulier représente un point peu évoqué dans la littérature. De
même, l’aspect concernant son obtention de façon équivalente (sans perte d’information) à par-
tir d’un modèle non linéaire existant est souvent traité de façon succincte et pour des exemples
particuliers. Cette méthode permet d’éviter les inconvénients des approches par linéarisation
couramment utilisées (choix des points de fonctionnement, choix des variables de prémisse)
ont été peu abordés. Ces constats nous ont motivé à accorder plus d’attention à ces problèmes.
Le lien qui existe entre le choix des variables de prémisse et le choix de la structure multimo-
dèle, mis en valeur à travers la méthodologie proposée au chapitre 2, nous a permis d’extraire
quelques critères de choix d’une forme multimodèle adaptée aux études d’analyse de stabilité
et de synthèse d’observateurs performants. Ce résultat représente une des contributions de ce
travail [Nagy et al., 2010b,a]. L’application aux modèles des processus réels et en particulier au
modèle d’un réacteur biologique a été aussi réalisée [Nagy et al., 2009b].

Dans le contexte de la modélisation d’un processus physique, différentes théories ont été
développées, suivant le type et les caractéristiques des modèles. Dans le cas des procédés com-
portant des échelles de temps différentes, la représentation standard est la forme à perturbations
singulières. Cependant, la disponibilité d’une telle représentation est réservée aux cas particu-
liers, car de nombreux systèmes caractérisés par des échelles de temps différentes ne sont pas
modélisés sous la forme singulière standard. Différentes démarches générales on été proposées,
mais elles présentent certains inconvénients tels que : la résolution d’un système algébrique li-
néaire qui ne constitue pas un point trivial, le respect de certaines contraintes d’ordre structurel
qui limite l’application au systèmes de structure quelconque, l’identification et la séparation des
différentes échelles de temps qui sont fortement liées aux contraintes structurelles et qui ne sont
pas réalisées de façon systématique, etc. Notre contribution à ce stade a été d’éliminer certains
inconvénients en proposant une démarche plus générale d’obtention de la forme singulière stan-
dard.
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Dans le contexte de l’estimation d’état, la synthèse de trois structures d’observateurs d’état
de systèmes représentés par un multimodèle a été réalisée. Les systèmes non linéaires à une
seule et également à plusieurs échelles de temps ont fait l’objet de la synthèse d’un observateur
d’état [Nagy et al., 2009a; Nagy Kiss et al., 2010]. Le premier observateur, à gain proportionnel-
intégral, concerne les systèmes non linéaires caractérisés par une seule échelle de temps, affec-
tés par des entrées inconnues et tient en compte la présence d’incertitudes de modélisation. Il
permet d’opérer une estimation simultanée de l’état et des entrées inconnues du système au
moyen d’une action intégrale améliorant l’estimation d’état. Le deuxième observateur à entrées
inconnues est dédié aux systèmes singuliers affectés par des entrées inconnues/perturbations. Il
est basé sur la minimisation de l’influence des entrées inconnues sur l’erreur d’estimation. Ces
travaux se situent dans le cadre de multimodèles à variables de prémisses non mesurables.

Le chapitre 5 illustre l’application des résultats évoqués dans ce mémoire au modèle ASM1
d’une station d’épuration : la construction d’un multimodèle équivalent au modèle initial choisi
en respectant les principes de choix d’une structure adaptée à la synthèse d’un observateur
(chapitre 2), étude concluant sur l’existence de deux échelles de temps, leur identification et
l’obtention de la forme singulière standard (chapitre 3), la synthèse de deux observateurs expo-
sés en chapitre 4, et finalement la phase de diagnostic à base d’observateurs.

Cette étude basée sur des données générées par un simulateur communément utilisé dans
la communauté de traitement des eaux (modèle ASM1, de dimension 11) montre des résultats
encourageants quant à l’application des méthodes proposées pour le diagnostic de STEP en vue
de détecter et localiser des défaillances capteurs ou actionneurs.

Les résultats proposés dans cette thèse ouvrent un certain nombre de perspectives :
– la simplification de modèles a été réalisée dans ce mémoire par une réécriture exacte du

modèle non linéaire sous forme multimodèle sans réduction d’ordre du multimodèle. Une
autre approche pouvant être envisagée consiste à réduire l’ordre du système en utilisant
l’approche L2 ; cela consiste à chercher un multimodèle d’ordre réduit pour un modèle
initial en minimisant l’erreur de sortie entre les deux modèles. Cette méthode ne fourni-
rait pas d’information a priori concernant le gain L2 de l’erreur d’approximation mais ce
gain serait obtenu simultanément avec les matrices définissant le modèle d’ordre réduit,
comme résultat du processus d’optimisation. Avec cet indicateur quantitatif, on pourrait
apprécier a postériori si l’ordre du système réduit est suffisant pour avoir une approxima-
tion précise du système original.

– la construction d’un observateur à gain proportionnel multi-intégral (en remplaçant la
seule action intégrale par une chaîne d’actions intégrales) permettant de prendre en compte
des formes plus générales d’entrées inconnues.

– les résultats obtenus pour l’estimation d’état s’appuient sur ceux existants pour la stabilité
puisque la synthèse d’un observateur se réduit à prouver la stabilité (ou la bornitude)
du système générateur de l’erreur d’estimation. De ce fait, il serait intéressant d’utiliser
les résultats les plus récents concernant la stabilité des MMs (plutôt que la recherche
de fonctions de Lyapunov quadratiques). Par exemple, le résultat proposé par [Sala et
Arino, 2007] basé sur le théorème de Polya conduit à des conditions asymptotiquement
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nécessaires et suffisantes. Une autre approche consiste à utiliser l’idée des fonctions de
Lyapunov non-monotones qui autorisent une décroissance non uniforme de ces fonctions
[Kruszewski et al., 2009].

– l’extension des résultats obtenus dans le cadre de l’application de l’estimation et du diag-
nostic de STEP avec le modèle ASM1 à six états au modèle complet.
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A
Schémas des structures en série et en

parallèle

Figure A.1 – Structure de type Hammerstein-Wiener

Figure A.2 – Structure de type Wiener-Hammerstein

Figure A.3 – Systèmes dynamiques non linéaires avec structure en cascade
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Annexe A. Schémas des structures en série et en parallèle

Figure A.4 – Schéma structure en parallèle

Figure A.5 – Schéma d’une structure parallèle : bloc linéaire et modèle Wiener

Figure A.6 – Schéma d’une structure parallèle : bloc linéaire et modèle Wiener-Hammerstein
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Résumé

Cette thèse traite de l’analyse et de la synthèse de multimodèles pour la simplification de modèles, l’es-

timation d’état et le diagnostic des systèmes non linéaires caractérisés par une ou plusieurs échelles de

temps. Ces travaux visent, dans un premier temps, à développer une procédure systématique de transfor-

mation d’un système non-linéaire en le récrivant sous une forme multimodèle, en évitant quelques incon-

vénients majeurs : la transformation est réalisée sans perte d’information, le choix de différents points de

fonctionnement n’est plus nécessaire, le choix de variables de prémisse est réalisé d’une façon systéma-

tique. De plus, la méthode offre le choix entre différents multimodèles. Ce degré de liberté sera utilisé

pour faciliter les études de contrôlabilité, d’observabilité et d’analyse de stabilité. Dans un deuxième

temps, l’obtention de la forme à perturbations singulières d’un système non linéaire est proposée, en

éliminant quelques contraintes structurelles et en rendant l’identification et la séparation des échelles de

temps indépendante de la structure du modèle. Dans un troisième temps, la synthèse de plusieurs obser-

vateurs robustes vis-à-vis des perturbations, des erreurs de modélisation et des entrées inconnues a été

réalisée afin de reconstruire l’état et l’entrée inconnue du système. La difficulté de cette étude provient

du fait que le multimodèle utilisé dépend de variables de prémisse non mesurables, situation qui n’est

pas intensivement étudiée, alors qu’elle est naturellement issue de l’approche par transformation système

non linéaire→multimodèle. Ensuite, le diagnostic de défauts de systèmes est réalisé au moyen de bancs

d’observateur à entrées inconnues permettant la génération et la structuration de résidus indicateurs de

défauts. Finalement, tous les travaux proposés sont appliqués au modèle d’une station d’épuration, Acti-

vated Sludge Model No.1, qui est largement utilisé dans le domaine du traitement des eaux usées.

Mots-clés . Diagnostic, multimodèle, estimation d’état, système non linéaire, modélisation, système à

perturbations singulières, station d’épuration.

Abstract

This thesis deals with analysis and synthesis of multiple model structures for model simplification, state

estimation and diagnosis of nonlinear systems represented by one or several time-scales. This work aims,

at first, to develop a systematic procedure to transform a nonlinear system into a multiple model form,

by avoiding some major drawbacks : the transformation causes no information loss, the choice of the

different operating points is no more necessary, the choice of the premise variables is realized in a more

systematic way. Furthermore, the method gives the possibility of choosing between different multiple

model structures. This degree of freedom will be used to ease the controllability, observability, stability

analysis studies. Secondly, the derivation of a singularly perturbed form for a multiple time scale non

linear system is proposed, by eliminating some structural constraints and by making the identification

and the separation of the time-scales independent to the model structure. Thirdly, the robust observer

synthesis with respect to perturbations, modeling errors and unknown inputs are presented for state and

unknown input estimation. The difficulty of these studies comes from the fact that the multiple model

depends on unmeasurable premise variables, this case being not intensively studied, whereas it results

naturally from the method of transformation nonlinear system - multiple model. Afterward, fault diagno-

sis is performed using banks of observer to generate and structure residual signals. Finally, this works are

applied to a model of wastewater treatment plant, Activated Sludge Model No.1 (ASM1) that is largely

used in the concerned field.

Keywords . diagnosis, multiple model, state estimation, nonlinear system, modeling, singularly per-

turbed system, wastewater treatment plant.
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