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❈❡♥tr❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡s Pétr♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❡t ●é♦❝❤✐♠✐q✉❡s

▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬■♥❢♦❣r❛♣❤✐❡ ❡t ❞✬❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ❉♦♥♥é❡s
❘✉❡ ❞✉ ❉♦②❡♥ ▼❛r❝❡❧ ❘♦✉❜❛✉❧t ✲ ✺✹✺✵✵ ❱❛♥❞♦❡✉✈r❡ ❧❡s ◆❛♥❝②





❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❈❛✉♠♦♥✱ q✉✐ ♠✬❛ ❣✉✐❞é ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs ❞❡ ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✉ ❞é✈♦❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ●♦❝❛❞✱ q✉✐ ❛ été ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s
tr♦✐s ❛♥♥é❡s ✉♥ ❝❛❞r❡ st✐♠✉❧❛♥t ❡t ❛❣ré❛❜❧❡✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ▼❛r② ❋♦r❞ ♣♦✉r s❡s r❡❧❡❝t✉r❡s ❡t ♣♦✉r ♥✬❛✈♦✐r ♣❛s ❞és❡s♣éré ❢❛❝❡ à
♠♦♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❞♦♠❛✐♥❡s✳

❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r②✱ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ●r❛t✐❡r ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té
❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❉❡❧♣❤✐♥❡ ❘♦✉❜② ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❘❡♥♥❡s✱ ❏❡❛♥✲▲✉❝ ❘✉❞❦✐❡✇✐❝③ ❞❡ ❧✬■❋P
❊♥❡r❣✐❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s✱ ❡t ❏♦❤♥ ❙❤❛✇ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❍❛r✈❛r❞ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r à
♠♦♥ ❥✉r② ❞❡ t❤ès❡✳

▼❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t ❡♥s✉✐t❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❈❤❡✈r♦♥✱ q✉✐ ❛ s♦✉t❡♥✉ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱
❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❈❤r✐s ●✉③♦❢s❦✐✱ ✇❤♦ ♦♣❡♥❡❞ ♠❡ t❤❡ ❞♦♦rs ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥
✇♦r❧❞✱ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ ✐❞❡❛s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♣❛t✐❡♥t r❡✈✐❡✇❡r✳
❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❛❧s♦ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ♠② ❣✉✐❞❡ ✐♥ ❍♦✉st♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t♦ ❧♦♦s❡ ❛t ❞❛rts ✦ ■✬❞ ❧✐❦❡
❛❧s♦ t♦ t❤❛♥❦ ❋r❛♥❦ ❇✐❧♦tt✐✱ ❈❛r❧♦s ❘✐✈❡r♦✱ ❇❛r❜❛r❛ ❍❛♥❧♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡
❈❤❡✈r♦♥ str✉❝t✉r❛❧ ❣❡♦❧♦❣② t❡❛♠ ❢♦r ✇❡❧❝♦♠✐♥❣ ♠❡✳ ❏♦❤♥ ❙❤❛✇ ❛♥❞ ❆♥❞r❡❛s P❧❡s❝❤✱ ❢r♦♠
t❤❡ ❞❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❣❡♦❧♦❣② ♦❢ ❍❛r✈❛r❞✱ ❛r❡ ❣r❡❛t❧② t❤❛♥❦❡❞ ❢♦r ✇❡❧❝♦♠✐♥❣ ♠❡ ✐♥
❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❛♥❞ ❢♦r s✉❣❣❡st✐♥❣ ♥❡✇ ✐❞❡❛s✳

❏❡❛♥✲▲✉❝ ❘✉❞❦✐❡✇✐❝③✱ ❞❡ ❧✬■❋P ❊♥❡r❣✐❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡
s♦♥ éq✉✐♣❡✱ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❡r❝✐és ♣♦✉r ❧❡✉r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❡t ♣♦✉r ♠♦♥
✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ✭✐♥❛❝❤❡✈é❡✮ ❛✉ ❝♦❞❡ ❆st❡r✳

▲❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ▲✐s❡ ❙❛❧❧❡s s✉r ❧❡s ❣rès ❞✬❆♥♥♦t ♠✬❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣♦rté✱ ❡t ❥❡ t✐❡♥s
à ❧❛ r❡♠❡r❝✐❡r ♣♦✉r s♦♥ t❡♠♣s ❡t s❛ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ●♦❝❛❞✳ ▼❛r❝❖✱ ♠❡r❝✐
❞✬❛✈♦✐r ♣❛rt❛❣é ❛✈❡❝ ♠♦✐ t❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ❝❡s s♦✉✈❡♥✐rs ✐♥♦✉❜❧✐❛❜❧❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡ ▼♦sq✉✐t♦
❢❡st✐✈❛❧✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✳✳✳ ❀ ◆✐❝♦ ❈❤❡r♣❡❛✉ ❀ ❏❡❛♥♥❡ ✲ ♠❡r❝✐ ✐♥✜♥✐♠❡♥t ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❝♦❧❧❛❜♦ré ❛✉
❞é✜ ♣r♦❥❡t ♠❛st❡r ❡♥ ✸ ❥♦✉rs ❀ ❚❤♦♠❛s ✲ ♠❡r❝✐ ❞❡ t❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❡t ❞❡ t♦♥ ❡✣❝❛❝✐té à ❝♦❞❡r
t♦✉s ❝❡s ♣❡t✐t ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐s✉ ❜✐❡♥ ♣r❛t✐q✉❡s ❀ ❱✐♥❝❡♥t ❀ ●❛✉t✐❡r ❀ ❘♦♠❛✐♥✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❡t P✐❡rr❡ q✉✐ ♦♥t ré✉ss✐ à ♥❡ ❥❛♠❛✐s ♣❡r❞r❡ ♣❛t✐❡♥❝❡ ♠❛❧❣ré ♠❡s
♣❡t✐ts ✭♠♦♥str✉❡✉①✮ ❞é❜♦✐r❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✱ ❡t à ❋❛t✐♠❛✱ t♦✉❥♦✉rs ❧à ♣♦✉r ♥♦s ♣r♦❜❧è♠❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❊t ♣♦✉r ✜♥✐r✱ ♠❡r❝✐ à ♠❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦❧❧è❣✉❡ ❞❡ ❜✉r❡❛✉ P❛✉❧✐♥❡✱ ♣♦✉r s❛ ❜♦♥♥❡
❤✉♠❡✉r ❡t s❡s ❛♥❡❝❞♦t❡s ❡♥ t♦✉t ❣❡♥r❡✳

❙✉r ✉♥ ❛✉tr❡ r❡❣✐str❡✱ ❥❡ ✈♦✉❞r❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t s✉ ♠❡ttr❡ ❞❡ ❧❛
❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ✈✐❡ ♥❛♥❝é❡♥♥❡ ✿ ❈❤♦✉✛❡ ✭❡t ▼❛✉r✐❝❡✮✱ ▼✐❝❤❡❧✱ ◆✐❝♦✱ ❏✉❧✐❡♥ ❧❡ ❥❡✉♥❡
✭❇✐✐✐✐✐✐✐❞♠❛❛❛❛♥✮✱ ❏✉❧✐❡♥ ❧❡ ✈✐❡✉①✱ ◆♦é♠✐❡✱ ❇✐❜✐✱ ▼❛r✐❛♥♥❡✱ ❧❛ ❈❉❇✱ ❡t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s✳

❏❡ ♥❡ ♣❡✉① t❡r♠✐♥❡r ❝❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts s❛♥s ♣❡♥s❡r à ♠❛ ♠èr❡ ❡t P✐❡rr❡✲❏❡❛♥✱ q✉✐ ♦♥t
t♦✉❥♦✉rs été ❧à✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❙t❡❢ ❡t ❏✉❧✐❡tt❡✱ ❡t ❈②r✐❧❧❡ ❡t ▼é❧✐ss❛ ✭♠ê♠❡ s✐ ❥❡ ❞é♣r✐♠❡ ✉♥ ♣❡✉



à ❧✬✐❞é❡ q✉✬✐❧s ♦♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣✐❡❞s ❡♥ é✈❡♥t❛✐❧ s✉r ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ à ❝❡t ✐♥st❛♥t✮✳

❏✬❡s♣èr❡ q✉❡ t♦✉s ♠❡s ♣r♦❝❤❡s ❛✉r♦♥t ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ✈❡♥✐r ♠❡ ✈♦✐r ❛✉ ♣❛②s ❞❡s ♣✐♥❣♦✉✐♥s✳✳✳

❊♥✜♥✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❋❧♦r❡♥t✱ ♣♦✉r s❡s ✐♥♥♦♠❜r❛❜❧❡s r❡❧❡❝t✉r❡s ❡t ❝♦♥s❡✐❧s ❛✈✐sés✱ ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❡t s✉rt♦✉t ♣♦✉r ❛✈♦✐r été ❧à ♣♦✉r ♠♦✐✳

✐✐
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♠♦②❡♥♥❡s ♣♦♥❞éré❡s ❡t ❞✬✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✸✳✶ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✸✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ✸❉ ❞✬✉♥ ♣❧✐ ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐❧❧❡ ❡t ♠♦❞è❧❡s s✉r❢❛✲

❝✐q✉❡s ❡t tétr❛é❞r✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❛tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①

❧✐♠✐t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✸✳✸ ❙✉✐t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✸✳✹ ❈♦✉♣❡s ♠♦♥tr❛♥t ❧❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦❜t❡♥✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✸✳✹ ❙✉✐t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✸✳✺ ▼♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✬✉♥ ♣❧✐ ❛♥t✐❝❧✐♥❛❧ s②♥sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡ ♠♦♥tr❛♥t ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s ✳ ✳ ✻✻
✸✳✻ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s r❡st❛✉r❛t✐♦♥s ❞❡ tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡

P♦✐ss♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts ♦♥t été ❛ss✐❣♥és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✸✳✼ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❜❛♥❝ s✉r ❜❛♥❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✸✳✽ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s r❡st❛✉r❛t✐♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧♦✐ tr❛♥s✈❡rs❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
✸✳✾ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ tr❛♥s✈❡rs❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✸✳✶✵ ▲♦❝❛t✐♦♥ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ◆✐❣❡r ❞❡❧t❛ r❡❣✐♦♥✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ s❡❞✐♠❡♥t❛r② ❜❛s✐♥s
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✸✳✷✷ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡✱ ♦♥ ❛

◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✸✳✷✸ ❘❡st♦r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡

str✉❝t✉r❡✱ ♦♥ ❛ ◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✹✳✶ ❋❧♦✇❝❤❛rt ♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ s②♥s❡❞✐♠❡♥t❛r② ❛♥✲
t✐❝❧✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✈✐



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✹✳✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t✲❞❛② ♣♦r♦s✐t② ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❜✉r✐❛❧ ❞❡♣t❤
❢♦r ❝❤❛❧❦✱ s❛♥❞st♦♥❡s ❛♥❞ s❤❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✹✳✸ ❈♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ st❛❣❡s ✐♥ ❛ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✹✳✹ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✉r❢❛❝❡ ✉s✐♥❣ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♣s ✳ ✳ ✶✵✶
✹✳✺ ■♥✐t✐❛❧ s②♥t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ ♣♦r♦s✐t② ❛s ❛ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r ✜rst r❡st♦r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✹✳✻ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡st♦r❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ r❡st♦r❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❛❧❧

♣❛✐♥t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞✐❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✹✳✼ ❘❡❣✐♦♥❛❧ t❡❝t♦♥✐❝ ♠❛♣ ♦❢ ❙❊ ❋r❛♥❝❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs ♦❢ t❤❡ ❛❧♣✐♥❡ ❢♦r❡❧❛♥❞

❜❛s✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺
✹✳✽ ●❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❚❡rt✐❛r② str❛t✐❣r❛♣❤② ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❆♥♥♦t

❞❡♣♦❝❡♥tr❡ ❛♥❞ ❧✐t❤♦str❛t✐❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ ❚❡rt✐❛r② ❢♦r❡❧❛♥❞ ❜❛s✐♥ ♦❢ ❙❊ ❋r❛♥❝❡ ✶✵✻
✹✳✾ ■♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❆♥♥♦t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢❛✉❧t ❛♥❞ ❜♦r❞❡rs s✉r❢❛❝❡s✱ t❤❡ t❡tr❛✲

❤❡❞r❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼
✹✳✶✵ ■♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❆♥♥♦t ❞❡♣♦❝❡♥tr❡ ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ♣♦r♦s✐t② ♣r♦♣❡rt② ✳ ✳ ✳ ✶✵✼
✹✳✶✶ ❘❡s✉❧ts ♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♦♥ t✇♦ st❛❣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
✹✳✶✷ P❧♦t ♦❢ ❞❡♣t❤ ✈❡rs✉s t✐♠❡ ❛t t✇♦ ✜❝t✐✈❡ ✇❡❧❧s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ❆♥♥♦t

♠♦❞❡❧✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦str✐♣♣✐♥❣ ❛t ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦❦str✐♣♣✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

❆✳✶ ❈♦♥t❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❢❛✉❧ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽
❆✳✷ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
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▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✷✳✶ ❚❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦♥❞éré❡s ❡t ❧✬✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✺✹

✸✳✶ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✲
❞è❧❡ ❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ▲✬❤♦r✐③♦♥ s✉♣ér✐❡✉r ❡st ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳✸✳✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✸✳✷ Pr♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ét✉❞❡s ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ P♦✐ss♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✸✳✸ ▲♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❞✉ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❜❛♥❝ s✉r ❜❛♥❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✸✳✹ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛ss✐❣♥❡❞ ♦♥ ❆❦❛t❛ ❛♥❞ ❆❣❜❛❞❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✹✳✶ ❱♦❧✉♠❡s ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ r❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦str✐♣♣✐♥❣ ✶✵✹





■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ r❡q✉✐❡rt ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❡t ❛✉ss✐ ❞ét❛✐❧❧é❡ q✉❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s
♣✉✐ts✱ ♦✉ ❧❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ✐♥❞✐r❡❝t❡s ✭❝❛♠♣❛❣♥❡s s✐s♠✐q✉❡s ❡t é❧❡❝tr♦✲♠❛❣♥ét✐q✉❡s✱ ♣❤♦t♦s
s❛t❡❧❧❧✐t❡s✱ ✳✳✳✮ s♦♥t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ❡t ✴ ♦✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞✐s❝✉t❛❜❧❡✳ ▲❛ ❣é♦♠♦✲
❞é❧✐s❛t✐♦♥ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣❧✉r✐❞✐s❝✐♣❧✐♥❛✐r❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ à ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❞♦♥♥é✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉rr♦♥t
❛❧♦rs êtr❡ ✉t✐❧✐sés à ❞✐✛ér❡♥ts st❛❞❡s ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
♣étr♦❧✐èr❡s ♦✉ ♠✐♥ér❛❧❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ♣ré✈♦✐r ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢♦r❛❣❡✱
♣♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r ❞❡s rés❡r✈❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ♦✉ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳
❈❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s♦✉s✲s♦❧ ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬ét✉❞❡s ❞❡ r✐sq✉❡s
s✐s♠✐q✉❡s✱ ❧♦rs ❞✬ét✉❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s r✐sq✉❡s ❞❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✱
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞s ♦✉✈r❛❣❡s ❣é♦t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❋✐❣✳✶✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❣é♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡✱ ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ ♠♦✲
❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✸❉ s♦♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s
♦❜❥❡ts ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❣é♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❢♦r♠❡❧ ❞❡
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❡t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡
♣étr♦❧✐❡r✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✸❉ ❞❡ ❧❛ s✉❜s✉r❢❛❝❡ s♦♥t ❣é♥érés à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s
❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣✐è❣❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥
❡t ❞❡ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ♠❛♥q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳

▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❝❡tt❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❡♥ q✉❛♥t✐✜❛♥t ❧❡s
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ✈✐s❛♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t à ré❞✉✐r❡ ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❡s
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s str✉❝t✉r❛❧❡s ❡t à ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
str✉❝t✉r❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ à ♣ré❞✐r❡ ❞❡s ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❢r❛❝t✉r❡s✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡s
❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ♦♥t ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r✱ r❡♣♦s❛♥t s✉r
✉♥ ❝♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛st❡s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞❡ r♦❝❤❡s t♦✉t ❡♥ ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡st❡
à ❝❡ ❥♦✉r ❧✐♠✐té❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ❢❛✐❧❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❞❡
❞✐s❝♦r❞❛♥❝❡s ♦✉ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❛♠✐♥❝✐ss❡♠❡♥ts ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s st②❧❡s
❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣érés ♣❛r ❝❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✐♠♣❧✐✜és✱ ♥❡ ♠♦♥tr❛♥t
q✉✬✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❜❛♥❝ s✉r ❜❛♥❝✮✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❡s
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s ♠♦♥tr❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❝♦♠❜✐♥❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s
❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❈♦♥t❡①t❡ ❡t ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s

P❛r♠✐ ❧❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✸❉✱ ❘❡st♦r❛t✐♦♥▲❛❜✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❝♦♥s♦rt✐✉♠
●♦❝❛❞✱ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥ ❝♦❞❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥ ❧❛r❣❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛❝t✐♦♥
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Données

  dures

Données

  floues

Modélisation

Données

Carottes

Diagraphies

Affleurements

Cartes topographiques

Acquisition sismique

Données de gravimétrie

Contexte régional

Interprétations

Discontinuités

Faciès

Propriétés 

pétrophysiques

Structures souterraines

(horizons / failles)

Etudes de risques naturels

(séismes, éruptions volcaniques, 

glissements de terrain, ...)

Compréhension et quantification 

des mécanismes géodynamiques

Stabilité des ouvrages 

(forages, tunnels, ...)

Prospection (Estimation de 

réserves, étude de fracturation, 

calcul d'incertitudes)

Production et simulation 

d'écoulements (prédictions, 

nouveaux forages, ...)

  Visualisation et 

analyse de données 

en trois dimensions

géotechnique

gestion des risques ressources minérales et pétrolières

UTILISATION

M
is

e 
à 

jo
u

r

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❙❝❤é♠❛ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❞♦♥♥é❡s ❛❝q✉✐s❡s ♦✉ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✱ ❡t ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
❞♦♠❛✐♥❡s ❧✐és ❛✉① ❣é♦s❝✐❡♥❝❡s✳

✷
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❡t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡ ❘❡st♦r❛t✐♦♥▲❛❜✳

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡✱ t❡❧ q✉✬❡①✐st❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧✉❣✐♥ ❘❡st♦r❛t✐♦♥▲❛❜ ❡st
♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳✷✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❞❡s ❝❛s ❞✬ét✉❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱
♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝t❡✉rs s♦♥t ❧✐♠✐t❛♥ts✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt
q✉❛♥t à ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡
❛✉① q✉❡st✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❈♦♠♠❡♥t r❡♥❞r❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ à ❞❡s ③♦♥❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s ❄
✕ ❉❡ q✉❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥t✲✐❧s s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❄
✕ ❈♦♠♠❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts st②❧❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❄
✕ ❈♦♠♠❡♥t ♠✐❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❜❛❝❦str✐♣♣✐♥❣ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥

♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❜❛ss✐♥ ❄
❚r♦✐s ❝❛s ❞✬ét✉❞❡s ❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❝❡s tr❛✈❛✉① ✿ ✉♥

❛♥t✐❝❧✐♥❛❧ ❧✐é à ✉♥ ❞ét❛❝❤❡♠❡♥t s✐t✉é ❞❛♥s ❧❛ ♠❡r ❈❛s♣✐❡♥♥❡✱ ❧❡ ♣❧✐ s②♥sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡s ❣rès
❞✬❆♥♥♦t ✭❙❊ ❞❡ ❧❛ ❋r❛♥❝❡✮ ❡t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐t✉é ❞❛♥s ❧❡ ❞❡❧t❛ ❞✉
◆✐❣❡r✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❈❤❡✈r♦♥✳

❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✉ ♠é♠♦✐r❡

❈❡ ♠é♠♦✐r❡ s✬❛rt✐❝✉❧❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ tr♦✐s ❛rt✐❝❧❡s✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ✸❉ ✭❛rt✐❝❧❡ ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡s

❬❉✉r❛♥❞✲❘✐❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✮ ❀ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❧✐♠✐t❡s✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ❧♦❝❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❞❡❧t❛ ❞✉ ◆✐❣❡r ✭❛rt✐❝❧❡ s♦✉♠✐s ❛✉ ❥♦✉r♥❛❧
❆❆P● ❇✉❧❧❡t✐♥✮ ❀ ❡t ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❧♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥
✈♦❧✉♠❡ ✭❛rt✐❝❧❡ s♦✉♠✐s à ▼❛r✐♥❡ ❛♥❞ P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦❧♦❣②✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s
s❡ s✐t✉❡♥t ❞♦♥❝ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ❜❛ss✐♥✳

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❝❡ q✉✬❡st ❧❛ ❣é♦♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡t ♦ù s❡ s✐t✉❡
❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐és✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❛✉① ✈♦❧✉♠❡s✳ ▲❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ♠♦♥tré❡s s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡✱ s✐t✉é ❞❛♥s ❧❛ ▼❡r ❈❛s♣✐❡♥♥❡✳
▲❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ s♦♥t ❞✐s❝✉té❡s✱ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
♥é❝éss❛✐r❡s à ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ éq✉✐❧✐❜ré❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s tr❛♥s❢ér♦♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s✉r ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡♥ ♣♦rt❛♥t ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❢❛✐❧❧❡s✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s s♦♥t ❛ss✐❣♥é❡s s✉r ❧❡s tétr❛è❞r❡s s✐t✉és à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❝♦✉❝❤❡s ❞❡ r❤é♦❧♦❣✐❡s ❞✐✛é♥t❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s
♣♦♥❞éré❡s ♣❛r ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡s tétr❛❤è❞r❡s ✐♥t❡rs❡❝tés✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s s✉r ❞❡s tétr❛è❞r❡s✱ ❡t ❝♦♠♣❛ré
❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✳

▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥
❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡t ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s✱ q✉✐ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝❛r❛❝✲

✸
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1 2 3

4

Z=Zrefa.

For each layer

b.

c.

❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ✺ ét❛♣❡s ✿ ✶✮
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❛❧ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❀ ✷✮ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
tétr❛❤é❞r✐q✉❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s str✉❝t✉r❛❧❡s ✭❢❛✐❧❧❡s ❡t ❤♦r✐③♦♥s✮✱ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❞❡s
ré❣✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ✭❜❧♦❝s ❞❡ ❢❛✐❧❧❡s✱ ❝♦✉❝❤❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s✮ ❀ ✸✮ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡ ❞❡s ❧♦✐s
❞❡ ❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ❀ ✹✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡ ✿ ❛✳ ❛ss✐❣♥❡r ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❀ ❜✳ ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❀ ❝✳ r❡t✐r❡r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ r❡st❛✉ré❡✳ ▼♦❞è❧❡
❍❛r✈❛r❞✴❈❤❡✈r♦♥✱ ♠♦❞✐✜é ❞✬❛♣rès ▼✉r♦♥ ❬✷✵✵✺❪✳
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tér✐s❡r ❧❡✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❧♦rs ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛s s②♥t❤ét✐q✉❡s✳ ❉❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és
❛✜♥ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts st②❧❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ s✐t✉é ❞❛♥s ❧❡
❞❡❧t❛ ❞✉ ◆✐❣❡r ♥♦✉s ❛ ❡♥s✉✐t❡ ♣❡r♠✐s ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ ❜❛ss✐♥ ♣étr♦❧✐❡r ❝♦♠♣❧❡①❡✳

❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡s ❜❛ss✐♥s
sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s s②♥t❡❝t♦♥✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ❧❛ r❡s✲
t❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ à ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✐♥té❣r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐s♦st❛t✐q✉❡✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛
❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s ❡t s❡❧♦♥ ❞❡s ❝r✐tèr❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t
❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✱ ♣✉✐s ❛✉ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣rès
❞✬❆♥♥♦t ✭❙✉❞✲❊st ❞❡ ❧❛ ❋r❛♥❝❡✮✳

✺





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

▲❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡

❙♦♠♠❛✐r❡

✶✳✶ ●é♦♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✶✳✶ ▲❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✶✳✷ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✶✳✸ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❝❧é ❡♥ ❣é♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✷ ▲❡s ❞é❜✉ts ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✿ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✸ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❛rt❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✸✳✶ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✸✳✷ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✸✳✸ ❇✐❧❛♥ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✹ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✹✳✶ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✹✳✷ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✸❉ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✹✳✸ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✸❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✺ ▲✐♠✐t❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

■♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❳❳è♠❡ s✐è❝❧❡ ♣❛r ❈❤❛♠❜❡r❧✐♥ ❬✶✾✶✵❪✱ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡✱
❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s s✉r ❞❡s ❝♦✉♣❡s✱ ♣✉✐s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡♥ ❝❛rt❡s ❡t ❡♥ ✈♦❧✉♠❡s✱
✈✐s❡ à r❡tr♦✉✈❡r ❧✬ét❛t ❞❡ ❞é♣ôt ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s✱ t♦✉t ❡♥ ❤♦♥♦r❛♥t ❞❡s rè❣❧❡s
❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s✳ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥t❡①t❡s✳ ❆♣rès ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s rés✉♠❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡ ❡t
❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥s ❡♥ ❝♦✉♣❡✱ ❡♥ s✉r❢❛❝❡
♦✉ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ♣❛r ❧❡✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡♥
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s✐t✉é ❞❛♥s ❧❛ ♠❡r ❈❛s♣✐❡♥♥❡✱ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❢❛✐❧❧❡ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ❞ét❛❝❤❡♠❡♥t
❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r ❛✉① t❤ès❡s ❞❡ ▼✉r♦♥ ❬✷✵✵✺❪ ❡t ❞❡ ❚✐t❡✉①
❬✷✵✵✾❪ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡
r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❛✉① ✈♦❧✉♠❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❈❛✉♠♦♥ ❬✷✵✶✵❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡

✶✳✶ ●é♦♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t r❡st❛✉r❛t✐♦♥

✶✳✶✳✶ ▲❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

▲♦rs ❞❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡s ❞✬ét✉❞❡ ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣é✲
tr♦❧✐èr❡ ♦✉ ♠✐♥✐èr❡✱ ♦✉ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ♦✉ ❞❡ r✐sq✉❡s
♥❛t✉r❡❧s✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s ❡st s♦✉✈❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❡t ❞❡ s♦✉r❝❡✱ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡t
❞❡ q✉❛❧✐té ❤étér♦❣è♥❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣❧♦✐t❡r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❡t
❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ré❛✲
❧✐s❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♦✉ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ✐♥t❡r♣rété❡s
❡t ✐♥té❣ré❡s ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s à ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉①
❜❡s♦✐♥s s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✳

✶✳✶✳✷ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s

❊♥ ❣é♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡✱ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝❛rt❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
s②♥t❤ét✐s❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❧✐♠✐t❡s ❞✬❛✤❡✉r❡♠❡♥ts✱ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❢❛✐❧❧❡s✱ ♣❡♥❞❛❣❡s✱ ❡t❝✮ ❡t
s❡r✈✐r ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ ré✢❡①✐♦♥✳ ❉❡s ❝♦✉♣❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s✱ s❡r✈❛♥t ❞❡ s✉♣♣♦rt ❛✉①
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝❛rt❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ t❡rr❛✐♥
✭♦✉ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❉✐❣✐t❛❧ ❊❧❡✈❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ✲ ❉❊▼✮ ♦✉ ❞✬✐♠❛❣❡s s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡st❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡
❞❡s ♦❜❥❡ts ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡✱ ❧❡s ❝❛rt❡s ❡t ❝♦✉♣❡s s♦♥t
❝♦♥❢r♦♥té❡s✱ s✐ ♣♦ss✐❜❧❡✱ à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡♥ ✸❉✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ ❞✬ét✉❞❡✱ ❞❡s ❢♦r❛❣❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r❛t✐q✉és✳
❈❡✉①✲❝✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥ ré❛✲
❧✐s❛♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s s✉r ❞❡s ❝❛r♦tt❡s✱ ♦✉ ♣❛r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞✐❛❣r❛♣❤✐q✉❡s ❧♦rs ❞✉ ❢♦r❛❣❡✳ ▲❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦❧❧❡❝té❡s s♦♥t ❞✐✈❡rs❡s ✿ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡ ❢❛❝✐ès✱ ♣r♦♣r✐étés ♣étr♦♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s
r♦❝❤❡s✱ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ♣rés❡♥❝❡ ❡t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❢r❛❝✲
t✉r❡s✱ ❡t❝✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ é❧❡✈é❡ ✭❞✉ ♠✐❧❧✐♠ètr❡ à ❧❛ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♠ètr❡s✮✱
♠❛✐s r❡st❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❢♦r❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣✉✐ts ét❛♥t é❧❡✈é✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡
❡st s♦✉✈❡♥t ♣❡✉ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é✱ ❡t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣✉✐ts ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r
❧❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ✿ ❧❡s ③♦♥❡s ❧❡s ♣❧✉s ❢♦ré❡s
s♦♥t ❧❡s ③♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡s✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐t❡s ✐♥❞✐r❡❝t❡s✱ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣é♦♣❤②s✐q✉❡
✭♣r♦s♣❡❝t✐♦♥ s✐s♠✐q✉❡✱ é❧❡❝tr♦✲♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♦✉ ❣r❛✈✐♠étr✐q✉❡✮ ♣r♦❝✉r❡♥t ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❧✉s
ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés
♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s tr❛✈❡rsés✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡t ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥
❞❡s str✉❝t✉r❡s✳ ❆ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣✉✐ts✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡✱
❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ♠ètr❡s à q✉❡❧q✉❡s ♠ètr❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡t ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✱ ❡st
s♦✉✈❡♥t ✐♥s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡✳

✽



✶✳✶ ●é♦♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t r❡st❛✉r❛t✐♦♥

Cartes et coupes Données sismiques Puits

Données disponibles

Modélisation

Surfaces triangulées

Modèle par frontieres

Modèle volumique

Règles de validité

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❉❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s
❝❛rt❡s ❡t ❝♦✉♣❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❣é♦♣❤②s✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣✉✐ts s♦♥t ✐♥té❣ré❡s
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥
s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥térêt✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ❝♦❤ér❡♥t ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡
êtr❡ ❝♦♥str✉✐t✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✐s♠✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ❡st ✐ss✉❡ ❞❡ ●✉③♦❢s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳ ▼♦❞è❧❡
❍❛r✈❛r❞✲❈❤❡✈r♦♥✳

▲❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s

❚♦✉t❡s ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠♣✐❧é❡s ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❝♦❤ér❡♥t ✭❋✐❣✳✶✳✶✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡s ❢❛✐❧❧❡s ❡t ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣té❡ ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❞❡s
rè❣❧❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❣é♦❧♦❣✐q✉❡ ❬❈❛✉♠♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ❤♦r✐③♦♥s ♣♦✉r✲
r♦♥t êtr❡ ❛❥♦✉tés ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❢❛✐❧❧❡s✱ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❛❧✳
❈❡ ♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❛❧ ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✱
q✉✐ ♣♦✉rr♦♥t s❡r✈✐r ❞❡ ❜❛s❡ à ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❞❛♥s
❧❡ ❜✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠✐♥ér❛❧❡s ♦✉ é♥❡r❣ét✐q✉❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❞❡s
ét✉❞❡s ❞❡ r✐sq✉❡ s✐s♠✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❥♦✉❡♥t s♦✉✈❡♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t✱ ❞✬♦ù ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦❤ér❡♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❣é♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ♦✉ ❞✬✐♥✈❛❧✐✲
❞❡r ❝❡rt❛✐♥s ♠♦❞è❧❡s✱ ♠❛✐s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡

✶✳✶✳✸ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❝❧é ❡♥ ❣é♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s str✉❝t✉r❛✉①

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❛❧ ❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❤étér♦❣è♥❡s ❡t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡s ❜❡s♦✐♥s ❡t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❣é♦❧♦❣✉❡✳ ❆✜♥
❞❡ t❡st❡r s❛ ✈❛❧✐❞✐té✱ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts
s✉r ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥♦t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ♠❛✐tr✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❣é♦❧♦❣✉❡✳ ❖♥
❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❧✬ét❛t r❡st❛✉ré ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞✬✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡
❣é♦♠étr✐q✉❡ ♦✉ ❣é♦❧♦❣✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉✬❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❜❧♦❝s r✐❣✐❞❡s ♣♦✉r ❢❡r♠❡r
❧❡s ❢❛✐❧❧❡s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s tr♦✉s ♦✉ ❞❡s r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥ts ❡♥tr❡ ❧❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❢❛✐❧❧❡s✱ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡
❞❡ ❝❡s ❢❛✐❧❧❡s ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❝♦rr✐❣é❡✳ ❊♥ ❝❛rt❡ ❡t ❡♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ❧❛ rétr♦✲❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ✈❡rs ❧✬ét❛t r❡st❛✉ré✮ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s ✭♥♦t❛♠♠❡♥t
❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✮✱ ❡t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s ✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛①❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❣é♦❧♦❣✉❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r s✐ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡t ✈❛❧❡✉rs
♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s ♦✉ ♥♦♥✳ ❯♥ ❝r✐tèr❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ❞é✜♥✐ ♣❛r ❚✐t❡✉① ❬✷✵✵✾❪ ❛✜♥
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❞é❝r♦❝❤❡♠❡♥t✮ à ♣❛rt✐r
❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞✬❛✐❞❡r à ✈❛❧✐❞❡r ♦✉ ✐♥✈❛❧✐❞❡r ❝❡rt❛✐♥s ♠♦❞è❧❡s✳ ■❧ ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥str✉✐t ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ ♣r♦❝❡ss✉s à ♣❛rt✐r
❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ ❡t ❝❡ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
❬❙✐♠✐❧♦①✲❚♦❤♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳

❈♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ r❡q✉✐èr❡♥t ✉♥
❝❤♦✐① ❞❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❝✐s❛✐❧❧❧❡♠❡♥t✱ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❜❛♥❝ à ❜❛♥❝✱ ❡t❝✮ ❡t ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❤♦✐s✐❡✱ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s s♦♥t ❢❛✐t❡s ✭❤♦r✐③♦♥
s✉♣ér✐❡✉r à ♣❧❛t✱ ré❣✐♦♥s ✜①❡s✮✱ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❧♦✐s
❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦♥t ❛ss✐❣♥é❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t
❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ré❣✐♦♥❛❧ ✭❝♦♠♣r❡ss✐❢✱ ❡①t❡♥s✐❢✱ ❞é❝r♦❝❤❛♥t✮✱ ♠❛✐s t❡st❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❥❡✉① ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❧✐♠✐t❡s ❡t ❞❡ ♣r♦♣r✐étés✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠é❝❛✲
♥✐s♠❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ●✉③♦❢s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ♣❧✐ss❡♠❡♥t
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧✐és à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❜❛s❛❧❡ ♣❧✉s ❞✉❝t✐❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉
♠♦❞è❧❡ s✐t✉é ❞❛♥s ❧❡ ❞❡❧t❛ ❞✉ ◆✐❣❡r ✭✈♦✐r ❈❤❛♣✳✸✮✱ ♦✉ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉
♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳✶✳✺✱ ❧❡ ♣❧✐ss❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✉❝t✐❧❡
✭❋✐❣✳✶✳✷✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥s ❡♥ ❝❛rt❡ ❡t ❡♥ ✈♦❧✉♠❡s✱ P❧❡s❝❤
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ♣❧✐ ❞❡ ❞ét❛❝❤❡♠❡♥t ❇❛❥✐❛♦❝❤❛♥❣✱ ❞❛♥s ❧❡
❜❛ss✐♥ ❞❡ ❙✐❝❤✉❛♥ ✭❈❤✐♥❡✮ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣❛r ❞✉♣❧❡①✳ ❈❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥❡ s♦♥t
❜✐❡♥ sûr ♣❛s ❡①❤❛✉st✐❢s✱ ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛✉t❡✉rs s❡ s♦♥t ❛tt❛❝❤és à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s
♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥ ❝♦✉♣❡✱ ❡♥ ❝❛rt❡✱ ❡♥
✈♦❧✉♠❡✱ ♦✉ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❬❚❤♦✉❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✱ ❲✐❧ts❝❤❦♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳

❈❤r♦♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥

▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❞é✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✱ sé♣❛r❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts é✈é♥❡♠❡♥ts t❡❝t♦♥✐q✉❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t ❧♦rsq✉❡

✶✵



✶✳✶ ●é♦♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t r❡st❛✉r❛t✐♦♥

a. Pas de contraste b. Coeur ductile

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞❡✉① r❡st❛✉r❛t✐♦♥s ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t
✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ ❡♥ ✭❛✮✱ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠❛tér✐❡❧ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ t❛♥❞✐s q✉✬❡♥ ✭❜✮✱ ✉♥ ♠❛tér✐❡❧ ♣❧✉s ❞✉❝✲
t✐❧❡ ❡st ❛ss✐❣♥é ❞❛♥s ❧❡ ❝÷✉r ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❡♥ ✭❜✮ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦❤ér❡♥ts
❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ét❛❜❧✐s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ré❣✐♦♥ ✿ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡
❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞✉❝t✐❧❡✳ ❉✬❛♣rès ●✉③♦❢s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳

❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s r❡s❡r✈♦✐rs ♣étr♦❧✐❡rs✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②✲
❞r♦❝❛r❜✉r❡s ❡t ❞❡ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s r♦❝❤❡s✲♠èr❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❙❝❤✉❧❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ♠♦♥tr❡♥t
q✉❡ ❞❡✉① é♣✐s♦❞❡s ♠❛❥❡✉rs ❞❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t ♦♥t ❝♦♥trô❧é ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ❜❛ss✐♥ ♠♦✲
❧❛ss✐q✉❡ ❛❧♣✐♥ ❛❧❧❡♠❛♥❞✳ ❙✉❡ss ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❞❡s r❡st❛✉r❛t✐♦♥s ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ à ✉♥
rés❡r✈♦✐r ♣étr♦❧✐❡r s✐t✉é ❛✉ ◗❛t❛r ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ✉♥✐tés ❡t ❞❡s ❢❛✐❧❧❡s q✉✐ ❛✛❡❝t❡♥t ❧❡ rés❡r✈♦✐r✱ ❛❜♦✉t✐s❛♥t à ✉♥❡ ❤✐st♦✐r❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞✉
r❡❥❡t ❞❡ ❢❛✐❧❧❡✳ ▼❛❡rt❡♥ ❛♥❞ ▼❛❡rt❡♥ ❬✷✵✵✻❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ✸❉
❞♦♥♥❡ ❛❝❝ès à ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉❛♥t ❛✉① é♣✐s♦❞❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t à ❧❛
❝❤r♦♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡s ❢❛✐❧❧❡s✱ ❝♦♠♣❛ré ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳
❈❡s rés✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s t❡❝t♦✲
♥✐q✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❢r❛❝t✉r❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ rés❡r✈♦✐rs ❡t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s
❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②❞r♦❝❛r❜✉r❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❙♦r❧✐❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛
r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ à ❤❛✉t r✐sq✉❡ s✐s✲
♠✐sq✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜❛ss✐♥ ❞❡ ❱❡♥t✉r❛ ✭❈❛❧✐❢♦r♥✐❡✮✱ ❡t ❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ét✉❞❡s ❞❡
r✐sq✉❡s s✐s♠✐q✉❡s✳

❊t❛t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❢r❛❝t✉r❡s

❆ ♣❛rt✐r ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❧❡ t❡♥s❡✉r
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❍♦♦❦❡✱ ❡t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❛
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢r❛❝t✉r❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❬❙❛♥❞❡rs ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ❙✉❡ss ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ▲♦✈❡❧② ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✵✱ P❧❡s❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ▼❛❝é ❬✷✵✵✻❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢r❛❝t✉r❡s✱
❜❛sé❡ s✉r ❧✬ét❛t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♠♠❡
✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❢r❛❝t✉r❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣♦✉r
♣ré❞✐r❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❢r❛❝t✉r❡s✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱
✉♥❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❧✐é❡ ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
✭❋✐❣✳✶✳✸✮✳ P♦❜❧❡t ❛♥❞ ❇✉❧♥❡s ❬✷✵✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

✶✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡

Loi de comportement linéaire 

élastique: Loi de Hooke

Modèle structural en configuration actuelle C

Champ tensoriel de déformation ε

Champ tensoriel de contrainte σ

Restauration

Contraintes principales σi
Directions de contraintes 

        principales Wi

Indicateur de densité de fracturation

   (i.e. Probabilité de fracturation)

Prédiction de l’orientation 

          des fractures

    Critères de rupture

(Mohr-Coulomb, Griffith...)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ❢r❛❝t✉r❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❣é♦♠é✲
❝❛♥✐q✉❡ ✿ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡
❢r❛❝t✉r❡s ❡t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♠♠❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✐✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢r❛❝t✉r❡s ❡st ♠♦♥tré✱ rés✉❧t❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ❞❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s st②❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ♣❡✐♥t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❞✉
♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ♥♦✐r❡s s♦♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ✐ss✉❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡✳ ▲❡s s✉r❢❛❝❡s ✈❡rt ❝❧❛✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❢r❛❝t✉r❡s ♣ré❞✐t❡s ❡♥ ❛❝❝♦r❞
❛✈❡❝ ❝❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❉✬❛♣rès ▼❛❝é ❬✷✵✵✻❪✳

❞✐r❡❝t❡ ❡t ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛❝t✉❡❧ ❡t é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
❞❡ str✉❝t✉r❡s à ✜♥❡ é❝❤❡❧❧❡✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❢r❛❝t✉r❡s✳

❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛❧é♦✲❣é♦♠étr✐❡s

▲✬✐ss✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬â❣❡ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ r❡st❛✉ré✳ ❈❡s
♣❛❧é♦✲❣é♦♠étr✐❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜❛sé❡s ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❝♦♠♠❡
❚❡❧❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❧❡ ♣r♦♣♦s❡♥t s✉r ❧❡ ❜❛ss✐♥ ❞✬❆♥♥♦t ✭✈♦✐r ❈❤❛♣✳✹✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❈❆❚❙ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡s ✢✉① t✉r❜✐❞✐t✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s ❛ss♦❝✐és✳

✶✳✷ ▲❡s ❞é❜✉ts ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✿ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s

▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❝♦✉♣❡s ❡st ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s
✭❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✮ ❬❉❛❤❧str♦♠✱ ✶✾✻✾❪✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s r❡♣♦s❡♥t ❧✬éq✉✐✲
❜r❛❣❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ st②❧❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝♦♥♥✉ à ♣r✐♦r✐✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣r♦♣♦sé❡s ❬❈❤❛♠❜❡r❧✐♥✱ ✶✾✶✵✱ ❉❛❤❧str♦♠✱ ✶✾✻✾❪ s♦♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ❡♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❢
s❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❡t r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠étr✐q✉❡s ✭❛✐r❡
❡t é♣❛✐ss❡✉r ❞❡s ✉♥✐tés ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❤♦r✐③♦♥s✮ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✳ ▲❡
t♦✐t ❞❡ ❧❛ ♣✐❧❡ str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡st r❡♠✐s à ♣❧❛t✱ ❡♥ ✜①❛♥t ✉♥ ❞❡s ❜♦r❞s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❊♥ ♣r❛✲
t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ tr❛♥s❢éré❡✱ ❧❛
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✶✳✷ ▲❡s ❞é❜✉ts ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✿ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s

a. Coupe

b. Carte

c. Volume

Etat initial Etat restauré

L
ig

n
e 

fi
x
ée

D
ire

ct
io

n d
e d

ép
lia

ge

Point fixé

Base fixée

Glissement 

sur les failles

-0.05 0.050

Dilatation

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉♣❡ ✭❛✮✱ ❝❛rt❡ ✭❜✮ ❡t ✈♦❧✉♠❡ ✭❝✮✳ ◗✉❡❧❧❡ q✉❡
s♦✐t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à r❡st❛✉r❡r✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✜①é❡s✳ ❊♥
❝❛rt❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❩ ❡st ♠♦♥tré❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ▲❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ s♦♥t ♣❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s r❡st❛✉rés ❡♥ ❝❛rt❡ ❡t ❡♥ ✈♦❧✉♠❡✳

✶✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ t♦t❛❧❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs
❡t é♣❛✐ss❡✉rs✱ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠✐①t❡✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❡①♣❧✐q✉é❡s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ♣❛r ❘♦✉❜②
❬✶✾✾✹❪✱ ▼❛ss♦t ❬✷✵✵✷❪✱ ▼✉r♦♥ ❬✷✵✵✺❪ ❡t ❚✐t❡✉① ❬✷✵✵✾❪✳ P❧✉s t❛r❞✐✈❡♠❡♥t✱ ●✐❜❜s ❬✶✾✽✸❪ ét❡♥❞
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉♣❡s ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡①t❡♥s✐❢✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝✐s❛✐❧❧❛♥t❡✳
❍✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉♣❡s ❡st ré❛❧✐sé❡ à ❧❛ ♠❛✐♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s r❡♣♦rts
❞✬❛♥❣❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs✱ ♣✉✐s ❛ été ✐♥❢♦r♠❛t✐sé❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡ss❛✐✲❡rr❡✉r ❧♦rs ❞❡
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞é❝r✐t ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t ❡st ♣rés❡♥té❡ ❋✐❣✳✶✳✹❛✳
❯♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉♣❡ ❡st q✉❡✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜✲
t❡♥✐r ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ str✉❝t✉r❛❧✱ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t ✐♠♣ér❛✲
t✐✈❡♠❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sé❡s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❣r❛♥❞s ❛①❡s str✉❝t✉r❛✉①✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❞é❝r♦❝❤❛♥t❡s ❞❡s ❢❛✐❧❧❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ t♦✉t❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
q✉✐ ❛✉r❛✐t ❧✐❡✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ tr❛♥s✈❡rs❡✳

✶✳✸ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❛rt❡

❆✈❡❝ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ s✉r❢❛❝❡s✱ ❧❛ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉✲
r❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❛rt❡s ❛ ♣✉ êtr❡ ✐♥✐t✐é✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❡♥t❡ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
s✉r✈❡♥❛♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉♣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❝❛rt❡✱ ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s t♦✉t❡s
❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞é❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡
❣é♥érés✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❛♣rès✳

✶✳✸✳✶ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡

❉❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
❧❛ ❣é♦♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r s✉r❢❛❝❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❡st ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❛ss✐sté❡ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ✭❈❆❖✮✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s
♦✉ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦❝✉r❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t ♣❡r♠❡t ✉♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❬P✐❡❣❧ ❛♥❞ ❚✐❧❧❡r✱
✶✾✾✼❪✱ ♠❛✐s r❡st❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡t ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞✐s❝rét✐s❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥ é❧é♠❡♥ts
s✐♠♣❧❡s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝ré❡r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥÷✉❞s ❝♦♥♥❡❝tés ♣❛r ❞❡s ♣♦❧②❣♦♥❡s✳ ▲❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s
❞❡ ❢♦r♠❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ s♦♥t très ❢❛❝✐❧❡s à r❡♣rés❡♥t❡r ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t s♦♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡s
à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r✐❧❧❡s rés❡r✈♦✐r ❬❋r❡♠♠✐♥❣✱ ✷✵✵✷❪✱ ♠❛✐s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞❛♣té❡s à ❧❛ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❯♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s
tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s✬❛❞❛♣t❡r à t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✐♥s✐ ❣é♥éré ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ r❛✣♥é ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛✜♥ ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉① str✉❝✲
t✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❢❛✐❧❧és✱ ❞❡s ❝♦♥t❛❝ts ✐♥tr✉s✐❢s ♦✉ ér♦s✐❢s
❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❡t❝✳ ❬▼❛❧❧❡t✱ ✶✾✽✽✱ ❏❡ss❡❧❧✱ ✷✵✵✶✱ ▼❛❧❧❡t✱ ✷✵✵✷✱ ▲❡♠♦♥ ❛♥❞ ❏♦♥❡s✱ ✷✵✵✸✱ ❈❛✉♠♦♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ▲❛ ❋✐❣✳✶✳✺ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡r
❈❛s♣✐❡♥♥❡✳

✶✳✸✳✷ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s

❉❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✱ t♦✉t❡s ❞❡✉① ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❞❡s s✉r❢❛❝❡s
❞✐s❝rét✐sé❡s✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✬é❧é♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❞é♣❧✐❛❣❡ ❡t ❧❛

✶✹



✶✳✸ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❛rt❡

Growth

Pre-

Growth

Detachment

Fault

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ▼♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❛❧ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s s✉r❢❛❝❡s tr✐❛♥❣✉❧é❡s ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡
❣é♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐t✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡r ❈❛s♣✐❡♥♥❡✳

❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡s ❢❛✐❧❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❞✐st✐♥❝ts✱ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥
❞❡ s✉r❢❛❝❡s ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❣ér❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✬é❧é♠❡♥ts

❍✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❝♦♥s✐st❛✐t à r❡st❛✉r❡r ❝❡rt❛✐♥s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞♦♥t
❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ♣❛r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ t❡rr❛✐♥✱ ♣✉✐s ❞✬❛❥✉st❡r ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ s✉♣♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬é❧é♠❡♥ts ❜✐❡♥
❞✐str✐❜✉és s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ●r❛t✐❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✶❪ ❡t ●r❛t✐❡r ❛♥❞ ●✉✐❧❧✐❡r ❬✶✾✾✸❪ ét❡♥❞❡♥t ❝❡tt❡
♣r♦❝é❞✉r❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✢❡①✐♦♥✲❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛✐r❡s ❡t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❞é♣❧✐❛❣❡
❞❡ s✉r❢❛❝❡s tr✐❛♥❣✉❧é❡s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s♦♥t ♠✐s à ♣❧❛t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠✲
♠❡♥t ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✱ ♣✉✐s ❛❥✉stés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r
❧❡s ✈✐❞❡s ❡t r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥ts ❡♥tr❡ tr✐❛♥❣❧❡s✳ ❘♦✉❜② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
❛✉① ❝♦♥t❡①t❡s ❡①t❡♥s✐❢s ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❤étér♦❣è♥❡✳ ❙❛♠✲
s♦♥ ❬✶✾✾✻❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❬▼❛❧❧❡t✱ ✷✵✵✷❪ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r
❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s✳
▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st q✉❛♥t à ❡❧❧❡ s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞é❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r
❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦r♣s r✐❣✐❞❡s✳ ▲❡s ❢❛✐❧❧❡s s♦♥t tr❛✐té❡s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥s ❡t
❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✱ s♦✐t ❡♥ ❧❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡♠❡♥t ❬●r❛t✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✶❪✱ s♦✐t ♣❛r ✉♥❡
♣r♦❝é❞✉r❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ❜❧♦❝s ❬❘♦✉❜②✱ ✶✾✾✹✱ ❙❛♠s♦♥✱ ✶✾✾✻❪✳

▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ rés✐❞✉❡❧❧❡

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▼❛❧❧❡t ❬✷✵✵✷❪ ❡t ▼❛s✲
s♦t ❬✷✵✵✷❪✱ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✢❡①✐♦♥✲❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡t s✉r ❞❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲✬ét❛t r❡st❛✉ré ❡st ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❜✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❡❧ ✭u✱ v✮✳ ❘❡st❛✉r❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ r❡✈✐❡♥t à tr♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ✐s♦✲
♠étr✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ✭x✱ y✱ z✮ à ✭u✱ v✮✱ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ❛✐r❡s ❡t ❧❡s

✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡

❧♦♥❣✉❡✉rs ✭u ❡t v s♦♥t ré❣✉❧✐❡rs s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✮✱ ❧❡s ❛♥❣❧❡s ✭u ❡t v s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✮ ❡t ❡♥
❢❡r♠❛♥t ❧❡s ❢❛✐❧❧❡s ✭u ❡t v s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉s à tr❛✈❡rs ❧❡s ❢❛✐❧❧❡s✮✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❉❙■ ❬▼❛❧❧❡t✱ ✷✵✵✷❪✳ ▲❛ ❋✐❣✳✶✳✹❜ ♠♦♥tr❡
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳

❉❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❧✐❣♥é❡✱ ❉✉♥❜❛r ❛♥❞ ❈♦♦❦ ❬✷✵✵✸❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♣❛r ♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛✉①✱ ❢❡r♠❛♥t ❧❡s ❢❛✐❧❧❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❞é♣❧✐é❡✳

▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❝❛rt❡s

❯♥❡ ❝❛rt❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❤♦r✐③♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à
✉♥❡ ❝♦✉♣❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❙✐ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❛rt❡
♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝♦♠♠♦❞❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ q✉❡ ❞✬✉♥
❤♦r✐③♦♥✱ ❧à ♦ù ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉♣❡s ❢♦✉r♥✐ss❛✐t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ r❡st❛✉ré❡ ❞❡ t♦✉t❡ ❧❛ sér✐❡
str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐✲s✉r❢❛❝❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à ❞é♣❧✐❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
❤♦r✐③♦♥s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❞✬❛❝❝é❞❡r ❛✉① ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧✬❤♦r✐③♦♥ s✉♣ér✐❡✉r ❡st r❡♠✐s à ♣❧❛t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❝r✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❡t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é ❡st ♣r♦♣❛❣é ❛✉① ❛✉tr❡s
❤♦r✐③♦♥s✱ s❡❧♦♥ ❞❡s ♣✐❧✐❡rs✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈❡rt✐❝❛✉①✱ ✐♥❝❧✐♥és✱ ♦✉ ♥♦r♠❛✉① ❛✉① ❤♦r✐③♦♥s✱
❞❡✈❡♥❛♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❛✉① s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❢❛✐❧❧❡s à ❧❡✉r ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❬❚❤✐❜❛✉t✱ ✶✾✾✹✱ ❙❛♠s♦♥✱ ✶✾✾✻✱
▲é❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✱ ❲✐❧❧✐❛♠s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✱ ❏❛❝q✉❡♠✐♥✱ ✶✾✾✾✱ ❘♦✉❜② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✱ ●r✐✣t❤s ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✷❪✳ ❯♥❡ r❡✈✉❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❤♦r✐③♦♥s ❛ été ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❚✐t❡✉①
❬✷✵✵✾❪✳

✶✳✸✳✸ ❇✐❧❛♥ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s

❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡t
❢❛❝✐❧✐t❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❣é♦♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s
♠✉❧t✐✲s✉r❢❛❝❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❤♦r✐③♦♥s✱ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r
❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ♣✐❧❡ sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st
❛♣♣❧✐q✉é❡ q✉✬❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛
r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ ❞❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ❡♥tr❡ ❧❡s t♦✐t ❡t ❜❛s❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡✱
❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❜✐❛✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳

✶✳✹ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡

❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✸❉✱ ❧❡s ♠♦✲
❞è❧❡s str✉❝t✉r❛✉① ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ♦♥t ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r✳ ❘❡st❛✉r❡r ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡
r❡st❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ t♦✉t ❡♥ s✬❛✛r❛♥❝❤✐ss❛♥t ❞❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ t♦✐t✲❜❛s❡ ❞❡s
❝♦✉❝❤❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥♥✉❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✱ ♣❛s
s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❤♦r✐③♦♥s✳
P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✱ ❜❛sé❡s s♦✐t à ♥♦✉✈❡❛✉
✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❬▼❛❧❧❡t✱ ✷✵✵✷✱ ▼❛ss♦t✱ ✷✵✵✷✱ ▼✉r♦♥✱ ✷✵✵✺❪✱ ♦✉
é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❧♦✐s ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ❬❉❡ ❙❛♥t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ▼❛❡rt❡♥ ❛♥❞ ▼❛❡rt❡♥✱ ✷✵✵✻✱
▼♦r❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ▼✉r♦♥✱ ✷✵✵✺✱ ❉✉r❛♥❞✲❘✐❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛st❡s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ s✉♣♣♦rt ♦♥t été ✉t✐❧✐sés✳

✶✻



✶✳✹ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡

Non-Structuré

a.Cartésienne 

b.Stratigraphique

c.Homogène

d.Faiblement

e.Fortement

Structuré

Hétérogène

Maillage

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❛✮ ❡t ❜✮ s♦♥t ❞❡s ❣r✐❧❧❡s str✉❝✲
t✉ré❡s✱ à é❧é♠❡♥ts ré❣✉❧✐❡rs ✭❣r✐❧❧❡ ❞✐t❡ ❈❛rtés✐❡♥♥❡✮ ♦✉ ✐rré❣✉❧✐❡rs ✭❣r✐❧❧❡ str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡✮ ❀
❝✮✱ ❞✮✱ ❡t ❡✮ s♦♥t ❞❡s ❣r✐❧❧❡s ❞✐t❡s ♥♦♥✲str✉❝t✉ré❡s ❀ ❝✮ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❝❡❧✉❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s
tétr❛é❞r✐q✉❡s✱ ❞✮ ❡t ❡✮ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❤②❜r✐❞❡s✳ ❉✬❛♣rès ❈❛✉♠♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪✳

❆✜♥ ❞✬é❝❧❛✐r❝✐r ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s✱
❛✈❛♥t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ ❞é❝r✐r❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s t②♣❡s
❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ✉t✐❧✐sés ❡♥ ❣é♦❧♦❣✐❡✳

✶✳✹✳✶ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s

❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❢r♦♥t✐èr❡s

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r ❢r♦♥t✐èr❡s ❞é❧✐♠✐t❡♥t ❞❡s ré❣✐♦♥s ❜♦r❞é❡s ♣❛r ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❣é♦✲
❧♦❣✐q✉❡s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s tr✐❛♥❣✉❧é❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té str✉❝t✉r❛❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡✉r ❧❛r❣❡
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❣é♦♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❬●❥ø②st❞❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✺✱ ❋rø②❧❛♥❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸✱ ▼❡❧❧♦ ❛♥❞ ❍❡♥✲
❞❡rs♦♥✱ ✶✾✾✼✱ ❊✉❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✱ ▲❡♠♦♥ ❛♥❞ ❏♦♥❡s✱ ✷✵✵✸✱ ❈❛✉♠♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ❆♣❡❧✱ ✷✵✵✻✱
❩❤♦♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♥é✲
❝éss✐t❡ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡
♦✉ ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té✳

❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡

▲❛ ❋✐❣✳✶✳✻ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❧❡✉r ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ❝♦♥st❛t❡r✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❞✐s❝rét✐sé ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ré❣✉❧✐èr❡✱ ❡t ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❣r✐❧❧❡s ❈❛rtés✐❡♥♥❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬❤é①❛è❞r❡s ✭❋✐❣✳✶✳✻❛✮ ♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❞❡s
str✉❝t✉r❡s très ❧é❣èr❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❣r✐❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts
♠❛❥❡✉rs ✿

✕ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥
r❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❧à ♦ù ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✬❡①✐❣❡✳ ❯♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❞♦✐t êtr❡ tr♦✉✈é
❡♥tr❡ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡
r❡♣rés❡♥té✱ ❡t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✜♥❡✱ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠❛✐s q✉✐

✶✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡

Nombre de cellules: 320000 (1 couche)

                                 3269000 (modèle entier)

Nombre de tétraèdres:361000

Nombre de cellules: 1000000

a.

b.

c.

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ❛✮ ❣r✐❧❧❡ ❈❛rtés✐❡♥♥❡ ✿ ❧❡s ❢❛✐❧❧❡s ❡t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ♠♦♥tr❡♥t ✉♥ ❡✛❡t ❞❡
▼♦✐ré ❀ ❜✮ ❣r✐❧❧❡ str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❝♦❧♦ré❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❲ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ s❡✉❧❡ ✉♥✐té str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡ ❛ été r❡♣rés❡♥té❡✱ ❧❛ ❢❛✐❧❧❡ ♠♦✉r❛♥t❡ ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t
êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡✱ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ♣rés❡♥t❛♥t tr♦♣ ❞❡ ❞✐st♦rs✐♦♥s ❀ ❝✮ ✈♦❧✉♠❡ tétr❛é❞r✐sé
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❧✐♠✐t❡s s♦♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣ré❝✐s❡✱ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡st ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞ét❛✐❧✳

✶✽



✶✳✹ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡

s✉r✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡ ❧❡s ③♦♥❡s s✐♠♣❧❡s✱ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❛✐♥s✐ ✐♥✉t✐❧❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés✳

✕ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❤é①❛é❞r✐q✉❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❣é♦❧♦✲
❣✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ q✉✐ s❡r♦♥t ❛❧♦rs r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢❛❝❡s ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s
❜♦r❞❛♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❧✐♠✐té ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❵♠❛r❝❤❡s ❞✬❡s❝❛❧✐❡r✬✱ ❛♣♣❡❧é
❡✛❡t ❞❡ ▼♦✐ré ✭❋✐❣✳ ✶✳✼❛✮✳

▲❡s ❣r✐❧❧❡s str✉❝t✉ré❡s ✐rré❣✉❧✐èr❡s s♦♥t q✉❛♥t à ❡❧❧❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛✐❧❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ à
❣é♦♠étr✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❊❧❧❡s ♣r♦❝✉r❡♥t ✉♥❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❛♥s ♣♦✉r
❛✉t❛♥t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❝♦ût ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡✳ ▲❡s ❣r✐❧❧❡s ❞✐t❡s str❛t✐❣r❛✲
♣❤✐q✉❡s ♦✉ ❝✉r✈✐❧✐♥é❛✐r❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧✬❤é①❛è❞r❡ ❝♦♠♠❡ ♠❛✐❧❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭❋✐❣✳✶✳✻❜✮✳ ❆✜♥ ❞❡
♠✐❡✉① r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❧✐❣♥é❡s ❡t
❞é❢♦r♠é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t à ❛♥❣❧❡ ❛✐❣✉ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s
❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❞❡ ❢❛✐❧❧❡✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛❧✐❣♥é❡s ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐
♣♦s❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡s ❣r✐❧❧❡s s♦✐❡♥t ✉♥ st❛♥❞❛r❞ ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ rés❡r✈♦✐r ✭❡❧❧❡s
♣♦ssè❞❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❣é♦st❛t✐st✐q✉❡s
❡t ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✮✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡✉r ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡
ré✈é❧❡r ❢❛st✐❞✐❡✉s❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❢❛✐❧❧❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛♥❣❧❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥t❛❝ts ❤♦r✐③♦♥s✲❢❛✐❧❧❡s
s✉❜❤♦r✐③♦♥t❛✉①✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❣r✐❧❧❡s ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ❜❛ss✐♥✱
❡t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ✶✳✼❜ ♥✬❛ ♣❛s ♣✉ êtr❡ ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡
❧❛ ③♦♥❡✳

▲❡s ❣r✐❧❧❡s ♥♦♥ str✉❝t✉ré❡s s♦♥t ✉♥ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❤♦♠♦❣è♥❡s ✭✉♥
s❡✉❧ t②♣❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❋✐❣✳✶✳✻❝✮ ♦✉ ❤étér♦❣è♥❡s ✭❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛✐❧❧❡s é❧❡♠❡♥t❛✐r❡s✱
❋✐❣✳✶✳✻❞ ❡t ✶✳✻❡✮✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♠❛✐❧❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❧❡ tétr❛è❞r❡ ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ tr♦✐s ❧❡
♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r à ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s tr✐❛♥❣✉❧é❡s✱ ✐❧ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ r❛✣♥é ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
♣♦✉r s✬❛❞❛♣t❡r à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞ét❛✐❧ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❬❚❡rt♦✐s ❛♥❞ ▼❛❧❧❡t✱ ✷✵✵✼✱ ❋r❛♥❦ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✼✱ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❚❤✉r❜❡r✱ ✷✵✵✺❪ ✭❋✐❣✳✶✳✼❝✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡✱ ❧❡s ❣r✐❧❧❡s str✉❝t✉ré❡s s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t
✉t✐❧✐sé❡s ✭❧♦❣✐❝✐❡❧s ❉②♥❡❧✸❉ ❬✷✵✶✵❪✱ ❑✐♥❡✸❉ ❬✷✵✶✵❪✱ ✹❉❘❡st♦r❡ ❬✷✵✶✵❪✮ ❝❛r très ❢❛❝✐❧❡s à
❣é♥ér❡r ❡t ♣❡✉ ❝♦ût❡✉s❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱ ♠❛✐s ❧❡✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡st❡ ❧✐♠✐té❡ à ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▲❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s tétr❛é❞r✐q✉❡s s♦♥t q✉❛♥t à ❡✉① ✐♥tér❡ss❛♥ts ❝❛r
✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r à t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ r❡♥❞❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛
❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s str✉❝t✉r❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♠❛✐s r❡st❡♥t ❞✐✣❝✐❡❧❡s à ❝♦♥str✉✐r❡✱ ❝✬❡st
♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧s s♦♥t ♠♦✐♥s ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ✭❧♦❣✐❝✐❡❧s ❑✐♥❡✸❉ ❬✷✵✶✵❪✱ ❘❡st♦r❛t✐♦♥▲❛❜✮✳

✶✳✹✳✷ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✸❉ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❡st ❝♦♥♥✉✱ ❡t ❞♦♥♥é ❡♥ ❡♥tré❡✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▼❛ss♦t ❬✷✵✵✷❪✱ ❡st
❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❉❙■ ❬▼❛❧❧❡t✱ ✷✵✵✷❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥
❡♥ ❝❛rt❡s ❞é❝r✐ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✮ à ❞❡s ❣r✐❧❧❡s str✉❝t✉ré❡s ré❣✉❧✐èr❡s✳ ❊♥ ♣r❛✲
t✐q✉❡✱ ❧✬❤♦r✐③♦♥ s✉♣ér✐❡✉r ❡st r❡st❛✉ré ♣❛r ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♣✉✐s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ✐♥t❡r♣♦❧é ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❉❙■✳ ▲♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱
❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

✶✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡

❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✭r❡st❛✉ré❡✮
❡st r❡t✐ré❡✱ ❡t ❧✬❤♦r✐③♦♥ s✉✐✈❛♥t ♣❡✉t êtr❡ r❡st❛✉ré à s♦♥ t♦✉r✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s str✉❝t✉r❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s ♥❡
s♦♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡s ♣❛r ❞❡s ❣r✐❧❧❡s str✉❝t✉ré❡s ré❣✉❧✐èr❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡st ❧✐♠✐té❡ à ❞❡s ❝❛s s✐♠♣❧❡s✳

❆✜♥ ❞❡ ♣❛❧✐❡r à ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡✱ ▼✉r♦♥ ❬✷✵✵✺❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❞❡s
♠❛✐❧❧❛❣❡s tétr❛é❞r✐q✉❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦t❡ ▼✉r♦♥ ❬✷✵✵✺❪✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s r❡st❡♥t ❧✐♠✐té❡s✱
❡t ❝❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s r❛✐s♦♥s ✿

✕ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥♥✉ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ❝❡ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥
à ❞❡s ❝❛s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡s ♦ù ✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s t♦✉t ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❀

✕ ▲❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❞❡ ❢❛✐❧❧❡s s②♥✲sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s
✭❢❛✐❧❧❡s ❡♥ ❨✮ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡st❛✉ré❡s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ♥é❝éss✐t❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❣❧✐s✲
s❡♠❡♥t s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❢❛✐❧❧❡ ❀

✕ ▲❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❤♦r✐③♦♥s s♦♥t ❧✐♠✐té❡s à ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s
❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛st❡s ❞❡ r♦❝❤❡s ❡♥tr❡ ✉♥✐tés ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s êtr❡
♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳

P♦✉r ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ❡t ❛✜♥ ♥♦t❡♠♠❡♥t ❞❡ ♣❛❧✐❡r ❛✉ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t✱ ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ré❝❡♥t❡s
❡♥ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ s❡ s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t t♦✉r♥é❡s ✈❡rs ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s✱
q✉❡ ♣r♦♣♦s❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ❬❉❡ ❙❛♥t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ▼✉r♦♥✱ ✷✵✵✺✱ ▼❛❡rt❡♥ ❛♥❞ ▼❛❡rt❡♥✱
✷✵✵✻✱ ▼♦r❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ❉✉r❛♥❞✲❘✐❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳

✶✳✹✳✸ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✸❉

❉❛♥s ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s r♦❝❤❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡s✮ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s
s✉r t♦✉t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♦ù ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s♦♥t ✐♠♣♦sé❡s ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❡t s❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐tés ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳

P❛r♠✐ ❧❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ✸❉ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ❝❡ ❥♦✉r✱ ✐❧ ❡①✐st❡
❞❡✉① ❣r❛♥❞s t②♣❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ✿ ❧❡s ❣r✐❧❧❡s str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡s ✭❧♦❣✐❝✐❡❧s ❉②✲
♥❡❧✸❉ ❬✷✵✶✵❪✱ ❑✐♥❡✸❉ ❬✷✵✶✵❪✱ ✹❉❘❡st♦r❡ ❬✷✵✶✵❪✮ ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s tétr❛é❞r✐q✉❡s ✭❑✐♥❡✸❉ ❬✷✵✶✵❪✱
❘❡st♦r❛t✐♦♥▲❛❜✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡s ❣r✐❧❧❡s str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡s ♥❡
♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s str✉❝t✉r❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s✱
♣rés❡♥t❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❢❛✐❧❧❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts✳ ❖r ❧❛
r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s str✉❝t✉r❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❈✬❡st
♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s à ♠❛✐❧❧❛❣❡s
tétr❛é❞r✐q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❑✐♥❡✸❉ ❬✷✵✶✵❪ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❝♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❆st❡r✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é
♣❛r ❧❛ s♦❝✐été ❊❉❋ ❬❈♦❞❡ ❆st❡r✱ ✷✵✶✵❪✳ ❘❡st♦r❛t✐♦♥▲❛❜✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ ❝♦❞❡
❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✐♥t❡r♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ▲❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t ré❛❧✐sés ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❡t ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣❛♥t ❧❡ ♣❧✉❣✐♥ ❘❡st♦r❛t✐♦♥▲❛❜✳
❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ❋✐❣✳✶✳✹❝✳

✷✵



✶✳✺ ▲✐♠✐t❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s

✶✳✺ ▲✐♠✐t❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s

❊♥ ❞é♣✐t ❞❡s ❛✈❛♥❝❡s ré❝❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡s ❝♦♥t❛❝ts ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❛✐❣✉s✱ ♦✉ ❞❡s
❛♠✐♥❝✐ss❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s✱ r❡st❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❬❖✇❡♥✱ ✶✾✾✽✱ ▼✉st❛♣❤❛ ❛♥❞ ▼✉st❛♣❤❛✱ ✷✵✵✽❪✳

❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡ ✸❉ ✈✐s❡ ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡♠❡♥t à ♠✐❡✉① ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❡t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱
❡t à ✐♥❝♦r♣♦r❡r ♣❧✉s ❞❡ rè❣❧❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ P❛r♠✐ ❧❡s
♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ s❡♠❜❧❡ s✬✐♠♣♦s❡r à ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡
❣é♦♠♦❞❡❧❡✉rs ✭✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❋✐❣✳✶✳✽✮✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s str✉❝t✉r❛❧❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ✐♠✲
♣❧✐❝✐t❡s ♦✉ ✐s♦✈❛❧❡✉rs ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡ f(x, y, z)✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐♥tr♦❞✉✐t❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t tôt
❬❍♦✉❧❞✐♥❣✱ ✶✾✾✹❪✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❛ ♣✉ s❡ ré♣❛♥❞r❡ q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥✲
♥é❡s ❣râ❝❡ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs✱ r❡♥❞❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛
❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝♦ût
♠é♠♦✐r❡ ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❧✐♠✐t❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡st ❧❛ ❢❛❝✐❧✐té ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛ss✉ré❡✳ ❖✉tr❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛✲
t✐✈❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣é❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡♥ ✸❉✱ ✉♥ ❞❡s ✐♥térêts ❞❡
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉✬❛✉❝✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱
❝❡ q✉✐ ♣♦s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
tétr❛è❞r❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ③♦♥❡ ❡st ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ré❞✉✐t
✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡
s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✐s❝r❡t ✿ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❜❛s❡ r❛❞✐❛❧❡ ❬❈❛rr ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ❈♦✇❛♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❬▲❡❞❡③✱ ✷✵✵✷✱ ✷✵✵✸❪✱ ❧❡ ❝♦✲❦r✐❣❡❛❣❡ ❬❈❤✐✲
❧ès ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ❈❛❧❝❛❣♥♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❉❙■ ❬▼❛❧❧❡t✱ ✶✾✾✷✱ ✷✵✵✷❪✳
▼♦②❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪✱ ❋r❛♥❦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❉❙■ à ❞❡s
♠❛✐❧❧❛❣❡s tétr❛é❞r✐q✉❡s✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
❣é♦♠étr✐❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦✉❧✐❣♥❡♥t ❈❛✉♠♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s
❛✜♥ ❞✬❤♦♥♦r❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
♦❜t❡♥✉✱ s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ❋✐❣✳✶✳✽✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❆✉ ❝♦✉rs ❞✉ s✐è❝❧❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ❧❡s ♣r♦❣rès ❡♥ ❣é♦♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡✱ s✬ét❡♥❞❛♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ à ❧❛ ❝❛rt❡✱ ♣✉✐s ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡
❛✉ ✈♦❧✉♠❡✱ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❞✐✛ér❡♥ts s✉♣♣♦rts✳ ❙✐ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❧✉s à
♣r♦✉✈❡r ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ s❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❡ ❞✐✈❡rs✐✜❡♥t✱ ❡t r❡q✉✐èr❡♥t ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞❡s rés✉❧t❛ts t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❛✜♥ ❞❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡t ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐tr❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ r❡st❛✉r❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ✈♦❧✉♠❡
s✬❛✈èr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s✱ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛st❡s ❞❡ r♦❝❤❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t à
✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡✱ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥

✷✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡
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11

10

❈♦♥tr❛✐♥t❡s str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡s
P♦✐♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡
i=4
∑

i=1

Ui · fi = f0

❖r✐❡♥t❛t✐♦♥
△f · ▽0 = 0

❉✐r❡❝t✐♦♥
△f · d = 0 ✫ △f ·N = 0

❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ r✉❣♦s✐té
(▽fA −▽fB) ·NAB = 0

▲✐♠✐t❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡
| (▽fA −▽fB) ·NAB = 0 |D

Nombre de tétraèdres:122400

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ✕ ❉♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❉❙■ ❛ss♦❝✐é❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦✲
♣r✐été str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡ f ✳ ❉❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r f0 ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
❧✬â❣❡ r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥✮ ❝♦♥tr❛✐❣♥❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été✳ ❉❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❡t ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ r✉❣♦s✐té✱
s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♦✉ ♣❛r ❞♦♠❛✐♥❡s✱ s♦♥t ❛❥♦✉té❡s ✭❆ ❡t ❇ s♦♥t ❞❡✉① tétr❛è❞r❡s ✈♦✐✲
s✐♥s✮✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ q✉✐ ♥✬❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ q✉✬❛✉① ❢❛✐❧❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ré❞✉✐r❡ s❛ rés♦❧✉t✐♦♥✱ t♦✉t ❡♥ ❢❛❝✐❧✐t❛♥t s❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥✳

✷✷



✶✳✺ ▲✐♠✐t❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s

❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s str✉❝t✉r❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ à ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s très ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡
❢❛✐❧❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♦✉ ❞✬❛♠✐♥❝✐ss❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s r❡st❡ à ❝❡ ❥♦✉r ✉♥❡ ét❛♣❡ ❧✐♠✐t❛♥t❡ q✉❛♥t
à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢♦r♠✐té ❛✉① ❤♦r✐③♦♥s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❝❡✉①✲❝✐ ét❛♥t
❞♦ré♥❛✈❛♥t ❞❡s ✐s♦✲✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣r♦♣r✐été✳ ❈♦✉♣❧❡r ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ✸❉ à ✉♥❡
t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞♦♥❝ très ♣r♦♠❡tt❡✉r ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
✐♠♣❧✐❝✐t❡s✳

✷✸





❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ ❞❡
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

✐♠♣❧✐❝✐t❡

❙♦♠♠❛✐r❡

✷✳✶ ❇❛❧❛♥❝❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡s ✇✐t❤ r❡❧❛①❡❞ ♠❡s❤✐♥❣
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✷✳✶ ❇❛❧❛♥❝❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡s ✇✐t❤ r❡❧❛①❡❞

♠❡s❤✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts

▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♥♥✉❧❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝t♦♥✐q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧✬ét❛t ❞❡ ❞é♣ôt ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❛✐❞❡
❞♦♥❝ à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s ❣é♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ré❞✉✐t ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s str✉❝t✉r❛❧❡s
❡♥ t❡st❛♥t ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❛❧✱ ❡t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é✲
❝❛♥✐q✉❡✱ é✈❛❧✉❡ ❧❡s rétr♦✲❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s
♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❧✐♠✐t❡s s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❧❡ ♣❧✉s ❥❡✉♥❡ ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t s✉r ❧❡s ❢❛✐❧❧❡s✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣♦s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❧à ♦ù



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡

❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❧❛ ❢♦✐s
❛✉① ❢❛✐❧❧❡s ❡t ❛✉① ❤♦r✐③♦♥s✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞✐s❝♦r❞❛♥❝❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❞❡
♠❛♥✐èr❡ r❛❞✐❝❛❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❡t ré❞✉✐r❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ❢❛✐❧❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t✴♦✉ ❛✈❡❝ ❞❡s r❡❥❡ts r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡t✐ts à ❧✬é❝❤❡❧❧❡
❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❣é♥ér❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ très ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ❞❡ tétr❛è❞r❡s ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡s ❢❛✐❧❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ ❝❡tt❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ r❡❧❛①é❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥❢♦r♠❡
❡♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❤♦r✐③♦♥s ♥♦♥ ❢❛✐❧❧és ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥t❡r♣♦❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ tétr❛✲
é❞r✐q✉❡✱ ❡t ❡♥ tr❛♥s❢ér❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ✈♦✐s✐♥s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
t②♣✐q✉❡ ❡t ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♣♦✉r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡✱ ❧❡ t❡♠♣s
♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ré❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ♠♦②❡♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s
❞✐s❝♦r❞❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ér♦❞é❡s ♦✉ ❞❡ ❜✐s❡❛✉①
❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡
❞❡ ♠❛tér✐❡❧ ér♦❞é✱ ❡t ❣é♥èr❡ ♠♦✐♥s ❞✬é❧é♠❡♥ts q✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✱ ré❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

❈❡❝✐ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❥♦✉r♥❛❧ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡s
✭❉❖■ ✿✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❝❛❣❡♦✳✷✵✵✾✳✵✼✳✵✵✼✮✳

✷✻



✷✳✶ ❇❛❧❛♥❝❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡s ✇✐t❤ r❡❧❛①❡❞ ♠❡s❤✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts

❇❛❧❛♥❝❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧

✈♦❧✉♠❡s ✇✐t❤ r❡❧❛①❡❞ ♠❡s❤✐♥❣

❝♦♥str❛✐♥ts

❆rt✐❝❧❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡s✱

✷✵✶✵✱ ✸✻✭✹✮✱ ♣♣✹✹✶✲✹✺✷

❉❖■ ✿✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❝❛❣❡♦✳✷✵✵✾✳✵✼✳✵✵✼

✷✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡

❆❜str❛❝t

❇❛❧❛♥❝❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❡❝t♦♥✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t❛r② ❧❛②❡rs✳ ❘❡st♦r❛t✐♦♥ t❤✉s ❤❡❧♣s ✐♥ t❤❡ ✉♥✲
❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❣❡♦❞②♥❛♠✐❝ s❝❡♥❛r✐♦✱ r❡❞✉❝❡s str✉❝t✉r❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❜② t❡st✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐s✲
t❡♥❝② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞✱ ✉♥❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❡✈❛❧✉❛t❡s r❡tr♦✲
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ r❡st♦r❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜② s❡tt✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥t❛❝t
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❢❛✉❧t ❝✉t✲♦✛s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ t❡tr❛❤❡✲
❞r❛❧ ♠❡s❤✱ ✇❤✐❝❤ r❛✐s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠❡s❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❛❧ s❡tt✐♥❣s✱ ✇❤❡r❡
r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠❡s❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❜❧❡ t♦ ❜♦t❤ ❢❛✉❧ts
❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✉♥❝♦♥❢♦r♠✐t✐❡s ❛♥❞ ♦♥❧❛♣ s✉r❢❛❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t②✳ ❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦
r❡♣r❡s❡♥t ✉♥❢❛✉❧t❡❞ ❤♦r✐③♦♥s ❛s ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t♦ tr❛♥s❢❡r t❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✏✐♠♣❧✐❝✐t✑
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ♦♥ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ❛♥❞ r❡s✉❧ts s❤♦✇
❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥
❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝❛s❡✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✉♥❝♦♥❢♦r♠✐t✐❡s ✐♥ r❡s✲
t♦r❛t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ❢♦r ❡r♦❞❡❞ s✉r❢❛❝❡s✱ ❛♥❞ ♦♥ ♦♥❧❛♣ ❧❛②❡r ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞
♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ✇❛② t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡r♦❞❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ❧❡ss ♠❡s❤
❡❧❡♠❡♥ts t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ♠❡s❤✱ t❤❡r❡❜② r❡❞✉❝✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✸❉✮ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ s✉❜✲
s✉r❢❛❝❡ ❞❛t❛ ✐s ♦❢t❡♥ ♣♦♦r❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❢♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳
❇❛❧❛♥❝❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥❢❛✉❧t✐♥❣ ❛ st❛❝❦ ♦❢ ❧❛②❡rs✱ ♣r♦✈✐❞❡s
✉♥✐q✉❡ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ str✉❝t✉r❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
❜② t❡st✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥✴s❤♦rt❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st str✉❝t✉r❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛♣s✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❝♦♥s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ t❤❡ s❤❡❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♦r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛r❡❛✱ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞ ❬❉❛❤❧str♦♠✱ ✶✾✻✾✱ ●✐❜❜s✱ ✶✾✽✸✱ ●r❛t✐❡r ❛♥❞ ●✉✐❧❧✐❡r✱ ✶✾✾✸✱ ❘♦✉❜②✱ ✶✾✾✹✱ ❘♦✉❜②
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ✸❉ ❞♦♠❛✐♥s✱ t❡❝t♦♥✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❛r❞❧② ❜❡ s✐♠♣❧✐✲
✜❡❞ t♦ ♣❧❛♥❡ str❛✐♥ ♦r s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❛ tr✉❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✸❉ r❡st♦r❛t✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡ tr❛❞✐t✐♦✲
♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❜② ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❬❉❡ ❙❛♥t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ▼❛❡rt❡♥ ❛♥❞
▼❛❡rt❡♥✱ ✷✵✵✻✱ ▼❛ss♦t✱ ✷✵✵✷✱ ▼♦r❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ▼♦r❡tt✐✱ ✷✵✵✽✱ ▼✉r♦♥✱ ✷✵✵✺❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✱ ✉s✉❛❧❧② ✉s✐♥❣ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❧✐✲
♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✇❡❧❧✲s❤❛♣❡❞ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤❡s ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t♦
❛❧❧ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡s ✭❤♦r✐③♦♥s ❛♥❞ ❢❛✉❧ts✮✳ ❚♦✲❞❛t❡✱ s✉❝❤ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤ ♠❛② ❝♦♥s✐st
♦❢ ❛ ❝♦r♥❡r✲♣♦✐♥t ❤❡①❛❤❡❞r❛❧ ❣r✐❞ ✭str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ❣r✐❞✮ ✉s❡❞ ✐♥ ♠♦st ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞❡s✱ ♦r
❛ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤✳ ❙tr❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ❣r✐❞s ♦❢t❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ st❛✐r✲st❡♣♣❡❞ ❢❛✉❧ts ❛♥❞ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r
♣✐❧❧❛rs✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ s✉❝❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ s❡❧❞♦♠ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s
❢♦r ✇❤✐❝❤ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s ♠♦st ✉s❡❢✉❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡✱ ❛s ♠♦st ❛✉t❤♦rs ❬❉❡ ❙❛♥t✐ ❡t ❛❧✳✱

✷✽



✷✳✶ ❇❛❧❛♥❝❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡s ✇✐t❤ r❡❧❛①❡❞ ♠❡s❤✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts

✷✵✵✷✱ ▼♦r❡tt✐✱ ✷✵✵✽✱ ▼✉r♦♥✱ ✷✵✵✺❪ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤❡s✱
❢♦r t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❛❧ ❞♦♠❛✐♥s
✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦♥ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤❡s ♦❢t❡♥ ❧✐❡s
✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ♠❡s❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♠❡s❤ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t♦ ❜♦t❤ ❢❛✉❧ts
❛♥❞ str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s r❛✐s❡s tr❡♠❡♥❞♦✉s ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r②
s❤❛♣❡ ♦❢ ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❬❖✇❡♥✱ ✶✾✾✽❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✉♥❝♦♥❢♦r♠✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❞✐✣❝✉❧t
t♦ ♠❡s❤ ❜✉t ❛❧s♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ s❧♦✇s ❞♦✇♥ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ r❡st♦r❡ str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ r❡❧❛①❡❞ ♠❡s❤✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤♦r✐③♦♥s ❛s ✐s♦✈❛❧✉❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ s❝❛❧❛r ♣r♦♣❡rt②✭✐❡s✮
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❋✐❣✳ ✷✳✸✮✳ ❚❤❡s❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❤♦r✐③♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢r♦♠ s❝❛tt❡r❡❞ ❞❛t❛ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❋r❛♥❦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❧✐❡s
♦♥ ♥❡✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r♦❝❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✮✳ ❆♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ r❡s✉❧ts ✭❙❡❝t✐♦♥
✷✳✶✳✸✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ♦♥ ✉♥❝♦♥❢♦r♠✐t✐❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✮✳

✷✳✶✳✶ ●♦❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥

Pr✐♥❝✐♣❧❡

❆ ❞❡❢♦r♠❡❞ s❡❞✐♠❡♥t❛r② s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡t✉r♥❡❞ t♦ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ❜②
r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❡❝t♦♥✐❝ ❢♦r❝❡s✳ ❚❤✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛✐♠s ❛t r❡❞✉❝✐♥❣
t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ t❡st✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✿ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s
❞✐❧❛t✐♦♥ ♦r ❡✐❣❡♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥s✐❣❤t ❝❛♥ t❤❡♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ③♦♥❡s✱ ✇❤❡r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ✇r♦♥❣✳ ❲❤❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛✲
t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡❡♠❡❞ ❝♦rr❡❝t✱ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡❞ str❛✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ t❤❛♥ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥ ❝✉r✈❛t✉r❡s✳

❘❡st♦r❛t✐♦♥ ✇❛s ✜rst ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❜② ❈❤❛♠❜❡r❧✐♥ ❬✶✾✶✵❪ ♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❢♦r♠❛✲
❧✐③❡❞ ❜② ❉❛❤❧str♦♠ ❬✶✾✻✾❪✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠❛♣s ❬●✐❜❜s✱
✶✾✽✸✱ ●r❛t✐❡r ❛♥❞ ●✉✐❧❧✐❡r✱ ✶✾✾✸✱ ❘♦✉❜②✱ ✶✾✾✹✱ ❏❛❝q✉❡♠✐♥✱ ✶✾✾✾✱ ❘♦✉❜② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✱ ▼❛s✲
s♦t✱ ✷✵✵✷✱ ❉✉♥❜❛r ❛♥❞ ❈♦♦❦✱ ✷✵✵✸✱ ❚❤✐❜❡rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡s ❬❉❡ ❙❛♥t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱
▼♦r❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ▼✉r♦♥ ❛♥❞ ▼❛❧❧❡t✱ ✷✵✵✸❪✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ r❡st♦r❡s s❡❞✐♠❡♥t❛r② ❧❛②❡r ❜♦✉♥✲
❞❛r✐❡s t♦ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡② ✇❡r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ❘❡st♦r❛t✐♦♥
r✉❧❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝r✐t❡r✐❛✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✿

❛✮ s❤❡❛r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✈❡rt✐❝❛❧ ♦r ✐♥❝❧✐♥❡❞✮ ✿ ❧❡♥❣t❤s ❛r❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤❡❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥
❬●✐❜❜s✱ ✶✾✽✸✱ ❘♦✉❜② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳ ❋❛✉❧t r❡st♦r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② r✐❣✐❞ ❜❧♦❝❦
r♦t❛t✐♦♥s ❬●r❛t✐❡r ❛♥❞ ●✉✐❧❧✐❡r✱ ✶✾✾✸✱ ❘♦✉❜②✱ ✶✾✾✹❪ ❀

❜✮ ✢❡①✉r❛❧ s❧✐♣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ ❛r❡❛s ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❬❉❛❤❧str♦♠✱ ✶✾✻✾✱ ❘♦✉❜② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ❛♥❞
❢❛✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❝❧♦s❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❢❛✉❧t ❜♦r❞❡rs t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❬▼❛ss♦t✱ ✷✵✵✷✱ ❚❤✐❜❡rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳

❘❡st♦r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✭❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ ❛ ❢❛✉❧t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢♦❧❞✱ ❋✐❣✳ ✷✳✶✮ ✿
♦♥❝❡ t❤❡ ✉♣♣❡r♠♦st ❧❛②❡r ✐s r❡st♦r❡❞✱ ✐t ✐s r❡♠♦✈❡❞ ✭❜❛❝❦str✐♣♣✐♥❣✮✳ ❚❤✐s ❤❡❧♣s t♦ ❛ss❡ss ♦♥✲
❣♦✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r s❡✈❡r❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡s r❡❝♦r❞❡❞ ❜② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❣r♦✇t❤
str❛t✐❣r❛♣❤②✮✳

■♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✐♠♣❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✿
✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞❡r❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛♥❞

✷✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡

a) b)

c)d)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❍❛r✈❛r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ ❈❤❡✈r♦♥✱
❢r♦♠ ▼✉r♦♥ ❬✷✵✵✺❪✳

s❡✈❡r❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛t❤s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛t❤
❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝t♦♥✐❝ ❡✈❡♥ts ❛s ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❡✈❡♥t ✭♦r s❡✈❡r❛❧ ❡✈❡♥ts r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥
s②♥t❡❝t♦♥✐❝ s❡❞✐♠❡♥ts✮✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ♦♥❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣❛t❤✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✐s ♠❛❞❡ ♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ❜✉t ♦t❤❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧②✱ r♦❝❦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ str❛✐♥✳ ❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ t✉r♥ t❤❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ ❛
❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❬❉❡ ❙❛♥t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ❉✉♥❜❛r ❛♥❞ ❈♦♦❦✱ ✷✵✵✸✱ ▼♦r❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✻✱ ▼✉r♦♥ ❛♥❞ ▼❛❧❧❡t✱ ✷✵✵✸❪✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t❤❡♥ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❡s❤ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t♦ t❤❡
❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✭❢❛✉❧ts ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥s✮✱ ❛ss♦❝✐❛t❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ r♦❝❦ ✉♥✐ts✱
❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧② s♦♠❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ r❡s✲
t♦r❛t✐♦♥ ♣❛t❤✇❛②✳ ■♥ ♠♦st ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡② ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥t♦ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡s❤✱ ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ ❜② ✜①✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ s♣❛❝❡

✸✵



✷✳✶ ❇❛❧❛♥❝❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡s ✇✐t❤ r❡❧❛①❡❞ ♠❡s❤✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts

Reference horizon: Z=0

Pin point: 

x and y fixed

Pin line: x fixed

x

y

z

Dilation

-0.1 0.10

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❙❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ r❡st♦r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ r❡tr♦✲❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✭❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✷✮ ✿

❛✮ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❤♦r✐③♦♥ ✲ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣♠♦st
❣❡♦❧♦❣✐❝ ❧❛②❡r ❀ ✐t r❡✢❡❝ts t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛❞❡ ♦♥ ✐ts ❣❡♦♠❡tr② ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥
❬●r♦s❤♦♥❣✱ ✶✾✾✾❪ ✿ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱ ❛ ✢❛t ❞❛t✉♠ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥
Zr ✿

Z(n) = Zr

❲❤❡r❡ Z(n) ✐s t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ n ✐♥ t❤❡ r❡st♦r❡❞ st❛t❡✳

❜✮ ▲♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✜①❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✲ ■t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♣❡❝✐❢② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛s ✜①❡❞✱ ❡✐t❤❡r
t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦r ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ r❡❛s♦♥s ❬●r♦s❤♦♥❣✱
✶✾✾✾❪ ✿ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ✭♣✐♥ ♣♦✐♥t✮✱ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦ ✭♣✐♥ ✇❛❧❧ ♦r ❧✐♥❡✮✱
♦r ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❜❧♦❝❦ ✭♣✐♥ ❜❧♦❝❦✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✜①❡❞ ❞✉r✐♥❣
r❡st♦r❛t✐♦♥ ✿

Xi(n) = xi(n)

❲❤❡r❡ xi ✐s t❤❡ ith ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ n t♦ ❜❡ ✜①❡❞✱ ❛♥❞ Xi ✐ts ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥ t❤❡
r❡st♦r❡❞ st❛t❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s❡t t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳ ■❢ t❤❡ ♠♦✲
❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❢❛✉❧ts✱ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❣❛♣s ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛♣s
✐♥ t❤❡ r❡st♦r❡❞ st❛t❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ❢♦❧❞❡❞ str✉❝t✉r❡s ❀ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❢❛✉❧t
❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❲r✐❣❣❡rs ❬✷✵✵✷❪ ❛♥❞ ▼✉r♦♥ ❬✷✵✵✺❪✳

❘❡st♦r❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t r❡st♦r❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ❢♦r ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs s✉❣❣❡st ✉s✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t♦ r❡❛❝❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s
♣❤②s✐❝❛❧ s❡♥s❡✱ ❛♥❞ t❤❛t ❝❛♥ r❡✢❡❝t ❦♥♦✇♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❬❉❡ ❙❛♥t✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✷✱ ❉✉♥❜❛r ❛♥❞ ❈♦♦❦✱ ✷✵✵✸✱ ▼❛❡rt❡♥ ❛♥❞ ▼❛❡rt❡♥✱ ✷✵✵✻✱ ▼♦r❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ▼✉r♦♥
❛♥❞ ▼❛❧❧❡t✱ ✷✵✵✸❪✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ■♥ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝
r♦❝❦ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❢t❡♥ ❛ss✉♠❡❞✳ ❚❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❍♦♦❦❡✬s
❧❛✇✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r σij ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r εij ✿

✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡

σij = λ · δij · e + 2µ · εij ∀(i, j) ∈ {x, y, z} ✭✷✳✶✮

✇✐t❤ ✿ e = (εxx + εyy + εzz) = trace(ε)

✇❤❡r❡ λ ❛♥❞ µ ❛r❡ t❤❡ ▲❛♠é ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ δij ✐s t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✬s s②♠❜♦❧ ❡q✉❛❧ t♦ ✶
✐❢ i = j ❛♥❞ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

■♥ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ▲❛♠é ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ❧✐t❤♦❧♦❣② ♦r ❢r♦♠ ♣❡tr♦❡❧❛st✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ❞❛t❛ ❬❉♦②❡♥✱ ✷✵✵✼❪✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❧✐t❤♦❧♦❣②✱ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❧❛❜♦r❛t♦r②
t❡sts ❛♥❞ ♠❛② ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ r❡❛❧ r♦❝❦ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t ❛ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡ ❬❚✐t❡✉①
❛♥❞ ❘♦②❡r✱ ✷✵✵✽❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r r❡♠❛✐♥s ❛ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡
❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❛r② t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡s ❛♥❞ r♦❝❦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧②
❡❧❛st♦♣❧❛st✐❝ ♦r ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝✱ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❬❈❤❛r❧❡③✱ ✶✾✾✶✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ s✉❝❤ r❤❡♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ r❡st♦r❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✐♠♣❧✐❡❞
✐♥ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❬▼♦r❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛❧❧s ❢♦r str❡ss
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉♥❦♥♦✇♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t ❣❡♦❧♦❣✐❝ t✐♠❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧✐t②✱ ✇❡ ✉s❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r
r❡st♦r❛t✐♦♥✳ ❚♦✲❞❛t❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❛❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞
❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▼♦r❡tt✐ ❬✷✵✵✽❪ ❛♥❞ ●✉③♦❢s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳

❖♥❝❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡t ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛✲
t❡♠❡♥ts ♠❛❦❡ ✉♣ ❛ ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❍✉❣✉❡s✱ ✶✾✽✼✱
❩✐❡♥❦✐❡✇✐❝③✱ ✶✾✼✼✱ ❩✐❡♥❦✐❡✇✐❝③ ❛♥❞ ❚❛②❧♦r✱ ✷✵✵✵❛✱❜❪✳

Pr❛❝t✐❝❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s s❡❧❞♦♠ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s✉❜s✉r❢❛❝❡ st✉❞✐❡s ❬●✉③♦❢s❦✐✱ ✷✵✵✼✱
●✉③♦❢s❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ P❧❡s❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❣❡♦❧♦❣✐sts t♦ ❜✉✐❧❞ ✸❉ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥
❛♥② ❝❛s❡✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ♠❡s❤ ✐ts❡❧❢ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ▲❡♣❛❣❡ ❬✷✵✵✷❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦✲t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼✉r♦♥ ❬✷✵✵✺❪✱
✇❤✐❝❤ ❛tt❛❝❤❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s t♦ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❞❡♥s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❬▲♦✱ ✷✵✵✷✱ ❖✇❡♥✱ ✶✾✾✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r ✐♥ ❞❡♥s❡❧② ❢❛✉❧t❡❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ✐♥ t❤✐♥
♦r ♣✐♥❝❤❡❞ ♦✉t ❧❛②❡rs✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✣❝✉❧t✱ r❡q✉✐r✐♥❣ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ❝♦♥tr♦❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ♥❡❝❡s✲
s❛r② t♦ ❡♥s✉r❡ s✉✣❝✐❡♥t ♠❡s❤ q✉❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❙✉❝❤
❛ ♠❡s❤ r❡✜♥❡♠❡♥t ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❀ ♠❡s❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠❛② ❡✈❡♥ ❢❛✐❧ t♦
♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❡❧❡♠❡♥t s❤❛♣❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ t♦♦ ❝❧♦s❡ ♦r t♦♦ ❞❡♥s❡✱ ❞✉❡
t♦ ❧✐♠✐t❡❞ ❝♦♠♣✉t❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❬❖✇❡♥✱ ✶✾✾✽❪✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ✉s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡r❡ ✇❡
❝❛♥ r❡❧❛① ♠❡s❤✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤♦✉t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t♦ s✐♠♣❧✐❢②
t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

✸✷



✷✳✶ ❇❛❧❛♥❝❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡s ✇✐t❤ r❡❧❛①❡❞ ♠❡s❤✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts

H1

H2

A B

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ▼❡s❤ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t♦ ❤♦r✐③♦♥s ✭❆✮ ✈s ✐♠♣❧✐❝✐t s✉r❢❛❝❡s ♠❡s❤ ✭❇✮✳

✷✳✶✳✷ ❘❡❧❛①✐♥❣ ♠❡s❤✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts

❉❡✜♥✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥s ❛s s❝❛❧❛r ✜❡❧❞s

❲❤✐❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❛✉❧t ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥
s✉r❢❛❝❡s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐❞❡r ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s
❛s ✐s♦✲s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❛ ✸❉ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞✳ ❈❛❧❝❛❣♥♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✱ ❈❛✉♠♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❛❪✱ ❋r❛♥❦
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ▼♦②❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪ ✉s❡❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❤♦r✐③♦♥s ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♦✈❡r ❛ ♠❡s❤✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ♠❛② ❤❛✈❡ ❛
❝❤r♦♥♦str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❬▼❛❧❧❡t✱ ✷✵✵✹✱ ▼♦②❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✱ ♦r ♠❛② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ❛s s♦♠❡ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦r ❞✐st❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❬❈❛❧❝❛❣♥♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✱ ❈❛✉♠♦♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✼❛✱ ❋r❛♥❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ ❤♦r✐③♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣r♦♣❡rt② ✐s♦✲✈❛❧✉❡ ♦♥ ❛
t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ✭❋✐❣✳ ✷✳✸✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦♥ t❤✐s t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❞❛t❛ ❜② ❉✐s❝r❡t❡ ❙♠♦♦t❤ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❬❈❛✉♠♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❛✱ ❋r❛♥❦
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ▼❛❧❧❡t✱ ✶✾✾✷❪ ♦r ❞✉❛❧ ❦r✐❣✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞r✐❢t ❬❈❛❧❝❛❣♥♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳
❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ♠❛② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ✜❡❧❞ st✉❞② ♦r s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♠❛❣❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s
♣♦✐♥ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐♣ ❛♥❞ str✐❦❡ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥ tr❛❝❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ s❡✐s♠✐❝ ♣✐❝❦s✳

❉❡✜♥✐♥❣ ♥❡✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❤♦r✐③♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ♠❡s❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ s♦ t❤❛t ♥♦ ♥♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ✐♠♣❧✐❝✐t ❤♦r✐③♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞
t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s
❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r
❣r❛♣❤✐❝s ❬❇❛r❣t❡✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇✐t❤ str❡ss ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥❧②✳

❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s

❚❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡st
t♦ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t s✉r❢❛❝❡ t♦ ❜❡ r❡st♦r❡❞✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♣r♦♣❡rt② ✐s♦✈❛❧✉❡ ✭❋✐❣✳✷✳✹✱ ❆❧❣♦✳✸
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ s✐♠♣❧② ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦♥ ❡❞❣❡ ❡①tr❡♠✐t✐❡s✱
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡

I I
I I I

I I I I
I

I

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ◆❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❤♦rt❡st ❞✐s✲
t❛♥❝❡s✳

d

n

Gu

d=V.Gu

V

n n

1
2

3

4n

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❉✐st❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ n ❛♥❞ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t s✉r❢❛❝❡ ✭✐♥ r❡❞✮✳ ❙❡❡ ❆❧❣♦✳✹
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳

❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✭❋✐❣✳✷✳✺✱ ❆❧❣♦✳✹ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①
❆✳✶✮✳

❋✐①✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t♦ ✜① t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♠♦st
❤♦r✐③♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r t♦ r❡st♦r❡✳ ❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s N s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡
d(n) ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
t❛r❣❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ Zr✱ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ d(n) ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤ ✿

Z(n) = Zr + d(n)

❲❤❡r❡ Z(n) ✐s t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ n ✐♥ t❤❡ r❡st♦r❡❞ st❛t❡✳

❋✐①✐♥❣ t❤❡ ♣✐♥ r❡❣✐♦♥s
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✷✳✶ ❇❛❧❛♥❝❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡s ✇✐t❤ r❡❧❛①❡❞ ♠❡s❤✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts

❚♦ ❤❛✈❡ ❛ ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ ♣✐♥ ♣♦✐♥t✱ ❧✐♥❡✱ ✇❛❧❧ ♦r✴❛♥❞ ❜❧♦❝❦
♠✉st ❜❡ s❡t ♦♥ t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✜① t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣♦✐♥ts
❛❧♦♥❣ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛①✐s✳ ❆s ❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t✱ ✐t ✐s ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤
✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ✿

Xi(n) = xi(n) + d(n)

❲❤❡r❡ xi ✐s t❤❡ ith ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ n t♦ ❜❡ ✜①❡❞ ✭i = {1, 2, 3}✮✱ Xi ✐ts ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥
t❤❡ r❡st♦r❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ d t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t s✉r❢❛❝❡✳

❙❡tt✐♥❣ t❤❡ r♦❝❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❖♥❝❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❡t✱ ✇❡ ♠✉st s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣❡r ❣❡♦✲
❧♦❣✐❝ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ s♣❡❝✐✜❝ ✸❉ r❡❣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❧❛②❡rs✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥s ❛r❡
♥♦t ♠❡s❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ✇❡ s❡t ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt② Ma ♦♥ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛
❧♦❝❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ♦r s❡❞✐♠❡♥t❛r② ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧
♣r♦♣❡rt② Mu ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❡tr❛❤❡❞r❛✱ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ t❡tr❛❤❡✲
❞r❛✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❜❛s❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
♠❛t❡r✐❛❧s Ma ❛♥❞ Mu✱ ❛s ❞♦♥❡ ❜② ❇❛r❣t❡✐❧ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ✿

M =
Va ·Ma + Vu ·Mu

Va + Vu
✭✷✳✷✮

Va ❛♥❞ Vu ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ t❡tr❛❤❡❞r❛ ✭❋✐❣✳ ✷✳✻✮✳
❆ ✈❡r② ❡❧❛st✐❝ r❤❡♦❧♦❣② ✐s s❡t ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❧②✐♥❣ r❡❣✐♦♥s t♦ ❡♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛②❡rs

❛❜♦✈❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ t♦ r❡st♦r❡✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ r✉❜❜❡r✲❧✐❦❡ r❤❡♦❧♦❣② ✇✐t❤ ❛ P♦✐ss♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✵✳✺ ❛♥❞ ❛ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ✵✳✷ ●P❛✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t❡❞
t❡tr❛❤❡❞r❛ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛♥❞ ✐t t❛❦❡s ❛ ✈❡r② ❧♦♥❣ t✐♠❡ t♦ ❛ss✐❣♥ ❡❛❝❤ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❛
♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ s❡t ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ♠❛② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣r❡❝♦♠♣✉t✐♥❣ s❡✈❡r❛❧
♠❛t❡r✐❛❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ r❛♥❣❡s ✿

Va

Va + Vu
0− 0.1 0.1− 0.3 0.3− 0.5 0.5− 0.7 0.9− 0.7 0.9− 1

❆ss✐❣♥❡❞
Mu

0.2Ma 0.4Ma 0.6Ma 0.8Ma
Ma♠❛t❡r✐❛❧ +0.8Mu +0.6Mu +0.4Mu ✰0.2Mu

✷✳✶✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜❛❝❦str✐♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s

❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❧❡❛✲
❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐st❡♥t r❡s✉❧ts ❬●✉③♦❢s❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ P❧❡s❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❚♦ t❡st t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢
♦✉r ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆ t❡st ❝❛s❡ ✇✐t❤
t✇♦ ❢♦❧❞❡❞ ❧❛②❡rs t❤❛t ✇❛s ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ s✉❜✲s✉r❢❛❝❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝ ❞❛t❛ ❬●✉③♦❢s❦✐✱ ✷✵✵✼✱ ▼ü❧❧❡r
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡st♦r❡❞ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐❧❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞✳

▼♦❞❡❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣

■♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ❛s ♠❡s❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡s
✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ✐s ♥♦t

✸✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡

Rheology Ma

Rheology M
u

V M  + V M a a u u

V  + V uau

a

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ❙❡tt✐♥❣ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❜❛s❡❞ ♥❡✇ r♦❝❦ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ✐♠♣❧✐❝✐t s✉r❢❛❝❡s ✐♥t❡rs❡❝t❡❞
t❡tr❛❤❡❞r❛✳

H2

H1

H2

H1

A B

Zoom A Zoom B

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ✭❆✱ ✺✼ ✽✻✷ t❡t✳✮ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ✭❇✱ ✺✼ ✵✻✹ t❡tr❛❤❡❞r❛✮
♠♦❞❡❧s✮✳

✸✻



✷✳✶ ❇❛❧❛♥❝❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡s ✇✐t❤ r❡❧❛①❡❞ ♠❡s❤✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts

A B

1

2

3

1

2

3

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ❊①♣❧✐❝✐t ✭❆✮ ✈s ✐♠♣❧✐❝✐t ✭❇✱ r❡st♦r❡❞ ❧❛②❡rs ❛r❡ s❡t tr❛♥s♣❛r❡♥t✮ s❡q✉❡♥t✐❛❧
r❡st♦r❛t✐♦♥s✳

❝♦♥❢♦r♠❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦♣❡rt② s❝❛❧❛r ✜❡❧❞s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞
✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✳ ✷✳✼✮✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜✉✐❧t ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ❧♦✇❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡
❢❛st❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❇❛❝❦str✐♣♣✐♥❣

❚❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡st♦r❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣✐♥ ✇❛❧❧ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❤♦r✐③♦♥ t♦ ③❡r♦ ❢♦r ❡❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥ ✭❋✐❣✳ ✷✳✽✮✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ✜rst
❤♦r✐③♦♥ ✐s r❡st♦r❡❞✱ t❤❡ t♦♣♠♦st s❡q✉❡♥❝❡ ✐s r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❡t ♦♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r t♦ ❜❡ r❡st♦r❡❞ ❛♥❞ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝❛s❡✱ ♦♥❝❡ t❤❡
✜rst ❤♦r✐③♦♥ ✐s r❡st♦r❡❞✱ ❛ r✉❜❜❡r r❤❡♦❧♦❣② ✐s s❡t ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r❧② r❡st♦r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛
✈♦❧✉♠❡ ❜❛s❡❞ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s s❡t ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ t❡tr❛❤❡❞r❛ ✭❊q✳ ✷✳✷✮✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ✿ s❡tt✐♥❣
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛s
❢❛st ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞ ❛s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ r❡q✉✐r❡s
♠✉❝❤ ❧❡ss ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝❛s❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♠❡s❤✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ♠♦❞❡❧s

▼❡t❤♦❞

❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈♦❧✉♠❡s✱ Ve ❛♥❞ Vi✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❞✐✲
❧❛t✐♦♥s de ❛♥❞ di✱ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤r❡❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ st❡♣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❞❡✜♥❡❞ ✿ ✭✵✮ ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛❣❡✱ ✭✶✮ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❢t❡r ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜rst s❡q✉❡♥❝❡✱
❛♥❞ ✭✷✮ ❛❢t❡r ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆f (j) ❛t
st❡♣ j✱ ✇✐t❤ j = {0, 1, 2}✱ f = {V, d} ❛s ✿

∆f (j) =
f

(j)
i − f

(j)
e

f
(j)
i

i ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ e t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤✳

◆✉♠❜❡rs

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ∆f ❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥
{0, 1, 2}✱ ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ V ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❧❛t✐♦♥ d ✿

❍❍❍❍❍❍f

j
✵ ✶ ✷

V 0% 0.02% −1.31%

d 0% 0.01% 0.12%

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ♦❢ ∆f ✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s
❛r❡ ❛❧❧ ❧❡ss t❤❛♥ 1.5%✳ ❚❤❡ s❧✐❝❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✾ s❤♦✇ t❤❛t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❛r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ r❡st♦r❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✐ts❡❧❢ ♣r❡s❡♥ts ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s
✭❋✐❣✳ ✷✳✶✵✮✱ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞✐❧❛t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ q✉❛♥t✐❧❡✲q✉❛♥t✐❧❡✲♣❧♦t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❧❛t✐♦♥ de ❛♥❞ di ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t ❜♦t❤ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❛r❡ ✈❡r② ✇❡❧❧ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✶✮✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ r❡st♦r❡❞ ❧❛②❡r ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡ tr❡♥❞s✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❜♦t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✿

✶✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❝❛✉s❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞
❞✐❧❛t✐♦♥ ✿ t❤❡ s❧✐❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❢❛❝❡s✱ s♦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❞✐❧❛t✐♦♥
✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣r♦♣❡rt② ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡✲q✉❛♥t✐❧❡✲♣❧♦t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❜♦t❤
❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t r❡st♦r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ✇❡❧❧ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ❢♦r ❜♦t❤ r❡st♦r❡❞ ❧❛②❡rs✳

✸✽



✷✳✶ ❇❛❧❛♥❝❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡s ✇✐t❤ r❡❧❛①❡❞ ♠❡s❤✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts

a b c

d e f

Explicit Implicit Delta

-0.1 0.10
Dilation

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✕ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ r❡tr♦✲❞✐❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦♥ t✇♦ s❧✐❝❡s✳

a b c

-0.25 0.250

Explicit Implicit Delta

Dilation

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✕ ❚♦♣♠♦st ❤♦r✐③♦♥✱ ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ✭❛✮ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ✭❜✮ r❡tr♦✲❞✐❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ∆d

✭❝✮✳

✸✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡

Mean: 0.0007

Std deviation:0.0128

Variance:0.00016

100.103

#
el

em
en

ts

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1

0.2

-0.2

-0.1

0.1

0.1 0.2-0.1-0.2

0 Quantile implicit dilation

Quantile explicit dilation

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✕ ∆d ❤✐st♦❣r❛♠ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s ❀ q✉❛♥t✐❧❡✲q✉❛♥t✐❧❡ ♣❧♦t ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t
❞✐❧❛t✐♦♥✳

✹✵



✷✳✶ ❇❛❧❛♥❝❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡s ✇✐t❤ r❡❧❛①❡❞ ♠❡s❤✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts

a) b)

c)

d)e)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✕ ❊r♦❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝✐t s✉r❢❛❝❡s✳

✷✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ❤♦r✐③♦♥ ♠❛②
❧❡❛❞ t♦ s♠❛❧❧ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥ ❧♦❝❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❤✐s s✉r❢❛❝❡✳

✸✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♠❛❞❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡rr♦rs✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ✈❡r② ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤❡s✳

✹✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✶✽✺✺ ❛♥❞ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✐♥ ▲♦✈❡
❬✶✾✷✼❪✮✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♥ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ③♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❡t✱ ❢♦r ❡❞❣❡ ❡✛❡❝ts ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛rt❡❢❛❝ts✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦♥
t❤❡ t♦♣♠♦st r❡st♦r❡❞ ❤♦r✐③♦♥ ♦♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ♠❛② t❤✉s ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡s❡ ❡❞❣❡ ❡✛❡❝ts✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛s ♠❛r❣✐♥❛❧ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ t❡st✐♥❣ t❤❡
❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧ ✿ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❜✉t
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣♦♦r❧② ❦♥♦✇♥✱ s♦ s✉❝❤ ❛ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜✐❛s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts✳

✷✳✶✳✹ ❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✉♥❝♦♥❢♦r♠✐t✐❡s

❚❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ✉♥❝♦♥❢♦r♠✐t✐❡s ✐s ❛♥ ✐ss✉❡ ❢♦r r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ❢♦r ♠❡s❤✐♥❣ ✭❋✐❣✳ ✷✳✸✮✱
❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡r♦❞❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❋r❛♥❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪
✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥ r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✉s❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❤♦r✐③♦♥s ❀ ❢♦r ❡r♦s✐♦♥ s✉r❢❛❝❡s✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❤♦r✐③♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❡r♦❞❡❞ ♦♥❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ tr❡♥❞s✱ ♠❛❦✐♥❣ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✷✮✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱
t❤✐s ❡r♦❞❡❞ ❣❡♦♠❡tr② s❤♦✉❧❞ ❜❡ q✉❡st✐♦♥❡❞ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ✜t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✱ ❜✉t
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♠♣❧✐❝✐t s✉r❢❛❝❡s ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ❛ st❡♣ t♦✇❛r❞s ❛♥ ❡❛s✐❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ♠✉❝❤
♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡r♦❞❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♥❧❛♣s✱ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦♥❧❛♣ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥
❜❡ ❡♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ♣r♦♣❡rt②✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✸✮✳
❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❆♥♥♦t s②♥❝❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✭❙❊ ❋r❛♥❝❡✱ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❙❛❧❧❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✮ ❤❛s
❜❡❡♥ ♣❡r❢♦♠❡❞ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✹✮✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❧❛②❡rs t❤❛t ❛r❡ ♦♥❧❛♣♣✐♥❣ ♦♥t♦ ❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❆s s❡❡♥
♦♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✹✱ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ s❤♦✇s ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❧❛♣s ❛♥❞ ❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥
t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣♦❝❡♥t❡r t♦✇❛r❞s t❤❡ ✇❡st✳ ■t ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts ❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❞

✹✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡

a) b)

c)d)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ ✕ ❖♥❧❛♣ ♠♦❞❡❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝✐t s✉r❢❛❝❡s✳

❤✐♥❣❡ ✭❝✉rr❡♥t ♦♥❡ ✐s ❲ ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❊✮✳ ❚❤✐s r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s
❤❛✈✐♥❣ r❡❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ♠❛♣s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡st♦r❡❞ s✉r❢❛❝❡s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t t♦ ❢♦r✇❛r❞ ❜❛s✐♥
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦❞❡s ❬❚❡❧❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❱♦❧✉♠❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛✐♠s ❛t s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛
t❡tr❛❤❡❞r❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s♦❧✐❞✳ ❚❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛
❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ r♦❝❦ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
♠❛② ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ❛♥② t②♣❡ ♦❢
r♦❝❦s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣r♦✇t❤ str❛t❛✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♠❛❦❡s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
r❡❛s♦♥❛❜❧❡✱ ❢♦r ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② t♦ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ❤♦r✐③♦♥s ❬●✉③♦❢s❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳
❋✉t✉r❡ ✇♦r❦s ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r r❡st♦r❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s tr❛♥s✈❡rs❡
✐s♦tr♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♠❛t❡r✐❛❧ t♦ ❜❡tt❡r r❡✢❡❝t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❯♥t✐❧ t♦❞❛②✱ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✸❉ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r② r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s✳
■♥❞❡❡❞✱ ❛ ♠❛❥♦r ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ✐s t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❜❧❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ st❡♣✳
❖✉r ♥❡✇ ✐♠♣❧✐❝✐t r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡
❤♦r✐③♦♥s ❛r❡ ♥♦✇ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦♣❡rt② ✐s♦✈❛❧✉❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❡s❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳
❋♦r t❤❛t✱ ♥❡✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞✳ ❖✉r t❡sts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t
❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s ❧❡❛❞ t♦ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
r❡s♦❧✈❡❞ str❛✐♥✱ ❜✉t ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ r❡q✉✐r❡s ♠✉❝❤ ❧❡ss ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝❛s❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ ✉♥❝♦♥❢♦r♠✐t✐❡s
s✉❝❤ ❛s ❡r♦s✐♦♥ ♦r ♦♥❧❛♣ s✉r❢❛❝❡s✱ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t
♠❡t❤♦❞✳

✹✷



✷✳✶ ❇❛❧❛♥❝❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡s ✇✐t❤ r❡❧❛①❡❞ ♠❡s❤✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts

W E

1

2 3

45

6
7

9.8 km 11.8 km

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ✕ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❛♥❞st♦♥❡ r✐❝❤ r❡s❡r✈♦✐r ❛♥❛❧♦❣ ✿ ❆♥♥♦t ❬❙❛❧❧❡s
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳

✹✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡

✷✳✷ ▲❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡s ❢❛✐❧❧❡s

✷✳✷✳✶ ▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❢❛✐❧❧❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✸❉

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❢❛✐❧❧és✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❡ ♠✉r
❡t ❧❡ t♦✐t ❞❡s ❢❛✐❧❧❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❢♦♦t✇❛❧❧ ❡t ❤❛♥❣✐♥❣✇❛❧❧✮ ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡
❞❡ ❝❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ r❡st❛✉ré✳ ❊♥ ✸❉✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ❝♦♥s✐❞éré❡s ✿

✕ ▲❡ r❡❥❡t ❞❡ ❢❛✐❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❞✬❡♥tré❡✱ ❡t ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡
❧❛ ❢❛✐❧❧❡ s♦♥t ❝♦✉♣❧és ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ❬▼✉r♦♥ ❛♥❞ ▼❛❧❧❡t✱ ✷✵✵✸✱ ▲❡♣❛❣❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳
❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t très ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡✱ ❡t ❧❡ r❡❥❡t ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡
❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ ❡♥tré❡ ❀

✕ ▲❡ t♦✐t ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t à ❣❧✐ss❡r s✉r ❧❡ ❜❧♦❝ ♦♣♣♦sé ❬❉❡ ❙❛♥t✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✸❪✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♠♦✐♥s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ ♠❛✐s r❡st❡ ❧✐♠✐té❡ à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛ss❡③
s✐♠♣❧❡s✳

▼✉r♦♥ ❬✷✵✵✺❪ ❛ ❞é❝✐❞é ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t à ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♣❧✉s
❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♣♣r♦♣r✐é❡s s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ ❢❛✐❧❧❡✱ ❡t
❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ♣♦sé ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✲
❘❛♣❤s♦♥✳ ❚r♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❤♦r✐③♦♥s✲❢❛✐❧❧❡s ✿

✕ ▲✬❤♦r✐③♦♥ à r❡st❛✉r❡r ♥✬❡st ♣❛s ❢❛✐❧❧é ♠❛✐s ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s ❧❡ s♦♥t✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❢❛✐❧❧❡s s❡r♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r
✉♥ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❢❛✐❧❧❡ ❡t ❞✬é✈✐t❡r q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ❞❡s tr♦✉s ♦✉ ❞❡s
③♦♥❡s ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❜❧♦❝s ❞❡ ❢❛✐❧❧❡s ❀

✕ ▲✬❤♦r✐③♦♥ à r❡st❛✉r❡r ❡st ❢❛✐❧❧é ❀ ❧❡ r❡❥❡t ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦✉rr❛ ❛❧♦rs êtr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❧✉s ♣ré✲
❝✐sé♠❡♥t ❡♥ ❢♦rç❛♥t ❧❡ ❝♦♥t❛❝t ❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❢❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❝ôté ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧❛
❢❛✐❧❧❡ ❀

✕ ▲✬❤♦r✐③♦♥ ❡st ❢❛✐❧❧é ❡t ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞✉ r❡❥❡t ❞❡ ❢❛✐❧❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❀ ✉♥❡
tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❛❥♦✉té❡ ♣♦✉r ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❧❧❡ à êtr❡ ❡♥ ❝♦♥t❛❝t✳

✷✳✷✳✷ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡

▲❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ✐♥❞✐q✉é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥✉♠ér✐q✉❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ✿ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐t ♥♦♥✲❝♦♥tr❛✐♥t✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ ♥♦♥
❢❛✐❧❧é✱ rés♦❧✉✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ s✉✐✈❛♥t ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ✿

❛✮ ❉❡s ❝ôtés ♠❛îtr❡ ❡t ❡s❝❧❛✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❧❧❡ s♦♥t ❞é✜♥✐s ✿ ❧❡ ♠❛îtr❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❧❧❡ ❡t ❧✬❡s❝❧❛✈❡ ❡st ♠✐s ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛îtr❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱
❧❡ t♦✐t ❡st ♠❛îtr❡ ❡t ❧❡ ♠✉r ❡s❝❧❛✈❡ ❀

❜✮ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞✉ ♠✉r s✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡✱ ✉♥❡
❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ✭❋✐❣✳✷✳✶✺✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♥÷✉❞s✱ ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❧❧❡ ♣ ❡st ❝♦♥♥✉ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❧✐❣♥❡s✱ ❧❡s ♥÷✉❞s
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❡s❝❧❛✈❡ s♦♥t ♣r♦❥❡tés s✉r ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ♠❛îtr❡ ❧❡s ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡s✱ ❡t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s λ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s✱ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡s❝❧❛✈❡ s♦♥t ♣r♦❥❡tés s✉r ❧❡s

✹✹



✷✳✷ ▲❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡s ❢❛✐❧❧❡s

Esclave

Maitre

m

s

pmm1
m2

s
2

1

3

m1

m2

m3
pm

s
3

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ ✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t s✉r ❧❡s ❢❛✐❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ✶✮ ❞❡✉① ♥÷✉❞s
s♦♥t ♠✐s ❡♥ ❝♦♥t❛❝t✱ ❧❡ ❞é❝r♦❝❤❡♠❡♥t ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ s♣é❝✐✜é ❀ ✷✮ ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s s♦♥t ♠✐s❡s ❡♥
❝♦♥t❛❝t ✭❡♥ r♦✉❣❡✮ ✿ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❡s❝❧❛✈❡ ❡st ♣r♦❥❡té s✉r ❧❡ s❡❣♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡
❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ♠❛îtr❡ ❀ ✸✮ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡s❝❧❛✈❡ ❞♦✐t êtr❡ ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♠❛✐tr❡ ✿ ❝❤❛q✉❡
♣♦✐♥t ❡st ♣r♦❥❡té s✉r ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❛✐tr❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡✳

p

θ

m

Esclave Maitre

n

t

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻ ✕ ▲✬❛♥❣❧❡ θ ❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ n à p ❡t ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ t ❡♥ m ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❀ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ θ ≤ γ✱ ❛✈❡❝ γ ✉♥❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡✳

✹✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡

tr✐❛♥❣❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♠❛îtr❡ ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s λ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s✳

❝✮ ❆✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♠❛îtr❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st ❧♦✐♥ ❞❡ ❧✬❡s❝❧❛✈❡✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥tr❡ ❧❛
♥♦r♠❛❧❡ à ♣ ❡t ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❢❛✐❧❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♥÷✉❞ ♠❛îtr❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡
❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❡t ❛♥❣❧❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ✉♥❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡
✭❋✐❣✳✷✳✶✻✮ ❀

❞✮ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r é❧é♠❡♥t❛✐r❡ Ce ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ✿

Ce(♥÷✉❞s) =

[

p

−p

]

Ce(❧✐❣♥❡s) =





p

−(1− λ)p

−λp



 Ce(tr✐❛♥❣❧❡s) =









p

−λ1p

−λ2p

−λ3p









❈❡ ✈❡❝t❡✉r ❛ss✉r❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s ❞❡ tr♦✉ ♦✉ ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s
❞❡ ❢❛✐❧❧❡ ✿

Ce ·
p

‖p‖
= 0 ⇒ p · s− p ·m = 0

❡✮ ❈❡ ✈❡❝t❡✉r é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❛ss♦❝✐é ❛✉① ♥÷✉❞s ♠❛îtr❡ ❡t ❡s❝❧❛✈❡✱ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛ss❡♠❜❧é ✭❛❥♦✉té✮
à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❛ss❡♠❜❧é❡s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐t❡ ♥♦♥✲❝♦♥tr❛✐♥t❡ x0 ❡st
✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t✱ ❡t ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st r❛✣♥é❡ ✐tér❛t✐✲
✈❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥✳ ❯♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ dx ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à
♣❛rt✐r ❞✉ s②stè♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❡t ❛❥♦✉té à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ x ❥✉sq✉✬à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✿ dx

x
< x · ǫ✱ ❛✈❡❝ ǫ ✉♥❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡✳

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r à ❲r✐❣❣❡rs ❬✷✵✵✷❪✱ ▼✉r♦♥ ❬✷✵✵✺❪✳

✷✳✷✳✸ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥s r❡q✉✐s❡s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❧❡s ❢❛✐❧❧❡s s♦♥t ♠❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛✐s ♣❛s ❧❡s
❤♦r✐③♦♥s✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ♥÷✉❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥✲❢❛✐❧❧❧❡✳ ◆♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✱ ❞❡ tr❛♥s❢ér❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❝♦♥t❛❝t s✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❡♥ ❧❡s ♣♦♥❞ér❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❢❛✐❧❧❡✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs
é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❡①♣r✐♠és✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

Ce(♥÷✉❞s) =









µp

(1− µ)p

−λp

−(1− λ)p









Ce(❧✐❣♥❡s) =















µp

(1− µ)p

−λ1p

−λ2p

−λ3p















Ce(tr✐❛♥❣❧❡s) =









p

−λ1p

−λ2p

−λ3p









❛✈❡❝ λ ❡t µ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥✲❢❛✐❧❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧✬❡s❝❧❛✈❡ ❡t ❞✉ ♠❛îtr❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♥✬❛ ♣❛s ❝❤❛♥❣é ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡✱ ♠❛✐s s❡✉❧s ❧❡s ♣♦✐♥t ✈♦✐s✐♥s ❡t ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥
✐♠♣❧✐❝✐t❡ s♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳

✹✻



✷✳✸ ❯♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♠❛t❡r✐❛✉① ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s

a. b.

N N

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼ ✕ ▼♦❞è❧❡s ❢❛✐❧❧és ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✭❛✮ ❡t ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✭❜✮ ✐♥✐t✐❛✉①✳

✷✳✷✳✹ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s rés✉❧t❛ts ✭❋✐❣✳✷✳✶✽✮ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s
❡①♣❧✐❝✐t❡ ✭❋✐❣✳✷✳✶✼❛✮ ❡t ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✭❋✐❣✳✷✳✶✼❜✮ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✿ ♥♦♥✲
❝♦♥tr❛✐♥t ✭✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t s✉r ❧❡s ❢❛✐❧❧❡s✮✱ ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
♥♦t❡r q✉✬♦✉tr❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ ♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♥♦t❛❜❧❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✿ ❧✬❤♦r✐③♦♥ s✉♣ér✐❡✉r ❡st ♠✐s à ♣❧❛t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ♥♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t✱
❡t ❧❛ ❢❛✐❧❧❡ ❡st ❢❡r♠é❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛
❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝❛s ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♥♦♥✲❝♦♥tr❛✐♥t ♠♦♥tr❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛❜s♦❧✉❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t
êtr❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❧✉s
❧❛r❣❡ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡①t❡♥s✐❢✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
♥♦♥✲❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ tr♦✉ ❀ ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❢✱ ❧✬ét❛t ♥♦♥✲❝♦♥tr❛✐♥t ♠♦♥tr❡r❛✐t
✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡s ❜❧♦❝s s✉♣ér✐❡✉rs ❡t ✐♥❢ér✐❡✉rs✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❧❧❡✱ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡st
❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❝♦♥tr❛✐♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❞û à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❢❛✐❧❧❡
❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❝♦♥tr❛✐♥t✱ ❧❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♥❡ s❡ ❢❛✐t q✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡
r❡st❛✉ré❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❧❛ ❢❛✐❧❧❡ ❡st ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t ❧❡
❣❧✐ss❡♠❡♥t s❡ ❢❛✐t s✉r t♦✉t❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❢❛✐❧❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❣é♦❧♦❣✐q✉❡
♣❧✉s é❧❡✈é❡✳

✷✳✸ ❯♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♠❛t❡r✐❛✉① ❛✉① ✐♥t❡r✲

❢❛❝❡s

▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés é❧❛st✐q✉❡s ❞❡s r♦❝❤❡s ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ✿ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ν ❡t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ E✳ ❉✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❢♦r♠❡♥t ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ♠❛tér✐❛✉✱ st♦❝❦é ♣❛r
tétr❛è❞r❡✳ ❈❡❝✐ ❡st très ♣r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡
❝♦✉❝❤❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞❡ r♦❝❤❡✱ ♦♥ ❝❤❛♥❣❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ tétr❛è❞r❡✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ét❛♥t
❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉① ❝♦✉❝❤❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ✉♥ tétr❛è❞r❡ ♣❡✉t ❛♣♣❛rt❡♥✐r à
♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ r❤é♦❧♦❣✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣♦s❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡s r❤é♦❧♦❣✐❡s✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛tér✐❛✉ q✉✐ ❛✐t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ❧❡ tétr❛è❞r❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

✹✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡

Explicite Implicite

Initial

Non-contraint

Contraint

0-0.15 0.15

0-0.15 0.15

Dilatation

Dilatation

N N

N N

x

z
y

N N

N N

N N

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❢❛✐❧❧é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①♣❧✐✲
❝✐t❡ ❡t ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ✿
♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲❝♦♥tr❛✐♥t✱ ❧❡ ♠✉r ◆♦r❞ ❡st ✜①é s❡❧♦♥ ❧❡s ❞❡✉① ❛①❡s x ❡t y✱ ❡t ❧✬❤♦r✐③♦♥ s✉♣é✲
r✐❡✉r ❡st ♠✐s à ♣❧❛t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐♥t✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s
❡t ❧❛ ❢❛✐❧❧❡ ❡st ❢❡r♠é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❢❛✐❧❧❡✳ ❙❡✉❧❡
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s s✉r✲❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡
❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳

✹✽



✷✳✸ ❯♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♠❛t❡r✐❛✉① ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s

Rhéologie 1

Rhéologie 2

Rhéologie 3

Rhéologie 1

Rhéologie 2

Rhéologie 3

V1M1+V2M2 

V1 + V2 
Meq=

ν
0.3 0.50.4

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ❆✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ✉♥❡
♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❛✜♥
❞✬❛ss✐❣♥❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛tér✐❛✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳

❝♦♥s✐❞éré❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✱ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛tér✐❛✉ ét❛✐t ❜❛sé s✉r ✉♥❡
♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✾✳ ❉❡ ❞❡✉① ♠❛tér✐❛✉①
✐s♦tr♦♣❡s✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛tér✐❛✉ ✐s♦tr♦♣❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡st ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧é✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s❡❧♦♥ ❇❛❝❦✉s ❬✶✾✻✷❪✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t str❛t✐✜é❡s✱ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ♠❛tér✐❛✉① ✐s♦tr♦♣❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ à ✉♥ ♠❛tér✐❛✉
tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡✳ ❉❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡ ♥♦✉✲
✈❡❛✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❣r✐❧❧❡s ré❣✉❧✐èr❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❝✐✲❛♣rès✱ ❡t ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ✭✉♣s❝❛❧✐♥❣✮ à ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡ ❡t
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉ ❝❛s ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✳

✷✳✸✳✶ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❛♥s ❞❡s ❣r✐❧❧❡s

ré❣✉❧✐èr❡s

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❝r✐t❡s ✐❝✐ ✈✐s❡♥t à ♠❡ttr❡ à ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é✲
❝❛♥✐q✉❡s ❞é❝r✐✈❛♥t ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① é❧❛st✐q✉❡s ✐s♦tr♦♣❡s ❞✐str✐❜✉és ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡
♣❧✉s ✜♥❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧❡♠❡♥t❛✐r❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r ❡st ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
❞♦♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st s✉♣♣♦sé❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s❡♠❜❧❡ r❛✐✲
s♦♥♥❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐s♦tr♦♣❡
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧✳ ▲❡ ❜✉t ❡st
❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝✐♥q ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦✲
tr♦♣❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ♣❧❛♥ tr❛♥s✈❡rs❡ p ❡t
❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ pn✱ s♦✐t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ Ep✱ λp✱ Epn ❡t λpn✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡
❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t G✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ✿ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡

❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❙❛❧❛♠♦♥ ❬✶✾✻✽❪✱ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ♣❛r❢❛✐t❡✲

✹✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵ ✕ ❘és✉♠é ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s
✐s♦tr♦♣❡s✳ ■ss✉ ❞❡ ❚✐t❡✉① ❬✷✵✵✾❪

♠❡♥t str❛t✐✜é❡s ✿

νp =

∑ fiνiEi

1−ν2

i
∑ fiEi

1−ν2

i

νpn = (1− νp)
∑ fiνi

1− νi

Ep = (1− ν2
p)

∑ fiEi

1− ν2
i

Epn =
1

∑

{ fi

Ei
(1−

2ν2

i

1−νi
)}+

2ν2
pn

(1−νp)Ep

Gpn =
Ep

2(1 + νp)

❆✈❡❝ fi ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ i ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡s r❛♣✲

♣♦rts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❤é♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ✐s♦tr♦♣❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
✐❧ ❢❛✉t ❣❛r❞❡r à ❧✬❡s♣r✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉✬❛✉① ❝♦✉❝❤❡s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t str❛✲
t✐✜é❡s✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡

▲❡s ❝✐♥q ♣❛r❛♠ètr❡s ✈♦♥t ♣♦✉✈♦✐r ✐❝✐ êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥és à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
❬❩✐❥❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ❚✐t❡✉①✱ ✷✵✵✾❪✳ ❈❡ ♣r♦❝é❞é ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝✲

✺✵



✷✳✸ ❯♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♠❛t❡r✐❛✉① ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s

Propriété 

stratigraphique

Maillage conforme 

    à la stratigraphie

Matériau 1

Matériau 2

Matériau 2

Matériau 1

Matériau 2

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶ ✕ ❈ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❛❧✐❣♥é❡ s✉r ❧❛ str❛t✐❣r❛♣❤✐❡ ❞✉ tétr❛è❞r❡✱ ❡t
r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❣r✐❧❧❡ ♣❛r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés à ✜♥❡ é❝❤❡❧❧❡✳

t✐✈❡ s✉r ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❣r♦ss✐èr❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉ s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞✐t❡
✜♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ✜♥❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❍♦♦❦❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✱ t❛♥❞✐s q✉✬à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❣r♦ss✐èr❡ ✉♥❡
♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡s ❞é❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❧♦✐ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ❧✐❛♥t ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❡st ❝♦♥♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t tr❛♥s✲
✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ t❡♥s❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ❝✐♥q ♣❛r❛♠ètr❡s r❡❝❤❡r❝❤és✱
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é✈❛❧✉❡r ✭❋✐❣✳✷✳✷✵✮✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❡ss❛✐s ❡♥ tr❛❝t✐♦♥
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts tr❛♥s✈❡rs❡s Ep ❡t νp✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♦r✲
t❤♦❣♦♥❛✉① Epn ❡t νpn✳ ▲✬❡ss❛✐ ❡♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t q✉❛♥t à ❧✉✐ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡
❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t Gpn✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❡♥ t❡♠♣s q✉❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ❙♦♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s
❧❛tér❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳

✷✳✸✳✷ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❛♥s ❞❡s tétr❛è❞r❡s

▼ét❤♦❞❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❞✬✐♥❝♦r♣♦r❡r ❝❤❛q✉❡ tétr❛✲
è❞r❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s ❛①❡s s♦♥t ❛❧✐❣♥és s✉r
❧❛ ♣r♦♣r✐été str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡ ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✶✮✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❞ét❛✐❧❧é❡ ♣ré❝❡❞❡♠♠❡♥t ❬▼♦✉❣❡❧ ❛♥❞ ❘é❣❛❧✱ ✷✵✶✵❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛✲
t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♥❡ ✈❛r✐❡♥t ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ✐♥❞✉✐r❡ ❞❡s ❡r✲
r❡✉rs s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡
❡t ❧❡ ❝♦ût ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tétr❛è❞r❡✱ tr♦✐s ❡ss❛✐s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sés ❬❚✐t❡✉①✱ ✷✵✵✾❪✳
◆♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ❧❛ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

▼✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ❣r✐❧❧❡ ❡st r❡♠♣❧✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❝♦♥s✐✲
❞éré❡s✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝✐ès ❛✜♥ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

✺✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡

Mat 1

Mat 2

Mat 3

E=3.1010

 ν=0.495

E=1,3.1011

 ν=0.33

E=6,5.1010

 ν=0.31

Horizon 1

Horizon 2

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❡t ♠❛tér✐❛✉① ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à
❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s✳ ❉❡✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s s♦♥t ✈✐s✐❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❝❤❛❝✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❤♦r✐③♦♥✳

❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡st très ❧♦♥❣✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ♠❛té✲
r✐❛✉ ❝réé ♣r❡♥❞ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞❡
❝❛té❣♦r✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✜♥ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠❛tér✐❛✉①✳
▲❛ ❣r✐❧❧❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✵①✶✵①✶✵ ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡
♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t str❛t✐✜é✱ ❧❡s r❛♣♣♦rts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡
0.1✳ ▲❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❡st ❞♦♥❝ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✿ ❢♦r r = 0 t♦ ✶✵ ❞♦
✷✿ r ←

r

10

✸✿ ✐❢
Vsup

Vtot
∈ [r − 0.05, r + 0.05[ t❤❡♥

✹✿ Meq = M(r)

✺✿ ❡♥❞ ✐❢
✻✿ ❡♥❞ ❢♦r

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❯♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡ ❡t ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦♥❞éré❡s ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✷✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ✷✳✷✸ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❨♦✉♥❣ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦♥❞éré❡s s♦♥t très
♣r♦❝❤❡s ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳
P♦✉r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s s❡ s✐t✉❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
tr❛♥s✈❡rs❡ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♥♦r♠❛❧✳

✷✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✹ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦♥❞éré❡s ❡t ❞❡
♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✸❉✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❞✬✉♣s❝❛❧✐♥❣✱ ✉♥❡ ét❛♣❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
tr❛♥s✈❡rs❡ ❍♦♦❦é❡♥♥❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡✳ ▲❡s ♠❛tér✐❛✉①
✐s♦tr♦♣❡s ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝♦♥✈❡rt✐s ❡♥ ♠❛tér✐❛✉① tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡✱ ❛✈❡❝ Ep = Epn✱

✺✷



✷✳✸ ❯♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♠❛t❡r✐❛✉① ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s
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νinit3

νinit2

νinit1

- HORIZON 2 -

Ewa
Ep

Epn

νwa
νp

νpn

νwa
νp

νpn
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a)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✵ ❡t ✲✶✵✱ ♣rés❡♥té❡s ❋✐❣✳✷✳✷✷✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ♦❜t❡♥✉❡s Ep✱ Epn✱ νp ❡t νpn s♦♥t
❝♦♠♣❛ré❡s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦♥❞éré❡s ✭✇❛✮✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞❡

✈♦❧✉♠❡
Vsup

Vtot
✳

✺✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡

▼♦②❡♥♥❡s ♣♦♥❞éré❡s ❯♣s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ < 1s ∼ 30s
❚❡♠♣s r❡st❛✉r❛t✐♦♥ < 10s ∼ 50s
❚❡♠♣s t♦t❛❧ < 15s ∼ 1♠✐♥40s

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❚❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♠❛tér✐❛✉① ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s
♣♦♥❞éré❡s ❡t ❧✬✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❀ ❡t t❡♠♣s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s rés✉❧t❛♥ts

νp = νpn ❡t G =
Ep

2(1+νp) ✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♥❡
♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♥♦t❛❜❧❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ♦❜s❡r✈é❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✶✮✳

✷✳✸✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❊♥ rés✉♠é✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❛✜♥ ❞✬❛ss✐❣♥❡r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ✿

▼♦②❡♥♥❡s ♣♦♥❞éré❡s ✿ ♥ ♠❛tér✐❛✉① ✐s♦tr♦♣❡s ⇒ ✶ ♠❛tér✐❛✉ ✐s♦tr♦♣❡
▼✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✿ ♥ ♠❛tér✐❛✉① ✐s♦tr♦♣❡s ⇒ ✶ ♠❛tér✐❛✉ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ✉♥ s❡♥s ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣❧✉s é❧❡✈é
q✉✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦♥❞éré❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ✿

✶✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡t ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❝♦❤ér❡♥ts ❝♦♠♣❛rés ❛✉①
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡t ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❀

✷✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦♥✲
❞éré❡s ❡t ❧✬✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✭❋✐❣✳✷✳✷✹✮ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✿ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❛①❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❀

✸✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s s✐t✉és ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❞❡ ♣r♦♣r✐é✲
tés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❡✉ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♣❛ré ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ t♦t❛❧
❞❡s ♠♦❞è❧❡s✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡✲
♠❡♥t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♣❛ré à ❧❛ ❧♦✐ ✐s♦tr♦♣❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠✐s❡ à
❧✬é❝❤❡❧❧❡✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ✐♥✐t✐❛✉① ♦♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡ ✿ ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛tér✐❛✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞❡✉① ♠❛tér✐❛✉①
tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡s ❄

❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦♥❞éré❡s✱ ❛✜♥
❞❡ ♣rés❡r✈❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① éq✉✐✈❛❧❡♥ts à ❞❡✉① ♠❛tér✐❛✉① tr❛♥s✈❡rs❡
✐s♦tr♦♣❡s✱ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡t ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❝♦♠♠❡
❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦♥❞éré❡s ♣❛r ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡s ✐♥✐t✐❛✉①✱ ❡t ❡♥
❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡

✺✹



✷✳✸ ❯♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♠❛t❡r✐❛✉① ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s

Loi Hookéenne
Loi Hookéenne 

Transverse
Restauration

ν
0.3 0.50.4

Dilatation
−0.15 0.150

Conversion des matériaux isotropes 

   en matériaux transverse isotrope

Upscaling analytiqueMoyennes pondérées

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦♥❞éré❡s ❡t ❞✬✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ❯♥❡ ét❛♣❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉ ❤♦♠♦❣è♥❡
s✉r t♦✉t ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳

✺✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡

♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ✿

νp =

∑

Vi · νpi
∑

Vi

νpn =

∑

Vi · νpni
∑

Vi

Ep =

∑

Vi · Epi
∑

Vi

Epn =

∑

Vi · Epni
∑

Vi

Gpn =
Ep

2(1 + νp)

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❛❞♦♣té ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

n ♠❛tér✐❛✉① ✐s♦tr♦♣❡s
⇒

✶ ♠❛tér✐❛✉ ✐s♦tr♦♣❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t
Ei✱ νi E✱ ν

♥ ♠❛tér✐❛✉① tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡s
⇒

✶ ♠❛tér✐❛✉ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡
Epi✱ νpi✱ Epni✱ νpni✱ Gi

Ep✱ νp✱Epn✱ νpn✱ G

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❆✜♥ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s str✉❝t✉r❛✉① ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ ❜❛sé❡
s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✱ ❡♥ ❞é♣❧❛✲
❝❡♠❡♥t ❡t ❡♥ ❝♦♥t❛❝t✱ s♦♥t tr❛♥s❢éré❡s ❛✉① ♥÷✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❞❡s ❝❛s
s②♥t❤ét✐q✉❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✈❡❝
❝❡✉① rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✈❛❧✐❞❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✱ à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s str✉❝t✉✲
r❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❧✬✉♥ ❧♦❝❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❞❡❧t❛ ❞✉ ◆✐❣❡r ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✸✮✱ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜❛ss✐♥
t✉r❜✐❞✐t✐q✉❡ ❞✬❆♥♥♦t✱ s✐t✉é ❞❛♥s ❧❡ ❙✉❞✲❊st ❞❡ ❧❛ ❋r❛♥❝❡ ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳
❆✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛st❡s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✐♥t❡r✲
❢❛❝❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ✿ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s
♣♦♥❞éré❡s ♣❛r ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts s✐t✉és à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s✱ ❡t ✉♥❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ s✉✐t❡ à ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦ût ♠é♠♦✐r❡ ❡t t❡♠♣s✱ ❡t
❧❡s rés✉❧t❛ts ét❛♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s✱ ♥♦✉s s✉❣❣ér♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦♥❞é✲
ré❡s✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ s✉r ❞❡s t❡tr❛è❞r❡s ♣♦✉rr❛ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡
❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠❛tér✐❛✉① ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ✉♥ ❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ✜♥ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s
❞❡ ❧✐t❤♦❧♦❣✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❜❛♥❝ s✉r ❜❛♥❝ ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳

✺✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❈♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥
✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡

❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té ❣é♦❧♦❣✐q✉❡

❙♦♠♠❛✐r❡

✸✳✶ ❊t✉❞❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✸✳✶✳✶ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✸✳✶✳✷ ■♠♣❛❝t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✷ ❈❛s ❞✬ét✉❞❡ ✿ ❧❡ ❞❡❧t❛ ❞✉ ◆✐❣❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✸✳✷✳✶ ●❡♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✸✳✷✳✷ ❆ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸✳✷✳✸ ❙tr✉❝t✉r❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✸✳✷✳✹ ❋♦r❡t❤r✉st ❛r❡❛ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✸✳✷✳✺ ❇❛❝❦t❤r✉st ❛r❡❛ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✸✳✷✳✻ ▲❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

▲♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✸❉✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t✱
❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ♣❡✉ ♦✉ ♠❛❧ ❝♦♥♥✉❡s✳ ■❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❡✉r s✐❣♥✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❡t ♣❛r❢♦✐s ♠ê♠❡ ❧❡✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s r❡st❛✉ré❡s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳ ▲❡s ét✉❞❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
ré❛❧✐sé❡s s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡
❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❝✐✲❛♣rès✱ ✈✐s❛♥t à ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡❝t♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐t✉é ❞❛♥s ❧❡ ❞❡❧t❛ ❞✉ ◆✐❣❡r ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳

✸✳✶ ❊t✉❞❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

✸✳✶✳✶ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s

❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❡♥ ❝♦♥t❛❝t s♦♥t ✐♠♣♦sé❡s s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡st ❛ss✐❣♥é❡ à ❧✬❤♦r✐③♦♥ s✉♣ér✐❡✉r✱
❡t ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ré❣✐♦♥s s♦♥t ✜①é❡s s❡❧♦♥ ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs
❛①❡s✳ ❆✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❡ ❝♦♥t❛❝t ❡♥tr❡ ❧❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❢❛✐❧❧❡✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡
❢❛✐❧❧❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦✉♣❧é❡s à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❝❡rt❛✐♥s ♥÷✉❞s ♦✉ ❧✐❣♥❡s
❞❡ ❢❛✐❧❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛

ré❛❧✐té ❣é♦❧♦❣✐q✉❡

❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❝♦✉♣❧é❡s ♦✉ ♥♦♥ à ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳ ▲❛ ❋✐❣✳✸✳✶✽ rés✉♠❡
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳

❘❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❡①t❡♥s✐♦♥

❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❢❛✐❧❧é ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ ❡♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs r❡st❛✉r❛t✐♦♥s✱
❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿

✶✳ ❯♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✐t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✿
✉♥❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ à r❡st❛✉r❡r✱ ✉♥ ♠✉r ✜①❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛①❡s x ❡t y

❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❢❛✐❧❧❡ ❡t s✉r ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛rt ❡t
❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❧❧❡ ❀

✷✳ ▲❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❡♥ ♣❧✉s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❀

✸✳ ❊♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t✱ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✐s♦♣❛r❛♠étr✐q✉❡ s♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❡♥tré❡ ❀

✹✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
✈❡rt✐❝❛❧❡s s♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ❡♥ t❡r♠❡s
❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❡t ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s
❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ♠♦❞è❧❡s r❡st❛✉rés ✿

✕ ▲❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♠✉r ✜①é ♠♦♥tr❡ ❞❡ ❤❛✉t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✳✸✳✶❛ ❡t ❜✮✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❧❡ ♠✉r ✜①é ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝❤♦✐s✐ ❧♦✐♥ ❞❡s ③♦♥❡s ❞é❢♦r♠é❡s✱ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s
❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ♠✉r ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt✳

✕ ▲❡s ❜♦r❞s ❞❡ ❢❛✐❧❧❡ ♠♦♥tr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦rt❡s ✈❛❧❡✉rs ✭❋✐❣✳✸✳✶❛ à ❞✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t
êtr❡ ❞û à ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢r❛❝t✉r❡s✱ ♦✉ à ✉♥❡
❧é❣èr❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

✕ ▲❡s ❞❡✉① r❡st❛✉r❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❡♥ ❡♥tré❡ ✭❋✐❣✳✸✳✶❝ ❡t ❞✮ ❛❜♦✉t✐ss❡♥t à
❞❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❡ ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❧✉s ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡t ❞♦✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝❛✉t✐♦♥✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ✐s♦♠étr✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❛♣♣❧✐q✉és q✉❡ s✐ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥❝❡r♥é❡ ❡st ✉♥❡ ✜❜r❡ ♥❡✉tr❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

❘❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥

P❧✉s✐❡✉rs r❡st❛✉r❛t✐♦♥s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♣❧✐ ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐❧❧❡ ❬●✉③♦❢s❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❧✐♠✐t❡s ❞✐t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ ❡t ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ✸✳✶✳ ▲✬❤♦✲
r✐③♦♥ r❡st❛✉ré ❡st ✐♥❞✐q✉é ❋✐❣✳✸✳✷✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts✱ ♣rés❡♥tés ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✱ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs
❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✶ ❡t ✸ ❞é❝r✐t❡s ❋✐❣✳✸✳✷✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r
q✉✬❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭❋✐❣✳✸✳✸❆✶ ❡t ❇✶✮✱ ♣❡✉ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ♦❜t❡♥✉✱
❡t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡st❛✉ré❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✐t❡s ❞✐r❡❝t❡s ✭❢♦r✇❛r❞✱ ❋✐❣✳✸✳✸❆✸ ❡t ❇✸✮ ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♠✉r
❙✉❞✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♠✐❡✉① ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡✱ ♠❛✐s
❧✬❤♦r✐③♦♥ s✉♣ér✐❡✉r ♥✬❡st ♣❛s r❡♠✐s à ♣❧❛t✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✭❋✐❣✳✸✳✸❆✷ ❡t ❇✷✮✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✱ ♠♦♥tr❛♥t ✉♥❡ ❧é❣èr❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
✭❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs é❧❡✈é✮✳ ▲❡s ❞❡r♥✐❡rs t❡sts ✭❋✐❣✳✸✳✸❆✹ ❡t ❇✹✮ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡t ✜①❛♥t ❧❡s ♠✉rs ❧❛tér❛✉① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡✱

✺✽
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛

ré❛❧✐té ❣é♦❧♦❣✐q✉❡

A B

C

N

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ✭❆✮ ▼♦❞è❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ✸❉ ❞✬✉♥ ♣❧✐ ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐❧❧❡ ✭s❤❡❛r ❢❛✉❧t✲❜❡♥❞
❢♦❧❞✮✳ ▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ❡t ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s s②♥t❡❝t♦♥✐q✉❡s
❡♥r❡❣✐str❡♥t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❢❛✐❧❧❡ s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✉❝t✐❧❡ à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡
❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❉✬❛♣rès ●✉③♦❢s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳ ✭❇✮ ▼♦❞è❧❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡t ✭❈✮
♠♦❞è❧❡ tétr❛é❞r✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é✱ t♦✉s ❞❡✉① ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞✐❣✐t❛❧✐sé❡s s✉r ✭❆✮✱
✐♥❝❧✉❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡✳ ❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❡ ❡st r❡st❛✉ré❡✳

❘❡st✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✭s✮ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✭s✮ ❋✐❣✉r❡s

✶
▼✉r ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❧❧❡

❍♦r✐③♦♥ s✉♣ér✐❡✉r à ♣❧❛t
✸✳✸ ❆✶ ❡t ❇✶

✭❢♦♦t✇❛❧❧✮ ✜①❡ ✸✳✹ ❆✶ ❡t ❇✶

✷
s❡❧♦♥ x✱ y ❡t z ❍♦r✐③♦♥ s✉♣ér✐❡✉r à ♣❧❛t ❡t ✸✳✸ ❆✷ ❡t ❇✷
❡t ♠❛✐tr❡ ♣♦✉r ✈❡❝t❡✉rs s✉r ❧❡ ♠✉r ❙✉❞ ✸✳✹ ❆✷ ❡t ❇✷

✸
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡

❱❡❝t❡✉rs s✉r ❧❡ ♠✉r ❙✉❞
✸✳✸ ❆✸ ❡t ❇✸

❝♦♥t❛❝t ✭❡s❝❧❛✈❡ ✿ ✸✳✹ ❆✸ ❡t ❇✸

✹
t♦✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❧❧❡ ❱❡❝t❡✉rs s✉r ❧❡ ♠✉r ❙✉❞ ❡t ♠✉rs ❧❛tér❛✉① ✸✳✸ ❆✹ ❡t ❇✹
✲ ❤❛♥❣✐♥❣✇❛❧❧✮ ✭❊st ❡t ❖✉❡st✮ ✜①❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉r ♥♦r♠❛❧❡ ✸✳✹ ❆✹ ❡t ❇✹

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ▲✬❤♦r✐③♦♥ s✉♣ér✐❡✉r ❡st ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳✸✳✷✳

❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡✲
♥✉s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝♦♠♣❛rés ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡✱ ❡t ♥❡ ♠♦♥tr❡♥t ♣❧✉s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳

❙✐ ❧✬♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❝❡s q✉❛tr❡ ♠♦❞è❧❡s ♠♦♥tr❡♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s ✭❋✐❣✳✸✳✹✮✳ ❆✈❛♥t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❝❡s é❝❛rts✱ s♦✉❧✐❣♥♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡✱ ❧❛ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♥✬❡st ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧✬❡st✳ ❉❛♥s
t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞✉❝t✐❧❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❛ s✉❜✐ ♣❧✉s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦✉❝❤❡s✳
❆✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱
✐✳❡✳ ❧❛ rétr♦✲❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡✳ ❈❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ t❡❝t♦✲
♥✐q✉❡ ❡①t❡♥s✐❢✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥❝♦r❞❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❧✐♠✐t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞❛♣té❡s à ❝❡tt❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧♦rs ❞❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s
r❡st❛✉r❛t✐♦♥s✱ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t à
♣r✐♦r✐ ❝♦♥♥✉s✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s ❝❛s✱
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡✳ ❉❡ ❧é❣èr❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s s♦♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s

✻✵



✸✳✶ ❊t✉❞❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

A1

A2

A3

Section 1
0-5 5

Meters normal to the section

Scale for vectors

and model 40m

A4

N

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ✶ ✭❆✮ ❡t ✸ ✭❇✮ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛
❋✐❣✳✸✳✷✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❛tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✱ rés✉♠é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
✸✳✶✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥és s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ré❣✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥✱ s♦♥t ❝♦❧♦rés ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥✳ ▲❛
❧✐❣♥❡ ❜❧❡✉❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ r❡st❛✉ré❡✳

✻✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛

ré❛❧✐té ❣é♦❧♦❣✐q✉❡

B2

B3

B4

0-5 5

Meters normal to the section

B1

Section 3 Scale for vectors

and model 40m N

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❙✉✐t❡✳
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✸✳✶ ❊t✉❞❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

B1

B2

B3

B4

Dilation (%)

-3 30 Deformation

       ellipsoid

Eigen vector 1
Eigen vector 2
Eigen vector 3

Section 1
N

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❈♦✉♣❡s ♠♦♥tr❛♥t ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶ ✭❆✮ ❡t ✸ ✭❇✮ ♣rés❡♥té❡s ❋✐❣✳✸✳✷✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❛tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✭✈♦✐r ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳ ▲❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡st ♣❡✐♥t❡ s✉r ❧❡s ❝♦✉♣❡s ❡t ❧❡s
❡❧❧✐♣s♦✐❞❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ q✉✐ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥és s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ré❣✉❧✐èr❡✳ P❧✉s ❝❡s ❡❧❧✐♣s♦✐❞❡s s♦♥t ♦❜❧♦♥❣s✱ ♣❧✉s
❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❣r❛♥❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡✳

✻✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛

ré❛❧✐té ❣é♦❧♦❣✐q✉❡

A1

A2

A3

A4

Dilation (%)

-3 30 Deformation

       ellipsoid

Eigen vector 1
Eigen vector 2
Eigen vector 3

Section 3 N

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❙✉✐t❡✳

✻✹



✸✳✶ ❊t✉❞❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❡♥tr❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ✿
✕ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✷ ✭❋✐❣✳✸✳✹❆✷ ❡t ❇✷✮ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ rétr♦✲❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥

r❡st❛✉ré✱ ❛✈❡❝ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✈❡rs ❧❡ ❙✉❞ ❀
✕ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✹ ✭❋✐❣✳✸✳✹❆✹ ❡t ❇✹✮ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥

q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥s✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡s
❜♦r❞s ❧❛tér❛✉① ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣❧✐ ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐❧❧❡✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝♦r❞❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❝✐♥é♠❛t✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♠✐❡✉①
❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts
s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ♠❛✐s ♠♦♥tr❡♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ✜①❛♥t ❧❡s ❜♦r❞s ❧❛tér❛✉① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✉rs ❊st ❡t ❖✉❡st✮ s❡❧♦♥ ❧❡✉r
♥♦r♠❛❧❡✱ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ré❞✉✐t❡✱ ♠❛✐s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s rés✉❧t❛♥t
♠♦♥tr❡ ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❜✐❛✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs ❡♥ ❡♥tré❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡✱
♠❛✐s ❧✬❤♦r✐③♦♥ s✉♣ér✐❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ♠✐s à ♣❧❛t✳ ❊♥ rés✉♠é✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❧❡ ♠✐❡✉① ❛✉① ❛tt❡♥t❡s s♦♥t ❝❡✉① ♦ù ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s s♦♥t ❝♦✉♣❧é❡s ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞❡
r❡st❛✉r❛t✐♦♥✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✱ ♠❡♥é❡ s✉r ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✱ ❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❡♥ ❡①t❡♥s✐♦♥✱
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♦♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ r❡s✲
t❛✉r❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡
r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧❡s ❜✐❛✐s ♣♦✉✈❛♥t ❛✐♥s✐ s✬❛❝❝✉♠✉❧❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉
♣r♦❝❡ss✉s✳ ❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ t❡❧s ❜✐❛✐s✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡s ❛✈❡❝
s♦✐♥✱ ❡♥ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ t❡❝t♦♥✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ❝❤♦✐① ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t
❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❣é♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❞❡s ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❞❡s
ét✉❞❡s ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ré❛❧✐sé❡s s✉r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✐❞❡r à ❡st✐♠❡r ❧✬✐♠✲
♣❛❝t ❡t ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts s✐s♠✐q✉❡s ♦✉ ❞❡s ❝❛rt❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❞❡ ❢r❛❝t✉r❡s✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡s ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

✸✳✶✳✷ ■♠♣❛❝t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s✱ s♦♥t ❞ét❛✐❧❧és ❞❛♥s
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❘❡st♦r❛t✐♦♥ s❡tt✐♥❣s ✭✸✳✷✳✸✮✳ ❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ✉♥❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡✱
❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r à ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ✿ ✉♥ ❛♥t✐❝❧✐♥❛❧ s②♥sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ✉♥ ❛♥t✐❝❧✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s✱ ❞♦♥t ❧❡ ❞é♣ôt ❛ été s②♥t❡❝t♦♥✐q✉❡
✭❋✐❣✳✸✳✺✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ✿ ❧❛
r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦✉❝❤❡ ♥❡ ♠è♥❡ ♣❛s à ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ r❡st❛✉ré❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡

✻✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛

ré❛❧✐té ❣é♦❧♦❣✐q✉❡

Z=Zref

x
y z

H1

H2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ▼♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✬✉♥ ♣❧✐ ❛♥t✐❝❧✐♥❛❧ ♠♦♥tr❛♥t ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s✱ ❞♦♥t ❧❡ ❞é♣ôt ❛ été
s②♥t❡❝t♦♥✐q✉❡✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ ✿ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❡st ✜①é❡
s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ x✱ ✉♥ ♣♦✐♥t s❡❧♦♥ ❧❡s ❞❡✉① ❛①❡s x ❡t y✱ ❡t ✉♥❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❛ss✐❣♥é❡
à ❧✬❤♦r✐③♦♥ H1✳

❈♦✉❝❤❡ ▼❛tér✐❛✉ E ✭●P❛✮ ν λ ✭●P❛✮ µ ✭●P❛✮
1 ❆ 50 ✵✳✶ 5.7 22.7

▼♦❞è❧❡ ✶
2 ❈ 50 ✵✳✹ 71.4 17.9

1 ❇ 50 ✵✳✷ 13.9 20.8
▼♦❞è❧❡ ✷

2 ❇ 50 ✵✳✷ 13.9 20.8

1 ❈ 50 ✵✳✹ 71.4 17.9
▼♦❞è❧❡ ✸

2 ❆ 50 ✵✳✶ 5.7 22.7

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ Pr♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ét✉❞❡s ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ P♦✐ss♦♥✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❧✬❛ss✐❣♥❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡✱ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡
❨♦✉♥❣ E✱ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ν✱ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ▲❛♠é
λ ❡t µ✳

s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s r❡st❛✉r❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❝✐✲❛♣rès
s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✭❋✐❣✳✸✳✺✮ ✿

✕ ❯♥❡ ❧✐❣♥❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❤♦r✐③♦♥ à r❡st❛✉r❡r ❡st ✜①é❡ s❡❧♦♥ s❛ ♥♦r♠❛❧❡ x✱ ❡t ✉♥ ♣♦✐♥t
à ❧✬❡①tr❡♠✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐❣♥❡ ❡st ✜①é s❡❧♦♥ ❧❡s ❞❡✉① ❛①❡s x ❡t y ❀

✕ ▲✬❤♦r✐③♦♥ H1 ❡st r❡st❛✉ré à ✉♥❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

■♠♣❛❝t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s

P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡✱
❞❡s t❡sts ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❊ ❡t ν ♦♥t été ré❛❧✐sés✳ P♦✉r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥
ν✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ❡t ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦✉r ❞❡s r♦❝❤❡s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s
✭❚❛❜❧❡ ✸✳✷✮✱ ❞✬❛♣rès ●❡r❝❡❦ ❬✷✵✵✼❪✳

▲❡s rés✉❧t❛ts✱ ♣rés❡♥tés ❋✐❣✳✸✳✻ s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡✱ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ✴
r❛❝❝♦✉r❝✐ss❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✱ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ ❈❡✉①✲❝✐ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡
♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❛ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ s✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ r❡st❛✉ré
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛

ré❛❧✐té ❣é♦❧♦❣✐q✉❡

▲♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣✳ E ✭♣✱ ♣♥✮✱ ●P❛ ν ✭♣✱ ♣♥✮ G✱ ●P❛
▼♦❞è❧❡ ✶ ■s♦tr♦♣❡ ✺✵ ✵✳✷ ✷✶
▼♦❞è❧❡ ✷ ■s♦tr♦♣❡ ✺✵ ✵✳✷ ✷✶
▼♦❞è❧❡ ✸ ❚r❛♥s✈❡rs❡ ✹✵ ✶✸✳✽ ✵✳✷ ✵✳✷✾ ✶✻✳✼

❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ ▲♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❞✉ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❜❛♥❝ s✉r ❜❛♥❝✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❧✬❛ss✐❣♥❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞✉❧❡
❞❡ ❨♦✉♥❣ E ✭♣♦✉r ❧❡ tr❛♥s✈❡rs❡✱ Ep ❡t Epn✮✱ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ν ✭♣♦✉r ❧❡ tr❛♥s✈❡rs❡✱
νp ❡t νpn✮✱ ❡t ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t G✳

A B

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❆✳ ❊♠♣✐❧❡♠❡♥t ❞❡ ✜♥❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ s❛❜❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡sq✉❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥t❡r❝❛❧é❡s
❞❡ ✜♥❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞✬❛r❣✐❧❡✱ r❡♥❞❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❜❛♥❝ s✉r ❜❛♥❝✳ ❇✳ ▼♦❞è❧❡ ❡①♣❧✐✲
❝✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢❛✐❧❧❡s ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡
❣❧✐ss❡♠❡♥t ❜❛♥❝ s✉r ❜❛♥❝✳

❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ ❆✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♣❡r♠❡t ✉♥❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t
✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ ❡t ❝❡❝✐ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳

▲❛ ♠ê♠❡ ét✉❞❡ ❛ été ♠❡♥é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♠♦②❡♥ ❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t
✈❛r✐❡r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣✱ ❞❛♥s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ r♦❝❤❡s
sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s ✭❞❡ 106 à 1012 P❛✮✱ ❡t ❛✉❝✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♥✬❛ été ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
r❡st❛✉rés✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ♦✉ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳

❈♦♠♠❡♥t ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❜❛♥❝ s✉r ❜❛♥❝ ❄

❆✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❜❛♥❝ s✉r ❜❛♥❝ ✭✢❡①✉r❛❧ s❧✐♣✮✱ ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❤♦r✐③♦♥s str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡s ❛
été ❝♦♥str✉✐t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧❡ ❝♦♠♣❛r❡r à ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡st❛✉r❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ❡t tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡ ✭❋✐❣✳✸✳✼✮✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
♣♦✉r ❧❡s r❡st❛✉r❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✱ ❧❛ ❧♦✐ ✐s♦tr♦♣❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r✱ ♥✐ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✱ ♥✐ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡
❣❧✐ss❡♠❡♥t ❜❛♥❝ s✉r ❜❛♥❝ t❡❧ q✉❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s
❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡✱ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
r❡st❛✉ré✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❛♣♣r♦❝❤❡♥t ♠✐❡✉① ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡
✭❋✐❣✳✸✳✾✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛

ré❛❧✐té ❣é♦❧♦❣✐q✉❡

-0.2 0.2-0.1 0.10

Dilatation

0.1
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0.02

0
0 0.05 0.1 0.15 0.2

Quantile explicite
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te

isotrope

tra
nsverse

Isotrope

Explicite

Transverse

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❡t ❞✐❛❣r❛♠♠❡ q✉❛♥t✐❧❡✲
q✉❛♥t✐❧❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳

♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♥♦♥✲
♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ✿

✕ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡st ❥✉st❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥✉♠é✲
r✐q✉❡✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡♥tr❡ ❜❛♥❝s ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣❡r♠✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♠♣❧✐✲
❝✐t❡✳ ▲❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ❡t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs s♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ❀

✕ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡
❞❡s ❢❛✐❧❧❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥t❛❝t ♥♦♥✲❢r✐❝t✐♦♥♥❡❧✳ ▲❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡st ❞♦♥❝ q✉❛s✐✲♥✉❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❝❡❝✐
♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♠♦♥tré❡s ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❜❛♥❝ s✉r ❜❛♥❝ ❡t ❧❡
♠♦❞è❧❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡ s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s✱ ♠❛✐s s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡s
à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❜✐❛✐sé❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❞✉ ❢❛✐t
❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬❤étér♦❣é♥é✐tés ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ss❡③ ❜✐❡♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛♥❝ s✉r ❜❛♥❝✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s❛♥s ♠❛✐❧❧❡r
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❡✉t
s✬❛✈ér❡r très ❢❛st✐❞✐❡✉①✱ ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱
❡t ♣❛r ❧à ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✳

❈♦♠♠❡♥t ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣✉r ❄

❊♥ ❛②❛♥t à ❧✬❡s♣r✐t ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❜❛♥❝ s✉r ❜❛♥❝✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❡♥sé à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡ ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣✉r✱ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦✉ ✐♥❝❧✐♥é✳ ❉❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♦♥t été
❝♦♥s✐❞éré❡s ✿

✼✵



✸✳✷ ❈❛s ❞✬ét✉❞❡ ✿ ❧❡ ❞❡❧t❛ ❞✉ ◆✐❣❡r

✶✳ ●❛r❞❡r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ✉s✉❡❧s ❡♥ ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ✭Ep ≥ Epn✮✱ ❡t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♣❧❛♥s ✈❡rt✐✲
❝❛✉① ♦✉ ♥♦r♠❛✉① à ❧❛ str❛t✐❣r❛♣❤✐❡ ❝♦♠♠❡ ♣❧❛♥s ❞✬✐s♦tr♦♣✐❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❀

✷✳ ●❛r❞❡r ❧❛ str❛t✐❣r❛♣❤✐❡ ♦✉ ❧✬❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ♣❧❛♥ tr❛♥s✈❡rs❡✱ ❡t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠❛té✲
r✐❛✉① q✉✐ s♦♥t ♣❧✉s r✐❣✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♥♦r♠❛❧ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ✭Epn ≥ Ep✮✳
❈❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s r♦❝❤❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ✜❜r❡✉①✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ♥❡ s♦♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ✿ ✉♥❡ ❤②✲
♣♦t❤ès❡ ❞✬❤étér♦❣é♥é✐té ❡st ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣r♦♣♦sés✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧♦rs ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ r♦❝❤❡ ♥✬❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ t❡❧❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦✲
♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡t ♥♦♥
♣❛r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❛tt❡♥❞❛♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣❧✉s ❞é✈❡❧♦♣♣és à ❝❡ s✉❥❡t✳

✸✳✷ ❈❛s ❞✬ét✉❞❡ ✿ ❧❡ ❞❡❧t❛ ❞✉ ◆✐❣❡r

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣é♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳
◆♦tr❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ❡st s✐t✉é ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❡①t❡r♥❡ ❞✉ ❞❡❧t❛ ❞✉ ◆✐❣❡r ✭❆❢r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦✉❡st✮
❡t ✐♥❝❧✉t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❞♦♥t ✉♥ ♣❧✐ ❧✐é à ✉♥
❞ét❛❝❤❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♣❧✐ ❧✐é à ✉♥❡ ❢❛✐❧❧❡ ❞✐t❡ ❢♦r❡t❤r✉st ❡t ✉♥ ♣❧✐ ❧✐é à ✉♥❡ ❢❛✐❧❧❡ ❜❛❝❦t❤r✉st✳ ❯♥❡
s✉r❢❛❝❡ ér♦s✐✈❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡ s♦♥t ❞é♣♦sés ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡s s②♥t❡❝t♦♥✐q✉❡s ♦♥t
♣❡r♠✐s ❞✬❡♥r❡❣✐str❡r ❧❛ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s st❛♥❞❛r❞ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ré♣♦♥❞r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞éq✉❛t❡ à
✉♥ t❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✸❉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥ ✸❉ ❞✉ r❡❥❡t ❞❡s ❢❛✐❧❧❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✈❡rt✐✲
❝❛❧❡s ❞❡ rés✐st❛♥❝❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ré❣✐♦♥❛❧❡s ❞✬ér♦s✐♦♥✱ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛tér❛❧❡♠❡♥t r❡♥❞❡♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥tr❛✐t❛❜❧❡ ❡♥ ✸❉✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é✈❡❧♦♣é ❡t
❛♣♣❧✐q✉é tr♦✐s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✸❉ ❛✜♥ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✿
✭✐✮ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡st❛✉r❡r ❞❡s str❛t✐❣r❛♣❤✐❡s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ér♦s✐✈❡s✱ ✭✐✐✮ ▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tér✐❡❧ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❛✜♥
❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s ❢❛✐❜❧❡ss❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s r♦❝❤❡s str❛t✐✜é❡s✱ ❡t ✭✐✐✐✮ ❉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❧✐♠✐t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ♠✐❡✉① ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s ♥❛t✉r❡❧s✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s sé♣❛r♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✱ ❧✬✉♥❡ ✐♥❝❧✉❛♥t
s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❢♦r❡t❤r✉st✱ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛
r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ❜❛❝❦t❤r✉st✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s
s✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡st❛✉ré❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ❛✈❡❝ ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❡t ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s
♠❛tér✐❛✉① tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ✢❡①✐♦♥✲❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣ré❞✐s❡♥t
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❧❡s ♣❧✉s ❛❞éq✉❛ts ❞❡ ❝❡s
❞❡✉① r❡st❛✉r❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s r❡st❛✉r♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
str✉❝t✉r❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

▲✬❛rt✐❝❧❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❡♥ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❥♦✉r♥❛❧ ❆❆P● ❇✉❧❧❡t✐♥✳

✼✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛

ré❛❧✐té ❣é♦❧♦❣✐q✉❡

❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ❢♦❧❞✲❛♥❞✲t❤r✉st ❜❡❧t✱

❞❡❡♣✇❛t❡r ◆✐❣❡r ❉❡❧t❛✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣

♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝

str✉❝t✉r❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥

❆rt✐❝❧❡ t♦ ❜❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❆❆P● ❇✉❧❧❡t✐♥

✼✷



✸✳✷ ❈❛s ❞✬ét✉❞❡ ✿ ❧❡ ❞❡❧t❛ ❞✉ ◆✐❣❡r

❆❜str❛❝t

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ ♥❡✇ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ r❡st♦r❛t✐♦♥ t♦♦❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✉♥❞❡rs✲
t❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥❛t✉r❛❧ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❖✉r ❝❛s❡ st✉❞② ❧♦❝❛t✐♦♥
✐s ✐♥ t❤❡ ◆✐❣❡r ❉❡❧t❛ t♦❡✱ ❲❡st ❆❢r✐❝❛✱ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✸❉✮ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ s❡r✐❡s
♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❢♦❧❞✱ ❛ ❢♦r❡t❤r✉st ❢❛✉❧t✲❜❡♥❞ ❢♦❧❞
❛♥❞ ❛ ❜❛❝❦t❤r✉st✐♥❣ ❢❛✉❧t✲❜❡♥❞ ❢♦❧❞✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❣r♦✇t❤ ❤✐st♦r② ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ❜② ❛♥ ❡r♦s✐✈❡
s✉r❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦✈❡r❧❛✐♥ ❜② ❣r♦✇t❤ str❛t✐❣r❛♣❤② t❤❛t r❡❝♦r❞s t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡r♥ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥♥♦t ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥
✸❉✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✸❉ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ ❢❛✉❧t s❧✐♣✱ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡♥❣t❤✱ r❡❣✐♦✲
♥❛❧ ❡r♦s✐✈❡ s✉r❢❛❝❡s✱ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❛t❡r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❛❦❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡
✐♥ ✸❉✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤r❡❡ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡
✐ss✉❡s ✐♥ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✿ ✭✐✮ ❆♥ ✐♠♣❧✐❝✐t r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡
r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① str❛t✐❣r❛♣❤② ❛♥❞ ❡r♦s✐✈❡ s✉r❢❛❝❡s✱ ✭✐✐✮ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❡❧②
✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s t♦ ♠✐♠✐❝ ♥❛t✉r❛❧ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ✐♥ ❧❛②❡r❡❞ r♦❝❦s✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❜♦✉♥✲
❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ♠♦r❡ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ♠✐♠✐❝ ♥❛t✉r❛❧ s②st❡♠s✳ ■♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ✜rst s❡♣❛r❛t❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✱ ♦♥❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❢♦r❡t❤r✉st✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦t❤r✉st r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② ❤♦✇
t❤❡ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ r❡st♦r❡❞ st❛t❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ s❧✐♣ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❛ tr❛♥s✈❡rs❡❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧
❝❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✢❡①✉r❛❧ s❧✐♣✱ ❛s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❡st
✜tt✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ r❡st♦r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖✉r ❝❛s❡ st✉❞② ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ◆✐❣❡r ❉❡❧t❛ t♦❡✱ ✐♥ t❤❡ ●✉❧❢ ♦❢ ●✉✐♥❡❛ ❛♥❞ ❤❛s ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢
♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✱✵✵✵❦♠2✳ ■t ✐♥✈♦❧✈❡s ❜♦t❤ ❢♦r❡t❤r✉st ❛♥❞ ❜❛❝❦t❤r✉st✱ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr❛❝✲
t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ s❧✐❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❤❡❧❢✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❢❛✉❧ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛✈❡r❛❣❡ t❤r♦✇ ✐s
✷✵✵✵♠ ❛♥❞ ✶✷✵✵♠✱ ❢♦r t❤❡ ❢♦r❡t❤r✉st ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦t❤r✉st r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦❝❝✉r ♦♥ t❤❡ s❛♠❡
❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❧❡✈❡❧✱ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r♣r❡ss✉r❡❞ s❤❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ❆❦❛t❛ ❋♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋❛✉❧t✲r❡❧❛t❡❞ ❢♦❧❞s
❣❡♦♠❡tr✐❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❧✐♠❜ r♦t❛t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ ❦✐♥❦✲❜❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❢♦❧❞✐♥❣
❬❈♦rr❡❞♦r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❛r❡❛ ❝❛♥ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❢❛✉❧t✲r❡❧❛t❡❞ ❢♦❧❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♦❧❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥
❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ♠❡♠♦r② ❤❛✈❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✸❉ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❤✐❧❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛♣ r❡st♦r❛t✐♦♥s ❛r❡
❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r✉❧❡s s✉❝❤ ❛s ❛r❡❛ ❛♥❞✴♦r ❧❡♥❣t❤ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ r❡st♦r❛t✐♦♥
r❡q✉✐r❡s ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤✐♥ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛②❡rs✳ ❇♦✉♥✲
❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❡t ♦♥ ❛ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
❧❛✇ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥✐♥❣ s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❬▼✉r♦♥✱ ✷✵✵✺✱ ▼♦r❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ▼❛❡rt❡♥ ❛♥❞ ▼❛❡rt❡♥✱
✷✵✵✻✱ ❉✉r❛♥❞✲❘✐❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ ❜❡tt❡r ❛ss✉r❡ t❤❛t t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t ✜❡❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st②❧❡✱ ♥❡✇ tr❛♥s✈❡rs❡❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳

❯s✐♥❣ t❤✐s ♥❡✇ r❡st♦r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ◆✐❣❡r ❞❡❧t❛ t♦❡✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✸❉ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢

✼✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛

ré❛❧✐té ❣é♦❧♦❣✐q✉❡

♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥t♦ t✇♦ s♠❛❧❧❡r
s❝❛❧❡ ♣❛rts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡
♣r❛❝t✐❝❛❧✳ ❚❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❧② t❤❡ ❢♦r❡t❤r✉st ❛r❡❛✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② t❤❡
❜❛❝❦t❤r✉st ❛r❡❛✳

✸✳✷✳✶ ●❡♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣s

❘❡❣✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❞❡❡♣✲✇❛t❡r ◆✐❣❡r ❉❡❧t❛

▲♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❚❤❡ ◆✐❣❡r ❉❡❧t❛ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ●✉❧❢ ♦❢ ●✉✐♥❡❛ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❲❡st ❆❢r✐❝❛ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✵❛✮✳
■t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❉♦✉st ❛♥❞ ❖♠❛ts♦❧❛ ❬✶✾✾✵❪ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st r❡❣r❡ss✐✈❡ ❞❡❧t❛s ✐♥ t❤❡
✇♦r❧❞ ❛♥❞ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❝❧❛ss✐❝ s❤❛❧❡ t❡❝t♦♥✐❝ ♣r♦✈✐♥❝❡ ❬❲✉ ❛♥❞ ❇❛❧❧②✱ ✷✵✵✵❪✳ ❚❤❡ ◆✐❣❡r
❉❡❧t❛ ✐s ❜♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❈❛♠❡r♦♦♥ ✈♦❧❝❛♥✐❝ ❧✐♥❡ t♦ t❤❡ ❊❛st✱ t❤❡ ❉❛❤♦♠❛② ❜❛s✐♥ t♦ t❤❡
❲❡st✱ ❛♥❞ ❧✐❡s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✹✵✵✵✲♠ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❝♦♥t♦✉r ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✵❛✮✳

❙tr❛t✐❣r❛♣❤②
❚❤❡ ♦✛s❤♦r❡ ◆✐❣❡r ❉❡❧t❛ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❈r❡t❛❝❡♦✉s t♦ ❍♦❧♦❝❡♥❡ ♠❛r✐♥❡ ❝❧❛st✐❝ str❛t❛ t❤❛t
♦✈❡r❧✐❡ ♦❝❡❛♥✐❝ ❝r✉st ❛♥❞ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥t✐♥❡♥t❛❧ ❝r✉st✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❈❛♠♣❛♥✐❛♥ t♦ t❤❡
P❛❧❡♦❝❡♥❡✱ ❞❡❧t❛✐❝ s❡❞✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉❡❧t❛✳ ■♥ t❤❡ P❛❧❡♦❝❡♥❡✱ ❛ ♠❛❥♦r
tr❛♥s❣r❡ss✐♦♥ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❦❛t❛ s❤❛❧❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ r❡❣✐♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡
❊♦❝❡♥❡✱ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛❧✐❝ s❡❞✐♠❡♥ts ❜❡❣❛♥ ✐♥ t❤❡ ◆✐❣❡r ❉❡❧t❛ ❜❛s✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❛st❧✐♥❡
❜❡❝❛♠❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡① s❡❛✇❛r❞✳ ❚♦❞❛②✱ ❞❡❧t❛ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✇❛✈❡✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❬❉♦✉st
❛♥❞ ❖♠❛ts♦❧❛✱ ✶✾✾✵❪✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ❚❡rt✐❛r② s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆✐❣❡r ❉❡❧t❛ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡
❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣r♦❣r❛❞✐♥❣ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✿

✕ ❚❤❡ ❆❦❛t❛ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ♠❛r✐♥❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ✐ts t❤✐❝❦♥❡ss r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✷✵✵✵♠
t♦ ✼✵✵✵♠✱ ❛t t❤❡ ♠♦st ❞✐st❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❉❡❧t❛ ❛♥❞ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥❡♥t❛❧ s❤❡❧❢
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤✐❝❦ s❤❛❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥
s♦✉r❝❡ r♦❝❦s ❛♥❞ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ s♦♠❡ s❛♥❞✲r✐❝❤ t✉r❜✐❞✐t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡s❡r✈♦✐rs✳

✕ ❚❤❡ ♦✈❡r❧②✐♥❣ ❆❣❜❛❞❛ ❋♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛❥♦r ♣❡tr♦❧❡✉♠✲❜❡❛r✐♥❣ ✉♥✐t ✐♥ t❤❡ ◆✐❣❡r
❉❡❧t❛✱ st❛rt❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❊♦❝❡♥❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t✳ ■t
❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣❛r❛❧✐❝ s✐❧✐❝✐❝❧❛st✐❝ s❡❞✐♠❡♥ts ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✺✵✵♠ t❤✐❝❦✳ ❈❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ❜❛s✐♥✲
✢♦♦r ❢❛♥ ❞❡♣♦s✐ts ✐♥ t❤❡ ❆❣❜❛❞❛ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r♠ t❤❡ ♣r✐♠❛r② r❡s❡r✈♦✐rs ✐♥ t❤❡ ◆✐❣❡r
❉❡❧t❛✳

✕ ❖♥s❤♦r❡ ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝♦❛st❛❧ r❡❣✐♦♥s t❤❡ ❇❡♥✐♥ ❋♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❛t❡ ❊♦❝❡♥❡ t♦
❍♦❧♦❝❡♥❡ ❝♦♥t✐♥❡♥t❛❧ ❞❡♣♦s✐ts✱ ♦✈❡r❧✐❡ t❤❡ ❆❣❜❛❞❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❙tr✉❝t✉r❡
❚❤❡ ◆✐❣❡r ❉❡❧t❛ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r ♣r✐♠❛r② str✉❝t✉r❛❧ ③♦♥❡s ❬❈♦♥♥♦rs ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✱ ❈♦rr❡❞♦r
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✱ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✳✸✳✶✵❜✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✈✐♥❝❡ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐✲
♥❡♥t❛❧ s❤❡❧❢ ❀ t❤❡ ✐♥♥❡r ❢♦❧❞ ❛♥❞ t❤r✉st ❜❡❧t ❀ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❢♦❧❞ ③♦♥❡ ❜❡♥❡❛t❤
t❤❡ ❧♦✇❡r ❝♦♥t✐♥❡♥t❛❧ s❧♦♣❡ ❀ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❡r ❢♦❧❞ ❛♥❞ t❤r✉st ❜❡❧t✳

❈❛s❡ st✉❞② ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣s

❖✉r ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st str❛❞❞❧❡s t❤❡ ♦✉t❡r ❢♦❧❞ ❛♥❞ t❤r✉st ❜❡❧t ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❢♦❧❞
③♦♥❡✳ ❆s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❞❡❡♣✇❛t❡r ◆✐❣❡r ❉❡❧t❛✱ ❤❡r❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜②
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ❛✮ ▲♦❝❛t✐♦♥ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ◆✐❣❡r ❉❡❧t❛ r❡❣✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ s❡❞✐♠❡♥t❛r②
❜❛s✐♥s ❛♥❞ t❡❝t♦♥✐❝ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❞❡❧t❛ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❈❛♠❡r♦♦♥ ✈♦❧❝❛♥✐❝ ③♦♥❡✱ t❤❡
❉❛❤♦♠❡② ❜❛s✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✹✵✵✵✲♠ ✭✶✸✱✶✵✵✲❢t✮ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❝♦♥t♦✉r ✭♦✉t❡r ❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡
r❡❣✐♦♥❛❧ ❣❡♦❧♦❣② ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❢r♦♠ ❖♥✉♦❤❛ ❬✶✾✾✾❪✳ ❚♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ❜❛t❤②♠❡tr② ❛r❡ s❤♦✇♥
❛s ❛ s❤❛❞❡❞ r❡❧✐❡❢ ❣r❛②✲s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡✳ ❜✮ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ❜♦①❡❞ ③♦♥❡ ✐♥ ✭❛✮ s❤♦✇✐♥❣
t❤❡ ♠❛✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ❞♦♠❛✐♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✭✶✮ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✈✐♥❝❡ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥❡♥t❛❧
s❤❡❧❢✱ ✭✷✮ ❛ ♠✉❞✲❞✐❛♣✐r ❜❡❧t ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ ✉♣♣❡r ❝♦♥t✐♥❡♥t❛❧ s❧♦♣❡✱ ✭✸✮ t❤❡ ✐♥♥❡r ❢♦❧❞
❛♥❞ t❤r✉st ❜❡❧t✱ ✭✹✮ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ③♦♥❡ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ❝♦♥t✐♥❡♥t❛❧ s❧♦♣❡✱ ❛♥❞ ✭✺✮ t❤❡ ♦✉t❡r
❢♦❧❞ ❛♥❞ t❤r✉st ❜❡❧t✳ ❋r♦♠ ❈♦rr❡❞♦r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛

ré❛❧✐té ❣é♦❧♦❣✐q✉❡

A

B

SN

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✕ ✭❆✮❯♥✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♠✐❣r❛t❡❞ s❡✐s♠✐❝✲r❡✢❡①✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛ ❢♦r❡t❤r✉st ❛♥❞ ❜❛❝❦✲
t❤r✉st ③♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❡♣✲✇❛t❡r ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ t♦❡ ♦❢ t❤❡ ◆✐❣❡r ❞❡❧t❛✱ ◆✐❣❡r✐❛✱ ❛♥❞ ✭❇✮ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❢♦r❡✲
t❤r✉st ❛♥❞ ❜❛❝❦t❤r✉st ♥❡❛r t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❆❦❛t❛ ❋♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥ ♦✈❡r♣r❡ss✉r❡❞ ♠❛r✐♥❡ s❤❛❧❡
❬❈♦rr❡❞♦r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳
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❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✉♣❞✐♣ ♦♥ t❤❡ s❤❡❧❢✳ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ t✇♦ ❛♥t✐❝❧✐♥❛❧ ❢❛✉❧t✲
❜❡♥❞ ❢♦❧❞s ❛♥❞ ❛ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❢♦❧❞ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ s❤♦rt❡♥✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t✳
❆ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡✐s♠✐❝ ❧✐♥❡ ❢r♦♠ ❈♦rr❡❞♦r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
str✉❝t✉r❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦✉t❜♦❛r❞ ❛♥t✐❝❧✐♥❛❧ ❢❛✉❧t✲❜❡♥❞ ❢♦❧❞s✳ ❍❡r❡ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡
r❛♠♣ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❛ ❢♦r❡t❤r✉st ❛♥❞
❛ ❜❛❝❦t❤r✉st✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ str❛t✐❣r❛♣❤②✱ ❈♦rr❡❞♦r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪
❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s s❤❡❛r ❢❛✉❧t✲❜❡♥❞ ❢♦❧❞s ❬❙✉♣♣❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✻❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦❧❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛s s❤♦rt❡♥✐♥❣ ✐s ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞ ❜② ❢❛✉❧t s❧✐♣ ❛♥❞ ❜② s❤❡❛r✐♥❣
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❆❦❛t❛ s❤❛❧❡s✳ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❧♦♥❣ ❜❛❝❦✲❧✐♠❜s t❤❛t ❞✐♣ ❧❡ss t❤❛♥
t❤❡ ❢❛✉❧t r❛♠♣ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ str❛t✐❣r❛♣❤② t❤❛t ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡s ❣r❡✇ ❜② ❛
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❦✐♥❦✲❜❛♥❞ ❛♥❞ ❧✐♠❜ r♦t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡
♥♦♥✲❝②❝❧✐♥❞r✐❝❛❧✱ ❜✉t ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❣r♦✇t❤ ❤✐st♦r② t❤❛t ❞♦❝✉♠❡♥ts t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t❤r✉st✲r❛♠♣s ❧❛t❡r❛❧❧②✳

■♥❜♦❛r❞ ♦❢ t❤✐s ❜❛❝❦t❤r✉st ❛♥❞ ❢♦r❡t❤r✉st ♣❛✐r ✐s ❛ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❢♦❧❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❜② ❇✐❧♦tt✐ ❛♥❞ ❙❤❛✇ ❬✷✵✵✺❪✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❡ ❤❛s ❣r♦✇♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ t❤✐❝❦❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆❦❛t❛ s❤❛❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥t✐❝❧✐♥❡✱ ❛s s❧✐♣ ✐s ❛❝❝♦♠♠♦✲
❞❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t s✉r❢❛❝❡✳ ❆s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② ❇✐❧♦tt✐ ❛♥❞ ❙❤❛✇ ❬✷✵✵✺❪✱ t❤❡
❣r♦✇t❤ str❛t✐❣r❛♣❤② ♣r♦✈✐❞❡s ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❢♦❧❞ ❣r❡✇ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
❜♦t❤ ❧✐♠❜ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❦✐♥❦✲❜❛♥❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥
♦✉r ♠♦❞❡❧✳

✸✳✷✳✷ ❆ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡

❆✐♠s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s

❚♦ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✸❉ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡①❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ s②st❡♠✱ ✇❡ ♠✉st
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s t♦ r❡st♦r❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ✸❉ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♥♦♥✲❝②❝❧✐♥❞r✐❝❛❧
str✉❝t✉r❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ s❡✈❡r❛❧ ✐ss✉❡s ❜❡❝♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥t ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✸❉
r❡st♦r❛t✐♦♥ ✇♦r❦✢♦✇ t♦ s✉❝❤ ❝♦♠♣❧❡①❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ str✉❝t✉r❡s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡
♠♦st ❞❛✉♥t✐♥❣✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t✱ t❤r✉st ❢❛✉❧ts ❛♥❞ ❡r♦s✐♦♥❛❧ s✉r❢❛❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t
✐♥ t❤✐s ♥❛t✉r❛❧ ❣❡♦❧♦❣✐❝ ♠♦❞❡❧ ♣♦s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠❡s❤✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✿ s♠❛❧❧ ❢❛✉❧t t❤r♦✇s ❛♥❞
❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦r✐③♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♥❧❛♣♣✐♥❣ ♦♥❡s✱ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r❡q✉✐r❡❞ t❡tr❛❤❡❞r❛ t♦ ❤♦♥♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ r❛✐s❡ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▼♦r❡ ❣❡♦❧♦❣✐✲
❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧② ♠✐♠✐❝ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r✇❛r❞
❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ❛r❡ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡st ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧❧②✱ t♦ ❜❡tt❡r ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡
t❤❡ ✈❛r✐♦✉s r❤❡♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ✢❡①✉r❛❧ s❧✐♣ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝ ❧❛②❡rs✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ✐♥s✲
♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♥❡✇ s♣❡❝✐✜❝ r❤❡♦❧♦❣✐❡s
❜❡②♦♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣

❚❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s ❛ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ✐♥ ❛ ✇❡❛❦❡r ❧❛②❡r ♦❢ s❤❛❧❡s✱ ❛♥❞ t✇♦ ♠❛❥♦r t❤r✉sts ✿ ❛
❢♦r❡t❤r✉st ❛♥❞ ❛ ❜❛❝❦t❤r✉st✳ ❚❤❡s❡ ❢❛✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡r♦❞❡❞✱ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ str❛t❛ ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞
❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✭❋✐❣✳✸✳✶✷❛✮✳ ❚❤✐s ❡r♦s✐✈❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
♠❡s❤✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❢❛✉❧ts✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ str❛t✐❣r❛♣❤✐❝
✉♥✐ts ✭❋✐❣✳✸✳✶✷❜✮✱ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❛r ✜❡❧❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✕ ◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛✉❧t ❜❡♥❞ ❢♦❧❞ ♦❢ t❤❡ ◆✐❣❡r ❞❡❧t❛ t♦❡✱
s❤♦✇✐♥❣ ❜♦t❤ ❛ ❢♦r❡t❤r✉st ❛♥❞ ❛ ❜❛❝❦t❤r✉st ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t✱ ✐♥
t❤❡ ❆❦❛t❛ ❙❤❛❧❡s✳

A

B

C

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ✕ ❘❡st♦r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❣r♦✇t❤ str❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✭❆✮
❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢❛✉❧t ❜❡♥❞ ❢♦❧❞ ❬❙✉♣♣❡✱ ✶✾✽✸❪✱ ❛♥❞ ✭❇✮ ❛ s❤❡❛r ❢❛✉❧t ❜❡♥❞ ❢♦❧❞✳ ●r❛② s❤❛❞✐♥❣
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✉♥✐t ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ♣❡r✈❛s✐✈❡ s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r ❬❙✉♣♣❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ✭❈✮ ✐s t❤❡ ✸❉
❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ❢❛✉❧t ❜❡♥❞ ❢♦❧❞ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❣r♦✇✐♥❣ ❜② ❜♦t❤
❦✐♥❦ ❜❛♥❞ ❛♥❞ ❧✐♠❜ r♦t❛t✐♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❆ ✜♥✐t❡ ✇❡❛❦ ❧❛②❡r ✉♥❞❡r❣♦❡s s❤❡❛r✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
s❤♦rt❡♥✐♥❣ ❛❜♦✈❡ ❛ ❜❛s❛❧ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t✳ ❋r♦♠ ●✉③♦❢s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪

❤♦r✐③♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝♦♥❢♦r♠✐t② ✭❋✐❣✳✸✳✶✷❝✮✳ ❆ ◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳✸✳✶✸✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r✉♥ s❡✈❡r❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥s ♦♥ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ t✇♦ s♠❛❧❧❡r✲
s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❜✉✐❧t✱ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r❡t❤r✉st ③♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦t❤r✉st ③♦♥❡✳ ❚❤❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❢♦r❡t❤r✉st
③♦♥❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✶✹✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❦✐♥❦✲❜❛♥❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐♠❜
r♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❢♦r r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✶✺✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦t❤r✉st ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✶✻ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛
♣✉r❡✲s❤❡❛r ❢❛✉❧t✲❜❡♥❞ ❢♦❧❞ ✇❡❞❣❡✳

✸✳✷✳✸ ❙tr✉❝t✉r❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥

❆ ❜r✐❡❢ ❤✐st♦r② ♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❚❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈❤❛♠❜❡r❧✐♥ ❬✶✾✶✵❪✳ ■t ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜❡❞ ❧❡♥❣t❤ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❉❛❤❧str♦♠ ❬✶✾✻✾❪✳ ▲❛t❡r✱ ❛ ♥❡❡❞ ✐♥ str✉❝✲
t✉r❛❧ ❣❡♦❧♦❣② t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥ ❧❡❞ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛s ❛

✼✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛

ré❛❧✐té ❣é♦❧♦❣✐q✉❡

N

A
k
ata sh

ales
P

re-G
ro

w
th

G
ro

w
th

1 km

Cross-section

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺ ✕ ✸❉ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭✶✼✻✱✸✶✶ t❡tr❛❤❡❞r❛✮ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡t❤r✉st ③♦♥❡✱ ✐♥❝❧✉✲
❞✐♥❣ ❜♦t❤ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❛♥❞ ❢♦r❡t❤r✉st✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❡
r❡st♦r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳

A
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1 km
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w

th

Cross-section

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻ ✕ ❆ ✿ s❡✐s♠✐❝ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦t❤r✉st ❛♥❞ ❇ ✿ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣✉r❡✲
s❤❡❛r ✇❡❞❣❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❆❢t❡r ❙❤❛✇ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪✳ ❈ ✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✸❉ t❡tr❛❤❡❞r❛❧
♠♦❞❡❧ ✭✶✶✵✱✻✺✻ t❡tr❛❤❡❞r❛✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❡ r❡st♦✲
r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳

✽✵



✸✳✷ ❈❛s ❞✬ét✉❞❡ ✿ ❧❡ ❞❡❧t❛ ❞✉ ◆✐❣❡r

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❛r❡❛ ❛♥❞✴♦r ❛♥❣❧❡✱ ❛❞❞✐♥❣ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t♦ r❡st♦r❛t✐♦♥✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛r❡❛ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❜❡❞ ❧❡♥❣t❤ ✐s ♥♦t
♣r❡s❡r✈❡❞ ✭♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❛❧t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✱ ♦r ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ❝❧❡❛✈❛❣❡✳ ▼❛♥② ❛✉t❤♦rs
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❛♣ r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ s✉❝❤ ❛s ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❬❉✉♥❜❛r ❛♥❞ ❈♦♦❦✱ ✷✵✵✸❪✱ ♦r s✉r❢❛❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❬▼❛ss♦t✱ ✷✵✵✷✱ ❚❤✐❜❡rt
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✉♥❢❛✉❧t✐♥❣✱ ❢r♦♠ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✇✐t❤
tr✐❛♥❣❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❬●r❛t✐❡r ❛♥❞ ●✉✐❧❧✐❡r✱ ✶✾✾✸❪ ♦r ❜❧♦❝❦ ♣❛❝❦✐♥❣ ❬❘♦✉❜②✱ ✶✾✾✹✱ ❘♦✉❜② ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✵❪ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss ❢❛✉❧ts ❬▼❛ss♦t✱ ✷✵✵✷❪✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ✐♠♣r♦✲
✈❡❞ ❝♦♠♣✉t❡r ♠❡♠♦r② ❛♥❞ s♣❡❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❤❛s ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇ r❡st♦r❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t
t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛②❡r t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❤♦✇ s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r②✐♥❣ r♦❝❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♥tr❛sts ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐♥ ✸❉✱ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② ❛s ❛
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜✉t ❛s ❛ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♥❡✱ s♦ t❤❛t r♦❝❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♥tr❛sts ❝❛♥ ❜❡
❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❬❉❡ ❙❛♥t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ▼✉r♦♥✱ ✷✵✵✺✱ ▼❛❡rt❡♥ ❛♥❞ ▼❛❡rt❡♥✱ ✷✵✵✻✱ ▼♦r❡tt✐
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ❉✉r❛♥❞✲❘✐❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳

●❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✇♦r❦✢♦✇

❆s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✳✸✳✶✼✱ ❛ ✸❉ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ st❡♣s ✿
✕ ❋r♦♠ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✳✸✳✶✼✲✶✮✱ ❛ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✭❋✐❣✳✸✳✶✼✲✷✮✳
❚❤✐s ♠❡s❤ ✐s ❝♦♥❢♦r♠❛❜❧❡ t♦ ❢❛✉❧ts✱ ❤♦r✐③♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧
♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛❝r♦ss ❢❛✉❧ts✳

✕ ■♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ r♦❝❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡
s❡t ✭❋✐❣✳✸✳✶✼✲✸✮✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ✐s ❡❧❛st✐❝✱ ❡✐t❤❡r ❧✐♥❡❛r ♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❘♦❝❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝
❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❡r ❧❛②❡r✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦ ❛♥❞ ❛ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s✳
❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣♦t❡❞ ♦r s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❣❡♦st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳

✕ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡st♦r❛t✐♦♥ st❡♣✱ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❡t ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧❧②✱ t❤❡
t♦♣ ❤♦r✐③♦♥ ✐s s❡t t♦ ❛ ✢❛t ❞❛t✉♠ ❬●r♦s❤♦♥❣✱ ✶✾✾✾❪ ❀ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡
✜①❡❞ ♦r s❡t t♦ ❛ ❦♥♦✇♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❬▼✉✲
r♦♥✱ ✷✵✵✺❪ ❀ ❝♦♥t❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥s✉r❡ ❢❛✉❧t ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❬❲r✐❣❣❡rs✱ ✷✵✵✷❪ ✭❋✐❣✳✸✳✶✼✲✹❛✮✳
❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♠❛♣s ♦r ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ r❡st♦r❛t✐♦♥s ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✳ ❆❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✳

✕ ❘❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❬❩✐❡♥❦✐❡✇✐❝③✱ ✶✾✼✼❪ ♦r
❞②♥❛♠✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❬❯♥❞❡r✇♦♦❞ ❛♥❞ P❛r❦✱ ✶✾✼✽✱ P❛♣❛❞r❛❦❛❦✐s✱ ✶✾✽✶✱ ❖❛❦❧❡② ❛♥❞
❑♥✐❣❤t✱ ✶✾✾✺❪ ✭❋✐❣✳✸✳✶✼✲✹❜✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢❛✉❧t ♥❡t✇♦r❦s✳

✕ ❚❤❡ r❡st♦r❡❞ ❧❛②❡r ✐s r❡♠♦✈❡❞ ✭❋✐❣✳✸✳✶✼✲✹❝✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st t✇♦ st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✉♥✐ts ✭s❡q✉❡♥t✐❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥✮✳

❲❤❡♥ ❛✐♠✐♥❣ ❛t ❢r❛❝t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ❙✉❡ss ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✮✱ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t❛r② ♣✐❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛❧❧ ♣❤❛s❡s
♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡❛❝❤ r❡st♦r❛t✐♦♥ st❡♣ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣✳
❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤✉s ❝❛❧❧ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t t♦ ❛✈♦✐❞ ❜✐❛s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t
❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❝♦♠♣❧❡①
❝❛s❡s✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❤❡❧♣❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r②

✽✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛

ré❛❧✐té ❣é♦❧♦❣✐q✉❡

1 2 3

4

Z=Zrefa.

For each layer

b.

c.

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼ ✕ ❱♦❧✉♠❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✇♦r❦✢♦✇✱ s❤♦✇✐♥❣ ✜✈❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ✿ ✶✮ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t
str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❀ ✷✮ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ✇✐t❤ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥s ❀ ✸✮
❛ss✐❣♥ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s ❛♥❞ r♦❝❦ ♠❛t❡r✐❛❧s ♣❡r ❧❛②❡r ❀ ✹✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✿ ❛✳ s❡t ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❀ ❜✳ ♣❡r❢♦r♠ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❀ ❝✳ r❡♠♦✈❡ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ❧❛②❡r✳ ▼♦❞❡❧ ❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❍❛r✲
✈❛r❞✴❈❤❡✈r♦♥✱ ♠♦❞✐✜❡❞ ❢r♦♠ ▼✉r♦♥ ❬✷✵✵✺❪✳

✽✷



✸✳✷ ❈❛s ❞✬ét✉❞❡ ✿ ❧❡ ❞❡❧t❛ ❞✉ ◆✐❣❡r

❇❈ t②♣❡ ■♥ ❜r✐❡❢ ▼❛t❤✳ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❙❝❤❡♠❛

❋✐①❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Xi(n) = xi(n) + C

❚♦ ✜① ❛ r❡❣✐♦♥ ♦r
❛ss✐❣♥ ❛

❦♥♦✇♥ ❝♦♥st❛♥t
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

❋✐①❡❞ t❛r❣❡t Xi(n) = C

❚♦ r❡st♦r❡ t❤❡
t♦♣♠♦st s✉r❢❛❝❡

♦♥t♦ ❛ ✢❛t
❞❛t✉♠

■♥♣✉t ✈❡❝t♦r Xi(n) = Vi(n)

❲❤❡♥ ✐♥♣✉tt✐♥❣ ✈❡❝t♦rs
❢r♦♠ ✷❉ ♠❡t❤♦❞s✱ ♦r
t♦ ✐♥♣✉t ❛ ❦♥♦✇♥
♣❛❧❡♦t♦♣♦❣r❛♣❤②

❈♦♥t❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥

master

slave

❚♦ ❡♥s✉r❡
❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ ▼❛tr✐① ❢♦r♠

❢❛✉❧t s✐❞❡s ✭❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✮
✭♥♦ ❣❛♣ ♥♦r ♦✈❡r❧❛♣✮

■♥♣✉t ❞✐r❡❝t✐♦♥

master

slave

Input

direction

❲❤❡♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r
♠❛❥♦r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ▼❛tr✐① ❢♦r♠

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❝❧❡❛✈❛❣❡✱ ✭❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸✮
❢❛✉❧t str✐❛❡✱ ❡t❝✳✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽ ✕ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✸❉ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✇♦r❦✢♦✇✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡✐r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ s❝❤❡♠❛✳ ■♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ Xi(n) ❛♥❞
xi(n) ❛r❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ n ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s i✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ❛♥❞ t❤❡
❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❀ ❈ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❀ Vi(n) ✐s ith ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞
❛t t❤❡ ♥♦❞❡ n✳

✽✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛

ré❛❧✐té ❣é♦❧♦❣✐q✉❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ s♠❛❧❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✱
s✉❝❤ ❛s ❞✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ str❛✐♥ ✐♥ ❜♦r❡❤♦❧❡s✱ s❡✐s♠✐❝ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ ❢r❛❝t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
❡t❝✳ ❆♥♦t❤❡r ❦❡② ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ♣✐♥ r❡❣✐♦♥s✳ ❋✐①✐♥❣ ❛ r❡❣✐♦♥✱ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱
✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣✐♥ r❡❣✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t✱ ❧✐♥❡ ♦r ✇❛❧❧ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st ❞❡❢♦r♠❡❞ r❡❣✐♦♥s✱ ♦r
♠❛② ❜❡ s❡t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❧❞ ❛①✐❛❧ s✉r❢❛❝❡✳

●❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st②❧❡s

❚✇♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ ✿ ✐t ❝❛♥ ❜❡
❡✐t❤❡r ▲❛♠❡✬s ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭λ ❛♥❞ µ✮ ♦r ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ✭E✮ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥
r❛t✐♦ ✭ν✮✳

❲❤❛t❡✈❡r t❤❡ r♦❝❦ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❧❛✇ ✉s❡❞ ✐s ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s
s✐♠✉❧❛t❡s ❛ ❜❡♥❞✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st②❧❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡
♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✜❡❧❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❛♥ s❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐♥ s❤❛❧❡ ❜❡❞s ✇✐t❤✐♥ ❛ s❛♥❞st♦♥❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st②❧❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✢❡①✉r❛❧ s❧✐♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s st❛❝❦✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ❜❛s✐♥ ♦r r❡s❡r✈♦✐r s❝❛❧❡✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦
✉♣s❝❛❧❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r s✉❝❝❡ss✐♦♥✳ ❆ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ ❝♦♠♠♦♥ s❡❞✐♠❡♥t❛r② ❧❛②❡rs ✐s t❤❛t ♦❢ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝
♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❬❇❛❝❦✉s✱ ✶✾✻✷✱ ❲❛t❦✐♥s♦♥ ❛♥❞ ❈♦❜❜♦❧❞✱ ✶✾✽✶❪ ✿ ✐♥ t❤❡ str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ♣❧❛♥❡
p✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ n

✭♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ str❛t✐❣r❛♣❤②✮✱ t❤❡② ❜❡❤❛✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡❧②
✐s♦tr♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❧❛✇ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✜✈❡ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✿ Ep✱
En✱ νp✱ νn ❛♥❞ G✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

Pr❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✢♦✇ r❛✐s❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥
❛♣♣❧②✐♥❣ r❡st♦r❛t✐♦♥ t♦ ❤✐❣❤❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛❧
♠❡s❤ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t♦ ❜♦t❤ ❢❛✉❧ts ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❜❡✲
❝❛✉s❡ s❤❛r♣ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢t❡♥ r❛✐s❡ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t② ✐ss✉❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜②
❉✉r❛♥❞✲❘✐❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪ ✉s✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝✐t ❤♦r✐③♦♥s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡s❤
❬❈❛✉♠♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❛✱ ❋r❛♥❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥♥♦t t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡
❛❝t✉❛❧ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ r♦❝❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ❡♥s✉r❡
t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛❧❧s ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❢r♦♠ ♣r❡s❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ❤❛s
❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ●✉③♦❢s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ▼♦r❡tt✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ✿ ✉s✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧ r❡st♦✲
r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡♠❡♥ts✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛❣❡s t♦ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞
✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r♦❝❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❦❡②
✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❀ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t♦ st✉❞② ❤♦✇ t❤❡
❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st②❧❡s✱ ✉s✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✽✹



✸✳✷ ❈❛s ❞✬ét✉❞❡ ✿ ❧❡ ❞❡❧t❛ ❞✉ ◆✐❣❡r

▲❛②❡r ❘❡st✳ ❚②♣❡
❊ ν

●
❊p ❊n νp νn

❆❦❛t❛ ❙❤❛❧❡s ✶✱ ✷✱ ✸ ■s♦tr♦♣✐❝ 1.4 · 109 ✵✳✹ 0.5 · 109

❆❣❜❛❞❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥
✶✱ ✸ ■s♦tr♦♣✐❝ 1.4 · 1010 ✵✳✸ 5.3 · 109

✷ ❚r❛♥s✈❡rs❡ 1.1 · 1010 7.3 · 109 ✵✳✸ ✵✳✸✸ 4.4 · 109

❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ✕ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛ss✐❣♥❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ ❆❦❛t❛ ❛♥❞ ❆❣❜❛❞❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥s ✭✶ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t ✇✐t❤ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✷ ✉s❡s tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❛♥❞
✸ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t✱ ✇✐t❤ s❧✐♣♣✐♥❣ ❜❡❞s✮✳

✸✳✷✳✹ ❋♦r❡t❤r✉st ❛r❡❛ r❡st♦r❛t✐♦♥

❘❡st♦r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

■♥ ♦r❞❡r ♥♦t t♦ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝❛❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✿ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✜①❡❞ ❛❧♦♥❣ x✱ y ❛♥❞ z ❛①✐s ❀
❛❧❧ s✐❞❡✇❛❧❧s ❛r❡ ❧❡❢t ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♠♦st ❤♦r✐③♦♥ ✐s r❡st♦r❡❞ t♦ ❛ 1◦ ❞✐♣♣✐♥❣
❞❛t✉♠✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ s❧♦♣❡✳ ❈♦♥t❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❡t ♦♥ ❢❛✉❧t
s✉r❢❛❝❡s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡② s❧✐❞❡✱ t❤❡ ♠❛st❡r ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢❛✉❧t ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❢♦♦t✇❛❧❧✳

■♥ ●✉③♦❢s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✱ ❛ st✉❞② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡r❢♦r✲
♠❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❛ ✢❡①✉r❛❧ s❧✐♣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st②❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♠♦♥❣
s❡✈❡r❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✢❡①✉r❛❧ s❧✐♣ ❜❡st r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ tr❛♥s✈❡rs❡❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ str❛t✐❣r❛♣❤②
t♦ ♠✐♠✐❝ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s❧✐♣ s✉r❢❛❝❡s ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ✉s❡ ❙❛❧❛♠♦♥
❬✶✾✻✽❪✬s ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ r✐❣✐❞ ♠❛t❡r✐❛❧✱
✐♥t❡r❜❡❞❞❡❞ ✇✐t❤ s❤❛❧❡s✱ ✇✐t❤ ❛ r❛t✐♦ Vshale/Vtotal = 10%✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t
✐♥❢♦r♠s ✉s t❤❛t t❤❡ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ ❛ ✇❡❛❦❡r s❤❛❧❡ ❧❛②❡r✳ ❲❡ ❦❡❡♣ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛♥❞ s❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳

■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤r❡❡ r❡st♦r❛t✐♦♥s✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s❤❛❧❡ ❧❛②❡r ❛s
❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✿ E = 1.4●P❛ ❛♥❞ ν = 0.40✱ ❛♥❞ t❤❡
❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ♣r❡✲❣r♦✇t❤ ❜❡✐♥❣ ✜❧❧❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ ✿

✶✳ ❆♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ r✐❣✐❞ r♦❝❦✱ ✇✐t❤ E = 14●P❛ ❛♥❞ ν = 0.30

✷✳ ❚❤❡ ♥❡✇ tr❛♥s✈❡rs❡❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✿ Ep = 11.4●P❛✱ En = 7.3●P❛✱ νp = 0.30✱
νn = 0.33 ❛♥❞ G = 4.4●P❛✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❧❛♥❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ str❛t✐❣r❛♣❤②✳

✸✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ s❧✐♣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ t♦ r❡✲
♣r❡s❡♥t ✢❡①✉r❛❧ s❧✐♣✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝r❡❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇❛s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡
❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛s ❢♦r t❤❡ ✜rst r✉♥✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✹ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss✐❣♥❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ r❡st♦r❛t✐♦♥s✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡st♦r❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ r❡st♦r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦r❡t❤r✉st
♠♦❞❡❧ ♦♥ ❛ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✭❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✶✺✮✳ ❆❧❧ ♠♦❞❡❧s s❤♦✇ ♠♦r❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❞✉❝t✐❧❡ ❆❦❛t❛ ❧❛②❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❧❛②❡rs✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs✱ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✸
✭✉s✐♥❣ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✮ s❤♦✇s ❧❡ss ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♠♦t✐♦♥ t❤❛♥ r❡st♦r❛t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷ ✭✉s✐♥❣

✽✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛

ré❛❧✐té ❣é♦❧♦❣✐q✉❡
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✸✳✷ ❈❛s ❞✬ét✉❞❡ ✿ ❧❡ ❞❡❧t❛ ❞✉ ◆✐❣❡r

✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
s❧✐♣ s✉r❢❛❝❡s✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣❡❛rs ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ✢❡①✉r❛❧ s❧✐♣ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤❡r❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s
♣❧❛♥❡ str❛✐♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✸ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✷ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐❧❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛♥❞ str❡t❝❤ ✭❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ❡✐❣❡♥✲✈❛❧✉❡ λ1 ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r✮ t❤❛♥ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✶✳
❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s♠♦♦t❤❡r ✐♥ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✸ t❤❛♥ ✐♥ r❡st♦r❛t✐♦♥
✷✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❧✐♣ s✉r❢❛❝❡s ❧♦❝❛❧✐③❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ❞✐❧❛t✐♦♥
❛♥❞ λ1 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❛t r❡st♦r❛t✐♦♥ ✸ ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ✢❡①✉r❛❧ s❧✐♣✳

✸✳✷✳✺ ❇❛❝❦t❤r✉st ❛r❡❛ r❡st♦r❛t✐♦♥

❘❡st♦r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

■♥ t❡r♠s ♦❢ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❤❡♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✸✳✹ ❢♦r r❡st♦r❛t✐♦♥ ✶✱ ✉s✐♥❣ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

❚✇♦ r❡st♦r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿

✶✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ✐s ✜①❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛❧❧ ❛①❡s✱ t❤❡ t♦♣♠♦st ❤♦r✐③♦♥ ✐s s❡t t♦ ❛ 1◦ ❞✐♣♣✐♥❣ ❞❛t✉♠ ❛♥❞
t❤❡ ❢❛✉❧t s✐❞❡s ❛r❡ s❡t ✐♥ ❝♦♥t❛❝t✳

✷✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦rt❤♠♦st ✇❛❧❧✱ ✐♥♣✉t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦rs ❢r♦♠ t❤❡
r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡t❤r✉st ❛r❡ s❡t t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❛ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡st♦r❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦t❤r✉st ❛r❡❛✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦
s❡ts ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥
✈❡❝t♦rs tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r❡t❤r✉st ♠♦❞❡❧✱ s❤♦✇s ♠♦r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡
③♦♥❡ ✇❤❡r❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞ s❤❡❛r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♦❝❝✉r t❤❛♥ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✶✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s r❡st♦r❛t✐♦♥ ✷
♠♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣s t❤❛♥ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✶✳

✸✳✷✳✻ ▲❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥

❘❡st♦r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ✐s r❡st♦r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✜tt✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢♦r❡t❤r✉st ❛♥❞ ❜❛❝❦t❤r✉st ♠♦❞❡❧s✳ ❆ tr❛♥s✈❡rs❡❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧
✐s ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙♦✉t❤❡r♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ✉s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ ❢❛✉❧ts ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ◆♦rt❤❡r♥ ♣❛rt✳ ❆ ♠✐♥✐♠✉♠ s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ✉s❡❞✱ t❤❛t
✐s t♦ s❛② t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✜①❡❞✱ t❤❡ t♦♣♠♦st ❤♦r✐③♦♥ ✐s s❡t t♦ ❛ 1◦ ❞✐♣♣✐♥❣ ❞❛t✉♠
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢❛✉❧t s✉r❢❛❝❡s ✐s ❡♥s✉r❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ s❡tt✐♥❣s✱ t❤❡ t✇♦ ❣r♦✇t❤
❧❛②❡rs ❛r❡ r❡st♦r❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✳

❘❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡s ✸✳✷✶ ❛♥❞ ✸✳✷✷ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs✱ ❞✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❡t❝❤ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ✜rst st❡♣s ♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥
❛s t❤❡ ❢♦r❡t❤r✉st ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦t❤r✉st ♠♦❞❡❧s ✭❋✐❣✳✸✳✶✾ ❛♥❞ ✸✳✷✵✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸ s❤♦✇s t❤❡
r❡st♦r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ t✇♦ r❡st♦r❛t✐♦♥ st❛❣❡s✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ str❡t❝❤✱ t❤❡
❆❦❛t❛ s❤❛❧❡s s❤♦✇ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡✐r ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ r❤❡♦❧♦❣②✳

✽✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛

ré❛❧✐té ❣é♦❧♦❣✐q✉❡

Dilation
-0.1 0 0.1

Strain tensor λ1
-0.12 0 0.12

Dilation
-0.1 0 0.1

Strain tensor λ1
-0.12 0 0.12

200-20-40
Meters normal to the section

500m

Vector scale 200-20-40
Meters normal to the section

500m

Vector scale

N N

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵ ✕ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦t❤r✉st ③♦♥❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ ❛ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥
✭❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✶✻✮✱ ✉s✐♥❣ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✸✳✷✳✺✳
❚❤r❡❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✿ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs✱ ♣❛✐♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t ♦❢ ♣❧❛♥❡ ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡
❞✐❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❡✐❣❡♥ ✈❛❧✉❡ λ1 ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ✭♠❛①✐♠✉♠ str❡t❝❤✮✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡s ❝♦♥t♦✉r t❤❡ s✉♣♣♦s❡❞ s❤❡❛r ③♦♥❡✳

✽✽



✸✳✷ ❈❛s ❞✬ét✉❞❡ ✿ ❧❡ ❞❡❧t❛ ❞✉ ◆✐❣❡r

0-50-100-150
Meters normal to the section

500m
Vector scale

Dilation
-0.1 0 0.1

Strain tensor λ1
-0.12 0 0.12

A

C

B

S

S

S

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶ ✕ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡✱ ♦♥ ❛ ◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ ❝r♦ss✲
s❡❝t✐♦♥✳ ❆ s❤♦✇s t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ♣❛✐♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♠♦t✐♦♥✱ ❇ s❤♦✇s t❤❡
r❡tr♦✲❞✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ str❡t❝❤✳

✽✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛

ré❛❧✐té ❣é♦❧♦❣✐q✉❡

Dilation
-0.1 0 0.1

Strain tensor λ1
-0.12 0 0.12

0-50-100-150
Meters normal to the section

500m
Vector scale

A

C

B

S

S

S

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷ ✕ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡✱ ♦♥ ❛
◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✳ ❆ s❤♦✇s t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ♣❛✐♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡
♠♦t✐♦♥✱ ❇ s❤♦✇s t❤❡ r❡tr♦✲❞✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ str❡t❝❤✳

S

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸ ✕ ❘❡st♦r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
str✉❝t✉r❡✱ ♦♥ ❛ ◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✳

✾✵



✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ r❡st♦r❛t✐♦♥
st❡♣s ✿

✕ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❞✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ str❡t❝❤ ❛r❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞✳ ❚❤❡ ✜rst r❡st♦r❛t✐♦♥ st❡♣ ♥❡❛r❧② r❡st♦r❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✇t❤ ❤♦r✐③♦♥ ✿ ❞✐❧❛t✐♦♥
❛♥❞ str❡t❝❤ ❛r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ str❛t❛ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ s❧✐❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢❛✉❧t s✉r❢❛❝❡s ✐s ❛❧s♦ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✭✷✺✵♠
♦♥ t❤❡ ❢♦r❡t❤r✉st✱ ✸✵✵♠ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦t❤r✉st ❢♦r t❤❡ ✜rst st❡♣ ❀ ❛❜♦✉t ✷✵✵♠ ❢♦r ❜♦t❤
❢❛✉❧ts ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✮✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ s❧✐♣ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♦❜❧✐q✉❡ t♦
t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✳

✕ ❚❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦t❤r✉st ❛r❡❛ ✐s ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r❡t❤r✉st ③♦♥❡✱ ❢♦r
❜♦t❤ r❡st♦r❛t✐♦♥ st❡♣s✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❛❧s♦ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦t❤r✉st
s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥t✐❝❧✐♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦t❤✉st ✐s r❡st♦r❡❞ ❛❢t❡r t❤❡s❡
t✇♦ r❡st♦r❛t✐♦♥ st❡♣s✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ②♦✉♥❣❡st ❣r♦✇t❤ str❛t❛ t❤❛t ♦✈❡r❧✐❡ t❤❡ ◆✐❣❡r ❞❡❧t❛ t♦❡
str✉❝t✉r❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢❛✉❧t t✐♠✐♥❣ ✿ ❛❢t❡r t❤❡ t✇♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞
r❡st♦r❛t✐♦♥ st❡♣s✱ t❤❡ ❛♥t✐❝❧✐♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦t❤✉st ✐s r❡st♦r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ st❛❣❡s
♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥ s❤♦✇ ♠♦r❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦t❤r✉st ❛r❡❛ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡t❤r✉st ❛r❡❛✳
❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❜❛❝❦t❤r✉st ✇❛s ♠♦r❡ ❛❝t✐✈❡ ❛t t❤❛t t✐♠❡ t❤❛♥ t❤❡ ❢♦r❡t❤r✉st✳
❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢❛✉❧t ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s ✇✐t❤ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤
str❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❜❛❝❦t❤r✉st ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② r❡st♦r❡❞ ✿ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
♦❢ t❤✐s ❛r❡❛ ✇♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦t❤r✉st t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✐ts ❢✉❧❧
r❡st♦r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❣r♦✇t❤ str❛t❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✈❛r② ✇❤❡♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

✸❉ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r ❢♦❧❞
❛♥❞ t❤r✉st ❜❡❧t ♦❢ t❤❡ ◆✐❣❡r ❞❡❧t❛ ❜❛s✐♥✱ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r❡❞ ✐♥ t❤✐s ③♦♥❡✳ ❚❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡t❤r✉st ③♦♥❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡✲
❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❢♦r ✢❡①✉r❛❧ s❧✐♣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st②❧❡✳ ❚❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦t❤r✉st ③♦♥❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ t♦
♠♦❞❡❧ s❤❡❛r✳ ❚❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ②♦✉♥❣❡st ❣r♦✇t❤ str❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡
❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❧❛✇s✳ ❚❤❡s❡
r❡st♦r❛t✐♦♥s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❜❛❝❦t❤✉st ✇❛s ♣r♦❜❛❜❧② ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s ✇✐t❤ ❣r♦✇t❤
❞❡♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦r❡t❤r✉st ❛❝t✐✈✐t②✳

✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥✈❡st✐❣✉é ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ♠✐s ❡♥ ❥❡✉ ❧♦rs ❞❡ ❧❛
r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ✸❉✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❞❡s ét✉❞❡s ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♦♥t été ♠❡♥é❡s✱ ❛✜♥
❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s

✾✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛

ré❛❧✐té ❣é♦❧♦❣✐q✉❡

✈❡❝t❡✉rs ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ✉♥ ❝❛s s②♥t❤é✲
t✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t
❧❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❜❛♥❝ s✉r ❜❛♥❝✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ✉♥ ❜❛ss✐♥ ♣étr♦❧✐❡r ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐t✉é ❞❛♥s ❧❛
③♦♥❡ ❡①t❡r♥❡ ❞✉ ❞❡❧t❛ ❞✉ ◆✐❣❡r ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s q✉❛♥t
à ❧❛ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s été
♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ✈♦✉❞r❛✐t ♠✐❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡s
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥❡s✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥
❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♥♦♥✲♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❞✬✐♥té❣r❡r
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✐s♦st❛t✐q✉❡ ❡♥ ✸❉ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✳

✾✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❈♦✉♣❧❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ à ❧❛
r❡st❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ♠✐❡✉①

❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❜❛ss✐♥s
sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s✳

❙♦♠♠❛✐r❡

✹✳✶ ❉❡❝♦♠♣❛❝t✐♥❣ str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ♣✐❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✹✳✶✳✶ Pr❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✹✳✶✳✷ ❉❡❝♦♠♣❛❝t✐♥❣ ✇❡❧❧ ❧♦❣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✹✳✷ ❱♦❧✉♠❡tr✐❝ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✿ ❛ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✹✳✷✳✶ ❈❧❛ss✐❝❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✈s✳ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✹✳✷✳✷ P❡r❢♦r♠✐♥❣ ✸❉ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✹✳✷✳✸ ❘❡st♦r✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝✐t str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ♣✐❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✹✳✸ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✸❉ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✹✳✸✳✶ ▼❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✹✳✸✳✷ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❣r♦✇t❤ ❢♦❧❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ s❛♥❞✲r✐❝❤ r❡s❡r✈♦✐r ✿ t❤❡ ❆♥♥♦t s❛♥❞st♦♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✹✳✹✳✶ ❆ s②♥❝❧✐♥❛❧ r❡♠♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❚❡rt✐❛r② ❛❧♣✐♥❡ ❢♦r❡❧❛♥❞ ❜❛s✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✹✳✹✳✷ ■♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✹✳✹✳✸ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

▲❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❜❛ss✐♥ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ s✉❜s✐❞❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❞❡s
❝♦✉❝❤❡s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❉❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❛✜♥ ❞❡
♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐s♦st❛t✐q✉❡✱ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ t♦✲
t❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ é❧❛st♦✲♣❧❛st✐q✉❡✱
q✉✐ t❡♥t❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ♣❧✉s ✜❞è❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❧♦rs
❞✬ét✉❞❡s ❞❡ ❜❛ss✐♥✱ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❞é❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ❡t ❧✬❡♥❢♦✉✐ss❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r
❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ à ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❞❡ sé❞✐♠❡♥ts ♥♦r✲
♠❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝tés✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ♣❧✐s s②♥sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ é❧❛st♦✲♣❧❛st✐q✉❡
♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♣❡✉ ❝♦♥tr❛✐♥ts ❛✉ st❛❞❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ à ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✐s♦st❛t✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐
♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❡♥ ✸❉ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❜❛ss✐♥ t✉r❜✐❞✐t✐q✉❡ ❞✬❆♥♥♦t ✭❙❊ ❞❡ ❧❛ ❋r❛♥❝❡✮✱



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦✉♣❧❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ à ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ♠✐❡✉①

❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❜❛ss✐♥s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s✳

❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s t✉r❜✐❞✐t✐q✉❡s r✐❝❤❡s ❡♥ s❛❜❧❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞✐s❝✉t❡r ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❞é✲
❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞✬✉♥ ❜❛ss✐♥ sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡✳
❈❡❝✐ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❡st ❡♥ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❥♦✉r♥❛❧ ▼❛r✐♥❡ ❛♥❞ P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦✲

❧♦❣②✳

✾✹



❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

s②♥s❡❞✐♠❡♥t❛r② ❢♦❧❞s ✿ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✸❉ s❡q✉❡♥t✐❛❧

r❡st♦r❛t✐♦♥

❆rt✐❝❧❡ t♦ ❜❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ▼❛r✐♥❡ ✫ P❡tr♦❧❡✉♠

●❡♦❧♦❣②

✾✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦✉♣❧❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ à ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ♠✐❡✉①

❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❜❛ss✐♥s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s✳

❆❜str❛❝t

❇❛s✐♥ st✉❞✐❡s ❝❛❧❧ ❢♦r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✉❜s✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t❛r② ✉♥✐ts✳ ❚✇♦
♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✿ t❤❡ ✐s♦st❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞✱ ❛ss✉✲
♠✐♥❣ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣t❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱
✇❤✐❝❤ tr✐❡s t♦ ♠♦❞❡❧ ♠♦r❡ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❢♦r ❜❛s✐♥ st✉❞✐❡s✱
❜❛❧❛♥❝❡❞ str✉❝t✉r❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦ ❛ss❡ss ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✉r✐❛❧ ❤✐st♦r②✱
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ❜② s②♥t❡❝t♦♥✐❝ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡
❝♦♠❜✐♥❡ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✸❉ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ r❡st♦r❛t✐♦♥ r❡✲
s✉❧ts ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧❧② ❝♦♠♣❛❝t❡❞ s❡❞✐♠❡♥ts
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s②♥s❡❞✐♠❡♥t❛r② ❢♦❧❞s✳ ❊❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❝❛❧❧s ❢♦r ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ♣♦♦r❧② ❦♥♦✇♥ ❛t t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧
r❡st♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐s♦st❛t✐❝ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛ ✸❉ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❛t ❡❛❝❤ r❡st♦r❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ s❛♥❞✲r✐❝❤
t✉r❜✐❞✐t✐❝ r❡s❡r✈♦✐r ❛♥❛❧♦❣ ♦❢ ❆♥♥♦t ✭❙❊ ❋r❛♥❝❡✮ t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❜❛s✐♥ ❤✐st♦r②✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙✉❜s✐❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ s❡❞✐♠❡♥t❛r②
❜❛s✐♥s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❬❙❝❧❛t❡r ❛♥❞ ❈❤r✐st✐❡✱ ✶✾✽✵✱ ▼❛✐❧❧❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✱ ●✉t✐❡rr❡③ ❛♥❞
❲❛♥❣❡♥✱ ✷✵✵✺✱ ❍ö❧③❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❙❡❞✐♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❛✛❡❝ts ♣❡tr♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✐♥ ❛ s❡❞✐♠❡♥t❛r② ❜❛s✐♥✱ s✉❝❤ ❛s ♣r❡ss✉r❡✱ ♣♦r♦s✐t② ❛♥❞ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❛✛❡❝t
t❤❡ ❜❛s✐♥ ❤✐st♦r② ✐ts❡❧❢ ✿ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ s❛❧t ❞✐❛♣✐r✐s♠ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❡❝t♦♥✐❝
❡✈❡♥ts ❬▼❛✐❧❧❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✐♥
❜❛s✐♥s ❛♥❛❧②s✐s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ♠❛✐♥
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✿ t❤❡ ✐s♦st❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣t❤✱ ❛♥❞ r♦❝❦
t②♣❡s ❬❲❡❧❧❡r✱ ✶✾✺✾✱ ▼❛❣❛r❛✱ ✶✾✼✻✱ ▼❝❑❡♥③✐❡✱ ✶✾✼✽✱ ❙❝❧❛t❡r ❛♥❞ ❈❤r✐st✐❡✱ ✶✾✽✵✱ ❙❝❤♠♦❦❡r
❛♥❞ ❍❛❧❧❡②✱ ✶✾✽✷✱ ▲❡r❝❤❡✱ ✶✾✾✵❛✱ ●✉t✐❡rr❡③ ❛♥❞ ❲❛♥❣❡♥✱ ✷✵✵✺❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝
❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❙❝❤♥❡✐❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ♠♦r❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦
❝♦♥str❛✐♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ✸❉✱ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ r❡❧❛t❡ t♦ t❡❝t♦♥✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ str✉❝t✉r❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡① ❛r❡❛s✳ ❙②♥t❡❝t♦♥✐❝ ❞❡♣♦s✐ts ❛r❡ ❦❡② t♦
❛ss❡ss t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛s✐♥ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✱ ❤❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t♦ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐♥ ✸❉
t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❜❛s✐♥ ❜✉r✐❛❧ ❤✐st♦r②✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥t❡①t ♦❢ s②♥s❡✲
❞✐♠❡♥t❛r② ❢♦❧❞s✱ ✇❤❡r❡ s②♥t❡❝t♦♥✐❝ str❛t❛ ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② ♦❢
str✉❝t✉r❡s✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳✹✳✶✳ ❋♦r t❤✐s✱ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ r❡st♦✲
r❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❈❛r❡ ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❛♣♣❧② ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ s♦ t❤❛t ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ ❢❛✉❧ts✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❆♥♥♦t ❙❛♥❞st♦♥❡ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❆♥♥♦t ❣r♦✇t❤ s②♥❝❧✐♥❡ ✭❙❊ ❋r❛♥❝❡✮ ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦st❛t✐❝ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤✐st♦r② ❞✉r✐♥❣ ❜❛❝❦str✐♣♣✐♥❣✳

■♥ str✉❝t✉r❛❧ ❣❡♦❧♦❣②✱ ❜❛❧❛♥❝❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t r❡tr♦✲❞❡❢♦r♠✐♥❣ s❡❞✐♠❡♥t❛r②
❧❛②❡rs ❜❛❝❦ t♦ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❛t✉♠ ♦r ❛ ❦♥♦✇♥ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥❛❧ st❛t❡✱ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦♦❧
❬❈❤❛♠❜❡r❧✐♥✱ ✶✾✶✵✱ ❉❛❤❧str♦♠✱ ✶✾✻✾✱ ●r♦s❤♦♥❣✱ ✶✾✾✾❪✳ ■♥ ✸❉✱ r❡❝❡♥t ❛✉t❤♦rs ❬▼✉r♦♥✱ ✷✵✵✺✱

✾✻



✹✳✶ ❉❡❝♦♠♣❛❝t✐♥❣ str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ♣✐❧❡s

Assign φ0
and c per layer

Restore top

  (Sect. 2)

Decompact

  (Sect. 3)

Remove uppermost 

          layer 

For each layer

0 0.5
φ

Initial model

Update φ

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❋❧♦✇❝❤❛rt ♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ s②♥s❡❞✐♠❡♥t❛r②
❛♥t✐❝❧✐♥❡ ✭✷ ❧❛②❡rs✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✱ t❤❡ ♣♦r♦s✐t② ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛②❡r✬s ❧✐t❤♦❧♦❣②
❛♥❞ ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ ❞❡♣t❤✱ ❜❡❢♦r❡ r❡st♦r✐♥❣ t❤❡ t♦♣♠♦st ❧❛②❡r ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ❧❛②❡r ✐s r❡♠♦✈❡❞✱ t❤❡ ♣♦r♦s✐t② φ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇
❞❡♣t❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t ❧❛②❡r✳ ❆❧❧ ❧❛②❡rs ♠✉st ❤❛✈❡ ❛♥ ❛ss✐❣♥❡❞
❛❝t✉❛❧ ♣♦r♦s✐t②✳

▼❛❡rt❡♥ ❛♥❞ ▼❛❡rt❡♥✱ ✷✵✵✻✱ ▼♦r❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ❉✉r❛♥❞✲❘✐❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❞❡✈❡❧♦♣ s❡q✉❡♥✲
t✐❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
❝♦♥t❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r♦❝❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❧❛✇s✳ P❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡✐t❤❡r ♦♥ ✏❝❧❛ss✐❝❛❧✑ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤❡s ❬▼✉r♦♥✱
✷✵✵✺✱ ▼❛❡rt❡♥ ❛♥❞ ▼❛❡rt❡♥✱ ✷✵✵✻✱ ▼♦r❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ❝♦♥❢♦r♠❛❜❧❡ t♦
❜♦t❤ ❤♦r✐③♦♥s ❛♥❞ ❢❛✉❧ts✱ ♦r ♦♥ ✏✐♠♣❧✐❝✐t✑ str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ♠♦❞❡❧s ❬❉✉r❛♥❞✲❘✐❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ❝♦♥❢♦r♠❛❜❧❡ ♦♥❧② t♦ ❢❛✉❧ts ❬❈❛✉♠♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❛✱ ❋r❛♥❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ■♥
❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣t❤ ❝❤❛♥❣❡s ❞✉r✐♥❣ ❜❛s✐♥ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❤✐st♦r②✳

✹✳✶ ❉❡❝♦♠♣❛❝t✐♥❣ str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ♣✐❧❡s

✹✳✶✳✶ Pr❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❚❤❡ ✐s♦st❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ✜rst ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❆t❤② ❬✶✾✸✵❪✱ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡❞
❜② s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ❬❲❡❧❧❡r✱ ✶✾✺✾✱ ▼❛❣❛r❛✱ ✶✾✼✻✱ ❙❝❧❛t❡r ❛♥❞ ❈❤r✐st✐❡✱ ✶✾✽✵✱ ❙❝❤♠♦❦❡r ❛♥❞
❍❛❧❧❡②✱ ✶✾✽✷✱ ▲❡r❝❤❡✱ ✶✾✾✵❛✱ ●✉t✐❡rr❡③ ❛♥❞ ❲❛♥❣❡♥✱ ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡s❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐s♦st❛t✐❝ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♥♦r♠❛❧❧② ♣r❡ss✉r❡❞ s❡❞✐♠❡♥ts ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ♣♦r♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✿

φ = φ0.❡①♣(−cZ) ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ φ ✐s t❤❡ ♣♦r♦s✐t② ❛t ❛♥② ❞❡♣t❤ Z✱ φ0 ✐s t❤❡ ♣♦r♦s✐t② ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ c

❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❧✐t❤♦❧♦❣② ✭❋✐❣✳✹✳✷✮✳
❚❤✐s ✐s♦st❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❧♦❛❞✲r❡s♣♦♥s❡ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❤❛s ❜❡❡♥

❝♦♥st❛♥t t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s♦❧✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❞✐s✲

✾✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦✉♣❧❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ à ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ♠✐❡✉①

❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❜❛ss✐♥s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s✳

1000

2000

3000

6000

7000

5000

4000

1 5 10 50 100

1 5 10 50 100

S1

S2

S3

S4

  Sd1

  Sd2

Porosity (%)

Z(m)

C

Z(ft)

4000

8000

12000

20000

16000

24000

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t✲❞❛② ♣♦r♦s✐t② ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❜✉r✐❛❧ ❞❡♣t❤
✭❩✮ ❢♦r ❝❤❛❧❦✱ s❛♥❞st♦♥❡s ❛♥❞ s❤❛❧❡s✱ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ s♦✉r❝❡s ✿ ❈ ✿ ❈❤❛❧❦ ❬❙❝❧❛t❡r ❛♥❞
❈❤r✐st✐❡✱ ✶✾✽✵❪ ❀ ❙ ✿ ❙❤❛❧❡s ✇✐t❤ ✶ ✿ ❆t❤② ❬✶✾✸✵❪✱ ✷ ✿ ❍❡❞❜❡r❢ ❬✶✾✸✻❪✱ ✸ ✿ ❙❝❧❛t❡r ❛♥❞ ❈❤r✐st✐❡
❬✶✾✽✵❪✱ ❛♥❞ ✹ ✿ ❉✐❝❦✐♥s♦♥ ❬✶✾✺✸❪ ❀ ❙❞ ✿ ❙❛♥❞st♦♥❡s ✇✐t❤ ✶ ✿ ❙❝❧❛t❡r ❛♥❞ ❈❤r✐st✐❡ ❬✶✾✽✵❪ ❛♥❞
✷ ✿ ❆t✇❛t❡r ❛♥❞ ▼✐❧❧❡r ❬✶✾✻✺❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t s❤❛❧❡s ❝♦♠♣❛❝t ❡❛r❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s❛♥❞st♦♥❡s✳

❝✉ss❡❞ ✐♥ ❆❧❧❡♥ ❛♥❞ ❆❧❧❡♥ ❬✷✵✵✺❪✱ ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❛r❡❧② ♦❝❝✉r✳ ▼❛♥②
❢❛❝t♦rs ♠❛② ❛✛❡❝t t❤✐s ♣♦r♦s✐t②✲❞❡♣t❤ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ s✉❝❤ ❛s ❣r♦ss ❧✐t❤♦❧♦❣②✱ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢❛✲
❝✐❡s✱ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❣r❛✐♥s✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ t✐♠❡✳ ❊r♦s✐♦♥✱ t❡❝t♦♥✐❝s✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛✛❡❝t ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❬▼❛❦❤♦✉s✱ ✷✵✵✶❪✳ ❱❛r✐♦✉s ❛✉t❤♦rs
❬❲❡❧❧❡r✱ ✶✾✺✾✱ ❙❝❧❛t❡r ❛♥❞ ❈❤r✐st✐❡✱ ✶✾✽✵✱ ❙❝❤♠♦❦❡r ❛♥❞ ●❛✉t✐❡r✱ ✶✾✽✾✱ ▲❡r❝❤❡✱ ✶✾✾✵❜✱ ❍ö❧③❡❧
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣♦r♦s✐t②✲❞❡♣t❤ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥
❛ s✐♠✐❧❛r ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♣♦r♦s✐t② ❞❡str✉❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡ str❡ss❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞
❞✉r✐♥❣ ❜✉r✐❛❧✳

❚❤❡ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡tt❡r ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡
❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡✳ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✻❪
❡①♣r❡ss ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ✜✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛❜♦✉t t✇❡♥t②
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t✐♠❡ t✱ ♣♦r♦s✐t② φ✱ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② k✱ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s V ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞
s♦❧✐❞✱ ♣♦r❡ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ q✱ ❧✐t❤♦st❛t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ P ✱ str❡ss σ✱ ❣r❛✈✐t② g✱ r♦❝❦ ❞❡♥s✐t② ρ✱ ❛♥❞
✈✐s❝♦s✐t② µ✳

▼✐♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦r ❤❡❛t ✢♦✇ ♠❛② ❛✛❡❝t ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s
❜✐❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❬▼❛❣❛r❛✱ ✶✾✽✵✱ ❋♦✇❧❡r ❛♥❞ ◆♦♦♥✱ ✶✾✾✾✱ ▼❛❦❤♦✉s✱ ✷✵✵✶✱ ❙✉❡t♥♦✈❛✱ ✷✵✵✼❪✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❞❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s ♣♦r❡ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝✐t②✱ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t
r❡s✉❧ts t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
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✹✳✶ ❉❡❝♦♠♣❛❝t✐♥❣ str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ♣✐❧❡s

1

2

3

1

1

2

3

1

2

Z1

Z2

Z1

Z2
'

'
a b c d

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❈♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ st❛❣❡s ✐♥ ❛ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✿ ❛ ✐s t❤❡ ✜♥❛❧
str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ❝♦❧✉♠♥ ❀ ❛♥❞ ❜✱ ❝ ❛♥❞ ❞ ❛r❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ❛❢t❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜ ✿ r❡♠♦✈✐♥❣ ✭✷✮
❛♥❞ ✭✸✮ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♥❣ ✭✶✮ ❀ ❝ ✿ ❛❞❞✐♥❣ ✭✷✮ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♠♣❛❝t✐♥❣ ✭✶✮ ❀ ❞ ✿ ❛❞❞✐♥❣ ✭✸✮✱
♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♠♣❛❝t✐♥❣ ✭✷✮ ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❝♦♠♣❛❝t✐♥❣ ✭✶✮✳ ❋r♦♠ ❆❧❧❡♥ ❛♥❞ ❆❧❧❡♥ ❬✷✵✵✺❪✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ✐s♦st❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r s✉r❢❛❝❡ ♣♦r♦s✐t② ✐s ❛ r❡q✉✐r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❆t t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ s✉r❢❛❝❡ ♣♦r♦s✐t② ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣♦♦r❧② ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐♥✱ ❜✉t ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦r ❛❝t✉❛❧ ♣♦r♦s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❜♦r❡❤♦❧❡s ❛♥❞ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞✳
■♥✐t✐❛❧ ♣♦r♦s✐t② ✐s t❤❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉♥✐t ❧✐t❤♦❧♦❣②✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛♣♣❧②✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✉r✐♥❣ ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ ❜❛s✐♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❛s✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♣♦♦r❧②
❝♦♥str❛✐♥❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛t t❤❡ ❜❛s✐♥ s❝❛❧❡✱ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ❛♥❞ ✐s♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧s ❧❡❛❞ t♦ s✐♠✐❧❛r
r❡s✉❧ts ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✻❪✳

✹✳✶✳✷ ❉❡❝♦♠♣❛❝t✐♥❣ ✇❡❧❧ ❧♦❣s

▼♦st ❛✉t❤♦rs ❛♣♣❧② ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t♦ ✇❡❧❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②s❡ s✉❜s✐❞❡♥❝❡ ❤✐s✲
t♦r② ♦❢ ❛ ❜❛s✐♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ❛ s❡❞✐♠❡♥t ❧❛②❡r ❛t ❛♥② t✐♠❡ ✐♥
t❤❡ ♣❛st✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ ❧❛②❡r ✉♣ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣♦r♦s✐t②✲❞❡♣t❤ ❝✉r✈❡✳ ■♥ ♦t❤❡r
t❡r♠s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② r❡♠♦✈❡ ♦✈❡r❧②✐♥❣ s❡❞✐♠❡♥t ❧❛②❡rs✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧❛②❡r
♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❞❡❝♦♠♣❛❝t ✭❋✐❣✳✹✳✸✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦r♦s✐t②
❛♥❞ ❞❡♣t❤ ✭❊q✳✹✳✶✮✱ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ♦❢
t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t ❧❛②❡r ✉♣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣♦r♦s✐t②✲❞❡♣t❤ ❝✉r✈❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❆❧❧❡♥ ❛♥❞ ❆❧❧❡♥
❬✷✵✵✺❪ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

Z ′

2 − Z ′

1 = Z2 − Z1 −
φ0

c
(❡①♣(−cZ1)− ❡①♣(−cZ2)) +

φ0

c
(❡①♣(−cZ ′

1)− ❡①♣(−cZ ′

2)) ✭✹✳✷✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣♦r♦s✐t② ♦❢ t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t ❧❛②❡r ❛t ✐ts ♥❡✇ ❞❡♣t❤ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ✿

φ =
φ0

c

❡①♣(cZ ′

1)− ❡①♣(−cZ ′

2)

Z ′

2 − Z ′

1

✭✹✳✸✮

◆♦t✇✐t❤st❛♥❞✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡♣t❤✲♣♦r♦s✐t② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
❊q✳✹✳✷ ❛❧♦♥❣ ✇❡❧❧ ♣❛t❤s ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❤✐❣❤❧② ❜✐❛s❡❞ r❡s✉❧ts ❜❡❝❛✉s❡ t❡❝t♦♥✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
✇❡❧❧s ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ tr✉❡ ✸❉ ❛♥❛❧②s✐s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ r❡❝❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦♦❧s✱ s✉❜s✐❞❡♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡♣t❤ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡

✾✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦✉♣❧❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ à ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ♠✐❡✉①

❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❜❛ss✐♥s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s✳

❛ss❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬▼❡❝❦❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ❍ö❧③❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ t♦ s❛♠♣❧❡
t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s t❤✐❝❦♥❡ss ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱
✉♥❝♦♥❢♦r♠✐t✐❡s ♠❛② ❛✛❡❝t ❧❛②❡rs✳ ❲❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐s t❤✉s t♦ ✉s❡ t❤❡ ✸❉ s❡q✉❡♥t✐❛❧ r❡st♦✲
r❛t✐♦♥ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t ❢♦r ❛ tr✉❡ ✸❉ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❡r♦s✐♦♥❛❧ ❡✈❡♥ts ❛♥❞
t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳

✹✳✷ ❱♦❧✉♠❡tr✐❝ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✿ ❛ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

✹✳✷✳✶ ❈❧❛ss✐❝❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✈s✳ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♥❡s

❈r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s r❡st♦r❛t✐♦♥ ✇❛s ✜rst ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❜② ❈❤❛♠❜❡r❧✐♥ ❬✶✾✶✵❪✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞
❜② ❉❛❤❧str♦♠ ❬✶✾✻✾❪✱ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠❛♣s ❬❉❛❤❧str♦♠✱ ✶✾✻✾✱ ●✐❜❜s✱ ✶✾✽✸✱ ●r❛t✐❡r
❛♥❞ ●✉✐❧❧✐❡r✱ ✶✾✾✸✱ ❘♦✉❜②✱ ✶✾✾✹✱ ❘♦✉❜② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ r❡st♦r❡s s❡❞✐♠❡♥t❛r② ❧❛②❡r
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡✐r ♣r❡✲❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✉s✉❛❧❧② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ✢❛t ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❞❡♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣✉r❡❧② ❦✐♥❡♠❛t✐❝✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❧❡♥❣t❤ ♦r ❛r❡❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞♦ ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r r♦❝❦ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❧❛✇s✱ r❡❧❛t✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ str❡ss✱ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r
❝♦♥tr❛sts ✐♥ r♦❝❦ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s s✉❝❤
❛s ❢❛✉❧t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢♦❧❞s ♦r ❢❛✉❧t ❜❡♥❞ ❢♦❧❞s✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❛✐♥
✜❡❧❞s ✐s ♥♦t ❛❝❝✉r❛t❡✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡
❜❡tt❡r ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss ✜❡❧❞s ❬❉❡ ❙❛♥t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ▼✉r♦♥✱
✷✵✵✺✱ ▼❛❡rt❡♥ ❛♥❞ ▼❛❡rt❡♥✱ ✷✵✵✻✱ ▼♦r❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ▼♦r❡tt✐✱ ✷✵✵✽✱ ❉✉r❛♥❞✲❘✐❛r❞ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✵❪✳

✹✳✷✳✷ P❡r❢♦r♠✐♥❣ ✸❉ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥

❚♦ ♣❡r❢♦r♠ ✸❉ r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❧❛✇ ✐s ✜rst ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✿ ❝♦♠♠♦♥❧②✱ ✐t
✐s ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❍♦♦❦❡❛♥ ♦r ◆❡♦✲❍♦♦❦❡❛♥ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇✳ ❚❤❡♥✱ ✐s♦tr♦♣✐❝ r♦❝❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✳ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡
❡❧❡✈❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦♣♠♦st ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ✜①❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❜♦❞②
r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈♦♥t❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❡t t♦ ❡♥s✉r❡
t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❣❛♣s ♥♦r ♦✈❡r❧❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛✉❧ts ❜❧♦❝❦s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥✳ ▲❛st❧②✱
t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❧❡ r❡s♣❡❝t✐♥❣ ❜♦✉♥✲
❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦♥♦r✐♥❣ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ♠❛ss
♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❘❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱
❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡tr♦✲❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦r✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ r❡tr♦✲str❛✐♥ ❛♥❞
r❡tr♦✲❞✐❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ❞❡❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✱ str❛✐♥ ❛♥❞ ❞✐❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ r❡tr♦✲❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡tr♦✲str❛✐♥
❛♥❞ r❡tr♦✲❞✐❧❛t✐♦♥✳

✹✳✷✳✸ ❘❡st♦r✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝✐t str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ♣✐❧❡s

❚❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤❡s ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t♦ ❜♦t❤
❤♦r✐③♦♥s ❛♥❞ ❢❛✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❀ t❤✐s ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠❡s❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♠✲
♣❧❡① str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣✐♥❝❤✲♦✉t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛
✐♥❝r❡❛s❡s ❛ ❧♦t ❛♥❞ t❤❡✐r q✉❛❧✐t② ✐s ♥♦t ❡♥s✉r❡❞✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡✱ ❉✉r❛♥❞✲❘✐❛r❞ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✵❪ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡r❡ ❤♦r✐③♦♥s ❛r❡

✶✵✵



✹✳✸ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✸❉ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥

?A B

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❆ ✿ ❯s✐♥❣ str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ✉♣♣❡r s✉r❢❛❝❡s✱
❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❧✐t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦❧✉♠♥ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❢❛✉❧t ❀
❇ ✿ ❯s✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♣s✱ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✳

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s❝❛❧❛r ♣r♦♣❡rt② ✐s♦✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❬❋r❛♥❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❋♦r
t❤❛t✱ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❛♥❞ ❛♥
✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ t❡tr❛❤❡❞r❛✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ✉♥❝♦♥❢♦r♠✐t✐❡s ✐♥ ❛ ✈❡r② ❡❛s② ✇❛②✱ ❛♥❞ ❡r♦❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧✳

✹✳✸ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✸❉ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥

✹✳✸✳✶ ▼❡t❤♦❞

P❡r❢♦r♠✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐♥ ❤✐st♦r②✱ ❜✉t✱ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✳
❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss
t❤❡ ❜❛s✐♥ ❤✐st♦r② ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇❛②✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❝❤❛♥❣❡s✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❛ ❜❛s❡ ❧❡✈❡❧✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t ❢♦r ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✳ ◆♦r♠❛❧❧②✱ t❤✐s ❜❛s❡
❧❡✈❡❧ ✐s t❛❦❡♥ ❛s ♠❡❛♥ s❡❛ ❧❡✈❡❧✱ ❜✉t ♠❛② ❜❡ r❡✲❡✈❛❧✉❛t❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♣❛❧❡♦✲❜❛t❤②♠❡tr✐❝
❛♥❞ ❡✉st❛t✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ✇❡ s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❡r♦❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡s ♠❛② ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❛♥❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❲❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ♠❡s❤✱ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ♥♦❞❡ ✿ t♦
❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❞❡♣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ t❤❡ t♦♣
♦❢ t❤❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛②❡r t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥t ❜❡❧♦♥❣s✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ st❛rt✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ②♦✉♥❣❡st r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❣♦✐♥❣ ❞♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♦❧❞❡r ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❧②✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤✐❧❡ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♥❣✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❢❛✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛r❡ ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡
❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✳✹✳✹✱ ♥♦❞❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❵✉♥❞❡r✬ t❤❡ ❢❛✉❧t ❛r❡ ❞❡❝♦♠✲
♣❛❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛✉❧t s✉r❢❛❝❡ ❛s r❡❣✐♦♥ t♦♣✱ ❛♥❞ t❤✉s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❢❛✉❧t
t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ❲❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✉❧ts ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❢❛✉❧ts ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜rst✱
♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧❧② t❤r♦✉❣❤t t❤❡ ❧❛②❡rs ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ r❡st♦r❡❞ s✉r❢❛❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦
❞❡❝♦♠♣❛❝t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳

❇❡s✐❞❡s✱ ❛s ✇❡ s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡r♦❞❡❞
✈♦❧✉♠❡s ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❢❛st ✿ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧❛②❡r ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❡✈❡♥ ✐❢✱ ❞✉❡ t♦
❛♥ ❡r♦s✐✈❡ ✉♥❝♦♥❢♦r♠✐t②✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳ ❉❡❝♦♠♣❛❝t✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝✐t str❛t✐❣r❛♣❤✐❝
♣✐❧❡s ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡s ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❞✐♠❡♥t❛r②
❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ✇❡❧❧ ❞❛t❛✳

✶✵✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦✉♣❧❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ à ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ♠✐❡✉①

❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❜❛ss✐♥s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s✳

0.5

Phi

Top horizon 

x

y
z

0

Layer 1

Layer 2

          Pin wall

Fixed x and y

0.25

N

1km

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ■♥✐t✐❛❧ s②♥t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ ♣♦r♦s✐t② ❛s ❛ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r ✜rst r❡st♦r❛t✐♦♥ ✿ ❛ ♣✐♥ ✇❛❧❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣ ❤♦r✐③♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡st♦r❡❞ t♦
❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ✭✢❛t ❞❛t✉♠✮✳

✹✳✸✳✷ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❣r♦✇t❤ ❢♦❧❞

❆ s②♥t❤❡t✐❝ ❣r♦✇t❤ ❢♦❧❞ ✭❋✐❣✳✹✳✺✮ ✐s r❡st♦r❡❞✱ t❤❡♥ ❞❡❝♦♠♣❛❝t❡❞✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ♦♥❧② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ✿ ❛ ✇❛❧❧ ✐s
✜①❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x ❛♥❞ y ❛①❡s✱ ❛♥❞ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ t♦♣♠♦st ❤♦r✐③♦♥✳
❋♦r t❤❡ ♣♦r♦s✐t②✱ t❤❡ ❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s s❤❛❧② s❛♥❞s ✭❧❛②❡r ✶✮ ❛♥❞ s❛♥❞st♦♥❡s
✭❧❛②❡r ✷✮✳

❆s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✳✹✳✻✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦
✈♦❧✉♠❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ r❡st♦r❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡ s❤♦✇ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✷✳✸✪
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ♦♥❧② ♠♦❞❡❧ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst r❡st♦r❛t✐♦♥ st❡♣✱ ❛♥❞ ♦❢ ✶✳✷✪ ❛❢t❡r t❤❡
s❡❝♦♥❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❲✐t❤ V0 t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r✱ ❛♥❞ Vi ✐ts ✈♦❧✉♠❡ ❛t ❛ ❧❛t❡r
t✐♠❡ i✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ r❛t❡ τ ♦❢ ❛ ❧❛②❡r ❛s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦ ✿

τ =
V0 − Vi

V0
✭✹✳✹✮

■t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✸❉ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❜✉r✐❛❧ ❞❡♣t❤
♦❢ ✶✵✵✵♠ ❢♦r t❤❡ t♦♣♠♦st ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳✻✪ ❢♦r t❤❡ s❤❛❧②
s❛♥❞ ❧❛②❡r✱ ❛♥❞ ✹✳✺✪ ❢♦r t❤❡ s❛♥❞st♦♥❡ ❧❛②❡r ✭❚❛❜❧❡ ✹✳✶✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
st❛♥❞❛r❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❬❙❝❧❛t❡r ❛♥❞ ❈❤r✐st✐❡✱ ✶✾✽✵✱ ▼❡❝❦❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❋♦r ❡❛❝❤
st❡♣ ♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ s✉♠♠❡❞ str❛✐♥ ❢r♦♠ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❧❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳✹✳✻✳ P❡r❢♦r♠✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞✐❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ✿ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❞✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
r✐❣❤t ❢♦r t❤❡ ❞❡❝♦♠♣❛❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ♦♥❧② ♠♦❞❡❧s✳ ■t ✐s t❤✉s
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s st❡♣ s❡♣❛r❛t❡❧② t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❤✐st♦r②✳

✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ s❛♥❞✲r✐❝❤ r❡s❡r✈♦✐r ✿ t❤❡ ❆♥♥♦t s❛♥❞st♦♥❡

✹✳✹✳✶ ❆ s②♥❝❧✐♥❛❧ r❡♠♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❚❡rt✐❛r② ❛❧♣✐♥❡ ❢♦r❡❧❛♥❞ ❜❛s✐♥

❚❤❡ ❆♥♥♦t ❙❛♥❞st♦♥❡ ✐s ❛ ✈❡r② ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❢♦r s❛♥❞✲r✐❝❤ ❞❡❡♣ ✇❛t❡r r❡s❡r✈♦✐rs✳
■t ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ♦✉t❧✐❡rs ♦❢ t❤❡ ❚❡rt✐❛r② ❢♦r❡❧❛♥❞ ❜❛s✐♥ ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡
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✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ s❛♥❞✲r✐❝❤ r❡s❡r✈♦✐r ✿ t❤❡ ❆♥♥♦t s❛♥❞st♦♥❡

Restoration only Restoration and decompaction

Step 1

Step 2

0-0.1-0.2 0.1 0.2
Dilation

#
 t

et
ra

s

0-0.1-0.2 0.1 0.2
Dilation

#
 t

et
ra

s

0-0.1-0.2 0.1 0.2
Dilation

#
 t

et
ra

s

0-0.1-0.2 0.1 0.2
Dilation

#
 t

et
ra

s

-0.25 0 0.25

Dilation

-0.25 0 0.25

Dilation

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡st♦r❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ r❡st♦r❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❛❧❧
♣❛✐♥t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞✐❧❛t✐♦♥✳ ❉❡❝♦♠♣❛❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✭❘✮
❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♦♥❧② ✭❉✮ str❛✐♥s✳ ◗✉❛♥t✐❧❡✲q✉❛♥t✐❧❡ ♣❧♦ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥ ✐♥ r❡st♦r❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✈❡rs✉s r❡st♦r❡❞ ♦♥❧② ♠♦❞❡❧✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦✉♣❧❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ à ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ♠✐❡✉①

❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❜❛ss✐♥s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s✳

▲❛②❡r ▲✐t❤♦❧♦❣②
❱♦❧✉♠❡s ✭Gm3✮ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭✪✮

■♥✐t✐❛❧ ❘✳ ✶ ❘✳ ✫ ❉✳ ✶ ❘✳ ✷ ❘✳ ✫ ❉✳ ✷

✶ ❙❤❛❧② s❛♥❞st♦♥❡
✸✾✸✳✶ ✸✾✼✳✼ ✹✵✸✳✾

�
�

�

�
�

�

✵ ✶✳✷ ✶✳✻

✷ ❙❛♥❞st♦♥❡
✽✺✸✳✼ ✽✺✹✳✺ ✽✼✼✳✷ ✽✽✷✳✸ ✽✾✸✳✵
✵ ✵✳✶ ✷✳✼ ✵✳✺ ✶✳✷

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❱♦❧✉♠❡s ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ r❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦str✐♣♣✐♥❣ ✿
❘✳ ✐ ✐s t❤❡ r❡st♦r❡❞ ♦♥❧② ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ st❡♣ ✐✱ ❛♥❞ ❘✳ ✫ ❉✳ ✐ ✐s t❤❡ r❡st♦r❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t❡❞
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ st❡♣ ✐✳

❛❧♣✐♥❡ ❢♦❧❞ ❛♥❞ t❤r✉st ❜❡❧t ✐♥ ❙❊ ❋r❛♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ st✉❞②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❆♥♥♦t ✐♥❧✐❡r ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❆♥♥♦t ❙❛♥❞st♦♥❡ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ ❣r♦✇t❤ s②♥❝❧✐♥❡✳ ■t ✐s ✼✵ ❦♠ ◆❲ ♦❢ ◆✐❝❡ ✭♦♥
t❤❡ ▼❡❞✐t❡rr❛♥❡❛♥ ❝♦❛st✮ ❛♥❞ ❝♦✈❡rs ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ ✼✵ ❦♠2 ✭❛❜♦✉t ✶✶ ❦♠ ✲ ✸✻✵✵✵ ❢t ✲ ◆❙ ❜② ✻
❦♠ ✲ ✷✵✵✵✵ ❢t ✲ ❊❲✮✳ ■t ❧✐❡s ❥✉st ❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉✐❣♥❡ t❤r✉st s②st❡♠ ✭tr❡♥❞✐♥❣
◆◆❲✲❙❙❊✮ ❛♥❞ t❤❡ ❈❛st❡❧❧❛♥❡ ❆r❝ ✭tr❡♥❞✐♥❣ ❊✲❲✮ ✭❋✐❣✳ ✹✳✼✮✳ ■♥ t❤✐s ♠✐♥✐✲❜❛s✐♥✱ ❛ ❢❛♥
❞❡❧t❛✲❢❡❞ t✉r❜✐❞✐t❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ✇❛s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦✈❡r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✶✵▼② ❢r♦♠ t❤❡ ❇❛rt♦♥✐❛♥ t♦
t❤❡ ❘✉♣❡❧✐❛♥✱ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❛❧♣✐♥❡ ✇❡❞❣❡ t♦♣ ❢♦r❡❧❛♥❞ ❜❛s✐♥✳ ❚❤❡s❡ t✉r❜✐❞✐t❡ ❞❡♣♦s✐ts ♦✈❡r❧✐❡
t❤❡ tr❛♥s❣r❡ss✐✈❡ ◆✉♠♠✉❧✐t✐❝ ▲✐♠❡st♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❡♣ ✇❛t❡r ●❧♦❜✐❣❡r✐♥❛ ▼❛r❧s✳ ■♥ t❤❡ ❆♥♥♦t
❞❡♣♦❝❡♥tr❡✱ ❧♦❝❛❧ ♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ♠❛♣♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t✉r❜✐❞✐t✐❝ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡②
❛r❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❢r♦♠ ❆ t♦ ● ✉♣✇❛r❞✳ ❚❤❡ ❢❛❝✐❡s ❡✈♦❧✈❡ ❢r♦♠ s❛♥❞ s❤❡❡t ❞❡♣♦s✐ts ✭❆ ❛♥❞ ❇ ❀
❞✐st❛❧ ❧♦❜❡✮ t♦ s❧✉♠♣s ✭❝ ❛♥❞ ❉✮ ❛♥❞ t♦ ❝❤❛♥♥❡❧✐③❡❞ s②st❡♠s ✭❊✱ ❋ ❛♥❞ ●✮ ✭❋✐❣✳ ✹✳✽✮✳

✹✳✹✳✷ ■♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤r❡❡ ❢❛✉❧ts✱ ✐♥✲
❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❘♦✉❛✐♥❡ ❢❛✉❧t✱ ✐♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❖✉r❣✉❡s ❢❛✉❧t t♦✇❛r❞s
t❤❡ ❊❛st ❬❙❛❧❧❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ❚✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡r❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤✐s ❚❡rt✐❛r② ❞❡✲
♣♦❝❡♥tr❡ ✿ ♦♥❡ ❢♦r ♠❡♠❜❡rs ❇ t♦ ●✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ◆✉♠♠✉❧✐t✐❝ ❧✐♠❡st♦♥❡s✱ t❤❡
●❧♦❜✐❣❡r✐♥❛ ♠❛r❧s ❛♥❞ ♠❡♠❜❡r ❆ ✭❋✐❣✳✹✳✾✮✳

❋♦r t❤❡ ♣♦r♦s✐t②✱ s✐♥❝❡ ♥♦ ❜♦r❡❤♦❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞r✐❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t②♣✐❝❛❧
❞❡❢❛✉❧ts ❢♦r ♠♦st ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡s✱ ❡✳❣✳ ❙❝❛❧t❡r ❛♥❞ ❈❤r✐st✐❡✬s ❧❛✇ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥
✶✱ ✇✐t❤ ❛ s❛♥❞st♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ♠❡♠❜❡rs ❇ t♦ ❋✱ ♠❛r❧s ❛♥❞ ❧✐♠❡st♦♥❡s ✈❛❧✉❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❢♦r ●❧♦❜✐❣❡r✐♥❛ ♠❛r❧s ❛♥❞ ◆✉♠♠✉❧✐t✐❝ ❧✐♠❡st♦♥❡s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣♦r♦s✐t② r❛♥❣❡s ❢r♦♠ 0.15

t♦ 0.5 ✭❋✐❣✳✹✳✶✵✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❜❛s✐♥ ✇❛s ❧❛t❡❧② ✉♣❧✐❢t❡❞✳ ❆♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❜✉r✐❛❧ ❞❡♣t❤ ✐s ❛❜♦✉t ✶✵✵✵♠ ❢♦r t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ s❛♥❞st♦♥❡s ❧❛②❡r✳

✹✳✹✳✸ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ ♠❡♠❜❡r ● ✐s r❡st♦r❡❞ t♦ Z = 0✱ t❤❡♥ ❛ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣♦r♦s✐t② ✈❛❧✉❡s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✭❋✐❣✳✹✳✶✶✮✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦
❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❞✐❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ♦♥❧② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡
r❡st♦r❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ s❤♦✇s ❛ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ♦♥❧② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✜rst st❡♣ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜✉r✐❛❧ ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡♥✱ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞
❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❧❛②❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❋✐❣✳✹✳✶✶ ✐s s❤♦✇♥ t❤❡

✶✵✹



✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ s❛♥❞✲r✐❝❤ r❡s❡r✈♦✐r ✿ t❤❡ ❆♥♥♦t s❛♥❞st♦♥❡

Tertiary Foreland 
deposits

Alpine tectonic units

Structural features
Strike slip faults

Normal faults

Axial plane trace 

Valensole basin
(Oligocene and 
  Miocene-Pliocene)
Annot sandstone and 
equivalent (Upper Eocene 
and Oligocene)
Cristalline basement 
and Paleozoic cover

Embrunais-Ubaye
Nappes

Internal Alpine
tectonic units

Key:

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ❛ ✿ ❘❡❣✐♦♥❛❧ t❡❝t♦♥✐❝ ♠❛♣ ♦❢ ❙❊ ❋r❛♥❝❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs ♦❢ t❤❡ ❛❧♣✐♥❡
❢♦r❡❧❛♥❞ ❜❛s✐♥✳ ❚❤❡ ❆♥♥♦t ❞❡♣♦❝❡♥tr❡ ✐s ❜♦①❡❞✳ ❋r♦♠ ❙❛❧❧❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪✳

✶✵✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦✉♣❧❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ à ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ♠✐❡✉①

❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❜❛ss✐♥s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s✳
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Globigerina
Marls

Nummulitique
Limestone

100 m
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. . . . . . . . . . . . . . . .

Mesozoic Carbonates

NL
PA

MG

Annot
Sandstone

slump

sand sheet 
alternating
with marls

bedding in 
Globigerina

Marls 

erosive channel

Braux fault
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ❛ ✿ ●❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❚❡rt✐❛r② str❛t✐❣r❛♣❤② ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❆♥✲
♥♦t ❞❡♣♦❝❡♥tr❡✳ ❚❤❡ t✉r❜✐❞✐t❡ ♠❡♠❜❡rs ♦♥❧❛♣ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ✇❡st✇❛r❞ ♦♥t♦ t❤❡ ●❧♦❜✐❣❡r✐♥❛
▼❛r❧s✳ ❈♦❧♦r❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ✇❡st❡r♥ ♦♥❧❛♣ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡♠❜❡rs✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ❛♥❛❧②s❡❞
✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜♦①❡❞✳ ❜ ✿ ▲✐t❤♦str❛t✐❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ ❚❡rt✐❛r② ❢♦r❡❧❛♥❞ ❜❛s✐♥ ♦❢ ❙❊ ❋r❛♥❝❡
✭◆✉♠♠✉❧✐t✐❝ tr✐❧♦❣②✮✳ ❚❤❡ ❇r❛✉① ♥♦r♠❛❧ ❢❛✉❧t✱ s❡❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡♠❜❡r ❇✱ str♦♥❣❧② ❝♦♥tr♦❧✲
❧❡❞ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆✉♠♠✉❧✐t✐❝ ▲✐♠❡st♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ●❧♦❜✐❣❡r✐♥❛ ▼❛r❧s✳ ❋r♦♠ ❙❛❧❧❡s ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✵❪✳
✶✵✻



✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ s❛♥❞✲r✐❝❤ r❡s❡r✈♦✐r ✿ t❤❡ ❆♥♥♦t s❛♥❞st♦♥❡

N

Rouaine

Braux

Castellet

Ourgues

a. Boundary representation

N

b. Tetrahedralized volume

N

c. Interpolated scalar fields

N

d. Implicit model

Annot Sandstones
Member F
Member E
Member D
Member C
Member B
Member A

Basis
Globigerina 
Marls

Nummulitic 
Limestones

Additional volume 
generated by model 
construction

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ■♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❆♥♥♦t✳ ❛✳ ❱♦❧✉♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢❛✉❧ts✳ ❜✳
❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤✳ ❝✳ ❚✇♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞✐♥❣ t♦ ❜❛s✐s ♦❢ ♠❡♠❜❡rs ❈ t♦ ● ❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡♠❜❡rs✱ ✇✐t❤ ♠❡♠❜❡r
❇✱ ●❧♦❜✐❣❡r✐♥❛ ▼❛r❧s ✭●▼✮ ❛♥❞ ◆✉♠♠✉❧✐t✐❝ ❧✐♠❡st♦♥❡s ✭◆▲✮✳ ❞✳ ❆♥♥♦t ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❞✐s✲
♣❧❛②✐♥❣ str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ❝♦❧✉♠♥✳

N

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Phi 

Sandstones:
φ0=0.49; c=0.51

 Marls: 
φ0=0.59 
  c=0.55

Limestones: 
φ0=0.62; c=1.5

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ■♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❆♥♥♦t ❞❡♣♦❝❡♥tr❡ ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ♣♦r♦s✐t② ♣r♦♣❡rt② ✭φ✮✱
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✭❝✮ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ♣♦r♦s✐t② ✭φ0✮✱ ♣❡r
❧❛②❡r✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t♦♣ ❧❛②❡r ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❛❢t❡r ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦✇♥ t♦ ❛
s✉♣♣♦s❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❜✉r✐❛❧ ❞❡♣t❤ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✵✵✵♠✳

✶✵✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦✉♣❧❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ à ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ♠✐❡✉①

❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❜❛ss✐♥s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s✳

r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠❜❡r ❇✳ ❆t t❤✐s st❛❣❡✱ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
❞✐❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✱ ❜✉t ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❞✉❡
t♦ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞✐♣ ♦❢ t❤❡ ❢❛✉❧t s✉r❢❛❝❡s ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ♦❢ ❛❜♦✉t
✶◦ t♦ ✷◦ ❛❢t❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧✳
❚❤✐s ❝❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❛r❡❛ ❛♥❞ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ♦❢ str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ✉♥✐ts ❛❝r♦ss ❢❛✉❧ts✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♣♦ss✐❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✢✉✐❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❛t❤✇❛②s ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣
❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣❧♦ts ♦❢ ❞❡♣t❤ ✈❡rs✉s t✐♠❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞r❛✇♥ ♦♥ t✇♦ ✜❝t✐✈❡ ✇❡❧❧s✱ ♦♥❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
❲❡st❡r♥ ❢❛✉❧t ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❊❛st❡r♥ ❢❛✉❧t ❜❧♦❝❦ ✭❋✐❣✳✹✳✶✷✮✳ ❚❤❡s❡ ♣❧♦ts s❤♦✇
t❤❛t ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♦♥ ✇❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇❛② ❧❡❛❞s t♦ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❜✉r✐❛❧ ❤✐st♦r②
❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠❜❡r
❆✱ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠❡st♦♥❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♣❧✐❢t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜✉rr✐❡❞ ❛❣❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞
❜② t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❜✉t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♦♥ ✇❡❧❧s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
✐♥ t❤❡ ❲❡st❡r♥ ❜❧♦❝❦ ✇❡r❡ ♠❡♠❜❡r ❆ ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡
❜✉r✐❛❧ ❤✐st♦r② ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❞✐♠❡♥ts ❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥ ❦✐t❝❤❡♥ ❛r❡❛✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t♦ ✐♠♣r♦✈❡
✸❉ ❜❛s✐♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜✉r✐❛❧ ❤✐st♦r② ❛♥❞✱ ✇❤❡♥
❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✱ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐♥ ❤✐st♦r②✳ ❚❛❦✐♥❣ ❞❡✲
❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛✛❡❝ts t❤❡ r❡tr♦✲❞✐❧❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❜❡
✉♥❞❡r✲❡st✐♠❛t❡❞✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣♦r♦s✐t② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ s✐♥❝❡ ♥♦ ❜♦r❡❤♦❧❡ ❞❛t❛ ❛r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❆♥♥♦t ❜❛s✐♥✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t②♣✐❝❛❧ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s ✐♠✲
♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜❛s✐♥ ❤✐st♦r②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥ ✉♣❧✐❢t ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✉♥✐ts ✭●❧♦❜✐❣❡r✐♥❛
♠❛r❧s ❛♥❞ ◆✉♠♠✉❧✐t✐❝ ❧✐♠❡st♦♥❡s✮ ♦❝❝✉r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ✸❉ r❡st♦r❛t✐♦♥✱
❜✉t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✇❤✐❧❡ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♥❣ ♦♥❧② ✇❡❧❧s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥
♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❝❤❛♥❣❡ ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ♣♦r❡ ♣r❡ss✉r❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦r ❢r❛❝t✉r❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✶✵✽



✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ s❛♥❞✲r✐❝❤ r❡s❡r✈♦✐r ✿ t❤❡ ❆♥♥♦t s❛♥❞st♦♥❡

Restoration

Restoration

Decompaction

Decompaction

N

-0.2 0.20
Dilation

-0.2 0.20
Dilation

-0.2 0.20
Dilation

-0.2 0.20
Dilation

A

B

C

D

E

Top horizon

       Z=0

Pin line (fixed along y)

Pin point (fixed along x and y)

Contact conditions

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ ❆✳ ■♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r r❡st♦r❛t✐♦♥✳ ❇✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢
r❡st♦r❛t✐♦♥✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ t✐❧t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❈ r❡s✉❧ts ♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❞❡❝♦♠✲
♣❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡tr♦✲❞✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ♣❛✐♥t❡❞ ♦♥ ❇ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥
✈❡❝t♦rs✱ ❛♥❞ ♦♥ ❈ ✉s✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❡❝t♦rs ✭r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✮✳ ❉ ❛♥❞ ❊ s❤♦✇
r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❧❛t❡r st❛❣❡ ✭r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t♦♣ ♦❢ ♠❡♠❜❡r ❇ ✲ ❞❛r❦ ❣r❡❡♥✮✳

✶✵✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦✉♣❧❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ à ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ♠✐❡✉①

❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❜❛ss✐♥s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s✳
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- BLOCK 4 -

Block 1

Block 4

Limestones

Marls

Member A

Member B

Member C

Member D

Member E

Member F

Restored and decompacted

Decompacted only

Restored and decompacted

Decompacted only

N

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ ❆✳ ■♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t✇♦ ✜❝t✐✈❡ ✇❡❧❧s✳ ❇✳ P❧♦t ♦❢ ❞❡♣t❤ ✈❡rs✉s t✐♠❡ ❛t t✇♦
✜❝t✐✈❡ ✇❡❧❧s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ❆♥♥♦t ♠♦❞❡❧✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦str✐♣♣✐♥❣ ❛t ✇❡❧❧
✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦❦str✐♣♣✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

✶✶✵



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s

❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ t❤ès❡ ❛ ♣rés❡♥té ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❡t rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✸❉ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛
str❛t✐❣r❛♣❤✐❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠❛tér✐❛✉①✱ ❡t ❝❡ ❛✜♥ ❞✬é❧❛r❣✐r ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❢❛❝✐❧✐té❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s st②❧❡s ❞❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡s✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥
♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ♣❛❧é♦❣é♦♠étr✐❡s ❡t ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞✬❡♥❢♦✉✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥
❜❛ss✐♥✳

❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ à ❞❡s
❞♦♠❛✐♥❡s str✉❝t✉r❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♠♦♥tr❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❛♠✐♥❝✐ss❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s✱
❞❡s ❞✐s❝♦r❞❛♥❝❡s✱ ♦✉✱ ♣❧✉s ❢réq✉❡♠♠❡♥t✱ ❞❡s ❝❛rt❡s ❞❡ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐❧❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s str✉❝t✉r❛✉① ♣❡✉ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❡st ❣r❛♥❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① r❡❥❡ts ❞❡ ❢❛✐❧❧❡s✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✳
❈❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❝♦♥t❛❝t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s
♣♦♥❞éré❡s✱ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♠ét❤♦❞❡ ❛ été ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❡t ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❥♦✉r♥❛❧ ❈♦♠♣✉t❡rs

✫ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ♣✉ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s str✉❝t✉r❛✉① ♣❧✉s
❝♦♠♣❧❡①❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❣rès ❞✬❆♥♥♦t ✭❙✉❞✲❊st ❞❡ ❧❛ ❋r❛♥❝❡✮ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡❧t❛ ❞✉ ◆✐❣❡r✳

P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡t st②❧❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥

▲♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t s✉r ❧❡s
rés✉❧t❛ts✱ ♥♦t❡♠♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s✳ ❉❡s t❡sts
❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡✉r ✐♠♣❛❝t✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❧✐♠✐t❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s♦✐t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✭✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✱ s♦✐t
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✭❞❡s ✈❡❝t❡✉rs✮✱ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡
❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❧♦✐s ✐s♦tr♦♣❡s ❡t tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡s ♦♥t
♣❡r♠✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡s ❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡
❣❧✐ss❡♠❡♥t ❜❛♥❝ s✉r ❜❛♥❝✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s tétr❛è❞r❡s
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡s ♠❛tér✐❛✉① tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣❡s✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s

❊♥✜♥✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ s✐t✉é ❞❛♥s ❧❡ ❞❡❧t❛ ❞✉ ◆✐❣❡r ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ré✈✐s✐♦♥
✭❆❆P● ❇✉❧❧❡t✐♥✮✳

❉❛♥s ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❢✉t✉r✱ ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t ètr❡ ✉t✐❧❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥ ❢♦r❝❡ ❡t
♥♦♥ ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡✱ ❡t ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ❝❡❧❧❡✲❝✐ à ❧❛
r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s str✉❝t✉r❛✉①✳

❘❡st❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥

▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❧♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡
❡♥ ✸❉ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s ♣❧✉s ❡①❛❝t❡s q✉❛♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛❧é♦❣é♦♠étr✐❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✐s♦st❛t✐q✉❡ ❡♥ ✸❉✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡
❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉
♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❣rès ❞✬❆♥♥♦t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❙✉❞✲❊st ❞❡ ❧❛ ❋r❛♥❝❡✱ ❡t ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ♣♦✉r ❧❡
❥♦✉r♥❛❧ ▼❛r✐♥❡ ❛♥❞ P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦❧♦❣②✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❡st ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❧✐♠✐té à
❛✉① ❝❛s ♦ù ❧❛ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st s②♥t❡❝t♦♥✐q✉❡✱ ❡t ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬é❧❛r❣✐r ❧❡ ❝❤❛♠♣
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ s❡r❛✐t
✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❡♥ ✸❉ à ❧❛ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥
❛✉① ♣✉✐ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s st❛♥❞❛r❞s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❣é♥ér❛❧❡s ✿ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡t r❡st❛✉r❛✲

t✐♦♥

P❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs s❡ s♦♥t ré❝❡♠♠❡♥t ❛tt❛❝❤és à ré❛❧✐s❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥ ♣❛s ❞ét❡r♠✐✲
♥✐st❡s✱ ♠❛✐s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✱ ♣r❡♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s str✉❝t✉r❛❧❡s ❬❈❛✉♠♦♥✱
✷✵✶✵❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t à ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞✉
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❛❧✳ ▲❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣✉✐ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ s✉✐✈❛♥t ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ str❛t✐❣r❛♣❤✐❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t
❞❡ ❣é♦♠étr✐❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❝❛r❜♦♥❛té❡ ❬▲❛❧❧✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡
♣r❡♠✐❡r ♣❛s ✈❡rs ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳ ▲❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❢❛✐❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t é❣❛✲
❧❡♠❡♥t êtr❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ❡♥ ♣❡rt✉r❜❛♥t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ❤♦r✐③♦♥s
❡t ❞❡s ❢❛✐❧❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❬▲❡❝♦✉r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ❚❤♦r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱
❈❛✉♠♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❜✱ ❙✉③✉❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ♦✉ ❡♥ s✐♠✉❧❛♥t ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❢❛✐❧❧❡s ré♣♦♥❞❛♥t à
❞❡s ❝r✐tèr❡s ❝♦♥♥✉s à ♣r✐♦r✐✱ ♠♦❞✐✜❛♥t ❛✐♥s✐ ♥♦♥ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ❢❛✐❧❧❡s✱ ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❧❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❬❍♦❧❧✉♥❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ❍♦❧❞❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✱ ❈❤❡r♣❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ▲❛
r❡st❛✉r❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ♦✉ ✐♥✈❛❧✐❞❡r ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s
♠♦❞è❧❡s✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ à ré❞✉✐r❡ ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ■❧ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ♦♣♣♦rt✉♥
❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ à ❝❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡✱ s❡❧♦♥ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡
♠ét❤♦❞❡ ✐♥✈❡rs❡✳

✶✶✷



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

✹❉❘❡st♦r❡✳ ▼✐❞❧❛♥❞ ❱❛❧❧❡② ✸❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠✈❡✳❝♦♠✴✹❉▼♦✈❡✴

✹❞r❡st♦r❡✳❤t♠❧✱ ✷✵✶✵✳ ✶✾✱ ✷✵

P✳ ❆✳ ❆❧❧❡♥ ❛♥❞ ❏✳ ❘✳ ❆❧❧❡♥✳ ❇❛s✐♥ ❆♥❛❧②s✐s ✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❝❤❛♣t❡r ❙✉❜s✐❞❡♥❝❡
❛♥❞ ❚❤❡r♠❛❧ ❍✐st♦r②✱ ♣❛❣❡s ✸✹✾✕✹✵✶✳ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ♣✉❜❧✐s❤✐♥❣✱ 2nd ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✺✳ ✾✽✱ ✾✾

▼✳ ❆♣❡❧✳ ❋r♦♠ ✸❉ ❣❡♦♠♦❞❡❧❧✐♥❣ s②st❡♠s t♦✇❛r❞s ✸❉ ❣❡♦s❝✐❡♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✿ ❉❛t❛
♠♦❞❡❧✱ q✉❡r② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ❞❛t❛ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✷✭✷✮ ✿
✷✷✷✕✷✷✾✱ ✷✵✵✻✳ ✶✼

▲✳ ❆t❤②✳ ❉❡♥s✐t②✱ ♣♦r♦s✐t②✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t❛r② r♦❝❦s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢

P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦❧♦❣✐sts ❇✉❧❧❡t✐♥✱ ✶✹ ✿✶✕✷✹✱ ✶✾✸✵✳ ✾✼✱ ✾✽

●✳ ❆t✇❛t❡r ❛♥❞ ❊✳ ▼✐❧❧❡r✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣♦r♦s✐t② ✇✐t❤ ❞❡♣t❤ ♦♥ ❢✉t✉r❡ ❞❡✈❡✲
❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♦✐❧ ❛♥❞ ❣❛s r❡s❡r✈❡s ✐♥ ❙♦✉t❤ ▲♦✉✐s✐❛♥❛✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ P❡tr♦❧❡✉♠

●❡♦❧♦❣✐sts ❇✉❧❧❡t✐♥✱ ✹✾ ✿✸✸✹✕✸✸✹✱ ✶✾✻✺✳ ✾✽

●✳ ❇❛❝❦✉s✳ ▲♦♥❣✲✇❛✈❡ ❡❧❛st✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❡♦✲
♣❤②s✐❝❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✻✼✭✶✶✮ ✿✹✹✷✼✕✹✹✹✵✱ ✶✾✻✷✳ ✹✾✱ ✽✹

❆✳ ❇❛r❣t❡✐❧✱ ❈✳ ❲♦❥t❛♥✱ ❏✳ ❍♦❞❣✐♥s✱ ❛♥❞ ●✳ ❚✉r❦✳ ❆ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛♥✐♠❛t✐♥❣
❧❛r❣❡ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ✢♦✇✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ✿ ❙♣❡❝✐❛❧ ■♥t❡r❡st ●r♦✉♣ ✐♥ ●❘❆P❍✐❝s✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✱

❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✱ ❯❙❆✱ ♣❛❣❡s ✶✕✽✱ ✷✵✵✼✳ ✸✸✱ ✸✺

❋✳ ❇✐❧♦tt✐ ❛♥❞ ❏✳ ❙❤❛✇✳ ❉❡❡♣✲✇❛t❡r ◆✐❣❡r ❉❡❧t❛ ❢♦❧❞ ❛♥❞ t❤r✉st ❜❡❧t ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧✲
t❛♣❡r ✇❡❞❣❡ ✿ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡✈❛t❡❞ ❜❛s❛❧ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ♦♥ str✉❝t✉r❛❧ st②❧❡s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥
❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦❧♦❣✐sts ❇✉❧❧❡t✐♥✱ ✽✾✭✶✶✮ ✿✶✹✼✺✕✶✹✾✶✱ ✷✵✵✺✳ ✼✼

P✳ ❈❛❧❝❛❣♥♦✱ ❏✳✲P✳ ❈❤✐❧ès✱ ●✳ ❈♦✉rr✐♦✉①✱ ❛♥❞ ❆✳ ●✉✐❧❧❡♥✳ ●❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢r♦♠ ✜❡❧❞
❞❛t❛ ❛♥❞ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♣❛rt ■✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✸❉ ♣♦t❡♥t✐❛❧✲✜❡❧❞ ✐♥✲
t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s✳ P❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ❊❛rt❤ ❛♥❞ P❧❛♥❡t❛r② ■♥t❡r✐♦rs✱ ✶✼✶✭✶✲✹✮ ✿
✶✹✼✕✶✺✼✱ ✷✵✵✽✳ ✷✶✱ ✸✸

❏✳ ❈✳ ❈❛rr✱ ❘✳ ❑✳ ❇❡❛ts♦♥✱ ❏✳ ❇✳ ❈❤❡rr✐❡✱ ❚✳ ❏✳ ▼✐t❝❤❡❧❧✱ ❲✳ ❘✳ ❋r✐❣❤t✱ ❇✳ ❈✳ ▼❝❈❛❧❧✉♠✱ ❛♥❞
❚✳ ❘✳ ❊✈❛♥s✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ r❛❞✐❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ✿ ❙♣❡❝✐❛❧ ■♥t❡r❡st ●r♦✉♣ ✐♥ ●❘❆P❍✐❝s✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ♣❛❣❡s ✻✼✕✼✻✱
✷✵✵✶✳ ✷✶

●✳ ❈❛✉♠♦♥✳ ❚♦✇❛r❞s st♦❝❤❛st✐❝ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ●❡♦s✲

❝✐❡♥❝❡s✱ ✹✷✭✺✮ ✿✺✺✺✕✺✻✾✱ ✷✵✶✵✳ ✼✱ ✶✶✷

●✳ ❈❛✉♠♦♥✱ ❋✳ ▲❡♣❛❣❡✱ ❈✳ ❙✇♦r❞✱ ❛♥❞ ❏✳✲▲✳ ▼❛❧❧❡t✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ❡❞✐t✐♥❣ ❛ s❡❛❧❡❞ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧
♠♦❞❡❧✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ●❡♦❧♦❣②✱ ✸✻✭✹✮ ✿✹✵✺✕✹✷✹✱ ✷✵✵✹✳ ✶✼

●✳ ❈❛✉♠♦♥✱ ❇✳ ▲❡✈②✱ ▲✳ ❈❛st❛♥✐é✱ ❛♥❞ ❏✳✲❈✳ P❛✉❧✳ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r✐❞s ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t♦
❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ✿ ❆ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✶✭✻✮ ✿✻✼✶✕
✻✽✵✱ ✷✵✵✺✳ ✶✼

http://www.mve.com/4DMove/4drestore.html
http://www.mve.com/4DMove/4drestore.html


❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

●✳ ❈❛✉♠♦♥✱ ❈✳ ❆♥t♦✐♥❡✱ ❛♥❞ ❆✳✲▲✳ ❚❡rt♦✐s✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ✸❉ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡s ❢r♦♠ ✜❡❧❞ ❞❛t❛
✉s✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝✐t s✉r❢❛❝❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ✿ 27th ●♦❝❛❞ ▼❡❡t✐♥❣✱ ◆❛♥❝②✱ ❋r❛♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✕✻✱
✷✵✵✼❛✳ ✸✸✱ ✽✹✱ ✾✼

●✳ ❈❛✉♠♦♥✱ ❆✳✲▲✳ ❚❡rt♦✐s✱ ❛♥❞ ▲✳ ❩❤❛♥❣✳ ❊❧❡♠❡♥ts ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝ str✉❝t✉r❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
♦❢ str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦st❛t✐st✐❝s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥
♦❢ ●❡♦s❝✐❡♥t✐sts ✫ ❊♥❣✐♥❡❡rs✱ ✷✵✵✼❜✳ ❆✵✷✱ ✹♣✳ ✶✶✷

●✳ ❈❛✉♠♦♥✱ P✳ ❈♦❧❧♦♥✲❉r♦✉❛✐❧❧❡t✱ ❈✳ ▲❡ ❈❛r❧✐❡r ❞❡ ❱❡s❧✉❞✱ ❏✳ ❙❛✉ss❡✱ ❛♥❞ ❙✳ ❱✐s❡✉r✳ ❙✉r❢❛❝❡✲
❜❛s❡❞ ✸❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡s✱ ✹✶✭✾✮ ✿✾✷✼✕✾✹✺✱
✷✵✵✾✳ ❞♦✐ ✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✶✵✵✹✲✵✵✾✲✾✷✹✹✲✷✳ ✾✱ ✶✹✱ ✷✶

❘✳ ❈❤❛♠❜❡r❧✐♥✳ ❚❤❡ ❆♣♣❛❧❛❝❤✐❛♥ ❢♦❧❞s ♦❢ ❝❡♥tr❛❧ P❡♥♥s②❧✈❛♥✐❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❡♦❧♦❣②✱ ✶✽✭✸✮ ✿
✷✷✽✕✷✺✶✱ ✶✾✶✵✳ ✼✱ ✶✷✱ ✷✾✱ ✼✾✱ ✾✻✱ ✶✵✵

P✳ ❈❤❛r❧❡③✳ ❘♦❝❦ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s✳ ❊❞✐t✐♦♥s ❚❡❝❤♥✐♣✱ P❛r✐s✱ ✸✸✷♣♣✱
✶✾✾✶✳ ✸✷

◆✳ ❈❤❡r♣❡❛✉✱ ●✳ ❈❛✉♠♦♥✱ ❛♥❞ ❇✳ ▲❡✈②✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❢❛✉❧t ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ✸❉
str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❈♦♠♣t❡s ❘❡♥❞✉s ●é♦s❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✹✷✭✾✮ ✿✻✽✼✕✻✾✹✱ ✷✵✶✵✳ ✶✶✷

❏✳ P✳ ❈❤✐❧ès✱ ❈✳ ❆✉❣✱ ❆✳ ●✉✐❧❧❡♥✱ ❛♥❞ ❚✳ ▲❡❡s✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✉♥✐ts ❛♥❞
✐ts ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ✸❉ ❢r♦♠ str✉❝t✉r❛❧ ❞❛t❛ ✿ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✲✜❡❧❞ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ✿

❖r❡❜♦❞② ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❙tr❛t❡❣✐❝ ▼✐♥❡ P❧❛♥♥✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✸✶✸✕✸✷✵✱ ✷✵✵✹✳ ✷✶

❈♦❞❡ ❆st❡r✳ ✇✇✇✳❝♦❞❡✲❛st❡r✳♦r❣✱ ✷✵✶✵✳ ✷✵

❈✳ ❈♦♥♥♦rs✱ ❉✳ ❉❡♥s♦♥✱ ●✳ ❑r✐st✐❛♥s❡♥✱ ❛♥❞ ❉✳ ❆♥❣st❛❞t✳ ❈♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❛♥t✐❝❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡
♠✐❞✲♦✉t❡r s❧♦♣❡✱ ❝❡♥tr❛❧ ◆✐❣❡r ❉❡❧t❛✳ ■♥ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦❧♦❣✐sts

❆♥♥✉❛❧ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ Pr♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❆❜str❛❝ts✱ ❘✐♦ ❞❡ ❏❛♥❡✐r♦✱ ❇rés✐❧✱ ✶✾✾✽✳ ✼✹

❋✳ ❈♦rr❡❞♦r✱ ❏✳ ❙❤❛✇✱ ❛♥❞ ❋✳ ❇✐❧♦tt✐✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ st②❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡❡♣✲✇❛t❡r ❢♦❧❞ ❛♥❞ t❤r✉st
❜❡❧ts ♦❢ t❤❡ ◆✐❣❡r ❉❡❧t❛✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦❧♦❣✐sts ❇✉❧❧❡t✐♥✱ ✽✾✭✻✮ ✿
✼✺✸✕✼✽✵✱ ✷✵✵✺✳ ✼✸✱ ✼✹✱ ✼✺✱ ✼✻✱ ✼✼

❊✳ ❏✳ ❈♦✇❛♥✱ ❘✳ ❑✳ ❇❡❛ts♦♥✱ ❍✳ ❏✳ ❘♦ss✱ ❲✳ ❘✳ ❋r✐❣❤t✱ ❚✳ ❏✳ ▼❝▲❡♥♥❛♥✱ ❚✳ ❘✳ ❊✈❛♥s✱ ❏✳ ❈✳
❈❛rr✱ ❘✳ ●✳ ▲❛♥❡✱ ❉✳ ❱✳ ❇r✐❣❤t✱ ❆✳ ❏✳ ●✐❧❧♠❛♥✱ P✳ ❆✳ ❖s❤✉st✱ ❛♥❞ ▼✳ ❚✐t❧❡②✳ Pr❛❝t✐❝❛❧
✐♠♣❧✐❝✐t ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■♥ ❙✳ ❉♦♠✐♥②✱ ❡❞✐t♦r✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ✿ 5th ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ▼✐♥✐♥❣

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✽✾✕✾✾✳ ❆✉str❛❧✐❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ▼❡t❛❧❧✉r❣②✱ ✷✵✵✸✳ ✷✶

❈✳ ❉✳ ❆✳ ❉❛❤❧str♦♠✳ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✳ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❛rt❤ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✻ ✿
✼✹✸✕✼✺✼✱ ✶✾✻✾✳ ✶✷✱ ✷✽✱ ✷✾✱ ✼✾✱ ✾✻✱ ✶✵✵

▼✳ ❘✳ ❉❡ ❙❛♥t✐✱ ❏✳ ▲✳ ❊✳ ❈❛♠♣♦s✱ ❛♥❞ ▲✳ ❋✳ ▼❛rt❤❛✳ ❆ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧
s❡❝t✐♦♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ✿ 22nd ●♦❝❛❞ ▼❡❡t✐♥❣✱ ◆❛♥❝②✱ ❋r❛♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✕✶✸✱
✷✵✵✷✳ ✶✻✱ ✷✵✱ ✷✽✱ ✷✾✱ ✸✵✱ ✸✶✱ ✽✶✱ ✶✵✵

▼✳ ❘✳ ❉❡ ❙❛♥t✐✱ ❏✳ ▲✳ ❊✳ ❈❛♠♣♦s✱ ❛♥❞ ▲✳ ❋✳ ▼❛rt❤❛✳ ✸❉ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ✿ 23rd ●♦❝❛❞ ▼❡❡t✐♥❣✱ ◆❛♥❝②✱ ❋r❛♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✕✶✷✱ ✷✵✵✸✳
✹✹✱ ✶✸✷

✶✶✹

www.code-aster.org


❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

●✳ ❉✐❝❦✐♥s♦♥✳ ●❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛❜♥♦r♠❛❧ r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡s ✐♥ ●✉❧❢ ❈♦❛st ▲♦✉✐s✐❛♥❛✳
❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦❧♦❣✐sts ❇✉❧❧❡t✐♥✱ ✸✼ ✿✹✶✵✕✹✸✷✱ ✶✾✺✸✳ ✾✽

❍✳ ❉♦✉st ❛♥❞ ❊✳ ❖♠❛ts♦❧❛✳ ◆✐❣❡r ❉❡❧t❛ ✐♥ ❞✐✈❡r❣❡♥t✴♣❛ss✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❜❛s✐♥s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥

❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦❧♦❣✐sts ▼❡♠♦✐r✱ ✹✽ ✿✷✵✶✕✷✸✽✱ ✶✾✾✵✳ ✼✹

P✳ ❉♦②❡♥✳ ❙❡✐s♠✐❝ ❘❡s❡r✈♦✐r ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ❆♥ ❊❛rt❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣ P❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❊✉r♦♣❡❛♥
❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ●❡♦s❝✐❡♥t✐sts ✫ ❊♥❣✐♥❡❡rs P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❇❱✱ ❍♦✉t❡♥✱ ❚❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱
✷✺✺♣♣✱ ✷✵✵✼✳ ✸✷

❏✳ ❉✉♥❜❛r ❛♥❞ ❘✳ ❈♦♦❦✳ P❛❧✐♥s♣❛st✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡ ♠❛♣s ✿ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞
✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s str❛✐♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ●❡♦❧♦❣②✱ ✷✻ ✿
✶✵✷✶✕✶✵✸✻✱ ✷✵✵✸✳ ✶✻✱ ✷✾✱ ✸✵✱ ✸✶✱ ✽✶

P✳ ❉✉r❛♥❞✲❘✐❛r❞✱ ●✳ ❈❛✉♠♦♥✱ ❛♥❞ P✳ ▼✉r♦♥✳ ❇❛❧❛♥❝❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡s
✇✐t❤ r❡❧❛①❡❞ ♠❡s❤✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✻✭✹✮ ✿✹✹✶✕✺✹✷✱ ✷✵✶✵✳ ✸✱ ✶✻✱
✷✵✱ ✼✸✱ ✽✶✱ ✽✹✱ ✾✼✱ ✶✵✵

❉②♥❡❧✸❉✳ ■●❊❖❙❙ ✸❉ r❡st♦r❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐❣❡♦ss✳❝♦♠✴s♦❢t✇❛r❡✴❞②♥❡❧✸❞✳
❤t♠❧✱ ✷✵✶✵✳ ✶✾✱ ✷✵

◆✳ ❊✉❧❡r✱ ❈✳ ❙✇♦r❞✱ ❛♥❞ ❏✳✲❈✳ ❉✉❧❛❝✳ ❆ ♥❡✇ t♦♦❧ t♦ s❡❛❧ ❛ ✸❉ ❡❛rt❤ ♠♦❞❡❧ ✿ ❛ ❝✉t ✇✐t❤
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ✿ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ●❡♦♣❤②s✐❝✐sts 68th ❆♥♥✉❛❧ ▼❡❡t✐♥❣✱
♣❛❣❡s ✼✶✵✕✼✶✸✱ ✶✾✾✽✳ ✶✼

❆✳ ❋♦✇❧❡r ❛♥❞ ❈✳ ◆♦♦♥✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✱ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣✐♦♥❛❧
❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✱ ✶✸✻ ✿✷✺✵✕✷✻✵✱ ✶✾✾✾✳ ✾✽

✳ ❋r❛♥❦✱ ❆✳✲▲✳ ❚❡rt♦✐s✱ ❛♥❞ ❏✳✲▲✳ ▼❛❧❧❡t✳ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s
❢r♦♠ ✐rr❡❣✉❧❛r❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ♥♦✐s② ♣♦✐♥t ❞❛t❛✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✸✭✼✮ ✿
✾✸✷✕✾✹✸✱ ✷✵✵✼✳ ✶✾✱ ✷✶✱ ✷✾✱ ✸✸✱ ✹✶✱ ✽✹✱ ✾✼✱ ✶✵✶

◆✳ ❋r❡♠♠✐♥❣✳ ✸❉ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✸❉ ❣r✐❞✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ✿ ❊✉r♦♣❡❛♥

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❖✐❧ ❘❡❝♦✈❡r② ❱■■■✱ ✷✵✵✷✳ ✼♣✳ ✶✹

▲✳ ❋rø②❧❛♥❞✱ ❆✳ ▲❛❦så✱ ❑✳ ❙tr♦♠✱ ❛♥❞ ❏✳ P❛❥❝❤❡❧✳ ❆ ✸❉ ❝❡❧❧✉❧❛r✱ s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ s②st❡♠ ❢♦r ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ●❡♦s❝✐❡♥t✐sts

✫ ❊♥❣✐♥❡❡rs 55th ▼❡❡t✐♥❣ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❊①❤✐❜✐t✐♦♥✱ ✶✾✾✸✳ ✶✼

❍✳ ●❡r❝❡❦✳ P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦ ✈❛❧✉❡s ❢♦r r♦❝❦s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘♦❝❦ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞

▼✐♥✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✹✹✭✶✮ ✿✶✕✶✸✱ ✷✵✵✼✳ ✻✻

❆✳ ●✐❜❜s✳ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ s❡✐s♠✐❝ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❛r❡❛s ♦❢ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧
t❡❝t♦♥✐❝s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ●❡♦❧♦❣②✱ ✺✭✷✮ ✿✶✺✸✕✶✻✵✱ ✶✾✽✸✳ ✶✹✱ ✷✽✱ ✷✾✱ ✶✵✵

❍✳ ●❥ø②st❞❛❧✱ ❏✳ ❊✳ ❘❡✐♥❤❛r❞s❡♥✱ ❛♥❞ ❑✳ ➴st❡❜ø❧✳ ❈♦♠♣✉t❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ✉s✐♥❣ ❛ ♥❡✇ s♦❧✐❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧
Pr♦s♣❡❝t✐♥❣✱ ✸✸✭✽✮ ✿✶✶✾✺✕✶✷✶✶✱ ✶✾✽✺✳ ✶✼

❏✳ P✳ ●r❛t✐❡r ❛♥❞ ❇✳ ●✉✐❧❧✐❡r✳ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❢♦❧❞❡❞ ❛♥❞ ❢❛✉❧t❡❞ str❛t❛ ❛♥❞
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✭❯◆❋❖▲❉ ♣r♦❣r❛♠✮✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ●❡♦❧♦❣②✱ ✶✺✭✸✲✺✮ ✿✸✾✶✕✹✵✷✱ ✶✾✾✸✳ ✶✺✱ ✷✽✱ ✷✾✱ ✽✶✱ ✶✵✵

✶✶✺

http://www.igeoss.com/software/dynel3d.html
http://www.igeoss.com/software/dynel3d.html


❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❏✳✲P✳ ●r❛t✐❡r✱ ❇✳ ●✉✐❧❧✐❡r✱ ❆✳ ❉❡❧♦r♠❡✱ ❛♥❞ ❋✳ ❖❞♦♥♥❡✳ ❘❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢♦❧❞❡❞
❛♥❞ ❢❛✉❧t❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❜② ❜❡st✲✜tt✐♥❣ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✿ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ●❡♦❧♦❣②✱ ✶✸✭✶✮ ✿✶✶✶✕✶✶✺✱ ✶✾✾✶✳ ✶✺

P✳ ●r✐✣t❤s✱ ❙✳ ❏♦♥❡s✱ ◆✳ ❙❛❧t❡r✱ ❋✳ ❙❝❤❛❡❢❡r✱ ❘✳ ❖s✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ❍✳ ❘❡✐s❡r✳ ❆ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r
✸✲❞ ✢❡①✉r❛❧✲s❧✐♣ r❡st♦r❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ●❡♦❧♦❣②✱ ✷✹ ✿✼✼✸✕✼✽✷✱ ✷✵✵✷✳ ✶✻

❘✳ ●r♦s❤♦♥❣✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ■♥ ✸❉ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ●❡♦❧♦❣② ✿ ❆

Pr❛❝t✐❝❛❧ ●✉✐❞❡ ❚♦ ❙✉r❢❛❝❡ ❆♥❞ ❙✉❜s✉r❢❛❝❡ ▼❛♣ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✸✵✺✕✸✼✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r
❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✶✾✾✾✳ ✸✶✱ ✽✶✱ ✾✻

▼✳ ●✉t✐❡rr❡③ ❛♥❞ ▼✳ ❲❛♥❣❡♥✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✈❡r♣r❡ss✉r✐♥❣ ✐♥ s❡❞✐♠❡♥t❛r②
❜❛s✐♥s✳ ▼❛r✐♥❡ ❛♥❞ P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦❧♦❣②✱ ✷✷ ✿✸✺✶✕✸✻✸✱ ✷✵✵✺✳ ✾✻✱ ✾✼

❈✳ ●✉③♦❢s❦✐✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❢❛✉❧t✲r❡❧❛t❡❞ ❢♦❧❞s ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ t❛♣❡r ✇❡❞❣❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❍❛r✈❛r❞
❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ❯❙❆✱ ✶✷✶ ♣♣✱ ✷✵✵✼✳ ✸✷✱ ✸✺

❈✳ ●✉③♦❢s❦✐✱ ❏✳ ▼✉❡❧❧❡r✱ ❏✳ ❙❤❛✇✱ P✳ ▼✉r♦♥✱ ❉✳ ▼❡❞✇❡❞❡✛✱ ❋✳ ❇✐❧♦tt✐✱ ❛♥❞ ❈✳ ❘✐✈❡r♦✳
■♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❢❛✉❧t✲r❡❧❛t❡❞ ❢♦❧❞✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❛❧
r❡st♦r❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢

P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦❧♦❣✐sts ❇✉❧❧❡t✐♥✱ ✾✸ ✿✹✼✾✕✺✵✷✱ ✷✵✵✾✳ ✾✱ ✶✵✱ ✶✶✱ ✸✷✱ ✸✺✱ ✹✷✱ ✺✽✱ ✻✵✱ ✼✾✱ ✽✹✱ ✽✺✱
✶✸✺✱ ✶✸✼

❍✳ ❍❡❞❜❡r❢✳ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛②s ❛♥❞ s❤❛❧❡s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡✱
✸✶ ✿✷✹✶✕✷✼✽✱ ✶✾✸✻✳ ✾✽

▲✳ ❍♦❧❞❡♥✱ P✳ ❋✳ ▼♦st❛❞✱ ❇✳ ❋✳ ◆✐❡❧s❡♥✱ ❏✳ ●❥❡r❞❡✱ ❈✳ ❚♦✇♥s❡♥❞✱ ❛♥❞ ❙✳ ❖tt❡s❡♥✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝
str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ●❡♦❧♦❣②✱ ✸✺✭✽✮ ✿✽✾✾✕✾✶✹✱ ✷✵✵✸✳ ✶✶✷

❑✳ ❍♦❧❧✉♥❞✱ P✳ ▼♦st❛❞✱ ❇✳ ❋✳ ◆✐❡❧s❡♥✱ ▲✳ ❍♦❧❞❡♥✱ ❏✳ ●❥❡r❞❡✱ ▼✳ ●✳ ❈♦♥t✉rs✐✱ ❆✳ ❏✳ ▼❝❈❛♥♥✱
❈✳ ❚♦✇♥s❡♥❞✱ ❛♥❞ ❊✳ ❙✈❡r❞r✉♣✳ ❍❛✈❛♥❛ ✕ ❛ ❢❛✉❧t ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦♦❧✳ ■♥ ❆✳ ●✳ ❑♦❡st❧❡r
❛♥❞ ❘✳ ❍✉♥s❞❛❧❡✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❍②❞r♦❝❛r❜♦♥ ❙❡❛❧ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ◆♦r✇❡❣✐❛♥ P❡tr♦❧❡✉♠ ❙♦❝✐❡t②

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✶ ♦❢ ◆♦r✇❡❣✐❛♥ P❡tr♦❧❡✉♠ ❙♦❝✐❡t② ❙♣❡❝✐❛❧ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣❛❣❡s ✶✺✼ ✕
✶✼✶✳ ❊❧s❡✈✐❡r✱ ✷✵✵✷✳ ✶✶✷

▼✳ ❍ö❧③❡❧✱ ❘✳ ❋❛❜❡r✱ ❛♥❞ ▼✳ ❲❛❣r❡✐❝❤✳ ❉❡❈♦♠♣❛❝t✐♦♥❚♦♦❧ ✿ ❙♦❢t✇❛r❡ ❢♦r s✉❜s✐❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡rr♦r q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✹ ✿✶✹✺✹✕✶✹✻✵✱
✷✵✵✽✳ ✾✻✱ ✾✽✱ ✶✵✵

❙✳ ❍♦✉❧❞✐♥❣✳ ✸❉ ❣❡♦s❝✐❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❝♦♠♣✉t❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳
❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✸✷✵♣♣✱ ✶✾✾✹✳ ✷✶

❚✳ ❍✉❣✉❡s✳ ❚❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✿ ▲✐♥❡❛r ❙t❛t✐❝ ❛♥❞ ❉②♥❛♠✐❝ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❆♥❛✲

❧②s✐s✳ Pr❡♥t✐❝❡✲❍❛❧❧✱ ❊♥❣❧❡✇♦♦❞ ❈❧✐✛s✱ ◆❏✱ ✻✽✷♣♣✱ ✶✾✽✼✳ ✸✷

P✳ ❏❛❝q✉❡♠✐♥✳ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ✿ r❡♠♦✈✐♥❣ ❣❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❤♦r✐③♦♥s ❛♥❞ ❢❛✉❧ts✳ ■♥ Pr♦❝❡❡✲

❞✐♥❣s ✿ 19th ●♦❝❛❞ ▼❡❡t✐♥❣✱ ◆❛♥❝②✱ ❋r❛♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✕✶✸✱ ✶✾✾✾✳ ✶✻✱ ✷✾

▼✳ ❏❡ss❡❧❧✳ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧✲✜❡❧❞ ❞❛t❛✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞
●❡♦s❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✼✭✹✮ ✿✹✺✺✕✹✻✺✱ ✷✵✵✶✳ ✶✹

✶✶✻



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❑✐♥❡✸❉✳ ■❋P ❛♥❞ P❛r❛❞✐❣♠ ✸❉ r❡st♦r❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♣❞❣♠✳❝♦♠✴♣r♦❞✉❝ts✴

✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✲♠♦❞❡❧✐♥❣✴❣♦❝❛❞✲❛❞✈❛♥❝❡❞✲str✉❝t✉r❛❧✲❛♥❛❧②s✐s✳❛s♣①✱ ✷✵✶✵✳ ✶✾✱ ✷✵

❋✳ ▲❛❧❧✐❡r✱ ❈✳ ❆♥t♦✐♥❡✱ ❏✳ ❇♦r❣♦♠❛♥♦✱ ●✳ ❈❛✉♠♦♥✱ ❛♥❞ ❙✳ ❱✐s❡✉r✳ ❉②♥❛♠✐❝ t✐♠❡ ✇❛r♣✐♥❣ ✿
❆ ✢❡①✐❜❧❡ ❡✣❝✐❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝ str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ✇❡❧❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❆♠❡r✐❝❛♥

❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ P❡tr♦❧❡✉♠ ❛♥❞ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡s ❆♥♥✉❛❧ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ Pr♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❆❜str❛❝ts✱

❉❡♥✈❡r✱ ❈♦❧♦r❛❞♦✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✾✳ ✶✶✷

▼✳ ▲❡❝♦✉r✱ ❘✳ ❈♦❣♥♦t✱ ■✳ ❉✉✈✐♥❛❣❡✱ P✳ ❚❤♦r❡✱ ❛♥❞ ❏✳✲❈✳ ❉✉❧❛❝✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❢❛✉❧ts
❛♥❞ ❢❛✉❧t ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② st✉❞②✳ P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡✱ ✼ ✿❙✸✶✕❙✹✷✱
✷✵✵✶✳ ✶✶✷

❉✳ ▲❡❞❡③✳ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✿ ●❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❚❡rr❛ ◆♦str❛✱ Pr♦❝❡❡✲

❞✐♥❣s ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡s✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✱ ♣❛❣❡s
✷✺✕✸✵✱ ✷✵✵✷✳ ✷✶

❉✳ ▲❡❞❡③✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ♥❛t✉r❡❧s ♣❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ■♥st✐t✉t
◆❛t✐♦♥❛❧ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡✱ ◆❛♥❝②✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✺✹ ♣♣✱ ✷✵✵✸✳ ✷✶

▼✳ ▲é❣❡r✱ ▼✳ ❚❤✐❜❛✉t✱ ❏✳✲P✳ ●r❛t✐❡r✱ ❛♥❞ ❏✳✲▼✳ ▼♦r✈❛♥✳ ❆ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠✉❧t✐✲
s✉r❢❛❝❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ●❡♦❧♦❣②✱ ✶✾✭✺✮ ✿✼✾✺✕✼✹✸✱ ✶✾✾✼✳ ✶✻

❆✳ ▲❡♠♦♥ ❛♥❞ ◆✳ ❏♦♥❡s✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ s♦❧✐❞ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ❜♦r❡❤♦❧❡s ❛♥❞ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❝r♦ss✲
s❡❝t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✾ ✿✺✹✼✕✺✺✺✱ ✷✵✵✸✳ ✶✹✱ ✶✼

❋✳ ▲❡♣❛❣❡✳ ❚r✐❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤❡s ❢♦r ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s 22nd

●♦❝❛❞ ▼❡❡t✐♥❣✱ ◆❛♥❝②✱ ❋r❛♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✕✶✼✱ ✷✵✵✷✳ ✸✷

❋✳ ▲❡♣❛❣❡✱ ■✳ ▼♦r❡tt✐✱ ❛♥❞ ▼✳ ●✉✐t♦♥✳ ✸❉ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✿ ●❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■♥
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s 24th ●♦❝❛❞ ▼❡❡t✐♥❣✱ ◆❛♥❝②✱ ❋r❛♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✕✶✼✱ ✷✵✵✹✳ ✹✹

■✳ ▲❡r❝❤❡✳ ❇❛s✐♥ ❆♥❛❧②s✐s ✿ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ▼❡t❤♦❞s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✱ ❝❤❛♣t❡r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❋❧✉✐❞
❋❧♦✇✱ ❈♦♠♣❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❚❤❡r♠❛❧ ■♥❞✐❝❛t♦rs t♦ ❙✐♥❣❧❡✲❲❡❧❧ ❛♥❞ ❇❛s✐♥❛❧ ❙❡tt✐♥❣s✱ ♣❛❣❡s
✷✹✻✕✸✹✺✳ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦ ✿ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss ●❡♦❧♦❣② ❙❡r✐❡s✱ ✺✻✷♣♣✱ ✶✾✾✵❛✳ ✾✻✱ ✾✼

■✳ ▲❡r❝❤❡✳ ❇❛s✐♥ ❆♥❛❧②s✐s ✿ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ▼❡t❤♦❞s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✳ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦ ✿ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss
●❡♦❧♦❣② ❙❡r✐❡s✱ ✺✼✵♣♣✱ ✶✾✾✵❜✳ ✾✽

❙✳ ▲♦✳ ❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡s❤✐♥❣✳ Pr♦❣r❡ss ✐♥ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❊♥❣✐✲

♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧s✱ ✹ ✿✸✽✶✕✸✾✾✱ ✷✵✵✷✳ ✸✷

❆✳ ▲♦✈❡✳ ❆ ❚r❡❛t✐s❡ ♦♥ t❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❊❧❛st✐❝✐t②✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱
❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ✻✹✸♣♣✱ 1st ❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✷✼✳ ✹✶

P✳ ❏✳ ▲♦✈❡❧②✱ ❉✳ P♦❧❧❛r❞✱ ❊✳ ❋❧♦❞✐♥✱ ❈✳ ●✉③♦❢s❦✐✱ ❛♥❞ ❋✳ ▼❛❡rt❡♥✳ P✐t❢❛❧❧s ❛♠♦♥❣ t❤❡
♣r♦♠✐s❡s ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜❛s❡❞ str✉❝t✉r❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ P❡tr♦❧❡✉♠

●❡♦❧♦❣✐sts ❆♥♥✉❛❧ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ Pr♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❆❜str❛❝ts✱ ◆❡✇✲❖r❧❡❛♥s✱ ▲♦✉✐s✐❛♥❛✱ ❯❙❆✱
✷✵✶✵✳ ✶✶

▲✳ ▼❛❝é✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡t ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡

❢r❛❝t✉r❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡✱ ◆❛♥❝②✱
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✉s✐♥❣ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✿ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ✐♥❞✉str② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥
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❑✳ ▼❛❣❛r❛✳ ❚❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ r❡♠♦✈❡❞ s❡❞✐♠❡♥t❛r② r♦❝❦s✱ ♣❛❧❡♦♣♦r❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ♣❛❧❡♦t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡s✱ s♦✉t❤✇❡st❡r♥ ♣❛rt ♦❢ ❲❡st❡r♥ ❈❛♥❛❞❛ ❇❛s✐♥✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ P❡tr♦❧❡✉♠
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❑✳ ▼❛❣❛r❛✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣♦r♦s✐t②✲❞❡♣t❤ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ♦❢ s❤❛❧❡ ❛♥❞ s❛♥❞st♦♥❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦❧♦❣②✱ ✸ ✿✶✼✺✕✶✽✺✱ ✶✾✽✵✳ ✾✽

❆✳ ▼❛✐❧❧❛r❞✱ ❱✳ ●❛✉❧❧✐❡r✱ ❇✳ ❱❡♥❞❡✈✐❧❧❡✱ ❛♥❞ ❋✳ ❖❞♦♥♥❡✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣❛❝✲
t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❜❛s❡♠❡♥t st❡♣s ♦♥ s❛❧t t❡❝t♦♥✐❝s ✐♥ t❤❡ ▲✐❣✉r✐❛♥✲Pr♦✈❡♥ç❛❧ ❜❛s✐♥✱ ◆♦rt❤✇❡st
▼❡❞✐t❡rr❛♥❡❛♥✳ ▼❛r✐♥❡ ❛♥❞ P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦❧♦❣②✱ ✷✵✭✶✮ ✿✶✸✕✷✼✱ ✷✵✵✸✳ ✾✻

▼✳ ▼❛❦❤♦✉s✳ ❘❡s❡r✈♦✐r ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ✭✐♥ s❡❝♦♥❞❛r②
♣♦r♦s✐t②✮ ♦❢ r❡s❡r✈♦✐r r♦❝❦s✳ ■♥ ❚❤❡ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❍②❞r♦❝❛r❜♦♥ ❉❡♣♦s✐ts ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤

❆❢r✐❝❛♥ ❇❛s✐♥s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✽✾ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❊❛rt❤ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ♣❛❣❡s ✶✸✶✕✶✽✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r
❇❡r❧✐♥ ✴ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✶✳ ✾✽
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❏✳ ▼❛ss♦t✳ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ éq✉✐❧✐❜ré❡ ✸❉✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ■♥st✐t✉t
P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡✱ ◆❛♥❝②✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✶✺✼ ♣♣✱ ✷✵✵✷✳ ✶✹✱ ✶✺✱ ✶✻✱ ✶✾✱ ✷✽✱ ✷✾✱
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❉✳ ▼❝❑❡♥③✐❡✳ ❙♦♠❡ r❡♠❛r❦s ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t❛r② ❜❛s✐♥s✳ ❊❛rt❤ ❛♥❞ P❧❛♥❡t❛r②
❙❝✐❡♥❝❡ ▲❡tt❡rs✱ ✹✵✭✶✮ ✿✷✺✕✸✷✱ ✶✾✼✽✳ ✾✻

❚✳ ❆✳ ▼❡❝❦❡❧✱ ❯✳ ❙✳ ❚❡♥ ❇r✐♥❦✱ ❛♥❞ ❙✳ ❏✳ ❲✐❧❧✐❛♠s✳ ❙❡❞✐♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ r❛t❡s ❛♥❞ s✉❜✲
s✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❞❡❧t❛✐❝ ♣❧❛✐♥s ✿ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡s✳ ❇❛s✐♥ ❘❡✲
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✇✐t❤ s❛❧t ❛♥❞ ❢❛✉❧t ♠♦t✐♦♥ ✐♥ ❜❛s✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ▼❛r✐♥❡ ❛♥❞ P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦❧♦❣②✱ ✶✹✭✺✮ ✿
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❈✳ ▼♦✉❣❡❧ ❛♥❞ ▼✳ ❘é❣❛❧✳ ❯♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❛ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ✐♥
t❤❡ ✸❉ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ▼❛st❡r✬s t❤❡s✐s✱ ❊❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ●é♦❧♦❣✐❡✱
✷✵✶✵✳ ✺✶

❘✳ ▼♦②❡♥✱ ❏✳✲▲✳ ▼❛❧❧❡t✱ ❚✳ ❋r❛♥❦✱ ❇✳ ▲❡✢♦♥✱ ❛♥❞ ❏✳✲❏✳ ❘♦②❡r✳ ✸❉✲♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✸❉ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ✲ t❤❡ ●❡♦❈❤r♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡
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❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ✸❉ str✉❝t✉r❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐♥ ❢♦❧❞✲❛♥❞✲t❤r✉st ❜❡❧ts ✉s✐♥❣ ❣r♦✇t❤ ❞❛t❛✳ ■♥
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t❤❡s✐s✱ ■♥st✐t✉t P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡✱ ◆❛♥❝②✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✶✹✺ ♣♣✱ ✷✵✵✺✳ ✹✱ ✼✱
✶✹✱ ✶✻✱ ✷✵✱ ✷✽✱ ✷✾✱ ✸✵✱ ✸✶✱ ✸✷✱ ✹✹✱ ✹✻✱ ✼✸✱ ✽✶✱ ✽✷✱ ✾✻✱ ✾✼✱ ✶✵✵✱ ✶✷✺✱ ✶✷✽✱ ✶✸✷✱ ✶✸✺

P✳ ▼✉r♦♥ ❛♥❞ ❏✳✲▲✳ ▼❛❧❧❡t✳ ✸❉ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ✿ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
23rd ●♦❝❛❞ ▼❡❡t✐♥❣✱ ◆❛♥❝②✱ ❋r❛♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✕✶✼✱ ✷✵✵✸✳ ✷✾✱ ✸✵✱ ✸✶✱ ✹✹

❍✳ ▼✉st❛♣❤❛ ❛♥❞ ❑✳ ▼✉st❛♣❤❛✳ ❆ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ✢♦✇ ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❢r❛❝t✉r❡
♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❡s❤✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✷✾✭✹✮ ✿✶✹✸✾✕
✶✹✺✾✱ ✷✵✵✽✳ ✷✶

❉✳ ❖❛❦❧❡② ❛♥❞ ◆✳ ❑♥✐❣❤t✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❡❧❛st✐❝
str✉❝t✉r❡s ♣❛rt ■✳ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱
✶✷✻✭✶✲✷✮ ✿✻✼✕✽✾✱ ✶✾✾✺✳ ✽✶

❑✳ ❖♥✉♦❤❛✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ◆✐❣❡r✐❛✬s ❝♦❛st❛❧ ♠❛r❣✐♥ ✿ ❛♥ ❛ss❡ss♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❣❡
❞❛t❛ ❢r♦♠ ✇❡❧❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆❢r✐❝❛♥ ❊❛rt❤ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✾✭✸✮ ✿✹✽✺✕✹✾✾✱ ✶✾✾✾✳ ✼✺

❙✳ ❖✇❡♥✳ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s 7th ■♥✲

t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ▼❡s❤✐♥❣ ❘♦✉♥❞t❛❜❧❡✱ ❉❡❛r❜♦r♥✱ ▼✐❝❤✐❣❛♥✱ ❯❙❆✱ ♣❛❣❡s ✶✕✷✺✱ ✶✾✾✽✳ ✷✶✱ ✷✾✱
✸✷

▼✳ P❛♣❛❞r❛❦❛❦✐s✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣❛r❛✲
♠❡t❡rs✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✺✭✶✮ ✿✸✺✕✹✽✱ ✶✾✽✶✳
✽✶

▲✳ P✐❡❣❧ ❛♥❞ ❲✳ ❚✐❧❧❡r✳ ❚❤❡ ◆❯❘❇❙ ❜♦♦❦✳ ▼♦♥♦❣r❛♣❤s ✐♥ ❱✐s✉❛❧ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱
❇❡r❧✐♥✱ ✷♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✾✼✳ ✶✹

❆✳ P❧❡s❝❤✱ ❏✳ ❙❤❛✇✱ ❛♥❞ ❉✳ ❑r♦♥♠❛♥✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❧♦✇✲r❡❧✐❡❢ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❢♦❧❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❇❛❥✐❛♦❝❤❛♥❣ ✜❡❧❞✱ ❙✐❝❤✉❛♥ ❜❛s✐♥✱ ❈❤✐♥❛✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦❧♦❣✐sts

❇✉❧❧❡t✐♥✱ ✾✶ ✿✶✺✺✾✕✶✺✼✺✱ ✷✵✵✼✳ ✶✵✱ ✸✷✱ ✸✺

✶✶✾



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❆✳ P❧❡s❝❤✱ ❑✳ ❙❤♦❦❛✐r✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙❤❛✇✳ ✸❉ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ❜❛s❡❞ str✉❝t✉r❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦
❝♦♥str❛✐♥ ❢❛✉❧t ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡ ♣❛tt❡r♥s ✿ ❊①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ s②♥t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ▼✐❞❞❧❡
❊❛st✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s 30th ●♦❝❛❞ ▼❡❡t✐♥❣✱ ◆❛♥❝②✱ ❋r❛♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✕✽✱ ✷✵✶✵✳ ✶✶

❏✳ P♦❜❧❡t ❛♥❞ ▼✳ ❇✉❧♥❡s✳ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ str❛✐♥ ✉s✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ r❡st♦r❡❞ ❝r♦ss✲
s❡❝t✐♦♥s ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ r♦❧❧♦✈❡r ❛♥t✐❝❧✐♥❡s ♦✈❡r ❧✐str✐❝ ♥♦r♠❛❧ ❢❛✉❧ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙tr✉❝t✉r❛❧
●❡♦❧♦❣②✱ ✷✾✭✶✷✮ ✿✶✾✻✵✕✶✾✼✵✱ ✷✵✵✼✳ ✶✶

❉✳ ❘♦✉❜②✳ ❘❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❛rt❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❢❛✐❧❧és ❡♥ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té
❞❡ ❘❡♥♥❡s ■✱ ❘❡♥♥❡s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✶✵ ♣♣✱ ✶✾✾✹✳ ✶✹✱ ✶✺✱ ✷✽✱ ✷✾✱ ✽✶✱ ✶✵✵

❉✳ ❘♦✉❜②✱ ❍✳ ❳✐❛♦✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙✉♣♣❡✳ ✸✲❉ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①❧② ❢♦❧❞❡❞ ❛♥❞ ❢❛✉❧t❡❞ s✉r❢❛❝❡s
✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦❧♦❣✐sts

❇✉❧❧❡t✐♥✱ ✽✹✭✻✮ ✿✽✵✺✕✽✷✾✱ ✷✵✵✵✳ ✶✺✱ ✶✻✱ ✷✽✱ ✷✾✱ ✽✶✱ ✶✵✵

▼✳ ❉✳ ●✳ ❙❛❧❛♠♦♥✳ ❊❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ♦❢ ❛ str❛t✐✜❡❞ r♦❝❦ ♠❛ss✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘♦❝❦s ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❛♥❞ ▼✐♥✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✺ ✿✺✶✾✕✺✽✼✱ ✶✾✻✽✳ ✹✾✱ ✽✺

❏✳ ❙❛❧❡♥❝♦♥✳ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ▼✐❧✐❡✉① ❈♦♥t✐♥✉s✳ ❚♦♠❡ ■ ✿ ❈♦♥❝❡♣ts ●é♥ér❛✉①✳ ❊❞✐t✐♦♥s ❞❡
❧✬é❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✱ P❛r✐s✱ ✸✺✽♣♣✱ ✷✵✵✵✳ ✶✸✶✱ ✶✸✷

▲✳ ❙❛❧❧❡s✱ ▼✳ ❋♦r❞✱ ❆✳ ▲❡ ❙♦❧❧❡✉③✱ P✳ ❏♦s❡♣❤✱ ❛♥❞ ❈✳ ▲❡ ❈❛r❧✐❡r ❞❡ ❱❡s❧✉❞✳ ✸❉ str✉❝t✉r❛❧
❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t✉r❜✐❞✐t❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❢♦r❡❧❛♥❞ ❢♦❧❞ ❛♥❞ t❤r✉st ❜❡❧t ✿ t❤❡ ❆♥♥♦t s❛♥❞st♦♥❡
❞❡♣♦❝❡♥tr❡ ♦❢ ❙❛♥❣✉✐♥✐èr❡✱ ❙❊ ❋r❛♥❝❡✳ ■♥ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦❧♦❣✐sts

❆♥♥✉❛❧ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ Pr♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❆❜str❛❝ts✱ ▲♦♥❣ ❇❡❛❝❤✱ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✼✳ ✹✶✱ ✹✸

▲✳ ❙❛❧❧❡s✱ ▼✳ ❋♦r❞✱ P✳ ❏♦s❡♣❤✱ ❈✳ ▲❡ ❈❛r❧✐❡r ❞❡ ❱❡s❧✉❞✱ ❛♥❞ ❆✳ ▲❡ ❙♦❧❧❡✉③✳ Pr♦❣r❡ss✐✈❡
♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②♥❝❧✐♥❛❧ ❞❡♣♦❝❡♥tr❡ ❢r♦♠ t✉r❜✐❞✐t❡ ❣r♦✇t❤ str❛t❛ ✿ t❤❡ ❆♥♥♦t s②♥❝❧✐♥❡✱
❙❊ ❢r❛♥❝❡✳ ❇✉❧❧❡t✐♥ ❞❡ ❧❛ ❙♦❝✐été ❣é♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✶✵✳ ■♥ r❡✈✐s✐♦♥✳ ✶✵✹✱ ✶✵✺✱ ✶✵✻

P✳ ❙❛♠s♦♥✳ ❊q✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ●♦❝❛❞✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱
■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡✱ ◆❛♥❝②✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✹✸ ♣♣✱ ✶✾✾✻✳ ✶✺✱ ✶✻

❈✳ ❙❛♥❞❡rs✱ ▼✳ ❇♦♥♦r❛✱ ❉✳ ❘✐❝❤❛r❞s✱ ❊✳ ❑♦③❧♦✇s❦✐✱ ❈✳ ❙②❧✇❛♥✱ ❛♥❞ ▼✳ ❈♦❤❡♥✳ ❑✐♥❡♠❛t✐❝
str✉❝t✉r❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛ t❤r✉st tr❛♣ ✿ ❛ ❝❛s❡ st✉❞② ❢r♦♠
t❤❡ ❚❛r✐❥❛ ❜❛s✐♥✱ ❆r❣❡♥t✐♥❛✳ ▼❛r✐♥❡ ❛♥❞ P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦❧♦❣②✱ ✷✶✭✼✮ ✿✽✹✺✕✽✺✺✱ ✷✵✵✹✳ ✶✶

❏✳ ❙❝❤♠♦❦❡r ❛♥❞ ❉✳ ●❛✉t✐❡r✳ ❈♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛s✐♥ s❡❞✐♠❡♥ts ✿ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t✐♠❡✲
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s♦✉t❤❡r♥ ❨❡♠❡♥ ♠❛r❣✐♥ ✉s✐♥❣ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♠❛❣❡s✱ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❛ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠❡✲
t❤♦❞✳ ❚❡❝t♦♥♦♣❤②s✐❝s✱ ✷✽✶✭✸✲✹✮ ✿✶✼✸✕✶✾✸✱ ✶✾✾✼✳ ✶✵

▼✳✲❖✳ ❚✐t❡✉①✳ ❘❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡t ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s str✉❝t✉r❛❧❡s ✿ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❡❧❧❡s ❞❡s ♣r♦✲

♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝t♦♥✐q✉❡ s❛❧✐❢èr❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ■♥st✐t✉t P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡
◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡✱ ◆❛♥❝②✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✶✹✺ ♣♣✱ ✷✵✵✾✳ ✼✱ ✶✵✱ ✶✹✱ ✶✻✱ ✺✵✱ ✺✶✱ ✶✸✼

▼✳✲❖✳ ❚✐t❡✉① ❛♥❞ ❏✳✲❏✳ ❘♦②❡r✳ ❯♣s❝❛❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❧❛②❡r❡❞ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s 28th ●♦❝❛❞ ▼❡❡t✐♥❣✱ ◆❛♥❝②✱ ❋r❛♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✕✶✾✱ ✷✵✵✽✳ ✸✷

P✳ ❯♥❞❡r✇♦♦❞ ❛♥❞ ❑✳ P❛r❦✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✲st❡♣ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r str✉❝t✉r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✱ ▼✱ ✶✾✼✽✳ ✽✶

❆✳ ❏✳ ❲❛t❦✐♥s♦♥ ❛♥❞ P✳ ❘✳ ❈♦❜❜♦❧❞✳ ❆①✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❢♦❧❞s ✐♥ r♦❝❦s ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r✴♣❧❛♥❛r
❢❛❜r✐❝s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ●❡♦❧♦❣②✱ ✸✭✸✮ ✿✷✶✶✕✷✶✼✱ ✶✾✽✶✳ ✽✹

❏✳ ▼✳ ❲❡❧❧❡r✳ ❈♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥ts✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦❧♦❣✐sts

❇✉❧❧❡t✐♥✱ ✹✸ ✿✷✼✸✕✸✶✵✱ ✶✾✺✾✳ ✾✻✱ ✾✼✱ ✾✽

●✳ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ❙✳ ❑❛♥❡✱ ❚✳ ❇✉❞❞✐♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ❘✐❝❤❛r❞s✳ ❘❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①
❢♦❧❞❡❞ ❛♥❞ ❢❛✉❧t❡❞ r♦❝❦ ✈♦❧✉♠❡s ✿✢❡①✉r❛❧ ✢❛tt❡♥✐♥❣✱ ❥✐❣s❛✇ ✜tt✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✐♥
t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❡❝t♦♥♦♣❤②s✐❝s✱ ✷✼✸✭✸✲✹✮ ✿✷✵✸ ✕ ✷✶✽✱ ✶✾✾✼✳ ✶✻

❉✳ ❲✐❧ts❝❤❦♦✱ ❋✳ ❘♦❞r✐❣✉❡③✲❘♦❛✱ ❛♥❞ ❏✳ P❛♥✐❛♥✳ ❘♦❧❡ ♦❢ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢❛✉❧ts ✐♥
❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤r✉st r❛♠♣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❙♦✉t❤❡r♥ ❚❛✐✇❛♥ ♦r♦❣❡♥✳ ■♥
❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ P❡tr♦❧❡✉♠ ●❡♦❧♦❣✐sts ❆♥♥✉❛❧ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ Pr♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❆❜s✲

tr❛❝ts✱ ❉❡♥✈❡r✱ ❈♦❧♦r❛❞♦✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✾✳ ✶✵

P✳ ❲r✐❣❣❡rs✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥t❛❝t ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❲✐❧❡②✱ ❈❤✐❝❤❡st❡r✱ ✹✹✶♣♣✱ ✷✵✵✷✳ ✸✶✱ ✹✻✱
✽✶✱ ✶✷✺✱ ✶✷✽

❙✳ ❲✉ ❛♥❞ ❆✳ ❲✳ ❇❛❧❧②✳ ❙❧♦♣❡ t❡❝t♦♥✐❝s ✲ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥tr❛sts ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ st②❧❡s ♦❢
s❛❧t ❛♥❞ s❤❛❧❡ t❡❝t♦♥✐❝s ♦❢ t❤❡ ♥♦rt❤❡r♥ ●✉❧❢ ♦❢ ▼❡①✐❝♦ ✇✐t❤ s❤❛❧❡ t❡❝t♦♥✐❝s ♦❢ ♦✛s❤♦r❡
◆✐❣❡r✐❛ ✐♥ ●✉❧❢ ♦❢ ●✉✐♥❡❛✳ ■♥ ❲✳ ▼♦❤r✐❛❦ ❛♥❞ ▼✳ ❚❛❧✇❛♥✐✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❆t❧❛♥t✐❝ r✐❢ts ❛♥❞

❝♦♥t✐♥❡♥t❛❧ ♠❛r❣✐♥s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✶✺ ♦❢ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦♥♦❣r❛♣❤✱ ♣❛❣❡s ✶✺✶✕✶✼✷✳ ❆♠❡r✐❝❛♥
●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❯♥✐♦♥✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉✳❈✳✱ ✷✵✵✵✳ ✼✹

❍✳ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈✳ ❚❤✉r❜❡r✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ♠❡s❤ s❡✐s♠✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❛♥❞
❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ P❛r❦✜❡❧❞✱ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱
✶✶✵✭❇✵✹✸✵✸✮ ✿✶✕✶✸✱ ✷✵✵✺✳ ✶✾

❉✳✲❍✳ ❩❤♦♥❣✱ ▼✳✲❈✳ ▲✐✱ ▲✳✲●✳ ❙♦♥❣✱ ❛♥❞ ●✳ ❲❛♥❣✳ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ◆❯❘❇❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐✲
③❛t✐♦♥ ❢♦r ❧❛r❣❡ ✸❉ ❣❡♦❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❏✐♥♣✐♥❣ ✜rst✲❧❡✈❡❧
❤②❞r♦♣♦✇❡r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✱ ❈❤✐♥❛✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✷✭✾✮ ✿✶✷✼✵ ✕ ✶✷✽✷✱
✷✵✵✻✳ ✶✼

❖✳ ❩✐❡♥❦✐❡✇✐❝③✳ ❚❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞✳ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ✼✽✼♣♣✱ 3rd ❡❞✐t✐♦♥✱
✶✾✼✼✳ ✸✷✱ ✽✶

✶✷✷



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❖✳ ❩✐❡♥❦✐❡✇✐❝③ ❛♥❞ ❘✳ ❚❛②❧♦r✳ ❚❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✲ ❱♦❧✉♠❡ ■ ✿ ❚❤❡ ❇❛s✐s✳ ❊❧s❡✈✐❡r✱
◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✼✷✺♣♣✱ 5th ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✵❛✳ ✸✷

❖✳ ❩✐❡♥❦✐❡✇✐❝③ ❛♥❞ ❘✳ ❚❛②❧♦r✳ ❚❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✲ ❱♦❧✉♠❡ ■■ ✿ ❙♦❧✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳
❊❧s❡✈✐❡r✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✹✾✺♣♣✱ 5th ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✵❜✳ ✸✷

❲✳ ❩✐❥❧✱ ▼✳ ❍❡♥❞r✐❦s✱ ❛♥❞ ❈✳ ❚✳ ❍❛rt✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐❣✐❞✐t② t❡♥s♦r ✐♥
❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡✲❜❛s❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ●❡♦❧♦❣②✱ ✸✹✭✸✮ ✿
✷✾✶✕✸✷✷✱ ✷✵✵✷✳ ✺✵

✶✷✸





❆♥♥❡①❡ ❆

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s

❙♦♠♠❛✐r❡

❆✳✶ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

❆✳✷ ❈♦♥t❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

❆✳✸ ■♥♣✉t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

❆✳✶ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❘❡st♦r❡s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❤♦r✐③♦♥
■♥♣✉t✿ ❚❤❡ t♦♣♠♦st ❤♦r✐③♦♥ H t♦ r❡st♦r❡✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ Zr

✶✿ Z ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✷✿ ❢♦r ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ n ∈ H ❞♦
✸✿ Z(n) = Zr

✹✿ ❡♥❞ ❢♦r

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❋✐①❡s t❤❡ ♣✐♥ ♣♦✐♥t✱ ❧✐♥❡✱ ✇❛❧❧✱ ❜❧♦❝❦
■♥♣✉t✿ ❚❤❡ ❛①✐s i t♦ ✜① ❀ t❤❡ r❡❣✐♦♥ R t♦ ✜①
✶✿ xi ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s i ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❀ Xi ✐s ✐♥ t❤❡ r❡st♦r❡❞

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✷✿ ❢♦r ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ n ∈ R ❞♦
✸✿ ❢♦r i ❢r♦♠ ✶ t♦ ✸ ❞♦
✹✿ ✐❢ i ✐s ✜①❡❞ t❤❡♥
✺✿ Xi(n) = xi(n)

✻✿ ❡♥❞ ✐❢
✼✿ ❡♥❞ ❢♦r
✽✿ ❡♥❞ ❢♦r

❆✳✷ ❈♦♥t❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❚❡❧❧s ✇❤❡t❤❡r t✇♦ s✉r❢❛❝❡s s❤♦✉❧❞ s❧✐❞❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦r ✐❢ s♦♠❡ ❧✐♥❡s ♦r ♥♦❞❡s s❤♦✉❧❞
❜❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡st♦r❡❞ st❛t❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❣❛♣s ♦r ♦✈❡r❧❛♣s ✐♥ t❤❡
r❡st♦r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❬❲r✐❣❣❡rs✱ ✷✵✵✷✱ ▼✉r♦♥✱ ✷✵✵✺❪✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♥♦❞❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ❢❛✉❧t s✉r❢❛❝❡s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s❧❛✈❡ ✭♥♦❞❡s s✮✱ ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠❛st❡r ❢❛✉❧t
s✉r❢❛❝❡ ✭♥♦❞❡s m✮ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✭❋✐❣✳✷✳✶✺✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐s ♥♦t❡❞ p✳



❈❤❛♣✐tr❡ ❆✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❋✐♥❞s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛♥❞ st♦r❡s t❤❡ s✐❣♥❡❞ s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡ d t♦ t❤❡
✐♠♣❧✐❝✐t s✉r❢❛❝❡
■♥♣✉t✿ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② P ❛♥❞ t❤❡ ✐s♦✈❛❧✉❡ I r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❤♦r✐③♦♥ t♦ r❡st♦r❡ ❀ ❛

r❡❣✐♦♥ R ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤✐s ❤♦r✐③♦♥ ✭✐t ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠♦❞❡❧✮✳
❖✉t♣✉t✿ N ✿ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❀ d(n), n ∈ N ✿s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥
❢♦r ❡❛❝❤ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❡❞❣❡ e ∈ R ❞♦

✈❛❧✉❡1 ← P (n1) − I ❛♥❞ ✈❛❧✉❡2 ← P (n2) − I ✴✴ n1 ❛♥❞ n2 ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢

t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡❞❣❡

✐❢ ✈❛❧✉❡1 = 0 t❤❡♥
❛❞❞ n1 t♦ N

d(n)← 0

❡❧s❡ ✐❢ ✈❛❧✉❡2 = 0 t❤❡♥
❛❞❞ n2 t♦ N

d(n)← 0

❡❧s❡ ✐❢ ✈❛❧✉❡1 · ✈❛❧✉❡2 < 0 t❤❡♥
Orsign = ❙✐❣♥(∇P (e)·(001)T ) ✴✴ ❋✐♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ P ♦♥ ❡❞❣❡ e ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣

✉♣✇❛r❞ ♦r ❞♦✇♥✇❛r❞ ✿ ✐❢ t❤❡ t✇♦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ Orsign = +1 ❛♥❞ −1 ❡❧s❡

✐❢ ‖✈❛❧✉❡1‖ < ‖✈❛❧✉❡2‖ t❤❡♥
❛❞❞ n1 t♦ N

d(n1)← Orsign · ❞✐st❛♥❝❡(n1) ✴✴ ❙❡❡ ❆❧❣♦✳✹

❡❧s❡
❛❞❞ n2 t♦ N

d(n2)← Orsign · ❞✐st❛♥❝❡(n2) ✴✴ ❙❡❡ ❆❧❣♦✳✹

❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ❢♦r

✶✷✻



❆✳✷ ❈♦♥t❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❈♦♠♣✉t❡s t❤❡ s✐❣♥❡❞ s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡ d t♦ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t s✉r❢❛❝❡
■♥♣✉t✿ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② P ❛♥❞ t❤❡ ✐s♦✈❛❧✉❡ I r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❤♦r✐③♦♥ t♦ r❡st♦r❡ ❀ ❛
♥♦❞❡ n ♦♥ ❛♥ ❡❞❣❡ ❝✉t ❜② t❤❡ s✉r❢❛❝❡

❖✉t♣✉t✿ ❉✐st❛♥❝❡ d(n) ❜❡t✇❡❡♥ n ❛♥❞ t❤❡ ✐s♦s✉r❢❛❝❡
❢♦r ❊❛❝❤ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ T ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡ n ❞♦
✢♦❛t ✿❝✉r❴❞✐st ← V · GP (T ) ✴✴ V ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ❛❧♦♥❣ ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ T ✱ ❢r♦♠ n t♦ t❤❡

✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡❞❣❡✲✐♠♣❧✐❝✐t s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ∇P (T ) ✐s t❤❡ ✉♥✐t ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② P ✐♥

T

❇✉✐❧❞ d(T ) ❂ ✈❡❝t♦r ✭♦r✐❣✐♥❂♥✱ ❡♥❞❂♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ n ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t s✉r❢❛❝❡✮

✐❢ d(T) · ∇P (T ) < 0 t❤❡♥
❝✉r❴❞✐st← −❝✉r❴❞✐st ✴✴ n ✐s ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t s✉r❢❛❝❡

❡♥❞ ✐❢
✐❢ n + d(T ) ✐s ✐♥s✐❞❡ T t❤❡♥
❝✉r❴❞✐st← ❝✉r❴❞✐st ✴✴ ❑❡❡♣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✐st❛♥❝❡

❡❧s❡
❝✉r❴❞✐st← s❤♦rt❡st ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❡❞❣❡ ∈ T

❡♥❞ ✐❢
✐❢ d(n)♥♦t ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ♦r ❝✉r❴❞✐st < d(n) t❤❡♥

d(n)← ❝✉r❴❞✐st
❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ❢♦r

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ❘❡st♦r❡s t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t t♦♣♠♦st s✉r❢❛❝❡
■♥♣✉t✿ N t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ t♦ r❡st♦r❡ ✭❆❧❣♦✳ ✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❆❧❣♦✳ ✹✮✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ Zr

✶✿ ❢♦r ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ n ∈ N ❞♦
✷✿ Z(n) = Zr + d(n) ✴✴ Z ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

✸✿ ❡♥❞ ❢♦r

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❋✐①❡s t❤❡ ♣✐♥ ♣♦✐♥t ♦r ❧✐♥❡ ✐♥ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤
■♥♣✉t✿ N t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s n ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ t♦ ✜① ✭❆❧❣♦✳ ✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡s d(n) ✭❆❧❣♦✳ ✹✮✱ t❤❡ ❛①✐s i t♦ ✜① ✴✴ ❆❧❣♦✳ ✸ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♥♦❞❡s ❀ ❛ ✶❉ r❡❣✐♦♥ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♣♦✐♥t ✭✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛ s✉r❢❛❝❡✮✱ ❛ ✷❉ r❡❣✐♦♥ t♦ ❛ ❧✐♥❡ ✭✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ s✉r❢❛❝❡✲s✉r❢❛❝❡✮✱ ❛♥❞

❛ ✸❉ t♦ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✭✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ✲ s✉r❢❛❝❡✮

✶✿ ❢♦r ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ n ∈ N ❞♦
✷✿ Xi(n) = xi(n) + d(n) ✴✴ Xi ❛♥❞ xi ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s i✱ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st❛t❡s

✸✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✷✼



❈❤❛♣✐tr❡ ❆✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s

Esclave

Maitre

m

s

pmm1
m2

s
2

1

3

m1

m2

m3
pm

s
3

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ ✕ ❈♦♥t❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❢❛✉❧ts✳ ✶✮ ❚✇♦ ♥♦❞❡s ❛r❡ s❡t ✐♥ ❝♦♥t❛❝t✱ t❤❡ ❢❛✉❧t t❤r♦✇
♠❛② ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❀ ✷✮ t✇♦ ❧✐♥❡s ❛r❡ s❡t ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✿ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ s❧❛✈❡ ❧✐♥❡ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞
♦♥t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♠❛st❡r s❡❣♠❡♥t ❀ ✸✮ t❤❡ s❧❛✈❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s s❡t ♦♥t♦ t❤❡ ♠❛st❡r s✉r❢❛❝❡ ✿ ❡❛❝❤
s❧❛✈❡ ♥♦❞❡ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♠❛st❡r tr✐❛♥❣❧❡✳

❆♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✈❡❝t♦r Ce ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❡t ♦♥ ✿

Ce(nodes) =

[

p

−p

]

Ce(lines) =





p

−(1− λ)p

−λp



 Ce(triangles) =









p

−λ1p

−λ2p

−λ3p









✇❤❡r❡ λi ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ith ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❧❛✈❡ ♥♦❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦
t❤❡ ♠❛st❡r ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✈❡❝t♦r ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛st❡r ❛♥❞ t❤❡ s❧❛✈❡ ♥♦❞❡s ❛r❡
❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✿

Ce ·
p

‖p‖
= 0 ⇒ p · s− p ·m = 0

❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✱ s❡❡ ❲r✐❣❣❡rs ❬✷✵✵✷❪✱ ▼✉r♦♥ ❬✷✵✵✺❪✳

❆✳✸ ■♥♣✉t ❞✐r❡❝t✐♦♥

■❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ s❤♦✇ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ♠❛❥♦r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ❞✐s♣❧❛✲
❝❡♠❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❢❛✉❧t str✐❛❡✱ ❢r❛❝t✉r❡s✱ str✐❛t✐♦♥✱
❧✐♥❡❛t✐♦♥✱ ❡t❝✱ ✇❡ ♠❛② ✇❛♥t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t t♦ ❛ ♣❛rt✐✲
❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
♦♥❧② ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s✱ ❛ ♥♦❞❡ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♠♦✈❡ ♦♥❧② ❛❧♦♥❣ ❛ ❧✐♥❡✱ ❜② ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ ✐t
t♦ st❛② ✐♥ t✇♦ ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡✐r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛tr✐❝❡s ♦♥ ❋✐❣✳
❆✳✷✳

✶✷✽



❆✳✸ ■♥♣✉t ❞✐r❡❝t✐♦♥

n1

n2

V

Plane 1

Plane 2

a1
x+b1

y+c1
z+d1

=0

a2
x+b2

y+c2
z+d2

=0





a1 b1 c1

0 0 0

0 0 0









x

y

z



 =





d1 + a1 · x0 + b1 · y0 + c1 · z0

0

0









a2 b2 c2

0 0 0

0 0 0









x

y

z



 =





d2 + a2 · x0 + b2 · y0 + c2 · z0

0

0





❋✐❣✉r❡ ❆✳✷ ✕ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ❤❛s t♦ ♠♦✈❡ ♦♥❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❱ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t ✇✐t❤ ✐ts ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛tr✐❝❡s✱ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡✱ ✐s
s❡t ❢♦r ❜♦t❤ ♣❧❛♥❡s ✶ ❛♥❞ ✷✱ ❞❡✜♥❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ n1 ❛♥❞ n2 t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❧✐♥❡✳ x0✱ y0 ❛♥❞ z0 ❛r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

✶✷✾





❆♥♥❡①❡ ❇

❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
r❡st♦r❛t✐♦♥

❙♦♠♠❛✐r❡

❇✳✶ ▼❡❛s✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

❇✳✶✳✶ ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

❇✳✶✳✷ ❙♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

❇✳✶✳✸ ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ str❡ss❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

❇✳✷ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

❇✳✷✳✶ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

❇✳✷✳✷ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛s ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r❡st♦r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳
❚❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❛ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ str❛✐♥s✳

❇✳✶ ▼❡❛s✉r❡s

❇✳✶✳✶ ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

❚♦ ❧♦❝❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ❧❛②❡r✱ ❧❡t
✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t❡♥s♦r F✱ ❝♦♠♠♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ♦r
❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① F ✿

F =
∂x

∂X
=





∂x
∂X

∂x
∂Y

∂x
∂Z

∂y
∂X

∂y
∂Y

∂y
∂Z

∂z
∂X

∂z
∂Y

∂z
∂Z



 ✭❇✳✶✮

F ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❡❣♠❡♥t dX ❢r♦♠ ✐ts ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥ t♦ ✐ts r❡st♦r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✿ dx = F · dX ✇❤❡r❡ dX ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡
❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ dx ✐ts ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢
t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① F ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛s t♦ ❜❡ str✐❝t❧②
♣♦s✐t✐✈❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳

■♥ ❣❡♦❧♦❣②✱ t❤❡ ●r❡❡♥✲▲❛❣r❛♥❣❡ t❡♥s♦r ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❡❛s✐❧② ❧✐♥❡❛r✐s❛❜❧❡ ✐♥ s♠❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❬❙❛❧❡♥❝♦♥✱ ✷✵✵✵❪✳ ❚❤❡ ●r❡❡♥✲▲❛❣r❛♥❣❡
t❡♥s♦r E ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ s❡❣♠❡♥t ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞
❛❢t❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❣r❛❞✐❡♥t ✿

E =
1

2
(C− 1) =

1

2
(FTF− 1) =

1

2
(∇r + (∇r)T +∇r · (∇r)T ) ✭❇✳✷✮



❈❤❛♣✐tr❡ ❇✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡st♦r❛t✐♦♥

✇❤❡r❡ ∇ ❞❡s✐❣♥❛t❡s t❤❡ ♥❛❜❧❛ ♦♣❡r❛t♦r r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡
♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ u t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦rs ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st❛t❡ t♦ t❤❡ r❡st♦r❡❞
st❛t❡✳

❇✳✶✳✷ ❙♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s

▼♦st ✸❉ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬❉❡ ❙❛♥t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✱ ▼❛❡rt❡♥ ❛♥❞ ▼❛❡rt❡♥✱ ✷✵✵✻✱
▼❛ss♦t✱ ✷✵✵✷❪ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ s♠❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✿ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ s❡❣♠❡♥t ✐s s♠❛❧❧ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r E ❛r❡ t❤✉s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t❡♥s♦r ♦❢ s♠❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ε ✭❧✐♥❡❛r
●r❡❡♥✲▲❛❣r❛♥❣❡ t❡♥s♦r✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✿

ε =
1

2
(∇r + (∇r)T ) ✭❇✳✸✮

❇✳✶✳✸ ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ str❡ss❡s

❚❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ✐s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts t❤❡ ♠❡❞✐✉♠
✉♥❞❡r✇❡♥t✳ ■♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ str❡ss❡s ❛♥❞ ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t♦rs♦rs ✭❛ ❢♦r❝❡✱ ❛ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✮✳ ❚✇♦ t②♣❡s ♦❢ str❡ss❡s
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❜♦✉♥❞ ❞♦♠❛✐♥ ✿

✶✳ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r str❡ss❡s ❛r❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛❝t✐♦♥s ❡①t❡r♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭❡✳❣✳ ❣r❛✈✐t❛✲
t✐♦♥✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢♦r❝❡s✱ r❡❣✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✮✳

✷✳ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r str❡ss❡s ❛r❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤
❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t❡♥s♦r σ ❝❛❧❧❡❞ ❈❛✉❝❤② ❝♦♥str❛✐♥ts t❡♥s♦r✳ ■t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❢♦r❝❡ t ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ n ✿

σ · n = tdΓ ✭❇✳✹✮

✇❤❡r❡ Γ ✐s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❙❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r str❡ss t❡♥s♦rs ❡①✐st✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✜rst t❡♥s♦r ♦❢ P✐♦❧❛✲❑✐r❝❤❤♦✛✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ❝♦♥tr❛✐♥t ♦♥ ❛ ❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ ♥♦r♠❛❧ n0 ✐♥ ✐ts ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✿

P · n0 = t0dΓ0S · n0 = F−1 · t0dΓ0 ✭❇✳✺✮

❲❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ✵ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

❇✳✷ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥s✱ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ str❡ss❡s ✐♥ t❤❡
❝♦♥t✐♥♦✉s ♠❡❞✐❛ ❝♦♠❡ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝✲
t✉r❡s ❛s ❜♦✉♥❞❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ ❢♦✉r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❬❙❛❧❡♥❝♦♥✱ ✷✵✵✵❪ ✿
t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss✱ ❧✐♥❡❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ■♥ r❡st♦r❛t✐♦♥✱
♦♥❧② t❤❡ t✇♦ ✜rst ❧❛✇s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❬▼❛❡rt❡♥ ❛♥❞ ▼❛❡rt❡♥✱ ✷✵✵✻✱ ▼♦r❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱
▼✉r♦♥✱ ✷✵✵✺❪✳

✶✸✷



❇✳✷ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s

❇✳✷✳✶ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❛rt✐❝❧❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱
s♦ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ❤❛s t✇♦ ♠❛❥♦r t❡r♠s ✿ ♦♥❡ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭∂ρ

∂t
✇❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡

❞❡♥s✐t②✮✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ✢♦✇ ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭ρ∇ · v ✇❤❡r❡ v ✐s t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✮ ✿

∂ρ

∂t
+ ρ∇ · v = 0 ✭❇✳✻✮

■❢ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡♥s✐t②✱ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥
♦❢ ✈♦❧✉♠❡✱ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❬▼❛❧❧❡t✱ ✷✵✵✷✱ ▼❛ss♦t✱ ✷✵✵✷❪✳

❇✳✷✳✷ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♠♦♠❡♥t✉♠

❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ◆❡✇t♦♥✬s s❡❝♦♥❞ ❧❛✇✱ r❡❧❛t✐♥❣
❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✐ts ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❝♦♥s✐✲
❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ ♦❢ t✇♦ t②♣❡s ✿ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r❝❡s ✭ρb̂✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r❝❡s ♦❢ s✉r❢❛❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❡❞
❜② ●❛✉ss t❤❡♦r❡♠ ✭∇ · σ✮ ✿

ρ
∂v

∂t
− ρb̂−∇ · σ = 0 ✭❇✳✼✮

✶✸✸





❆♥♥❡①❡ ❈

❊♥❣❧✐s❤ ❝❛♣t✐♦♥s ❢♦r ❋r❡♥❝❤ ✜❣✉r❡s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶ ✿ ❙②♥t❤❡t✐❝ s❝❤❡♠❛ ♦❢ ❣❡♦♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉s❡❞ ❞❛t❛ s✉❝❤ ❛s ❛❝✲
q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❣❡♦s❝✐❡♥❝❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷ ✿ ❱♦❧✉♠❡ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✺ st❡♣s ✿ ✶✮ ❜✉✐❧❞
❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧② ✈❛❧✐❞ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❀ ✷✮ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
str✉❝t✉r❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✭❢❛✉❧ts ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥s✮✱ ✇✐t❤ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥s ✭❢❛✉❧ts ❜❧♦❝❦s✱ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧
✉♥✐ts✮ ❀ ✸✮ ❞❡✜♥❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s ❛♥❞ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣❡r ❧❛②❡r ❀ ✹✮ ❢♦r ❡❛❝❤
❧❛②❡r ✿ ❛✳ ❛ss✐❣♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❀ ❜✳ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❀ ❝✳ r❡♠♦✈❡ t❤❡ r❡st♦r❡❞
❧❛②❡r✳ ▼♦❞❡❧ ❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❍❛r✈❛r❞✴❈❤❡✈r♦♥✱ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛❢t❡r ▼✉r♦♥ ❬✷✵✵✺❪✳

❈❤❛♣t❡r ✶ ✲ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✿ ❋r♦♠ ❞❛t❛ t♦ ✈♦❧✉♠❡ ♠♦❞❡❧ ✿ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛✱ s✉❝❤ ❛s ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧
♠❛♣s ❛♥❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✱ ❣❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜♦r❡❤♦❧❡s ❞❛t❛✱ ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞✱ ✉s✐♥❣ ✈❛❧✐❞✐t②
r✉❧❡s✱ ❞✉r✐♥❣ ❣❡♦♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✉r❢❛❝❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
❆ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❜✉✐❧t✳ ❚❤❡ s❡✐s♠✐❝ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❢t❡r
●✉③♦❢s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳ ▼♦❞❡❧ ❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❍❛r✈❛r❞✲❈❤❡✈r♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥
r✉♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✿ ✐♥ ✭❛✮✱ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ✭❜✮✱ ❛ ♠♦r❡
❞✉❝t✐❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭❜✮ ❛r❡ ♥♦t
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛r❡❛ ✿ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞❛♥t
♦♥ t❤❡ ❞✉❝t✐❧❡ ❧❛②❡r✳ ❋r♦♠ ●✉③♦❢s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✿ ❋r❛❝t✉r❡ ❢♦r❡❝❛st ✉s✐♥❣ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✿ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❡ss
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❛s ❢r❛❝t✉r❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st②❧❡s✳ ❚❤❡
♣❛✐♥t❡❞ ♣r♦♣❡rt② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡❧❡✈❛t✐♦♥✳ ❇❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦r✳ P❛❧❡ ❣r❡❡♥ s✉r❢❛❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❢r❛❝t✉r❡❞
✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ ▼❛❝é ❬✷✵✵✻❪✳



❈❤❛♣✐tr❡ ❈✳ ❊♥❣❧✐s❤ ❝❛♣t✐♦♥s ❢♦r ❋r❡♥❝❤ ✜❣✉r❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✭❛✮✱ ♠❛♣ ✭❜✮ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ✭❝✮ r❡st♦r❛t✐♦♥✳ ❲❤❛✲
t❡✈❡r t❤❡ r❡st♦r❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✜①❡❞✳ ■♥ ♠❛♣✱ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r
✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❞❡♣t❤ ✐s ♣❛✐♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❉✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♣❛✐♥t❡❞ ♦♥ t❤❡
♠❛♣ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ r❡st♦r❡❞ ♠♦❞❡❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✿ ❙tr✉❝t✉r❛❧ s✉r❢❛❝❡s ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ③♦♥❡
❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❛s♣✐❛♥ ❙❡❛✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ t②♣❡s✳ ❛✮ ❛♥❞ ❜✮ ❛r❡ str✉❝t✉r❡❞ ❣r✐❞s✱
✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥ts ✭❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞s✮ ♦r ✐rr❡❣✉❧❛r ✭str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ❣r✐❞s✮ ❀ ❝✮✱ ❞✮✱ ❛♥❞ ❡✮
❛r❡ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ❣r✐❞s ❀ ❝✮ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❡❧❧❡s✱ ❞✮ ❛♥❞ ❡✮ ♣r❡s❡♥t
❤②❜r✐❞ ♠❡s❤❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✿ ❛✮ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞ ✿ ❢❛✉❧ts ❛♥❞ ❧❛②❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s s❤♦✇ ❛ ▼♦✐ré ❡✛❡❝t ❀ ❜✮
str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ❣r✐❞✱ ♣❛✐♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r✐❞ ❲ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❖♥❧② ♦♥❡
str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ✉♥✐t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ t❤❡ ❞②✐♥❣ ❢❛✉❧t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡
♠♦❞❡❧ s❤♦✇✐♥❣ t♦♦ ♠✉❝❤ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❀ ❝✮ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❡tr❛❤❡❞r❛❧✐③❡❞ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❛r❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ✇❛②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧ ❧❡✈❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ✿ ❯s❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❉❙■ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ ❛ str❛t✐❣r❛✲
♣❤✐❝ ♣r♦♣❡rt② f ✳ ❉❛t❛ ♣♦✐♥ts✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❛❧✉❡ f0 ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥
r❡❧❛t✐✈❡ ❛❣❡✮ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✈❛❧✉❡s✳ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✳ ❘♦✉❣❤♥❡ss ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦r ♣❡r ❞♦♠❛✐♥✱ ❛r❡ t❤❡♥ ❛❞❞❡❞
✭❆ ❛♥❞ ❇ ❛r❡ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ t❡tr❛❤❡❞r❛✮✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ♠❡s❤ ✐s ❝♦♥❢♦r♠❛❜❧❡ ♦♥❧②
t♦ t❤❡ ❢❛✉❧ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② r❡❞✉❝❡s ✐ts r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐ts ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❡❛s✐❡r✳

❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ❱♦❧✉♠❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✿ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

t♦ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ ✿ ❈♦♥t❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❢❛✉❧ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ✶✮ t✇♦ ♥♦❞❡s ❛r❡
s❡t ✐♥ ❝♦♥t❛❝t✱ t❤❡ str✐❦❡✲s❧✐♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❀ ✷✮ t✇♦ ❧✐♥❡s ❛r❡ s❡t ✐♥
❝♦♥t❛❝t ✿ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s❧❛✈❡ ❧✐♥❡ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♠❛st❡r s❡❣♠❡♥t ❀ ✸✮ t❤❡
s❧❛✈❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s s❡t ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛st❡r s✉r❢❛❝❡ ✿ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡
❝❧♦s❡st ♠❛st❡r tr✐❛♥❣❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻ ✿ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ θ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ n t♦ p ❛♥❞ t❤❡ t❛♥❣❡❛♥t t ❛t t❤❡
♣♦✐♥t m ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❀ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② ✐❢ θ ≤ γ✱ γ ❜❡✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥
t♦❧❡r❛♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼ ✿ ■♥✐t✐❛❧ ❡①♣❧✐❝✐t ✭❛✮ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ✭❜✮ ❢❛✉❧t❡❞ ♠♦❞❡❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽ ✿ ❘❡st♦r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ❢❛✉❧t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✿ ❢♦r t❤❡
✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ ◆♦rt❤♠♦st ✇❛❧❧ ✐s ✜①❡❞ ❛❧♦♥❣ x ❛♥❞ y✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♠♦st ❤♦r✐③♦♥ ✐s
✢❛tt❡♥❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡
❢❛✉❧t ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥t❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❖♥❧② t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ s♦ t❤❛t

✶✸✻



t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ♦✈❡r✲❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾ ✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝❛s❡✱ ❛ ✈♦❧✉♠❡✲❜❛s❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡
♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❧❛②❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵ ✿ ❇r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✉♣s❝❛❧✐♥❣✳ ❋r♦♠ ❚✐t❡✉① ❬✷✵✵✾❪✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶ ✿ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ str❛t✐❣r❛✲
♣❤②✱ ❛♥❞ ✜❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❣r✐❞ ✇✐t❤ ✜♥❡ s❝❛❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷ ✿ ❯s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡r✲
t✐❡s ✉♣s❝❛❧✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❚✇♦ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❛ ❤♦r✐③♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸ ✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱
❛t ❜♦t❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✵ ❡t ✲✶✵✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❋✐❣✳✷✳✷✷✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s Ep✱ Epn✱ νp ❡t
νpn ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦
Vsup

Vtot
✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹ ✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡✲
r❛❣❡s ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❡♣ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✉♣s❝❛❧✐♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡
♠♦❞❡❧✳

❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❈♦♥str❛✐♥✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ❛♣✲

♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❛❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✿ ❋♦✉r r❡st♦r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛ t♦ ❞✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡✱ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ♣❛✐♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❞✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✿ ✭❆✮ ✸❉ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❢❛✉❧t✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢♦❧❞ ✭s❤❡❛r ❢❛✉❧t✲❜❡♥❞
❢♦❧❞✮✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✶ t♦ ✸✱ ❛♥❞ t❤❡ s②♥t❡❝t♦♥✐❝ ❧❛②❡rs r❡❝♦r❞ t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢❛✉❧t ❞❡✈❡❧♦♣s ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❞✉❝t✐❧❡ ❧❛②❡r ❛t t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❋r♦♠
●✉③♦❢s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳ ✭❇✮ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✭❈✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❡tr❛❤❡❞r❛❧
♠♦❞❡❧✱ ❜♦t❤ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❞✐❣✐t❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡s ♦♥ ✭❆✮✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st✉❞②✱ t❤❡ r❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✐s r❡st♦r❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✿ ❘❡st♦r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✶ ✭❆✮ ❛♥❞ ✸ ✭❇✮ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✷✱
✉s✐♥❣ ❢♦✉r s❡ts ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❢♦♦t✇❛❧❧ s✉r❢❛❝❡ ✐s ✜①❡❞ ✐♥ ❛❧❧
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ ❛s ♠❛st❡r ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❀ t❤❡ ❤❛♥❣✐♥❣✇❛❧❧ ✐s s❧❛✈❡✳ ❚❤❡
❢♦♦t✇❛❧❧ ❜❧♦❝❦ ✐s ✜①❡❞ ❛❧♦♥❣ z✳ ❚❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs✱ s❛♠♣❧❡❞ ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ ❢♦r

✶✸✼



❈❤❛♣✐tr❡ ❈✳ ❊♥❣❧✐s❤ ❝❛♣t✐♦♥s ❢♦r ❋r❡♥❝❤ ✜❣✉r❡s

✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✱ ❛r❡ ♣❛✐♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✿ ❢♦r ✭❆1✮ ❛♥❞ ✭❇1✮ ✿
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ t❤❡ t♦♣♠♦st ❤♦r✐③♦♥ ✐s ✢❛tt❡♥❡❞ ❀ ❢♦r ✭❆2✮ ❛♥❞ ✭❇2✮ ✿ t❤❡
t♦♣♠♦st ❤♦r✐③♦♥ ✐s ✢❛tt❡♥❡❞ ❛♥❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ✐♥♣✉tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙♦✉t❤♠♦st ✇❛❧❧ ❀
❢♦r ✭❆3✮ ❛♥❞ ✭❇3✮ ✿ ♦♥❧② t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ♦♥ t❤❡ ❙♦✉t❤♠♦st ✇❛❧❧ ❀ ❢♦r ✭❆4✮ ❛♥❞ ✭❇4✮ ✿
r❡st♦r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ♦♥ t❤❡ ❙♦✉t❤♠♦st ✇❛❧❧✱ ❛♥❞ ✜①❡❞ ❧❛t❡r❛❧ ✇❛❧❧s ✭❊❛st ❛♥❞ ❲❡st ❜♦r❞❡rs✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✿ ❈r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦rs r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡st♦✲
r❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✶ ✭❆✮ ❛♥❞ ✸ ✭❇✮ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✷✱ ✉s✐♥❣ ❢♦✉r s❡ts ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✳✸✳✸ ❢♦r ❇❈ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡ ❞✐❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❛✐♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s
❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✐❣❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ❛♥❞ s❛♠♣❧❡❞ ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ♦❜❧♦♥❣ t❤❡ ❡❧❧✐s♣♦✐❞s✱ t❤❡ ❤✐✲
❣❤❡st t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❛ s♣❤❡r❡✱ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st ♥✐❧✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✿ ■♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ❛♥t✐❝❧✐♥❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t✇♦ ❧❛②❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✐s
s②♥t❡❝t♦♥✐❝✳ ❚❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ✿ ❛ ❧✐♥❡ ✐s ✜①❡❞ ❛❧♦♥❣ x✱ ❛
♣♦✐♥t ❛❧♦♥❣ ❜♦t❤ x ❛♥❞ y✱ ❛♥❞ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ H1✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✿ ❘❡st♦r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ❧❡♥❣t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛①❡s x

❛♥❞ y✱ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣❡r ❧❛②❡r ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✉s✐♥❣ ∆f =
fr − f0

fr
✱ ✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ r❡st♦r❡❞ r ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ 0 st❛t❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❧❡♥❣❤t✱ t❤❡
♠❡❛s✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❜♦t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ r❡st♦r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐❧❛t✐♦♥✱ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛s
❝♦❧♦r s❝❛❧❡✱ ✐s ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡tr♦✲❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✿ ❆✳ ❙t❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤✐♥ s❛♥❞ ❧❛②❡rs ✐♥t❡r❜❡❞❞❡❞ ✇✐t❤ t❤✐♥ s❤❛❧❡ ❧❛②❡rs✱ ♠❛✲
❦✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛ ✢❡①✉r❛❧ s❧✐♣✳ ❇✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡r
✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛s ❢❛✉❧ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ✢❡①✉r❛❧ s❧✐♣✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✿ ❘❡st♦r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳✷✳ ❋♦r
❡❛❝❤ r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ❧❡♥❣t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ x ❛♥❞ y✱ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣❡r ❧❛②❡r✱ ❛r❡

❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ∆f =
fr − f0

fr
✱ ✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡

r❡st♦r❡❞ r ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ 0 st❛t❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❧❡♥❣❤ts✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❜♦t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ r❡s✲
t♦r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐❧❛t✐♦♥✱ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛s ❝♦❧♦r s❝❛❧❡✱ ✐s ✐ss✉❡❞ ♦❢ t❤❡ r❡tr♦✲❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✿ ❍✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❧❡✲q✉❛♥t✐❧❡ ♣❧♦t
❢♦r ❜♦t❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♠♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❧❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧✳

✶✸✽







●❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❣é♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ✸❉

❘és✉♠é
▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❣é♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡ q✉✐ ❛ ♣r♦✉✈é s♦♥ ✉t✐❧✐té ❞❛♥s ❞✐✈❡rs ❞♦♠❛✐♥❡s✱
t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❢r❛❝t✉r❡s✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❞❡ ♠♦❞è❧❡s str✉❝t✉r❛✉①✱ ❡t❝✳ ❊♥ ✸❉✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣r♦♠❡tt❡✉s❡✱
♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐
❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛st❡s ❞❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
tétr❛é❞r✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡st à ❝❡ ❥♦✉r très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s à ❣é♦♠étr✐❡
❝♦♠♣❧❡①❡ ✭rés❡❛✉① ❞❡ ❢❛✐❧❧❡s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝tés ♦✉ à ❢❛✐❜❧❡ r❡❥❡t✱ ❞✐s❝♦r❞❛♥❝❡s ♦✉ ❛♠✐♥❝✐ss❡♠❡♥ts ❞❡
❝♦✉❝❤❡✮✳

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❤♦r✐③♦♥s str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣❛r ❞❡s ✐s♦✈❛❧❡✉rs
❞❡ ♣r♦♣r✐été✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ✸❉ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s
❡st ♣rés❡♥té❡✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ à ❞❡s ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♦♥t été ❞é✈❡✲
❧♦♣♣é❡s✱ ❡t ❞❡s ét✉❞❡s ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té à ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♥t été ♠❡♥é❡s✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ✐❧❧✉strés s✉r
✉♥ ❜❛ss✐♥ ♣étr♦❧✐❡r ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐t✉é ❞❛♥s ❧❡ ❞❡❧t❛ ❞✉ ◆✐❣❡r ♦ù ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡
❝❤r♦♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✐s♦st❛t✐q✉❡ ❡♥
✈♦❧✉♠❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✸❉✳ ❆♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ s②♥❝❧✐♥❛❧ ❞❡s ❣rès ❞✬❆♥♥♦t ✭❙❊ ❞❡
❧❛ ❋r❛♥❝❡✮✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❡♥❢♦✉✐ss❡♠❡♥t ❞✉
❜❛ss✐♥✳
▼♦ts ❝❧és ✿ ❘❡st❛✉r❛t✐♦♥ éq✉✐❧✐❜ré❡✱ ❣é♦♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡✱ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✳

❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✸❉ r❡st♦r❛t✐♦♥

❆❜str❛❝t
❘❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❣❡♦❧♦❣② t♦♦❧ ✇❤✐❝❤ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✜❡❧❞s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ❢r❛❝t✉r❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ♦r str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ■♥
✸❉✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t
✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡ ✐♥❢❡r❡❞✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt② ❝♦♥tr❛sts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t r❡q✉✐r❡s
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤✱ ❛ st❡♣ t❤❛t ♠❛② ❜❡✱ s♦ ❢❛r✱ ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧t✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❤❡♥ t❤❡
❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡① ✭✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢❛✉❧ts✱ ❢❛✉❧ts ✇✐t❤ s♠❛❧❧ t❤r♦✇s✱ ✉♥❝♦♥❢♦r♠✐t✐❡s
♦r ❧❛②❡r ♣✐♥❝❤✲♦✉t✮✳

■♠♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ❤♦r✐③♦♥s ❜② ♣r♦♣❡rt② ✐s♦✈❛❧✉❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣
♠♦st ♠❡s❤✐♥❣ ✐ss✉❡s t♦ ❜❡ ♦✈❡r❝❛♠❡✳ ■♥ ❛ ✜rst ♣❛rt✱ ❛ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ s✉✐t❛❜❧❡
❢♦r ✐♠♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛s❡s✳ ◆❡✇
❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❧❛✇s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❛♥❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞✐❡s t♦ t❤❡s❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♣❡tr♦❧❡✉♠ ❜❛s✐♥ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ◆✐❣❡r
❞❡❧t❛ t♦❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❜❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✳

❚❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ ✐s♦st❛t✐❝ ❞❡❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✸❉ r❡s✲
t♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❆♥♥♦t ❙❛♥❞st♦♥❡s s②♥❝❧✐♥❡ ✭❙❊ ❋r❛♥❝❡✮✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t♦
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✉r✐❛❧ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐♥✳
❑❡②✇♦r❞s ✿ ❇❛❧❛♥❝❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✱ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✳
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