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Glossaire

Symboles et Ensembles

R = Ensemble des nombres réels

R*™= Ensemble des nombres réels positifs
R?= Ensemble des nombres réels euclidien de dimension d
Q, < R? : Domaine des positions

O, < R¢ : Domaine des vitesses

Qr =[0,T] = R* : Espace de temps

Q = Q, x Q, :Domaine des phases

0f) : Frontiere du domaine de {2

Ty : Famille de partitions cartésiennes de (),
Ty - Famille de partitions cartésiennes de 2

h : Taille du maillage

Ju

ox1
V,u = © lavecu = (uy, - ,uy,) : gradient

Qun

O0xn
g—; = u,, avec i = (1,2,--- ,n) : dérivées partielles

2 , .

Au(zy, - xn) = D0, 273(1‘1, .-+ xy,) : Opérateur Laplacien

Notations et Matrices
x= Position des particules

v= Vitesse des particules

X



t= Temps

T'= Temps maximum

f= Fonction de distribution

f= Fonction de distribution d’état
f,= Vecteur d’état

f,= Estimé de f,

f,= Dérivée de fj

E= Champs électrostatique

¢,= Erreur d’estimation

¢= Potentiel électrostatique

p= Densité macroscopique de particule
J= Densité de courant

E= Energie cinétique

&.= Energie électrique

Eipr= Energie totale

M= Masse totale

u= Fonction de commande

Y;,= Vecteur de sortie

M,, > 0(M,, = 0) Matrice M, symétrique définie (resp. semi-définie) positive

M,, < 0(M,;, < 0) Matrice M, symétrique définie (resp. semi-définie) négative

I = Matrice identité de dimension s x s (resp. appropriée)
M7= Transposée de la matrice M},

M, ' = Inverse de la matrice M,

( Mll M12

(6) M ) Matrice symétrique, le symbole (x) représente M,
22

LP(Q)) = {u mesurable sur ,  ({, upda;)% < oo} I<p<w

Glossaire
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L*(Q) = {u mesurable sur €, et il existe ctel que |u(z)| < ¢ p.p. sur 2}
C*(Q) = fonctions k fois contintiment différentiables sur Q(k entier > 0)
H™(Q) = {ue L*(Q) | Va tel que |a| < m, D e L*()}

H () : L’ensemble des fonctions de H'(£2) dont la trace est nulle sur oS).
D(Q2) := L’ensemble des applications C*(§2) & support compact dans 2.

H=*(Q) := L’espace des formes lin¢aires continues sur HY, telles qu’il existe une constante
C' > 0 pour laquelle Y& € D(Q), | < u, ® > | < X[ P gr(q).

C0,7;V):={u:[0,7] — V : t —> |ju(t)||y continue }

Co(z,y) := {Ax+ (1 = Ny, 0 < XA <1} : Ensemble convexe

|- ey == Iflecxyy 7= subsex jojamr |f () Iy

Acronymes

VP Vlasov-Poisson

LMI Linear Matrix Inequality  (Inégalité matricielle linénire).

LTI Linéaire a Temps Invariant

LPV Linéaires a Parametres Variants

DMVT Differential Mean Value Theorem = Théoreme des accroissements finis.
MDG Méthode de Galerkin Discontinue

FEM Methode des Eléments Finis

RT Raviart-Thomas

EVP Problemes des valeurs propres



Xii

Table des matieres

Glossaire



Table des figures

[[.1 Vue d’artiste du Tokamak ITER[I26]]|. . . . . .. .. ... .. ... .... 4
2.1 Approximation de la fonction de distribution a diftérents instants, calculée |

sur un maillage (/V,, Ny) = (120, 120) sur I'espace des phases (2 = Q) x Q[ 21

2.2 L’évolution temporelle de la norme L* du champs électrostatique Ej(t) sur |
un maillage (120,120).] . . . . . ... o oo oL o 22
[2.3  L’évolution temporelle de I'énergie cinetique a gauche et celle de I'énergie |
totale a droite sur un maillage (120 x 120).. . . . . .. ... ... ... .. 22
2.4 L’évolution temporelle de 'erreur de Iénergie totale sur un maillage (120, 120).| 23
2.5 L’erreur de conservation L* de f), a gauche , Uerreur de L* a droite et en |
bas lerreur de conservation L' sur un maillage (120 x 120). . . . . . . .. 23
[3.1 Principe d’estimation d’état| . . . . . . . .. ... ... 28
[4.1 A gauche ['approximation de la fonction de distribution f, et a droite celle
de I'observateur f;, sur un maillage (Ny, N,) = (120, 120) sur I'espace des
phases Q =QO, x Q.| . . . . 66
[4.2  L’évolution temporelle de I'énergie totale de f, a gauche et celle de 'ob- |
servateur f; & droite sur un maillage (120 x 120) AT =70 . . . . . .. .. 67
4.3 A gauche I'évolution temporelle de 'erreur relative de I’énergie totale £, |
A droite celle de I'observateur f;, sur un maillage (120 x 120) & T = 70| . . 67
4.4 A gauche l'erreur relative de conservation L? de f;, et droite celle de f;, sur |
un maillage (120 x 120).[ . . . . . . . ... ..o 67
[4.5 A gauche ["'approximation de la fonction de distribution f, et a droite celle

de l'observateur f; sur un maillage (N, Ny) = (120, 120) sur I'espace des

phases Q2 =QO, xQO, cas Ho . . . . . . . . . 70
[4.6  L’évolution temporelle de ['énergie totale de f, a gauche et celle de 'ob- |
servateur fj, & droite sur un maillage (120 x 120) & 7' = 70 cas Hoof. . . . . 70
[4.7 A gauche |'évolution temporelle de ['erreur relative de ['énergie totale f;, a |

droite celle de observateur f, sur un maillage (120 x 120) & T = 70 cas Ho..| 71

A gauche Derreur relative de conservation L? de f;, et droite celle de f}, sur |

un maillage (120 x 120) cas Hoof . - . .« o o o o o o oo 71

o

De haut en bas, de la gauche vers la droite respectivement I’approximation

de la fonction de distribution f et celle de 'observateur f sur un maillage

(N, N,) = (120, 120) sur I'espace des phases ) aux temps 7" = 25,7 = 70.| 80

xiii



Xiv Table des figures

[4.10 L’évolution temporaire de I'énergie totale de f a gauche et celle de I'obser- |

| vateur f a droite sur un maillage (120 x 120) a T =25/ . . . . . . . . . .. 81
[4.11 A gauche I’évolution temporelle de ['erreur relative de I'énergie totale de f, |
| a droite celle de observateur f sur un maillage (120 x 120) 4 T =25/. . . 81
14.12 A gauche Derreur relative de conservation L? de f et & droite celle de f sur |
| un maillage (120 x 120) & T=25.| . . . . . . .. ... ... ... ... ... 81

[>.1 A gauche I"'approximation de la tonction de distribution f, et a droite celle
| sous l'action de u, = —Kfj, sur un maillage (N,, N,) = (120,120) sur

| I'espace des phases.| . . . . . . . . . ... 88
[>.3 A gauche ['évolution temporelle de 'erreur relative de I'énergie totale de

| fn et & droite celle sous 'action de u;, = —Kfj}, sur un maillage (120 x 120)

[ a T =T01 . . . . e 89
(5.2 L’évolution temporelle de 'énergie totale de f, a gauche et celle sous 'ac- |

| tion u;, = —Kf), & droite sur un maillage (120 x 120) 4 T =70/. . . . . . . 89
[5.4 A gauche lerreur relative de conservation L de f, et a droite celle sous |

| l'action de u, = —Kf}, sur un maillage (120 x 120).| . . . . ... ... ... 90

[>5.5 A gauche I"'approximation de la tfonction de distribution f, et a droite celle
| sous l'action de u, = —Kfj, sur un maillage (N,, N,) = (120,120) sur

| I'espace des phases {2 cas Hoo.| - . . . . o o oo 92
[>.6 L’évolution temporelle de I'énergie totale de f; a gauche et a droite celle |

| sous l'action u, = —Kfj, sur un maillage (120 x 120) & T = 70 cas Ho,| . . 92
[5.7 A gauche I'évolution temporelle de ['erreur de I'énergie totale de f;, a droite

| celle sous 'action de u;, = —Kf}, sur un maillage (120 x 120) a T' = 70 cas

I 93

[5.8 A gauche 'erreur de conservation L* de fj et a droite celle sous I'action de |
| u, = —Kf}, sur un maillage (120 x 120) cas Hoo| . - . o o o oo oo oo 93

[A.1 Diagramme de commutation| . . . . . . . . . ... ... ... ... 110




Introduction Générale

Cette these s’inscrit dans 1’étude des syntheses des observateurs d’état et de lois de
commande du systeme d’équation de Vlasov-Poisson 1D x 1D en dimension finie et infinie.
Elle aborde la problématique d’observation d’état et de lois de commande du systeme
non linéaire de grande dimension. L’état d'un tel systeme n’est souvent pas mesurable
en raisons d’inaccessibilité technique et/ou du coiit trés important. Pour y accéder, il est
donc nécessaire de construire des capteurs logiciels pour la commande. En effet trés peu de
résultats existent sur le controle [59] et encore moins sur 'observation. La difficulté réside
dans le fait qu’il existe tres peu d’outils mathématiques en dimension infinie pour faire de
I’observation et encore moins lorsque plusieurs EDPs sont couplées et non linéaires. Une
solution alternative consistera a utiliser des estimateurs non linéaires en dimension infinie
sur un modele discrétisé du systeme d’équation de Vlasov-Poisson. L’objectif de cette these
est de présenter quelques résultats d’observateur et lois de commande en dimension finie
d’une part et d’autre part la synthese d’observateur par la méthode de « Backstepping >
en dimension infinie.

Le chapitre 1 de ce manuscrit rappelle le contexte des travaux effectués. Il rappelle
également la modélisation mathématiques et quelques propriétés physiques fondamentales
de I’équation de Vlasov-Poisson (VP) : le principe du maximum, la conservation de masse
totale, la conservation de I'énergie totale, la conservation du moment, la conservation de
la charge et la conservation a la norme LP au cours du temps.

Le chapitre 2 est consacré a la modélisation numérique du schéma adopté dans
ce manuscrit. Il présente et détaille le schéma numérique de la méthode de Galerkin
discontinue (DGM) pour I'équation de Vlasov et une approximation par éléments finis
mixtes de Raviart-Thomas (RT}) au probleme de I’équation de Poisson. Cette étude nous
permettra d’obtenir une représentation matricielle du systeme. C’est le travail effectué en
[31]. 11 aboutira pour la suite a I’étude des inégalités matricielles linéaires (LM 1s) dans
les chapitres 4 et 5. Le chapitre se termine par la validation numérique. Les résultats
numériques obtenus sont programmeés sur Matlab2019a. Les études sont restreintes a 2D
c’est a dire 1D en espace et 1D en vitesse. Il présente, a cet effet, un cas de test classique
a ce type de systeme : 'amortissement de Landau linéaire qui vérifie les conservations de
'énergie totale et de norme L2

Le chapitre 3 rappelle d’une part le concept d’analyse de stabilité au sens de Lya-
punov, de la théorie de conception d’observation et 1’état de I'art sur la conception d’es-
timateur d’un systéme non linéaire : Observateurs de type Lipschitz, "One sided Lip-
schitz", approche basée sur le théoreme des accroissement finis. Il rappelle la méthode de
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& Backstepping » et la synthese de 1'observateur d’EDPs de I’équation de réaction- dif-
fusion. D’autre part le chapitre 3 rappelle les études des inégalités matricielles linéaires
(LMIs) et quelques propriétés des problemes dépendants des formulations en LMIs. Tl
expose quelques applications des LMIs a savoir ’analyse de stabilité au sens de Lyapu-
nov, le probleme de stabilité quadratique des systeémes incertains, la stabilité des modeles
Takagi-Sugeno (TS), le probleme de Stabilisation du systeme commandé et traite de
quelques problemes d’optimisation sous contraintes LMIs : Programmation Sémi-Définie
(SDP), Problémes des valeurs propres (EVP) et des problemes de commande : Probléme
de commande Linéaire Quadratique (LQ), probleme de commande Quadratique Linéaire
Gaussienne (LQG), Commande Prédictive Robuste, Probleme de Commande H...

Le chapitre 4 traite la synthese d’observateur de 1’équation de Vlasov-Poison en di-
mension finie d’une part, en adoptant une approche basée sur 'utilisation du théoreme
des valeurs intermédiaires (DMVT). Il s’agit de transformer la dynamique de 'erreur d’es-
timation en un systeme a parametres variables linéaires (LPV). Les techniques de calcul
LPV permettent d’obtenir des conditions de stabilité sous forme d’inégalité matricielle
linéaire (LMI). D’autre part il aborde la conception d’observateur d’état en dimension
infinie de ’équation de Vlasov 1D x 1D par la technique du « Backstepping >.

Le chapitre 5 traite la stabilisation par retour d’état d’une classe de systemes d’EDPs
non linéaires décrits par 1’ équation de Vlasov-Poisson en dimension finie. Pour ce faire,
grace & l'approche de discrétisation discontinue de Galerkin du chapitre 2, il établit un
modele d’espace d’état explicite. Il aborde ensuite la stabilisation asymptotique sous la
condition des LMIs de commande linéaire du retour d’état et celle d’'une commande basée
observateur, en présence ou non des perturbations.



Chapitre 1

Contexte des travaux effectués

Sommaire
[1.1  Contexte physique et équation de Vlasov| . . . . ... ... .. 3
[1.2 Modélisation mathématique de I’équation de Vlasov-Poisson| 5
1.3  Quelques Propriétés du systemede VP| . . .. ... ... ... 6
M4 Conclusionl . .......... ... 11

Ce chapitre permet de faire le point sur le contexte de ce travail de these. Dans un
premier temps, il fait un bref rappel sur les plasmas. Ensuite il établit la modélisation
mathématiques de 1’équation du plasma(équation de Vlasov-Poisson). Enfin il rappelle
quelques propriétés physiques du systeme d’équation de Vlasov-Poisson.

1.1 Contexte physique et équation de Vlasov

Rappelons qu’un plasma, souvent appelé le quatrieme état de la matiere, est en fait un
gaz ionisé globalement neutre, constitué de particules neutres et chargées qui réagissent a
la fois entre elles et avec la présence d’un champ électromagnétique. En raison de I’équilibre
thermodynamique qui est atteint grace aux collisions entre les particules, le comportement
d’un plasma ne peut pas toujours étre assimilé a celui d’'un fluide. Les plasmas et les
faisceaux de particules chargées sont modélisés par une fonction statistique. Cette fonction
de distribution représente la probabilité de présence des particules en un point de I’espace
des phases. Elle est alors une solution de ’équation de Vlasov qui fait intervenir un champ
électromagnétique créé par les particules chargées, lui-méme solution des équations de
Maxwell. Sous certaines hypotheses, le modele peut étre réduit au probleme de I’équation
de Vlasov couplée a une équation de Poisson.

Pour les scientifiques, le but est de créer de 1’énergie a moindres frais et avec des
composants durables et recyclables. Pour chauffer le plasma, on procede soit par effet
Joule soit par effet Compton (rayons laser) ou encore par injection d’ondes HF(Haute
fréquence) (10-200GHz) par des antennes sur les tokamaks (L.I)). Le tokamak est une
machine expérimentale congue pour exploiter ’énergie de la fusion. Dans I'enceinte d’un
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FIGURE 1.1 — Vue d’artiste du Tokamak ITER[126]

tokamak, I'énergie générée par la fusion des noyaux atomiques est absorbée sous forme
de chaleur par les parois de la chambre a vide. Tout comme les centrales électrogenes
classiques, une centrale de fusion utilisera cette chaleur pour produire de la vapeur, puis,
grace a des turbines et a des alternateurs, de 1’électricité.

L’étude de la stabilité et de I’équilibre des particules chargées est une des applications
en physique des plasmas, notamment pour la fusion contrélée que 'on cherche a réaliser
pour fournir de I’énergie dans des projets civils comme ITER (International Thermonu-
clear Experimental Reactor) au CEA(Commissariat a ’énergie atomique et aux énergies
alternatives) a Cadarache ou militaires comme le Laser MégaJoule (LMJ) au CESTA a
Bordeaux. On peut aussi s’intéresser, par exemple pour 'endommagement des matériaux
spatiaux soumis a des faisceaux de particules chargées, a I’étude des plasmas et des fais-
ceaux de particules présents dans l'espace. Une autre application est la construction et
I’étude des accélérateurs de particules. Si vous voulez comprendre plus sur le plasma,
je vous invite a lire les theses de Besse Nicolas[20], Steiner Christophe[I128],Coulette
David[37], etc . Le CEA a également publié de nombreux articles de vulgarisation per-
mettant de se renseigner sur le sujet en présentant les enjeux, les risques, les défis et de
nombreux aspects intéressants au non spécialiste du domaine. C’est dans ce contexte que
s’inscrit cette these.
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1.2 Modélisation mathématique de I’équation de Vlasov-
Poisson

Le systeme d’équation de Vlasov-Poisson (VP) est un modele classique de la théorie
cinétique sans collision. Il s’agit d’'une description limite du champ moyen d'un grand
ensemble de particules interagissant par des forces électrostatiques ou gravitationnelles.
Nous nous limitons au cas de la physique des plasmas.

En théorie cinétique 1’évolution de la densité de particules ou de la densité de masse
f(x,v,t) dans l'espace des phases (x,v), c’est a dire la position et la vitesse au temps
t = 0 est donnée par 1’équation de Vlasov :

of d
E—FV.VXf—Vng.VVf:O, (x,v,t) € Qe x R x [0,T7], (1.1)
J
considérée avec des conditions limites périodiques Qy = [0, L]d dans le tore de dimension
d, avec d = 1,2,3 ou ¢ est le potentiel électrique. Afin de décrire le mouvement des
particules chargées dans les plasmas, nous devons calculer le champ de force a partir de
la densité macroscopique des particules

p(x,t) = » f(x,v,t)dv. (1.2)

On définit également la densité de courant par
J(x,t) = f vf(x,v,t)dv. (1.3)
Qv

Dans un modele plus précis, les effets magnétiques et I’équation de Maxwell pour les
champs de force devraient étre pris en compte. Nous supposons qu’ils sont négligeables et
calculons le champ de force a partir de I’équation de Poisson suivante

—Ad(x,t) = p(x,t) — 1, O x [0,7] (1.4)

ou F(x,t) = Vi¢ est le champ électrique par unité de masse, a un signe pres, agissant
sur les particules. Sa solution permet de calculer le potentiel électrique ¢(x,t) dii a la fois
a la partie auto-cohérente provenant de la densité macroscopique p(x,t) et a une densité
d’ions de fond uniforme normalisée a un. Dans les applications du plasma, le systeme doit
étre globalement neutre, on suppose que leur distribution est uniforme on a

f p(x,t)dx = f f(x,v,t)dvdx = 1. (1.5)
O 0 JrE

Cette condition de compatibilité est imposée par la périodicité des conditions aux limites.
Pour déterminer de maniere unique le champ électrique E(x,t), nous ajoutons une condi-
tion de moyenne nulle

f Bt x)dx =0, te Q. (1.6)
Qx
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L’existence de solutions faibles pour le systeme de VP fut d’abord établie par Arsenev
[T0] [I1], puis par Hlner-Neunzert [69], et enfin généralisée par Diperna-Lions [46] dans
le cadre des solutions renormalisées. Pour le systeme de VP l'existence locale en temps
a été établie par Kurth [85]. L’existence et 1'unicité des solutions classiques ont été dé-
montrées par lordanskii [70] et Cooper-Klimas [34] en une dimension, Ukai-Okabe [130]
en deux dimensions, Bardos-Degond [16] en trois dimensions pour une donnée initiale
petite. Plusieurs analyses ont apres suivi ces études. Nous ne les rappellerons pas dans ce
manuscrit.

1.3 Quelques Propriétés du systeme de VP

Le systeme d’équation de VP vérifie un certain nombre de propriétés. Il a 'avantage de
conserver un certain nombre de quantités physiques. Ainsi il conserve la masse, les normes
L?, la quantité de mouvement, 1’énergie totale au cours du temps. Rappelons quelques
propriétés suivantes :

Proposition 1.3.1 (Principe du maximum). Soit fo(x,v) la fonction de distribution
initiale du systéme de Vlasov-Poisson, supposée positive ou nulle, et f(x,v,t) la solution

de (1.1). On a alors

< 3 7t < sy V).
0 f(X v ) (x;vglelgicxﬂv fO(X V)

Démonstration. Rappelons que la fonction de distribution est une densité de probabilité,
alors elle est toujours positive. Le systeme définissant les caractéristiques associées s’écrit

dX
vV
o = —EX(@).0). (18)

On note par (X(t;x,v,s), V(t;x,v,s)), ou plus concis (X(t), V(t)) lorsque la dépendance
par rapport aux conditions initiales n’est pas explicitement recherchée, I'unique solution
a I'instant t de ce systéme qui prend la valeur (x,v) a linstant s. En utilisant (1.7)-(1.8)),
I’équation de Vlasov peut étre exprimée de maniere équivalente

d

XD, V() =0

Nous avons ainsi

fx,v,t) = fo(X(0;x,v,t), V(0;x,V)).

De cette expression, on déduit que f vérifie le principe du maximum qui peut s’écrire,
comme fy est positif on a

0< f(x,v,) < max (folx,v)).
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Proposition 1.3.2. Le systéme Viasov-Poisson vérifie la conservation de la quantité de

mouvement suivante : p p
— dxdv = — Jdx = 0.
dt va V0 L *

Démonstration. Nous allons utiliser 1’égalité suivante qui se vérifie pour tout vecteur e
dépend de x dans un domaine périodique

1
J(V X €) x edx = f (E(V-e) + QVEQ) dx = *JE(V'E)dX. (1.9)
Remarquons en particulier qu’en prenant ¢ = F dans ’égalité précédente avec E solution
de 1'équation de Poisson(|l.4)), on obtient, comme V x E = 0 et V- E = —A¢(x,t) =

1—p(x,t), que { E (1 — p) dx = 0. Comme de plus E = —V¢ et comme on intégre sur un
domaine périodique { Edx = 0. Il en résulte alors que

JEde =0. (1.10)

Introduisons maintenant la formule de Green sur la divergence :
J V- -Fq+ f F-Vqg= J (F-n)q VF e H(div,Q),qe H(Q), (1.11)
Q Q o0

oll classiquement H'(Q) est le sous-ensemble de L*(Q) les fonctions carrées intégrables,
des fonctions dont le gradient est dans L*(2); et H( div,Q) est le sous-ensemble de L?(Q)
des fonctions dont la divergence est dans L*(€2).

Multiplions I’équation de Vlasov (1.1]) par v et intégrons dans x et dans v

jtjvfdxdv + fvx (v Vf)dxdv — JVVU (B f)dxdv = 0.

La deuxieme intégrale s’annule car le domaine est périodique en x et la formule de Green
sur la divergence (1.11]) donne pour la derniere intégrale

— JVVU (Ef)dxdv = JEfdxdv = JEde =0
en utilisant ((1.10)). Il s’ensuit finalement que
d d
p fvfdxdv = dtJJdX =0.

]

Proposition 1.3.3. Si la fonction de distribution est a décroissance suffisament rapide
lorsque |v| — 0, on a l’équation de conservation de la charge

0
TP‘FVX'J:O,
ot

ou la charge p est définie par (1.2) et le courant J est défini par (1.3)).
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Démonstration. En intégrant I’équation de Vlasov en vitesse sous sa forme conservative
on obtient

P
osz <atf+Vx-(vf)—Vv-Ef)

() e (o) f e

0
=p+Vx-J
o’
le dernier terme s’annule (par le théoreme de Gauss) du fait de la condition de décroissance
a l'infini. O

Proposition 1.3.4 (Conservation). Quand on considére le systéme de Vlasov-Poisson
dans tout l'espace Q = Q, x Q, la masse totale M(t), les normes L, la quantité de
mouvement, ’énergie totale &, , définies par

1. the total mass :

M(t) = JQ f(x, v, t)dxdv

1/p
Ifll, = (L f(X,V,t)dedv)

3. Uénergie totale Epp(t) = Ex(t) + Ec(t) -

2. les normes LP :

1 1
Eot(t) = 2f v f(x,v,t)dxdv + QJ E?(x, t)dx
Q Qx

[’énergie cinétique :
2
Ex(t) = J f(x, V,t)ﬂdXdV
Q 2

[’énergie électrique :
1
&0 =5 | 1B Pax

X

sont conservées au cours du temps.

Démonstration. Nous allons restreindre la preuve a 2D c’est a dire 1D en position et
1D en vitesse. La fonction f(t,x,V) est positive et périodique par rapport a x. La valeur
initiale, fy est a support compact par rapport a v alors la solution, f restera compacte,
(en d’autres termes f est nul pour les grandes vitesses). De plus, on peut noter que les
variables indépendantes sont (x, v) et donc le probleme est déja en 2D. On commence par
écrire la formulation faible de en introduisant 'espace des fonctions C° (€2 x €Qy)
et la fonction test ¢ € CF° (2 x Q). En multipliant la PDE par la fonction test et en
intégrant par rapport a x et v, nous avons
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0= J J p godvdx—i—J f v—@dvdx —J J E(X)ﬁwdvdx
Q, JR (7V
J J godvdxff f gadvdx

s LVV( L) [ 0o < L)

_A) + L v [folnon dv—f J vf—dxdv

‘W—-)

- Jﬂ E(x) fQOaQ ff ag&dXdV
O—J f PN gpdxdv—f J vfdvdx+f J —dvdx Vo e CF (2 x ).

VP : les conservations de masse et d’énergie ainsi que la conservation en L?.

1. Conservation de masse
La conservation de masse se lit :

Jﬂ L f(t,x,v)dvdx = L L fo(x,v)dvdx Yt >0

Démonstration. Prenons ¢ comme

(x,v) = 1 vel,,xe
LSS B veR\Q,,x ey

alors nous aurons :

O—J J 1dXdV—J J VdedX—i—J J &pdvdx
Qv aX
d
= dtjx o fdxdv

LX L Ft,x, v)dvdx = L L fo(x, v)dvdx Yt >0

2. Conservation en L?, pour p = 2

J f |f(t,X,V)|2dVdX=J J | fo(x,v)|* dvdx Yt >0
0. Jo, O Jay

et donc
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Démonstration. Prenons ¢ = f et alors

o_f L %L Fdxdv —J f vadedx+f f dvdx
f f ]f]dedv—J V(L af?dx)dv+ f f afzdvdx

Zdtf J \f\dxdv—lf v, dv+1LxE(x)ﬁE&dx

_o =0
= — 2dvd
dt JQX JQV [/ dvdx

ou f?| a0, est nul a cause de la périodicité de f dans x et 12 20, €st nul en raison
du support compact de f par rapport a v.

J f |f(t,x,v)|2dvdX:J J | fo(x,v)|*dvdx ¥t > 0.
0 JO, o Jay

3. Conservation de I’énergie

gtot(t) = gtot(()) V t > 0
Démonstration. Prenons ¢ = % et alors

[ [ Y \; o (IvF
0= JQX Qy ot 2 Ty v J J f@x ( ) dVdX—i_JQX va E(J@X)fg <2) dvdx

—0

L ) f—dvdx+ f B(t,x) L Fvdvdx

2
= f J fﬂdvdx + J E(t,x)J(t,x)dx par substitution ¢, F = J(t,x)
Q. Jo,

_ 4 (L N fﬁd dx +J E(téx>2dx). (1.12)

]

]
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1.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons tout d’abord rappelé le contexte physique de ce travail
de these. Ensuite nous avons défini la modélisation mathématique du plasma (équation
de Vlasov-Poisson). Enfin nous avons rappelé quelques propriétés physiques de 1’équa-
tion de Vlasov-Poisson : le principe du maximum, conservation de masse, conservation
du moment, conservation de la quantité de mouvement, conservation de la norme LP
conservation de I'énergie.
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Ce chapitre présente la méthode numérique de Galerkin discontinue que nous avons
adoptée dans ce manuscrit pour approximer 1’équation de Vlasov-Poison. Il nous permet
de déterminer la représentation d’état du systeéme. Il traite en partie notre travail [31].
Nous allons d’abord présenter le schéma stable de la DG pour I’équation de Vlasov puis
une approximation par éléments finis mixtes de Raviart-Thomas (RT}) au probléme de
I’équation de Poisson. Enfin nous terminerons par quelques résultats numériques.

2.1 Méthode de Galerkin discontinue

De nombreuses méthodes numériques ont été développées pour résoudre le systeme de
Vlasov-Poisson. Nous avons principalement trois familles de méthodes numériques clas-
siques pour ces équations : les méthodes PIC (Particle In Cell) voir [21][I35], les méthodes
eulériennes (telles que la méthode de Galerkin discontinue ou la méthode des volumes fi-
nis ou différentes méthodes finies) voir [38] et les méthodes semi-Lagrangiennes voir
[26] [125]. Parmi elles, celle de Galerkin discontinue est d’une importance capitale pour
notre sujet de recherche. C’est une méthode de type variationnel (comme la méthode des

13
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éléments finis) ou les fonctions sont approchées par des fonctions polynomiales par mor-
ceaux et ou la discontinuité entre chaque élément du maillage nécessite la définition d’'un
flux (comme la méthode des volumes finis). Nous pouvons citer plusieurs travaux notam-
ment ceux de José et all [44] et d’Eric Sonnendriicker et all [93] sur (VP). Cette méthode a
I'avantage d’étre a la fois conservative sur les quantités macroscopiques (charge, courant),
dissipative en norme L? et de pouvoir traiter naturellement les géométries complexes.
Bien que soumise & une contrainte de stabilité de type Courant-Friedrichs-Lewy (CFL),
la méthode gagne en efficacité en étant d’ordre élevé en vitesse et en espace et en étant
parallélisable.

2.1.1 Formulation de la méthode de Galerkin discontinue

Soient T,° et 7, deux familles de partitions cartésiennes respectives de () et €,
formées par des rectangles pour d = 1,2 et des cubes pour d = 3. Soit {7,} défini comme
le produit cartésien des deux partitions : 7, := T;* x T, ; i.e.,

Tn={R=T"xT": T TS, T'eT }.

Les tailles des maillages h, , h,, h sont définies respectivement par

eTy

0 < hy = max diam (T%), 0 < h, = max diam (7V), h = max (hy,hy).
T>eTx TveT,

On note par I'y et I'y I'ensemble de toutes les arétes des partitions respectivement de 7,
et T, et on fixeI' = I'y x I'y.

Les ensembles des arétes intérieures et aux bords de la partition 7,% (resp. 7, ) sont
définis par TO (resp. ' ) et T (resp. ' ), tel que I'y = T9 UT? (resp. T, = T2 U T?).

Pour tout R = T* x TV € T, avec T € T;* et TV € T, et pour tout ¢ € H' (R) on
définit les traces de fonctions ¢ sur 07 x TV et T* x JT".

On considére un élément général T € 75 u T.Y. On désigne par n; la normale ex-
h Ry la
X T

térieure a 1'élément T' et on note ¢~ la trace intérieure de o) sur 071" et ¢* la trace
extérieure de o) sur 0T . On définit les traces par :

0F(x,-) = lir%goT (x+en,) Vxedl.

Soient T_ et T, deux éléments voisins dans 7,° ou 7,’, et n~et n¥sont les vecteurs
unitaires normaux de 7. D’apres [9] on définit le saut et la moyenne par :

1, _ o
{p} = 5(gp +¢o"), [l =¢n +¢'n" pourpel?, r=xouv,
[e] = ¢n. {p} =, pourpel] (2.1)

Ensuite, pour k& > 0, nous définissons les espaces des éléments finis discontinus ZF, XF
et V7.
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Zii={pel*Q): preQ"(T)xQ"(TV), YR=T"xT"eT,},
Xy ={vel’(Q): v, Q" T, vI™eT;} (2.2)
VE={yel’(Q,): ¢, eQ"(T), VI"eT}

ot QF(T) (resp. (Q¥(T)?) est 'espace du scalaire (resp. vectoriel) des polynomes de
degré au plus k dans chaque variable.

Nous définissons également QF = XF ~ L2 (). Nous introduisons enfin I'espace des
éléments finis de Raviart-Thomas :

Sp={reH(div;Q): 7, €RT*(T) VI™eT:}
ou
H (div; Q) = {‘r e (L? (QX))d, avec div(T) e L? () et T - ngq périodique sur@Q}

et
RT* (T%) := QF (T%) + x - QF (T%).

On notera | - | g divi0,) la norme de H (div; €) défini par

|71 5@ = I7l6 + [ div(T) ][5 V7 e H (div; )

2.1.2 Les normes

Nous définissons les semi-normes et les normes suivantes qui seront utilisées dans notre
analyse :

ol =D lelin lel2g = D) lelir YeeH™(T),m=>0  (2.3)

ReTh ReTh

Iellocos = sup lelowr  elher) = O leltem Yo L? (Th), (2.4)
ReTh ReT;,

pour tout 1 < p < o0. Nous introduisons également les normes suivantes sur le squelette
de la partition par éléments finis,

ol == 3 [lePdsv, lolar, = 37 [ lefasx

ecl'y V€ ecly

Ensuite, nous définissons |o|gr, = |¢[3r, + [©[5.r. -

Gréce a la structure hamiltonienne particuliere de 1’équation de Vlasov (L.1)) : v est
indépendant de x et E est indépendant de v ; pour toutes les méthodes. L’approximation
DG pour la fonction de distribution des électrons, se fait aussi de la méme maniere. Nous

présentons d’abord la méthode DG pour I'équation de Vlasov([1.1)).
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2.2 Approximation de Galerkin discontinue pour I’équa-
tion de Vlasov

On choisit le champ électrostatique Ej, € $3f. L’approximation DG de (1.1) se lit de la
fagon suivante : trouver (Ey, f4) € C' ([0, T]; 2f x ZF) tel que

Z Bz (En; fnoon) =0 Ve, € ZF (2.5)
ReTh

ouVR=T*xT"eT,,

0
Bz (En; fn,on) = f ;:SthVdX - f Inv - Veppdvdx + J fnEh - Vyppdvdx
R R R

—I—J J (V/n\fh> @hdsxdv—f J (Emh) Prdsydx chheZ}'f.
v Jor= x JoTv

Pour faciliter la présentation, nous utiliserons n pour désigner a la fois n,_ et n,
o

respectivement les premiere et deuxieme intégrales de frontiere . Les flux numériques
(V : n—fh> et <Eh : n—fh> sont définis comme suit :

|v

2
Ep-n

| h2 |[[fh]]) -n dans I,
avec a = 3 (1 +sign (v-n*)) et 8 = 1 (1 Fsign (E) - n%)). Sur les arétes intérieures on a :
oT* N 0Q = et TV N €, = . Sur les arétes fronticres, nous imposons la périodicité
pour v - nfj et la compacité pour Ej - nfj,.

En combinant (2.1]) et (2.6, nous pouvons réécrire ;
0= Z Bh.r (En; fn, ¢n)

ReTh

0
-y [ gt’%ohdvdx—f fuv - Vigduds + | By Vigndvax
ReTh R Q @

vonf, = {vfn}, n:= <{th} + = nl [[fh]]) -n dans T,

(2.6)

Ey, nfy = {Enfn}s ni= ({Ehfh} -

+ J v Lx (vin}, - [en]dsedv — JTX LV {Enfn}s - lpnldsedx Vo, € 25,

ou fo@h et fogoh sont les fonctions dont la restriction a chaque élément R € 7, sont
égaux, respectivement a Vi, et Vypp,.

En représentation matricielle on a :
M, (1) = Apfa(t) + Gy [£.(1)] (2.7)

avec

G(f,) = J fuEy - Vopdvdx (2.8)
Q

+JV . {Vinta - [[gph]]dsxdv—Lx L {Enfa} s lonlds,dx,
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qui représente la partie non linéaire de I’équation de Vlasov. Cette non linéarité réside
dans le fait que le champ électrostatique dépend lui méme de la fonction de distribution.
Les matrices My, et A, sont respectivement des matrices de masse globale et de gradient
globale. Pour 'assemblage de la méthode DG voir [I14],[66], la densité discrete, pp, est
définie par

Pn = Z fudv € X7
TVeTy, [

Nous rappelons quelques résultats d’analyse de 1’équation de Vlasov.

Lemme 2.2.1. (Conservation des particules de masse) Soit k > 0 et soit f, € C* ([0,T7]; ZF)
soit Uapprozimation DG de f, satisfaisant (2.5)). Alors,

R;h L fu(t)dxdv = R;h L fu(0)dxdv = L fo=1 Ytel0,T).

ReTh

Démonstration. Voir [[45], Lemme 3.1]. O

Nous montrons ensuite la L2-stabilité pour la méthode numérique (2.6]), qui découle
de la sélection des flux numériques.

Proposition 2.2.2. Soit f, € ZF Uapprozimation du probléeme (1.1)-(1.4), solution de
(2.5) avec les flurx numériques définis dans (2.6)). Alors

12 ®)llo7 <1/ O)o7 V[0, T].

Démonstration. Voir Annexe((A.2.1). O

Nous terminons cette section par ce résultat d’approximation élémentaire de la densité.

Lemme 2.2.3. Soient k > 0 et [ et f,, les solutions continues et approchées du probleme
de Vlasov-Poisson. Soit p et py, les densités continue et discréte définies en (1.2]) et (2.10)
. Alors,

o= ol < Clmeas @2 If ~ filor, < CLYf — fillyr - (29)

Démonstration. Voir[[44],Lemme 2. O

Nous allons a présent donner I'approximation par éléments finis mixtes de Raviart-
Thomas de I’équation de Poisson.
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2.3 Approximation par éléments finis mixtes de Raviart-
Thomas du probleme de Poisson

Nous considérons I'approximation du probleme de Poisson discret, qui peut étre réécrit
comme le systéme de premier ordre suivant :

E=V,p dansQ,, —divyE=p,—1 dans€, p,= Z frdv  (2.10)

Tv€7;lv v
v

avec des conditions aux limites périodiques pour E et ¢. La conservation de la masse et
en prenant ¢ € L2 (Q,), garantit que le probléeme de Poisson est bien posé. La formulation
faible du probléme ci-dessus est la suivante : trouver (E, ¢) € H (div;§) x L3(Q) tels que

Sﬂx E - rdx = SQX V¢ -1dx =0 Vr e H (div; Q) ,
— SQX divy E - qdx = SQX (pn — 1) - qdx Vg e L%(Q)-

L’approximation se lit comme suit : trouver (Ej, ¢p,) € £F x QF satisfaisant

f E), - Tdx — f Vo - Tdx =0 V1 e 3F, (2.11)

Qx Qx

—J divy (Fh) qdx = J (pn — 1) qdx Yge Q. (2.12)
Qx Qx

Le lemme suivant fournit des estimations d’erreur dans la norme ci-dessus pour le
champ électrostatique approximatif.

Lemme 2.3.1. Soit k > 0, soit (Ey, ¢,) € (C°([0,T7]);SF x XF) et soit Uapprozimation
RT}, du probleme de Poisson(2.10). Supposons que ¢ € C°([0,T]; H**?(€)) . Alors,
Uestimation suivante est valables pour tout t € [0,T] :

[E() = En(®) | gy < CH 60 lksna, + CLY[£(6) = ful®)lo7, -
Démonstration. Voir Annexe(A.2.2)). O

Dans cette section nous allons présenter un résultat de l'erreur d’estimation de la
fonction de distribution.

2.4 Erreur d’estimation
Plusieurs résultats existent sur 'analyse des erreurs[44]. Nous allons dans ce manuscrit

énoncer un théoreme fondamental de ces analyses d’erreurs.

Théoréme 2.4.1. Soit ) = Q, xQ, = [0, 1]9x[-V,, V.]¢ =« R* d = 2,3. Soitk > 1 et soit
feCt([0,T]; HF2(Q) n WE*(Q)) la solution d support compact au temps t € [0,T] du
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probléme de Vlasov-Poisson (1.1)-(2.6) et soit E € C° ([O,T]; HA1 Q) A e (Qx)d>
avec d = 2 ou 3, le potentiel électrostatique associé.

Si ((En, ¢n) » fr) € CO ([0, T]; (25 x QF)) x C* ([0, T7]; 2F) est la solution d’approzimation
RT, — DG de -, alors lestimation suivante est vérifiée

[£(t) = fu®)]oq < Cah™" Ve[0T,

ou C, dépend du temps final T, du degré polynomial k, de la régularité de forme de la
partition et dépend aussi de f d travers les normes

of(t
Cu=C. (f(tﬂm,ﬂ, O il 6k, 12 oo) .
o E+1,0
Démonstration. Voir [[44], Théoreme 1]. O

2.4.1 Intégration temporelle

Les méthodes DG et RT}, présentées jusqu’ici sont semi-discretes. Pour la discrétisa-
tion en temps, nous considérons la méthode Runge Kutta (RK) explicite du quatrieme
ordre, dite RK4 ou Runge-Kutta classique [63]. Cependant pour les lois de conservation
et d’autres problemes hyperboliques non linéaires généraux, afin d’avoir une bonne ré-
solution des chocs et des discontinuités, une variation totale diminuant (TVD) RK doit
étre utilisée. De plus, puisque nous nous intéressons aux méthodes d’ordre élevé (dans
I'espace), l'intégration temporelle doit également étre réalisée avec un schéma d’intégra-
tion temporelle d’ordre élevé. Comme il est bien connu, un TVD RK de quatrieme ordre,
nécessiterait pour le calcul des étages internes, I’évaluation de I'opérateur et de son ad-
joint, du fait de la présence de certains coefficients négatifs . Par conséquent, le cotit (et le
stockage) de la procédure globale augmenterait considérablement. Pour ces raisons, bien
qu’en général, il soit beaucoup plus str d’utiliser une méthode TVD Runge-Kutta pour
résoudre des problémes hyperboliques, nous devons en tenir au RK classique du quatrieme
ordre pour la simulation du systeme Vlasov-Poisson.

Nous décrivons maintenant la mise en ceuvre proprement dite. Pour l'intégrateur
Runge-Kutta, nous prenons une partition uniforme de l'intervalle de temps [0, 77,
{0=tg<t; <...<t,<...ty, =T} avec un pas de temps At := t, ;1 — t,. Le solveur
RK4 met & jour la solution approchée actuelle, de fy, (t,) & fi (tn41), en quatre étapes
internes. La méthode est précise dans le temps au quatrieme ordre, nous nous attendons
a ce que les erreurs provenant de la discrétisation temporelle n’affectent pas beaucoup
celles provenant du spatiale

M, 5 = L (£, Ep, t) (2.13)

ou M, désigne la matrice de masse. Le vecteur d’inconnues, f;,, est arrangé de sorte que
les degrés de liberté correspondant au méme élément, disons Tj;, soient dans le méme
bloc. Par conséquent, la structure de f;, ressemble a ceci :

T
fh = [(fh)Tn ) (fh)Tm y (fh>T21 LA (fh>TNx’NV] '
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La matrice de masse, My, est alors diagonale par bloc (en base de Lagrange) avec
chaque bloc de taille (k + 1) - (k + 1), correspondant aux degrés de liberté dans chaque
¢lément T;;. Par conséquent, 'application du solveur RK4 a peut se faire élément par
élément puisqu'il suffit d’inverser les matrices de masse locales de taille (k+1)-(k+1) ou k
est un entier modéré , soit £ < 12. Cette propriété permet d’effectuer la marche temporelle
de t™ & t"*! en paralléle comme nous le décrirons plus loin. L’inversion de matrice locale
est effectuée avant de commencer I'intégration temporelle et elle est stockée et sauvegardée
pour étre réutilisée dans ’ensemble du calcul.

Pour avancer dans le temps de (t",f7, Ef) a ("™, £, E;*") la méthode RK4 pro-
cede en 4 étapes :

ky := AtM 'L (£, B} t,)
ky := AtM™!L (f;; + k2, Bl 4 At/Z)
ks := AtM™1L (f;; + k)2, EFT 4, 4 At/2)

k, = AtM~'L (f;; ok, BN g+ At)
(ky + 2ky + 2k3 + ky) .

Dans cette section et dans le reste de ce manuscrit nous allons restreindre notre étude
a d = 1; un systeme de Vlasov-Poisson 2D c’est a dire une dimension en espace et une
dimension en vitesse (1D x 1D).

2.5 Résultats numériques

Différents scénarios physiques peuvent étre modélisés avec I’équation de Vlasov-Poisson,
ou la plupart des cas de test correspondent a une condition initiale unique avec certains
parametres. Nous présentons le cas de test d’amortissement de Landau linéaire. Les prin-
cipes de validation consistent & comparer le comportement du code avec les propriétés
mathématiques connues des équations et du schéma. En particulier, on s’assurera que les
propriétés de conservation du schéma sont vérifiées a la précision machine, on comparera
la solution numérique avec une solution analytique. La condition initiale est choisie comme
étant une perturbation d’un équilibre homogene f°(v)

fo(x,v) = fo(v)(1 + € cos(sx)), (2.14)
avec s le nombre d’onde et fO(v) I’équilibre Maxwelienne (cas de test de Landau)

1 v

flv) = \/T?QXP( 9 ). (2.15)

On suppose alors que l'on a L = 27/s, avec s = 0.5 et une petite perturbation e = 0.05.
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FIGURE 2.1 — Approximation de la fonction de distribution a différents instants, calculée
sur un maillage (Ny, Ny) = (120, 120) sur 'espace des phases Q2 = Q, x Q.

Les parameétres numériques sont choisis comme suit : le domaine Q, = [=5,5] et le
pas de temps est choisi égal a At = 0.01. Le domaine de phase est maillé par (Ny, Ny)
avec N, = N, ou N, N, sont respectivement les points des grilles de 2, §2,.

Sur la figure sont représentées dans I’espace des phases la fonction de distribution
approchée f, a différents temps, obtenus avec la méthode DG sur un maillage 120 x 120.
A partir des figures, on peut observer la structure détaillée de la solution capturée par la
méthode DG préservant 1’énergie.

Dans la figure , nous tragons dans un diagramme semi-logarithmique, 1’évolution
temporelle de la norme L? du champ électrostatique Ej(t). Comme on peut I'observer
sur le graphique, 'amplitude du champ électrostatique diminue de fagon exponentielle
jusqu’a un certain temps de récurrence t = 40, aprés quoi il oscille, en accord avec la
théorie linéaire de Landau. Nous la comparons avec la solution linéaire 1.415661e™7* au
taux d’amortissement v = —0.1533594, ce qui est en bon accord avec les résultats trouvés
dans la littérature (comparé a —0.1533 dans [I17]). On remarque pour un ordre de temps
I’amortissement est brutalement interrompu, le champs électrique revient quasiment a
son amplitude initiale. Il s’agit d’'un phénomene purement numérique lié¢ a 'utilisation
d’un maillage uniforme en vitesse pour un probleme périodique en espace. On I'appelle le
phénomene de la récurrence de Poincaré.
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Energie électrostatique

10-10 L

Solution numérique
= = La droite d'amortissement
- Solution linéaire

10-15 =

0 10 20 30 40 50 60 70
t

FIGURE 2.2 — L’évolution temporelle de la norme L? du champs électrostatique Ej(t) sur
un maillage (120, 120).

v . . . . . :
6.31454 |

6.31 1] 1 6.31452

—_— 1 63145

6.31448

6.3

6.31446

Energie totale

6:205 6.31444

Energie cinétique

6.29 6.31442

6.3144

6.285

FI1GURE 2.3 — L’évolution temporelle de I’énergie cinétique a gauche et celle de 1’énergie
totale a droite sur un maillage (120 x 120).

Dans la figure ([2.3)), nous tragons dans un diagramme semi-logarithmique 1’énergie
I'énergie cinétique £ (t) d'une part et d’autre part I’énergie totale £(t).
Dans la figure (2.4), nous tragons dans un diagramme semi-logarithmique l'erreur

relative L? de Iénergie totale : %.

Dans la figure (2.5)), nous tragons dans un diagramme semi-logarithmique des erreurs
: : o . a®lre =1fn@)rol 71 . Ifa®L1=]fn0)] 1] 2 @l 2= /a2
relatives de conservation L™ : TG , Lt TG et L*: 7o) ,2 .
On peut constater sur ces figures la convergence des erreurs relatives de conservation de

I’énergie.
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FIGURE 2.4 — L’évolution temporelle de l'erreur de 'énergie totale sur un maillage
(120, 120).
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FIGURE 2.5 — L’erreur de conservation L* de f;, a gauche , I'erreur de L? A droite et en
bas l'erreur de conservation L' sur un maillage (120 x 120).

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons exposé la modélisation numérique du systeme d’équations
de Vlasov-Poisson. Nous avons présenté le schéma numérique Galerkin Discontinue pour
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I’équation de Vlasov et une approximation par éléments finis mixte de Raviart-Thomas
du probleme de Poisson. Puis nous avons présenté quelques resultats pour la validation
du code développé. La conservation des énergies cinétique, électrique et totale du systeme
d’équation de Vlasov-Poisson ont été vérifiées. Nous avons terminé par présenter les erreurs
de conservations relatives qui valident les résultats théoriques.
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Ce chapitre a pour objectif d’une part, de dresser un panorama d’outils méthodolo-
giques permettant d’aborder le probleme d’analyse de stabilité d’un systeme non linéaire
au sens de Lyapunov. Il présente également la théorie de conception des estimateurs
d’état, pour aborder le probleme de syntheése des observateurs et dresse un état de l'art
sur la conception technique des observateurs. Il traite aussi I'observateur d’état des EDPs
par la méthode de Backstepping. D’autre part il aborde une étude non exhaustive de la
stabilisation des systémes d’équation sous la contrainte des LMIs.

3.1 Observateurs d’état des systemes non linéaires
en dimension finie

3.1.1 Stabilité des systemes dynamiques

Dans cette section, nous rappelons quelques concepts sur la stabilité des systémes
dynamiques a temps continu. La notion de stabilité d'un systeme dynamique caractérise
le comportement de ses trajectoires autour des points d’équilibre. L’analyse de la stabilité
d’un systeme dynamique permet d’étudier I’évolution de sa trajectoire lorsque 1’état initial
est proche d’un point d’équilibre.

On considere la classe des systémes non linéaires décrits par son modele d’état :

l‘(t) = g(l‘(t),t), x(tO) = Zo (31)

ot z(t) € RN et g est une application de classe C1(RY x R*). Nous désignons par . le
point d’équilibre de (3.1)) tel que

g(xeat) :O7 Vt>t07

et par x (t,tg, o) la solution a linstant ¢ > to du systéme initialisée en xo et a
I'instant ty. Nous supposons que le systeme ([3.1) possede un point d’équilibre x. = 0
unique. Par la suite, nous donnerons différentes définitions de la stabilité du systeme
(3.1) au voisinage de 'origine.

Définition 3.1.1. Le point x. est un point d’équilibre stable au sens de Lyapunov pour

BD)

siVe >0, Vig=0, 30(eto) =0 tel que :

|xo|| < d (e, tg) = |x(tto,z0)| <&, t=to.
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Définition 3.1.2 (Stabilité uniforme). L’origine x. est un point d’équilibre uniformément
stable pour (3.1) stV e >0, 3 (e) =0 tel que :

lzo] < 8(e) = |a(tto,z0)| <&, t=to.

Définition 3.1.3 (Attractivité). L’origine est un point d’équilibre attractif du systéme

(3-1)
si¥e>0, 3d() =0 tel que :

lzol <& (to) = lima(tto,z0) =0, t=t.

Lorsque 0(ty) = +00, on dit que l'origine est globalement attractive.

Définition 3.1.4 (Stabilité asymptotique). z. est un point d’équilibre globalement asymp-
totiquement (resp. localement asymptotiquement) stable pour (3.1) s’il est globalement
attractif et stable (resp. localement attractif et stable).

Définition 3.1.5. (Stabilité exponentielle) z. est un point d’équilibre localement expo-
nentiellement stable pour (3.1) 3 « et B telles que :

|z (¢, to, 20| < cvexp (=B (t —to)), t=to,Vxp € B,

ou B, est un voisinage de x,.
Si B, = RN, on dit que le point x, est globalement exponentiellement stable.

La théorie de Lyapunov permet de contourner la difficulté de la stabilté de (3.1]) au
voisinage d’un point d’équilibre x.. Elle consiste a définir une fonction dont 'existence
garantit la stabilité.

3.1.2 Stabilité des systemes dynamiques au sens de Lyapunov

Cette méthode est basée sur la définition d'une fonction particuliere définie positive
(notée généralement V' (z,t)), appelée fonction de Lyapunov, qui est décroissante le long
des trajectoires du systeme a l'intérieur du bassin d’attraction.

Définition 3.1.6. On considére la fonction V(x,t) : RN x RT — R, continue. V est
dite propre définie positive si :

1. VteR", VzeRMz#0 V(z,t) >0,

2. VteR*, V(nt)=0= =0,

3. VteR™, limjy e V(z,t) = 0.
Définition 3.1.7 (Fonction de Lyapunov). Une fonction V(x,t) de classe C' est une

fonction de Lyapunov globale au sens large pour le systeme (3.1)) si elle est propre définie
positive et si pour tout x € RN :

oV(at) <(’)V(x,t)

V(z,t) = = -~ )g(x(t)7t)<0.
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FIGURE 3.1 — Principe d’estimation d’état

Si V(x, t) < 0, alors V' est appelée la fonction de Lyapunov au sens strict pour (3.1)).

Définition 3.1.8. Si le systéme (3.1) admet une fonction de Lyapunov locale au sens
large (resp. au sens strict) alors l'origine est un point d’équilibre localement stable (resp.
asymptotiquement stable).

Le méme résultat reste vrai globalement.

Définition 3.1.9 (Stabilité exponentielle). Le point x. est localement exponentiellement
stable s’il existe des constantes o, 3,7 > 0, p = 0 et une fonction V (z,t) : Vo x RT — R
de classe C! telles que, Yz € V) :

1 alzP < V(z,t) < Blz|P,
2. Viz,t) < —yV(z,t)
3. Si Vo =RY alors lorigine de (3.1)) est globalement exponentiellement stable.

3.1.3 Observateurs des systemes non linéaires

Cette section consiste a une introduction au probleme d’observation d’état des sys-
temes non linéaires. Nous présentons le principe d’estimation d’état, quelques définitions
sur la notion d’observabilité et un état de ’art sur les différentes techniques de conception
d’observateurs pour les systemes non linéaires.

Estimation de 1’état des systémes dynamiques

Un observateur est un systéme dynamique auxiliaire (O) dont les entrées sont les
entrées/sorties mesurées d'un systeme (S), et les sorties sont supposées donner une esti-
mation de 'état, selon le schéma décrit par la figure(3.1)) Le systéme dynamique (S) est
décrit par :

Lohe 2]
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Définition 3.1.10. Nous supposons que le systéme (O) est décrit par les équations sui-

vantes : ( )
z=®(z,u,y

z € R®, est un observateur asymptotique global pour le systéme (S) si les deux conditions
sutvantes sont vérifiées :

1.
z(0) =2(0) = =x(t)==2t) Yit=0
2(0) — 2(0) e RY = ||lz(t) — &(t)| — 0 lorsque t — o

Si |z (t) — 2(t)| tend exponentiellement vers zéro alors le systéme (O) est dit observateur
global de (S). Lorsque nous avons un voisinage ouvert Vi au lieu de RY | le systéme (O)
est dit observateur local de (S).

Si notre état estimé  est égal a z, alors nous pouvons remplacer le systeme(3.3) par :

Nous exprimons la condition ({1)) par
t=x = O(2,uy)=g(Z u).
nous réécrivons le systeme (3.3)) sous la forme suivante :

&= g(&,u) + L(Z,u,y)

l

avec

t=x = L(Zuy =0 (3.4)

Afin de satisfaire (3.4)), L est généralement choisie sous la forme suivante :

L(jauv y) = K(jauvy)(y - g)

A

ou §J = h(Z,u). On exprime 'observateur par :

{

La conception d’observateur pour un systeme dynamique consiste a estimer I'état en
général a partir des informations sur 'entrée et la sortie. La définition de I’observabilité
d’un systeme linéaire est la propriété qui permet de donner une information si I’état peut
étre déterminé uniquement a partir des signaux d’entrée et de sortie. Cependant dans
le cas des systemes non linéaires, I'observabilité dépend généralement des entrées et des
conditions initiales.

(Z,u) + K(2,u,y)(y — 9)

g
h(Z,u).

S
|

>
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Définition 3.1.11 (Indistinguabilité). On considére yi(t), t =0 et y(t), t = 0 deux
signauz de sortie associés au signal d’entrée u(t),t = 0 du systeme (3.1) avec les conditions
initiales xy et x1, respectivement. Alors xy et x1 sont indistinguables si

yo(t) = yi(t) Vit =0, pour tout u.

Définition 3.1.12 (Observabilité). Le systéme (3.1]) est observable en g si xq est distin-
guable pour tout x € RN . En outre, le systéme (3.1) est observable si Vx € RY nous avons
xo distinguable.

Il existe plusieurs facons de définir la notion d’observabilité des systemes non linéaires.
En lien avec le concept d’indistinguabilité des états, une définition tres fréquente a été éta-
blie dans [65]. Pour plus de détails sur les différents types de définitions sur I’observabilité
des systémes non linéaires, voir [[127], [I03]], [18]]. Dans la prochaine section, nous pré-
senterons quelques approches et algorithmes qui sont soit une extension des algorithmes
linéaires, soit des approches spécifiques a une classe de systemes non linéaires.

Observateurs pour une classe du systéme non linéaire de type Lipschitz

Nous présentons dans ce paragraphe un résumé des resultats dans la littérature, sur
la synthese d’observateurs des systémes non linéaires de type Lipschitz. En général les
systemes de type Lipschitz traitent les observateurs a grand gain. Son nom est di au fait
que le gain de I'observateur choisi est suffisamment grand pour compenser la non-linéarité
du systeme. Une méthode directe de conception d’observateur est d’utiliser un retour de
sortie linéaire avec des applications notamment aux systémes biologiques [53], [19]. Cette
approche est introduite initialement dans [5I]. L’approche de Thau n’est pas aussi une
méthode de synthese systématique. Raghavan a proposé une méthode constructive dans
[115] o il a établi une solution explicite et systématique du choix du gain de 'observateur.
Cette distinction a été clarifiée apres la nouvelle méthode proposée dans [116]. Ce résultat
donne des conditions nécessaires et suffisantes de la convergence de I'observateur. On note
d’autres méthodes de synthese d’observateurs appliquées pour une classe de systemes non
linéaires [57], [90].

La conception des observateurs pour les systemes non linéaires de type Lipschitz a été
largement étudiée, voir par exemple les travaux Alessandri [7], Perla et Mukhopadhyay
[109], Phanomchoeng et Rajamani [I11], Rajamani [I16], Zemouche et Boutayeb [146]
[147]. Cependant, la limitation de toutes ces approches réside dans le fait que les conditions
de synthese sont généralement irréalisables pour des systémes avec de grandes constantes
de Lipschitz. Différentes approches de synthese sont proposées dans la littérature, voir
par exemple les travaux de Ibrir [68], Phanomchoeng, Rajamani et Piyabongkarn [112] et
Zemouche, Boutayeb et Bara [14§].

Observateurs des systémes non linéaires de type "One sided Lipschitz"

La condition de "one sided Lipschitz" a été introduite en [40]. Les auteurs ont démontré
que la condition de "one sided Lipschitz" est moins conservatrice que la condition de Lip-



3.1. Observateurs d’état des systémes non linéaires en dimension finie 31

schitz pour la synthese d’observateurs [67]. Dans de nombreux problémes; les constantes
de "one sided Lipschitz" sont nettement plus petites que les constantes de Lipschitz clas-
siques, voir [40]. Cela rend les constantes de "one sided Lipschitz" beaucoup plus adaptées
pour estimer 'influence de la partie non linéaire [40].

La constante du "one sided Lipschitz" peut étre positive ou bien négative, voir [40][67].

Les limites de cette approche ont été mises en évidence voir [I11],[148]. En effet, les
auteurs ont montré que la solution de I’équation de Riccati dépendait fortement de la
constante de Lipschitz, plus celle-ci est grande, plus il est difficile de trouver une solution
a I’équation de Riccati-like. D’autres travaux intéressants sur la conception d’observateurs
de 'état pour ce type de systémes ont été mis au point, voir [67][143][I50]. Cependant la
condition de stabilité asymptotique conduit a un probleme difficile qui est la résolution
des inégalités matricielles bilinéaires. Abbaszadeh et Marquez. [3] ont exploré la condition
"one sided Lipschitz" pour déduire les conditions de stabilité sous la forme des LMIs. Ils
montrent en particulier I'avantage de la condition "one sided Lipschitz" sur la condition
de Lipschitz classique. Une extension de ces travaux dans le cas des systémes non linéaires
a temps discret [I34] a été établie par Benallouch et al. [I7]. Dans [108], les auteurs ont
proposé un observateur d’ordre réduit pour les systemes non linéaires de type "one sided
Lipschitz" avec des entrées inconnues.

Approche basée sur le théoreme des accroissements finis

L’utilisation du théoréme des accroissements finis(DMVT) pour le sigle anglais, consiste
a linéariser l'erreur dynamique sous la forme d’un systeme linéaire a parametres variants
(LPV) afin de déduire des conditions de stabilité moins restrictives, sous la forme d’inéga-
lités matricielles linéaires (LMIs), voir [22]. Il convient de mentionner que cette nouvelle
formulation tient compte de la non-linéarité du systeme. Dans ce qui suit, nous allons
décrire le principe de cette approche, car nous ’avons adapté au probleme de I'estimation
d’ordre réduit pour les systemes de grandes dimensions. Nous commencons par introduire
un théoreme qui découle du théoreme de Rolle et du théoreme des accroissements finis.

Théoréme 3.1.1. On considére g : RY — R. Soit a,b € RY. On suppose que g est
différentiable sur Co(a,b). Alors, il existe une constante z € Co(a,b), z # a,z # b tel que :

oa) — g0) = 2 (2)(a ).

Nous donnerons la version vectorielle du théoreme(3.1.1), pour cela, on note par
ieme

—
ex(i)=(0,...,0," 1 ,0,...,00%, ie{l,...,N}

"

v
N composantes

un vecteur de la base canonique de R. On consideére la fonction vectorielle

g:RY > RY.
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La fonction g possede la forme suivante

9(@) = [g(2),..., go(2)]"

ol g; : RN — R représente la i™* composante de g, pour tout N,q = 1. On peut écrire la
fonction g sous la forme suivante

g(x) =) eq(D)gilx).

i=1

En appliquant le théoreme ([3.1.1]) & toutes les fonctions g; et en utilisant

W)= D))

Nous obtenons le théoréme suivant, la version vectorielle du théoreme(3.1.1]) :

Théoréme 3.1.2. Soit g : RY — RY. Soit a,b e RY. On suppose que g est différentiable
sur Co(a,b). Alors il eziste des constantes zi,...,z, € Co(a,b), z; # a,z # b pour tout
i=A{1,...,q} tel que :

ij=1 0

g(a) —g(b) = (Z eq(i)en(J) o (%)) (a—b).

Considérons le systeme non linéaire décrit par la forme suivante :

2(t) = Ax(t) + g((t), y(t), u(t))
y(t) = Cul(t)
ol u € R™ est le vecteur d’entrée, z € RY représente le vecteur d’état du systéme et y € RP

le vecteur de sortie. A et C sont des matrices constantes. La fonction g : RY x R? x R™ —
RY est différentiable par rapport a x. Supposons de plus que la fonction g vérifie :

0gi
S (2, Y, u) < Vg, v1‘, U
%5 axj( y,u) < i y

pour tout i € {1,...,q} et j€{l,..., N}, avec Yis et 7;; des constantes réelles. L’observa-
teur d’état de type Luenberger associé est de la forme

2(t) = A2(t) + g(2(1), y(1), u(t)) + K(y(t) — Ci(1)) (3.5)

avec T est I’état estimé de x. L’objectif principal est de déterminer la matrice K telle que
I’erreur d’estimation

e, (t) = x(t) — &(t)

converge vers zéro. Alors, la dynamique de 'erreur est donnée par :

¢, (t) = (A — KC)e,(t) + dg(t) (3.6)



3.1. Observateurs d’état des systémes non linéaires en dimension finie 33

avec

dg(t) = g(a(t),y(t), u(t)) — g(&(t), y(1), u(t)).

En appliquons le théoreme([3.1.2)) a la fonction scalaire g, alors il existe z;(t) € Co(z(t), (t))
pour tout i € {1,...,q} tel que :

Sg(t) = (Z A ()2 <zi<t>,y<t>,u<t>>> (1

Pour des raisons de simplification nous introduisons les notations suivantes :

0gi
69(8) = 52 (5(0).0) 1)
HY = e (i)ey(j) pour 1<i<getl1<j<N

Y= (711,-~;71N,---77qN)

D(t) = Z i (0) Hj.

i,j=1

(3.7)

En utilisant les notations(3.7)), la dynamique de 'erreur d’estimation peut étre réécrite
comme suit :

6, (t) = (A + D(t) — KC)e,(t). (3.8)

Cette équation (3.8) représente un systeme LPV. L’hypothese (3.1.1) implique que
v(t) appartient & un domaine borné V, y ou les 24V éléments viennent dans I’ensemble
suivant

Vq,N = {7 = (711,~--7V1N, e 77qN) | Yij € {jijﬂij}}-

Remarque 1. En se basant sur les techniques LPV, on obtient des conditions suffisantes
de convergence de I'observateur proposé. Ces conditions sont exprimées sous forme d’in-
égalités linéaires matricielles, voir [145], [I48]. Le fait que les parametres ~;;(t) soient
inconnus a cause des z;(t) implique que I'observateur proposé est a gain constant. Une
étude plus large de ce type d’observateurs est détaillée dans la these de A. Zemouche [145].
On peut aussi regarder la these de M. Ghattassi pour les EDPs [58]. Plusieurs extensions
de la DMVT ont été développées voir [43] [148][147] [111].

Extension au filtrage de type Ho

Une extension des résultats présentés précédemment au cas des systemes comportant
des bruits dans la dynamique et la sortie du systeme sera illustrée dans cette section.
Nous considérons le systeme suivant :

T =Ax+ g(zr,y,u) + Wiw

3.9
y = Cz + Whw (3:9)
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avec W et W, les matrices constantes de dimensions appropriées et w € L? (R®) le vecteur
des perturbations borné. Notre objectif est de reconstruire I’état du systeme en
gardant une certaine précision malgré la présence du bruit w. Nous cherchons a déterminer
une précision optimale qui dépend en général des parametres du systeme. Nous proposons
I'observateur suivant : _

T=AZ+¢g(Z,y,u) + K(y — C2). (3.10)

Etant donné le systeme ([3.9) et observateur (3.10)), le probleme de conception d’ob-
servateur H,, robuste revient a déterminer la matrice K telle que les conditions suivantes
soient vérifiées :

tlirglo ¢.(t) = 0 pour w(t) =0 (3.11)
le- ()], < pfw(®)|r, pour w(t) # 0 et ¢.(0) = 0. (3.12)

ou e, = ¥ — & représente 'erreur d’estimation et p un scalaire positif a déterminer. Afin
de satisfaire aux conditions (3.11)) et (3.12)), cette fois en utilisant la théorie de Lyapunov,
il suffit de trouver une fonction de Lyapunov V telle que

vV + efer - p?wTw < 0.
La dynamique de 'erreur se réécrit sous la forme suivante :
¢, = (A +D(§) — KCe, + W1 — CWa)w

ou D a été définie dans (3.7). Une analyse de la stabilité a été établie, voir [145], [148].

Stabilisation basée observateur pour les systémes non linéaires

L’état de la majorité des systemes physiques n’est que partiellement accessible. Il est
donc nécessaire d’inclure un observateur d’état afin de réaliser la boucle de commande de
facon a ce que le systéme soit stable. Nous avons les principales techniques de stabilisation
basée sur des observateurs pour les systemes non linéaires :

1. La stabilisation basée observateur par modes glissants[6] est une forme de com-
mande a structure variable qui a été appliquée a de nombreux systemes, notam-
ment pour la stabilisation des drones, [47] ou bien en robotique [71],[52][140]. Cette
technique consiste a contraindre I'état d'un systeme non linéaire a atteindre en
un temps une surface donnée et a y demeurer [48]. Cette surface représente une
relation entre les variables d’état décrivant la dynamique du systeme sous la forme
d’une équation différentielle. Le systeme soumis a cette commande ne dépend que
des propriétés de la surface choisie.

2. La stabilisation basée observateur par backstepping a été développée par krctic
et al [83]. Elle est basée sur la théorie de la stabilité de Lyapunov. La technique
de backstepping surmonte la difficulté de choix de la fonction de Lyapunov en
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construisant une fonction de Lyapunov adaptée au systeme étudié d’une maniere
itérative. Krctic et al dans [84] ont aussi étudié la stabilisation basée observateur
des EDPs. Cette partie partie sera traitée dans la section suivante.

3. La stabilisation basée observateur grand gain est apparue avec les travaux de Saberi
et al. [I19], [77], Tornambe [132], et Khalil [49]. On trouve le travail de Esfandiari
et Khalil [50] ou ils ont proposé une solution pour montrer que le manque de condi-
tions de croissance de I'observateur grand gain pourraient déstabiliser le systéme en
boucle fermée lorsque le gain d’observateur est suffisamment grand. Ils suggerent
que la commande soit construite comme une fonction globalement bornée de 1'esti-
mation d’état afin qu’elle soit saturée pendant la période de pic. Car ’'observateur
est plus rapide que la dynamique en boucle fermée par un retour d’état. Teel et
Praly [130] [131], s’inspirant des idées de Esfandiari et Khalil [50] et du travail de
Tornambe [133], ont prouvé le premier principe de séparation non linéaire et ils ont
développé un ensemble d’outils pour la stabilisation semi-globale des systemes non
linéaires. Atassi et Khalil [I2] ont prouvé le principe de séparation en ajoutant une
nouvelle dimension aux résultats de Teel et Praly [130] a savoir : la combinaison
d’observateur rapide avec la saturation de commande permet a la commande par
un retour d’état de récupérer les trajectoires de la commande par un retour d’état
quand le gain d’observateur est suffisamment grand.

Remarque 2. Dans la suite nous nous intéressons a la stabilisation basée observateur en
utilisant la formulation LPV et la DMVT.

Nous allons a présent introduire I'observateur d’état des EDPs en dimension infinie
par la méthode de « Backstepping ». C’est le resultat des travaux réalisés par Krctic et
al dans [[84], chapitres 4 et 5.

3.2 Observateur d’état des EDPs par la méthode de
& Backstepping »

Les mesures dans les systemes de parametres distribués sont rarement disponibles
dans tout le domaine. Il est plus courant que les capteurs soient placés uniquement aux
limites. Ceci est particulierement vrai dans les problemes impliquant des écoulements
de fluides (dans des applications telles que l'aérodynamique, 'acoustique, controle des
processus chimiques, etc). Etant donné que les commandes & retour d’état développés
jusqu’a présent nécessitent la mesure de 1’état en chaque point du domaine, nous devons
concevoir des observateurs d’état. Commencons par présenter d’abord la méthode de
« Backsteppeing >.
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3.2.1 <« Backstepping »

Etudions le cas de ’équation réaction-diffusion :

g?(a:, t) = (@, 1) + Ag(, 1) (3.13)
4(0,1) = 0 (3.14)
g(L.t) = U(1) (3.15)

ou A est une constante arbitraire et U(t) est 'entrée de controle. Le systéme en boucle
ouverte (3.13), (3.14) (avec g(1,£) = 0 ) est instable avec arbitrairement des valeurs
propres instables pour A suffisamment grand.

Puisque le terme A\g est source d’instabilité, 1'objectif naturel d’une rétroaction aux
frontieres est « d’éliminer » ce terme. L’idée principale de la méthode de « Backstepping »
est d’utiliser la transformation de coordonnées

T

wlat) = o) = | ket (3.16)

avec commande de retour d’état

g@w=Lmumwﬁw (3.17)

transformer le systeme (3.13)), (3.14) en systéme cible

wy(x,t) = W (T, 1), (3.18)
w(0,t) =0, (3.19)
w(l,t) =0, (3.20)

qui est exponentiellement stable, comme le montre dans [[84],le chapitre 2]. Notons que les
conditions aux limites (3.14)), (3.19) et (3.17)), (3.20) sont vérifiées par (3.16) sans aucune
condition sur k(zx,y).

La transformation est appelée transformation intégrale de Volterra. Sa carac-
téristique la plus importante est que la limite de I'intégrale va de 0 a z, et non de 0 a
1 . Cela la rend « spatialement causal » : c’est-a-dire que pour un z donné, le second
membre de droite de (3.16)) ne dépend que des valeurs de g dans Uintervalle [0, z]. Une
autre propriété importante de la transformation de Volterra est qu’elle est inversible, de
sorte que la stabilité du systeme cible se traduit par la stabilité du systeme en boucle
fermée constitué de la rétroaction aux limites.

L’objectif est maintenant de trouver la fonction du noyau de gain k(x,y) qui fait que
les équations (3.13)), (3.14]) avec le controleur (3.17]) se comportent comme le systeme cible
(13.18)-(3.20)). A ce stade I'existence d’une telle fonction n’est pas gagnée d’avance.
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3.2.2 Equation du noyau de gain

Pour savoir quelles conditions k(z,y) doit satisfaire, nous substituons simplement la

transformation (3.16)) dans le systeéme cible (3.18])-(13.20]) et utilisons les équations (3.13])-
(3.14). Pour cela, il faut dériver la transformation (3.16|) par rapport a = et t, ce qui est

facile une fois rappelée la regle de différenciation de Leibnitz :

|t = s+ [ ey

0

Nous introduisons également la notation suivante :

0
ky(x,z) = %k(x,y) y:x,
Yy 9 - ay 7y y:rv

d
%k(x,x) = ky(x,x) + ky(z, x).

Dériver la transformation (3.16)) par rapport a x donne

wxa:<m) :gmx(x) - %(k‘(:p,x)g(w)) - k’x(fE, £L‘)g(l’) - 0 kxw(xv y)g(y)dy,
=oa(1) = g(2) ——k (2, 2) = k(2, 2)g:(x) — ka2, 2)g(x)
- f: ke (2, y)g(y)dy. (3.21)

Cette expression de la seconde dérivée spatiale de w(x) sera la méme pour différents
problémes.

Ensuite, nous différencions la transformation (3.16)) par rapport au temps :
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T

wi(z) =gi() - f ke, 9)oi(y)dy

—geal) + Ag(z) — f k(. 9) (90 () + M (y)) dy

=920 () + Ag(x) = k(2, 2)92(2) + k(2,0)g.(0)

+J ky(z,y)g,(y)dy — f Me(z,y)g(y)dy  (intégration par parties)
0

:gmﬁ(x) + )‘g(x) - k(‘ra I)Qm( ) ( 7O>gx<0) (x,m)g(x) - ky(]?, O)Q(O)

—J kyy(z,v)g(y)dy — f Me(x,y)g(y)dy  (intégration par parties). (3.22)
0

En soustrayant (3.21)) de (3.22)), on obtient

= s = A+ 24,0 | 9(0) + K2 0100

+ f (Kea(z,y) — kyy(2,y) — Me(z,9)) 9(y)dy. (3.23)

0

Pour que le membre de droite soit nul pour tout g, les trois conditions suivantes doivent
étre satisfaites :

kyw(z,y) — kyy(2,y) — Me(z,y) = 0, 3.24)
k(z,0) =0, 3.25
A+ Zjlnk(x, x) = (3.26)

On peut simplifier (3.26]) en I'intégrant par rapport a = et en remarquant d’apres ((3.25))
que £(0.0) = 0. ce qui nous donne ceci :

Koo(,y) — kyy(xuy) = Ak(z,9)

k(x,z) = ——=x. (3.27)

Il s’avere que ces trois conditions sont compatibles et forment en fait une EDP bien
posée. Cette EDP est de type hyperbolique : on peut la considérer comme une équation
d’onde avec un terme supplémentaire Ak ( = joue le rdle du temps). En physique quantique,
ces PDE sont appelées PDE de Klein-Gordon. Le domaine de cette EDP est un triangle
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0 <y < x < 1. Les conditions aux limites sont prescrites sur les deux cotés du triangle et
le troisieme coté (apres résolution pour k(x,y)) nous donne le gain de controle k(1,y).

Dans les deux sections suivantes, nous prouvons que I'EDP ([3.27)) admet une unique
solution deux fois contintiment différentiable.

3.2.3 Conversion de 'EDP du noyau de gain en une équation
intégrale

Pour trouver une solution de 'EDP ((3.27)), nous la convertissons d’abord en une équa-
tion intégrale. Procédons au changement de variables suivant

§=xz+y, n=z-—y,

on a

k(z,y) = G(&n),

km = G{ + GT]’
kypw = Ggg + Qng + Gnn-

ky = G& - Gn’

k‘yy = G{g — QG&] + Gm]. (328)

Ainsi, I’équation du noyau de gain devient

G@@m)=2G@ﬂn (3.29)
G(&,€) =0, (3.30)
CX&0)=-—26 (3.31)

En intégrant (3.29)) par rapport a  de 0 a 7, on obtient

Ge(€.1) = Ge(£.0) + fj@(»:,sms——j L” (€.5)ds. (3.32)

Ensuite, nous intégrons (3.32)) par rapport a £ de n & £ pour obtenir

mam=Gmm——s n) ‘fJGTS@M

= —— § n) f f (1, s)dsdr. (3.33)
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Nous avons obtenu I’équation intégrale, équivalente a PDE en ce sens que toute
solution de est une solution de . L’intérét de convertir 'EDP en équation
intégrale est que cette derniere est plus facile a analyser avec un outil spécial, que 'on
considere ensuite.

3.2.4 Méthode des approximations successives

Le principe de la méthode des approximations successives est la suivante :
1. une estimation initiale pour une solution de 1’équation intégrale,
2. la substitueer a la partie droite de ’équation,

3. utiliser I'expression obtenue comme estimation suivante dans 1’équation intégrale
et répéter la processus.

Le processus aboutit a une solution de I’équation intégrale. Commencons par une premiere
supposition

G°(&,n) =0 (3.34)
et configurons la formule récursive pour comme suit :
G"tlen) = = 5 n) J J G"(t,s)ds.dr (3.35)
Si cela converge, on peut écrire la solution G(,7) sous la forme
G(&n) = lim G*(&,n). (3.36)

Notons la différence entre deux termes consécutifs comme

AG"(&,m) = G"H(En) — G (). (3.37)
Puis

AG™(&,n) J f AG" (1, s)dsdr (3.38)

et (3.36) peut s’écrire alternativement comme
0
= > AG"(&. ). (3.39)

Calcul de AG™ a partir de (3.38) en commengant par

AG = GM(Em) = (€ ),

on peut observer le schéma qui conduit a la formule suivante :

n 5_ gn . )\ .
A - e ()
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Cette formule peut étre vérifiée par induction. La solution de 1’équation intégrale est
donnée par

00 n.n n+1

Z 5 775 (4) (3.40)

Pour calculer la série (3.40), notez dans I'annexe qu’une fonction de Bessel modifiée
du premier ordre du premier type peut étre représentée par

0 ( )2n+1
Z_: (n+ 1)!
En comparant cette expression avec (3.40]), on obtient

ou, en revenant aux variables originales x, v,

(A

k’(l‘,y) = _>\y N (IQ — yz)

(3.41)

3.2.5 Transformation inverse

Pour compléter la conception, nous devons établir que la stabilité du systeme cible
(3.18))-(3.20) implique la stabilité de la centrale en boucle fermée (3.13)), (3.13), (3.17).
En d’autres termes, nous devons montrer que la transformation (3.16)) est inversible.

Ecrivons une transformation inverse sous la forme

o) = wio) + | U, y)w(y)dy, (3.42)

0

ou I(x,y) est le noyau de transformation. Etant donné la transformation directe (3.16)) et
la transformation inverse ([3.42)), les noyaux k(z,y) et l(x,y) satisfont

T

lovy) = Kay) + | keI v (3.43)

Y

Démonstration. de (3.43). Tout d’abord, rappelons du calcul la formule suivante pour
changer 'ordre d’intégration :

[} [} stemerteas = [ [ 0. otuac

En substituant (3.42)) a (3.16[), on obtient
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wle) = wle) + [ te oty [ ke [ )+ fy1<y,§>w<§>d§]dy
— @)+ [t ety - [ Koy - [ Ko Quiaay
0= fw@)[ux,y) K, y) — f K, €)1 <s,y>d§]dy.

0

Puisque la derniere ligne doit étre vraie pour tout w(y), nous obtenons la relation
(3-43). O

La formule est générale (elle ne dépend pas de la centrale et du systéme cible)
mais n’est pas trés utile pour trouver réellement [(z, y) a partir de k(x,y). Au lieu de cela,
nous suivons la méme approche qui nous a conduit a 1’équation du noyau pour k(z,y) :
nous différencions la transformation inverse par rapport a x et t et utilisons la
plante et le systeme cible pour obtenir 'EDP pour [(z,y).

En différenciant (3.42)) par rapport au temps, on obtient

T

gi(x) =wi(x) —I—JO Uz, y)w(y)dy
=Wee () + Uz, )Wy (x) — Uz, 0)w,(0) — Iy (z, v)w(x)

3l ) (y)dy (3.44)

et différencier deux fois par rapport a x donne

Goz(T) =Wyp () + lp(z, x)w(2) + w(x)dcil(x,x) + l(z, v)w,(x)

+ f Lea (7, y)w (y)dy. (3.45)

0

En soustrayant (3.45) de (3.44]), on obtient

T

Aw(x) + )\J Iz, y)w(y)dy = — 2w(x)CZ:l(3:, x) — (z,0)w,(0)

n j () — Ll y) w(g)dy.  (3.46)

ce qui donne les conditions suivantes sur [(x,y) :
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loz(z,y) — Ly (x,y) = =Al(z,y), (3.47)
I(z,0) =0, (3.48)
l(z,x) = —/2\1’. (3.49)

En comparant cette EDP avec 'EDP (3.27) pour k(z,y), on voit que
l(l’, Y3 )‘) = —l{(l’, Y; _)‘>

De (3.41]) nous avons
N (22 — 42 ~ 2,2
l(x,y)=—Ayll( A2 —y?) B GVAGEE — )

—A(2? —y?) TN )
ou, en utilisant les propriétés de I (voir (B.2)),

Ji (WA (22 = y?))
Az? —y?)

lz,y) = =y

ou J; est la fonction de Bessel voir (B.3)).

3.2.6 Conception de ’observateur pour les EDP

Considérons 1'équation de chaleur instable avec actionnement aux limites précédent
(3-13)-(3.17), out U(t) peut soit représenter un forcage en boucle ouverte, soit &tre généré
a partir d’'une loi de rétroaction (« feedback »). Supposons que seul g(0) soit disponible
pour la mesure. Nous allons montrer qu’a partir de cette information de frontiere, il est
possible de reconstruire I'état dans le domaine. Nous concevons ’'observateur suivant :

« + A+ pi(2)[9(0) — 9(0)] (3.50)
9:(0 )= o[ (0) = 4(0)], (3.51)
9(1) = U(). (3.52)
Ici, la fonction py(x) et la constante pio sont des gains d’observateur a déterminer. 11 est

utile de noter que la structure de I'observateur ci-dessus imite le format d’observateur de
dimension du systéme suivant

o~

© = Az + Bu, (3.53)
y =Cu, (3.54)
son observateur est '
=A%+ Bu+ L(y — C%)

ou L est le gain de l'observateur et L(y — C'%) est "'injection d’erreur de sortie'. Dans
(3.50) et (3.51) I'observateur gagne p;(x) et pyg forme un "vecteur" de dimension infinie
qui correspond a un analogue de L.
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Notre objectif est de trouver p;(z) et pip tels que § converge vers g lorsque le temps
tend vers 'infini. Pour ce faire, nous introduisons la variable d’erreur

A

¢ =9 —4d
et considérer le systeme d’erreur
e = ez + Ae — py(x)e(0), (3.55)
¢;(0) = —p10e(0), (3.56)
e(1) =0. (3.57)
Avec la transformation (inversible)
cla) = () = | pla)ty)dy (3.58)
0

nous transformons le systeme d’erreur en 1’équation de la chaleur exponentiellement stable

Wy = e, (3.59)
i@, (0) = 0, (3.60)
W(1) = 0. (3.61)

En différenciant la transformation (3.58]), on obtient

= W (z) — p(z, )W, (x) + p(x, 0)w,(0) + py(x, x)w(z) (3.62)
- py(x7 O)ID(O) - . pyy(xa y)u?(y)dy,

o) = e () ~ 0(2) - pla,2) — pla, ()
~palea)ie) = [ puate )iy (3.63)

= 20(0) 7 p(e. ) ~ 2. 00) + [ (peliny) ~ o) 00y (360
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Pour que la derniere égalité soit valable, les trois conditions suivantes doivent étre
remplies :

Pae(T,Y) — pyy(z,y) = —Ap(z, y) (3.65)
C;ip(x,x) = ;\ (3.66)
p1(x) = epy(x,0). (3.67)

Les conditions aux limites (3.55)) et (3.56]) fournissent deux autres conditions comme
suit :

P10 = p(0,0), (3.68)
p(Ly) = 0. (3.69)

La condition est obtenue en différenciant par rapport a x, en posant
x = 0, et en substituant et dans I’équation résultante. La condition ({3.69))
est obtenue en posant x = 1 dans ED et en substituant et dans I’équation
résultante. Résolvons et (3.69) pour p(z,x) et combinons le résultat avec et

(3.69) comme suit :

pxz(xa y) _pyy(xa y) = —)\p(x,y), (370)
p(z,z) = ;\(:c —1). (3.72)

Ces trois conditions forment une EDP bien posée que I’'on peut résoudre explicitement.
Pour ce faire, nous effectuons un changement de variables

T=1-y, y=1—a pa7y) =pxy),

ce qui donne I’EDP suivante :

pff(i7g> _ﬁgjﬂ 77@ = )\p(jvg)a (373)
5(7,0) = 0, (3.74)
I A
p(z, %) = —5 (3.75)

Cette EDP a été résolue voir [[84] chapitre 4], et sa solution est

@,5) - - QSQ__@?; !
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ou, dans les variables d’origine,

L(VA2 -2 —y)(z —y))
VAR =z —y)(z —y)
Les gains de I'observateur, obtenus en utilisant (3.67)) et (3.68)) sont

p(z,y) = =A(l—x)

ple) = pyfa.0) = 2= bly/Nelz ), (3.76)

A
P10 = p(oa 0) = _§~ (3~77)

3.2.7 La sortie du retour d’état

L’observateur a convergence exponentielle développé dans la derniere section est indé-
pendant de ’entrée de controle et peut étre utilisé avec n’importe quel controleur. Dans
cette section, nous le combinons avec le controleur de « Backsteppeing » (3.16)) pour
résoudre le probleme de rétroaction de sortie. Pour les systemes linéaires, le principe de
séparation (ou "équivalence de certitude") est valable ; ¢’est-a-dire que la combinaison d’un
contréleur de retour d’état et d'un observateur concus séparément donne un contréleur
de retour de sortie stabilisant. Ensuite, nous établissons le principe de séparation pour
notre conception de « feedback » de sortie basée sur 'observateur.

Il est simple de montrer que les transformations de « Backsteppeing » observateur

et contrdle (3.58) et

xT

mw=mm—ﬁkwwmwm (3.78)

g<x>::1@<x><+‘[)z<x,y>ﬁ4y>dy (3.79)

cartographier le systéme en boucle fermée composé de la PDE d’erreur d’observateur et
de 'observateur dans le systeme cible suivant :

@=wm+&mm—Lk@wmwmﬁwmx (3.80)
w(0) = prow(0), (3.81)
w(1) = 0, (3.82)
By — e, (3.83)
@,(0) = 0, (3.84)
w(1) =0, (3.85)

ou k(z,y) est le noyau de la transformation de controle et p;(x), p1o sont les gains de
I'observateur. Le systéme @ et la partie homogene du systeme @ (sans w(0,¢) ) sont des
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équations de chaleur exponentiellement stables. Pour montrer que le systeme (i, ) est
exponentiellement stable, nous utilisons la fonction de Lyapunov pondérée

= f )z + = le(m)de (3.86)

0

ou A est la constante de pondération a choisir ultérieurement. En prenant la dérivée

temporelle de (3.86)), on obtient

1

V= AJO Wy (x)*dx — p1o(0)@(0) — fo W, (x) dx (3.87)

+ w(o)fO

En utilisant les inégalités de Poincaré(B.1.3)) et de Young(B.1.4), nous estimons

w(x) {pl (z) — F k(z, y)pi (y)dy} dz. (3.88)

0

o |

i A i 1 g
P 0)2(0) < (0 + a0 < § | du()d + 5ty | @ulafde
0

0
et

a0) [ o) o)~ [ ko im o)y s

0 0

1 1
< 1 J W, (x)dr + BZJ W, () dx
0

0

ol B = maxuep,1) {p1(x) — §; k(z,y)p1(y)dy}. Avec ces estimations, on obtient

. 1 (1L
V<-(A-B*-pi f 2J W, (7)*dx (3.89)
0

A=) j

L,
8J w(x)*dx. (3.90)

En prenant A = 2 (B? + p%,), on obtient

V<—2V.

Ainsi, le systéme (0, W) est exponentiellement stable. Le systéme (g, ) est également
exponentiellement stable puisqu’il est 1ié a (0, @) par les transformations de coordonnées
inversibles et . Nous avons ainsi prouvé que le systéme en boucle fermée
constitué du controleur de backstepping et 'observateur, est exponentiellement stable.
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3.2.8 Etat d’art

La conception des observations des EDPs reste encore tres difficile. Plusieurs résultats
de cette conception par la méthode de « Backsteppeing » ont été présentés par Krstic et
all dans [84]. En effet les auteurs ont développé I'observation des équations de réaction-
advection-diffusion, Schrodinger et Ginzbourg-Landau. Nous nottons d’autres travaux,
I'estimation d’état basée sur le backstepping pour une classe d’EDP paraboliques dans des
études de domaines spatiaux unidimensionnels et tridimensionnels a été développée dans
les travaux de Jodachowski et all [74] [75], et son implémentation dans [76]. Dans le méme
ordre d’idées, on peut citer les travaux intéressants de Smyshlyaev et all [124], Nguyen
in [101], Demetriou in [41], 'analyse de convergence de Balas in [15]. Boundary Observer
for Output-« Feedback » Stabilization par Vazquez et all in [I138]. L’observateur de type
Luenberger par Meurer dans [96] et Zeitz (le cas ODE) dans [144], « Backsteppeing »
control and state estimation dans [97] et [139)].

3.3 Etudes des inégalités matricielles linéaires : Dé-
finitions et propriétés

Les sections suivantes présentent un ensemble des notions et propriétés concernent les
inégalités matricielles linéaires LMIs et leurs applications en commande des systémes. Les
inégalités matricielles linéaires sont utilisées pour résoudre plusieurs problemes d’auto-
matique, (problemes d’optimisation en théorie du controle, identification de systeme,...)
qui sont généralement difficiles a résoudre de facon analytique. L’intérét des méthodes
basées sur les LMIs vient du fait que ces dernieres peuvent étre résolues en utilisant la
programmation convexe. Avec cette approche, on n’est plus limité aux problemes ayant
une solution analytique. En résolvant ces inégalités, on obtient un domaine de solutions
faisables, c¢’est-a-dire de solutions satisfaisant ces LMIs, plus vaste que celui généré par la
recherche de solutions analytiques. En utilisant le fait qu'une inégalité possede davantage
de solutions qu'une équation, il est possible d’employer les degrés de liberté supplémen-
taires pour inclure d’autres objectifs que ceux initialement retenus.

Les notions des LMIs se retrouvent dans plusieurs travaux depuis de nombreuses an-
nées. Ainsi Lyapunov a conditionné la stabilité d’un systeme par les LMIs. Plus tard,
Kalman, Yakubovich et Popov ont généralisé le résultat de stabilité proposé par Lyapu-
nov. La terminologie des LMIs a été utilisée par Willems en 1971 [I41]. En 1994, Nesterov
et Nemirovski ont trouvé une solution pour résoudre les LMIs de maniere efficace en
utilisant des méthodes basées sur les points intérieurs [99].

Définition 3.3.1 (Inégalité matricielle linéaire (LMI)). On appelle une inégalité matri-
cielle linéaire notée (LMI) le probléme suivant : étant données les matrices réelles, carrées
et symétriques : F; = FI e R"" i =0...m et x € R™ telles que :

F(z) = Fy+ ) | x;F, > 0. (3.91)

i=1
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L’inégalité (3.91)) implique que : F(x) est une matrice définie positive c’est-a-dire : ¥z € R™
et z# 0: 2T F(x)z > 0. De maniére équivalente, la valeur propre la plus petit de F(x) est
positive.

Les matrices symétriques F; sont fixées (connues) et x = [x1, Za, . . . xm]T est un vecteur
de valeurs inconnues (variables). On dit que F'(z) > 0 est une LMI affine des éléments de
x.

Remarque 3. L'inégalité est une LMI stricte si F'(x) est seulement définie positive
(non négative) autrement LMI est dite non stricte.

Le succes des LMIs vient du développement des méthodes dites du point intérieur qui
permettent de résoudre ces problémes de maniere efficace.

3.3.1 Probléme de faisabilité

Le probleme de faisabilité d’une LMI est le probleme de trouver ’ensemble des points :
x € Coou Co = {xreR"/F(x)> 0} qui vérifient LMI : F(x) > 0 alors le probleme
F(z) > 0 est dit faisable (ou réalisable) et ces points appelés points faisables.

Exemple : Les LMIs ne se présentent pas souvent directement sous la forme
prenons un exemple classique de 'automatique : la stabilité au sens de Lyapunov pour
un systeme linéaire z(t) = Az(t). Il s’agit de trouver une matrice réelle P = PT > 0 de
méme dimensions que A telle que : ATP + PA < 0.

Considérons a titre d’exemple le cas ou A est une matrice 2 x 2 :
A — l a; as :| ‘
as Qq
La matrice symétrique P dépend alors de 3 parametres z; : ¢ = 1,2, 3. on peut s’écrire :
P= l oo ] .
To X3

La condition de positivité P > 0 s’écrit :

1o], 0 1], 00]_,
Tilg o "™ 10701 '

L’inégalité de Lyapunov ATP 4+ PA < 0, peut se réécrire sous la forme suivante :

2a1 Qs az +as ai; + ay 0 a
< 0.
Il[ag O]+I2{a1+a4 as + as t T as 2as

Cette inégalité est une LMI affine des éléments : xq, s, T3.
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3.3.2 Propriétés

Parmi les propriétés les plus importantes des inégalités matricielles linéaires, on peut
mentionner :

Proposition 3.3.2 (LMIs multiples peuvent étre écrites comme une seule LMI). Parmi
les propriétés remarquables des LMIs, la possibilité de regrouper plusieurs LMIs Fy(x) >
0, F5(x) > 0,...,F,(x) >0 en une seule LMI bloc diagonale :

F(z) 0 0 - 0
0 ) 0 - 0
0 0 - 0 Fy(z)

La convexité est une propriété géométrique importante, qu’on trouve dans la théorie
d’optimisation globale.

Définition 3.3.3 (Un ensemble convexe). Un ensemble Co := {x : F(x) > 0} est dit
conveze si pour toutes les points : (x1,x2) € Co et 0 < XA < 1, alors :
(Ax1 + (1 = N)zo) € Co.

Définition 3.3.4 (Fonction convexe). Soit une fonction f avec: f : R™ — R la fonction
f est conveze si : ¥(x,y) e R",0 < X <1 alors

fOz+ (1 =Ny) < Af(2) + (1= A)f(y).
La fonction f est conveze si pour toutes les pairs (x,y) : f(Ax + (1 —N)y) est toujours en

bas de M\f(z) + (1 —X) f(y).

Proposition 3.3.5 (I'intersection de deux ensembles convexes). Soit : F(x) > 0 et
G(z) > 0 deux LMIs, liées respectivement auz deuz ensembles convezes suivants : Cop =

{x e R"/F(z) > 0} et Coy = {x € R"/G(z) > 0}.
Alors Uintersection de Coy et Coy est définie par l’ensemble convexe suivant :
_ m,| Flx) 0
ColmCog{xeR/{ 0 G(x)]>0}'

Lintersection de deux ensembles convexes donne un ensemble convexe.

Exemple : Soit 'inégalité matricielle quadratique suivante :

R>0
ATP+ PA+PBR'BTP+Q <0

ou: A B,Q=0Q" R=R" > 0 sont des matrices données et P = PT est la variable.
On peut reformuler cette inégalité matricielle quadratique sous forme d’une inégalité ma-
tricielle plus simple, en utilisant le lemme du complément de Schur (B.1.1]) :
~ATP-PA—-(Q PB ~0
BTP R ’
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3.4 Applications des LMIs

Dans cette section nous allons donner quelques problemes qui font appel aux LMIs :
Analyse de Stabilité au sens de Lyapunov.

3.4.1 Analyse de Stabilité au sens de Lyapunov

L’analyse de la stabilité des systémes dynamiques au sens de Lyapunov est une ap-
plication de LMI. En effet la méthode de Lyapunov proposée dans le cadre de I'étude de
stabilité des systemes linéaires est en réalité une manipulation des LMIs. Etant donné un
systéme linéaire a temps invariant (LTT) :

z(t) = Az(t), x(0) = xo.
Ce systeme est stable s'il existe une fonction V' (x) définie positive telle que sa dérivée est

définie négative :
V(x) = 27 (t)Px(t)

oll : P est une matrice symétrique et définie positive : P = PT > 0
V(z) = 2" (ATP + PA) . (3.92)
La condition de stabilité consiste a trouver la matrice P qui vérifie I'inégalité matricielle :

ATP + PA <.

On peut écrire :

V(e)>0 _ P>0
V(z) < ATP + PA <0

Donc il résulte :

P 0
[o —ATP—PA]>O‘ (3.93)

Le systeme (3.92)) est stable lorsque I'inégalité matricielle (3.93)) est faisable.

3.4.2 Probleme de stabilité quadratique des systemes incertains

La notion de stabilité quadratique est le prolongement de la notion de stabilité de
Lyapunov lorsque 'on consideére des systémes incertains, nous supposons que les matrices
incertaines A du modele d’état appartiennent a des ensembles compacts w.

Nous considérons le systeme linéaire incertain suivant :
z(t) = A(t)x(t). (3.94)

Ce systeme est dit stable quadratiquement lorsqu’il existe une matrice P = PT > 0 telle
que quelle que soit la matrice A appartenant a I’ensemble €2 nous avons V(z) <0 :

a (AT (t)P + PA(t)) z < 0.
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Nous pouvons alors montrer qu'une condition nécessaire et suffisante de stabilité quadra-
tique du systéme incertain (3.94)) est :

1. Dans le cas des incertitudes bornées en norme avec ’ensemble compacts : 1 =
{Ao+ DE(t)E, |F(t)]2 <1} avec : [|[Fla = Apax (FTF) 0l Apax représente la
valeur propre maximale de FTF. Qu’il existe une matrice P = PT > 0 telle que
I'inégalité matricielle :

AJP + PAy+ PDD"P + ETE < 0.

Soit vérifiée, pour une matrice nominale Ag et des matrices constantes D, E don-

nées.
2. Dans le cas des incertitudes polytopiques avec : w = Co{Ay,..., A}, Co : repré-
sente I’ensemble convexe et {Ay, ..., A,} une série de matrices constantes données.

Il existe une matrice P = PT > 0 telle que l'inégalité matricielle :
ATP+PA; <0, VYi=1,...,n

soit vérifiée.
Notons que ces conditions sont uniquement suffisantes pour assurer la stabilité robuste
du systeme incertain (3.94]), c’est a dire sa stabilité pour toute incertitude admissible.

3.4.3 Stabilité des modeles Takagi-Sugeno (TS)

L’étude de la stabilité des modeles Takagi-Sugeno s’effectue principalement en utilisant

la méthode directe de Lyapunov. Soit le modele Takagi-Sugeno continu suivant en régime
libre :

r

i(t) = ) hal=(8) A (t) (3.95)

hi(2() = 0, ha(2(t) = 1,Vie {1,...,r}. (3.96)

i=1

Les matrices A; € R™*" représentent un ensemble de » modeles linéaires. Les fonctions
d’appartenance h;(.) ont la propriété de somme convexe et sont fonctions d’un
vecteur z(t) € R* appelé vecteur des prémisses. La stabilité quadratique du modele TS
(3.95) revient a résoudre le probléme suivant : Trouver une matrice P > 0, telle que :

ATP+ PA; <0, Vie{l,...,r}.

Pour plus de détail sur la stabilité des modeles Takagi-Sugeno se référer aux différents
travaux suivants [102][86][87][106][92] [91][1].
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3.4.4 Probléme de Stabilisation

Les LMIs permettent également de générer des lois de commande stabilisantes. La
condition nécessaire et suffisante de stabilité du systeme commandé :

T = Az + Bu. (3.97)

Par un retour d’état : u = Kz est 'existence des matrices P et K telles que :
(A+ BK)'P+ P(A+ BK) <0 (3.98)
P=P">0. (3.99)

Cette inégalité est bilinéaire en P et K mais a I’aide du changement de variables P = W~!
et K = RW~! elle devient une LMI en R et W :

AW + WAT + BR+ R'B" <0 (3.100)
w=w"=>o. (3.101)

Pour plus de détail voir les différents travaux suivants [25][123][62][42][100].

3.4.5 Problemes d’optimisation sous contraintes LMIs

Beaucoup de problemes d’Automatique et particulierement les problemes de controle
des systemes peuvent se formuler comme des probléemes d’optimisation sous contraintes
LMIs. Et plusieurs problémes sont mieux écrits en termes d’une simple ou multiple fonc-
tion objectif avec un ensemble des contraintes LMIs, car les problemes d’optimisation
convexe apparaissent souvent en pratique. Ceci est la force de 1'utilisation des formula-
tions LMIs dans les applications réelles qui concernent les lois de commande des divers
systemes. Pour plus de détail voir les différent travaux suivants [137][55] [64] [120)[27].

L’introduction des contraintes LMIs permet de définir un ensemble de problemes d’op-
timisation suivants :

Programmation Semi Définie (SDP)

La programmation semi définie SDP appelé aussi probleme d’optimisation LMI, est
une généralisation de la programmation linéaire (LP), formulé comme suit :

min (¢' z) (3.102)

F(z) = Fy+ ) | 2:F, > 0 (3.103)
i=1
x € R™ : vecteur des variables de décision,
¢! : vecteur ligne donnée,

F(z) : contraint LMI.
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Problémes des valeurs propres (Eigenvalue Problem EVP)

Un grand nombre de propriétés de commande peut étre calculé comme un probleme de
valeur propre (EVP) qui est le probléeme de minimisation de la valeur propre maximale :
Amax d'une matrice : A(z) > 0 qui dépend affinement de la variable x, soumise & une
contrainte LMI F(x) > 0.

Plusieurs tests d’analyse de performance, tels que le calcul de la norme H, peuvent
étre écrit sous forme d’un probléeme des valeurs propres (EVP) avec contrainte LMI. On
écrits la forme générale d'un probléme des valeurs propres (EVP) comme suit.

min A, (3.104)
A — A(z) > 0, (3.105)
F(z) > 0. (3.106)

Problémes des valeurs propres généralisées (GEVP)

Le probleme de valeur propre généralisée consiste a minimiser la plus grande valeur
propre d'une paire de matrices F'(x) et G(z) dépendant linéairement de la variable x, sous
contraintes LMIs. Le probleme GEVP est exprimé par :

min A, (3.107)
Tel que : A\F(z) — G(x) > 0, (3.108)
F(z) > 0et G(z) > 0. (3.109)

F(x),G(x) sont des matrices symétriques.

Minimisation du déterminant
Le probleme de minimisation du déterminant est exprimé par :

min {log [det (G~ (z)]}
Tel que : F(z) > 0 et G(z) > 0,

ou F(z) et G(x) sont des matrices symétriques et affines en x. Ces problemes d’optimi-
sation peuvent étre résolus par différents types de méthodes :
— Méthode des points intérieurs (méthode des centres, méthode primale-duale, mé-
thode projective de Nemiroviskii),
— Méthode des plans sécants,
— Meéthode de I'ellipsoide,
— Méthode du type simplex.
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3.4.6 Probléme de commande Linéaire Quadratique (LQ)

On parle de commande linéaire quadratique : LQ ou LQR (linear quadratic regulator).
Le systeme est linéaire et la commande est quadratique. Dans le cas d’un systeme linéaire
a temps invariant LTI suivant :

z(t) = Az(t) + Bu(t).

On écrit la loi de commande optimale & horizon infini (¢f gna — +00) par retour d’état
comme suivant : u(t) = —Kx(t) ot : K = —R7'BTP avec les matrices : R = RT > 0 et
P = PT > () vérifie I'équation algébrique de Riccati (ARE) suivante :

ATP+ PA—-PBR'B™P+Q =0.

(@ : est une matrice symétrique fixée et définie positives. Les équations algébriques de
Riccati (ARE) sont fréquemment utilisées dans la commande optimale, un résultat néces-
sitant une ARE peut étre remplacé par un résultat équivalent ou I’égalité est remplacée
par une inégalité. Plus précisément ces controleurs optimaux peuvent étre construits en
calculant une matrice P symétrique définie positive qui satisfait I'inégalité algébrique de
Riccati (ARI) :

ATP+ PA—PBR'BTP+Q <0.

L’ARI est quadratique en P mais elle peut étre exprimée comme une LMI en appliquant
le lemme du complément de Schur(B.1.1)) :

~ATP-PA-Q PB
BTPp R

Pour plus de détail sur le probléme de commande Linéaire Quadratique (LQ) voir
[4][73] [14] [72][89] [88] [129].

3.4.7 Probleme de commande Quadratique Linéaire Gaussienne

(LQG)

Le probleme d’atténuation des perturbations est traité par les méthodes de la com-
mande optimale ou une certaine mesure de 'amplitude de la sortie est minimisée sous
des hypotheses sur les perturbations. Une procédure standard connue sous le nom du
probléeme de la commande LQG (quadratique linéaire Gaussienne) est souvent utilisée, ot
la somme des variances de sortie est minimisée sous des hypotheses que les perturbations
sont caractérisées comme des processus stochastiques Soit le systeme LTT stable suivant :

=-
—~
~+
~—
[

' Az(t) + Buw(t)
Cls): { y(t) = Ca(t)

ol : w est un bruit blanc gaussien unitaire.
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La commande LQG peut se mettre sous une forme particuliere dite forme standard.
Il s’agit alors de synthétiser un correcteur minimisant une norme Hs sur les signaux de
transfert. La fonction du colit minimisé est donnée par :

1 +00 '
T=1C= o f G jw)Pde.
-0

La norme Hs est une mesure de la moyenne du carré de gain pris sur toutes les
fréquences. Voici la formulation LMI de la norme H, : Soit la solution Py = B < 0 qui
vérifiant 1’équation de Lyapunov :

APy + RA" + BBT = 0.

Alors toute matrice P > P, vérifiant :

AP+ PAT + BBT <. (3.110)

Le systéme G(s) stable, vérifié : |G[3 < 72 si et seulement 'il existe une matrice
symétrique positive P > 0 vérifiant LMI (3.110) et :

Tr (CPCT) < 7. (3.111)

L’ensemble des inégalités (3.110) et (3.111]) constitue un systeme LMI qui peut formuler
le probleme LQG (H2) comme suivant :

min {Tr (C’PC’T)}
AP + PAT + BBT <.

Pour plus de littérature sur le probleme de commande Quadratique Linéaire Gaussienne
(LQG) voir [149] [122] [104].

3.4.8 Commande Prédictive Robuste

La commande prédictive du modele est devenue la méthode la plus populaire des mé-
thodes de conception des contréleurs multivariables a cause de sa capacité de traiter les
contraintes linéaires des processus variables. Les formulations de la commande prédictive
en programmation standard linéaire et quadratique peuvent étre écrites en termes des
LMIs. Le principe de la commande prédictive du modele est I'utilisation d’une fonction
quadratique définie positive de I’état pour borner ou limiter la fonction objectif de per-
formance. Elle est basée sur 'utilisation d’un modele pour prédire par le comportement
future du systeme sur un horizon du temps fini et puis utiliser le lemme du complément
de Schur pour changer ces contraintes en une contrainte LMI. Pour plus de littérature se
référer aux différents travaux suivants [142][121][80] [105].
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3.4.9 Probléme de Commande H,,

La synthese Ho, est un probleme d’atténuation de perturbation, il consiste a minimiser
effet d’une perturbation w(t) sur le comportement du systéme.

Soit G( 8) un systeme LTT représenté par les équations d’état

z(t) = Az(t) + Byw(t) + Bou(t)
G(S) . Z(t) = Clﬂf(t) + DlllU(t) + D12U,(t)
reR" weR™ ueR™ zeR" yeR™ Les matrices A, By, By, C1,Cy, D11, D13, et Doy
sont de dimensions appropriées. L’objectif d'un probléeme de commande H, est de trouver

un controleur K (s) pour synthétiser une loi de commande qui stabilise le processus G(s).
Le contrdleur K (s) défini par :

( d@x(t) = Agz(t) + Bry(t)
K(s): { u(t) = Cray(t) + Dyy(t)

avec G( s) et K( s) définis ci dessus, la boucle fermée N( s) admet la réalisation

N(S) ] jjcl(t) = Aclxd(t) + Bdw(t)
' Z(t) = Cclxcl(t) + Dcl’LU(t).
Le but est celui de trouver des matrices Ag, Bx, Ck et Dg telles que la norme H., de la
boucle fermée soit la plus petite possible, c¢’est a dire :

Yopt = Miny (3.112)
tel que : [N (8)]w < 7. (3.113)

La résolution du probleme H., par LMIs est fondée sur I'utilisation des lemmes sui-
vants :

Lemme 3.4.1 (Valeur singuliere maximale). La valeur singuliére mazimale mesure le
gain mazximal d’un systeme multivariable, ou les amplitudes des vecteurs d’entrée et de
sortie sont quantifiées par la norme Fuclidienne.

La valeur singuliere maximale d’une matrice A qui dépend d’une maniére affine de
x est dénotée par o(A(z)) qui est la racine carrée de la plus large valeur propre de :
A(z)AT (z) Linégalité 5(A(z)) < 1 est une contrainte conveze non linéaire de x, elle peut
étre écrite comme une LMI utilisant le lemme du complément de Schur :

g(A(z) <le A@)AT(z) <1
(

o T—A@A"(z) >0
= [ i) T ] =Y
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Lemme 3.4.2 (systémes réels bornés). Le lemme des réels bornés peut étre appliqué a
la commande des systemes linéaires et non linéaires, le résultat actuel est basé sur la
représentation en variables d’état d’un systéeme linéaire suivant :

t=Ax + Bu, z(0)=0
y=Cx+ Du

ou : Ae R Be R (e RP" et De RPFP sont données. Supposons que A est
stable et que (A, B,C) est minimal. La fonction de transfert matricielle est :

G(s)=C(sI —A)'B+ D.

La performance du pire cas d’un systéme mesurée en termes de l’intégrale des erreurs
carrées de l’entrée et de la sortie est quantifiée par la norme Hy -

|G(s)e = sup {o(G(s))} = sup{o(G(5w))}-

Re(s)>0

La norme H., peut étre écrite en termes d’une LMI. Pour cela on emprunte un résultat
de la littérature de la commande robuste que la norme |G(8)|l < 7 si et seulement si

la valeur singuliére maximale de D inférieure ou égale v : DTD < ~2I et qu’il existe
P = PT >0 tel que :

(ATP+ PA+C"C) + (PB+C"D) (v*I - D'D) (B"P + D'C) < 0.

Le lemme du complément de Schur implique que cette inégalité algébrique de Riccati (ARI)
est équivalente a Uexistence de P = PT > 0 tel que LMI suivante est valide.

AP+ PA+CTC PB+C'D ~0
BTP + DTC DTD —~21 '
Donc N(s) est stable de maniére interne et de norme Hy, < 7y si et seulement s’il existe
une matrice symétrique P > 0 telle que :
AP+ PAy, PB, CF
BLP —y DI |<o.
C’cl Dcl _/YI

Pour plus de littérature se référer aux différents travaux suivants [94][29][24].

3.5 Conclusion

Ce chapitre a été consacré d’une part au rappel de concept d’analyse de stabilité au
sens de Lyapunov, de la théorie de conception d’observation et 1’état d’art sur la concep-
tion d’estimateurs d’un systeéme non linéaire (Observateurs de type Lipschitz, One sided
Lipschitz, approche basée sur le théoréme des accroissement finis). Il rappelle également la
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méthode de « Backstepping » et 'observateur d’EDPs (I’équation de réaction-diffusion).
D’autre part dans ce chapitre nous avons défini des inégalités matricielles linéaires et étu-
dié quelques propriétés des problemes dépendants des formulations en LMIs et quelques
applications des LMIs : I'analyse de stabilité au sens de Lyapunov, probleme de stabilité
quadratique des systémes incertains, stabilité des modeles Takagi-Sugeno , Probleme de
Stabilisation du systéeme commandé. Nous terminons par quelques problémes d’optimisa-
tion sous contraintes LMIs : Programmation Semi Définie, Problemes des valeurs propres
et probleme de commande : probleme de commande Linéaire Quadratique, probleme de
commande Quadratique Linéaire Gaussienne, Commande Prédictive Robuste, Probléme
de Commande H,.
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Chapitre 4

Observateur d’état de I’équations
Vlasov-Poisson
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Ce chapitre traite la synthese d’observateur de ’équation de Vlasov-Poison en dimen-
sion finie d’une part, en adoptant une approche basée sur l'utilisation du théoreme des
accroissements finis (DMVT). Il s’agit de transformer la dynamique de 'erreur d’estima-
tion en un systéme a parametres variables linéaires (LPV). Les techniques de calcul LPV
permettent d’obtenir des conditions de stabilité sous forme d’inégalité matricielle linéaire
(LMI). D’autre part il aborde la conception d’observateur d’état en dimension infinie de
I’équation de Vlasov 1D x 1D par la technique du « Backstepping ». Les résultats de ce
chapitre sont publiés dans [32] [33].
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4.1 Synthese d’observateur de VP

L’observation de I’état d’un systeme non linéaire est un peu plus délicate et il n’existe
pas de méthode universelle de synthese d’observateur. Les approches possibles sont soit
une extension des algorithmes linéaires, soit des algorithmes non linéaires spécifiques.
Dans le premier cas, I'extension est basée sur une linéarisation du modele autour d'un
point de fonctionnement. Pour le cas des algorithmes non linéaires spécifiques, les nom-
breuses recherches menées sur ce sujet voir [98] [I3]. Nous utiliserons la méthodes de
transformation non linéaire. Cette technique utilise un changement de coordonnées pour
transformer un systéme non linéaire en un systeme linéaire. Une fois qu'une telle trans-
formation est effectuée, I'utilisation d’un observateur de type Luenberger sera suffisante
pour estimer I’état du systeme transformé, et donc ’état du systeme d’origine en utilisant
le changement de coordonnées inverse. voir [81] [82].

La méthode numérique de DG présentée au chapitre 2 permet d’obtenir un modele en
dimension finie écrit sous la forme d'une représentation d’état explicite du systeme de VP
1D x 1D. Nous obtenons : _

{ thhZAhfh + Gh(fh) (4.1)
Y, = Chf
ou la fonction G(f},) est définie en (2.8)), et E} est donné par . Les matrices M,
et Ay, sont des matrices carrées diagonales symétriques (base lagrangienne). Les matrices
M, et Aj, sont respectivement définie positive et non définie négative, voir [110].
Y, € RP est le vecteur de sortie du systeme qui présente le nombre de capteurs placés sur
une partie du bord de I'espace de phase 0Q2. Cj, € M,, x est la matrice de sortie, telle que

p<N.

L’observation directe pour déterminer la fonction de distribution d’un tel vecteur d’état
est assez coliteuse en temps de calcul. Il faut donc estimer le vecteur d’état du systeme
(4.1]) : c’est le role de 'observateur. L’objectif est de construire une fonction de distribution
en utilisant les capteurs a la surface de ’espace des phases.

Considérons I'observateur de Luenberger associé au systeme :

M,y = Apf, + G(£,) + L(Y, — CE,), (4.2)

ou f'h représente l'estimation de f;, et la matrice de gain L doit étre construite de telle
maniere que l'erreur d’estimation e, = f, — f}, converge asymptotiquement vers zéro pour
toute condition initiales ff. On définit la dynamique de l'erreur d’estimation par :

Mye, = (A — LCp)e, + [G(£,) — G(£,)]. (4.3)

Nous pouvons maintenant étudier la synthese de 'observateur d’état du systeme (4.1]).

4.1.1 Transformation en LPV

La matrice M, est symétrique et définie positive donc elle est inversible. L’équa-

tion (4.3) devient :
¢, = MY (A, — LCh)e, + M; L [G(f,) — G(f,)]. (4.4)
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Avant de procéder a la synthése nous présenterons une proposition qui permet de linéariser
I’équation de la dynamique d’erreur.

Proposition 4.1.1. Soit k > 0 et soit (Ey, fx) € C* ([0, T]; 2} x 2Zf) lapprozimation du
probléme de Viasov. On suppose de plus que (gph, Vﬁgph) e CY(ZF). Alors Gy, est dérivable
et 280 ¢ [2(RY RY).

Démonstration. Rappelons la forme de Gj, qui est la non linéarité de I’équation approxi-
mée de Vlasov. Elle s’explique par le fait que le champ électrique dépend de la fonction
de distribution. Nous restons toujours dans le cas 1D x 1D. Soit Gy, définit par :

Gh(fh) = r fhEh : Vﬁ(phdvdx

(

J

g

()
o f {vfn}a [[@h]]dsxdv—f J {Enfn}ts- [[Soh]]dsvdx

JTV
-

(IT) (111)
Commencons par la dérivée.

En (I) on peut constater que I'expression est un polyndéme. En effet fj, est indépendant
de l'intégrale. En plus de la forme E} des expressions et , nous pouvons en
déduire qu’elle est du second degré. Donc (I) est dérivable.

En (IT) et (IIT) nous pouvons constater la méme chose en combinant les expressions
et (2.6). Les termes (II) et (III) sont des polyndmes. Ils sont dérivables. Alors Gy, est
dérivable et sa dérivée est aGahf}(fh). On sait maintenant que Gy, est un polynéme au moins
de degré 2, sa dérivée est aussi un polynome. Elle est continue. D’aprés le théoreme

de dérivabilité des intégrales a parametre nous pouvons écrire :

0Gu(f,) [ 0
o Joofs (fnEn - VSOh) dvdx

[ 0 0
+ fiﬂwmmwm%@HLJ;%qmmﬂwmmw

= Eh v%hdvdx+f foaa - Vippdvdx + f (v}, [enlds.dv

5fh

s {Eh}g - [oonlds dx — J ) JV {Z?: } [en]dsydx.

Il reste & démontrer que 2€28) ¢ [2(R+ RN). Nous obtenons

ofy,
0Gy,(fr)
ofy,

dvdx

<f |Eh-V}VL<ph‘dvdx+J
Q Q

OE
fh 'w h : v\]}@h
Ofn
[ 1600 Tondiasat+ [ [ [em, - Tond| dsacs
TV JI'x = Jry

L Gen) e

+

[ S—

ds,dx.

_|_
[S—
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Nous savons d’apres les espaces finis (2.2) que (fx, p, V) € L*(Q), et Ej, € L*(Qy).

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous obtenons :

0G (f oF
\’“) < Bl | Vol + H TR
o0l [onllrexo, + 1 1En -1l [onllre,
oLy, )
+ —_— - n
|(Gen) =lue]
D’ou le résultat. ]

Nous venons de démontrer que Gy, est dérivable et sa dérivée est bornée. Alors elle
satisfait satisfait les hypotheses suivantes :

G (f; - =
b; < ¢ h(. n) <bjavech, <b; <0 (4.5)
of}:
oG () . S
———= =0, Vi,5€ll,...,N]|et i+,
ot jel | J

ot b; et b; sont des nombres constants et N le nombre de composantes de G,. La fonction
G, est donc Lipschitz. D’apres le théoreme DMVT dans [2] il existe z € Co(fy, f),) tel que

Gy (fn) — Gr(fn) = A(n)e,,

ou
N .
L o 0Gi(2)
Aln) = GYHY et GV = —I 4.6
(77) ”Z_:l ity h afljl ( )
H) = en(Den (i), n= (G}, G,...,.GY™).
ieme

On redéfinit ey (i) par : ex(i) = (0,...,0, 1 ,0,...,00T,ie{1,...,N}.

"
N composantes

D’apres 'hypothese (4.5)) le parametre n appartient a un domaine convexe
wn ={n| Gy e {b,b} Vi={1,...,N}}.

La matrice jacobienne A est diagonale et semi-négative. La dynamique de 'erreur d’es-

timation (4.3 devient :
MhéT = (Ah + A(?]) — LCh)er. (47)

Nous allons présenter un résultat suffisant de stabilité asymptotique de I'observateur.
Théoreme 4.1.1. Soit une matrice de gain L de taille appropriée telle que
(Ap+ A" + (AL +A(n) —CiL" —LC,L <0, n € wy (4.8)

alors Uobservateur (4.2)) est asymptotiquement stable.
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Démonstration. On considere la fonction de Lyapunov suivante :
V(e,) = ¢! Mpe, > 0.
Par dérivation de la fonction de Lyapunov le long de la trajectoire de (4.5]), on obtient
V(er) = ¢, U(n)e,,

U(n) = (A + A(n) — LCy)T + (A, + A(n) — LCy).

La fonction V < 0 pour tout 7 # 0 ssi
U(n) <0 Vn e wy. (4.9)

D’apres le principe de convexité [118], I'inégalité (4.9) est satisfaite si et seulement si la
LMI (4.8)) est satisfaite pour tout n € wy, cela signifie qu'il existe un gain d’observation
L tel que V<0 Ve, #0. O

Proposition 4.1.2. Soit la matrice L telle que la LMI suivante soit vérifiée :
Al + A, -CIL" -LC, <0 (4.10)
alors le gain d’observation L satisfait (4.8]).

Démonstration. La matrice Jacobienne A est définie semi-négative, en plus de I’hypothese
(4.10) on obtient que le gain L vérifie (4.§)). O]

Dans la suite nous allons présenter un résultat assurant la convergence exponentielle
de l'erreur d’estimation. Pour cela, nous considérons le gain de 'observateur

L = BCL, avec e [0, \n] (4.11)

tel que la condition (4.8) soit vérifiée. Définissons A,, > 0, représentant la plus petite
valeur propre de la matrice définie positive —Ay.

Théoréme 4.1.2. L’observateur (4.2)) converge exponentiellement et de plus il existe une
matrice de gain L # 0 qui satisfait la condition (4.8)) et garantit une convergence plus
rapide de l’observateur en boucle fermée par rapport a celui ouvert L = 0.

Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov suivante
V (e,) = ¢ Mpe, > 0,
alors, la dérivée de la fonction V' verifie
V (e,) < el [(Ay —LCy)" + (A, — LCy)Je,

V (e,) < 2¢7[A, — LCy]e,.
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Prenons L = BC} définie en (4.11]), de plus nous avons el Ze, > 0 avec Z = CFCy. On
en déduit que :

¢'[A;, — BCLChle, < el Ape,

alors il existe un gain L # 0 tel que

Vie,) < A Vi(e,).

avec \* la plus grande valeur propre de A, — BCTCj, et A}, < —\,..

Donc l'observateur en boucle fermée garantit une convergence plus rapide par rapport
a celle en boucle ouverte. O

Exemples numériques

Nous procédons a lillustration de la syntheése de cet observateur, en appliquant le
méme cas de test : 'amortissement de Landau linéaire. Les principes de validation,
consistent a comparer le comportement des codes avec les propriétés mathématiques
connues des équations et du chapitre 2. On s’assurera que les propriétés de conserva-
tion du schéma sont vérifiées. Nous prendrons la matrice de gain globale définie en
avec 3 = \,,,/2 c’est a dire L = \,,,/2CT.

t=69.99 t=69.99

FIGURE 4.1 — A gauche l'approximation de la fonction de distribution f; et a droite
celle de l'observateur f; sur un maillage (Ny, N,) = (120,120) sur l'espace des phases
Q =0, xQ,.
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FIGURE 4.2 — L’évolution temporelle de I'énergie totale de f, a gauche et celle de I'ob-
servateur fj, a droite sur un maillage (120 x 120) a T' = 70.
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FIGURE 4.3 — A gauche I’évolution temporelle de erreur relative de I'énergie totale fj,
a droite celle de 'observateur fj, sur un maillage (120 x 120) a 7' = 70.
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FIGURE 4.4 — A gauche I'erreur relative de conservation L? de f;, et droite celle de f'h sur
un maillage (120 x 120).



68 Chapitre 4. Observateur d’état de I'équations Vlasov-Poisson

4.1.2 Synthese d’observateur H.

Cette section étend les résultats de la synthese basée sur l'observateur au cas de
systemes avec du bruit dans la dynamique et la sortie du systeme. Le systéme est donné
par :

{ M, £, =Anfy + G (i) + Wiw (4.12)

Y, = Cuf, + Whw

olt Wi et W, sont des matrices constantes de taille appropriée et w € L?(IR?) est le vecteur
de perturbation borné. Soit I'observateur suivant :

M;;fh = Ahfh + Gh(f‘h) + WQU) + L(Yh — Chfh>. (413)
La dynamique de ’erreur de 1'observateur d’état e, = f;, — f, est donné par
Mhér = (Ah + A(?]) — LCh)er + (Wl — LWQ)/IU.

Le probleme de conception d’observateur H., robuste consiste a déterminer la matrice L
telle que I'erreur d’estimation converge asymptotiquement vers zéro, i.e,

tlirg) ¢, = 0 pour w(t)=0 (4.14)
e (t)|z2 < Aw(t)|zz pour w(t) # 0 et ¢,.(0) =0 (4.15)

avec A > 0 un niveau d’atténuation de perturbation scalaire prescrit. Cependant, pour
satisfaire (4.14)) et (4.15)), il suffit de trouver une fonction de Lyapunov V telle que

V+ele, — w'w < 0. (4.16)

Il restera alors & démontrer I'implication de (4.16|) sur (4.14)) et (4.15)).
— Pour w = 0, si (4.16) est vérifié, alors V' < 0. Ainsi, de la théorie de Lyapunov,

nous déduisons que l'erreur d’estimation converge asymptotiquement vers zero, ce
qui implique (4.14)).
— Siw # 0 et e.(0) =0, alors (4.16) implique que

t

V(e (t)) + J;] el (s)e,(s)ds — >\2J w’ (s)w(s)ds < 0. (4.17)

0
Nous savons que V (e,) = 0, pour tous t = 0, alors pour t — 00 nous obtenons

JOOO el (s)e,(s)ds < N\ LOO w” (s)w(s)ds, (4.18)

par conséquent (|4.15)).

Théoréme 4.1.3. Soit A > 0, le probléme de conception d’observateur Hy correspondant
au systéme (4.12). L’observateur (4.13) est solvable s’il existe une matrice de gain L de

dimension appropriée telle que la LMI suivante est satisfaite :

Bloc — Diag (T'(ni, A), T(n2, A), ..., T(nmon, X)) <0, (4.19)
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n € wy, Viel,... 2V,

avec

Ah + A(?]) — LCh)T + Ah + A(?’]) — LCh +1 Wl — LWQ

(
I'(n,A) = (W, — LW,)T Y |

(4.20)

Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov suivante :
T
V(e,) = ¢, Mye,,
par conséquent,

Ve (t) + ele, — N2wTw

_ MT [(Ah +A(y) — L?vhv)ij?vhJT A(n) —LC, +1 (Wl_—>\ 2LIW2)] m (4.21)

T
) T, y2,T _ | & 2
Ve, (0) + e~ Va0 = | 5 | T 50|
ou I'(n, A) est donné par (4.20)), qui est identique a (4.19)). Sous la condition (4.19)), U'erreur

de 'observateur d’état converge asymptotiquement vers zéro. O

Proposition 4.1.3. Soit A > 0. Sl existe un gain d’injection de sortie L de dimension
appropriée telle que la condition de la LMI suivante soit vérifiée :

T Ty T _ _
lAh CIL" + A, —LC,+1 Wy LWQ]<O7 (4.22)

Wy — LWW,)T |
la matrice de gain L vérifie (4.19).

Démonstration. Soit A > 0. si L satisfait

Al —CJL" + Ay ~LC, +1 Wi -LWy| _
Wy — LW,)T N1 ’

on peut conclure en utilisant le lemme du complément de Schur(B.1.1)) et la structure de
la matrice jacobienne A que L vérifie (4.19)). O

Exemples numériques

Pour illustrer numériquement 1’observateur au cas Ho,, nous considérons le méme cas
de test de Landau linéaire avec les parametres de 'exemple précédant. Les principes de
validation demeurent les mémes, a comparer le comportement des codes avec les propriétés
mathématiques connues. On s’assurera que les propriétés de conservation du schéma sont
vérifiées. Nous prenons une petite perturbation la méme que celle du test de Landau c’est
4 w = +0.05f,(t) avec les matrices
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W, = l Vgl ] avec W) € My, n(R) (4.23)
" I 0 N
W1=l0 O] ouIe My, (R),
et
Wo=[1 0]eM,n[R), ouleM,R). (4.24)
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FIGURE 4.5 — A gauche I'approximation de la fonction de distribution f;, et a droite
celle de 'observateur f;, sur un maillage (N, N,) = (120,120) sur l'espace des phases
Q =0, xQ, cas He.
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FIGURE 4.6 — L’évolution temporelle de I'énergie totale de f, a gauche et celle de I'ob-
servateur f, a droite sur un maillage (120 x 120) a 7" = 70 cas Ho.
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FIGURE 4.7 — A gauche I’évolution temporelle de erreur relative de I'énergie totale fj,
a droite celle de 'observateur fj, sur un maillage (120 x 120) a 7" = 70 cas Ho..
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FIGURE 4.8 — A gauche U'erreur relative de conservation L? de fj, et droite celle de f'h sur
un maillage (120 x 120) cas Ho.

Nous allons a présent aborder le cas continu d’observateur de 1’équation de Vlasov par
la méthode de Backstepping définie au chapitre 3.

4.2 Observateur d’état de I’équation de VP par la
méthode de « Backstepping »

La conception d’observateurs d’équations aux dérivées partielles reste encore une tache
tres difficile, le cas du systeme de Vlasov encore plus. Il n’existe pratiquement pas de lit-
térature sur ce domaine. Par ailleurs Il existe des résultats intéressants qui relevent de la
méthode de « Backstepping » d’autre systéeme d’EDP. En effet, 'estimation d’état ba-
sée sur le backstepping pour une classe d’EDP paraboliques dans des études de domaines
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spatiaux unidimensionnels et tridimensionnels a été développée dans les travaux de Joda-
chowski et all [74] [75], et son implémentation dans [76]. Dans le méme ordre d’idées, on
peut citer les travaux intéressants de Smyshlyaev et all [124] qui traite plusieurs systémes
physiques de type parabolique. Observateurs de second ordre pour les systemes a para-
meétres distribués de second ordre dans R? est étudie par Nguyen in [I01]. Observateurs
naturels du second ordre pour les systemes de parametres distribués du second ordre est
traité par Demetriou in [41], 'analyse de convergence de Balas in [I5]. Observateur de
limite pour la stabilisation de la rétroaction de sortie par Vazquez et all in [I38]. L’obser-
vateur de type Luenberger par Meurer dans [96] et Zeitz (le cas ODE) dans [144], Controle
& Backstepping > et estimation d’état dans [97] et [139].

Nous proposons une approche basée sur le « Backstepping » pour I'estimation d’état
du systeme de Vlasov-Poisson en temps continu. La sortie du systeme est restreinte a la
condition a la limite x = 0. Les gains des observateurs peuvent étre déduits de la tech-
nique du « Backstepping » ou les équations du noyau sont résolues par les intégrales
premieres du systeme différentiel ordinaire.

Rappelons I’équation de Vlasov-Poisson 1D x 1D :
Ot xv) | AF(xw) _ 20(6,x) 25 (1%, v)
ot M ox ov

Dans la suite, nous prendrons x € Q0 = [0, L], t € Qp = [0,T], v e Q, = [V, V.] avec
V.>0.

— 0, (4.25)

Afin de décrire le mouvement des particules chargées dans les plasmas, nous devons cal-
culer le champ de force a partir de la densité macroscopique des particules

o (t,x) = J £ (t%,v) dv. (4.26)
Qy
Nous calculons le champ de force a partir de ’équation de Poisson,
o(t
_oeltx) =p(t,x) =1, (t,x)€e Qp x Qy, (4.27)
0x?
avec une donnée initiale positive,
f(to,x,v) = fo(x,v), (x,v) € Qy x Q. (4.28)
Nous imposons des conditions aux limites périodiques en x :
¢(t7 O) = ¢(t> L)> ¢x(t7 0) = ¢x(ta L) (429)
et
f(£,0,v) = f(t,L,v) = q(t,v), (t,v) € Qp x Q. (4.30)

ou la sortie du systeme est limitée a x = 0, ceci est dii au fait que le capteur est placé au
début de la membrane. Nous avons :

y(t,v) = f(t,0,v) = q(t,v), (t,v)e Qp x . (4.31)
La périodicité de la fonction ¢(t,v) # 0 garantit 'observabilité du systeme (4.25])-(4.30).
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4.2.1 Structure d’observateur

Considérons I'observateur d’état de Luenberger de I’équation de Vlasov suivant

é;{(t,x, v) = —Vgi(t,x, V) + Zi(t,x)gi(t,x,v) + 1(t,x,v)(y — 7). (4.32)
Nous avons les conditions aux limites périodiques en x
F(t,0,v) = q(t,v) + lo(t, v)(y — §), (v,t) € Qy x Qp, (4.33)
f(6,L,v) = q(t,v), (v,t)eQrxQy, (4.34)
et la condition initiale
f(to,x,v) = fo(x,v), (x,v)€Q, x Q. (4.35)

Les fonctions [(t,x, v) et lo(t, v) désignent les gains de 1'observateur & déterminer.

Nous définissons 'erreur dynamique d’observateur de ’équation de Vlasov

e (t,x,v) = f(t,x,v) — f(t,x,v). (4.36)

La dynamique d’erreur (4.36|) d’observateur satisfait le systeme (4.25))-(4.30))

de, de, 0pof 0pof

- oL P — 7). 4.

Avec les conditions aux limites

eT‘(tv 07 V) = —lo(y - g)> (438)
e (t,L,v) =0 (4.39)
et la donnée initiale
¢, (to, x,v) = ¥(x,v), (x,v) €0 xQ (4.40)
ol ¢y est donnée par 'équation de Poisson
— b= p(t,x) =1, (t,x) € Qp x Q, (4.41)
ou
— B (t,x) = f ft,x,v)dv — 1, (t,x) € Qp x Q, (4.42)
Qv

et la condition aux limites :

é(t’o) = q;(tv L)v ng(t70) = éX(t’ L) (443)

Le champ électrostatique est calculé de maniere explicite alors on peut considérer sans
ambiguité que :

0¢ 06
(TX(R X) - Ox (ta X)‘
La dynamique d’erreur (4.37)) devient
oe, __0e, 00k, N
P (t,x,v) = —v oy I(t,x,v)(y — 7). (4.44)

Nous pouvons maintenant présenter la méthode de Backstetepping du syteme de Vlasov.
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4.2.2 Formulation du probléeme

Pour appliquer la méthode Backstepping, nous allons commencer par définir un sys-
teme cible de 'erreur dynamique. Le choix de ce systeme doit étre fait de telle maniere
que les conditions aux limites par la transformation de I'intégrale de Volterra (4.57)) soient
vérifiées. Il doit aussi garantir ’existence de l'intégrale.

Considérons maintenant le systeme linéaire suivant comme notre systéme cible :

oe, oe, oe,
a—et(t,x, v) = —V&—;(t,x,v) + Xﬁ—ev(t,x,v). (4.45)
Avec les conditions aux limites
¢ (t,0,v) # 0, (4.46)
e (t,L,v) =0 (4.47)
et condition initiale
¢ (to,x,v) = eo(x,v), (x,v)€ Qe x . (4.48)

Le systeme(4.45)-(4.48)) est un systéme de transport nous pouvons alors chercher sa solu-
tion générale. Nous appliquons la méthode des caractéristiques. On compose un systeme
d’équations différentielles ordinaires sous forme symétrique :

d d
dt==== (4.49)
v —X
et trouver les deux premieres intégrales convenables. Nous avons
dx
dt = — < vdt = dx < vt = x + Cj,avec C; € R (4.50)
v
ou
vt —x = Cla Cl € R, (451)
d d 2 2 B
" fxdx = —vdv <= o Ty Cy (4.52)
\4 —X 2 2
ou
x>+ v =Cy CyeR. (4.53)
Par conséquent, les deux premieres intégrales indépendantes sont
V1(t,x,v) = vt —x = Oy, ot x,v) =x> +v: = s (4.54)
et donc la solution générale de 'équation est :
& =0 (vt —x, x> +v?), (4.55)

ou © est une fonction contintiment différentiable. Pour mieux comprendre la nature de
©, vous pouvez compléter votre lecture a ’annexe ((C)).

Nous allons dans cette section étudier la stabilité asymptotique du systeme des équations
de Vlasov-Poisson. Nous nous assurerons d’abord de la stabilité de I’erreur dynamique du
systeme d’équation du cible (4.45))-(4.48)) par une condition suffisante.
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4.3 Analyse de la convergence de I’erreur dynamique

Avant d’introduire I'intégral de Volterra et de procéder aux différentes transforma-
tions de « backstepping >, nous allons commencer par étudier la stabilité du systeme
d’équation cible. Le lemme suivant nous donne une condition suffisante de la stabilité

asymptotique de l'erreur dynamique du systeme linéaire (4.45])-(4.48)).

Lemme 4.3.1. Le systéme des équations de transport (4.45)-(4.48)) est exponentiellement
stable en norme L?, s’il existe une fonction o de classe C* telle que (%)2 < a(e)’ et de

ov
plus
2‘/; - ’YLQ . Supq |Oé(t,X,V)| >0
2 27y
avec Vo, y > 0 ot 7y est un paramétre issu de l'inégalité de Young (B.1.3).

Démonstration. Let the Lyapunov function, V = %‘|Er“%2

Vo= dvzjaraer a9
Q

dt ot
08, 0%,
- | v&, St do L2 dO
sze ox +£2xe oy
, 3
- - J v dQ+f <&, 27 4o
Q 2 6X QO v
o ()

~
nous appliquons le Lemme (B.1.3) d (x) et le Lemme (B.1.4) a ().

~ 2
—mfz,%d9+ij2z,%d9+l Jae” dQ
Q 2 Jo 2y AN
[ S

(%)
—_————

3 a(t,x,v) / (* x*) est majorée

=2 VL2 [, 1 =2
< 2V | e dQ+ — | e dQ+ —supla(t,x,v)| | & dQ
Q 2 Jo 27 0 Q

2

N

< —pV
avec
vL?  supg |a(t,x, V)]
2 27y ‘
On peut en déduire que le systeme (4.45)-(4.48) est exponentiellement stable si p > 0

ainsi on a

p=2Ve—

[er(t,x, V)| 2) < exp (—f i dt) 182 (x, V)|l 22 (- (4.56)
Qr

]
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Nous pouvons maintenant appliquer la transformation de 'intégrale de Volterra, qui
relie la dynamique d’erreur de 'observateur et du systéme cible.

4.3.1 La transformation de « Backstepping »

Le systeme d’erreur de 1’équation de la cible est stable. Nous pouvons définir 'intégrale
de Volterra. L’approche de « Backstepping » est utilisée pour connecter le systéme
d’erreur d’observateur a un systeéme cible approprié dans ’état é(t,x,v) par la
transformation intégrale inversible de Volterra

X

e (t,x,v) = e.(t,x,v) —J k(t,x,&,v)e (6, &, v)dE (4.57)

0

ou k(t,x,&,v) est le noyau de la transformation. On rappelle la regle de différenciation de
Leibniz et appliquons a la transformation (4.57). Nous obtenons :

0, > Ok

&(t,X,V) 0% o k(t7X7X7V>eT(t7X7 V) - Jo &(t,x,g,v)er(t,g,v)dg (458>
de, Ok, * ok - ™ de,
ov - ov B 0 g(t,X,é,V)e,«(t,f,V)df - Jo k(t,X,g,V) ov (t7§7V>d€ (459)
de,  0e, * ok . ™ oe,
ot - ot - J;) E(ta X, ga V)er(ta 57 V)df - Jo k’(t,X, 57 V)E(tv 57 V)df (460)

En substituant les résultats de (4.58)-(4.59) & (4.44]), nous obtenons

oe, oe, 0¢ Oe,

O = E(tj}{?\/)—’_vaix(t’x’v)_aix&v
oe, oe, 0¢ Oe,

= E(t,x,v) + Va—x(t,x, V) — e (t,x,v)

*_ | ok ok ok
- f ¢r [aﬁ(taxagav) + 2V7(t,X7£,X) - Xg(t,X,g,V) df

0 0x

(t,x,v) + I(t,x,v)e.(t,0,v)

X

+ [(v—M)k(t,x,g,v)ér(t,é,v)] = [ek(t, 3, & V)& (8, 6V

ox 0
— vk(t,x,x, V)& (t,x,v) + I(t,x,V)e.(t,0,v).

En procédant par identification, nous obtenons le gain d’observateur [(t, x, v)

l(t,x,v) = (Zf: +x — 2V> k(t,x,0,v) (4.61)

et ’équation du noyau de la transformation

ok ok ok
a(ta X, 57 V) + ZV&(ta X, 57 X) - Xg (t, X, 57 V) = 0. (462>
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Pour les conditions aux limites de 1’équation du noyau de transformation, on choisit
€€ (0,L) et xe (& L). On obtient les conditions aux limites

0
(Hb +x — V) k(t,x,x,v) = 0. (4.63)
0x
Pour x = L dans (4.57) nous avons :
k(t,x,L,v) =0 (4.64)
alors nous avons :
k(t,L,L,v) =0 (4.65)
k(t,0,0,v) = 0. (4.66)
Nous avons la condition initiale
k(t07X7£7v) = k0<X7§7V) (467)

avec ko(x,&,v) étant consistant a t = ty. Cette condition avec celles (4.64]) - (4.66) im-
pliquent la relation entre e, (to,x, V) et ¢.(to, X, V).
Le gain d’observateur [y(t,v) est obtenu par la condition (4.38)) et on a :

lo(t,v) = —1. (4.68)

Nous pouvons maintenant donner une solution générale du noyau de la transformation
dans la suite.

4.3.2 Solution du noyau de la transformation

La solution du systeme du noyau de transformation (4.62))-(4.67) est similaire & celle
du systeéme de l'erreur dynamique cible (4.45))-(4.48]). On compose un systeme d’équations
différentielles ordinaires sous forme symétrique

v d d dt + dx + d€ + d
dt _dx _dv _dt+dxtdi+dv (4.69)
1 2v. —Xx 70"
Nous pouvons trouver les trois premieres intégrales appropriées. Nous avons
dx
dt=2—<=>thde<=>2%=><+01,&%0 CieR (4.70)
v
ou
vt —x = Cy, CeR; (4.71)
d d 2
T ki = —2vdy = = = v+ Cy (4.72)
2v. —x 2
ou
2
—+vi=C,y CyeR. (4.73)

2
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dt+x+{+v)=0<=t+x+{+v=_0Cs. (4.74)

Les trois premieres intégrales indépendantes sont

?ﬂl(t»X,f,U) =2vt —x = Cl?

2

¢2(t7X7§7V) = % + V2 = CQa

P3(t,x, &6, v) =t +x+E+v=_0C
et donc la solution générale de ’équation est :

2
k(t,x,{,v)=@<2vt—x, X2+V2,t+x+§+v), (4.75)

oll O est une fonction continuellement différentiable.

4.3.3 Transformation inverse du « Backstepping >

Afin d’analyser la stabilité exponentielle de la dynamique de I'erreur de I'observateur,
il est nécessaire de considérer la transformation inverse du « Backstepping » entre
e-(t,x,v) et &.(t,x,v). On obtient

X

e (t,x,v) = e, (t,x,V) +J g(t,x, &, v)e.(t, &, v)dE (4.76)
0

ou ¢(t,x,&,v) est le noyau de la transformation. On procede de la méme fagon que (4.62])-
(4.67) pour déterminer 'EDP du noyau de ¢(t,x,v) et est donné par

@(t,x,ﬁ,v) + 2v@(t,x,§,x) + Xa—g(t,x,f,v) =0. (4.77)
ot 0x ov

pour £ € (0, L) et x € (£, L) On obtient les conditions aux limites

(222: —x = 2v)g(t,x,0,v) = 0. (4.78)

En prenant x = L dans (4.76) on a :

g(t,x, L,v) =0 (4.79)

ainsi nous avons :
g(t, L, L,v) = 0 (4.80)
g(t,0,0,v) =0 (4.81)

condition initiale
g(thX7€aV) = gO(X7£7V) (482)

avec la fonction go(x, &, v) étant consistant avec (4.79)-(4.81) a t = to.
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4.3.4 Convergence de ’erreur dynamique de 1’observateur

Sur la base des propriétés de la solution pour les deux noyaux k(t,x,&,v) et g(t,x,&,v),
la stabilité exponentielle de la dynamique d’erreur d’observateur avec les gains d’injection
de sortie [(t,x,v) et lo(t,v) peut étre vérifiée.

Théoréme 4.3.1. Soient l(t,x,v) et lo(t,v) les gains d’injection de sorties définis en
[.61) et ([1.68). Soient les noyauz k(t,x,&,v) et g(t,x,&,v) de classe C*(RY x Q). Alors
le point d’équilibre e.(t,x,v) = 0 de — est stable exponentiellement pour tout
t € RT en norme L*(R™ x ).

Démonstration. Les noyaux de transformation k(t,x,&,v) et g(t,x, &, v) sont continuelle-
ment différentiables. L’'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a (4.57)) et (4.76) implique
I'existence de constantes respectivement

My =1+ sup |k(t,x,&v)| et My =1+ sup |g(t,x,&,v)|

t,x,€,v t,x,&,v
tel que

e (t, %, V)| L2(0) < Moller(t, %, V)| L2
et

He’r<t7 X, V)HL2(Q) < M1‘|Er(t7 X, V)||L2(Q)'

De la relation (4.56)), nous avons la suite des inégalités suivantes
Jer(t,x,v) | 22() < My exp (J i dt) 180(x, V)] 220 (4.83)
Qr

< adtvesp ([ dt) e )
Qp

et donc la stabilité exponentielle de 1’équilibre

er(t,x,v) = 0.

4.4 Reésultats Numériques

Pour procéder a l'illustration numérique, on s’intéresse au méme cas de test : I’amor-
tissement de Landau. En 'absence de la manipulation des LMIs comme il a été pour les
exemples précédents nous utilisons cette fois ci la méthode de représentation spectrale
Fourier-Hermite pour le systéme Vlasov-Poisson plus simple & implémenter (pour plus de
détail voir[54][107][95]). Les principes de validation sont les mémes, a comparer le com-
portement des codes avec les propriétés mathématiques connues. On s’assurera que les
propriétés de conservation du schéma sont vérifiées.
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La sortie du systeme restreinte a la frontiere x = 0 est donnée par

1 4+ acos(27t v2
yitw) = T ), (1) e x 0,

avec o = (0.01.
Nous considérerons les gains d’observateur suivants :

en prenant dans (4.61) % = \/ig sin(§x + 27t), et k(t,x,0,v) = x, nous obtenons

1
[(t,x,v) = (\/—7? sin(gx + 2mt) + x — 2v) X

et
lo(t, V) =—1.

Nous appliquons les mémes parametres de I’amortisseur de Landau linéaire aux deux
exemples numériques.

v

-04

FIGURE 4.9 — De haut en bas, de la gauche vers la droite respectivement I’approximation
de la fonction de distribution f et celle de l'observateur f sur un maillage (N, N,) =
(120, 120) sur 'espace des phases {2 aux temps 7' = 25, T = 70.
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FIGURE 4.10 — L’évolution temporaire de I'énergie totale de f a gauche et celle de I'ob-
servateur f a droite sur un maillage (120 x 120) a T = 25.
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FIGURE 4.11 — A gauche I'évolution temporelle de U'erreur relative de I'énergie totale de
f, a droite celle de 'observateur f sur un maillage (120 x 120) a T' = 25.
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FIGURE 4.12 — A gauche erreur relative de conservation L? de f et a droite celle de f
sur un maillage (120 x 120) a T=25.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié la syntheése d’observateur de I’équation de Vlasov-
Poisson en dimension finie en adoptant une approche basée sur le théoreme DMVT. La
structure des matrices obtenues avec la méthode de GD nous permet de démontrer la
stabilité exponentielle du systeme de VP par le biai des LMIs. Nous avons ensuite traité
en dimension finie le cas H, ou le systéeme comporte des perturbations. Nous avons
également étudié la syntheése en dimension infinie de 'observateur de ’équation VP par
la méthode de « Backstepping ». Enfin nous avons illustré par des résultats numériques
en vérifiant les conservations physiques du systéeme VP pour chaque cas(dimension finie
ou infinie).
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Ce chapitre traite la stabilisation par retour d’état d’une classe de systemes d’EDPs
non linéaires décrits par les équations de Vlasov-Poisson en dimension finie. Pour ce faire,
grace a l'approche de discrétisation discontinue de Galerkin du chapitre 2, il établit un
modele de représentation d’état explicite. Il aborde ensuite la stabilisation asymptotique
sous une condition LMI de la commande linéaire du retour d’état. Enfin il étudie la
stabilisation asymptotique d'une commande basée observateur, en présence ou non de
perturbations.

5.1 Introduction

Il existe tres peu de résultats sur la controlabilité et/ou la stabilisation des équations
cinétiques, citons néanmoins le résultat de M. Klibanov et M. Yamamoto sur un modele
de type Boltzmann linéarisé, avec des vitesses réparties sur la sphére [78]. En particulier,
le cas de I’équation de Vlasov-Poisson semble étre le seul ot un résultat avec des vitesses
réparties dans 'espace a été obtenu, voir les travaux de O. Glass [59]. Nous avons un
travail récent de Patrick Knopf sur le Controle optimal d'un plasma de Vlasov-Poisson
par un champ magnétique externe - les bases du calcul variationnel [79]. Cependant, nous
avons plusieurs littératures qui traitent de la stabilité des systémes PDE. Nous pouvons
citer les travaux de O. Glass Stabilisabilité asymptotique par retour stationnaire de 1’équa-

83
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tion d’Euler bidimensionnelle : le cas multiconnecté [60], contrdlabilité et stabilisabilité
asymptotique de I’équation de Camassa-Holm [61]. Nous avons aussi les travaux de M.
Ghattassi et M. Boutayeb sur la conception de controleurs non linéaires pour la classe
des systemes paraboliques-hyperboliques [61]. On peut noter les travaux intéressants de
J.-M. Coron sur la stabilisation asymptotique nulle de ’équation d’Euler incompressible
2D dans un domaine connexe [36] et Sur la stabilisation de fluides incompressibles bidi-
mensionnels parfaits [35]. La stabilisation des équations d’Euler 2D incompressibles dans
un domaine simplement connexe en utilisant la force de Lorentz est une contribution tres
importante dans la littérature [113].

L’extension au Vlasov-Poisson n’est pas une tache facile. Dans cette note, nous pro-
posons une approche de stabilisation par rétroaction d’état pour I'’équation de Vlasov-
Poisson. L’idée est d’abord, grace a ’approche de discrétisation discontinue de Galerkin,
de fournir un modele d’espace d’état explicite en dimension finie en présence d’un terme
source considéré comme un controleur. Le vecteur d’état obtenu est composé de la fonction
de distribution en des points prescrits de ’espace des phases. Grace a cette représentation
de l'espace d’états, nous montrons que la stabilisation asymptotique peut étre garan-
tie sous une condition LMI facile & traiter. Etant donné que le vecteur d’espace d’état
peut étre de grande dimension et non entierement mesurable, une extension au cas de
contrdle basé sur 'observateur. Nous fournirons par une condition d’LMI pour assurer la
convergence au sens Hoo.

Rappelons le systeme de Vlasov-Poisson 1D x 1D suivant

of of d¢df

E(t,x,v) + Vo T ey u(t,x,v), (t,x,v) € Qp x Q x 0. (5.1)

e a¢
—(x,t) = fo(x,v)dxdv — | f(t,x,v)dv
oX RxR R

$ =:pg— J f(t,x,v)dv, (5.2)

R
J p(t,x)dx = 0.
\Jr

Nous ajoutons un terme source u représentant la possibilité d’émettre et d’absorber des
particules que nous utilisons comme controleur. La contrélabilité a été démontrée par O.
Glass [59].

Nous avons la contrainte suivante sur u(t,x,v), afin de garder la neutralité :
Vt e QT,f u(t, x, v)dxdv = 0. (5.3)
RxR

Controler par un terme source v dans un espace ouvert non vide O revient essentiellement
a contrdler par la frontiere 09O, en écrivant I’équation sans second membre dans R\O et
en définissant comme controle les données au bord Q7 x 0O x R :

— le potentiel ¢ du champ auto-cohérent

— les données entrantes pour la fonction de distribution :

ft,x,v) pour t € Qp, veR tel que v.n,,(x) >0
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ol n,, désigne la norme unitaire externe sur 09.

La formulation faible du probléme continu (5.1]) donne :
trouver (f, E) tel que

J J fgodxdv—f J VdedV—l—J J EfaSOdXdVZJ J updxdv
(% O JO (’}V Qy JO,

Vo e C2(Q x ). (5.4)

Nous obtenons ([5.4)) sous la forme matricielle en appliquant la méthode de Galerkin
discontinue comme au chapitre 2 :

thh = A,f, + Gh(fh) + Bju,, (55)

ou la fonction G(f,) est définie en (12.8)).

Dans la section suivante, nous présenterons un résultat de commande du systéme
dynamique de Vlasov-Poisson et étudierons sa stabilité avec une conditions aux LMIs.

5.2 Commande linéaire de I’équation de Vlasov-Poisson

Nous présenterons dans cette section un résultat de commande linéaire. On Considere
la commande linéaire suivante :

uy, = —th (56)
En remplagant (5.6) dans (5.5 on a
thh = (Ah — BhK)fh + G(fh) (57)

La fonction Gy, est S—lipschitzienne .
Théoréme 5.2.1. Soit la matrice de controle K telle que la LMI suivante soit vérifiée :

AT -K™BT+A,-B,K I I
(+) 10 | <0 (5.8)
(*) () =N

alors le systéme discrétisé (5.5)) est asymptotiquement stable sous l'action de la rétroaction
(15.6)) V)\>chec,u=ﬁ.

Démonstration. Rappelons nous que fj, est un vecteur défini positif. Nous introduisons la
fonction de Lyapunov suivante :

V(f,) = ff M,f, > 0. (5.9)
La dérivée V' est donnée par

V = fI[(Ay — BLK) + (A — BK)T|f, + £T G, (f,) + G (£,)f,. (5.10)
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On sait que Gy, est f—Lipschitzienne alors pour tout A > 0 nous avons
N B2, — N2GL(£,)G(f,) > 0. (5.11)

En additionnant (5.10]) et (5.11]) on a :
V o< fI(A,—B,K)" + (A, — BLK) + A220f, + £/ G(f)

+ GT(f)f, — NX2GT(£,)G(f,). (5.12)
On peut le réécrire sous la forme suivante
- il =1 fn
V<l 2 ath) >19)
avec
— (AL =-BK)T + (A, —B,K) + (\3)’T 1
== (+) IR (5.14)

= < 0 garantit que V < 0. En utilisant le complément de Schur (B.1.1)), nous concluons
que = < 0 est équivalent a

AT -K'BT +A,-B,K I 1
(+) 21 0 | <o. (5.15)
(*) (x) NI

]

Dans la section suivante, nous présenterons les résultats de commande basée sur 1’ob-
servateur du systeme dynamique de Vlasov-Poisson et sa stabilité.

5.3 Commande basée observateur

Nous allons d’abord établir 'observateur du systeme dynamique de Vlasov-Poisson,
appliquer la méthode de linéarisation de ’observateur étudiée dans la section, en-
suite donner son erreur dynamique. Enfin, nous présenterons la synthese de la commande
basée sur l'observateur et présenterons une extension H.,. Considérons le systeme dyna-
mique de Vlasov suivant

thhZAhfh + Gh(fh) + Bhuh, (5 16)
Yh = Chfh. '
L’observateur associé au systeme dynamique ([5.16]) :
Mh%h = Ahfh + Gh(fh) + Bywy, + L(Yh — th)7 (517)

ou fh représente l’esti{nateur de f;, et L doit étre construit de telle sorte que l'erreur
d’estimation e, = fj, — fj, converge asymptotiquement vers zéro pour toutes les conditions
initiales fY et f?. La dynamique de lerreur d’estimation est définie par :

Mhér = (Ah — LCh)eT + [Gh(fh) — Gh(i}h)] (518)
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En appliquant la méthode de linéarisation du théoreme DMVT nous avons
Myé, = (A + A(n) — LCh)e,, ¥ne my. (5.19)

Nous pouvons a présent étudier la synthese de la commande du systeme (5.16)).

5.3.1 Synthese de la commande basée observateur

Dans ce paragraphe nous allons étudier la synthese de la commande basée observateur
du systeme dynamique suivant les conditions d’LMI. Le probleme de stabilisation consiste
donc a déterminer deux matrices K et L telles que le systeme soit stable sous I'action
de la rétroaction d’état

up = —Kf‘h. (520)
En remplagant (5.20]) dans (5.17)) on a :
thh = A.f, + G(fh) — Bhth. (521)

En appliquant la méthode de linéarisation du théoreme DMVT nous avons
thh = [Ah + A(V) — BhK]fh + BhKeT Yv e TN - (522)

Considérons la forme augmentée du systeme :

MIT = (v, )11 (5.23)
e Ay +A(v) - ByK B,K
S(v,n) = l ! AHA(;) _LCJ (5.24)
I = [ih] (5.25)
et
M = Pgh 1\9111} . (5.26)

Théoréme 5.3.1. Soient K, L les matrices de gain de controle et d’observateur de di-
mensions appropriées telles que la LMI suivante soit satisfaite :

S(v,n) + X (v,n) <0 Yuv,newy (5.27)
alors le systeme (5.16)) est asymptotiquement stable.
Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov suivante :
V(1) = TI*MII. (5.28)
En effectuant la dérivée de V' on obtient :

vV =1"[2"(v,n) + (v, n)]IL. (5.29)
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Alinsi, V < 0 si et seulement si I'inégalité suivante est vérifiée :
S(v,n) + X (v,n) <0 VYuv,ne wny. (5.30)
O

Le théoreme suivant garantit ’existence des matrices de gain pour la stabilité du
systeme.

Théoréme 5.3.2. Soient les matrices de gains de controle et d’observation K, L de
dimensions appropriées telles que la LMI suivante soit satisfaite :

Yo + X3¢ <0, (5.31)

o

Yoy =

A, +BK B, K ] (532>

0 A, —-LC,

alors les matrices de gains K et L garantissent la stabilité asymptotique du systeme (|5.16))

sous 'action de la rétroaction d’état ([5.20)).

Démonstration. Les matrices L et By, vérifient la LMI (5.31)) par 'hypotheése du théoréeme.
De plus A est une matrice définie négative, on peut alors conclure que les matrices L et
By, vérifient la LMI (5.27). D’ou le résultat. O

Exemple numérique

Pour procéder a l'illustration de la synthese de la commande basée observateur 1'ob-
servateur u;, = —Kf, du systeme , nous appliquons le méme cas de test : 'amor-
tissement de Landau linéaire avec les mémes conditions que les exemples numériques du
chapitre 5. Les principes de validation restent les mémes. On s’assurera que les proprié-
tés de conservation du schéma sont vérifiées. Nous prendrons la matrice de gain globale
définie en (£.11)) avec L = 22C7. On prendra K = Bf.

t=69.99 t=69.99 x10°

1 N N Y “HEE TN
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FIGURE 5.1 — A gauche I'approximation de la fonction de distribution fj, et a droite celle
sous I'action de u, = —Kfj, sur un maillage (Ny, Vy) = (120, 120) sur I'espace des phases.
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FIGURE 5.3 — A gauche I'évolution temporelle de I'erreur relative de I'énergie totale de
fn et & droite celle sous I'action de u;, = —Kf}, sur un maillage (120 x 120) a T' = 70.
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FIGURE 5.2 — L’évolution temporelle de I'énergie totale de f, a gauche et celle sous
laction u;, = —Kfj, a droite sur un maillage (120 x 120) a T = 70.

[H] [H]

5.3.2 Extension a H.

Nous présentons dans cette partie une extension au cas Ho. Le but est de trouver des
conditions robustes qui garantissent la stabilité asymptotique du systeme sous ’action de
(5.20). Considérons le systéme semi-discret suivant :

{ thhIAhfh + G(fh) + Bhuh + Wlw (533)

Y, = Cufy, + Wow

avec w € L*(RY) le vecteur des perturbations bornées. W; et W, sont des matrices
constantes de dimension appropriée. Considérons 1’observateur suivant :

Mh;fh = Ahfh + Gh(f‘h) + Bhuh + Wlw + L(Yh — Cf‘h) (534)
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FIGURE 5.4 — A gauche Perreur relative de conservation L? de f;, et a droite celle sous
l'action de u, = —Kfj, sur un maillage (120 x 120).

La dynamique de 'erreur d’estimation est donnée par :
Mye, = (An + A(n) — LCp)e, + (W — LWs)w. (5.35)

Considérez le systeme augmenté suivant

MII = %(n, v)II + Waw. (5.36)
ou
W — {WlL_V‘fWQ] . (5.37)
Le probleme est de trouver les matrices L et K telles que
1T < V72wl + el (5.38)

ou v > 0 est le niveau d’atténuation de la perturbation et o > 0 une constante positive.
Le probleme H, peut étre réduit & trouver une fonction de Lyapunov V = IITMII
telle que .

V +ele, — v wlw < 0. (5.39)

Nous pouvons maintenant étudier la syntheése des gains d’observation et de controle sous
une LMI.

Théoréme 5.3.3. Soient les matrices de gain d’observation et de commande respectives
L, K de dimensions appropriées. Le systeme (5.36) est asymptotiquement stable si le
probleme d’optimisation convexe est satisfait :

Bloc-Diag (T (ny,v1,7), T (12, v2,7), -+, T(nan, von, 7)) < 0. (5.40)

0 LW,
Pl vy) = (1) S) Wi LW, (5.41)
() =)
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S(v) = (An +A(v) — BLK)T + (A, + A(v) — B,K)

S(n) = (Ap + A(n) —LCp)" + (A + A(y) — LCy)

VT],I/EWN.

Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov suivante :
V(IT) = " MII.
En effectuant la dérivée de V' on obtient :

v o= 0=, v) + ST (n, )| + T Ww + w? WIL
= 97T (5.42)

oud = [f, ¢ w]".
Ainsi, la condition V' < 0 est vérifiée si et seulement si la condition suivante est satisfaite :

L(n,v,\) <0 Vn,vew.

]

La proposition suivante garantit 1’existence des matrices de gain pour la stabilité du
systeme.

Proposition 5.3.1. Soient les matrices de gains L et K telles que la LMI suivante soit
vérifiée :

So(v) 0 LWV,
(*)  So(m) Wi —LW, | <0, (5.43)
() ) I

ot

So(v) = (Ar —B,K)' + A, — B,K
80(7]) = (Ah — LCh)T + Ah — LCh
Alors, la condition Ho, (5.38)) est satisfaite, sous l'action de rétroaction d’état ((5.20)).

Démonstration. D’apreés 'hypothese du théoreme les LMIs suivantes sont vérifiées

S()(T]) <0 et So(l/) < 0.

De plus nous savons que A est une matrice définie négative. Nous pouvons conclure que
sous l'action de la rétroaction d’état ([5.20]) les matrices existent et vérifient bien la LMI
(15.40)). O
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Exemple numérique

Pour illustrer la synthese de la commande basée observateur u, = —Kfj, du systeme
(5.33)), nous appliquons le méme cas de test : 'amortissement de Landau linéaire avec les
mémes conditions que les exemples numériques du chapitre 4. Les principes de validation
restent les mémes. On s’assurera que les propriétés de conservation du schéma sont vé-
rifiées. Nous prendrons la matrice de gain globale définie en (4.11]) avec L = %’LCZ On

prendra K = B:,f. Nous utilisons la perturbation w = i0.05fh avec les matrices Wy, Wh

définies en (4.23) et (4.24)).

t=69.99 t=69.99 x107

o

o

S

FIGURE 5.5 — A gauche I'approximation de la fonction de distribution fj et a droite celle
sous 'action de u, = —Kfj, sur un maillage (Ny, N,) = (120, 120) sur l'espace des phases
Q) cas Hopo.
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FIGURE 5.6 — L’¢volution temporelle de I'énergie totale de f; a gauche et a droite celle
sous l'action u;, = —Kf}, sur un maillage (120 x 120) & T' = 70 cas H..
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FIGURE 5.7 — A gauche I’évolution temporelle de I'erreur de I'énergie totale de fy,, a droite
celle sous 'action de u; = —Kfj, sur un maillage (120 x 120) a T = 70 cas H.
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FIGURE 5.8 — A gauche l'erreur de conservation L? de f;, et a droite celle sous 'action
de u;, = —Kfj, sur un maillage (120 x 120) cas He.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié la stabilité par retour d’état d’observateur de
I’équation de Vlasov-Poisson en dimension finie en adoptant une approche basée sur le
théoreme DMVT. La structure des matrices obtenues avec la méthode de GD nous permet
de démontrer la stabilité asymptotique du systeme de VP sous forme des LMIs. Nous avons
ensuite traité en dimension finie le cas H, ou le systeme comporte des perturbations.
Nous avons également étudié la stabilité exponentielle de 1’équation VP sous 'action de
la commande basée observateur. Nous illustrons par des exemples numériques.
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Conclusion générale

Dans ce manuscrit, nous avons présenté les résultats de synthese d’observateurs d’état
et de lois commandes d'une classe d’EDPs non linéaires et a grande dimension, avec une
application aux équations de Vlasov-Poisson 1D x 1D. L’idée principale, pour s’assurer
de la stabilité et de la conservation des propriétés physiques de I’équation de (VP), est
de le discrétiser en dimension finie. Ensuite, nous proposons une synthese d’observateur
de Luenberger, de commande linéaire et de commande basée observateur. Nous avons
également proposé en dimension infinie la synthese d’observateur par la méthode du «
Backstepping > .

Le chapitre 1 présente les définitions et le contexte des travaux effectués liés au sys-
teme de Vlasov-Poisson. Il présente les propriétés physiques importantes notamment : le
principe du maximum, conservation de masse totale, de 1’énergie totale, conservation du
moment, conservation de la charge et conservation a la norme L” au cours du temps.

Nous avons ensuite, dans le chapitre 2, présenté et détaillé le schéma numérique de
la méthode de Galerkin discontinue pour I’équation de Vlasov et et une approximation
par éléments finis mixte de Raviart-Thomas a I'’équation de Poisson. Cette étape est
fondamentale pour I’étude des LMIs tout au long de ce mémoire. Ce chapitre s’achéve par
des solutions numériques qui vérifient les conservations de ’énergie totale et de norme L2

Afin de situer au mieux notre travail, le chapitre 3 a été consacré d’une part a I’ana-
lyse de stabilité au sens de Lyapunov, a la théorie de conception d’observation et 1’état
de l'art de la conception d’estimateur d’un systeme non linéaire. Il rappelle également
la méthode de « Backstepping » et synthese d’observateur d’EDPs de 'équation de
réaction-diffusion. Le chapitre 3 rappelle d’autre part, les définitions et propriétés des
problemes des formulations en LMIs. Ensuite il traite quelques applications des LMIs et
I’état de I'art des techniques de stabilisation du systeme commandé.

Le chapitre 4, présente la synthese d’observateur de 1’équation de Vlasov-Poison en
dimension finie d’une part, en adoptant une approche basée sur I'utilisation du théoreme
des accroissements finis (DMVT). Les techniques de calcul LPV permettent d’obtenir
des conditions de stabilité sous forme d’inégalité matricielle linéaire (LMI). Il présente
également la synthese d’observateur H,,. D’autre part il présente la synthese d’observateur
d’état en dimension infinie de 1’équation de Vlasov 1D x 1D par la technique du «
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Backstepping >». Nous terminons ce chapitre par des résultats numériques pour valider
les études.

Nous terminons ce mémoire par le chapitre 5 qui étudie la stabilisation par retour d’état
d’une classe de systemes d’EDPs non linéaires décrites par I’équation de Vlasov-Poisson en
dimension finie. Nous présentons la stabilisation asymptotique sous les conditions d’LMIs
de commande linéaire du retour d’état. Ensuite nous étudions la stabilisation asympto-
tique d’une commande basée observateur et le cas H.,. Les résultats sont validés par des
simulations numériques.

Perspectives

1. Etendre I’étude des observateurs et lois de commandes aux cas 2D et 3D, c’est &
dire respectivement 4 degrés 2D x 2D et 6 degrés 3D x 3D de libertés.

2. Aborder la commande par la méthode de « Backstepping >.
3. Etendre 'approche & des géométries complexes de Vlasov-Poisson.

4. Etendre 'approche & équation de Vlasov-Maxwell.
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MACS 2019, Jun 2019, Bordeaux, France.

Conférences Internationales
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Annexe A

Outils techniques

A.1 Opérateurs de projection

Soit k > 0 et soit Pj, : L*(Q)) — ZF soit la projection standard 2d— L?. Nous
désignons par Px : L*(Q) — XF et Py : L*(Q) — V¥ les projections standard d-
dimensionnelles L? sur les espaces X et V¥, respectivement, et nous notons que P, peut
s’écrire comme suit

Pr =Px ®Py.
La projection Py, satisfait (voir [30] et [5])
lw = Pu(w)ly g, + "2 |w = Pr()lor, < Ch* M wlipr Ywe HH(Q), (A1)

avec C' ne dépendant que de la régularité de la forme de la triangulation et du degré
polynomial. Par définition, P} est stable dans L? et on peut montrer qu’elle est stable
dans toutes les normes L? (voir [39] pour plus de détails) ;

|Pr(w)lo(ry < Clwlore) Ywe LP(Q) 1<p <. (A.2)

Nous avons également des propriétés d’approximation de la norme (voir [30]) ;

lw = Pr(w)lg oz < CH Hwlir o Y e WHE2(Q). (A.3)
P, and P, satisfont également les propriétés (A.2) and (A.3)). De plus, nous utiliserons

également
= Pe(w)lygy < R ullse Vwe HI(Q), r=xouv

Projection de Raviart Thomas : Pour k > 0, nous désignons par R} I'opérateur d’inter-
polation locale qui satisfait le diagramme de commutation (A.1]).

Ou ﬁ,f fait référence a I'opérateur de projection L? standard sur QF. Le diagramme
de commutation ci-dessus exprime que div (Zﬁ) =QF et

divRE(T) = PF(divr) Vre H (div; Q) (A.4)

109



110 Annexe A. Outils techniques

PR T - div
H(div; 1,) —— L -r?xj
RE P

1z div ke
ol |I| T R R ':.I.Jh_
F1cURE A.1 — Diagramme de commutation

En particulier (A.4)) vaut pour tout 7 € H* (Qx)d. Des propriétés d’approximation LP
optimales, avec 2 < p < o0 peuvent étre montrées pour cet opérateur (voir [[23], Section
I11.3], [[23],[56]] pour plus de détails) :

|7 — Rji(7) + | div (7 — Ry(7 < C* 7w (o (A.5)

Ve R (Ox)

| o0 () oia <

A.2 Preuves des Théoremes du chapitre 2

A.2.1 Proposition ([2.2.2)

Démonstration. En désignant par Sr = ZeEFT Se, nous ferons un usage intensif de I'identité
suivante (voir []])

TEZT:T LTr T - npds, = FT{T} [elds, + Lg [Tl{p}ds, r=x,v. (A.6)

En posant ¢, = f, dans (2.5)), en intégrant les termes de volume qui en résultent et en
utilisant (A.6)) on obtient

0= Z Bh.r (En; fn, [n)

ReTh

N 24 (dtf fthdX_JUJIV Hfhﬂdsde+foth [[fh]]dsvdx>

f . f Vhnbo - [faldsedv = 3, f f {Bnfabs - [faldsudx.

TveTh, T%eTy,

D’apres la définition des opérateurs de trace (2.1), il s’ensuit que [fZ] = 2{fx} [f3] sur
e € I'). En substituant l'identité ci-dessus avec la définition des flux numériques donnée
dans , et en utilisant les conditions aux limites périodiques dans x et le support
compact dans v, nous avons que
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=3u f fhdvdx
E
J J v =l [fn]Pdsydv + J J B n\ [fn]?ds dx.
TVETV v FO TxeTx x FO
En intégrant en temps de 1’équation ci-dessus, de 0 a t conclut la preuve. O

A.2.2 Lemme(2.3.1)

Démonstration. Pour simplifier la notation, nous laissons tomber la dépendance a la va-
riable ¢t. De [[23], II. Proposition 2.16 | il s’ensuit que

HE - EhHH(div;QX) + H¢ - ¢hH0,QX <C (ggk HE - THH(diV§Qw) w + Msh) )
TEZ

(A.7)
ou Mj;, est 'erreur de consistance :

‘SQX (p = pn) qdx
My, := sup
qeQF

Les deux premiers termes de (A.7]) sont facilement estimés a partir des propriétés d’ap-
proximation standard des éléments de Raviart-Thomas ; les estimations ([A.5|) et approxi-
mation de la projection L (A.1)),

1rgk |E = 7] a@ivan lnf |6 = dlo.7, < CHM (1B |ks0x + [Dlrr20.) -
TE q€Q

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, ainsi que I'estimation ({2.9)), on trouve

Mz, < Clp— PhHoTh Ld/QHf fh”OTh

et la preuve de 'estimation dans la norme H (div; §),) est complete. O
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Annexe B

Représentation spectrale de
Fourier-Hermite

B.1 Lemmes

Lemme B.1.1 (Complément de Schur). Soient P € R™*™ une matrice définie positive,
X € R™" une matrice de rang plein en ligne et () € R™*™ une matrice quelconque. Les
deux inégalités suivantes sont équivalentes :

1. Q(s) — X(s)TP(s)™*X(s) > 0, P(s) > 0
Q(s) (%)
2. [ X(s) P(s) ] > 0.

Lemme B.1.2. Soient ® et ¥ deux matrices quelconques, > une matrice définie positive
de dimension appropriée, alors on a

1
Ve>0 UOT + 0T < eUNU” 4+ Zon 17
€

Lemme B.1.3 (Inégalité de Young). Pour tout a,b, il existe -y > 0,

1
24+ b (B.1)

ab < la
2 27y

Lemme B.1.4 (Inégalité de Poincaré). Pour tout w, continuellement différentiable sur
[a, 0],

b b
f w?dr < 2w*(a) + 4] Opwida. (B.2)

a

b b
J w?dr < 2w*(b) + 4J O, widx. (B.3)

a
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B.2 Fonction de Bessel J,

La fonction y(z) = J,(z) est une solution de 'ODE suivante :
2yl + Yl + (ZL‘2 — n2) y=0.

Représentation en série :

0 x2n+2m
Z (z/2)

opur m' (m+n)
Propriétés :
2nd,(z) =z (Jo—1(x) + Jpya (), .
NJ.(—x) = (=1)"J,(x). (B.5)
Différenciation :
d 1 n
2 In(@) = 5 (Jaea(2) = Juii(2)) = —Ju(2) = Jusa(2) (B.6)
d d , _, .
e (" () = 2"y, e (27" (@) = =2 " Jpar. (B.7)
Propriétés asymptotiques
Jn(z) ~ k= <§>n x—0 (B.8)
MmN/ ' ’

2 ™m
Jn(x)%w%cos(x—7—z>, T — 0. (B.9)

B.3 La fonction de Bessel modifiée ],

La fonction y(z) = I,(z) est une solution de 'ODE suivante :

2y, + xyl, — (¥ +n®)y = 0.

Représentation en série :

i ZL’ n+2m
= m m!(m + n)!
Relation avec J,(z) :

I(z) =i "J,(ix), I,(ix) =i"J,(x).
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Propriétés :
2nl,(x) =z (In_1(x) — Lip1(x))
In(=x) = (=1)"1n(x)
Différenciation :
d 1 n
%In(x) = 5 ([n—l(x> + In+1($)) = ;In(x) + In-l—l(‘r): (BlO)
d d
. ("I, (x)) = 2" 1,1, . (27" (2)) = 2" pia (B.11)
Propriétés asymptotiques
1 rx\n
I(z) ~ — z — . (B.13)

B.4 Représentation spectrale de Fourier-Hermite

Nous résolvons le systéme de Vlasov-Poisson (4.25)-(4.30) en utilisant une représenta-
tion de Fourier-Hermite. Dans I’espace on représente la fonction de distribution par une
série de Fourier dont les propriétés sont bien connues. Dans 'espace des vitesses, nous dé-
veloppons la fonction de distribution comme la somme des fonctions d’Hermite. Pour cela
nous introduisons les polynémes d’'Hermite H,, et les fonctions d’Hermite re-normalisées
©™ définies par

2 d™ 2 Hm(V)
H,(v) = (=1)"e" <—V>, m(y) = , B.14
) = (e () e = (B.14)
pour m = 0,1,2,... Les fonctions d’Hermite ¢™ sont orthonormées par rapport au poids

maxwellien e /y/7, de sorte que Pintroduction des fonctions d’Hermite duales ¢, (v) =
e’ ¢™(v)/+/T nous avons la condition de bi-orthonormalité

0
f (V)" (V)AV = by, ¥ = 0,m = 0. (B.15)

—0

Chaque ¢, satisfait a la condition limite de l'espace des vitesses ¢,,(v) — 0 comme
v — +00, et 'ensemble des fonctions d’Hermite duales est complet pour les fonctions qui
sont analytiques sur une bande dans le plan complexe v et satisfont a la condition de
décroissance |f(v)| < c;e7*/2 pour certaines constantes ¢; > 0 et ¢; > 1. Les fonctions
d’Hermite oscillent avec une longueur d’onde caractéristique 7(2/m)%? de sorte que les
fonctions d’ordre supérieur représentent des échelles d’espace de vitesse plus fines.

onl) = A/ s (3) 44 e a () (B.16)
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et les dérivées de la vitesse sont liées a un seul mode de voisinage

m
m _ ol Dgmar, 2 — \amgm. (B.17)

ov ov
Nous développons la fonction de distribution dans une série de fonctions de Hermite
doubles et, pour obtenir une somme finie, nous tronquons apres les premiers N,, modes
de Hermite (oscillant le plus lentement). Cette troncature est équivalente a une discrétisa-
tion de ’espace des vitesses sur les racines du polynéme d’Hermite H,,. d’'Hermite Hy, .
L’espacement entre ces racines diminue comme 1/4/N,, comme N,, — . Cependant,
comme le systéeme de Vlasov-Poisson est linéaire dans 'espace des vitesses, il n’est pas

nécessaire de discrétiser explicitement dans v.

B.4.1 Systéme discrétisé

Nous résolvons (4.25))-(4.30]) en utilisant la représentation de Fourier-Hermite

Nm—1 Ny

f(z,v,t) Z Z W (£)eF7% 0, (V) (B.18)
m=0 ]——Nﬁ
avec l'inverse
1 (® L )
Ajm(t) = J dvf dzf(z,v,t)e_lkagpm(v), (B.19)
L —0 0

ou k; = 2mj/L. Ainsi, la fonction continue f(z,v,t) est définie par un ensemble discret et
fini de coefficients aj,,, qui sont implicitement une fonction du temps. En placant (B.18))
dans le systeme de Vlasov-Poisson (4.25))-(4.30)) et en appliquant 'opérateur

1 (” L .
I f dVJ0 dze *i%p™ (v), (B.20)
-0

nous dérivons le systeme discret

da;, . m+1 Im
ﬁ + lkfj < Taj7m+1 + 26Lj7m_1> jm = \/7E 6m1 (B21)

E; = —ik;¢; (B.22)
— k5 = ajo (B.23)

ou le terme non linéaire N est la convolution discrete de Fourier

ij =V 2m Z EAij/CLj_j/7m_1, <B24)

et £ et ¢ sont les coefficients de Fourier de E et ¢. Le systéme (B.21)-(B.23) est une

hiérarchie de moments infinis dans I'’espace d’'Hermite, ou le couplage des modes résulte
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du flux de particules et des dérivées de vitesse via les relations (B.16)) et (B.17)), et du terme
non linéaire via le champ électrique. Parce que 0fy/dv peut étre exprimé dans une série
d’Hermite, le coté droit de est un nombre fini de termes sources apparaissant a des
modes d’Hermite fixes m, et le systeme est fermé sauf pour le terme a; y,,+1 qui apparait
dans le flux de particules dans I’équation du moment le plus élevé. Le systeéme —
est aussi exactement le systeme obtenu en utilisant une représentation continue de
Fourier-Hermite sur un domaine spatial infini, mais restreint aux nombres d’onde discrets
k; et aux modes d’Hermite m < INV,,. Le calcul du terme non linéaire directement
pour chaque point de grille nécessite des opérations de O (N, N?), mais cela se réduit a
des opérations de O (N,,, Ny log Ny) s’il est calculé de maniere pseudo-spectrale, ¢’est-a-dire
via une grille dans 'espace z utilisant des transformées de Fourier discretes. Pour cela,
nous avons besoin d’'une version discrete de (B.18)) et (B.19)). Plus précisément,
doit étre valable a chaque point de grille z; = [L/Nj,.

Nm—1 Ny
)= 3 3 ameon() (B.25)
m=0 j=—N,

et nous devons remplacer 'inverse z-intégral (B.19 - par une somme finie de modes de
Fourier. Le choix d’une grille spatiale uniforme z; = [L/N} est motivé par la résolution
de l'identité pour les modes de Fourier

Np—1
1 k

o 1
_— 2mi(j—3")/Nk _ _—
N ;) ¢ N

Nj—1
Z ei(kj—k;)lL/Nk’

=0

055 =
de sorte qu’en multipliant (B.25) par e *i* et en faisant la somme sur [ on obtient

Nj—1 .
Ajm = Nk Z f dvf (z,v)e *=p™(v)
avec le terme non linéaire calculé comme
Njn, = —iv2m Fj { F,! (k:n@n> F ! (an/,m_l)}

ou F' est I'opérateur de la transformée de Fourier discrete
| Mt Nj—1
—ik;z, -1 iknz
Fﬂ_ﬁkl (§ Jl, Fln—2€ L
0

Théoréme B.4.1 (Dérivabilité des intégrales a parametres). Soient (a,b) € R, a < b et
f(x,t) —> f(x,t) est une fonction telle que

— [ est intégrable par rapport a t sur [a,b],

— f est dérivable par rapport a x,

— % est continue sur R x [a, b]

alors F : x —> SZ f(z, t)dt est dérivable et sa dérivée est :

Fl(z) = f Zi (z, t)dt.
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Annexe C

Equation linéaire homogeéne avec
dérivées partielles du premier ordr

C.1 La relation entre une équation linéaire homo-
geéne avec des équations différentielles partielles
du premier ordre et le systeme d’équations diffé-
rentielles ordinaires sous forme symétrique cor-
respondante

Une équation linéaire homogene avec des dérivées partielles du premier ordre est une
équation de la forme

Xi(z1, o, 20)0pu + - -+ Xp(x1, 20, -+, 2,) 0, u = 0. (C.1)

Supposons que les coefficients Xy, ---, X, de I’équation sont définis et continus
ainsi que leurs dérivées partielles en xy,--- ,z, dans un certain voisinage D du point
(10, ,Tno) et qu’ils ne se transforment pas en zéro en ce point. En particulier, nous
supposons que

Xn(l'lo, s ,l'n(]) #* 0 <C2)

Avec I'équation (C.1)), on considére le systeme d’équations différentielles ordinaires de
forme symétrique
diL’l dmn

_- = ) C.3
Xl(xla"' 7xn) Xn('xla"' 7$n) ( )

Ce systeme est appelé systeme d’équations différentielles ordinaires sous forme symétrique,
qui correspond a 1’équation linéaire homogene aux dérivées partielles du premier ordre
(C.1)), ou au systeme d’équations caractéristiques de ((C.1)).

Sous les hypotheéses concernant les fonctions Xi,---, X, le systeme (C.3) a n — 1

119



120 Annexe C. Equation linéaire homogéne avec dérivées partielles du premier ordr

intégrales premieres indépendantes
..................... ’ (C.4)

ou les fonctions 5, @ € 1,...,n — 1, sont définies et continues ainsi que leurs dérivées
partielles dans le domaine D. Il s’ensuit que le systeme (C.3)) est équivalent au systéme
d’équations normal suivant :

B dxn_l Xn—l(xh T 7xn>

d171:X1<51717"‘7xn):.___ _ (05)
dajn Xn(xla'” 7xn) dxn Xn<I1,"‘ 7xn) 7 .

pour lesquelles les conditions du théoreme de Cauchy sont satisfaites, et donc il existe des
intégrales premieres indépendantes.

Rappelons que la relation ¢(z1,...,x,) = C, ou ¥ est une fonction continuellement
différentiable et non égale a une fonction identiquement constante dans D, et C' est une
constante arbitraire, est appelée I'intégrale premiere du systeme , si I'égalité suivante
vaut dans D

X100 + -+ X,,0,,¢ = 0.

L’indépendance des premieres intégrales ((C.4]) signifie qu’au moins un des mineurs
d’ordre (n — 1) de la matrice

O
a961'17b71—1 o aﬂcnwn—l
n’est pas égal a zéro dans le domaine D.

L’ensemble des premieres intégrales indépendantes ((C.4]) détermine I'intégrale générale
du systeme ((C.3)).

Il existe une relation entre les premieres intégrales du systeme (C.3) et les solutions
de I’équation (C.1f), qui est décrite ci-dessous.

Trouvons un systeme de n — 1 intégrales premieres indépendantes ((C.4) du systeme
(C.3). Dans l'espace des points (z1,...,x,), ce systeme détermine la famille (n — 1) -
parametres de lignes appelées les caractéristiques de 1’équation ((C.1J).

Théoreme C.1.1. La partie gauche de la premiére intégrale

V(xy, .oy xy) =C

du systeme (C.3)) est une solution de l’équation linéaire homogéne aux dérivées partielles

(1.

Démonstration. En effet, que ¥(xq,--+ ,x,) = C soit la premiére intégrale du systéme
(C.3]) définie dans un certain voisinage du point (g, - - - , Z,0). Alors la différentielle totale
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de la fonction ¢ est identiquement égale a zéro aux solutions du systeme (C.3)) ou (C.5)),
soit
8x11/1dx1 + -+ (9x1wdxn = 0,

ou les différentielles dxq, ..., dx,_1 doivent étre remplacées par leurs expressions du sys-
teme ((C.5]), a savoir

X X,
dr, = X—;d:cn, oy dr, g = Xinld:cn.

Par conséquent, nous aurons l'identité

X4
(a“an T a%w) dz, =0

ou apres réduction par dz, et la multiplication par X,
X100 + ...+ X000 = 0.

Cette identité signifie également que la fonction u = ¥(xy,...,x,) est une solution de

I’équation (C.1)). O

Théoréme C.1.2. Toute solution instable de I’équation (C.1)), équivalente a une constante
arbitraire C, est la premiére intégrale du systéme ((C.3)).

Démonstration. Soit u = (x4, ..., x,) une solution instable de ’équation (C.1)). Puis
X100 + ...+ X0, = 0. (C.6)

Calculer la différentielle totale de la fonction 1, dont les arguments sont les composantes
des solutions du systeme ((C.3|) ou, ce qui revient au méme, du systeme (C.5)), nous avons

dip = (Op,tdxy + ...+ 0y, 00dxy,)
- (%w})é + .o+ O, ¥)dy,

1
= (X100 + ...+ X,0p,0) X—dxm

d’oti, par l'identité (C.6]), on obtient 1'égalité dy) = 0, c’est-a-dire que 9 est la premiere
intégrale du systeme ((C.3)). O

C.2 Construction d’une solution générale d’une équa-
tion linéaire homogene

Démontrons le théoréme suivant.
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Théoréme C.2.1. 5i
wl(x17 s an) = Clu s 72;07171(1.17 s 7xn) = Cn,1

sont des intégrales premiéres indépendantes du systéme (C.3)), alors l’ensemble des fonc-
tions de la forme

u = ®<¢17'-~7¢n—1)7 (07)

ou ® est une fonction arbitraire avec des dérivées partielles continues dans 1, ..., Yn_1,
est une solution générale de ’équation (C.1)).

Démonstration. Prouvons que la fonction , ou P est une fonction continuellement
différentiable arbitrairement fixée, est une solution de 1’équation . En substituant
C.7) dans et en utilisant le fait que 1q,...,4,_1 sont des solutions de I’équation
C.1]), nous obtenons I'identité

n—1 n—1
X100, @+ 4 Xpo, @ = Xy )0y, B0+ A Xy Y 0y, D0, Uy
=1 =1
n—1
= O ®(Xi0a i + .+ Xnfa, ) = 0.
=1

La preuve que I'expression (C.7)) détermine toutes les solutions de I’équation (C.1J), c’est-
a-dire que toute solution de I’équation ((C.1]) est obtenue a partir de (C.7)) avec un choix
approprié de la fonction @, peut étre trouvé dans [[28], p. 249- 251]. O



Résumé

Ce sujet de recherche, aborde la problématique de I'observation et de la commande
d’une classe d’Equations aux Dérivées Partielles (EDPs) non linéaire en dimension finie et
infinie. Une des motivations principales concerne ’application de ces approches a 1’équa-
tion de Vlasov-Poisson (VP) en dimension 1D x 1D. Cette derniére décrit I’évolution de la
fonction de distribution de particules chargées dans un plasma de fusion. La majeure par-
tie des travaux dans la littérature sur les équations de Vlasov-Poisson concerne I'analyse et
la discrétisation de ces équations, mais tres peu de résultats existent sur le controle encore
moins sur l'observation. Dans ce travail on traite d'une part la synthese d’observateur ,
la stabilisation par retour d’état et celle basée observateur du systeme discrétisé obtenu
par la méthode Galerkin discontinue . Dans le cas des systemes de dimension infinie, nous
proposons la synthese d’observateurs d’état basée sur la technique du «Backstepping».
Un code de simulation a été développé pour valider les résultats obtenus.

Mots-clés: Vlasov-Poisson, Observateur, Commande, Galarkin Discontinue, Backstep-
ping, LMIs.

Abstract

This research topic addresses the problem of the observation and the control of a
class of nonlinear Partial Differential Equations (PDEs) in finite and infinite dimension.
One of the main motivations concerns the application of these approaches to the Vlasov-
Poisson equation (VP) in dimension 1D x 1D. The latter describes the evolution of the
distribution function of charged particles in a fusion plasma. Most of the work in the
literature on the Vlasov-Poisson equations concerns the analysis and discretisation of these
equations, but very few results exist on the control and even less on the observation. In
this work we deal with observer synthesis, state feedback stabilization and observer-based
stabilization of the discretized system obtained by the discontinuous Galerkin method.
In the case of infinite dimensional systems, we propose the synthesis of state observers
based on the Backstepping technique. A simulation code has been developed to validate
the results obtained.

Keywords: Vlasov-Poisson, Observer, Control, Galarkin Discontinuous, Backstepping,
LMIs.
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