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Introduction

Ce travail de these porte sur I’étude de la striction multiple, prémice a la fragmentation
d’enveloppes cylindriques en expansion dynamique et couvre une problématique qui inté-
resse tant 'industrie civile que celle de la défense. Pour les deux domaines d’application,
il s’agit de pouvoir prédire la taille et la vitesse des fragments, résultant de la destruction
d’enveloppes métalliques, afin de mesurer les conséquences sur des structures de sécurité.
Nous proposons, dans ce travail, d’améliorer la compréhension du phénomeéne de locali-
sation de la déformation plastique a l'origine de la fragmentation qui s’initie, pour les
métaux ductiles, par le développement d’instabilités de I’écoulement plastique. Ces insta-
bilités correspondent a l'apparition de strictions, i.e. d’amincissements locaux, le long des

génératrices du cylindre aux lieux de localisation de la déformation plastique.

Dans le chapitre [Il nous présentons un état de l'art des travaux concernant la loca-
lisation et la fragmentation dans les enveloppes métalliques. Aprés un rappel des enjeux
de sécurité en section [T, une revue de la littérature sur les observations expérimentales,
qui concernent diverses géométries, est proposée dans la section La section [I.3] est
consacrée aux modélisations analytiques. Les modéles stochastiques sont présentés briéve-
ment en section [L3] et les approches fondées sur I’Analyse Linéaire de Stabilité (ALS)
sont développées dans la section [[L3.2l Ces derniers travaux ont essentiellement porté sur
I'étude de la striction multiple par I'analyse du développement d’une perturbation (de
faible amplitude) de la solution fondamentale, associée & une structure initialement dénuée

de défauts. L’ALS a permis notamment de mettre en évidence l'existence d'une longueur
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d’onde dominante, représentative d’une distance inter-strictions, et de décrire 'augmenta-
tion du nombre de strictions avec la vitesse de déformation, restituant ainsi les observations
expérimentales. Néanmoins, les modéles d’ALS supposent implicitement une séparation des
échelles de temps, i.e. que le développement de l'instabilité plastique est bien plus rapide
que l'évolution de la solution fondamentale, ce qui restreint le cadre des applications de
la modélisation. De fait, ces modéles ne permettent d’accéder qu’a des taux de croissance
instantanés des perturbations et pas a la chronologie du développement de I'instabilité au

cours de ’écoulement.

Ces travaux de thése visent & appréhender les cas pour lesquels 'hypothése de sépa-
ration des échelles n’est plus vérifice (par exemple, pour des vitesses de chargement trés
¢levées) et s’inscrivent dans I'amélioration de la compréhension de 1'évolution d'un défaut
de longueur d’onde donnée. Le chapitre [2] est consacré a la présentation de la configuration
adoptée ainsi que de la solution fondamentale associée. Le systéme d’équations régissant
I’écoulement perturbé est développé dans le chapitre[3l Un nouveau modéle, appelé XLSA,
est alors proposé dans la section B.3]; il est vu comme une extension de I’ALS classique
et la recherche des solutions est basée sur une méthode spectrale adaptée a la résolution
d’un systeme d’équations aux dérivées partielles : les perturbations de 1’écoulement sont
recherchées sous la forme d’une combinaison linéaire de polynomes de Chebyshev dont
les coefficients sont des fonctions du temps solutions d’un systéme d’équations différen-
tielles en temps résolu par un schéma aux différences finies. Le cas traité correspond a une
plaque en déformation plane, considérant un matériau métallique ductile de comportement
thermo-viscoplastique. L’apport de notre approche réside dans ’acces a ’évolution spatio-
temporelle des perturbations thermique et mécanique, méme pour des cas ot I’écoulement

plastique est initialement stable et devient instable a mesure que la déformation progresse.

Le chapitre [ est consacré a I'exploitation des résultats de la nouvelle approche sur
différentes configurations du matériau. Nous montrons notamment que l'influence de la

perturbation (ou défaut) initiale est particuliérement importante durant les premiers ins-
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tants du processus de déformation, mais que le taux de croissance et le mode dominant se
trouvent peu influencés aux temps longs. L’étude du couplage thermo-mécanique révéle que
les perturbations mécanique et thermique sont décorrélées dans les premiers instants mais
que leurs taux de croissance sont proches pour des déformations importantes confirmant

les prédictions du modéle classique.

Par ailleurs, nous proposons, dans le chapitre B, une comparaison entre I'approche
proposée et un calcul par éléments finis (ABAQUS/Ezplicit). Dans un premier temps,
nous proposons une revue bibliographique de I’étude de la fragmentation par les simulations
numériques. Cette étude de la littérature met en évidence que les simulations par éléments
finis permettent de retrouver la plupart des résultats de I’ALS Classique mais qu’il existe
des difficultés a lier les deux approches en termes de chronologie. Nous proposons de lever
cette difficulté avec le modéle XLSA. L’évolution d’une perturbation de longueur d’onde
donnée est étudiée dans la section (3.1l Le modéle numérique révéle que 'augmentation
de I'amplitude du défaut initial ne modifie pas le taux de croissance de la perturbation aux
temps courts mais entraine une diminution de la déformation a la localisation. En outre,
le modéle analytique permet de prédire de fagon trés satisfaisante 'instant de localisation

relevé dans les simulations numériques.
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Chapitre 1

Etude Bibliographique

1.1 Contexte de I’étude

L’étude de la fragmentation d’enceintes métalliques en expansion dynamique intéresse
tant 'industrie civile que la défense. Dans le premier cas, on veut pouvoir, par exemple,
évaluer les conséquences de I’explosion d’un container métallique sur les installations en-
vironnantes. Citons a titre d’illustration ’accident de Bontang (voir [Lees, 2012) en Inde
en 1983 : la surpression dans un échangeur de chaleur d’une exploitation de gaz naturel
a entrainé la rupture de la colonne et sa fragmentation. Un des morceaux a atteint une
construction située a environ 50 métres. Un autre exemple est celui de I'explosion, en 1993
a Sydney, d’un cylindre en acier contenant de ’acétyléne sous pression, causant des dégats
humains et matériels. L’acccident a été analysé par [Price (2006). L’acétyléne, instable, a
subi une transformation chimique conduisant a une détonation. L’onde de choc produite a
alors entrainé la rupture dynamique du cylindre projetant des fragments jusqu’a 200 meétres
aux alentours de I'explosion. La Figure [[.1] présente les dimensions du cylindre et les frag-
ments récupérés apres I'accident. Dans le cas de I'industrie de la défense, on veut pouvoir
prédire les conséquences de I'explosion d'une bombe. Les premiéres analyses théoriques de

la fragmentation remontent aux travaux pionniers de Mott (1947) datant de la Seconde
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Chapitre 1. Etude Bibliographique

Guerre Mondiale. Il avait notamment expliqué que les bombes allemandes généraient des

fragments plus petits que ceux des bombes anglaises en raison de leur plus grande teneur

en carbone.
gamvﬂw
Pressed on
collar over neck:
1220 mm
229 mm Op
g »
3 e X A
o - ' *
” 1472 mm min ' 4 :f v ': - L .
L L | - \. I 4 LS ¢ 113 _
Forming plug " ‘)‘.‘ “‘.“-‘-

FIGURE 1.1 — A gauche, dimensions du cylindre en acier contenant de ’acétyléne sous pression,
avant explosion a Sydney en 1993, d’aprés \Pricd (M ). A droite, les fragments récupérés aprés
lexplosion. Prés de 200 fragments de tailles variées ont été collectés.

Pour des applications civiles et militaires telles que celles évoquées, il est nécessaire
de prédire les conséquences de 'impact de fragments sur les structures de sécurité. Il faut
pour cela connaitre 1’énergie cinétique des fragments et par conséquent savoir prédire leurs
distributions en termes de taille et de célérité. La thése a pour but de contribuer & améliorer

cette capacité de prédiction.

1.2 Observations expérimentales

Dans notre étude, nous nous intéressons uniquement a ’expansion de métaux ductiles
tels que 'aluminium, le cuivre ou le tantale pour lesquels le niveau de déformation atteint a
I'instant de rupture est de l'ordre de 0, 1 dans le cas d’essais quasi-statiques sur des éprou-
vettes de traction. Dans le cas de I'expansion dynamique d’enveloppes, cette déformation

peut atteindre I'unité.
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Chapitre 1. Etude Bibliographique

La fragmentation a été étudiée dans la littérature pour des géométries variées telles

que des cylindres, des anneaux, des hémisphéres ou des jets de charges creuses. La mise en

vitesse est la plupart du temps réalisée de deux maniéres : par voie détonique ou par voie

électro-magnétique.

Pour la premiére méthode, la structure étudiée est mise en expansion grace a l'onde de

choc générée par la détonation d’un explosif. La Figure présente le dispositif expéri-

mental utilisé par

Olive et al

1979) pour étudier la fragmentation d’un cylindre en acier.

Un explosif est placé au centre du dispositif et déclenché par un détonateur. Le cylindre

en acier est positionné sur un cylindre en plexiglas dont le but est de faciliter la mise en

mouvement et le décollage du cylindre.

A,
» : 4
» \ : / R
| LA
i
Explosif
PURRRTR——— g —— —om
Explosif
............. e e
230mm
— Acier / 4
— Plexiglas ' ‘
3 Explosif
— Détonateurs

FIGURE 1.2 — Dispositif de l’expérience d|Olive et all AZQZQ) - Section méridienne

Nous citerons en outre, toujours pot

ir la méthode détonique, les travaux de Hoggatt et

Recht ([1968)

Mock Jr et Hol

1983)

Martineau et 2000), Singh et aij Voltz

2008

et al. (2008), Hiroe et al

qui se sont aussi intéressés aux anneaux ou

) portant sur l'expansion de cylindres, 2008)

Juanicotena (1998) et [Mercier et al! (2010) qui
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Chapitre 1. Etude Bibliographique

ont étudié I'expansion d’hémisphéres.

La méthode d’expansion par voie électromagnétique est aussi utilisée. Le principe phy-
sique utilisé par Walling et Forrestal (1973) puis repris par (Grady et Benson (1983) pour
I’expansion d’anneaux en aluminium est illustré sur la Figure[L.3l L’anneau est placé sur un
support dans lequel circule un courant primaire ;. Un courant i5 de sens opposé est induit
dans l'anneau. L’anneau est alors mis en mouvement par la pression magnétique induite
par les deux courants. Cette méthode présente des avantages par rapport a la voie explo-
sive. D'une part, elle ne génére pas de produits gazeux qui pourraient venir obstruer les
moyens de visualisation. D’autre part, comme il n’y a pas d’onde de choc, le comportement
du matériau n’est pas altéré avant le début de la phase de vol libre. Enfin, ce processus est
répétable et peut également étre plus facilement mis en place dans un environnement de
laboratoire. Concernant les études ayant utilisé la méthode électromagnétique, citons les
travaux de Niordson (1965). \Gradv et Benson (1983). \Gradyv et Olsen (2003). Balanethi-
ram et al. (1994), |Altynova et al) (1996), Zhang et Ravi-Chandax (2006), [E1 Mai (2014) ou

Jeanson et al) (2016) pour 'expansion d’anneaux, ou |[Fvfe et Rajendran (1980) ou Zhang

et Ravi-Chandar (2010) pour le cas du cylindre.

A noter que récemment, [Nie et al! (2018) ont adopté un circuit LC pour générer le

chargement en traction (et en compression) lors d’essais sur des barres d’Hopkinson.

Ces travaux de la littérature ont permis de mettre en évidence un processus de rupture
en trois phases pour les métaux ductiles, illustré sur la Figure [I.4] issue des expériences
sur les expansions d’anneaux de [Zhang et Ravi-Chandar (2006). La Figure [[.4] présente
des clichés superposés des différentes positions de I'anneau au cours du temps. L’anneau

s’éloigne du centre & mesure que la déformation se poursuit :

— dans un premier temps, la structure se déforme de maniére homogeéne (cela corres-

pond aux deux premiers anneaux en partant du centre sur la Figure [[4]) ;

— on observe ensuite I'apparition d’amincissements locaux (correspondant aux troi-

siéme et quatriéme anneaux sur la Figure [[4)) ;
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Chapitre 1. Etude Bibliographique

INDUCED

CURRENT
PRIMARY iy

CURRENT
(1)

SUFPORTING
MANDRIL
PRIMARY
CURRENT
TURNS
METAL
SAMPLE

FIGURE 1.8 — Principe de expansion d’anneauz par voie électromagnétique, |Grady et Benson
(1983). Le courant iy circule sur le support et induit un courant is de sens opposé dans l’anneau,
mis en mouvement par la pression magnétique induite par le couplage des deux courants.

— la rupture s’amorce aux endroits ot les strictions sont les plus marquées. Sur la Fi-

gure[L4] les ruptures sont notées a partir du cinquiéme anneau en partant du centre.

A partir de ces sites se propagent des ondes de décharge élastique, dites ondes de

Mott, qui viennent inhiber le développement des strictions voisines. Le développe-

ment de la striction au milieu du fragment VIII sur la Figure [[4] s’est arrété et

n’a pas conduit a une rupture. La Figure issue des travaux de |Grady et Benson

(1983) illustre ce phénoméne pour le cas de 'expansion dynamique d’un anneau en

aluminium. Le développement d’une striction est stoppé du fait de la propagation

des ondes de Mott. La taille des fragments dépend alors de la compétition entre

la vitesse de propagation des ondes de Mott et la vitesse de déformation plastique

(Mot 1947).

En statique, sur un matériau non visqueux, la striction se déclenche peu avant 'instant

de force maximum. Le premier ayant rapporté cette observation expérimentale est Consi-
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FIGURE 1.4 — Image composée de la superposition a différents instants de I’état de ’anneau d’alu-

minium lors de son expansion d’aprés |Zhana et Ravi—C’hanM

se déforme, le rayon moyen de l’anneau augmente.

dére ({1885

). A mesure que la structure

), qui effectuait des essais de traction uniaxiale en régime quasi-statique sur des

barreaux de fer et d’acier. Cette observation est étendue pour des essais d’expansions dy-

namiques d’anneaux comme ’'ont montré [Zhang et Ravi-Chandax

critére de

Considér

1885).

2006

) qui retrouvent le

Pour les matériaux sensibles & la vitesse de déformation, l'effet de la viscosité est de

retarder I'apparition des instabilités dans les matériaux ductiles. Cet effet est particuliére-

ment visible lors d’essais quasi-statiques sur des matériaux superplastiques, pour lesquels

un accroissement de la viscosité augmente considérablement 1’allongement a la rupture

(voir Figure [[L6]), bien au-dela de l'instant de force maximum. Le critére de (Consideér

travaux de [Woodfor

1969

) et de

Sagat et Taplin (1976).

1885) n’est donc plus adapté pour prédire U'instant de localisation. Citons en ce sens, les

De maniére générale, lorsque 'on fait croitre la vitesse de déformation plastique, on
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FIGURE 1.5 — Fragmentation d’un anneau en aluminium (voir Grady et Bcnsaﬂl, LL.Q&@ : a gauche,
la striction a conduit a une rupture ; & droite, on voit une striction dont le développement s’est
arrété suite a la propagation d’une onde de décharge élastique.

observe une augmentation de la ductilité. Cette tendance est retrouvée jusqu’a un certain

point par (Wood (1967) (voir Figure [L7)), qui note sur des essais de traction d’éprouvettes,

d’expansions de cylindres et d’hémisphéres :
— l'augmentation de la vitesse de déformation stabilise suffisamment les instabilités

pour en effet augmenter la ductilité;
— mais ensuite, il existe un intervalle de vitesse dans lequel la ductilité est constante;

— pour les essais de traction et d’expansions d’hémispheéres, la ductilité chute bruta-
lement au-deld d’une second vitesse critique. Cette chute brutale n’est pas observée

dans le cas de I'expansion de cylindres.

Balanethiram et al. (1994) et |Altynova et all (1996) étendent les conclusions de Woo

1967) en observant une premiére vitesse critique en-de¢a de laquelle les effets d’inertie
sont peu marqués. Les auteurs ne retrouvent néanmoins pas la zone de ductilité constante.

Ceci peut s’expliquer par la définition adoptée pour la déformation mesurée. En effet,
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FIGURE 1.6 — Corrélation entre [’allongement a la rupture et le paramétre de sensibilité a la vitesse
de déformation pour différents matériauz, Woodford )

Wood ([1967) mesure la déformation entre les fragments tandis que |Altynova et all (1996)

mesurent la variation de taille sur I’échantillon entier (en mettant les fragments récupérés
bout & bout). L’existence de la seconde vitesse critique au-dela de laquelle la ductilité
chute brutalement est néanmoins confirmée pour des essais de traction et expliquée par
la nature du chargement. Dans le cas de l'essai de traction, les ondes plastiques sont
concentrées au niveau des mors et n’ont pas le temps de se propager au sein du spécimen
en raison des vitesses extrémes de déformation. La rupture est observée aux extrémités
de I’échantillon. Dans le cas de I'expansion d’hémisphéres, les ondes sont concentrées sur

la base de la structure, fixe. L’absence de la seconde vitesse critique pour le cas d'un

chargement cylindrique est confirmée par les essais d’expansions d’anneaux (Wood, 1967

et |Altynova et all,1996) ; ils observent alors que l'effet de concentration des ondes disparait

et donc que la ductilité ne chute pas brutalement.

Par ailleurs, 'augmentation de la vitesse de déformation entraine une augmentation du
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FIGURE 1.7 — Mesure expérimentale de ductilité en fonction de la vitesse de déformation pour des
essais de traction, d’expansion de cylindres et d’expansion d’hémispheres, )

nombre de strictions et donc, in fine, du nombre de fragments. L’étude dlAltynova et al

1996) met en évidence effet des ondes de décharge élastique en observant un nombre de

strictions plus important que le nombre de fragments (voir Figure [L)).

Chaque phase de I'expansion dépend de celle qui la précéde. Pour comprendre la frag-
mentation, nous devons donc d’abord savoir prédire les prémices du développement de

I'instabilité plastique de striction.
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FIGURE 1.8 — Nombre de fragments (carrés pleins) et de strictions (carrés blancs) en fonction de
la vitesse d’expansion relevée lors de I’expansion d’anneaux en aluminium, |Altynova et all (ﬁﬁ%‘ ).

La prédiction analytique utilisant le modele de |Kipp et (Zmdg] (Q%&ﬂl ) est présentée (voir section
[31).

1.3 Modélisations analytiques de la striction

1.3.1 L’approche stochastique de Mott pour la rupture
—

Mott (1947) a d’abord proposé une approche stochastique pour la prédiction de la

taille des fragments. Il note que dans le cas d’une déformation a la rupture homogéne dans
le matériau, I’anneau considéré se rompt en tous points au méme instant. Il propose un
modele basé sur la présence de défauts au sein du matériau conduisant & une dispersion
du seuil de déformation a la rupture dans la structure. La rupture s’initie au niveau de
ces défauts. Comme évoqué précédemment, une fois la rupture atteinte en un point, deux
ondes de relaxation des contraintes se propagent de part et d’autre du site de rupture

et la taille des fragments dépend de la compétition entre la vitesse de propagation des

ondes de relaxation et la vitesse de 1’écoulement plastique. |Grady (1981)) utilise la méthode
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de Mottl (1947) pour retrouver la distribution des fragments expérimentale obtenue lors

d’expansions d’anneaux en aluminium réalisées par Wesenberg et Sagartz (1977). La Figure

présente les résultats expérimentaux obtenus pour la taille des fragments récupérés et

la prédiction des auteurs en utilisant le modéle de [Mott (1947). La prédiction obtenue par

Grady (1981)) est aussi présentée. Un bon accord est trouvé pour la dispersion de la taille

des fragments. La différence dans la prédiction analytique de Wesenberg et Sagartz (1977)

et celle de |Grady (1981) réside dans le choix de la condition initiale sur la distribution

des défauts. \Grady et all (1984) et [Kipp et Grady (1985) étendent les travaux de Mott

en introduisant la notion de dissipation d’énergie pour prendre en compte le fait que la
rupture n’est pas un processus instantané. Cependant, pour ces modéles, le choix de la
distribution des défauts pour 'initiation des ruptures modifie la prédiction de la taille. Les

prémices du développement de la striction ne sont pas explorées.

1.0 . :
WESENBERG &
7 SAGARTZ 1970
8| -
PRESENT
/_THEORY
6k E
T, L mom 4 )
: METHOD —/
2F i
Y
~
ot
\ ~
04 L0 2.0 3.0

FIGURE 1.9 — Distribution en taille des fragments d’un anneau en aluminium en expansion. Su-
perposition des résultats expérimentaur de|Wesenberg et Sagartz AZQZj), du modéle dem (M)

appliqué par | Grady) (@) (traits pleins) et par Wesenberg et Sagartz (1977) (traits pointillés).

Dans la littérature, les modéles analytiques basés sur la technique d’Analyse Linéaire

de Stabilité ont permis d’améliorer la compréhension du développement des instabilités
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plastiques de striction. Nous allons résumer ces approches dans la littérature dans la suite.

1.3.2 L’Analyse Linéaire de Stabilité pour I’étude du développe-

ment des instabilités plastiques de striction
a) Principe de I’Analyse Linéaire de Stabilité

Une technique éprouvée pour traiter le début du développement d’instabilités dans des
écoulements est I’Analyse Linéaire de Stabilité (ALS). Elle est employée avec succeés
dans plusieurs domaines autres que la mécanique du solide. On peut citer :

— la physique des interfaces. (Coriell et all (1971) ont par exemple étudié la forme de

I'interface solide-liquide lors d’un processus de cristallisation. Des perturbations de

faible amplitude se développent et 1’état de surface, instable, devient rugueux ;

— la physique de la combustion. Joulin et Clavin (1979) ont analysé le mécanisme de

perte de chaleur d’une flamme.

Dans les enveloppes métalliques, lorsque la structure étudiée est dénuée de défauts
géométriques, elle est infiniment ductile et se déforme sans rupture. On parle alors de
solution fondamentale homogéne ou encore d’écoulement de base. Néanmoins, dans la
réalité, au cours du processus de déformation dynamique, des perturbations peuvent se

développer et sont a l'origine de strictions multiples pouvant conduire a la fragmentation.

[’Analyse Linéaire de Stabilité est une méthode qui repose sur I'analyse du développe-
ment de perturbations de faible amplitude que I'on superpose a la solution fondamentale
homogéne. Dans le cas de notre étude, cet écoulement est associé & 'expansion d’un cy-
lindre supposé infiniment long et infiniment ductile (dans le sens ou son épaisseur tend

asymptotiquement et uniformément vers zéro sans rupture).

En mécanique du solide, I’ALS permet :

— de déterminer I'instant a partir duquel les premiéres instabilités apparaissent ;
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— de prendre en compte des sollicitations dynamiques. Les travaux de Hill et Hutchin-
son (1975) sur lanalyse de la bifurcation d’une plaque en statique supposent que
I’apparition de I'instabilité est instantanée. ’ALS, en dynamique, permet d’accéder

a une échelle de temps caractéristique de la croissance des instabilités ;

— d’étudier 'apparition de motifs périodiques de déformation, représentatifs des amin-
cissements locaux observés. Ils sont reliés & la striction multiple et déterminent une
distance inter-strictions. Le nombre de strictions est comparé aux observations ex-
périmentales (voir Jouve, 2010 pour le cylindre ou [Mercier et all, 2010 pour les

hémisphéres) ;

— d’intégrer des mécanismes physiques impliquant des gradients tels que la conduction
thermique.
L’ALS consiste a rechercher le taux de croissance 1 d’une perturbation des positions
matérielles de I’écoulement de base et périodique selon la direction de traction. Ainsi, la
perturbation est définie comme le produit d’une fonction exponentielle du temps (exp(nt))

et d'une fonction des positions matérielles (voir [Shenoy et Freund, [1999).

En lien avec nos objectifs et le cadre de la thése, nous décrivons dans la suite des résul-
tats obtenus par ’ALS qui permettent de restituer des observations expérimentales liées a
I’apparition et a la croissance des instabilités. Les matériaux étudiés dans les travaux que
nous menons sont des métaux ductiles, homogeénes, isotropes, incompressibles satisfaisant
le critére du J2. L’élasticité est négligée. La contrainte d’écoulement Y dépend uniquement
de la déformation plastique équivalente €, de la vitesse de déformation plastique équiva-
lente €, et de la température absolue au sein du matériau 6 : Y = Y'(e,, €,, 0). Le processus

est supposé adiabatique et 'endommagement est négligé.

b) Principaux résultats obtenus par 1’Analyse Linéaire de Stabilité

Pour les matériaux non sensibles & la vitesse de déformation et & écrouissage positif

(Y =Y (e,) avec Y /0e, > 0), Hill et Hutchinson (1975) réalisent I’analyse de la bifurcation
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d’une plaque en conditions de traction plane. Les auteurs montrent que le développement
des grandes longueurs d’onde est favorisé pour un chargement quasi-statique. Shenoy et
Freund (1999) proposent une extension des travaux de Hill et Hutchinson (1975) en prenant
en compte les effets d’inertie. Ils développent une analyse linéaire de stabilité et révelent
alors que 'inertie stabilise le développement des grandes longueurs d’onde. Par ailleurs, la
prise en compte de la multiaxialité de 1’écoulement conduit & la stabilisation des courtes
longueurs d’onde. Aussi, a chaque instant du processus de déformation, une longueur d’onde
intermédiaire est sélectionnée. Ce mode est supposé représentatif de la distance inter-

strictions.

Les Analyses Linéaires de Stabilité sont également utilisées pour 1'étude des matériaux
sensibles a la vitesse de déformation. En statique, le développement des instabilités dans le
cadre de I’ALS a été étudié par [Hutchinson et Obrecht (1977) dans le cadre de I"approxima-
tion des grandes longueurs d’onde pour laquelle la longueur caractéristique de I'instabilité
doit étre trés grande devant le rayon du barreau étudié, ce qui revient a négliger les effets
de multiaxialité de 1’écoulement. Ils s’intéressent a des barreaux cylindriques en traction
uniaxiale. Le matériau est viscoplastique et obéit a la loi de comportement de Norton
(1929) (Y oc €, m étant le parameétre de sensibilité a la vitesse de déformation). L'étude
de I’évolution de défauts sinusoidaux de faible amplitude montre que la longueur d’onde
la plus instable est infinie. L’observation expérimentale d’un unique point de rupture au
milieu de I’éprouvette pour un chargement quasi-statique est ainsi restituée. Par ailleurs,
les auteurs montrent 1’existence d’une longueur d’onde de coupure en-dega de laquelle les
perturbations sont stabilisées. Ils montrent graphiquement que cette longueur d’onde mini-
male tend vers 0 quand m tend vers 0. Hutchinson et Neale (1977) se placent dans le cadre
de 'approximation des grandes longueurs d’onde. Ils mettent en évidence, au moyen d’un
modéle non linéaire, 'augmentation de la déformation a la rupture lorsque le paramétre
m de sensibilité a la vitesse de déformation augmente, restituant les observations expéri-

mentales sur les matériaux superplastiques de [Sagat et Taplin (1976) par exemple. Néan-
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moins, 'approximation des grandes longueurs d’onde sous-estime la déformation critique
a laquelle apparaissent les strictions. Il est alors montré que la multiaxialité de 1’écoule-
ment et les effets visqueux stabilisent les courtes longueurs d’onde. [Fressengeas et Molinari
(1985, 1987, 11994) combinent les effets visqueux avec les effets d’inertie et 1’écrouissage
du matériau et montrent que l'inertie stabilise les grandes longueurs d’onde tandis que la
multiaxialité de ’écoulement stabilise les courtes longueurs d’onde. L’action combinée de
I'inertie, des effets visqueux et de la multiaxialité de ’écoulement conduit, moyennant un
écrouissage suffisant, a la sélection d’une longueur d’onde intermédiaire, restituant ainsi les
observations expérimentales de strictions multiples. Ce résultat sera retrouvé par la suite
par lJeanclaude et Fressengeas (1997). Mercier et Molinari (2003) ou Rodriguez-Martinez
et al. (2013H) pour le cas du barreau cylindrique en traction. L’effet combiné de I'inertie
et de la multiaxialité est illustré sur la Figure [[L10, issue de Mercier et Molinari (2003). La
configuration étudiée est une plaque en déformation plane. Le matériau est le cuivre dont
le comportement est viscoplastique. La contrainte d’écoulement obéit a une loi puissance
Y = K¢, La Figure [L10] présente I'évolution du taux de croissance relatif de la pertur-
bation a l'instant initial (défini par le rapport ?, €11 étant le gradient de vitesse initial)
en fonction du nombre d’onde adimensionné k}; (k : nombre d’onde longitudinal, Ly :
demi-épaisseur). Plusieurs vitesses de chargement sont considérées et représentées par le
nombre adimensionnel I, proportionnel au carré de la vitesse de traction V. Les résultats
sont présentés pour trois modeéles : une approche quasi-statique, une approche dynamique
avec ’approximation des grandes longueurs d’ondes et une approche dynamique 2D. Mer-
cier et Molinari (2003) confirment les observations de [Fressengeas et Molinari (1994). Les
effets d’inertie stabilisent les grandes longueurs d’ondes (i.e. les faibles kL), conduisant
ainsi a limiter la taille des fragments, mais n’affectent que peu les courtes longueurs d’onde.
Pour leur part, les effets de multiaxialité stabilisent les courtes longueurs d’onde (i.e. les
grands kLs). La longueur d’onde la plus instable est donc intermédiaire. L’influence de la
sensibilité a la vitesse de déformation est illustrée sur la Figure [[LTT], issue de Mercier et

Molinari (2003) pour le cas d'un barreau cylindrique en traction dont le type de loi de
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comportement adoptée est identique & celui de la Figure [[LT0 (seule change la valeur de
m). La Figure [L.T1] présente ’évolution du taux de croissance relatif en fonction de kL,
pour plusieurs valeurs du paramétre de sensibilité a la vitesse de déformation m. Mercier et
Molinari (2003) montrent que 'augmentation de la sensibilité a la vitesse de déformation
stabilise les courtes longueurs d’onde (i.e. augmente la taille des fragments) et retrouvent

ainsi les résultats de lJeanclaude et Fressengeas (1997).

Fressengeas et Molinari (1994) et lJeanclaude et Fressengeas (1997) s’intéressent aussi a
I’évolution temporelle de la longueur d’onde la plus instable : dans les premiers instants, la
croissance des perturbations de grande longueur d’onde précéde celle de courtes longueurs
d’onde ; puis le mode dominant se déplace vers les courtes longueurs d’ondes. Cette ob-

servation est étendue a d’autres lois de comportement par Mercier et al. (2010) et lJouve

(2010).
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FIGURE 1.10 — Taux de croissance relatif de la perturbation o l'instant initial en fonction du
nombre d’onde adimensionné kLo, | Mercier et Molinari (2003). Plusieurs vitesses de chargement
sont considérées et représentées par le nombre adimensionnel I, proportionnel au carré de la vitesse
de traction V. Le comportement est viscoplastique, Y = Kée;' avec K = 1,1.10% ST et m =
0,05. Le matériau est sans écrouissage. Les résultats de l’approche quasi-statique, de [’approche
dynamique avec l'approzimation des grandes longueurs d’onde et de [’approche dynamique 2D sont
présentés.

[’ALS a également permis de révéler que I’écrouissage a un effet stabilisant sur les per-
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FIGURE 1.11 - Taux de croissance relatif de la perturbation & l'instant initial en fonction du
nombre d’onde adimensionné dans la direction de 'amincissement kLo, issu de ] '

). Le matériau étudié est celui de la Figure[I 10 Plusieurs valeurs du paramétre de sensibilité
G la vitesse de déformation m sont étudiées.

turbations, Mercier et. Molinari (2004). L’effet déstabilisant de 1’adoucissement thermique

a pour sa part été mis en évidence par [Fressengeas et. Molinari (1985) mais reste secondaire

par rapport aux effets géométriques selon lJeanclaude et Fressengeas (1997) pour le cas de la

striction. Néanmoins, [Longére et Dragon (2007) traitent avec I’ALS le couplage thermomé-
canique dans le cas ot 'adoucissement thermique est important. Dans ce cas, l'instabilité

est thermique et se manifeste sous la forme de bandes de cisaillement adiabatiques.

L’ALS a permis une restitution d’expériences de fragmentation sur diverses géométries.

Jeanclaude et Fressengeas (1997) ou Petit et all (2005) prédisent une taille de fragments

en accord avec des expériences sur des jets de charges creuses. Mercier et Molinari (2004)

retrouvent les résultats dlAltynova et all (1996) sur le nombre de strictions observés sur

des expansions d’anneaux.

Les études évoquées ont traité le cas d’un matériau isotrope en traction plane ou uni-

axiale. Notons que [Dudzinski et Molinari (1991) et Boudeau et Gelin (2000) ont étendu

31



Chapitre 1. Etude Bibliographique

I’ALS au cas des matériaux orthotropes, en particulier pour des plaques en traction biaxiale

dans leur plan. Dans le cadre de cette thése, le matériau sera considéré comme isotrope.

Les observations expérimentales mettent en évidence une inhomogénéité dans la taille

des fragments. [El Mai (2014) étudie la dispersion des longueurs inter-strictions en prenant
en compte l'ensemble des modes instables (et plus seulement le mode dominant) dans le
cas du barreau cylindrique en traction. Une perturbation aléatoire de la section du barreau
le long de la direction de traction est considérée a l'instant initial. Chacun des modes
longitudinaux de la perturbation est étudié séparément au moyen de ’ALS. La Figure
décrit 1’évolution de la section normalisée du barreau en fonction de la coordonnée
normalisée le long de la direction de traction a différents instants. La distance entre deux

strictions (minima de la section) évolue en fonction de la coordonnée, restituant ainsi

I'inhomogénéité de la taille des fragments.
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FIGURE 1.12 — Evolution de la perturbation de la section normalisée du barreau cylindrique en
cuivre en traction en fonction de la coordonnée longitudinale normalisée, \El Mai (M} Une
perturbation aléatoire de la section est considérée a l'instant initial. L’évolution des modes longi-
tudinauz est déterminée au moyen de I’ALS. La distance inter-strictions le long du barreau évolue
au cours du temps.
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c) Restitution d’une expérience d’expansion de cylindres : confrontration

ALS /Expérience d’Olive et all (1979)

Dans le cadre d’essais d’expansions de cylindres ou d’anneaux, Mercier et. Molinari
(2004) étudient 'influence de la courbure sur le développement des perturbations. Il est
montré que les résultats de I’ALS ne sont pas affectés par la courbure lorsque le cylindre
est suffisamment mince (le rapport de 'épaisseur sur le rayon moyen est inférieur a 0, 02).
Une configuration de plaque en déformation plane, en assimilant le cylindre & son plan
tangent, est utilisée pour prédire le comportement d’un cylindre et le barreau en traction

uniaxiale permet de reproduire un anneau en expansion.

Cette approche a été utilisée par lJouvd (2010) pour restituer la chronométrie de I’ex-
périence d'Olive et al. (1979) dont le dispositif expérimental est présenté en Figure
(voir page [I7). D’un point de vue expérimental, on observe a partir de la Figure [ T3] issue

d1Olive et all (1979) :

— aprés une phase d’expansion homogéne, les premiéres localisations apparaissent sur

I'image 3, a t = 25 us;

— les strictions sont pleinement développées a t = 34 us (image 4). L’image n’est pas
suffisamment nette pour permettre un comptage précis des strictions. lJouve (2010)
se reporte donc a un instant suivant, a t = 52 us (image 6) et donne une estimation
de 125 a 150 strictions par métre pour I'image 4. Le phénomeéne d’écrantage par
les ondes de relaxation étant vraisemblablement limité aux vitesses de déformation
atteintes dans le cylindre, cela lui donne un bon ordre de grandeur du nombre de

strictions.

L’ALS est ensuite utilisée pour déterminer la longueur inter-strictions. Dans un premier
temps, une simulation numérique est réalisée pour déterminer 1’état (dimensions, tempé-
rature absolue, déformation plastique équivalente) du cylindre & l'instant du début du vol

libre. Le cylindre en acier, illustré en Figure [L14] est a I'instant de vol libre, d’épaisseur e,
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PLANCHE 1l

Résultats expérimentaux

EVOLUTION TEMPORELLE DU PHENOMENE
o e = S R S e e T

expansion en vol libre du cylindre a partir de t~20us a V~980m/s

(origine des temps: mise de feu)

FIGURE 1.13 — Images réalisées lors de l’expansion par voie détonique du cylindre en acier de
l’expérience d1Olive et all (flﬂfj) et exploitées parm ). L’tmage 2 montre une déformation
homogéne. At = 25 us (image 3), les premicres localisations suivent les génératrices du cylindre. A
t = 34 us(image 4), les strictions sont pleinement développées. Le nombre de strictions par meétre
est évalué entre 125 et 150 par métre parm ). Les premiéres ruptures sont apparentes a
t =52 us (image 6).
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de rayon interne R et de dimension infinie dans la direction z. Aprés une premiére phase de
mise en vitesse par chocs successifs provenant de ’explosif, il est soumis a une vitesse d’ex-
pansion radiale V,. pour ainsi dire constante estimée & 980 m/s. Le cylindre, en déformation
plane dans le plan (r, ©), est suffisamment mince pour négliger les effets de courbure (le
rapport ¢/ R est de 'ordre de 0,04 avant la détonation). Il est assimilé & son plan tangent.
L’étude se rameéne donc a celle de la déformation plane d'une plaque dans le plan (x4, x3),
présentée sur la Figure [LT4l La direction orthoradiale © devient la direction de traction x;
tandis que la direction radiale r devient la direction x3. La plaque, de longueur 21, = 27 R,
d’épaisseur 2L3 = e et de longueur infinie dans la direction x5 est soumise a une vitesse

de traction Vj; sur les faces latérales calculée a partir de la vitesse d’expansion radiale :

Vor/Low = V;/R.

coupe de la partie centrale du cylindre

FiGURrE 1.14 - Configuration géométrique d’un cylindre en expansion radiale & une vitesse V,
représentatif de l'expérience d[Olive et all (1979). Du fait du faible rapport e/R, ’expérience
est analysée en considérant une plaque en déformation plane dans le plan (x1,x3), assimilant le
cylindre a son plan tangent, |Jouvd (2010). Les relations géométriques sont : 2L; = 2R, 2L3 = e.
La vitesse de traction de la plaque est telle que Vo1 /Lo1 = V,./R.

Jouve (2010) réalise ensuite une ALS sur une configuration de plaque en traction plane
et calcule a différents instants et pour toute longueur d’onde le taux de croissance de la

perturbation 7. La Figure [[.I5] présente le taux de croissance normalisé 7/ Dﬁ) (t), avec
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Dﬁ) (t) le taux de déformation longitudinal de I’écoulement de base, en fonction du nombre

de strictions par métre (i.e. la longueur d’onde).

(b)

n/D;,
20 [T TTT T'TTT TTTT TTTT TTTTI TTTTI T T1TT1]
C ] — t=23pus
17.5 - = I [ ayss
- . t=25ps (=t,)
15 - H | —  t=26ps
C ] t=27Us
125 - ] t=28|JS
- E =29us
10 — - | — t=30ps
- -] t=31us
7.5 = = | — =32us
C B ] t=33us
5 | — =34ps ey
- 4 | — =35ps
25 - . 1 [ *x mode dominant
0 ’ﬁ\\ml | | | L1l | LAl | L 11 1]

0 50 100 150 200 250 300 350
nombre de strictions par métre

FIGURE 1.15 — Taux de croissance normalisé de la perturbation en fonction du nombre de strictions
par métre (i.e. la longueur d’onde) a différents instants pour un cylindre en acier en erpansion
a une vitesse radiale V, estimée a 980 m/s, |Jouve (2010). Les premiers taux de croissance sont
déterminés a t = 23 us. Le taur de croissance maximum & chaque instant donne une prédiction
de la distance inter-strictions. L’instant t3 (resp. t4) est associé a l'image 3 (resp. image 4) sur

la Figure [1.13

Gréce au suivi de la longueur d’onde la plus instable au cours du temps, [Jouve (2010)
observe :
— un déclenchement des instabilités & un instant proche de celui de force maximum

soit t = 23 s, en accord avec 'observation expérimentale de ¢t = 25 us.

— les strictions sont considérées comme pleinement développées lorsque le rapport
n/ Dﬁ)(t) associé au mode dominant dépasse 10, soit pour ¢ = 31 ps ot 145 strictions

par métre sont relevées, une fois encore en accord avec l'expérience.
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La restitution deJouve (2010) est en accord avec les ordres de grandeur de 'expérience
d'Olive et all (1979). Il convient cependant d’interpréter les résultats avec précaution.
L’expérience d'Olive et al! (1979) est ancienne et peu instrumentée. L’écart de 9 us entre

deux images successives ne permet de restituer avec ’ALS que des ordres de grandeur.

De plus, la modélisation souléve des interrogations. Dans les travaux antérieurs, I’étude
de la croissance de I'instabilité se base sur une théorie des coefficients figés. Implicitement,
cela suppose que 'échelle de temps 1/n de croissance de l'instabilité est trés petite de-
vant 1/ Dﬁ), associée a I’évolution de I’écoulement de base homogene. Cette hypothese de

séparation d’échelles est trés contestable pour des essais fortement dynamiques.

1.4 Conclusion de I’étude bibliographique

L’étude bibliographique a permis de souligner que L’Analyse Linéaire de Stabilité est
une méthode adaptée pour déterminer une longueur d’onde caractéristique de défaut, re-
présentative de la distance moyenne inter-strictions et pouvant généralement étre en accord
avec les observations expérimentales. L’influence des parameétres matériaux et de la vitesse
de chargement sur la distance inter-strictions a été explorée dans les travaux de la litté-
rature. Les études ont été menées sur des géométries variées, parmi lesquelles le cylindre,
objet de notre étude et pour lequel une configuration de plaque en déformation plane
est appropriée (voir Figure [[14]). Plus récemment, 1'étude des longueurs d’onde autour
du mode dominant a permis de restituer la répartition de la distribution de la taille des

fragments autour de la distance inter-strictions dominante, voir [E1 Mai et al) (2014).

L’ALS est un modéle de perturbation linéaire. Lorsque I'instabilité de striction est for-
tement développée, I'amplitude des perturbations est importante et les effets non-linéaires
apparaissent. La phase de fragmentation n’est donc pas accessible par cette approche mais
I’analyse linéaire peut fournir des conditions initiales pour I’étude des phases suivantes du
processus, les strictions pouvant étre interprétées comme des défauts dans une approche

de Mott par exemple, voir Dequiedtl (2015).
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Néanmoins, les études menées dans la littérature sont basées sur une théorie des coeffi-
cients figés dont la validité peut étre remise en question lorsque la vitesse de déformation est
importante. Notre travail de thése consiste a proposer une nouvelle approche permettant

de s’affranchir de cette hypothése.
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Configuration et écoulement homogeéne

2.1 Configuration de I’étude

€3

2L03 © €9 €1

[ ]
2L01 MO(XlaX27X3)

& S
A ?)
~

FIGURE 2.1 — Configuration géométrique dans le plan (x1,x3) de la plaque en déformation plane.
A Uinstant initial, la plaque est de demi-longueur Loi et de demi-épaisseur Lgs. Les faces en
X1 = £Lg1 sont soumises a une vitesse de traction constante Vp.

On considére une plaque placée au centre d’un repére cartésien orthonormé direct R =
(O, €1, ey, €3) (voir Figure2.]). La plaque est de demi-longueur initiale Lgy; selon la direction
x1, de demi-épaisseur initiale Lg3 selon la direction x3, et infinie selon la direction x,. La
plaque est sollicitée en déformation plane selon la direction z, dans le plan (z1,x3) o
un champ de vitesse uniforme et constant +Vorep est imposé sur les surfaces latérales,
orthogonales a la direction de traction (voir Figure2.1]). Les faces orthogonales a la direction

3 sont libres de contraintes.
Soit P, une particule matérielle de la plaque, de position initiale M, de vecteur position
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X = (X1, X5, X3)!. On note M sa position & Pinstant courant ¢ de vecteur position
x = (11,72, x3). En traction plane, 2o = X5. Le déplacement de la particule est w(X,t) =
x(X,t) — X et le champ de vitesse associé est v(X,t) = Ou/0t. Les dépendances en X et
en t seront intentionnellement omises dans la suite. Le tenseur gradient de transformation

F' a l'instant t s’exprime par :

ox
F=— 2.1
0X (2.1)

ou encore, en écrivant ses composantes dans R ? :
Fij = i (2.2)

Le tenseur gradient de vitesse eulérienne L se déduit du tenseur gradient de transfor-
mation F' par :

L=FF! (2.3)

ot (.) désigne la dérivée temporelle du tenseur de deuxiéme ordre (.).

Le matériau étudié est un métal ductile supposé homogéne, et isotrope. Le matériau
est également rigide et viscoplastique. L’élasticité étant négligée, le matériau est supposé

incompressible et indilatable. Il vient alors :

det(F) =1 (2.4)

Le tenseur taux de déformation D, partie symétrique du tenseur gradient de vitesse L

1. Dans la suite, les grandeurs vectorielles ou tensorielles seront notées en gras. Les grandeurs scalaires
ont une typographie classique.
2. Par convention, pour toute grandeur A considérée, on pose :

94

A 0X;
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s’obtient & partir de I'équation (2.3]) :

D- (FF—l + F—TFT) (2.5)

N | —

ot (.)T désigne la transposée de (.) et (.)~7 désigne la transposée de l'inverse de (.).

A partir de D, on définit classiquement la vitesse de déformation plastique équivalente
gp telle que :

D:D (2.6)

avec (:) le produit doublement contracté des tenseurs du second ordre. La déformation

plastique cumulée €, est obtenue par intégration de I'équation (2.6)) :

¢
ep:/ epdT (2.7)
0

On adopte aussi la régle d’écoulement plastique suivante :

3¢
D=-§=\)\S 2.8
20 (28)
ol A est le multiplicateur plastique, S désigne la partie déviatorique du tenseur des

contraintes de Cauchy X et & la contrainte équivalente au sens de Von Mises :

S:S (2.9)

o=

3
2

En phase de chargement plastique, la contrainte équivalente & est égale a la contrainte
d’écoulement du matériau Y que ’on écrit, pour la plupart des matériaux métalliques, sous

la forme d’une somme de deux termes :

Y =Y,(ep,0) + Yo(ep, €p, 0) (2.10)
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ou Y, est une contribution indépendante de la vitesse de déformation (la limite élastique

du matériau) tandis que Y, correspond a la contribution visqueuse (ou overstress).

On rappelle aussi que T, tenseur des contraintes nominales, est lié a 3 par la relation :

T=det(F)F 'S =F'% (2.11)

Dans cette relation, la condition d’incompressiblité (2.4]) a été utilisée.

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit en variables lagrangiennes :

pL = div(T) (2.12)

ou I' désigne le vecteur accélération en variables lagrangiennes et p la masse volumique.

Du fait de 'incompressibilité et de 'homogénéité, p = py est constant.

L’équation ([212), projetée selon l'axe €;, s’écrit, en variables lagrangiennes, sous forme

indicielle dans un repére cartésien, a instant courant :3

pl; = T; (2.13)

i7j

Les chargements considérés dans cette étude sont dynamiques (£, compris entre 10? et
10° s71) . Nous supposons donc le processus de déformation adiabatique ; nous négligeons
les échanges thermiques avec le milieu extérieur ainsi que la conduction thermique au
sein du matériau. L’équation régissant I’évolution de la température absolue 6 au sein du

matériau s’écrit alors :
Ye,

6= pre

(2.14)

ot C est la capacité thermique & volume constant, supposée constante. Le coefficient 579
est le coefficient de [Taylor et Quinney (1934) et représente la fraction de travail plastique

converti en chaleur. On trouve dans la littérature des travaux a la fois théoriques (citons

3. Nous adoptons, sauf mention contraire, la convention d’écriture d’Einstein sur les indices répétés.
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Longeére et Dragon, 2008a,b ou Stainier et Ortiz. 2010) et expérimentaux (citons Mason
et al., 1994, Rittel, 1999, Hodowany et all, 2000) traitant de la valeur du coefficient 37%
et de son évolution au cours du chargement. Dans la suite, nous supposons que le travail
de la déformation plastique est totalement converti en chaleur, c’est a dire 579 =1 (9 =

Yeé,/pC).

Concernant les conditions aux limites, les surfaces supérieure et inférieure (X3 = 4 Lo3)
sont libres de contrainte. Les surfaces latérales (X; = £Lg;) sont soumises & une vitesse

constante £Vj :

U1<ZEL017X3,t) = :l:%l T13<:|:L01, Xg,t) = O (215)

T33<X17 :l:Log,t) - O T31<X1, :|:L037t) = O . (216)

2.2 Ecoulement de base de la plaque parfaite

Nous étudions dans cette section la plaque « idéale », dénuée de défauts géométriques
ou structuraux (matériau parfaitement homogeéne isotrope). Une approche lagrangienne est
adoptée. Cette plaque est infiniment ductile ; son épaisseur tend uniformément et asympto-
tiquement vers zéro au cours du temps et sans rupture. Cet écoulement, que nous désignons
par écoulement de base, a déja été étudié dans la littérature (e.g. Fressengeas et Moli-
nari, 1994). Dans la suite, un exposant (b) désigne les quantités associées a ’écoulement

de base.

L’incompressibilité du matériau permet d’écrire :

T1X2X3 = X1X2X3 (217)
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Les coordonnées x; a I'instant ¢ du point matériel M s’écrivent en traction plane :

1
= X,(1+ =X =X 2.18
Ty 1 €11) L2 2 3 31+€11 ( )
avec :
v
en(t) = et = L—Ol (2.19)
01

On en déduit le gradient de la transformation F(®) :

I+en O 0
F® — 0o 1 0 (2.20)

1

0 0

14+en

Les composantes v;, a 'instant ¢, de la vitesse de M s’obtiennent a partir de I’équation

RI3) :

. €11
=X =0 =—X3——m—— 2.21
U1 1€11 U2 U3 3<1 Fen)? ( )

et les composantes I';, a 'instant ¢, de ’accélération de M sont alors :

-2
2e11

F1:O FQZO F3:X3m
11

(2.22)

Le tenseur taux de déformation D® est donné par la relation (Z35)) et par Iexpression

([220) du tenseur gradient de transformation F® :

€11 0 0
I+en
D® — 0 0 0 (2.23)
0 0 — €11
1 + €11

Le tenseur D® est donc diagonal, et en vertu de la relation (28), il en résulte que S®

et £ sont diagonaux.
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D’aprés [Fressengeas et Molinari (1994) ou lJouve (2010), expression du tenseur des

contraintes de Cauchy 3®) est :

Ul(t) - PI(Xg,t) 0 0
x® — 0 oo (t) — PL(X3, 1) 0 (2.24)
0 0 —P!(X;,1)

avec la pression inertielle P :

_ eh(Ls — X3)

Pl(X;,t) = L (2.25)

La partie déviatorique de (™ notée S(®), ne dépend que du temps :
gb) _ = 0 205(t) — o1 (¢) 0 (2.26)

tandis que la pression P s’écrit :
1 (b) I 1
P = —gTr(E )= P (Xs,t) — 5(01(?5) + 09(t)) (2.27)
ou Tr(.) désigne la trace du tenseur de second ordre (.).

La pression apparait comme la somme de deux termes :

— la pression inertielle P! donnée par 1’équation (Z.25));

— une composante statique, P°, qui ne dépend que du temps :

PS = —%(al(t) + 03(1)) (2.28)

Rappelons que le probléme est étudié en déformation plane dans le plan (x,z3) de
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sorte que :

DY =0 (2.29)

En vertu de la régle de normalité donnée par la relation (2.8]), on a donc :

S — (2.30)

Ainsi, d’apreés les relations (2.9) et (2.26), on obtient :

2V Y
o1 =20y="~  P¥=—-"2 (2.31)

V3 V3

La partie déviatorique S® du tenseur des contraintes de Cauchy »®) gécrit done :

10 0
Y
S(b):% 00 0 (2.32)
00 —1

Dans le cadre de I'expansion dynamique, on a, via les relations ([2.6]) et (223 :

2 2 ey

(b)) — __° - =
e = ——D3) =
b \/g 33 \/314‘811

(2.33)

Il est observé dans les expériences que des perturbations apparaissent pour les maté-
riaux ductiles soumis a des sollicitations dynamiques et sont & 'origine du développement
de strictions multiples conduisant & la fragmentation. L’objectif de notre travail est d’es-
timer I’évolution temporelle d'une imperfection a travers une extension des méthodes de

perturbations linéaires. Cette nouvelle approche est décrite dans le chapitre suivant.
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Extension de 'approche classique

d’Analyse Linéaire de Stabilité

Dans ce chapitre, nous étudions la stabilité de 1’écoulement de base décrit dans la
section (2.2)) du chapitre Pl 11 s’agit d’étudier le développement de perturbations de faible
amplitude. L’approche utilisée suit le formalisme développé par [Fressengeas et Molinari
(1994) et repris par [Shenoy et Freund (1999), Mercier et Molinari (2004), Mercier et al.
(2010) ou LJouvd (2010). A un instant donné ¢y, une perturbation dépendante du temps et
de l'espace est superposée a 1’écoulement de base de telle maniére que toute variable G
(scalaire, vectorielle ou tensorielle) de 1’écoulement, solution du probléme perturbé est la

somme de deux termes :

G=aGY 446G (3.1)

avec G® | le champ de G relié a l'écoulement de base et §G le champ de perturbation

associé.

Le systeme d’équations régissant 1’évolution des champs de ’écoulement perturbé est
obtenu par la linéarisation des équations de champs décrites dans la section 2.Ildu chapitre

. a partir de I’équation de conservation du volume linéarisée, nous définissons la fonction

47



Chapitre 3. Extension de ’approche classique d’Analyse Linéaire de Stabilité

de courant d¢ dont dérive la perturbation dx des positions matérielles. Nous montrons
alors que, quelle que soit la grandeur G considérée, la perturbation dG associée peut s’écrire
uniquement en fonction de d¢ et de la perturbation 06 de la température absolue 6. Les
deux fonctions 66 et d1) sont solutions d’un systéme linéaire de deux équations différentielles
couplées, valables en tout point de la plaque. Le systéme est d’ordre 2 en temps sur d et
d’ordre 1 en temps sur 66. Pour étre résolu, ce systéme doit étre complété par les conditions
aux limites de bords libres en X3 = 4 L3 linéarisées et par des conditions initiales, données

par 'amplitude initiale des perturbations.

3.1 Systéme d’équations régissant 1’écoulement per-

turbé

3.1.1 Cinématique
En déformation plane, la perturbation en position dans le repére orthonormal R s’écrit :

5$1(X1’ X37 t)
ox=14 0 (3.2)

5373()(1, X3, t)

La perturbation 6F du gradient de transformation F' donné par la définition (2.1))

s’écrit alors a partir de I'équation (3.2) :

51’1,1 0 (51‘173

SF=| 0 0 0 (3.3)

51‘371 0 51‘373

Le matériau est supposé incompressible (det(F® + §F) = 1). D’aprés les équations
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Z4), 20) et I'écriture de §F ([B3)), on obtient 'équation de conservation du volume

linéarisée & 'instant ¢ :

5l‘171 + 51‘373(1 + 611) =0 (34)

1+811

v
On rappelle que €14 (t) = et = L—Olt (voir I’équation 2.19).
01

De I'équation (3.4]), on déduit :

5371
ox3(1 = 3.5
(1+en),1+( Folle))s =0 &

Comme dans Mercier et Molinari (2003) ou Mercier et all (2010), une fonction de

courant 0v est définie comme suit :

(
51‘1
-0 3 = 3.6a
V3 T e (3.6a)
L 5’9[)71 = 51‘3(1 -+ 511) (36b)
Remarque : la définition (B.6]) pour la fonction de courant différe de celle adoptée

par |Shenoy et Freund (1999) ou lJouve (2010) pour qui le terme £1; n’est pas présent.
En effet, dans leur formalisme, l'objectif est d’étudier la stabilité de 1’écoulement & un
instant ¢ donné; la perturbation est superposée a la solution fondamentale a cet instant,
pris pour origine des temps. Le tenseur gradient de transformation dans I’écoulement de
base est alors égal a I'identité. Le développement des calculs est identique mais le systéme
d’équations obtenu par le formalisme Full-Lagrangian (voir Mercier et Molinari, 2003,
Mercier et all,2010), adopté ici, comporte un terme d’inertie supplémentaire. La longueur
d’onde dominante n’est pas modifiée mais les taux de croissance obtenus sont plus faibles.

Cette définition de la fonction de courant est la plus adaptée au suivi temporel d'une
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perturbation.

D’aprés 'équation (2.3), la perturbation JL du tenseur gradient de vitesse eulérienne
L s’écrit :

5L = (5F . L<b>5F) Ft0 (3.7)

La perturbation 6 D du tenseur taux de déformation est quant a elle la partie symétrique

de la perturbation 0L du tenseur gradient de vitesses :

6D = %(5L + L") (3.8)

Le matériau est supposé incompressible (et indilatable) : Tr(D) = 0. Il en est donc
de méme pour dD et Tr(dD) = 0. Par ailleurs, puisqu’aucune grandeur ne dépend de la

coordonnée X5 et dxy =0, on a :

5D12 = 5D22 = 5D21 = 5D23 = 5D32 =0 (39)
On obtient donc :
0Dy 0 6D;3
0D = 0O 0 0 (3.10)
5D13 0 5D33

avec : 0D = —0Ds3.

A partir des équations (3.7) (en notant que LY = D® dont expression est donnée par

I'équation 2.23)) et (B.8)), de I'écriture du gradient de transformation au sein de ’écoulement
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de base (Z20) et au sein de I’écoulement perturbé (B.3]), nous déduisons :

(

1 1
0D13 = = |02 3(1 +¢e11) + 0 —én (dxy1 3 — ——d0x 3.11a
13 9 1,3( 11) 3,1 1+ ey 11 < 1,3 (1 T 811)2 3,1):| ( )
5Dy, = di ! u__; (3.11b)
= 00X — e .
11 1,1 1+ ey (1 n 811)2 1,1
\5D33 = 5.1’3,3(1 + 811) + é11(5I373 (3110)

Notons qu’en dérivant la relation de conservation du volume linéarisée (3.4)) par rapport

au temps, on vérifie bien ’égalité d Dy, + 0 D33 = 0.

Les expressions (B.1Tal)-(B3.I1d) font intervenir des dérivées temporelles de la perturba-
tion 0. A partir des équations (B.6)), on donne les relations entre les dérivées temporelles

de dx; et dx3 et la fonction de courant dv) :

(041 = —£1100 3 — 5@/},3(1 +e11) (3.12a)
. éll H 1

03 = ————0 0 3.12b

" (14en)? Yt o I+en ( )

0#1 = =216 3 — (1 +211) 13 (3.12¢)

262 2 . 1 .
Oy = ——1L St L S ) 3.12d
\ s (14+e11)3 v (14 e11)? vt 1463 Y ( )

Il vient alors, a partir de la définition de la fonction de courant ([B3.6), 'expression du
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tenseur 6D en fonction de 0% :

(5D11 = —(51/‘},31 (313&)
0Ds3 = 00,13 (3.13b)
5Dy — 5 ¥—5¢ (14 e11)? (3.13¢c)

\ 13= 5 11 (1 +en)? 33 11 .

Ici également, on retrouve bien d D17 + d D33 = 0.

3.1.2 Contraintes

La linéarisation de I’équation (2.I1]) permet d’établir une relation, pour un matériau
incompressible, entre la perturbation 07" du tenseur des contraintes nominales et la per-

turbation §¥ du tenseur des contraintes de Cauchy :

oT = F—1Y (—5FF—1(”’2<”> n 52) (3.14)

L’expression de F®) est donnée par la relation (Z20), celle de §F par la relation (B.3)
et celle de X® par les relations (2.24)), (2.25)) et (Z31). Les composantes de 6T sont donc :

1 2y ®)
(5T13 = PI(S.I‘Lg -+ 5513r€11 (5T31 = — < \/g — Pl) 55[]3,1 —+ (5531 (1 + 811) (315)

2y (®) 1 1
0T = — — Pl + 5S1; — 6P
H < V3 ) x1’1(1+€11)2 1+€11( ! )

5T33 = PI(l + 811)251’3,3 + ((5533 — 5P)(1 + 811)

avec 0P = —%Tr(éE) et P! la pression inertielle au sein de 'écoulement de base.
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La contrainte d’écoulement Y ® au sein de I’écoulement de base dépend uniquement du
temps. L’expression de la pression inertielle P! au sein de ’écoulement de base est donnée
par la relation (2.25]). Elle dépend du temps mais aussi de la coordonnée de 'épaisseur Xs.
Par conséquent, la linéarisation de la relation fondamentale de la dynamique (Z.I3]) donne,
aprés projection selon les directions € et €3, en vertu de la relation de conservation du
volume linéarisée (3.0) :

( 1 1

iy = PV6xs, + 69 +0S153(1 4 ¢€11) — 6P
POT 3 3,1 11,1 1+ e 13,3( 11) 1 1+en

(3.16a)

,05!103 = Rgb)5$373(1 -+ 511)2 + 553171 + 553373(1 + 511) — 5R3(1 + 511) (316b)

1+en

\

Ces deux relations font intervenir la perturbation d P de la pression. Dérivons par rap-
port a X3 I'équation (B.I6al) multipliée par (1 + 171). Dérivons ensuite par rapport a X;
I'équation (B.I6D) multipliée par 7

€11

membre & membre permettent d’éliminer § P. Il vient :

. Les deux équations ainsi obtenues sommeées

. 1
p|(1+ 611)5$1,3 7 e 0isq| = (1+ 511)3%5‘%371 — 683313 + 051113
11
1
B m5513,11 + (1 +€11)*0513.33 (3.17)
11
avec, d’apres les égalités (2.25)) et ([2.27) :
-2 *2
= —1 (3.18)

33 (1+epq)?

L’égalite (B17) doit étre exprimée en fonction de la fonction de courant d¢. Les expres-
sions des dérivées temporelles 071 et 023 ont déja été données (voir B.I2d et B.12d). 11 faut
désormais donner une expression du tenseur S en fonction de 9. Pour cela, il convient

de linéariser la régle de normalité (2.8). 0D est exprimé en fonction de la perturbation
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O0A du multiplicateur plastique A et de la perturbation 6.8 du déviateur S du tenseur des

contraintes de Cauchy X :

6D = A58 + S5\ (3.19)

Premiérement, examinons la forme de 6S. En vertu des relations (B.10), (3.19) et de

I'expression ([2.26) du tenseur S® on a :

5D12 = 5D22 = 5D23 =0= (5512 = 5522 = (5523 =0 (320)

En conclusion, voici la forme matricielle du tenseur S :

—0533 0 0513
oS = 0 0 0 (3.21)
5513 0 5533

Une expression de 0\ est nécessaire pour déterminer les composantes non nulles de 4.S.

La linéarisation de 'expression du multiplicateur plastique A donnée par l'expression (2.8])

-(b)
3 . Ep oY

donne :

Les composantes du tenseur S sont donc exprimées en fonction de celles de 6D, en
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utilisant I'expression du tenseur S§® donnée par I'équation (232 :

( 32
5D13 = WCSSKJ, (323&)
-(b) (b) :
3 Y dg, OY
0 D11 0] 0511 + —\/g (@ — —Y(b)> (3.23Db)
-(b) (b) :
3 Y 0, O0Y
5D33 m 5533 - % (@ - W) (3230)
\

Une expression de la perturbation oY de la contrainte d’écoulement est nécessaire.

D’apres I'égalité (2.10), on écrit® :
. b b
Y = 65,Y P + 62,y + 50V (3.24)

avec d¢, la perturbation de la déformation plastique, d¢, la perturbation de la vitesse de

déformation plastique et 06 la perturbation de la température.

De méme, il faut établir une expression pour 0¢, et de,. Linéarisons I'équation (2.6)). 11

vient, en 'absence d’élasticité :

2
else, = §D(b> 0D (3.25)

A partir de I'équation ([3.25), de la forme matricielle de 6D donnée par I'expression

et des relations et , 1l vient en vertu de I’égalité :
g

0é) = ——=0D33 = ——=01 13 (3.26)

1. Nous adoptons I'écriture : Y, = avec (o = gp, £, ou 0)

da
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Par intégration de I'équation (B.26]), on voit que :

2
dep — 582 = —ﬁ (51@13 — 51/1?13) (3.27)

ou 552 et &p?w sont les valeurs a l'instant initial ¢, des champs de perturbation de, et 01 13.
Dans la suite, le cas 552 =-2/ \/géw?lg sera étudié. Le modele aurait pu étre développé sans
cette hypothése. Aucune relation n’est nécessaire pour ces quantités mais puisqu’ils sont
représentatifs des perturbations initiales en déformation, ce choix semble le plus naturel.

On obtient alors :
2

V3

551,, 5’9[)713 (328)

Notons que la perturbation de la déformation plastique a I'instant initial est par consé-

quent conditionnée par le champ de perturbation des positions matérielles.

D’apres les égalités ([3.20) et (3.28)), I'expression de §Y donnée par 1'équation (3.24))
s’écrit désormais :
2

§Y =
V3

2 .
1Y) — %w,lgxgj + 60y (3.29)

En combinant les équations (B.13), (3:20), B3.23), (B:20)) et ([3.29), les composantes de

08 sont alors exprimées en fonction de d1 :

y (®) 1 . o
0513 = 20 [0+ 611)251/1,11 — (1 +¢e11)70% 33 (3.30a)
(0)
205 L 2 Yy
= 200 YY — Zoy YY) 4 a0 30b
051 35@/{13 s 35¢,13 e +0 7 (3.30b)
(0)
2 . 2 Yy
= 0015V 4 26015V D) — 59— .
0533 35¢,13 & T 35@/{13 e, =0 /3 (3.30¢)
0512 = 0529 = 0523 = 0 (3.30d)

En introduisant dans 1'équation ([B.I7)), les relations ([B.6D), (3.12d) et (B.12d) entre les
dérivées temporelles de dx et 61 et la relation ([B.I8) et les expressions (B.30al)-(3.30d) des

o6



Chapitre 3. Extension de ’approche classique d’Analyse Linéaire de Stabilité

composantes de 0.5, on obtient une équation différentielle du quatriéme ordre en espace

sur la fonction de courant § :

p [—(1 +e11)%0) g3 — m ?/J 1+ 2(1 + e 51/1 1 —2(1+ 511)5115@@733]
Yy (®) ' 5 oo
= — 351()) {(1 + 611) 51/1 3333 T m(w,ml] -3 2Y,(€';)7 (b) 50113
4Y§ ) y®
=0t 1313 + \/’% (3.31)

Notons que le champ de perturbation 66 de la température intervient dans cette équa-
tion : un couplage thermo-mécanique existe. Une seconde équation est donc nécessaire
pour compléter le systéme. Le bilan thermique donné par la relation (2.14) est linéarisé
en supposant C' constant. On rappelle que dans le cadre de ce travail, on suppose que le
coefficient de Taylor-Quinney est pris égal a 1, i.e. 579 = 1. On déduit, d’aprés I'égalité
B24) :

pCo0 = 0 (32,0 + 02,y + 60V () + Y5, (3.32)

Cette relation peut étre réécrite en introduisant la fonction de courant d1 grace aux

relations (3.26]) et (3.28) :

2
p059——75@/} 1YWl — 7 YOO L YO gy g5+ 50Vl (3.33)

Le systéme formé des 2 équations ([B.31)) et ([B.33]) valables en tout point de la plaque
permet d’étudier I’évolution des champs de perturbations. Il est du quatriéme ordre en
espace. Il doit donc étre complété par les conditions aux limites définies par les équations

[2I5). Celles-ci, exprimées en termes de perturbations, s’écrivent :

5’01 (:l:L()l, Xg, t) =0 5T13<:|:L01, Xg, t) =0 (334)

5T33<X1, :|:L03, t) == O 5T31 <X17 :|:L03, t) == O . (335)
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Les deux équations (B3.35]) permettent de donner 4 conditions aux limites pour les fonc-
tions de courant 01 et 66, nécessaires pour compléter le systéme. Les équations (B3.34)

seront utilisées ultérieurement.

Condition de contrainte tangentielle nulle en X35 = 4+ 13

Dans un premier temps, la condition aux limites de cisaillement nul s’écrit :

5T31 =0 en X3 = :|:L03 (336)

soit, d’aprés l'expression de 6T donnée par les relations (315 :

2y (®)
— ( \/g — Pl) 51’3,1 + 5531 (1 + 811) =0 en X3 = :l:L03 (337)

La pression inertielle, donnée par la relation (220, est nulle en X3 = 4 Los. Il vient,

d’apres les relations (3.6D) et (3.30al) :

au 1 6 yer_1. o 1 354/ 0 X3 =4+Los (3.38
- + —1+e = en = .
V3 1+en Y 3e® [1+en Yr = (14 e11)"0055 3 03 (3.38)

Condition de contrainte normale nulle en X35 = +1;

La condition de contrainte normale nulle en X35 = L3 s’écrit :

5T33 =0 c1n X3 = :i:Log (339)

soit, d’aprés l'expression de §T" donnée par les relations ([B.15]) et du fait que la pression

inertielle, donnée par la relation (2.25]), est nulle en X3 = 4 Lg; :

(5533 — (SP =0 en X3 = :|:L03 (340)
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Cette relation fait intervenir la perturbation d P de la pression qui n’apparait pas dans

le systéme d’équations. Elle est valable quel que soit X; (—Lg; < X; < Lg1). On a donc :

553371 - 5R1 =0 €1l X3 = ﬂ:Log (341)

Injectons I'équation (B3.41]) dans le principe fondamental de la dynamique linéarisé et

projeté selon la direction é; (égalité (B.16al)). Il vient, en vertu de I’équation (3.21]) :

1

5y = PY6xs, — 268
POT 3 3,1 33’11+€11

+ 551373(1 -+ 511) c1n Xg = ﬂ:Log (342)

En X3 = +Lg3, d’aprés les relations (2.29) et (2.27), qui donnent la dépendance de la

pression P®) vis-a-vis de la coordonnée X5, on a :

Pgb) . 2PL03’5%1

3 = 437(1 Fen) en X3 = L3 (3.43)

On injecte cette expression dans I'équation ([B.42). En vertu de I'expression des com-

posantes de dx et de ses dérivées temporelles (relations ([B.6) et (B.12)) et de celles de §S

(relations (B.30)), il vient :

. o y ®) 1 , 3 4YS;> :
4 —51/1,3(1 + 511) - 281151/1,3} I@ [r&l&/{lw - (1 + 511) 51/1,333 - m&/{lw
4y T 2y
P + -
3(1+en) I ’1\/3(1+€11)
2/)L03é%1
— =4 en Xs ==+L 3.44
(1 +€11>5 ,l/},ll 3 03 ( )

Le systéme dynamique formé par les équations ([B.31)) et (3.33) est complété par les
conditions aux limites (3.38) et ([344) en X3 = +Lg3. Il permet de faire un suivi temporel
des grandeurs perturbées. Il est d’ordre 2 en temps pour 97 et d’ordre 1 en temps pour

060. Pour le résoudre, nous devons imposer des conditions initiales : un champ initial de
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perturbations des positions et des vitesses et un champ initial de perturbation de la tempé-
rature. Dans la réalité, ces perturbations peuvent provenir du processus de mise en forme

(rugosité) et des hétérogénéités au sein du matériau. Les données initiales nécessaires sont

520, Jv° = 6z et §0°. La relation (B.6h) évaluée & t = 0 donne :

oYY = baf (3.45)

De méme, en dérivant la relation (8.6D) en ¢ =0, il vient :

o0 = 0§ + &6 (3.46)

Le systéme développé jusqu’ici est relativement complexe. Il fait intervenir des dérivées
croisées des coordonnées longitudinale X et transverse X3 ainsi que des dérivées tem-
porelles. Par ailleurs, les coefficients du systéme dépendent de 1’écoulement de base. Ils
évoluent donc avec le temps. La résolution du systéme est donc, en I'état, difficile. Dans la

section suivante, une méthode de décomposition de la perturbation est discutée.

3.2 Décomposition modale de la perturbation

Dans la littérature (citons [Fressengeas et Molinari, 1994 ou [Mercier et Molinari, 2003),

la perturbation de la fonction de courant est cherchée sous la forme :

5 = sin(y, X1)9h(Xs, t) (3.47)
avec le nombre d’onde 7, défini par :

Y1 =2p7/2Loy = pr/Ley pEN (3.48)
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L’entier p détermine le nombre initial de strictions le long de la direction longitudinale

induites par la perturbation.

La définition (3.47)) de la dépendance selon la direction longitudinale X; de 1) permet
de vérifier les deux conditions aux limites (B34]). Ainsi, la planéité des faces latérales,

soumises a la vitesse de traction V{, est assurée.

Pour satisfaire les équations ([B.31]) et (B.33) en tout point de la plaque, compte tenu
de Pexpression ([3.47)) de 01, on écrit nécessairement la perturbation §6 de la température
sous la forme :

60 = cos(711.X1)0(X3, 1) (3.49)

Dans ce travail, seules les perturbations liées au développement de la striction sont
étudiées. Aussi, la géométrie de la plaque reste symétrique par rapport au plan médian
X3 = 0 durant le processus de déformation. Les symétries dans la plaque sont illustrées sur
la figure [3.1] pour le cas p = 2. Pour ce cas, on voit que dx; doit étre une fonction impaire

de X; et dz3 une fonction paire de X;. Par conséquent, pour le mode 71, cela conduit & :

5l‘1 = Sin(’)/le)i‘l(Xg, t) 5l‘3 = COS(’}/le)Zi‘g(Xg,t) (350)

Z3 (resp. Z1) est une fonction impaire (resp. paire) de la coordonnée de ’épaisseur
X3. Le formalisme développé dans la suite reste néanmoins valable pour une perturbation

quelconque de 1’épaisseur.

Remarque : Dans ce travail, nous étudions une perturbation monomodale. Néan-
moins, dans le cadre de ’expansion d’un anneau, par exemple, la perturbation initiale est
aléatoire. Dans ce cas, on décompose la perturbation dG en une somme de perturbations

monomodales, avec une période 2L; :

0G = 0G, = cos(y1,X1 + ¢)Gp(X3,t) (3.51)
p=0

p=0
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+ L3

FIGURE 3.1 — Représentation schématique de la plaque & Uinstant t pour une perturbation de
mode longitudinal p = 2. La perturbation des positions dx et ses composantes dxi et dxs sont
représentées en différents points de la plaque. Le point de référence est le point M (X1, X3). M’
(resp. M") est le symétrique de M par rapport a l'aze x3 (resp. x1). M est le symétrique de M
par rapport & lorigine O.

Cette décomposition est retrouvée dans la littérature (voir [E1 Mai, 2014) pour 'étude
de I'expansion d’anneaux métalliques assimilés a un barreau en traction. En pratique, la
série de Fourier est tronquée a 'ordre N, N étant choisi suffisamment grand pour assurer
une bonne approximation de dG. La variable ¢, est une constante propre a chaque mode
longitudinal et représente le déphasage de la perturbation selon la direction x;. Pour étu-
dier une perturbation dans I’écoulement, on s’intéresse donc séparément aux perturbations

monomodales de sa décomposition. Il n’y pas de couplage entre modes.

Dans la suite, on exprime le systéme d’équations régissant 1’évolution d’une perturbation
dx, monomodale de nombre d’onde 7. Nous réécrivons le systéme des équations (3.31)) et

[B33) avec cette fois pour inconnues (X3, t) et 0(Xs,t) définies par les équations (347)

et (B.49).
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L’équation (B.31]) s’écrit désormais aprés simplification par sin(y;X7) :

. 2 . 2.
0 7 0 Y1€11
—p(1+en)*Pss + Pmiﬁ - 2/)(1 Ji 511)37/1 2p(1 + e11)ent a3
v . yo gt 92 y®]
=— ——(1+e)"Pa333 — L 20 oy W _ 33
3l 3¢ (14 en)? 3 gl

w® 2y
3 ?/}33 \/57193

De méme, ’équation (B.33) s’écrit, aprés simplification par cos(y;X7) :

A 2

_ (b) -(b) (b))

pCh = ——=7 YDl 5 — Y e +Y® w +Y e
\/§ rr \/§

Posons les fonctions du temps suivantes :

h

al(t) = _p(l + 511)2 a2(t) - p(1+€11)2
y (6) . D2
as(t) = ® )(1 + 611)4 as(t) = —2p(1 + e11)énn — =i} 2Y(§)
3&p 3 o
2. (b) 4 (b)
Tifn Y T 4Ye,
as(t) = —2 ac(t) = —
t 2Yéb> - Y’( )séb)
a7()—\/§% 1()——2 oC
_ b) o M .
ba(t) = 228 [YOD 4+ v 0] balt) = = eV

(3.52)

(3.53)

y ()

&y

(3.54)

Le systéme formé par les équations ([3.52) et (3.53) peut s’écrire de maniére plus com-

pacte en utilisant les coefficients (8.54]) (on notera indifféremment, pour des raisons de

clarté, a; et b; au lieu de a;(t) et b;(t)) :

a1 33 + a2 + asi 3333 + as 33 + azh + ag 33 + a7l 3 =0

é + blé + bg’lj{g + bg’([)g, = 0

(3.55a)

(3.55b)
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Ce systéme doit étre complété par la réécriture des conditions limites (3.38) et (3.44).

En combinant I’équation (3.38) de contrainte tangentielle nulle en X3 = +Lg3 & lex-

pression de 0v (relation (3.47)), on obtient, aprés simplification par sin(vy; X) :

oy () 7% . Y® ,y% R 3
B Tre 5 T vt Aten)dm) =0 en X5 =+l (3.56)

De méme, on combine I'expression de d¢ (relation (B.47)) et celle de §6 (relation (3.49))
avec I’équation ([3.44]) de contrainte normale nulle en X3 = +Lg3. Il vient, aprés simplifi-

cation par sin(y;X7) :

'; X y ®) Voo 5
—p [a(1+2n) + 2uths) = = —(1+e
LR 1) 13 320 { 1+€11@/},3 ( 11)°Y 333
ay® e
+ Cp 2 + Ep 2
3(1 +€11)’Ylw,3 3(1 +€11)’Ylw,3
2Y§b) A 2pL03é11
- —_ en X3 ==L
\/§(1+€11)’V1 <1+511)5 1w ’ o
(3.57)
Posons les fonctions du temps suivantes :
"7% V3 (b) 71
c(t) = ————— co(t) = 2V 3ep ————
1) (1+en)t 2(1) P (l+en)t
ny(t) = —p(1+e1) na(t) = Lo (1 +en)? (3.58)
v (®) 2 e ) R .
n3(t) = —2pen + " b>(1+€n)% —smegn ) = —soEom
2pL03€2, o 2Y(b)
ns(t) = ¢ 2ty nalt) = aat—y

avec ( = —len Xg = Loget ( =1en X3 = —Los

Avec ces notations, 'équation de contrainte tangentielle nulle a la surface libre (B3.56])
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s’écrit alors :

thas + 1) — neah =0 en X3 = +Lg3 (3.59)

L’équation de contrainte normale nulle & la surface libre (3.57) s’écrit quant a elle :

77,11273 + n21ﬂ7333 + 77,3121,3 + n41/3,3 + n51ﬂ -+ nﬁé =0 en X3 = =+Lgs (360)

Le systéme dynamique formé par les équations ([3.55al) et ([B.55D]) est complété par les
conditions aux limites (8.59) et (B.60). Il permet d’étudier 1’évolution temporelle dans la
direction transversale d’une perturbation monomodale de nombre d’onde ; (son évolution
selon la coordonnée longitudinale X; est connue). Ce nouveau systéme est plus simple que
celui obtenu dans la section 3.1l mais demeure compliqué a résoudre. Il reste a coefficients
non constants, les coefficients dépendant de I’écoulement de base et du mode longitudinal

considéré.

A ce stade, les fonctions ?/A}(Xg, t) et é(Xg, t) n’ont pas d’expression mathématique spé-
cifique. Une intégration numérique est nécessaire pour résoudre ce systeme. Néanmoins, a
partir de ce systéme, il est possible de retrouver les résultats des approches classiques. Dans
I’Annexe [Al nous montrons qu’en utilisant une théorie des coefficients figés, les résultats
de Mercier et al. (2010) sont retrouvés. Dans la section B3] nous discutons les limites des

approches actuelles qui motivent I’extension proposée.
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3.3 Modéle étendu d’Analyse Linéaire de Stabilité

(XLSA)

Dans I’Analyse Linéaire de Stabilité classique (appelée CLSA dans la suite), la pertur-

bation dans ’épaisseur G du champ G est recherchée sous la forme? :

G = exp(nt)G(X;) (3.61)

L’étude d’une perturbation par I'analyse des taux de croissance exponentielle suppose
implicitement que le temps caractéristique 7, = 1/n d’évolution de la perturbation est
bien plus faible que le temps caractéristique 7, = 1/¢1; d’évolution de ’écoulement de
base. En effet, pour tout champ G de I’écoulement, on a (voir aussi lJouve (2014) pour la

démonstration) :

G* = GY (GY +20G) = §(G?) = 2GYsG (3.62)

D’aprés équation (61, on a aussi 6G = ndG. On doit donc avoir simultanément :

DG? . .
) ( Dci ) = 20GGY 4 26GGY) (3.63)
et
5( B ) = 16(G?) (3.64)

Pour que les deux équations (3.63) et (8.64) soient compatibles, on doit supposer :

En particulier pour le champ G = e°», il vient n/¢, > 1. Cette hypothése de séparation

2. L’étude de l'instabilité est basée sur la recherche de taux de croissance & partie réelle positive. Dans
la plupart des cas, il est observé que les solutions les plus instables sont les solutions réelles positives.
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des échelles de temps conduit & supposer figés les coefficients du systéme des équations

(B.55a) et (3.55D).

Dans certains cas que nous considérerons au chapitre 4], I’hypothése de séparation des
échelles est valide, voir figure 4.2h) page BIl En revanche, pour des fortes vitesses de dé-
formation, voir figure [£.2b), page [B1] ou encore pour les premiers instants de I’expérience
d'Olive et all (1979) sur la figure [LT5] page B6, 1’échelle de temps d’évolution de I’écoule-
ment de base est de l'ordre de celle issue de la croissance de la perturbation. Les hypothéses

d’application du modéle CLSA ne sont donc pas vérifiées.

Cette limitation conduit & considérer en lieu et place de I’Analyse Linéaire de Stabilité
Classique a coefficients figés une approche basée sur le suivi spatio-temporel de la
perturbation. Le systéme des équations (B.50) avec les conditions aux limites (3.59) et
(B60)) est intégré numériquement sans hypothéses a priori sur ’évolution temporelle de la

perturbation. Ceci fait I'objet de cette section 3.3l

Les coefficients de ce systéme sont non constants : ils dépendent de ’écoulement de base
(donc du temps) et de la longueur d’onde longitudinale de la perturbation considérée. Une
solution ne peut donc étre déterminée de maniére exacte. Une résolution numérique, fondée
sur une méthode spectrale, est proposée. Dans cette section, nous exposons une stratégie
de résolution : les dépendances en X3 des inconnues Qﬂ et 6 sont développées en une série
basée sur les polynomes de Chebyshev. La dépendance en temps est quant a elle intégrée en
utilisant un schéma aux différences finies. Notons que dans I’étude de [Mercier et Molinari
(2004), consacrée a I'analyse du développement de strictions multiples durant ’expansion
dynamique de cylindres, une méthode de type Galerkin avait été utilisée. La dépendance

en X3 avait été développée sur la base canonique des polynomes (h,(X3) = X7).

La méthode Tau, utilisée dans notre travail, est une méthode spectrale proposée par
Lanczod (1938) ; elle permet de traiter les dépendances spatiales des inconnues @/3 et 6 dans

le systéme (B.55]) et les conditions aux limites en X3 = £Lg3 (équations B.59] et B.60).
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On introduit la coordonnée transversale adimensionnelle X3 :

X3 = X3/ Lgs (3.66)

Les nouvelles inconnues v et # sont alors introduites :

(XKoo t) = O(Xa,t), O(Xy,t) = 6(Xa,1). (3.67)

Les deux fonctions ¢ et 6 sont donc définies sur le segment [—1,1]. On définit enfin :

s = 0/0X3 = Lozths (3.68)

Notons que, dans la suite, la notation (.) s sera différente selon la fonction a laquelle
elle est associce ; pour une fonction G(Xs,t) (resp. G(Xs, 1)), G.3 (resp. G 3) correspond a

la dérivée partielle de G (resp. é) par rapport a X3 (resp. )~(3).

En utilisant les nouvelles notations (3.66)), (3.67) et (3.68]), on définit & partir du systéme
(B55) un nouveau systéme d’équations aux dérivées partielles dont les inconnues sont 1/; et

0 :

(a; = = as ~ aq = 2 ag ~ ar ~
L—%g?/},?,s + axt) + L—ég@/&s?,s?, + L—%g?/),?,s +asy + L—gg@/{gg + L—%Qg =0 (3.69a)
K3 ~ by < b3 ~
O+b0+—vs+—13=0 (3.69b)
. Los Los
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Les conditions aux limites (359) et (3:60) deviennent, en X3 = =+1 :

;

1 = k3 ~
L—2w733 + ) = =0 (3.70a)
03

1/13 + g+ ngt + ngh = 0 (3.70D)
L Los

2 ~
—1/1 3+ =333 +
[ Los L

Les inconnues 1) et @ sont interpolées sur la base des polynomes de Chebyshev pour X

dans [—1,1] :

(X, 1) Z g (1) Ti( (3.71a)

0(Xs,t) = > pi(t)Ti(Xs) (3.71D)

Le vecteur q = (qo q1 ...) (resp. p = (po p1 ...)) est la représentation spectrale de v

(resp. «9) (Xg) désigne le polynome de Chebyshev du premier type, de degré n :

T, (X3) = cos (n arccos()?;;)) avec n > 0. (3.72)

Le produit scalaire associé a cette base est défini par :

1TT

<T,, T, >= dX
1 \/1 —

m,n > 0. (3.73)

Les polynémes T,, forment une base orthogonale pour les fonctions réelles. En effet :

<To, Ty >=m <Tn,T,>=m/2 (n>0) < T, T, >=0 (m #n) (3.74)
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Le lecteur trouvera des compléments d’informations dans la littérature (Canuto et al.

(2012) par exemple). Cependant, quelques résultats et propriétés importants sont décrits

dans ’Annexe

La décomposition spectrale (B.71)) est introduite dans I’équation mécanique ([B.69al). On
obtient une fonction, notée M, définie par :
00 ) 2 (4) (2)
> ay d*q; d“q; az dg, ay dg; dg; as (2) ar (1) >
M(Xs,t) = —— — — — 4+ —¢, —p,; | Ti(X
(Xs,1) Z <L33 TR T 7 T F N TR TR PR L (Xs)
(3.75)

m f ~
ott @™ désigne la représentation spectrale de ST dérivée partielle d’ordre m de 1. Dans
3
I’ Annexe [Bl, on montre que g™ s’exprime uniquement en fonction de q & travers la matrice

de dérivation spectrale, notée Dg.

De la méme maniére, la décomposition spectrale ([B.71]) introduite dans I’équation d’évo-

lution de la température (3.69b) conduit & la définition d’une fonction H :

. = [ dp; by dg) by .
H(X5.t) = bip;, + ——— + —¢. T (X .
(X3,1) ;:0 <dt + 1pz+L03 y7 +L03qz i(X3) (3.76)

Pour le moment, les inconnues v et 6 sont donc développées en séries avec une infinité
de termes dans les équations (B.71)). Les fonctions M et H sont donc, en toute rigueur,
identiquement nulles; on ne peut pas encore parler de résidu. Il est bien évident que pour

la résolution numérique, un ordre de troncature doit étre défini.

On définit ¢y (resp. 0 N—1), le développement tronqué a ’ordre N (resp N—1) de ¥ (resp.
6’~) Notons que les deux fonctions ne sont pas tronquées au méme ordre. En effet, cette
différence d’ordre est nécessaire pour maintenir la cohérence dans I’équation thermique
([.69L). En effet, on observe que dans cette équation, la perturbation de la température y
est présente ainsi que la dérivée a 'ordre 1 de la perturbation de la fonction de courant.

Les fonctions M et H sont elles aussi tronquées et ne sont donc plus identiquement nulles.

Elles définissent le résidu de I'interpolation.
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La méthode Tau consiste en la minimisation des résidus de l'interpolation par la déter-
mination d'une relation entre les coefficients spectraux q et p. Cette relation est issue de
la condition d’orthogonalité des résidus M et H avec les polynémes de Chebyshev. Dans
le cas du résidu M, cette condition conduit a un systéme de N — 3 équations. En effet,
I'équation (B.69al) contient une dérivée spatiale d’ordre 4. Seuls les produits scalaires avec

4

les polyndémes de degré inférieur ou égal a N — 4 seront retenus puisque 5% est lui-méme
3

un polynome de degré N — 4. On obtient ainsi :

(2) 2 4) 2)
ay d’q; dq;  as dg; ay dg, dg;  as (2 a7 ()
T g, Sl BT BT T T T — 0
T TR T N TR N TR T I

(3.77)

Vi € [0, N —4],

Notons que ces N — 3 équations sont des équations différentielles en temps du second
ordre dont les inconnues sont les coefficients spectraux de la fonction de courant @Z) et de

la température 6. De ce fait, un fort couplage thermo-mécanique existe.

La condition d’orthogonalité appliquée au résidu H conduit & un systéme de N équa-

tions :

dp; b, dgV b
b +blpz+—2q—z+—3q-(1):()

C 0N —1
vielo, b Tos dt | Lo

(3.78)

Quatre équations supplémentaires sont nécessaires et obtenues a partir des conditions
aux limites (B70) (6751 = 0 et 6753 = 0 en X3 = +1). On utilise I'évaluation des polynomes
de Chebyshev en X5 = £1 : T,,(1) = 1 et T),(—1) = (—1)". Pour des raisons de concision,

on impose que le N®™¢ coefficient spectral de la température soit nul : py = 0. Ainsi, il
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vient :

enX3:

enX3:

en X5 =

enX3:

+1:

—1:

+1:

—1:

N 2)

1 dq dq~

. i 0 3.79

Z <L33 dt ' hdt 7162(1) (8.792)
N (2

i 1 dg; dC_I‘
Z(—l) (L—(QB pra s ey %cm) 0 (3.79D)
=0
XN: ) N2 dq§3’ ns dq§ (1)

— NICE ; +nepi | =0
(3.79¢)

N 2 (1) 3) 1)
Z [ ny d°q; ny dg, ng dq; 1)
_1 (] 1 7 ’l i i — O
, (=1) <L03 dt? L3, dt Los dt L q M5di 7 Teb

(3.794)

Pour les configurations étudiées dans ce travail, une valeur de N = 20 a été retenue.

Ce nombre de polyndémes est suffisant pour que les résultats ne soient pas dépendants de

I'ordre de troncature. Cela permet aussi d’avoir des temps de calculs raisonnables.

Discrétisation temporelle

Les équations (B.77), (B78) et (B.79) forment un systéme de 2N + 1 équations diffé-

rentielles ordinaires en temps dont les solutions sont les coefficients spectraux ¢; et p;. Ces

coefficients sont fonctions du temps. Le systéme est d’ordre 2 en temps sur q et d’ordre 1

sur p. Des conditions initiales pour q(t = 0), q(t = 0) et p(t = 0) sont nécessaires.

On définit t™ = ndt et pour le vecteur q, q" = q(t = t™). Les équations sont discrétisées
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en approchant, a I'ordre 1, les dérivées temporelles par un schéma aux différences finies :

( aq a qn _ qn—l
82q . qn _ Qqn—l + qn—2
S ) = — (3.80b)

Une discrétisation identique est adoptée pour le vecteur p. Le pas de temps dt sera fixé.

De maniére classique, 'intégration temporelle de problémes avec un couplage thermo-
mécanique est résolue avec un algorithme de grille décalée (staggered grid) : les fonctions
q; de la représentation spectrale de 1/~J sont évaluées au demi-pas de temps ¢"+/? tandis que
les fonctions p; de la représentation spectrale de 6 sont évaluées au pas de temps entier ¢".

Pour un pas de temps donné, on divise la résolution en deux étapes :

1. & partir de I’équation mécanique (B.77) et des conditions aux limites (3.79), q"+%

est calculé en fonction de q"_%, qn_% et p"

n+1

2. a partir de ’équation thermique (B.78]), p"*' est calculé en fonction de p™, q"+% et

1

n—3

q

On peut alors écrire les relations issues de 1’'équation mécanique (B.77) et les conditions
aux limites (3.79) sous forme matricielle, en faisant intervenir la matrice de dérivation

spectrale Dg définie en Annexe [B], voir équation (B.16) :

Urtaghte = U™ 2q 2 + UM 2q" 2 + V" (3.81)

Comme évoqué précédemment, ’ordre de troncature pour la perturbation de la fonction
de courant 1/~J est IV alors que celui de la perturbation de la température 0 est N—1. Aussi,
pour des raisons de représentation, on impose a la composante d’ordre N de la température

pn d’étre nulle. Les matrices de ’équation (B3.81]) exprimées dans la suite sont donc toutes
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carrées, de taille (N + 1)2. Les coefficients de ces matrices dépendent de I'écoulement de
base, du nombre d’onde v; du mode longitudinal considéré et de la matrice de dérivation

spectrale Dg. Les coefficients de 1’écoulement de base sont évalués & l'instant ¢*+1/2.

( aq a9 as Q4 as Qg .
———D? —0;i + ——— D3 D? —0; 2 <N-—-4
Lgdrz 55 e T TE s T Tz s T % T Iz, s '

- &
D2 L =N —3
- c
—1)* D2 —11(—1— ) —N—2
1 12.dt kZ:O( )" Dg,, + (=1) e i

Utz

v

— Dg,  + —— D Dg, . + — Dg . +ns 1=N—-1
B 275 ¥ s 2 P i P 1 2 P

N N N
™ k n2 k3 ns k
1D, + 2 ST(—1)FDE + 2 ST (—1)FDg,
N_ - =
n
7 (1) Dy, + (< 1)ns i= N
L 03 k=0
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(

2&2 a3

2&1
—
TR Li,dt

L3,dt?

D%+

— c
—— Y D} +—
Lisdt g Se T d

1 N

k=0

N

N
2ny N9

Tod? 2 50 T3 7 2P
k=0 03

k=0

4 a4 455
* dt "

D+

(8]

—1)kD? —1)y 2L
L%sdtz( s, UG

n3

N
Dy .
Losdt % Ski

3
Sy T

N N N
2711 k N2 k3 nsg k
1) Dg,, + e Y (DFDE + ST (=1) Dy,
( ay as
Tmae s gty TSN
Uni% 0 1=N-—-2
i
n N
1 .
_LogdtZZDSkj Z:N—l
k=0
n N
1
—7m > (-1'Ds, i=N
\ 032 k=0

1< N—4
1=N-—-3
i1=N—2
1=N-—-1
1=N
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'—fép% i<N-4
0 i=N-3
Vi=40 i=N-2
—ng 1=N—1
—(=1)ng i=N

\

D’aprés la relation ([B.81), 'expression de q"*2 est obtenue :

1 P e ST i\l __ s 3 1\ 1
q”+2 — (Un+2) un 2q” 2 + (Un+2) u» 2q" 2 4 (Un+2> Vnpn (3.82)

De la méme maniére, on discrétise les relations (B.78)) issues du bilan thermique et on

calcule p"*1, a instant " (les coefficients de I’écoulement de base sont évalués a I'instant

thrl) :

T 1+ bydt Los

1 by + badt b
ptl (p" R —Dsq"+% + L_QDSq"—%) (3.83)
03

Les équations différentielles (3.77)), (3.78)) et (8.79) sont intégrées en temps par la donnée
des conditions initiales pour q(t = 0), q(t = 0) et p(t = 0). Pour notre schéma, cela

3
2

. . ~ _ _1 0
implique de connaitre q~ 2, q~ 2 et p°.

Le lecteur trouvera en Annexe [C] des éléments relatifs & la convergence du schéma. Des

cas de référence dont la solution analytique est connue exactement sont étudiés.
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Chapitre 4

Résultats de I’Analyse Linéaire de

Stabilité étendue (XLSA)

Dans ce chapitre, nous considérons une plaque de demi-dimensions Ly; = 1 m et Loz =
1 em, sollicitée en traction dynamique & une vitesse Vp; constante imposée (gradient de
vitesse initial €17 = Vg1 /Lo1), voir Figure 21 La masse volumique du matériau est p =
5000 kg.m~3. A Dinstant initial, la déformation plastique cumulée est €,(t = 0) = 0. La

contrainte d’écoulement, dont la forme générale est donnée par 1’équation (2.10), est, pour

Y =K (e +&)" (i—’;)m <9%>_6 (4.1)

ou n est le coefficient d’écrouissage, m le coefficient de sensibilité a la vitesse de déformation,

ce chapitre :

[ le coefficient d’adoucissement thermique. K et £y sont des paramétres du matériau. 6
correspond a la température de référence et e; sera nommé parametre de déformation dans
la suite. Dans ce chapitre, tous les résultats seront obtenus avec des valeurs fixées pour

K=1GPa,n=0,2,ég=1s"tet Oy =293 K.

La loi de comportement et les coefficients adoptés sont représentatifs des métaux usuels.

Néanmoins, des travaux tels que ceux de [Zhao et Gary (1996) existent pour caractériser
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les métaux de maniére plus précise, a ’aide notamment d’essais dynamiques.

Dans la premiére partie, nous considérons un matériau avec écrouissage (m = = 0
dans I'équation ([.1])). Les effets du gradient de vitesse initial €17 = Vj1 /Lo, du paramétre
de déformation ¢; et des conditions initiales sont étudiés. Le dernier point est particulie-
rement intéressant dans le contexte de I’approche développée. En effet, en contraste avec
I'approche classique d’analyse linéaire de stabilité (voir Mercier et al., 2010 ou lJouve, 2010
pour le cas de la déformation plane), notre modéle suit 1’évolution spatio-temporelle d’une
perturbation quelconque dans I’écoulement. Le role des conditions initiales doit donc étre
exploré. Dans un second temps, un matériau thermo-viscoplastique sera considéré et 'in-

fluence de la viscosité et de 'adoucissement thermique sera étudiée.

La méthode spectrale développée dans la section [3.3] est utilisée. L’intégration tempo-
relle est obtenue avec le schéma aux différences finies. Dans la suite, on choisit N = 20
polynémes de Chebyshev et un pas d’intégration temporelle de 0,02 ps (resp. 0,002 us)
pour un gradient de vitesse initial de 1000 s=! (resp. 10000 s71). Il a été vérifié qu'une
augmentation de 'ordre de troncature N ou une diminution du pas de temps donnent des

résultats identiques.

4.1 Matériau non sensible a la vitesse de déformation

et a la température

Dans cette section, les sensibilités a la vitesse de déformation et a la température sont
ignorées. Dans ce cas, la loi de comportement donnée par I’équation (AI]) devient, avec
m=0et f=0:

Y =K +e)" (4.2)

Pour ce type de matériau, I'instant de déclenchement de l'instabilité plastique de stric-

tion est souvent déterminé en utilisant le critére de (Considére (1885), basé sur des obser-
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vations expérimentales. Les instabilités commencent a apparaitre lorsque la force exercée
sur les surfaces latérales en X; = £Lg; est maximale. Ce critére est retrouvé en utilisant
I'approche classique (CLSA) (voir Mercier et all, 2010, lJouve, 2010, 2015) qui calcule des
taux de croissance positifs prés de l'instant de force maximum. Pour la loi de comporte-
ment adoptée ici (voir équation [£.2)), I'expression de la force F' appliquée sur les surfaces
en X; = £Ly (par unité de longueur dans la direction transversale X,) en déformation

plane et en quasi-statique est :

F = 4K/V3 (g, + )" Logexp(—V/3e,/2) (4.3)

Le maximum de la force de traction, noté F,,,, est défini par la condition g—i(gc) =0

ou &, fait référence a la déformation de Considére. D’aprés 'équation (A3]), on obtient

2n . 2n o N , .
— — ¢;. Si g5 > —= alors I’ décroit de maniére monotone avec l'augmentation

V3 V3

2n
de ¢,. L’écoulement est donc initialement instable. Au contraire, si g; < % alors F

augmente jusqu’a ce que €, = €, ou [ atteint son maximum £},,,. Puis /' diminue quand
2n

V3

Ee =

e, augmente : I’écoulement est stable jusqu’a ce que ¢, = — &;.

La Figure A1l représente I’évolution de la force appliquée en X; = 4+Ly;, normalisée par
Fqz en fonction de la déformation plastique cumulée €, pour différentes valeurs de ;. Pour
n = 0,2, la déformation de Considére est €. = 0,23 — ¢; ce qui signifie que I’écoulement
devient instable lorsque la déformation plastique atteint 0,23 — ¢;. On observe, d’aprés la
Figure[d1l que pour g; = 0 et g; = 0, 1, la force maximum est atteinte aprés une déformation
plastique positive, ce qui signifie que I’écoulement est initialement stable. A I'inverse, pour
g; = 0,4, la force normalisée est une fonction décroissante de la déformation plastique
deés l'instant initial, et est inférieure a 1 ce qui signifie que 1’écoulement est initialement

instable.
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:
i §
-~
~
0.4 -
—e =0
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O l l l l
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Déformation plastique cumulée €,

FIGURE 4.1 — Force normalisée F/Fyq, appliquée sur les faces latérales X1 = +£Lo1 par unité
de longueur transversale Xa, en fonction de la déformation plastique cumulée €,. Le cas de la
déformation plane est étudié. Trois valeurs du paramétre de déformation €; sont considérées. La
valeur du parametre ; pour la loi de comportement [A2l) détermine si [’écoulement est initialement

2n 2n
instable ou non. Si — —&; < 0 (resp. —= — &; > 0) alors l’écoulement est instable (resp. stable)

V3 V3

4.1.1 Cas d’un écoulement initialement instable

On considére le cas ¢; = 0,4 ('écoulement est initialement instable). Deux valeurs
de vitesse appliquée a la surface X; = +Ly sont considérées : Vo = 1000 m.s~! et
Vor = 10000 m.s™! (gradients de vitesse initiaux €; = 1000 s7t et €57 = 10000 s~*

respectivement).

Avant de présenter les résultats basés sur le modeéle proposé, nous explorons plus en
détail les prédictions du modéle classique d’analyse linéaire de stabilité (CLSA). Le taux
de croissance calculé par le modele CLSA a t = 0 est noté ny. La Figure présente
I'évolution du taux de croissance normalisé 7y/¢1; en fonction du nombre d’onde v, =
i17/ Lo1 pour Vo; = 1000 m.s™1 i.e. €11 = 1000 s7! (Figure E2h) et Vo1 = 10000 m.s~! i.e.
€11 = 10000 s~ (Figure 2b). Pour la plus faible des deux vitesses, la Figure £.2h) montre
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que la courbe 79/£1; en fonction du nombre d’onde ~; a la forme d’une arche. 11 existe une
bande de longueurs d’onde suffisamment découplées, i.e. 19/11 > 5, ce qui signifie que
la théorie des coefficients figés est valide pour les paramétres du matériau considérés. Il
existe un nombre d’onde critique 7§ pour lequel le taux de croissance est maximum (voir
la ligne pointillée verticale sur la Figure d.2h) : v§ = 237w/ Ly avec un taux de croissance
ng = 13517 s~! et un taux de croissance normalisé nG/é1n = 13,5. Pour €1, = 10000 s la
Figure montre que le nombre d’onde critique est identique (7§ = 237/ Lg;) mais avec
un taux de croissance 15 = 6651 s~ et un taux de croissance normalisé 75/¢1; = 0, 66 plus
faibles. Dans ce cas, 19/¢11 < 1 pour tous les nombres d’onde ce qui signifie que I'hypothése
de séparation des échelles de temps entre la solution fondamentale et la perturbation n’est
plus satisfaite. Pour cette forte vitesse de déformation, la théorie des coefficients figés est

remise en cause justifiant ainsi le développement d’une nouvelle approche.

5
11 = 1000 s~ ! \S 06l €11 = 10000 s~ !
2
B =
g
g
=
g 04l
=
=
i : 3
i 8
\ 2 \
: e 02 [ :
1 C% 1
| | : | | H | | : | |
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40
i1 =v1Lo1/m b) i1 =v1Loi/m

FIGURE 4.2 — Taux de croissance normalisé o t = 0 (déformation plastique cumulée €, = 0) en
fonction de lindex de nombre d’onde iy (y1 = Zl—w) pour a) Vo1 = 1000 m.s~! d.e. £17 = 1000 s~}
01

et b) Vo1 = 10000 m.s~1 i.e. €11 = 10000 s~1. La loi de comportement du matériau est donnée par
léquation [A2)) avec K =1 GPa, n = 0,2. Le parameétre de déformation est e; = 0,4 (I’écoulement
est initialement instable). Les demi-dimensions sont Lyy =1 m et Loz =1 em.

Dans cette nouvelle approche, 1’évolution de la perturbation est régie par ’équation

(B.69al), qui est une équation différentielle du second ordre en temps. Les conditions initiales
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Chapitre 4. Résultats de I’Analyse Linéaire de Stabilité étendue (XLSA)

sur (X3, = 0) et (X3, t = 0) doivent étre définies. (X3, t = 0) et ¥)(X3,¢ = 0) sont
représentatives des perturbations de la position et de la vitesse au sein de ’écoulement
homogéne. Dans ce travail, quatre conditions initiales (CI1 & CI4) définies dans la Table

[4.1] sont testées afin d’observer leur influence sur I’évolution des perturbations.

(X, t=0) D(X;,t=0)

CI1 || AgCL5A (X5, t = 0) | Agnotp©E54 (X, t = 0)
CI2 || AgpCl5A( Xy, t = 0) | 4AgnepCE54 (X5, t = 0)
CI3 || AgpCP5A (X5, t = 0) 0

Cl4 Agsin (wXs) é11Ag sin (wX3)

TABLE 4.1 — Définition des conditions initiales. Cl1, CI2 et CI3 sont calculées a partir de I’Analyse
Linéaire de Stabilité Classique, voir équation [A4l). Ao est un facteur d’amplitude qui n’influence
pas les résultats présentés, donc aucune valeur n’est spécifiée. CLj est une fonction périodique avec
w = b7 /2. Deux valeurs de gradients de vitesse initial sont testées : €11 = 1000 s~1,10000 s~ 1.

Les conditions CI1, CI2, CI3 sont construites a partir des solutions déterminées par
I’analyse classique CLSA présentée en Annexe[Al En effet, 1( X3, t = 0) = AgpCF54 (X5, t =
0) et ’lZ(Xg,t = 0) = aAgnep°54(X5,t = 0) ot @ = 1 pour CI1, o = 4 pour CI2, o = 0
pour CI3 et Ay est un facteur d’amplitude. On rappelle que les solutions @Z)CLSA(Xg,t =0)

et @ZCLSA(Xg,t = 0) sont :

2
DOESA(Xy t = 0) = Y G, sinh(d, Xs)

n=1

. - 2 -
PO (Xy, b = 0) = 110 Y _ G sinh(d,, Xs) (4.4)

n=1

ou dy,dsy et 1y sont déterminés comme dans annexe [Al Notons que Ay n’a pas d’influence
sur I’évolution de la perturbation, puisque le modéle classique CLSA et le nouveau modéle
XLSA sont des analyses linéaires. Néanmoins, Ag est choisi suffisamment petit pour étre

représentatif d’une perturbation de faible amplitude.
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Les conditions initiales CI1, CI2 et CI3 sont illustrées sur la Figure 3] décrivant I’évo-

lution de ?L(Xg,t = 0) au sein de la plaque pour les deux vitesses considérées et deux

231
nombres d’onde : v, = T correspondant au nombre d’onde critique décrit sur la Fi-
01
35m
gure et un second nombre d’onde vy, = 7 avec un taux de croissance plus faible a
01

t = 0 (voir Figure [1.2)). En étudiant les nombres d’onde transversaux d; et ds prédits par
le modele CLSA, il apparait sur la Figure [£3] que QZCLSA(Xg,t = 0) est presque linéaire.
Une condition initiale supplémentaire, notée CI4, est étudiée afin d’observer les effets d’une
condition initiale de forme différente. La condition étudiée est : (X3, t = 0) = Agsin (wXs)
et ’lZ(Xg,t = 0) = é11 Agsin (wX3) avec w = 5m/2. 1l est clair que la condition CI4 est trés
différente des solutions CLSA.

-2 —_— gCLSA . —23.Vy; =1000 m.s— 1 |
=== gCOLSA . =35-Vy; = 1000 m.s~ 1
=e=e GOLSA 1 — 23 - Vj; = 10000 m.s— 1
—em g CI4
—4
—1 —0.5 0 0.5 1
X3

FIGURE 4.3 — Evolution de 1,Z~)()~(3,t = 0) dans U'épaisseur pour différents nombres d’onde v1 =
i1/ Lo1 (avec iy = 23 et iy = 35) et deux vitesses de chargement Vi1 = 1000 m/s ou 10000 m/s.
YOLSA est déterminé par I’Analyse Linéaire de Stabilité Classique (voir Annexeldl). La condition
initiale YC14 nwest pas reliée au modele CLSA ; sa forme est sinusoidale et donc trés différente
des autres conditions initiales (voir Table [{.1). Les paramétres du matériau et la configuration
géométrique sont rappelés en Figure [{.2
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Chapitre 4. Résultats de I’Analyse Linéaire de Stabilité étendue (XLSA)

Afin de comparer les deux méthodes, le taux de croissance instantané de la perturbation
n(t) pris au niveau de la surface libre (X3 = 1) est défini par :
(X

n(t) = j—i

Z (4.5)

Ce taux de croissance est comparé a celui calculé par le modéle CLSA.

Le taux de croissance normalisé 77/£1; est calculé a partir des conditions initiales CI1 &
CI4 a chaque instant du processus de déformation jusqu’a e1; = Vpit/Lo; = 1. Les résultats
sont présentés en Figure [1.4] pour deux vitesses, Vo1 = 1000, 10000 m/s et deux nombres
d’onde : v; = 237/ Loy et y1 = 357/ Lo1. D’apreés la Figure[4.4] on observe que pour tous les
cas présentés, le taux de croissance de la perturbation est fortement dépendant du choix des
conditions initiales (i.e. de la forme de la perturbation initiale) dans les premiers instants de
la déformation mais est relativement peu dépendant lorsque la déformation est importante.
Cela est particulierement marqué pour la faible vitesse de déformation (Vo1 = 1000 m/s,
voir Figures [14] a-b) ; les résultats obtenus avec notre modeéle pour les quatre conditions
initiales coincident apres ¢ ~ 180 us (déformation nominale £1; = 0, 18). Les Figures[4.4 a)
et b), montrent que pour de hauts niveaux de déformation, le taux de croissance normalisé
calculé par le nouveau modéle est proche de celui déterminé par le modeéle classique. Cela
confirme que le modéle CLSA, basé sur une théorie des coefficients figés avec les définitions
([#4)), est valide dans le cas ou la perturbation se développe avec une échelle de temps
bien plus courte que celle de I’évolution de 'écoulement de base 1/£1;. En comparant les
résultats des Figures[L.4la) et b), on remarque aussi qu’a la fin du processus de déformation,
le taux de croissance de la perturbation associé au nombre d’onde v, = 237/ Lg; (Figure
d7h) est plus petit que celui associé au nombre d’onde v = 357/ Lg; (Figure @41 b). Cela
confirme que le mode dominant évolue au cours du temps; & mesure que la déformation
se poursuit, les modes longitudinaux de courtes longueurs d’onde se développent plus vite.

Cela a déja été noté dans la littérature dans le cadre du modéle CLSA (voir par exemple
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Mercier et Molinari, 2003). Cette tendance est confirmée par notre modéle, sans faire appel

a la théorie des coefficients figés.

Pour le cas du fort gradient de vitesse initial (¢;; = 10000 s, voir Figures 4l ¢) et d),
on remarque que méme pour de grandes déformations, les prédictions CLSA ne sont pas
complétement retrouvées. En effet, pour t = 0,1 ms (i.e. €11 = 1), les prédictions basées
sur les conditions initiales CI1 & CI4 sont légérement différentes (5% d’écart entre les
différentes conditions initiales, voir Figure [£.4] ¢). Néanmoins, la prédiction CLSA fournit
un bon ordre de grandeur des taux de croissance de la perturbation lorsque la déformation

est importante.

4.1.2 Cas d’un écoulement initialement stable

Dans la section précédente, nous avons présenté le cas d’un écoulement initialement
instable. L’'un des points essentiels dans la nouvelle approche est sa capacité d’étudier
I’évolution de la perturbation avant méme que I’écoulement ne soit instable (dans le cas d'un
matériau non visqueux, il s’agit d’étudier la perturbation pour des déformations inférieures

a celle de Consideére).

Dans la littérature relative aux modeles CLSA, des taux de croissance positifs sont
recherchés. L’évolution de la perturbation dans la phase stable de 1’écoulement n’est gé-
néralement pas étudiée. Une fois que les taux de croissance positifs sont trouvés (& partir
de l'instant ¢t = ¢;), Pamplitude A(t) d’'un champ de perturbation d’amplitude initiale A,
calculée par ’approche classique est obtenue par 'intégration du taux de croissance instan-
tané a chaque instant (voir [Fressengeas et Molinari, 1994, [Petit et all, 2005, [E1 Mai et all,

2014 ou [Vaz-Romero et all, 2017) de la maniére suivante :
t
A(t) = Agexp (/ n(T)dT) (t>t) (4.6)
t;

Avec la nouvelle approche, la perturbation évolue comme solution de ’équation (3.69al).
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FIGURE 4.4 — Evolution temporelle du tauz de croissance normalisé n/é11 d’une perturbation de
nombre d’onde a)-c) y1 = 23w/Lo1, b)-d) y1 = 357/ Lo ; le gradient de vitesse initial est a)-b)
€11 = 1000 571, ¢)-d) €11 = 10000 s~'. Le taur de croissance est défini par ’équation ([LH). Les
conditions initiales sont définies en Table [{.1] et représentées sur la Figure [£3). La contrainte
d’écoulement est donnée par l'équation [A2) avec K = 1 GPa et n = 0,2. Le paramétre de
déformation est ; = 0,4. Les demi-dimensions sont Loy =1 m et Log =1 cm.

A t =0, Pécoulement est stable et I'approche classique ne fournit pas de taux de crois-
sance positif sous la forme correspondant a 1'équation (£4]). Dans ce cas, les initialisations
CI1 a CI3 présentées précédemment ne peuvent plus étre utilisées. Deux nouvelles condi-
tions initiales (notées CI5 et CI6) sont alors proposées (voir Table [4.2). Pour les deux

conditions initiales, (X3, = 0) est une fonction linéaire de la coordonnée de I’épaisseur
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QZJ(X?”t = 0) ’l/}<)~(37t = O)
CI5 ApXs 0
CI6 ApXs ByXs

TABLE 4.2 — Définition des conditions initiales pour le cas d’un matériau non sensible & la vitesse
de déformation lorsque [’écoulement est stable a t = 0.

X5 c’est un choix relativement proche des conditions initiales présentées dans la Figure
4.3l Comme évoqué précédemment, le coefficient d’amplitude Ay n’a pas d’influence sur
I’évolution normalisée de la perturbation (principe des analyses linéaires). La différence
entre CI5 et CI6 réside dans le choix de la perturbation initiale de la vitesse IZ()E';;, to = 0).
Elle est nulle pour CI5 tandis qu’elle varie linéairement dans 1’épaisseur pour la condi-
tion initiale CI6. De plus, on choisit By/Ag = 20¢1; (= 20000 s~! pour un gradient de
vitesse initial de 1000 s~!) pour la condition CI6. Avec un tel taux de croissance initial,
on peut supposer qu’a l'instant initial, la séparation des échelles de temps entre la solution

fondamentale et ’évolution de la perturbation est vérifiée.

Pour illustrer I’apport principal de la nouvelle méthode, on garde les paramétres de la
configuration de la section [ 1.1 & ’exception du parameétre de déformation £; = 0, 1. Pour

un gradient de vitesse initial de 1000 s~!, I’écoulement reste stable pour ¢ < 119 pus.

La forme de la perturbation de la fonction de courant normalisée et évaluée sur la

surface libre X3 = 1 est définie par :

S(Xy, X3 =1, J(Xs=1,1) .
" A S a0 Dinrn ) (4.7)

Elle est tracée en fonction de la coordonnée longitudinale normalisée v, X; en Figure
La perturbation est tracée a différents instants et pour deux nombres d’onde avec la
condition initiale C'I5 : vy = 237/Lg; (Figure A5h) et 71 = 857/ Lo (Figure L5k). Les

résultats avec le nombre d’onde v; = 237/ Lg; et la condition initiale C'16 sont présentés

87



Chapitre 4. Résultats de I’Analyse Linéaire de Stabilité étendue (XLSA)

sur la Figure 5b). Précisons que les résultats avec la condition C'16 pour le nombre d’onde
7 = 85m/Lg; ne sont pas présentés mais on verra sur la Figure [L.6b) que le résultat est
trés similaire & celui obtenu avec la condition initiale C'I5. Sur les Figures [L.5h), b) et
¢), la forme de la perturbation de la fonction de courant normalisée a ¢ = 0 correspond
a l'initialisation adoptée; la perturbation initiale pour les deux nombres d’onde est donc
identique. Pour ~v; = 237 /Ly, les Figures [4.0h) et b) révélent pour les conditions initiales
CI5 et CI6 que l'amplitude & ¢ = 70 us (i.e ¢, = 0,08) est plus faible qu’a 'instant
initial. Par conséquent, grace a la nouvelle approche, on peut voir qu’avant que le critére
de Considére ne soit vérifié, la perturbation est stabilisée. Notons que ’amplitude pour
la condition CT5 (Figure 5h) est plus faible que pour la condition C16 (Figure 5b).
At =300 us (i.e. ¢, = 0,30), l'instabilité s’est fortement développée et son amplitude
est six fois supérieure a 'amplitude initiale. Il apparait qu’a cet instant, la perturbation
est identique pour les deux conditions initiales. En comparant avec la Figure [L.5k), il
apparait que la durée de la phase de stabilisation de 'amplitude pour le nombre d’onde
v = 857/ Loy est plus longue que pour v, = 237/Lg;. En effet, a ¢ = 200 ps (i.e. e, = 0,21
correspondant a une déformation plastique pourtant plus grande que la déformation de
Consideére), 'amplitude de la perturbation est toujours plus faible que 'amplitude a ¢t = 0.
Néanmoins, pour une plus grande déformation, ce mode de perturbation devient instable.
Sur la Figure .5k), on note que 'amplitude normalisée & t = 600 pus (g, = 0,54) est sept
fois supérieure a I’amplitude initiale. Ainsi, pour les deux perturbations, 'amplitude de la
perturbation évolue fortement avant Considére (stabilisation de la perturbation). Une telle

évolution n’a pas encore été prédite par le modéle CLSA, i.e. en utilisant la relation (4.6]).

Les résultats de la Figure sont présentés de maniére différente en considérant I’am-

plitude normalisée sur la surface libre X5 = 1, définie par :

Agy = 0K = (43)

L’évolution temporelle de 'amplitude Ay est présentée en Figure d.6h) pour le nombre
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FIGURE 4.5 — Evolution de la perturbation normalisée 61 /Ay en fonction de la coordonnée longi-
tudinale normalisée v1 X1 pour deux nombres d’onde a différents instants a) et b) v1 = 23w/ Lo
ett =0 ps, t =70 us ett =300 pus. c) y1 = 85m/Loy ett =0 ps, t = 200 ps et t = 600 ps.
La fonction de courant est évaluée sur la surface libre X5 = 1. Le gradient de vitesse initial est
11 = 1000 s~1. La loi de comportement est donnée par I’équation (&) avec K = 1 GPa, n =0, 2.
Le parameétre de déformation est e; = 0,1. La condition initiale CI5 (resp. C16) est adoptée pour
a) et c) (resp. pour b)), voir Table [@2)). La demi-épaisseur est Loz =1 cm.
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d’onde v, = 237/Ly et en Figure LGb) pour le nombre d’onde v, = 857/ Lg;. Les pré-
dictions XLSA pour les deux conditions initiales CI5 et CI6 sont présentées ainsi que
lestimation CLSA obtenue par 1'équation (4.6). Pour les temps ¢ dans lintervalle 'ALS
Classique ne trouve pas de taux de croissance positif, 'amplitude évaluée par le modéle
CLSA n’est pas étudiée. Pour 7, = 237/ Ly et pour les deux conditions initiales (CI5 et
C16), 'amplitude Asy calculée par la nouvelle approche diminue dans un premier temps,
jusqu’a s’annuler a Uinstant 7; = 61 us pour CI5 et 777 = 97 pus pour CI6. Puis, 'am-
plitude augmente significativement pour ¢ > 150 pus. Pour ¢ > 220 us, les deux signaux
d’amplitude pour CI5 et CI6 sont superposables. Le modéle CLSA trouve des taux de
croissance 7 positifs pour ¢ > 130 ps (pour rappel, la déformation de Considére est at-
teinte a t = 119 ps). La croissance forte de la perturbation débute a t = 150 ps pour le
modéle XLSA. Le signal d’amplitude Agexp ( fti 77(7')d7'> croit significativement a partir
de t = 220 ps. Il suit alors la méme évolution que le signal d’amplitude donné par le suivi
temporel mais il subsite un écart dia a la variation d’amplitude aux temps courts détermi-
née par le suivi temporel. Pour le nombre d’onde v, = 857/ Lo, la Figure .5k) révéle que
I’amplitude de la perturbation est pratiquement identique tout au long de I’essai pour les
deux conditions initiales C'I5 et C'I6. Cette amplitude oscille d’abord et s’annule & diffé-
rents instants, et pour la derniére fois & 7777 = 324 us (I’écoulement est pourtant instable
au sens de la déformation de Considére). Elle croit significativement & partir de ¢ = 450 us.
Le modeéle CLSA détermine des taux de croissance positifs a partir de ¢t = 250 us. L’am-
plitude calculée par 'approche classique croit fortement a partir de t = 450 pus de maniére
similaire au suivi temporel mais il subsiste un écart, comme pour v; = 237/Lg;, dit a la

variation d’amplitude aux temps courts déterminée par le suivi temporel.

L’évolution temporelle du taux de croissance normalisé de la perturbation est présentée
en Figure 7] pour les deux nombres d’onde v, = 237/Lo; et 3 = 857/ Lg;. Rappelons
que la Figure montre que 'amplitude de la perturbation 12(5(3 = 1,t) peut étre trés

proche de zéro (voire étre nulle) & certains instants de la déformation. Par conséquent,
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FIGURE 4.6 — Amplitude normalisée Agsy d’une perturbation de nombre d’onde a) y1 = 237 /Lo1 b)
~v1 = 857/ Loy . Le gradient de vitesse initial est €11 = 1000 s~ L. La loi de comportement est donnée
par Uéquation [A2)) avec K =1 GPa et n =0,2. Le paramétre de déformation est ; = 0,1. Les
conditions initiales CI5 et CI6 sont adoptées (voir Table[{.3). L’amplitude évaluée par le modeéle
CLSA, calculée par 'équation ([L6), est aussi présentée. La demi-épaisseur est Log =1 cm.

puisque 15()2'3 = 1,t) est bornée, le taux de croissance n défini par 1’équation (LX) peut
atteindre des valeurs trés importantes (infinies en théorie lorsque 'amplitude est nulle).
Pour éviter ces points singuliers (identifiés par des traits pointillés aux instants 77, 777 et

7177 sur les Figures [1.6h) et b), on choisit de ne présenter sur la Figure .7 que 1’évolution
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temporelle de 7 sur un intervalle de temps pour lequel I'amplitude de la perturbation
(X3 = 1,t) est strictement positive; a savoir t > 7; = 61 us (resp. t > 77 = 97 ps)
pour 71 = 23mw/Ly; avec la condition initiale CI5 (resp. CI6) et t > 7777 = 324 us
pour 71 = 857/ L. Les résultats obtenus avec le nouveau modéle sont en accord avec
ceux du modéle classique pour les grandes déformations. Dans les premiers instants, 1'effet
des conditions initiales est clairement mis en lumiére. On rappelle que le modéle CLSA
n’a pas encore étudié ’évolution de la perturbation avant la déformation de Considére.
Pour le nombre d’onde 71 = 237/Lg;, aprés la déformation de Considére, des taux de
croissance positifs sont trouvés pour les modéles XLSA et CLSA. Pour le nombre d’onde
~v1 = 857/ Lo, des taux de croissance négatifs sont calculés par le nouveau modéle méme
si le niveau de déformation plastique est supérieur a la déformation de Considére (instant
t =119 ps, g, = 2n/v/3 — ; = 0,13). Par construction, lorsque 1’écoulement est instable,
le modéle CLSA prédit des taux de croissance positifs. Clairement, nous avons observé
une forte influence des conditions initiales avec notre nouvelle approche dans les premiers
instants du processus de déformation. Cet effet est encore plus marqué pour une vitesse
de déformation plus importante. A titre d’illustration, la Figure .8 présente I’évolution
du taux de croissance normalisé de la perturbation de nombre d’onde v, = 237/ Lg; dans
le cas d'une vitesse de traction Vp; = 10 000 m/s. La perturbation est étudiée jusqu’a
une déformation nominale 17 = 1,5. Il est noté que contrairement au cas avec la vitesse
de déformation modérée (voir Figure L7h), une différence persiste a ¢ = 0,1 ms (i.e.
e11 = 1) entre les deux conditions initiales C'I5 et C'I6 mais aussi avec le taux de croissance
calculé par le modele CLSA. L’effet des conditions initiales pour le modele XLSA devient
négligeable a t = 0,15 ms (i.e. £117 = 1,5) et on retrouve le taux prédit par le modéle

classique.
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FIGURE 4.7 — Evolution temporelle du tauz de croissance normalisé n/é11, pour une perturbation de
nombre d’onde a) v, = 23w/ Loy b) v1 = 857/ Lo1. Le gradient de vitesse initial est ¢11 = 1000 s~ 1.
La loi de comportement est donnée par l'équation (A2)) avec K =1 GPa, n = 0,2. Le paramétre
de déformation est ¢; = 0,1. La déformation de Considére est atteinte at = 119 us. Les conditions
initiales CI5 et CI6 sont définies dans la Table [{.3 Les asymptotes verticales correspondent aux
temps 11 = 61 ps, 7rr = 97 ps et T = 324 ps pour lesquels la perturbation a une amplitude
proche de 0 (voir Figure[].0). La demi-épaisseur est Loz =1 cm.
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FIGURE 4.8 — Evolution temporelle du tauz de croissance normalisé n/é11, pour une perturbation
de nombre d’onde v1 = 237 /Lo1. Le gradient de vitesse initial est €117 = 10000 sL. La loi de
comportement est donnée par l'équation [A2) avec K =1 GPa, n =0,2. Le paramétre de défor-
mation est ¢; = 0,1. La demi-épaisseur est Loz = 1 e¢m. Les conditions initiales CI5 et CI6 sont
définies dans la Table[].2

4.2 Cas d’un matériau (thermo)-viscoplastique

4.2.1 Matériau viscoplastique

Dans cette section, le matériau est sensible a la vitesse de déformation et non sensible
a I'adoucissement thermique (5 = 0 dans I’équation [4.1]). La contrainte d’écoulement suit

la loi :

V= K () + )" (—)m (1.9)

avec K = 1 GPa, n = 0,2 et &g = 1 s7!. Le paramétre de déformation est ; = 0, 1.
Ainsi, 'effet de la sensibilité & la vitesse de déformation est étudié pour un écoulement
initialement stable. Les paramétres sont résumés dans la Table [4.3l La vitesse de traction

est Vo = 1000 m/s (gradient de vitesse initial £;; = 1000 s~1).

L’influence des conditions initiales est dans un premier temps évoquée avec une valeur
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TABLE 4.3 — Parameétres adoptés pour la loi de comportement décrite par l’équation (L9). Plusieurs
valeurs du parameétre m de sensibilité a la vitesse de déformation seront adoptées : m = 0,01 et
m = 0,05.

fixe de m. Puis, l'effet de la sensibilité a la vitesse de déformation est discuté en faisant

varier le parameétre m.
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FIGURE 4.9 — Evolution temporelle du tauz de croissance normalisé 11/é11. Les conditions initiales
sont définies en Table[{.3 Le nombre d’onde de la perturbation est v; = 23w /Lo;. Le gradient de
vitesse initial est 11 = 1000 s~1. La loi de comportement est donnée par I’équation ([EJ) avec un
paramétre de sensibilité o la vitesse de déformation égal & m = 0,01 et les paramétres de la Table

£33

On fixe dans un premier temps le parameétre de sensibilité a la vitesse de déformation
m = 0,01. Les conditions initiales CI5 et CI6 sont considérées (voir Table pour la

définition). L’évolution temporelle du taux de croissance normalisé 7/£1; est présentée en

. . 23w
Figure pour une perturbation de nombre d’onde v; = T Comme précédemment,

01
on note que l'effet des conditions initiales est importante dans les premiers instants de la

déformation mais est négligeable pour des grandes déformations ot les taux de croissance
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calculés par le modéle CLSA sont retrouvés. Les conclusions sont similaires au cas du
matériau non visqueux (voir section [£]] et Figure [4.7]) puisque le modéle classique ne
calcule pas de taux de croissance positif a 'instant ¢ = 0 du processus de déformation.
Les premiers taux de croissance positifs sont trouvés vers 130 ps (correspondant a une

déformation plastique cumulée €, = 0,14 ~ ¢,).

La Figure [4.I0 présente ’évolution du taux de croissance normalisé en fonction du
nombre d’'onde & a) t = 490 us (déformation plastique €, = 0,46) et b) ¢ = 820 us
(déformation plastique €, = 0,69). Deux paramétres de sensibilité a la vitesse sont choisis :
m = 0,01 et m = 0,05. Le taux de croissance XLSA est comparé a celui obtenu par
le modéle classique CLSA. A t = 490 ps (voir Figure EI0h), les prédictions du taux
de croissance pour les deux modeles sont similaires pour les grandes longueurs d’onde
(faibles valeurs de Iindice ;). Des différences sont notées pour les courtes longueurs d’onde
(grands indices 71). On observe également que les deux approches conduisent a des résultats
similaires pour les longueurs d’onde étudiées pour des temps t plus importants. On note
par ailleurs que la viscosité stabilise I’écoulement car les taux de croissance sont plus faibles
pour tous les nombres d’onde ; cela affecte particuliérement les grands nombres d’onde (i.e
les modes de courtes longueurs d’onde). Le mode de perturbation avec le plus fort taux de
croissance se déplace vers les grandes longueurs d’onde quand la sensibilité a la vitesse de
déformation augmente. Cet effet est discuté dans la littérature (voir [Fressengeas et Molinari,
1994 par exemple) et retrouvé avec la nouvelle approche. La Figure montre alors que
pour des vitesses de déformation limitées, I'approche classique basée sur la théorie des
coefficients figés est aussi valide pour des matériaux sensibles a la vitesse de déformation.
Notons que pour des vitesses de déformation plus importantes, des différences existent

méme aux grandes déformations.

Il est aussi intéressant d’examiner 1’évolution de l'amplitude, définie par 1’équation
(#8), pour différentes valeurs du parameétre m. Seule la condition C'I6 (voir Table 2] est

présentée ici, les résultats obtenus avec la condition initiale C'I5 produisant des résultats
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FIGURE 4.10 — Comparaison des taur de croissance normalisés calculés par le nouveau modéle
XLSA et le modeéle classique CLSA. Les résultats sont présentés a a) t = 490 us (déformation
nominale €11 = 0,49) et b) t = 820 us (déformation nominale 11 = 0,82). La condition initiale
CI6 (voir Table [[.3) est considérée. Le matériau est sensible a la vitesse de déformation et la
configuration de la Figure[{.9 est adoptée. Deuz valeurs du paramétre de sensibilité a la vitesse de
déformation m sont testées : m = 0,01 et m = 0,05.

similaires. La Figure [£.I1] présente 1’évolution de I'amplitude normalisée pour le nombre
d’onde 7 = 857/ L. La perturbation est de plus en plus stable & mesure que m augmente.
Plus précisement, le taux de croissance de la perturbation étant significativement plus

faible quand m est grand (voir Figure [.10), 'amplitude normalisée de la perturbation se
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développe plus tard que dans le cas non visqueux (m = 0). Ainsi, une augmentation de la
sensibilité a la vitesse de déformation a tendance a retarder le développement rapide de
I'instabilité plastique. Cette tendance refléte 'effet stabilisant de la viscosité, déja évoqué
dans la littérature (voir par exemple [Fressengeas et Molinari, 1994). Notons par ailleurs que
le comportement oscillant de la perturbation avant la déformation de Considére observé
pour le cas non visqueux m = 0 est fortement amorti avec I’augmentation du paramétre de
viscosité m. Pour m = 0, 05, les oscillations disparaissent et I’amplitude de la perturbation
décroit de maniére monotone jusqu’a t = 0,23 ms avant de croitre de maniére plus controlée
pour des temps plus tardifs. Notons que pour m = 0,05, le niveau d’amplitude de la
perturbation est équivalent & sa valeur initiale & ¢ = 0,65 ms (déformation plastique
correspondante £, = 0,58). Les résultats présentés montrent que méme si I’écoulement
est stable, la perturbation évolue de maniére importante. Cela a un impact important
sur la modélisation du phénomeéne de fragmentation puisque l'initiation d’une striction
est liée & 'amplitude du défaut. La prise en compte de 'effet d’histoire est donc un point
particuliérement critique. Une comparaison avec un modeéle aux éléments finis va étre menée

afin de valider les résultats du modéle analytique. Cela fait l'objet du chapitre

4.2.2 Matériau thermo-viscoplastique

Le couplage thermo-mécanique complet est pris en compte dans cette section avec une

loi de comportement du matériau sous la forme (voir équation A1) :

Y =K, +e)" (i—z)m <9%)6 (4.10)

Les paramétres de la section A.2.1] sont choisis : K = 1 GPa, n = 0,2, ¢; = 0,1,
m = 0,01 et &g = 1 s~ L. Par ailleurs, le paramétre d’adoucissement thermique est 3 = 0, 1.
La température de référence est 6y = 293 K et 0(t) > 6y pour tout instant ¢ > 0. Les

parameétres sont résumés dans la Table .4
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FIGURE 4.11 — Evolution temporelle de amplitude normalisée de la perturbation de nombre d’onde
~v1 = 857/ Lo1. Le gradient de vitesse initial est €17 = 1000 s~1. Le matériau est sensible a la vitesse
de déformation. La loi de comportement est donnée par ’équation [@I) avec les paramétres de la
Table [{.3 Différentes valeurs du parameétre m de sensibilité a la vitesse de déformation sont
considérées. Les résultats sont obtenus avec la condition initiale C16 définie en Table[4.2

K

n

&

€0

m

)

1 GPa

0,2

0,1

15!

0,01

293 K

TABLE 4.4 — Parameétres adoptés pour la loi de comportement décrite par l'équation (EI0). Plu-
steurs valeurs du paramétre § d’adoucissement thermique seront adoptées : =0,1 et 8 =0,2.

Lorsqu’un couplage thermo-mécanique existe, ’extension de ’analyse linéaire de stabi-
lité proposée dans notre travail conduit a un systéme de deux équations couplant en tout
point de la plaque la partie mécanique (équation [3.69al) et la partie thermique (équation
B.69D)). Par conséquent, les perturbations du systéme sont caractérisées par deux contri-
butions : une perturbation mécanique 1/~J et une perturbation thermique 6. Dans I’analyse
linéaire classique, la perturbation thermique est reliée a la perturbation mécanique par la

théorie des coefficients figés (voir 'équation [A.4] dans I’ Annexe [Al)

Pour le modéle XLSA, une condition initiale sur la perturbation en température est
nécessaire en complément des deux conditions initiales sur la perturbation mécanique v

et lﬁ Dans les sections précédentes, ce couplage n’était pas présent et 1’évolution de la
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D( Xz, to=0) | ¥(X3,t0 =0) | 0(X3, 1o = 0)
cI7 A()Xg 0 CO
CI8 A()Xg 0 CO COS(ﬂ'Xg)

TABLE 4.5 — Définition des conditions initiales pour la perturbation mécanique et la perturbation
thermique. Le comportement du matériau est thermouviscoplastique.

perturbation @Z) ne nécessitait pas de définition de la condition initiale sur 6. Ici, on définit
les conditions initiales C'I7 et C'I8, identiques a la condition C'I5 pour la partie mécanique
(voir Table £.2)) mais qui intégrent une condition supplémentaire sur la température (voir
Table .5). La condition C'I7 correspond au cas d’une perturbation uniforme ot 0 (X3, to =
0) = Cy, Cy étant une constante prise égale & 4 K. La condition C'I8 correspond & une

perturbation périodique dans I’épaisseur Cj COS(?TX;;).

Comme pour la section précédente, le gradient de vitesse initial est £,; = 1000 s~! et
les résultats sont présentés pour le nombre d’onde v, = % Les deux contributions lﬁ et
6 de la perturbation peuvent présenter différents taux de croissance. C’est un degré de
liberté supplémentaire par rapport a ’analyse linéaire classique ot tous les champs, et en
particulier le champ de perturbation de la fonction de courant et de la température, ont
le méme taux de croissance. Pour la partie mécanique, le taux de croissance 7 est défini
par I'équation (4.3]). Une définition similaire est adoptée pour le taux de croissance de la

perturbation en température :
nr(t) = = =——-— ; (4.11)

Dans la suite, on ne présentera les résultats qu’en considérant la condition C'I7. En effet,
la Figure[4.12] présente I'évolution temporelle du taux de croissance de la perturbation de la
température défini par 1’équation (AII]) pour un gradient de vitesse initial €17 = 1000 s~

pour les deux conditions initiales C'I7 et CI8 définies dans la Table L’influence de

la condition initiale est marquée dans les premiers instants mais est négligeable pour de
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grandes déformations.
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FIGURE 4.12 — Evolution temporelle du tauz de croissance nr/é1y (voir I'équation [4.11). La per-
turbation est de nombre d’onde 1 = 23w/ Lg1. Le gradient de vitesse initial est €11 = 1000 s~ L.
La loi de commportement est donnée par la relation [LI0) avec les paramétres de la Table[].4 Le
coefficient d’adoucissement thermique est 5 = 0,1. Les conditions initiales sont définies dans la

Table [{.

L’évolution temporelle des deux taux de croissance 7/£1; pour la fonction de courant
et nr/é11 pour la perturbation de la température est présentée en Figure 13l Dans les
premiers instants du processus de déformation, les deux taux de croissance 1 et nr sont
assez différents. Notons que cette observation n’est pas limitée au nombre d’onde étudié
ici. Néanmoins, les taux de croissance de la fonction de courant 7 et de la perturbation de
la température ny sont proches de celui prédit par le modeéle classique pour des grandes

déformations.

Nous définissons ’amplitude normalisée de la contribution thermique de la perturbation

par : o
0= ==
0(X3 =1,t=0)|

(4.12)

La Figure[I4lprésente les amplitudes normalisées Asy, de la fonction de courant (définie
par 'équation[d.8)) et Asg de la température a ¢t = 260 ps (déformation plastique €, = 0, 27).

Dans I'approche classique, les modes critiques pour 'amplitude sont identiques pour la
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fonction de courant et la température, puisque toutes les perturbations sont supposées
évoluer avec le méme taux de croissance. La prise en compte du couplage thermo-mécanique
dans la nouvelle approche révele que dans les premiers instants de la déformation, les modes
présentant la plus grande amplitude sont légérement différents entre la fonction de courant
et la température. Sur la Figure [£.14] I'indice critique pour la perturbation mécanique est
iy = 28 alors qu’il est de i1 = 27 pour la perturbation thermique (& ¢ = 260 ps). Par ailleurs,
pour certains modes, il n’existe pas de corrélation immédiate entre les amplitudes des
perturbations mécanique et thermique. En effet, on observe que la perturbation mécanique
@/3 s’annule pour certains modes (ici 3 = 13 et i; = 82 sur la Figure [£.14]) alors que la
perturbation 6 a une amplitude non nulle. La situation inverse est notée pour les modes i1 =
9 et i; = 84. Ces observations dépendent de I'instant considéré. Cette situation particuliére
n’est pas retrouvée pour des temps t plus importants; les perturbations mécanique et
thermique sont toutes deux trés instables et ont des amplitudes importantes. On note alors
que les modes critiques sont les mémes pour les deux perturbations et correspondent a celui
prédit par le modéle CLSA. Cette remarque est confirmée par la Figure [4.13] montrant que

les taux de croissance des deux perturbations sont trés proches aux grandes déformations.

L’influence de 'adoucissement thermique est maintenant discutée. La condition initiale
C1I7 de la Table est a nouveau choisie. La Figure présente I’évolution du taux
de croissance de la perturbation en fonction du nombre d’onde a ¢t = 1 ms (déformation
nominale €17 = 1) pour 8 = 0,1 et § = 0,2. On présente a la fois le taux de croissance
de la fonction de courant 7,é;; sur la Figure @.I5h) et le taux de croissance de pertur-
bation de la température nr/e1; sur la Figure .I5b) tous deux calculés par la nouvelle
approche et comparés a celui de 'approche classique donné par I’équation (4.4]). On note
que dans l’approche classique, par construction, les deux quantités ont le méme taux de
croissance. La Figure montre que les taux de croissance calculés par la nouvelle ap-
proche convergent vers le taux de croissance CLSA pour les deux valeurs de coefficient 3

et pour les nombres d’onde calculés. Une légére différence entre le taux nr et le taux ob-
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FIGURE 4.13 — Evolution temporelle des taux de croissance n/é1y (voir I’équation [£3) et nr/én
(voir léquation [-11)). Les perturbations ont le méme nombre d’onde v1 = 237/Lo1. Le gradient
de vitesse initial est €11 = 1000 s~1. La loi de comportement est donnée par la relation (EI0) avec
les parameétres de la Table[].]] Le coefficient d’adoucissement thermique est § = 0,1. Les résultats
sont obtenus avec la condition initiale CI7 définie dans la Table[{.5
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FIGURE 4.14 — Amplitude normalisée de la fonction de courant (équation[{.8) et de la perturbation
de la température (équation [[-13) en fonction du nombre d’onde a t = 260 us (déformation
nominale £11 = 0,26). La loi de comportement est donnée par I’équation (LI0) avec les paramétres
de la Table [{]] Le coefficient d’adoucissement thermique est § = 0,1. Les résultats sont obtenus
avec la condition initiale CI17 définie dans la Table [{.5

tenu par le modeéle classique est observée, alors que le taux n converge presque exactement

vers le taux CLSA. On note aussi que I'adoucissement thermique déstabilise 1’écoulement
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puisqu’une augmentation du coefficient § produit des taux de croissance normalisés plus
importants pour tous les nombres d’onde. Cet effet est discuté dans la littérature (voir
Mercier et all, 2010 par exemple) et est retrouvé avec la nouvelle modélisation sans utiliser
la théorie des coefficients figés. Notons que pour les deux valeurs de 3, les deux taux n
et pr sont trés proches pour les grandes déformations. En particulier, les modes critiques

pour la perturbation thermique 6 et la perturbation mécanique ’(Z} sont identiques.

Conclusion

En conclusion, le nouveau modéle fournit des résultats particuliérement notables. A la
différence des méthodes classiques reposant sur une théorie des coefficients figés, I’hypothése
de séparation des échelles de temps est levée. L’effet des conditions initiales a été étudié.
Il est montré que, pour des chargements a faible vitesse, I'analyse classique et le modéle
étendu donnent des résultats assez proches en termes de modes dominants et de taux de
croissance associé (pour de larges déformations). Pour des chargements a haute vitesse, les
deux modeles sont en accord pour des grandes déformations mais il est noté que dans les
premiéres phases du processus de déformation, le mode dominant et surtout les amplitudes

relatives des défauts sont clairement modifiés.

L’un des principaux résultats concerne 1’évolution des perturbations dans les premiéres
phases de I’écoulement et en particulier la phase ot les perturbations évoluent clairement

sans croitre rapidement. Cette évolution n’a pas été étudiée par les méthodes classiques.

Il convient désormais de s’interroger sur le domaine d’application du nouveau modéle
pour la compréhension du phénomeéne de localisation. L’intégration numérique du systéme
d’équations a permis de lever une hypothése forte mais le modéle étendu reste basé sur
la linéarisation des équations d’évolution du matériau; nécessairement, ’amplitude des
perturbations doit rester faible devant 1’écoulement de base. Le nouveau modéle est donc

intermédiaire et se situe entre un modéle par élements finis et le modéle classique d’ALS

(voir Figure [4.10]).
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FIGURE 4.15 — Taux de croissance normalisés donnés par le modéle XSLA pour a) n/é1y (voir
équation [5) b) nr/én (voir équation [{.11) et par Uapproche classique (voir équation [{.4) en
fonction du nombre d’onde pour f = 0,1 et 0,2. Les résultats sont présentés en wutilisant la
condition initiale CIT7 définie dans la Table[4.5 La loi de comportement est donnée par l’équation
(£10) avec les parametres de la Table[.4) L’instant considéré est t = 1 ms correspondant & une
déformation nominale e11 = 1; le gradient de vitesse initial est é11 = 1000 s~ 1.

Lorsque les strictions sont fortement développées, au voisinage de la localisation, ’am-
plitude des perturbations dans I’écoulement est importante ; les effets non linéaires ne sont
plus négligeables. [E1 Mai et al. (2018) a noté qu’il était difficile de relier quantitativement

les résultats obtenus par ’ALS avec des simulations par élements finis. La raison avancée
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Chapitre 4. Résultats de I’Analyse Linéaire de Stabilité étendue (XLSA)

Nombre d’hypothéses physiques

Modéle Elements Finis

FIGURE 4.16 — Différents modéles d’analyse des prémices du développement de l'instabilité plas-
tique de striction

concerne ’évolution des amplitudes dans les premiéres phases de I’écoulement (accessible
avec le modéle étendu) et non pas 'absence de prise en compte des effets non-linéaires. On
propose alors dans le chapitre (Bl d’étudier 1’évolution d'une perturbation avec le modéle
étendu et de comparer les résultats a des simulations par élements finis. L’objectif est de

définir le champ d’application du modéle XLSA.
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Chapitre 5

Simulations numériques et comparaison

avec le modéle XLSA

L’objectif de ce chapitre est de confronter les résultats obtenus par la nouvelle approche
XLSA & ceux issus d’un modéle par éléments finis développé dans la thése et présenté dans
ce chapitre. Avant d’introduire le modéle par éléments finis, nous proposons un apergu
de quelques travaux de la littérature ayant mis en ceuvre des simulations numériques. Les
travaux évoqués ont porté, entre autres, sur un motif de déformation de longueur d’onde
fixée dans le cadre de 1’étude du développement de 'instabilité plastique de striction. Nous

montrons que les résultats de ’ALS sont retrouvés.

5.1 Approches numériques développées dans la littéra-

ture

L’Analyse Linéaire de Stabilité étudie le développement de perturbations de faible
amplitude. Lorsque les strictions sont fortement développées et que la localisation s’est

produite, I’hypothése de perturbations de faible amplitude est remise en cause. Les ef-
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Chapitre 5. Simulations numériques et comparaison avec le modéle XLSA

fets non-linéaires ne sont plus négligeables. Les simulations numériques par éléments finis

permettent d’étudier la phase non-linéaire et ainsi d’appréhender la localisation et la frag-

mentation.

Les travaux de la littérature ont notamment porté sur I’étude par un modéle par élé-

ments finis de la localisation et de la fragmentation de structures de géométries variées : une

plaque en déformation plane (Rodriguez-Martinez et all, 2013

, Vaz-Romero et al., 2015,

Rusinek et all, 12005 ou lJouve, 2013), une plaque en traction biaxiale (citons

Zaera_et_al., 2015, [Rodriguez-Martinez et al., 2017

Zaera et al., 12014, [E1 Mai et all,

2014, [Vaz-Romero et _al

Jouvd (2010),

), un barreau cylindrique en traction

2015), un anneau en expansion

Pandolfi et 1999. [Sarensen et Freu ,\200

, Beckerl, .

et al._.,_\ZOO . Rodriguez-Martinez

Rusinek et

et_al). 12013d, [Rodriguez-Martinez et

.12007, Xue

all, 2013b, El Mai

et al., ) ou encore un cylindre en expansion

On distingue deux types d’approches :

— pour certains auteurs (e.g.

Tugcu, [1996).

Beckerl, 2002,

Rusinek et Zaeral, 2007

), la géométrie étu-

diée n’est pas perturbée a l'instant initial. Le développement des instabilités est

déclenché par des erreurs d’arrondis numériques qui conduisent in fine a la stric-

tion et a la fragmentation de la structure. On peut parler d’approche multimodale

puisque le bruit numérique l’est trés vraisemblablement. En revanche, son ampli-

tude et sa décomposition spectrale sont difficilement maitrisables et probablement

dépendants du maillage ;

— dans d’autres études (e.q.

Han et Tverg

. 11995,

Xue et

2008

. Vaz-Romero

et al.,12017), une perturbation est initialement présente dans le modeéle par éléments

finis. Ces approches étudient la plupart du temps un défaut périodique de longueur

d’onde donnée.

Compte tenu du nombre de travaux sur ce sujet, nous proposons de détailler plus

particulierement les travaux récents en rapport direct avec notre étude et faisant le lien

entre ALS et simulations numériques.
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Chapitre 5. Simulations numériques et comparaison avec le modéle XLSA

5.1.1 Simulations avec localisation déclenchée par les erreurs d’ar-

rondis

Rodriguez-Martinez et al. (2013h) ont par exemple étudié I'expansion d’un anneau en
utilisant les deux types d’approches évoquées. La géométrie de I'anneau complet n’est
pas perturbée & l'instant initial. Une vitesse constante est imposée sur la face interne de

l’anneau.

La Figure B.1] présente une comparaison entre la distance inter-strictions moyenne Ly
(rapportée a la configuration initiale) normalisée par I’épaisseur initiale ey de 'anneau, de
section carrée, observée a l'instant de localisation et la taille moyenne des fragments, éga-
lement normalisée par ey, obtenue pour différentes vitesses de chargement. Pour des faibles
vitesses de chargement, le nombre de strictions est supérieur au nombre de fragments. Les
ondes de Mott se propagent a partir de I'instant de localisation et inhibent le dévelop-
pement des strictions voisines. Pour des chargements rapides, la distance inter-strictions
correspond a la taille des fragments. En effet, dans ce cas, les strictions se développent
jusqu’a la rupture sans étre inhibées par les ondes de Mott dont la vitesse de propagation
est inférieure & la vitesse de chargement. Ceci confirme les observations expérimentales
(Altynova et al), 1996, Zhang et Ravi-Chandar, 2006) concernant les effets des ondes de
décharge. La Figure B.1] révéle que la distance inter-strictions et la taille des fragments
tendent vers une valeur asymptotique (ligne pointillée) lorsque la vitesse de chargement

tend vers linfini.

5.1.2 Simulations avec défaut initial calibré

Divers auteurs ont essayé de justifier la distance inter-strictions par 'existence d’une
longueur d’onde la plus instable. Pour ce faire, ils réalisent des simulations en introduisant
un défaut calibré dans la configuration initiale. C’est un défaut dont 'amplitude et la

longueur d’onde sont maitrisées. Serensen et Freund (2000) et Xue et al) (2008) se sont
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FIGURE 5.1 — Distance inter-strictions Lg, rapportée a la configuration initiale, normalisée par
Uépaisseur initiale ey, observée a l'instant de localisation et taille moyenne normalisée des frag-
ments en fonction de la vitesse de chargement. Résultats obtenus par |Rodriguez-Martinez et al.
(2013L) (modéle par éléments finis, ABAQUS) sur l'expansion d’anneaur d’uranium de rayon
interne initial R; et de section carrée. €5 est la déformation seuil du critere de rupture adopté
(’élément est retiré). La géométrie est initialement non perturbée.

intéressés a I'expansion d’anneaux, étudiés au moyen d’une cellule unitaire, de longueur Ly
dans la direction de traction et de diamétre ®,. La Figure 5.2 présente la cellule étudiée par
Xue et all (2008) et reprise ensuite par Rodriguez-Martinez et al! (2013b). La cellule est
sollicitée a vitesse constante V;/2 sur les faces latérales X; = +L/2. La mise en mouvement
abrupte de la structure produit des ondes dont la propagation peut initier des strictions
prématurées. Les auteurs (Rusinek et Zaera, 2007, Xue et al., 2008 ou Rodriguez-Martinez
et al.,12013h) mettent en évidence I'importance d’initialiser les champs de contraintes (sur
la surface de charge) et les champs de vitesses dans toute la géométrie afin de limiter
I’amplitude des ondes. Un unique défaut sinusoidal, d’amplitude ¢, est introduit. L’influence

de la longueur d’onde du défaut est explorée en faisant varier le rapport Lo/ ®y.

La localisation correspond & l'instant pour lequel la déformation n’évolue plus au voisi-

nage des faces latérales et se concentre au niveau des amincissements. L’instant de localisa-
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FIGURE 5.2 — Configuration géométrique de la cellule unitaire étudiée par |Xue et all (2008) et
Rodriguez-Martinez et all (2013t) (ABAQUS). La cellule est de longueur Ly et de diamétre ®g,
sollicitée a vitesse constante Viy/2 sur les faces latérales. Un défaut est introduit a l'instant initial.

tion est alors déterminé par la condition deg/dt = 0 ou €5 est la déformation mesurée sur
la face latérale de la cellule. La Figure B.3] présente 1’évolution de eg a l'instant de locali-
sation en fonction du rapport Ly/®g pour différentes vitesses de déformation. L’amplitude
du défaut est fixée. La Figure 5.3 révéle une déformation de localisation importante pour
les faibles valeurs du rapport Lo/®q (i.e. les courtes longueurs d’onde). Ceci confirme effet
stabilisant_de la multiaxialité de 1’écoulement mis en évidence notamment par Mercier et
Molinari (2003) en utilisant une approche ALS. Par ailleurs, 'augmentation de la vitesse
de chargement conduit a 'augmentation de la déformation de localisation pour les grandes
longueurs d’onde illustrant I'effet stabilisant de I'inertie sur les grandes longueurs d’onde.
L’effet combiné de 'inertie et des effets multiaxiaux sélectionne une longueur d’onde in-
termédiaire, définie par le minimum sur les courbes de la Figure £.3] confirmant ainsi les
prédictions analytiques de ’ALS (Fressengeas et Molinari, 1994 ou Mercier et Molinari,
2003). Pour les grandes vitesses de déformation, le rapport Ly/®( associé¢ au mode domi-
nant semble tendre vers une valeur de 1,5, proche de la valeur asymptotique Ly /ey obtenue
pour le cas sans perturbation initiale (voir Figure [5.]). Ces observations mettent ainsi en
évidence l'aspect déterministe du profil de striction dans le cas étudié et confirment les

résultats obtenus avec les approches du type Becker (2002).
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FIGURE 5.3 — Déformation a 'instant de localisation de la cellule étudiée par éléments finis (ABA-
QUS) par |Rodriguez-Martinez et _all (20138) (voir Figure [5.2) en fonction du rapport Lgy/®y.
Différentes vitesses de chargement sont considérées. L’amplitude 6 du défaut est fixée. La loi de

m
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La longueur d’onde intermédiaire suggére ’existence d’un motif de striction prépon-
dérant. Par ailleurs, lorsque 1'on introduit une perturbation périodique dans un calcul de
structure, son effet se combine avec celui du bruit numérique. Rodriguez-Martinez et al.
(2013¢) étudient au moyen d’un modéle par éléments finis (ABAQUS) 'expansion d'un an-
neau dont le rayon externe a été perturbé (le rayon interne restant uniforme). Un nombre
N de défauts est introduit le long de la circonférence de I'anneau, i.e. une perturbation
périodique a N longueurs d’onde. La Figure (.4 présente ’évolution du nombre de stric-
tions n obtenues en fonction du nombre d’imperfections initiales N pour une vitesse de
déformation fixée. Trois régions sont mises en évidence. Les régions I (grandes longueurs
d’onde) et 111 (courtes longueurs d’onde) sont caractérisées par un nombre de strictions
constant, indépendant de la perturbation initiale. Ce nombre est associé a la longueur

d’onde dominante, probablement excitée par le bruit numérique. La région I couvre une
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zone ol le nombre de strictions obtenues correspond au nombre d’imperfections initiales.

Ce nombre ne correspond pas nécessairement au motif associé a la longueur d’onde domi-

nante et illustre 'existence de longueurs d’onde instables autour du mode dominant mise

en évidence par les équations de I’ALS (voir Shenov et Freun

1999) ou Mercier et Moli-

nari (2003)) i.e. les longueurs d’onde autour du mode dominant sont aussi trés instables.

Notons que I'étendue des régions I et 111 est modulée par les effets d’inertie, et donc par

la vitesse de déformation.
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FIGURE 5.4 — Ewvolution du nombre de strictions obtenues en fonction du mnombre d’imperfec-
tions initiales le long de la circonférence de l’anneau. Expansion d’un anneau perturbé d’apres
[gUe2- 1 (tZQlﬁ) (éléments finis, ABAQUS). L’amplitude du défaut et la vitesse

de chargement sont fixées.

Influence du défaut initial

L’influence de 'amplitude du défaut initial est explorée par

Vaz-Romero et al

2017

)

sur un barreau non visqueux. La Figure présente I’évolution de la force mesurée sur la
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surface de chargement en fonction de la déformation axiale mesurée pour différentes ampli-
tudes w du défaut initial. Il est observé que I'amplitude du défaut n’influe pas sur I’évolution
de l'instabilité dans la phase pré-Considére et au début de la phase post-uniforme. Néan-
moins, il est noté que pour un défaut d’amplitude moins importante (i.e. faible valeur de
w), la localisation (correspondant & la rupture de pente dans I’évolution de la force) est
retardée. Il est a noter également que 'augmentation de 'amplitude du défaut augmente
la taille de la région I (voir Figure [5.4]). De ce fait, les défauts controlent plus largement
le processus de fragmentation. Ce résultat est attendu car pour des défauts importants, il

est naturel que la fragmentation s’initie au niveau des imperfections.
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FIGURE 5.5 — Evolution de la force mesurée sur la surface de chargement en fonction de la défor-
mation axiale. Les résultats sont obtenus par Vaz-Romero et al) (2017) au moyen d’une simulation
par éléments finis. La déformation de Considére est indiquée et correspond au maximum de la force.
L’influence de amplitude @ du défaut initial est étudiée.
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Comparaison des taux de croissance obtenus par I’ALS et par la simulation

numérique

Les simulations numériques confirment donc les effets structurants de l'inertie. Les
prédictions analytiques de I’ALS sur I'existence du mode dominant sont confortées. Les si-
mulations numériques ont également permis de confronter les prédictions ALS d’évolution
temporelle du taux de croissance du mode dominant. Jouve (2013) considére une plaque en
déformation plane. Le matériau est non sensible & la vitesse de déformation et est & écrouis-
sage positif (Y = (A+ B(e, +¢;)")), ou A, B, n, ;. Une perturbation correspondant a la
solution calculée par le modéle CLSA (voir Annexe [Al) pour le mode dominant est intro-
duite dans la géométrie a I'instant initial. .Jouve (2013) étudie le signal R(t), représentatif
d’un taux de croissance de perturbation, construit a partir des perturbations en chaque
point de la géométrie. La déformation est supérieure a la déformation de Considére et les
vitesses de déformation considérées sont modérées de maniére & ce que 1’écoulement soit
instable et que I’hypothése de séparation des échelles soit vérifiée. La Figure présente
I’évolution temporelle de R(t) pour la prédiction ALS et la simulation par éléments finis
pour deux niveaux de maillage. Il est noté que les résultats ne dépendent pas du maillage.
Du fait de I’écrouissage, I'existence d’une longueur d’onde de coupure (longueur d’onde mi-
nimale de développement de Iinstabilité plastique de striction) permet de faire converger
les simulations en maillage. Le taux de croissance de la perturbation calculé par la simu-
lation numeérique est en accord avec celui prédit par 'ALS. Les deux modéles divergent a

I'instant t = 43 ps correspondant a la décharge élastique marquant la fin de la validité de

I'ALS.

Jouve (2013) présente sur la Figure (.7 la cartographie de la vitesse de déformation
plastique au sein du matériau a l'instant de décharge élastique calculé par la simulation
numérique. Le motif le long de la direction de traction (axe horizontal sur la Figure (7))
correspond au mode dominant initialement introduit. Dans 1'épaisseur (axe vertical sur

la Figure [5.7]), on constate un motif particulier qui peut étre retrouvé dans I’étude d’une
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FIGURE 5.6 — Comparaison du signal R(t), représentatif du taux de croissance, pour la prédiction
ALS et la simulation numérique par éléments finis, ). Configuration en déformation
plane. Le matériau est non visqueuz. Le gradient de vitesse initial est €11 = 10 s~1. La perturbation
calculée par le modeéle CLSA pour le mode dominant est introduite & l'instant initial. Deux niveaux
de maillage pour la simulation numérique sont présentés. Du fait de [’écrouissage, I’existence d’une
longueur d’onde de coupure permet de faire converger les simulations.

plaque en déformation plane de [Vaz-Romero et all (2015). On proposera dans la suite du

chapitre une prédiction de I'état de la plaque avec le modele XLSA que l'on comparera
avec la simulation numérique. On s’intéressera notamment a I’état de la perturbation au

sein de I’épaisseur de la plaque.

Néanmoins, certains travaux récents ont mis en évidence la difficulté de relier quanti-

tativement les deux approches en termes de chronologie. [E1 Mai et al. (2018) étudient un
anneau en expansion au moyen d’une simulation par éléments finis et de ’ALS avec 'ap-
proche intégrée pour le taux de croissance. Ils assimilent I’anneau a un barreau cylindrique

de longueur Lj en traction et déterminent, en utilisant l'approche stochastique de El Mail

116



Chapitre 5. Simulations numériques et comparaison avec le modéle XLSA

€ls ]
23.07 240 x 24 mesh
(2 A 8 R A B0 B O B4 B0 RO B2 RO B4 B4 4
T I I I
(F 2 8 R R RO RS BN RO R R BE NN B
t=43 us
0

FIGURE 5.7 — Vitesse de déformation plastique au sein de la plaque en déformation plane au
moment de la décharge élastique, Jouvj ). Le matériau est non visqueuz. Le gradient de
vitesse initial est é11 = 10 s~1. La perturbation calculée par le modeéle CLSA pour le mode dominant
est introduite & 'instant intial.

et al. (2014), la probabilité d’obtenir une taille de fragment normalisée I/Ly au cours du
temps. La Figure présente 'évolution de la probabilité d’obtenir une distance inter-

strictions [/ Ly pour a) I’ALS avec taux de croissance intégré et b) le modele éléments finis.

La probabilité est tracée a chaque fois a différents instants de la déformation. [E1 Mai et al

2018) montrent que la distance inter-strictions la plus probable se déplace vers les courtes
longueurs d’onde pour les deux modéles. Néanmoins, la probabilité d’obtenir une courte

distance [/ Ly apparait plus rapidement sur le modéle par éléments finis que sur le modéle

analytique. [E1 Mai et al. (2018) attribuent cet écart au fait que les premiers instants de la

déformation ne sont pas pris en compte dans ’approche de type CLSA. Ceci doit conduire
a une évolution de la perturbation dans les premiers instants, ce qui peut ensuite affecter

le processus de fragmentation.

En conclusion, les études numériques confirment les résultats prédits par I’ALS notam-
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FIGURE 5.8 — Probabilité cumulée d’obtenir une distance inter-strictions l/Lg a différents instants
de la déformation d’apres EL Mai et all (tZ_M) pour a) le modéle CLSA avec tauz de croissance

intégré et b) une simulation numérique par éléments finis.

ment sur la sélection d’une longueur d’onde intermédiaire dominante. Néanmoins, 1'étude
bibliographique met en lumiére une difficulté de relier les deux approches en termes de
chronologie i.e. pour prédire I'instant de localisation. Le modéle XLSA développé dans
cette thése permet quant a lui de considérer le cas des écoulements initialement stables et
de prendre en compte I’évolution d’une perturbation dés les premiers instants du processus

de déformation.

Forts de ce constat, nous proposons d’enrichir I'analyse de lJouve (2013) au moyen du

modéle XLSA. Le développement d’une perturbation de longueur d’onde donnée est étudié.
Nous démontrons que le modéle développé dans la thése enrichit ’approche classique au

point de relier quantitativement les prédictions de I’ALS et des simulations par éléments

finis. I’évolution d’un défaut initial inspiré de Xue et al. (2008) est étudiée au moyen du

modéle XLSA et d’'une approche par éléments finis. Ce travail est préliminaire a 1’étude

future des perturbations multimodales.
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5.2 Modéle par éléments finis

5.2.1 Présentation du modéle - cahier des charges

Le modéle par éléments finis développé dans le cadre de la thése a été réalisé sous
ABAQUS/Ezplicit. Un champ initial de perturbation dx (X7, X3) des positions matérielles,
de longueur d’onde donnée, est considéré. L’objectif est d’étudier 1’évolution de la méme
perturbation par le modéle XLSA et de regarder a partir de quand les deux modéles
divergent afin de définir le domaine de validité de 'approche XLSA proposée. On présente

dans cette section le modeéle par éléments finis développé dans la thése.

Le modele répond & deux exigences :

— d’une part, le modéle par éléments finis permet d’étudier le développement d’un
champ de perturbation initialement présent dans la plaque (dans la réalité, il peut,
par exemple, résulter du processus de mise en forme). Ainsi, une approche numérique
fondée sur le développement des erreurs d’arrondis conduisant a la localisation (par
exemple Becker, 2002 ou Rusinek et Zaera, 2007) n’est pas retenue. Une modélisation
de type Xue et all (2008) ou [Vaz-Romero et all (2017) est donc adoptée. Pour
une configuration suffisamment instable (i.e. se situant dans la région I1 de la
Figure 5.4)), le nombre de strictions sur la géométrie reste constant au cours de la
déformation.

— dans la section [5.]], la géométrie adoptée par Xue et all (2008) puis Rodriguez-
Martinez et al. (2013b) est décrite (voir Figure (.2). L’'influence de la longueur
d’onde du défaut initial est explorée en faisant varier le rapport d’aspect Lo/®q de
la cellule. Dans notre étude, nous nous appuyons sur les résultats de I’ALS avec
un rapport d’aspect Lgs/Lg; constant. Nous nous imposons donc de modéliser la
plaque entiére et imposons un défaut périodique le long de la direction de traction
(selon la direction €7). Ainsi, dans les différentes configurations étudiées dans la

suite, I’écoulement de base reste invariable. Nous nous limitons a I’évolution d’'une
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perturbation monomodale et examinons l'influence de la longueur d’onde sur le
processus de localisation.

On rappelle que I'on étudie une plaque de demi-longueur Lg; et de demi-épaisseur Los

en déformation plane, soumise a une vitesse de traction constante imposée Vj; sur ses faces

latérales ; le gradient de vitesse initial longitudinal associé est €17 = Vi1 /Los.-

Un maillage régulier (structuré) est utilisé, avec des éléments en déformation plane, de
4 neeuds bilinéaires, avec intégration réduite et controle de hourglass (CPE4R). Le maillage

de principe est présenté sur la Figure 5.9 (le maillage est évidemment plus fin pour les cas

considérés) :

X3

A

\_). XI
[ ] A
|
| % 2]“(1:1,
.: | | N (N, éléments)
| [ |

2L(Jl .

(N,, €léments) .
Elément CPE4R

FIGURE 5.9 — Représentation schématique du maillage structuré de la plaque. La plaque est de
demi-longueur Loy et de demi-épaisseur Log. Il y a Noi (resp. Nos) €léments selon la longueur
(resp. Uépaisseur). Les éléments sont de type CPE4R (déformation plane a 4 neeuds et intégration
réduite).

La mise en ceuvre de notre modélisation par éléments finis nécessite deux calculs. Un
calcul est d’abord réalisé sur une structure homogeéne (sans perturbation introduite) pour
modéliser ’écoulement de base qui sert de référence dans la suite. Puis un second calcul
avec la présence d'une perturbation est réalisé. Dans les deux cas, 1’état initial de la plaque
perturbée, étudiée par la suite, correspond & un état en chargement plastique afin d’éviter

les futures propagations d’ondes. Le noeud M;; de la plaque (0 < i < Ny, 0 < 5 < Npg) a
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pour coordonnées :
Xlij =—Log + 2’iL01/N01 Xéj = —Loz + 2jL03/N03 (51)

ot Ny (resp. Npz) désigne le nombre de mailles dans la direction € (resp. €3).

En vertu des relations établies lors de ’étude de I’écoulement de base (voir section [2.2)),

les champs suivants sont définis a U'instant initial, en tout point de la plaque :
— les composantes vij et véj de la vitesse du noeud M;; sont définies grace a la relation :

éll

i ij - i i
vy = X €1 vy = —Xd——
1 1 3 3 (1+€11)2

(5.2)

— le tenseur des contraintes 3 dont I'expression est donnée par les équations (2.24)) et

2.31) -

2Y/\/3 — P1(X3,t) 0 0
= 0 Y/V3 = PI(X;,t) 0 (5.3)
0 0 —P1(Xs, 1)

avec P! la pression inertielle définie par I’équation (Z.25)) :

_ Eh(Lgs — X3)

P'(X3,t) = 1+ ) (5.4)

En adoptant 'équation (5.3]), on suppose donc que le matériau est initialement sur sa
surface de charge. L’initialisation du modéle est cruciale. En effet, si les faces latérales de
la plaque sont abruptement mises en mouvement a ¢ = 0 alors que le reste de la plaque
est au repos, une onde plastique va se propager. Ce phénoméne peut alors déclencher une
striction associée & une longueur d’onde différente de celle imposée. Cette remarque est

déja présente chez Xue et al. (2008) ou Zaera et al! (2015).

Nous présentons dans la section suivante la géométrie et la loi de comportement adoptée
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dans la suite du chapitre.

5.2.2 Configuration géométrique et loi de comportement

La géométrie est reprise de lJouve (2013) : on considére une plaque de demi-longueur
Ly1 = 10 cm et de demi-épaisseur Lg3 = 1 c¢m, soumise a une vitesse de traction V{; sur
les faces (Xo1 = £Lo1); le gradient de vitesse initial est €1 = Vi1/Lo1. Dans la suite, on

choisira une vitesse de traction Vo, = 1000 m/s (gradient de vitesse initial £1; = 10000 s™1).

Nous reprenons la loi de comportement adoptée parlJouve (2013) (matériau écrouissable

non sensible a la vitesse de déformation) :

Y = a1 + Qo (€p -+ Ei)n (55)

ou n est le coefficient d’écrouissage. oy, as et ¢; sont des parameétres du matériau. Dans cette
section, tous les résultats seront obtenus avec des valeurs fixées pour a; = ag = 1 GPa,
n = 0,25, voir Table .11 lJouve (2013) a adopté une valeur de ¢; = 1,29 afin de pouvoir
appliquer 'hypothése de séparation des échelles de temps du modéle CLSA. L’écoulement
est trés instable et une faible perturbation conduit a une localisation presque immédiate.
Notre modéle XLSA permet d’étudier 1’évolution des perturbations méme lorsque le modéle
CLSA ne détermine pas de taux de croissance positif. Ainsi, nous adoptons ¢; = 0,15; &
I'instant initial, ’écoulement est alors instable mais il sera montré que pour les longueurs
d’onde étudiées dans la suite, le modéle CLSA ne fournit pas de taux de croissance positifs
et donc une évolution de la perturbation pourra étre observée avant que la perturbation

ne se développe fortement.

aq [6%) n g
1GPa || 1GPal 0,25 0,15

TABLE 5.1 — Paramétres adoptés pour la loi de comportement décrite par l’équation (5.1).
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Dans notre modéle numérique, le comportement du matériau est élasto-plastique (on
rappelle que dans 1’Analyse Linéaire de Stabilité présentée précédemment, 1’élasticité est
négligée). On considére ici que le comportement élastique est isotrope de module d’Young
E =150 G Pa, de coefficient de Poisson v = 0,33 (un comportement quasi-incompressible
correspond au cas v = 0,4995). Notons que l'initialisation envisagée (équations a [B.4)
correspond & un matériau rigide incompressible. L’hypothése quasi-incompressible pour
I’élasticité n’est pas retenue car les vitesses d’ondes associées seraient infinies et le pas de
temps chuterait. Néanmoins, on a observé que ’approximation imputable & la non prise en
compte de I'élasticité dans les conditions initiales n’engendre pas d’ondes de forte amplitude

pouvant induire un motif de striction différent de la perturbation introduite.

La qualité de l'initialisation est étudiée dans la section suivante ou l'on présente les

résultats obtenus avec une plaque parfaite, sans défaut initial.

5.2.3 Plaque parfaite

Dans les différentes configurations présentées dans la suite du chapitre, la plaque par-
faite a servi de référence pour étudier I’évolution des perturbations. La Figure (.10 présente
I’évolution de la force axiale mesurée sur la surface de chargement en fonction du temps. Ce
résultat est obtenu par le modéle par éléments finis pour la plaque homogéne. Le maillage
comprend Nyp; = 3200 mailles dans le sens de la longueur et Ny3 = 160 mailles dans
I’épaisseur. Dans la suite du chapitre, une étude de convergence en maillage est réalisée.
L’évolution temporelle de la force, dont I’expression analytique par unité de longueur selon

la direction x5 est donnée par I’équation (B.0)), est également présentée sur la Figure B0

(5.6)

Dans les premiers instants, on note des oscillations, peu visibles sur la Figure 510

dues a la propagation d’ondes qui finissent par se dissiper. La force diminue contintiment
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et coincide avec la solution analytique. A ¢t = 150 ps (soit une déformation nominale de

e11 = 1,5), la plaque ne présente aucune striction.

- - - Eléments finis
—— Analytique

© o ©
i~ o I
T
|

Force normalisée

o
B
T
\

0 | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140

Temps (pus)

FIGURE 5.10 — Evolution de la force axiale, par unité de longueur selon la direction xo, exercée sur
la face latérale de la plaque pour le modéle par éléments finis. La force est normalisée par la valeur
de la solution analytique & instant initial 4Y //3Los. La solution analytique est présentée. La loi
de comportement est donnée par ’équation (B.0) et les parametres de la Table[2 ). La vitesse de
chargement est Vo1 = 1000 m/s (gradient de vitesse initial ¢11 = 10000 s~1). Les demi-dimensions
sont Loy =10 em et Log =1 cm.

Le calcul sur la plaque parfaite est validé et 'initialisation proposée permet d’envisager
I’étude du développement d’une perturbation imposée sans avoir des interférences liées aux
ondes générées a l'instant initial. La section suivante est consacrée a la présentation du cas

de référence pour I’étude du développement de perturbations au sein de 1’écoulement.

5.3 Analyse monomodale

5.3.1 Modéle perturbé

Le modeéle par éléments finis est désormais utilisé pour étudier le développement d’une

perturbation. A l'instant initial ¢, = 0, une perturbation dx de la position est superposée a
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I'écoulement homogeéne. Les coordonnées des noeuds M;; seront modifiées en conséquence.

Dans notre approche, seule la coordonnée selon la direction de I’épaisseur est modifiée :
Xy = x5 O sag oV, xy ) (5.7)

ol Xéj ®) est 1a coordonnée dans I'épaisseur de M;; dans '’écoulement de base (voir I'équa-
tion 5.1)). Pour étre représentative d’une perturbation monomodale, la perturbation §z3 est
définie par :

6x3 = cos(11X1)29(X3) (5.8)

avec :

Y1 = 2p7T/2L01 = pﬂ'/LOl (59)

avec p, 'entier qui définit le nombre de défauts d’épaisseur le long de la direction de

traction.
Dans la suite, on adopte une perturbation 3 de la forme :

. A X,
3(Xa) = EL—OZ ; —Loz < X3 < Los (5.10)

avec A, amplitude créte a creux de la perturbation sur les faces inférieure et supérieure de

la plaque. L’'influence de A sera étudiée par la suite.

Notons que dans le modéle de perturbation linéaire, I'incompressibilité induit une rela-
tion entre dx; et dxz. Cette relation n’est plus valable dans le cas du modéle par éléments
finis avec une élasticité compressible. Hormis la coordonnée 3, nous avons décidé de ne
perturber aucun autre champ. Notons que les conditions initiales (5.1) & (5.4) ne s’ap-
pliquent qu’a la plaque parfaite. Dans le cas d’une géométrie perturbée, Xue et all (2008)
notent qu’en chaque point du domaine, le matériau n’est pas rigoureusement sur la sur-
face de charge et qu’une onde plastique se propage au sein de la plaque. Son amplitude

reste cependant faible. On fait alors le choix de laisser le modéle évoluer librement car la
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perturbation est de faible amplitude. L’initialisation est donc de bonne qualité.

Grandeurs d’étude

Soit G(X1, X3,t) un champ de Pécoulement perturbé et G® (X1, X3,t) le champ associé
dans I’écoulement de la structure homogéne. Nous introduisons le champ de perturbation

0G (X1, X3,t) par :

6G(X1, X3, 1) = G(X1, X5, 1) — GO(X1, X, 1) (5.11)

Le champ G® est calculé au moyen de la simulation par éléments finis de 1’écoulement
homogéne et non pas au moyen de la solution fondamentale calculée dans le chapitre 2] car

le comportement du matériau dans le modéle par éléments finis est élasto-plastique.

Il est nécessaire de définir des grandeurs pour suivre I’évolution des champs mécaniques
dans I’écoulement perturbé afin de quantifier ’écart entre les deux modéles. Nous intro-

duisons, pour tout champ de perturbation 0G(X, X3,t), la norme ||6G|| définie par :

1 Loy
16G]| = \/T\// SG2(Xy, + Lo, 1)dX, (5.12)
01 —Lo1

qui représente 'amplitude de la perturbation a l'instant ¢ sur la surface libre de la plaque

en Xo3 = £Lp3. Une norme nulle correspond au cas de la plaque parfaite.

Les amincissements locaux le long de la plaque résultent du développement de la com-
posante dx3 de la perturbation de la position. On définit alors la grandeur adimensionnelle
J(t) par :

[93]]

J(t) = L0

(5.13)

décrivant 1’évolution temporelle de I’amincissement rapporté a la demi-épaisseur Léb) de la
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plaque & l'instant courant ¢. On définit également la grandeur adimensionnelle K (¢) par :

|[6vs]]
K(t) = "%
Us

(5.14)

mesurant 1’évolution temporelle de la perturbation de la vitesse transversale au cours du

temps.

Enfin, nous proposons d’étudier la grandeur adimensionnelle Z(t), définie par :

_ lows|] T
|[0x3]| €11

Z(t)

(5.15)

La grandeur Z(t) pourra donc étre comparée au taux de croissance normalisé de la
perturbation au sens du modéle classique (CLSA). En effet, dans le cas limite des écoule-
ments fortement découplés et pour un mode longitudinal donné, I’équation (A.2)) montre
que dvg = ndxs ou n est le taux de croissance de la perturbation. Il vient alors Z(t) = n/é1;.

De fait, Z(t) correspond au taux de croissance normalisé au sens du modéle CLSA.

Dans la sous-section (.3.2] le cas de référence est présenté. Puis, 'influence du nombre
de strictions p le long de la plaque est étudiée dans la sous-section [5.3.3l Enfin, 'influence

de Pamplitude du défaut initial est étudiée dans la section [£.3.41

5.3.2 Cas de référence

Dans le cas de référence, on considére 12 strictions le long de la plaque soit un nombre
d’onde v; = 127/Lg;. L’amplitude créte a creux du défaut est fixée & A = 8 um. La

géométrie est représentée schématiquement sur la Figure 111

La loi de comportement est donnée par la relation (5.5]) avec les paramétres de la table

B.Il

La Figure [5.12] présente 1’évolution temporelle du taux de croissance 7/é1; calculé par

I"’Analyse Linéaire de Stabilité Classique (CLSA, voir Annexe [Al). Deux phases dans 'évo-
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. S —

A=8pum

FIGURE 5.11 — Représentation schématique de la plaque a l'instant initial. La perturbation est
définie par les équations (B.1) o (BI0). A représente l'amplitude créte a creux de l'état de surface
de la plaque.

lution de la perturbation sont distinguées. Jusqu’a t = 60 us, le modéle CLSA ne détermine
pas de taux de croissance positif suffisamment grand pour rendre compte d’une croissance

rapide de la perturbation. A t = 60 us, le taux de croissance augmente de maniére impor-

tante et 'amplitude de la perturbation croit.

(0.¢]
T

Taux de croissance normalisé 7/¢11

| |
0 20 40 60 80 100 120 140

O | |
Temps (ps)

FIGURE 5.12 — Evolution temporelle du taux de croissance normalisé 11/é11 du mode p = 12 calculé
par I’Analyse Linéaire de Stabilité Classique (CLSA, voir Annezeldl). La plaque est soumise a un
gradient de vitesse initial ¢11 = 10000 s~1. La loi de comportement du matériau est décrite par
léquation (1) avec les paramétres de la Table [l Les demi-dimensions sont Lyy = 10 cm et
L03 =1cm.

Dans la suite, nous allons comparer I’évolution de la perturbation prédite par le modele
par éléments finis et le modéle XLSA. Avant de poursuivre plus en avant I'analyse, une

étude de convergence en maillage a été réalisée.
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M1 M2 M3 M4 M5
Ny || 600 || 800 [| 1600 || 3200 || 4800
Nos || 30 || 40 80 160 || 240

TABLE 5.2 — Caractéristiques des différents maillages utilisés pour définir un maillage de référence.

Convergence en maillage

L’évolution temporelle de la norme K (t) de la perturbation (p = 12) en vitesse, définie
selon I'équation (B.14)), calculée par le modeéle par éléments finis est donnée en Figure (.13
pour les premiers instants. Plusieurs maillages, définis dans la Table 5.2l sont adoptés.
On définit par l; (resp. l3) la taille des mailles dans la direction longitudinale (resp. de
I’épaisseur). Pour tous les niveaux de maillage, le rapport initial [;/l3 est fixe et égal a
1/2, de sorte qu’au cours de la déformation, les mailles ne soient pas trop étirées dans la
direction €;. Les tailles de maille obtenues sont du méme ordre de grandeur que Rusinek

et Zaera (2007) pour le cas de 'anneau.

On observe des oscillations qui diminuent au cours du temps et dont ’amplitude décroit
a mesure que le maillage est raffiné. Ces oscillations sont dues aux conditions initiales.
On observe une convergence de résultats pour un maillage suffisamment fin (résultats
identiques pour les maillages M, et Ms). Dans la suite, le maillage retenu est le maillage
M, avec Ny; = 3200 éléments dans la direction longitudinale et Ny3 = 160 éléments dans

la direction de I'épaisseur.

Comparaison éléments finis/ XLSA

L’évolution de la perturbation est étudiée en paralléle avec le modeéle étendu (XLSA)

et le schéma numérique associé (voir chapitre Bl section B.3]).

La Figure [B.14] présente I’évolution temporelle de la norme J(t) de la perturbation de

la position, définie par 1’équation (5.13), pour le modéle par éléments finis et le modéle
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FIGURE 5.13 — Evolution temporelle de la norme de la perturbation (p = 12) de la vitesse définie
par U’équation (B.I4) sur la face inférieure (X3 = —Log) pour les maillages définis dans le tableau
(B2). La plaque est soumise a un gradient de vitesse initial £11 = 10000 s~1. La loi de comporte-
ment du matériau est décrite par ’équation (B.B]) avec les paramétres de la Table[5 1]l L’amplitude
créte o creuxr du défaut est A = 8 um. Les résultats obtenus pour les maillages My et Ms sont
similaires. Les demi-dimensions sont Loy = 10 ecm et Log =1 cm.

XLSA. Les résultats sont proches pour les deux modéles. On distingue deux phases dans
I'évolution. Aux temps courts, le modéle XLSA révele deux annulations de J(t) at = 27 us
et t = 42 us. Une seule annulation est révélée par le modele par éléments finis a ¢ = 40 us.
Les tendances sont néanmoins restituées. En effet, on constate bien que le modéle par
éléments finis présente aussi un miminum local de J(t) autour de ¢t = 29 us. L’écart entre
les deux modéles augmente a mesure que ’amplitude de la perturbation augmente. C’est un
résultat attendu puisque le modeéle X LS A est une méthode de perturbation linéaire, basée
sur la superposition d’une perturbation qui est, par hypotheése, de faible amplitude. Lorsque
I’amplitude de la perturbation augmente, seule une solution numérique peut reproduire les

effets non linéaires marqués.

La Figure [B.15 compare 1’évolution temporelle de la norme K(t) de la perturbation
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FIGURE 5.14 — Evolution temporelle a) aux temps courts; b) aux temps longs de la norme J(t)

de la perturbation de la position définie par l’équation (513). La plaque est soumise a un gradient
de witesse initial €17 = 10000 s~1. La loi de comportement du matériau est décrite par ’équation

(B3) avec les parametres de la Table [l L’amplitude créte a creur du défaut est A = 8 um.
Le modéle ABAQU S utilise le maillage My défini dans la Table (5.2)). Les demi-dimensions sont

Lot =10 em et Loz =1 cm.

de la vitesse, définie par I’équation (5.14]), pour le modéle par éléments finis et le modéle

XLSA. Les évolutions aux temps courts sont trés voisines (voir Figure [5.15h). L’amplitude
de la perturbation de la vitesse augmente puis diminue jusqu’a s’annuler pour ¢ = 34 us
(méme instant pour les deux modeles). Les deux approches prédisent une augmentation
importante de l'amplitude de K(t) a partir de ¢ = 60 pus, correspondant & l'instant de

déclenchement de l'instabilité prédit par le modéle classique (voir Figure [(5.12).

La Figure présente la carte spatiale de d¢,/ z—f,(,b) a deux instants ¢ = 27 us (avant
que 'amplitude K (t) ne s’annule) et ¢ = 36 us (juste aprés que 'amplitude K(t) ne s’an-
nule). Cette grandeur représente la déviation par rapport a ’écoulement homogéne pour
la vitesse de déformation plastique. Les prédictions pour les deux modéles sont présen-
tées. On note que les résultats sont trés comparables pour les deux approches en termes
d’amplitude des déviations et en termes de comportement de la perturbation dans la di-
rection de 'épaisseur. L’alternance des motifs dans la longueur suit le nombre d’onde ;.

On remarque aussi un motif alterné dans ’épaisseur indiquant la présence d’un nombre
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FIGURE 5.15 — Evolution temporelle a) aux temps courts; b) aux temps longs de la norme K (t)

de la perturbation de la vitesse définie par l’équation (5.14). La plaque est soumise a un gradient
de vitesse initial €17 = 10000 s~!. La loi de comportement du matériau est décrite par ’équation

(E3) avec les parameétres de la Table [l L’amplitude créte a creur du défaut est A = 8 um.
Le modéle ABAQU S utilise le maillage My défini dans la Table (5.2]). Les demi-dimensions sont

Lot =10 em et Loz =1 cm.

d’onde transversal. Notons au passage que la carte spatiale est trés similaire a celle pré-
sentée par lJouve (2013) (voir Figure B.7). La Figure 517 présente ’évolution de la gran-
deur dvs(— Lo, X3,1)/ véb)(—Lm, L3, t) en fonction de la coordonnée normalisée X3/ Loz de

I’épaisseur aux instants ¢t = 27 us et t = 36 ps. A nouveau, le modéle XLSA permet une

bonne restitution des résultats issus du modéle par éléments finis.

La Figure 5.I8 présente la carte spatiale de 5{-51,/5';1)) a l'instant t = 105 ps. La perturba-
tion s’est bien développée et la vitesse de déformation plastique apparait homogéne dans
la direction de I’épaisseur. On observe donc, pour les temps longs, un fort changement de
la dépendance selon 'épaisseur (par comparaison des Figures et [0.I8). Notons que
I’homogénéité de la perturbation de la vitesse de déformation dans I’épaisseur est prédite
par 'approche classique. En effet, d’aprés le modéle classique CLSA, le calcul des modes
propres du systéme lorsque 1’écoulement est fortement instable conduit & une fonction de

courant 1 presque linéaire dans 'épaisseur (voir chapitre[], Figure[d.3] pageR3)). Autrement
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auzx instants t = 27 us et t = 36 ps pour le modéle par éléments
finis et le modeéle XLSA. La plaque est soumise & un gradient de vitesse initial €11 = 10000 s~!
La loi de comportement du matériau est décrite par l’équation (B.5) avec les paramétres issus de
la Table (51l L’amplitude créte a creux du défaut (p = 12) est A = 8 pum. Le modéle ABAQU S
utilise le maillage My défini dans le tableau ([B.2). Les demi-dimensions sont Loy = 10 cm et

~ aexp(nt) X3

«, coefficient d’amplitude

(5.16)
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FIGURE 5.17 — Composante dvs de la perturbation de la vitesse sur la face latérale (X1 = —Lg1)

de la plaque normalisée a linstant t = 27 us et t = 36 us en fonction de la coordonnée normalisée
X3/ Los pour le modeéle par éléments finis et le modéle XLSA. La plaque est soumise a un gradient
de vitesse initial €17 = 10000 s~!. La loi de comportement du matériau est décrite par ’équation
(E5R) avec les parameétres de la Table [l L’amplitude créte & creux du défaut est A = 8 pum.
Le modeéle ABAQU S utilise le maillage My défini dans la Table[5.2. Les demi-dimensions sont
Lot =10 em et Loz =1 cm.

Comme la perturbation de la vitesse de déformation plastique se déduit de la fonction
de courant par la relation (en vertu des relations (3.26]) et (3.47) :

2
0ép = A cos(11X1)¥ 3, (5.17)

d’apres les équations (.16] et 517 le modéle classique prédit que la perturbation de la
vitesse de déformation plastique est homogéne dans la direction de I’épaisseur x3 lorsque

I’écoulement est trés instable.

0¢
L’évolution temporelle du maximum sur la face inférieure de la grandeur 5—,5 pour les

5

P

modeéles XLSA et CLSA (obtenue en intégrant le taux de croissance calculé par 'approche
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Chapitre 5. Simulations numériques et comparaison avec le modéle XLSA

classique, voir chapitre @], équation [L.0) est présentée sur la Figure Le résultat obtenu
par le modéle par éléments finis est trés proche des résultats XLSA. On observe une diffé-
rence nette aux temps courts qui persiste aux temps longs, lorsque la phase de croissance
rapide de la perturbation démarre. Ainsi, la cartographie de la Figure est retrouvée

par le modéele CLSA mais pas les amplitudes associées.

t =105 ps - Modele éléments finis t =105 ps - Modele XLSA
0.03 ‘ 0.03
0.02 . 0.02 - -
0.01 | B 0.01 - -
af 3 3 JEEmE 3 3§ 3
—-0.01 S —-0.01 - .
—-0.02 | - -0.02 -
—0.03 | \ | \ | —0.03 \ | \ | \
-0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03
I Iy
I f T R [ : T
-04 -03 -0.2 =01 0 0.1 02 03 04 -04 =03 =02 =01 0 0.1 0.2 0.3 0.4

FIGURE 5.18 — Nappes 6ép/é§,b) a Uinstant t = 105 ps pour le modeéle par éléments finis et le
modeéle XLSA. La plaque est soumise a un gradient de vitesse initial €17 = 10000 s~'. La loi de
comportement du matériau est décrite par l'équation (B.H) avec les paramétres de la Table [21.
L’amplitude créte a creur du défaut (p = 12) est A = 8 um. Le modéle ABAQUS utilise le
maillage My défini dans la Table (5.2). Les demi-dimensions sont Lo; = 10 em et Loz =1 em.

La Figure[b. Il révele que les deux modeles (éléments finis et XLSA) divergent clairement
a t = 130 us mais que des écarts significatifs entre les deux modeles sont déja observés a
partir de t = 117 us ou le modeéle par éléments finis présente une rupture de pente. On
a observé que cet instant correspond a l'apparition dans la simulation par éléments finis
d’éléments au sein desquels la vitesse de déformation plastique est nulle. C’est le signe
de l'apparition des premiéres décharges élastiques et de la localisation. Ce phénoméne est
encore mieux observé lorsque I'on s’intéresse au taux de croissance Z(t) de la perturbation
(selon la définition [.15]). Son évolution temporelle (calculée avec le modeéle par éléments

finis et le modele XLSA) est donnée en Figure (.20l Le modéle par éléments finis et le
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FIGURE 5.19 — Evolution temporelle de max (5ép/5ég) par le modeéle XLSA. Les résultats avec
le modéle classique sont obtenus par intégration du taux de croissance calculé par la CLSA (voir
chapitre [, équation [{.6). La plaque est soumise a un gradient de vitesse initial £17 = 10000 s~ 1.

La loi de comportement du matériau est décrite par 'équation (.0 avec les paramétres de la Table
51 L’amplitude créte o creux du défaut est A = 8 um. Le modéle ABAQU S utilise le maillage

My défini dans la Table (5.2). Les demi-dimensions sont Loy = 10 em et Loz = 1 em.

modeéle XLSA donnent des résultats similaires. On note une différence, peu visible, dans
les premiers instants (entre ¢ = 0 ps et t = 15 us) avec de légeéres oscillations observées
sur le modéle par éléments finis résultant d’ondes induites par les conditions initiales. Ces
oscillations sont ensuite atténuées et les deux modeles coincident. Aux instants ¢t = 27 us et
t =42 ps, Pamplitude J(t) de la perturbation de la position s’annule pour le modéle XLSA
(voir Figure 5.14)) et la Figure révele que le taux de croissance Z(t) tend vers l'infini.
De méme, le taux de croissance Z(t) s’annule a ¢t = 34 us correspondant & ’annulation de
l'amplitude K (t) de la perturbation en vitesse (voir Figure [E.I5]). Puis, les deux modéles
sont trés proches dans la phase instable jusqu’a l'instant ¢ = 117 us (déformation nominale
11 = 1,17), qui marque l'instant des premiéres décharges élastiques. C’est 'instant de
localisation au-dela duquel le modeéle XLSA n’est plus valide. Le taux de croissance calculé
avec le modéle classique CLSA est aussi représenté. Le modéle classique ne rend pas compte
du début de I’évolution de la perturbation. Il prédit un début de croissance forte de la

perturbation a ¢t = 60 us, ce qui est en accord avec le modéle par éléments finis et le
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Chapitre 5. Simulations numériques et comparaison avec le modéle XLSA

modeéle XLSA. Cependant, dans la phase instable, lorsque la séparation des échelles est
vérifiée (c’est-a-~dire lorsque le taux de croissance est bien plus important que le gradient
de vitesse initial €1 = 10000 s7!), les taux de croissance sont proches pour les trois
méthodes lorsque ¢t > 70 ps. On conclut de la méme maniére que dans le chapitre [, quant
au fait que le taux de croissance de la méthode XLSA tend vers le taux de croissance prédit
par la méthode CLSA lorsque I'écoulement est fortement découplé. Notre approche XLSA

permet aussi de décrire I’évolution de la perturbation aux instants de faible croissance de

celle-ci.
T ] I T
THE —FEF
20 | ] --- XLSA |
! | ----- CLSA
s) |
Nl i
N = |
l’ | tioe = 117 us /‘3
0 X "y = bm = = /\ | | 3 | |
0 20 40 60 80 100 120 140
Temps (us)

FIGURE 5.20 — Evolution temporelle du tauz de croissance Z(t) de la perturbation défini par

Uéquation ([BID) sur la face inférieure (X3 = —Los). La plaque est soumise a un gradient de
vitesse initial de €11 = 10000 s~L. La loi de comportement du matériau est décrite par I’équation

BH) avec les parametres de la Table [21. L’amplitude créte a creur du défaut est A = 8 um.
Le modeéle ABAQU S utilise le maillage My défini dans la Table (5.2). Les demi-dimensions sont

Lot =10 em et Log =1 cm.

La Figure [5.2T] présente 1’évolution temporelle de la force mesurée sur la face latérale de
la plaque calculée par le modéle par éléments finis, pour I’écoulement homogéne et 1’écou-
lement perturbé. La prédiction théorique obtenue par I’équation (5.6]) est aussi reportée.
La grandeur présentée est normalisée par la valeur théorique de la force a I'instant initial.

Dans les premiers instants, un écart existe entre les résultats des calculs par éléments finis
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Chapitre 5. Simulations numériques et comparaison avec le modéle XLSA

et la valeur théorique en raison de l'initialisation. Les trois modéles coincident par la suite
jusqu’a t = tj,. = 117 us, ou le résultat par éléments finis prédit une chute brutale de I'ef-
fort, marquant la localisation, en accord avec les observations de [Vaz-Romero et al. (2017)

(voir Figure ou [El Mal et all, 2018).

1 T
0.8 N
[eb}
z
= 0.6 e |
: V% g
O I
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8 04 B l us : |
ﬁ I
—— Théorique |
021 ___gp- Homogene : |
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0 \ \ \ : ‘ ‘

| |
0O 20 40 60 80 100 120 140 160
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FIGURE 5.21 — Evolution temporelle de la force normalisée sur la face latérale issue du modéle
par €léments finis pour la plaque homogeéne et la plaque perturbée. La valeur théorique obtenue par
léquation (B.6]) est aussi présentée. L’instant de localisation est noté tj,. = 117 us et correspond
aux premiéres décharges €lastiques dans la simulation numérique. La plaque est soumise a un
gradient de vitesse initial ¢17 = 10000 s~'. La loi de comportement du matériau est décrite par
Iéquation (B.5]) avec les parameétres de la Table [5 1l L’amplitude créte & creuz du défaut est A =
8 um. Le modéle ABAQU S utilise le maillage My défini dans la Table (5.2)). Les demi-dimensions
sont Loy =10 em et Log =1 cm.

5.3.3 Influence du nombre d’onde

Dans cette section, la configuration de référence est conservée : la loi de comportement
est toujours donnée par 1’équation (5.5]) avec les paramétres de la Table Bl et le gradient
de vitesse initial est £;; = 10000 s~!. Les demi-dimensions sont Ly; = 10 cm et Ly = 1 cm.

A Dinstant o, on superpose une perturbation dzs définie par les équations (E8) et (BI0),
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avec une amplitude A = 8 pum. Le nombre d’onde est, pour cette section, v; = 207/ Loy,

soit 20 amincissements distribués initialement le long de la plaque.

La Figure présente I’évolution temporelle du taux de croissance 1/¢1; calculé par
I’Analyse Linéaire de Stabilité Classique (CLSA, voir Annexe [A]). Comme pour le cas de
référence (voir Figure [1.12)), deux phases dans I’évolution de la perturbation sont distin-
guées. Dans la premiére phase, le modéle CLSA ne détermine pas de taux de croissance
positifs suffisamment grands pour rendre compte d’une croissance rapide de la pertur-
bation. Le point d’inflexion marquant le début de la croissance forte de l'instabilité est
observé a t = 101 us, soit plus tard que pour le mode de référence ou il était observé a
t = 60 ps. Cest un résultat attendu puisque les modes de grande longueur d’onde (par
exemple vy, = 127w/ Lg;) sont instables avant ceux de courte longueur d’onde (par exemple
7 = 207/ Lg1). Notons également que le taux de croissance de la perturbation de nombre
d’onde vy = 207/ Lg; a l'instant ¢ = 150 ps est plus important que celui associé au nombre

d’onde de référence (voir Figure B.12)).
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FIGURE 5.22 — Evolution temporelle du taur de croissance normalisé n/é11 calculé par I’Analyse
Linéaire de Stabilité Classique (CLSA, voir Anneze[4l). Le nombre d’onde de la perturbation est
v1 = 20m/Lo1. La plaque est soumise a un gradient de vitesse initial €11 = 10000 s La loi de
comportement du matériau est décrite par ’équation (B.3) avec les paramétres de la Table[5 ] Les
demi-dimensions sont Loy = 10 ¢cm et Log = 1 e¢m.
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Chapitre 5. Simulations numériques et comparaison avec le modéle XLSA

Comme pour le cas de référence, 1’évolution de la perturbation est déterminée par
le modéle par éléments finis et le modéle XLSA. On présente en Figure (.23 ’évolution
temporelle de 'amplitude K (¢) de la perturbation de la vitesse définie par I’équation (5.14)).

Les résultats sont similaires au cas de référence avec une phase stable ot 'amplitude

0.06 1.2
—EF —EF
--- XLSA L --- XLSA |
0.04 |- = 0.8 - =
: =z 0.6 - .
0.02 | P 04 a
; 02| .
) a4 BRY, \‘. Ny N 0 | ! e ol -
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140 160
a) Temps (ps) b) Temps (us)

FIGURE 5.23 — Evolution temporelle a) aux temps courts; b) aux temps longs de la norme K(t)
de la perturbation de la vitesse définie par l'équation (BI4]). Le nombre d’onde de la perturbation
est y1 = 20m/Lo1. La plaque est soumise a un gradient de vitesse initial £11 = 10000 s~1. La loi
de comportement du matériau est décrite par l’équation (5.0 avec les paramétres de la Table [51l
L’amplitude créte & creux du défaut est A = 8 um. Le modele ABAQUS utilise le maillage My

défini dans la Table (5.2). Les demi-dimensions sont Loy = 10 em et Lo = 1 em.

de la perturbation évolue peu, s’annulant a plusieurs reprises. On note 5 annulations (2
annulations étaient observées pour le cas de référence, voir Figure [0.15). Puis, a partir de
t = 110 ps, 'amplitude de la perturbation de la vitesse augmente fortement. L’amplitude
K(t) pour le nombre d’onde ~; = 20m/Lg; est plus faible que pour le nombre d’onde
v = 127/ Ly (voir Figure (.15b) aux grands temps et en particulier a 'instant ¢t = 117 s
correspondant a l'instant d’apparition des premiéres décharges pour le cas de référence
(voir Figure [0.21]). Cette observation est complétée par I’étude du taux de croissance de la

perturbation (définie selon I’équation [.10]) et présentée en Figure 524

On observe sur le résultat obtenu par éléments finis, comme dans le cas de référence, de

légéres oscillations en début de déformation dues a la définition des conditions initiales du
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FIGURE 5.2/ — Evolution temporelle du tauz de croissance Z(t) de la perturbation défini par
léquation (B.I5). Le nombre d’onde de la perturbation est y1 = 20mw/Lo1. La plaque est soumise
a un gradient de vitesse initial €11 = 10000 s~1. La loi de comportement du matériau est décrite
par Uéquation (5.0) avec les paramétres de la Table [31. L’amplitude du défaut créte a creux est
A = 8 um. Le modeéle ABAQUS utilise le maillage My défini dans la Table (22). Les demi-

dimensions sont Ly = 10 cm et Loz =1 c¢m.

modele. Jusqu’a t = 100 ps, le modéle classique (C'LSA) ne propose pas de taux de crois-
sance suffisamment grand pour que le systéme soit trés instable. Dans cette phase, le taux
de croissance de la perturbation est proche pour les modéles par éléments finis et XLSA.
A Tinstant ¢t = 107 ps, le modéle classique prédit des taux de croissance positifs signifi-
catifs, synonymes de croissance de l'instabilité pour le mode considéré. Cette observation
est cohérente avec la Figure [5.23 ou il était observé un début de croissance de 'amplitude
de la perturbation de la vitesse vers t = 110 us. Les taux de croissance ainsi que leurs
évolutions sont proches pour les trois modéles (éléments finis, XLSA et CLSA) aux temps
longs (¢ > 107 ps). Enfin, on observe pour le modéle par éléments finis un changement
brutal de I’évolution temporelle du taux de croissance a t = 144 us. Ce changement est,
comme pour le cas de référence, dii aux premiéres décharges élastiques et a l'apparition

de zones avec une vitesse de déformation plastique nulle. Dans le cas du nombre d’onde
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v = 127/ Loy, cette décharge intervient plus tot dans la déformation, a ¢ = 117 ps.

5.3.4 Influence de 'amplitude du défaut

Dans cette section, U'influence de 'amplitude A du défaut (voir définition [E.I0) est
étudiée. La configuration est celle de référence (mode v, = 127/Lg;, gradient de vitesse
initial £;; = 10000 s71). La plaque est perturbée avec des défauts de plus grande amplitude

A =8 um (valeur de référence), 12 pm, 32 pm, 48 pm, 64 pm et 80 pum.

L’évolution temporelle de la norme de la perturbation en position J(t), définie par
I'équation (5.13)), est illustrée en Figure pour les différentes valeurs d’amplitude du
défaut. Seuls les résultats issus des calculs par éléments finis sont présentés. Pour toutes
les amplitudes, deux phases peuvent encore étre identifiées. Dans un premier temps, une
phase stable, dont la durée est la méme pour toutes les valeurs d’amplitude. La norme de
la perturbation s’annule par deux fois aux instants ¢ = 27 us et t = 42 us pour toutes
les valeurs d’amplitude testées. Puis, la perturbation croit jusqu’a la localisation ot I'on
observe clairement un ralentissement dans ’évolution de I'amplitude de la perturbation;
J(t) est une grandeur moyennée sur la longueur. Donc méme si la perturbation croit vite
au sein des strictions, en dehors, la déformation peut se figer de sorte qu’en moyenne J(t)
croit encore mais de maniére moins rapide. L’instant ¢;,. de localisation qui correspond
aux premiéres décharges élastiques relevé dans le modeéle par éléments finis diminue quand

Iamplitude A du défaut augmente, voir Table (.3

A(pm) | 8 || 12 || 32 | 48| 64 || 80
tioe (us) || 117 || 112 | 101 || 96 || 93 || 91

TABLE 5.8 — Instant tj, de localisation relevé dans le modéle par éléments finis pour les différentes
amplitudes A du défaut. La plaque est soumise & un gradient de vitesse initial €11 = 10000 s~!. La
loi de comportement du matériau est décrite par 'équation ([B.0) avec les paramétres de la Table

21l Le modele ABAQU S wutilise le maillage My défini dans la Table (52). Les demi-dimensions
sont Loy =10 em et Log =1 cm.
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FIGURE 5.25 — Evolution temporelle a) aux temps courts; b) aux temps longs de la norme J(t)
de la perturbation de la position définie par l’équation (B.I3]) pour différentes valeurs d’amplitude
de défaut A. Résultats issus du modéle par éléments finis. Le nombre d’onde de la perturbation
est y1 = 127 /Lo1. La plaque est soumise a un gradient de vitesse initial €11 = 10000 s~ La loi
de comportement du matériau est décrite par l’équation (5.0) avec les paramétres de la Table [2])
Le modeéle ABAQU S utilise le maillage My défini dans la Table (5.2). Les demi-dimensions sont
Lot =10 ecm et Log =1 cm.

L’évolution temporelle de la norme de la perturbation de la vitesse (selon la définition
[0.14]) est présentée en Figure pour les différentes valeurs d’amplitude initiale du défaut.
Notons que le comportement dans la phase stable pour la perturbation en vitesse est le
méme pour toutes les amplitudes : la perturbation s’annule & ¢ = 34 us. La phase instable
démarre alors puis 'amplitude K () de la perturbation de la vitesse augmente fortement

jusqu’a subir un changement brutal dans son évolution.

La décharge intervient plus tot & mesure que le défaut d’amplitude est plus impor-
tant (déja observé sur la Figure (.25)). Ce résultat est intuitif puisqu’un défaut initial plus
marqué va naturellement déclencher la ruine de I'éprouvette plus rapidement, quel que
soit le mode de déformation. Les observations sur I'influence de I'amplitude du défaut sur
I'instant d’apparition des premiéres décharges élastiques, correspondant a la localisation
de la déformation au sein des strictions, se confirment lorsqu’on étudie les résultats par
¢léments finis sur I’évolution temporelle du taux de croissance instantanée Z(t) (selon la

deéfinition [5.15), représentée en Figure [5.27] pour différentes valeurs d’amplitude initiale de
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FIGURE 5.26 — Evolution temporelle a) aux temps courts; b) aux temps longs de la norme K (t)
de la perturbation de la vitesse définie par l’équation (BI4) pour différentes valeurs d’amplitude
de défaut A. Résultats issus du modéle par éléments finis. Le nombre d’onde de la perturbation
est y1 = 127/ Lo1. La plaque est soumise a un gradient de vitesse initial €11 = 10000 s~ La loi
de comportement du matériau est décrite par l’équation (B.0) avec les paramétres de la Table [2])
Le modéle ABAQU S utilise le maillage My défini dans la Table (5.2). Les demi-dimensions sont
Lot =10 em et Log =1 cm.

défaut. Notons dans un premier temps que I’évolution temporelle jusqu’a la localisation
est indépendante de 'amplitude du défaut ; le taux de croissance issu du modéle CLSA ne
dépend pas de 'amplitude du défaut initial. Il est en partie retrouvé par le modéle XLSA et
confirmé ici par le modéle par éléments finis. La décharge élastique intervient lorsque I'on
observe un changement brutal dans 1’évolution temporelle du taux de croissance. A nou-
veau, on constate que la décharge intervient plus tot lorsque le défaut initial est important.
Le comportement au-dela de la décharge élastique est différent selon le défaut initial. Seul
le modéle par éléments finis permet de représenter cette derniére phase. Néanmoins, on
montre dans le paragraphe suivant qu’il est possible de prédire l'instant ¢;,. de localisation

avec le modeéle XLSA.

La décharge élastique correspond a l'instant & partir duquel il y a dans la plaque un

élément dans lequel la vitesse de déformation plastique est nulle. Dans le modeéle étendu
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FIGURE 5.27 — Evolution temporelle du taux de croissance Z(t) défini par Uéquation (5I5) pour
différentes valeurs d’amplitude A de défaut. Le nombre d’onde de la perturbation est y; = 12w /Ly, .
La plaque est soumise & un gradient de vitesse initial £11 = 10000 s~1. La loi de comportement du
matériau est décrite par 'équation (B0) avec les parameétres de la Table[Zdl Le modéle ABAQUS
utilise le maillage My défini dans la Table (5.2). Les demi-dimensions sont Loy = 10 cm et
Loz = 1 ecm. Linstant de localisation qui correspond aux premiéres décharges élastiques est reporté
dans la Table[53 pour chacune des amplitudes du défaut.

(XLSA) proposé dans la thése, on rappelle que :
ép(X1, Xa, 1) = D (t) + 6¢,(X1, X, 1) (5.18)

avec

5ép(X1,X3,t) = COS(’lel)gp(Xg,t) (519)

D’aprés I'équation (5.I8]), la vitesse de déformation plastique en un point de la plaque
perturbé est nulle lorsque d¢, = —él(,b). De maniére équivalente, d’aprés 'équation (5.19),
cela revient & déterminer, grace au modéle XLSA, le premier instant pour lequel il existe

une valeur de X telle que |£,(Xs, £ /e =1.

Remarque : A linstant ;. de localisation correspondant aux premiéres décharges

élastiques, la vitesse de déformation plastique dans 1’écoulement perturbé vérifie les condi-
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tions |€,(Xs, t)|/él(,b) = 1 et cos(11X1) = £1, i.e. les premiéres décharges élastiques appa-
raissent pour un extremum local de la perturbation selon la direction longitudinal x;. Il est
vérifié sur le modele XLSA et sur le modéle par éléments finis que les zones ot se produisent
les premiéres décharges se situent entre les strictions, ce qui confirme un résultat intuitif,
illustré sur la Figure La déformation est concentrée au niveau des amincissements et
les zones inter-strictions ne subissent plus de déformation (ce qui explique le ralentissement

dans la croissance de la grandeur J(t), moyennée sur la longueur de la plaque, voir Figure
[5.25]).

Zones des décharges élastiques

-~
0N

N 7

Strictions : localisation de la déformation

FIGURE 5.28 — Représentation schématique de la plaque au moment de la localisation. Les
premiéres décharges é€lastiques apparaissent entre deux strictions tandis que la déformation se
concentre au niveau des amincissements.

La Figure[b. 29 représente I'instant de la décharge élastique prédit par le modeéle (XLSA)
en fonction de l'amplitude initiale du défaut. Il est comparé avec plusieurs calculs par
éléments finis. Il y a une bonne corrélation entre le modéle étendu et les résultats de
simulations numériques sous ABAQUS. On remarque une évolution non linéaire de I'instant
de localisation. Une asymptote verticale pour un défaut nul semble apparaitre. Cela est
attendu puisqu’un défaut nul correspond au cas de la plaque homogéne, infiniment ductile.
Dans ce cas, en théorie, la déformation peut se produire sans décharge élastique. L’écart
constaté entre les deux modéles s’explique par le fait que le modéle étendu atteint sa limite
de validité avant la décharge élastique; dés lors que le rapport ép(Xg, t)/é, est supérieur

a 0,1, 'hypothése d'une perturbation de faible amplitude est mise en défaut et les effets
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non linéaires commencent & apparaitre. Le modéle CLSA ne donne pas, pour sa part, une
amplitude en accord avec le modéle par éléments finis et le modéle XLSA (voir Figure

[(.19). Il en est de méme pour la prédiction de I'instant de localisation.

— XLSA
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FIGURE 5.29 — Instant tj,. de localisation en fonction de l'amplitude initiale du défaut. La pré-
diction du modéle XLSA et linstant de localisation relevé par le modéle par éléments finis sont
présentés. Le nombre d’onde de la perturbation est v1 = 12w/Lo1. La plaque est soumise a un
gradient de vitesse initial ¢1; = 10000 s~1. La loi de comportement du matériau est décrite par

Uéquation (B.0) avec les paramétres de la Table [51l Le modéle ABAQUS utilise le maillage My
défini dans la Table (52). Les demi-dimensions sont Loy = 10 em et Loz = 1 em.
En conclusion, les résultats présentés dans cette section démontrent la capacité du mo-

dele XLSA alever les restrictions liées aux hypothéses nécessaires pour le modéle classique.
Pour un défaut de longueur d’onde donnée, le modéle XLSA fournit une prédiction pour
I’amplitude des perturbations proche de celle du modéle par éléments finis jusqu’a I'instant
t1oc OU les strictions sont fortement développées (apparition des décharges élastiques). Fort
des constats que les tendances de I’ALS sont retrouvées par les simulations numériques
(voir section [B.I]) et que les résultats obtenus avec la nouvelle approche sont confortés
par les simulations numériques pour des perturbations monomodales, la prochaine étape
consiste a étudier une perturbation multimodale. On se rapproche de la possibilité de pré-

dire, par ce type d’analyse, I'instant de localisation et, en tout cas, d’avoir une définition
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plus précise de la distance inter-strictions. Ceci constitue la perspective majeure ouverte

par ces travaux de thése.
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Chapitre 6

Conclusions et perspectives

6.1 Conclusions

Ce travail de thése porte sur I’étude de I’expansion dynamique d’enveloppes cylindriques
et s’inscrit dans 'amélioration de la prédiction de la distribution de la taille et de la vitesse

des fragments par des méthodes autres que numériques.

Dans le chapitre[Il une étude bibliographique est menée pour appréhender le phénoméne
de localisation qui s’initie par le développement de perturbations (ou défauts). Une revue
des résultats obtenus par les modéles analytiques a permis de mettre en évidence 1’apport
de I’Analyse Linéaire de Stabilité (ALS) au cours des derniéres décennies. L’existence
d’une longueur d’onde dominante, représentative d’une distance inter-strictions est mise
en évidence ainsi que 'augmentation du nombre de fragments avec la vitesse de déformation
restituant les observations expérimentales. Néanmoins, il est montré que les modéles actuels
supposent implicitement une séparation des échelles de temps, i.e. que le développement de
I'instabilité plastique est nettement plus rapide que I’évolution de la solution fondamentale,

ce qui restreint le champ d’application de la modélisation.

Une nouvelle approche, nommée XLSA (pour ALS étendue), est alors proposée pour

s’affranchir de I’hypothése de séparation des échelles. Dans le chapitre 2 la configura-

149



Chapitre 6. Conclusions et perspectives

tion de lI'’é¢tude est présentée. Le cylindre mince est assimilé & son plan tangent et une
plaque en déformation plane est considérée ; le matériau est thermo-viscoplastique. Le sys-
téme d’équations régissant 1’écoulement perturbé est déterminé, dans le chapitre [ pour
un défaut de longueur d’onde donnée. La section [B.3] présente la résolution du systéme
d’équations caractérisant 1’évolution des perturbations. La méthode Tau utilisée cherche
la solution sous la forme d’une décomposition en polynémes de Chebychev et I'intégration

temporelle est résolue par un schéma aux différences finies.

La validation de la nouvelle approche est explorée dans le chapitre 4l Un matériau
écrouissable, non sensible a la vitesse de déformation et aux effets thermiques, est d’abord
étudié dans la section [4.1l Dans un premier temps, on se place au-dela de la déformation de
Considére. De fait, ’écoulement est initialement instable. Il est montré que pour des vitesses
de déformation ou la séparation des échelles est vérifiée, 'effet des conditions initiales sur
le taux de croissance est présent dans les premiers instants mais devient négligeable a
mesure que la déformation progresse. Le taux de croissance prédit par le modéle classique
est retrouvé. En revanche, lorsque 'hypothése de séparation des échelles n’est pas vérifiée,
i.e. pour une vitesse de déformation plus importante, I'effet des conditions initiales est plus
marqué et des écarts sont constatés entre les différentes conditions initiales étudiées. Une
différence persiste aux temps longs avec le taux de croissance prédit par le modéle classique
(méme pour des déformations importantes). Dans un second temps, nous considérons que
I'état initial du matériau est tel que I’écoulement est initialement stable (avant Considére).
La méthode proposée met en évidence une stabilisation du défaut dans les premiers instants
qui affecte le processus de développement des strictions. Ces observations sont étendues
pour un matériau sensible a la vitesse de déformation dans la section 2.1l La croissance
de 'amplitude est retardée quand la viscosité augmente, particuliérement pour les courtes
longueurs d’onde. Cet effet, déja décrit par 'approche classique CLSA, est retrouvé sans
I’hypothése de séparation des échelles. Le couplage thermo-mécanique est exploré dans

la section 4.2.2] Nous confirmons l'effet déstabilisant de I'adoucissement thermique mis
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en évidence par 'approche classique CLSA. Un résultat important de I'approche XLSA
est le fait de réaliser ’analyse sans présumer dun lien entre les perturbations mécanique
et thermique. La nouvelle approche révéele que dans les premiers instants la dépendance
spatiale dans I’épaisseur de la perturbation thermique est légérement différente de celle de
la partie mécanique. Néanmoins, lorsque la déformation progresse, les deux perturbations

ont la méme forme et les taux de croissance sont presque identiques.

Le premier apport principal des travaux menés réside dans 1’étude des perturbations
tout au long du chargement en incluant les phases durant lesquelles la solution homogéne est
stable. Cette avancée est par la suite confortée par une étude par éléments finis. Un défaut
monomodal est introduit dans la géométrie d’un modéle par éléments finis et son évolution
est comparée avec le modele XLSA dans le chapitre Bl L’étude de I'amplitude mesurée
sur une surface libre de la plaque révéle une bonne corrélation entre les deux modéles
lorsque "amplitude de la perturbation est modérée. Le domaine de validité du modéle XLSA
s’étend jusqu’a ce que la localisation intense, synonyme des premiéres décharges élastiques,
soit atteinte. Il est montré que 'amplitude du défaut n’influe pas sur la croissance de la
perturbation mais l'instant de localisation est retardé quand I'amplitude du défaut initial
est réduite. Un dernier apport important de 'approche XLSA est la possibilité de prédire
I'instant des premiéres décharges élastiques. L’approche classique n’est pas en mesure de

fournir une prédiction aussi précise.

6.2 Perspectives

L’approche proposée dans cette thése améliore la compréhension de 1’évolution d’une
perturbation de longueur d’onde donnée en prenant en compte son évolution dans la phase
stable de I’écoulement. L’étude de la compétition entre les modes d'un défaut aléatoire est
envisagée. Les travaux de [El Mai (2014) proposent une décomposition d’une perturbation

aléatoire G en une somme de perturbations monomodales d’amplitudes connues, avec une
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période 2L :

0G = 0G, = cos(y1,X1 + ¢,)Gp(Xs,t) (6.1)
p=0 p=0

avec ®,, un déphasage aléatoire compris entre 0 et 27. La dépendance de Gp selon I’épais-
seur de chacun des modes sera étudiée séparément au moyen du modéle XLSA et celle d'un

défaut aléatoire pourra 1’étre en superposant les solutions.

La restitution d’une expérience d’expansion de tubes (Olive et al., 1979 par exemple)
pourra étre envisagée en proposant une prédiction de la distribution inter-strictions. L’ap-
proche CLSA a déja permis de le faire mais de maniére moins directe. La possibilité offerte
par le modéle XLSA de suivre naturellement une perturbation en temps et en espace est le
point fort de la méthode. Les imperfections initiales de la structure (I’état de surface par
exemple) seront utilisées comme conditions initiales de I'approche XLSA. L’influence du

processus de mise en forme sur la distance inter-strictions sera donc appréhendée.

Enfin, la distribution des distances inter-strictions donne une bonne indication de la
taille des fragments mais ’ALS (étendue ou non) ne prend pas en compte l'effet d’inhibition
des ondes de Mott. Les modéles stochastiques sont basés sur la nucléation et la croissance
de défauts présents initialement dans la géométrie. Une extension des travaux de [Dequiedt
(2015) pourra étre proposée : la distribution des défauts dans la géométrie issue du calcul
de I’évolution d’une perturbation aléatoire pourra étre utilisée comme condition initiale

d’un modéle stochastique de Mott.
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Annexe A

Théorie des coefficients figés

Jusqu’a présent, le systéme formé par les équations (B.55al), (8.55D) et les conditions
limites (8.59) et (B.60) n’a pas fait I'objet d’une intégration numérique. Dans la littérature
(Mercier et al) (2010), Jouve (2010) par exemple), 'étude des solutions de ce systéme est
menée en utilisant & chaque instant ¢, de I’étude une théorie des coefficients figés : sur
un intervalle de temps [t.,t. + dt], les coefficients a;, b;, ¢; et n; de 'étude sont assimilés
a des constantes égales a leur valeur a l'instant t.. On cherche alors, sur cet intervalle,
des solutions sous la forme d’un produit d’une fonction exponentielle du temps et d’une

fonction des coordonnées de 1’épaisseur :

D(Xa,t) =" f(X3)  O(X5,1) = e"§(Xs) (A1)

7 est le taux de croissance de la perturbation a I'instant courant. On dit que 'instabilité
se développe lorsque le taux de croissance calculé est positif. Notons que tous les champs
dans I’écoulement ont alors le méme taux de croissance. De maniére générale, quelle que

soit la grandeur G de I’écoulement considérée, sa perturbation dG vérifie :

6G = ndG (A.2)
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Avec la forme des solutions (A.T]), et en vertu de la relation sur les dérivées temporelles

(A.2), le systéme des équations (3.55al) et (B.55h]) devient :

a1772f,33 + a2772f + a371f,3333 + a471f,33 + asﬂf + a6f,33 +args=0 (A.3a)

g +b1g +bonfs+bsfs =0 (A.3Db)

A partir de 'équation ([A.3h), la fonction § associée a la perturbation de la tempéra-
ture est exprimée en fonction de la fonction f liée a la fonction de courant associée a la

perturbation dx des positions matérielles :
1
Comparaison avec l’article de Mercier et al. (2010)

D’aprés la relation ([A.4) et les expressions des coefficients by, by et by données par les

relations (3.54)), il vient :

7 1 2nm OF b) 2m b) (b
b= — ¥ (\/_pC [ng e® 4y F\prCYé’ e®) (A.5)
n— pc
TR Yoo 1 1) (A.6)
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Le coefficient b est lié¢ a C , obtenu par Mercier et al. (2010), puisque dans le cadre de la
théorie des coefficients figés, la relation entre la perturbation de la déformation plastique

et la fonction de courant est donnée par 1'équation (B.28]) :

(A7)
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En vertu de (A4), I'équation (A.3al) devient :

a1?72f,33 +ag’ f + a377f,3333 + a477f,33 +asnf + a6f,33 + CL7Z~)JE,33 =0 (A.8)

Cette équation est d’ordre 4 mais ne fait intervenir que les ordres 0, 2 et 4.

Les conditions limites ([3.59)) et (3.60) s’écrivent :

77]?,33 + (0177 — ’7102) f =0 en X3 = :i:Log (A9a)

ngnﬁggg + (nm2 + ngn + ng + n65> f,g + n5f =0 en Xg3==2Lg (A.9Db)

Sur l'intervalle [t., t. + 0], les coefficients des équations sont figés. La résolution de ces
équations revient a déterminer les modes propres du systéme. Le taux de croissance 7 de la

perturbation est solution d’une équation de dispersion issue du polynoéme caractéristique
de I'équation (A.S) :
P(r) = ayr" + agr? + ag = 0 (A.10)

avec :

g =mas Qg = 772@1 + nay + ag + a7l~) g = 772@2 + nas (A.11)

Posons p = r2. On cherche les racines du polynéome @, de degré 2 :

Q(p) : asp® + asp + ag (A.12)

(@ posseéde deux racines complexes p; et py. On distingue alors deux cas selon que les

racines de () sont distinctes ou confondues.
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Les racines de () sont distinctes

P posséde alors 4 racines distinctes deux a deux : £r; et £ry. f s’écrit donc comme

une combinaison de fonctions exponentielles de ces racines :

f<X3) = A1€T1X3 —+ AQ@irlXS + A3€T2X3 —+ A4€7T2X3 (Al?))

La fonction 9 associée a des perturbations symétriques est impaire. On en déduit I’écri-

ture des modes propres du systéme :

f(Xs) =) Gy sinh(d, Xs) (A.14)

n=1

Les d, et Gjs, sont respectivement appelés modes transverses de la perturbation et

coefficients d’amplitude de la perturbation.

La forme (A14) de f, réinjectée dans les deux équations de bords libres (AJa) et
(A29D), donne les égalités :

2
Z Gy, sinh(dy, Los) [din +cn — 7102] =0 (A.15a)

n=1
2

Z Gy, cosh(dnLog)[andn + ngndi + nandy, + nady, + nebd,

n=1

+ ns tanh(dnL03)] =0 (A15b)

Ces deux équations s’écrivent aussi sous forme matricielle :

G 0
Al = (A.16)

G32 0
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avec :

Ay, = sinh(d, Lo3) [d%n +con— 7102] (A.17a)

Aoy, = COSh(dnLog)[’l’Ll’l’]2dn + ngndi + nznd, + nad, + nebd, + ns tanh(d,, Lo3)] (A.17b)

L’équation ([A.16]) admet au moins une solution non identiquement nulle si et seulement
si le déterminant de A est nul. La fonction H = det(A) est une fonction de n. Chercher

ses racines revient a déterminer les taux de croissance 1 admissibles.

Les racines de () sont confondues

P posséde 2 racines doubles : £r. On a alors, pour des perturbation symétriques :

f(X3) = Asinh(rX3) + BX5 cosh(rX;) (A.18)

Les dérivées de f sont :

/ N

f3(X3) = (Ar + B) cosh(rXs) + BrXssinh(rX;) (A.19a)
f33(X3) = (Ar? + 2Br) sinh(rXs) + Br?Xs cosh(rXs) (A.19Db)
\ f333(X3) = (Ar® + 3Br?) cosh(rX3) + Br® X sinh(r Xs) (A.19¢)

La forme (AIR) de f et de ses dérivées (relations (AI9)), réinjectée dans les deux
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équations de bords libres (A.9h) et (A.9al), donne :

ACH —+ BC'12 - 0

ACQl —+ BC22 - 0
avec :

Ci1 = (nr® + c1n — mez) sinh(r Log)
Ci2 = Los (m“z +cn — 7102) cosh(rLog) + 2nr sinh(r Los)
Cy1 = cosh(rLos) [’I“ <n1772 + nsn+ng + n6l;) + 7’3’1’L2’I’]} + ns5 sinh(r Log)

Ca9 = cosh(rLos) [an +ngn+ng + n61~) + 3n27’277 + n5L03}

+ sinh(rLo3) |:7“L03 (an + n3n +ng + n65> + n2777"3L03]

ou encore, sous forme matricielle :

(A.20a)

(A.20b)

(A.21a)

(A.21b)

(A.21c)

(A.21d)

(A.22)

La relation (A.22) admet au moins une solution non identiquement nulle si et seulement

si le déterminant de C est nul. Le cas des racines non distinctes est assez rare en pratique.

Dans la theése, nous ne considérons que le cas de racines distinctes qui est le plus courant.

158



Annexe B

(Généralités sur les méthodes spectrales

Nous présentons succinctement dans ce chapitre les principes d’utilisation de la méthode
spectrale pour la résolution d’équations aux dérivées partielles. Citons les ouvrages de
Quarteroni et al. (2008) et de |Canuto et all (2012), ou le lecteur pourra trouver plus de

détails.

La méthode Tau, proposée par |Lanczos (1938), a déja été utilisée pour I’étude d’instabi-
lités hydrodynamiques. Elle est simple & mettre en place pour des équations linéaires, en 1D
et pour des problémes lagrangiens. Son utilisation est donc appropriée pour la résolution

du systéme des équations (B.55) avec les conditions aux limites (3.59) et (3.60).

Cette méthode est basée sur la décomposition des inconnues du probléme sur la base
des polyndémes de Chebyshev. Des généralités sur ces polynémes sont données en section

[B.1] puis la méthode de résolution d’une équation différentielle est décrite en section [B.2l
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B.1 Polynémes orthogonaux de Chebyshev

Dans ce travail de thése (voir chapitre [3), les inconnues QZ} et 6 sont développées sur la

base des polynomes de Chebyshev

X37 ZQZ X37 sz (B'l)

La fonction 7T,, désigne le polynéme de Chebyshev d’ordre n de premiére nature :

T,,(X) = cos (narccos(X)) (B.2)

Les polynémes de Chebyshev peuvent étre également définis par récurrence comme

suit :
To(X) =1 (B.3a)
T(X)=X (B.3b)
T.(X) =2XT, 1(X) =T, 2(X) Vn > 2 (B.3c)

Ces polynoémes forment une base des fonctions a valeurs réelles u(X) : X € [-1,1] — R.

On définit le produit scalaire sur ’ensemble des fonctions par :

< Ty, Ty >= / L COTL (X)p(X)de (B.4)

X=-1
ou p(X) est la fonction suivante :

1

N (B:5)

p(X) =
Cette base est orthogonale puisque ’on montre aisément :

<Ty, Ty >= < Ty, Ty >=m/2form >0 < Ty, T, >= 0 pour m #n (B.6)
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On note que, pour tout n, T,(1) = 1 et T,(—1) = (—1)". De maniére générale, T,, est
pair (resp. impair) quand n est pair (resp. impair).
Dans les faits, les sommes données par la relation (B.Il) sont tronquées a 'ordre N.

Par définition, on dit que le vecteur g = (go(t) ... qn(t)) est la représentation de v dans

Pespace spectral et p = (po(t) ... pn(t)) celle de 6.

Les fonctions Q/AJ ou 0 sont évaluées sur une famille de points (X;)o<j<n. On dit que le

vecteur v = (@ZA)(XO, t) ... ’(Z}(XN, t)) est la représentation de v dans 'espace physique :

v =Y aOTX)) (B.7)

Les polynomes de Chebyshev sont intéressants car ils permettent de définir des al-
gorithmes de transformation rapide. Dans la section [B.1.1l on définit un algorithme qui
permet de passer simplement de la représentation d’une fonction dans I'espace physique
a sa représentation dans l'espace spectral. Aussi, on définit dans la section [B.1.2] un al-
gorithme pour le calcul des dérivées d'une fonction dans I'espace physique a partir de sa

représentation spectrale.

B.1.1 Passage de ’espace spectral a ’espace physique

Le choix de la famille de points sur lesquels sont évaluées les inconnues est important.

On choisit ici les extremums de Ty, atteints pour les points :

Xj:cos,(%) 1<j<N-1 (B.8)

On choisit aussi Xg = 1 et Xy = —1. Ces points forment une famille, couramment appe-
lée points de Gauss-Lobatto-Chebyshev ou encore points de Gauss-Lobatto. Un tel choix de
points d’interpolation (ou collocation), fréquemment utilisé dans la littérature, permet de

définir un algorithme de transformation rapide entre 1’espace physique et ’espace spectral.
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Cette transformation s’écrit sous forme matricielle, d’aprés la relation (B.7) :
v = Mg (B.9)

avec, d’apres les relations (B.2)) et (B.g)),

T

s (1) B0

M est la matrice de passage de I'espace spectral a I'espace physique, définie sur les

points de Gauss-Lobatto. Son inverse est W, défini par [Thual (1996) :

2
W = —BMB B.11
< (B.11)

avec

B = (B.12)

N —

W est la matrice de passage de 'espace physique a l'espace spectral, définie sur les

points de Gauss-Lobatto. On a donc :

qg=M"'v=Wv (B.13)

B.1.2 Algorithme de dérivation spectrale

On définit dans cette section un algorithme pour le calcul des dérivées spatiales de QZ}

Ces dérivées sont reliées par une relation linéaire aux coefficients spectraux g;.
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En effet, on a la relation de récurrence suivante sur les dérivées premiéres des polynomes

de Chebychev :

p

Ty(X)=0 (B.14a)
Ti(X)=1 (B.14b)
LX) T 1(X)
\niﬂ =2T,(X) 1 Vn > 2 (B.14c)

Nous cherchons a évaluer, dans un premier temps, la dérivée spatiale de premier ordre

. . 0
de 1. Puisque v est de degré N, — est un polynome de degré N — 1 et s’exprime dans

0X
la base des T, :
81/3 N N
o (X =D aT/(X) = Y _bi(HT;(X) (B.15)
i=0 i=0

On a donc by(t) = 0 a tout instant.

(1)

Par convention, on pose b; = ¢, . Le vecteur ¢! est lié & g par ¢ = Dgq. L’expression

de Dg, matrice de dérivation spectrale, est issue de I’équation (B.14)) :

j  sii=0et j=1, 3, 5...
Ds,, =4 25 sii=1,2, ..., N-1etj=itl, i3, .. (B.16)

0 sinon

Dg est une matrice creuse dont on présente la forme ci-aprés :

gV 010 3 ...\ (q
¢! 004 0 ...\«
d'f=1o00 6 ... || (B.17)
e 00 ... 0/ \gn

Par définition, la premiére colonne est nulle, puisqu’elle est associée a la dérivée du
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polynome de degré 0 (donc la constante) dans le développement polynomial de 1& De
la méme maniére, la derniére ligne est également nulle. En effet, ’(Z} est un polynome de
degré N ; sa dérivée est un polynéme de degré (N — 1). Dongc, le coefficient q](\}) associé au

polynome de degré N dans la derivée est nul.

o™
Les coefficients spectraux g™ de 3 qun (X, t) sont calculés par la relation de récurrence :
¢ = Dgq (B.18)

B.2 Principe de la méthode Tau

Dans cette section, on présente des généralités autour de la méthode spectrale Tau
utilisée pour résoudre le systéme d’équations différentielles régissant ’écoulement perturbé.
L’intérét de la méthode spectrale est d’utiliser le développement polynomial des inconnues
du systéme. Ce développement permet de séparer les dépendances temporelles et spatiales
pour transformer une équation aux dérivées partielles en temps et en espace en un systéme

d’équations différentielles uniquement en temps.

Soit ’équation aux dérivées partielles (E) vérifiée par une fonction u de I'espace et du
temps :

Au=f (B.19)

avec A un opérateur différentiel contenant des dérivées & la fois en temps et en espace.

La fonction u est développée sur la base des polyndémes de Chebyshev comme décrit

dans la section [B.Il tronquée a l'ordre N :

uN(X,t) = ai(t)TH(X) (B.20)

1=0
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La qualité de approximation peut étre mesurée par le résidu RY :

RY = A — fV = A (Z ai<t>Ti<X>) = > HOT) (B.21)

Notons que ce résidu s’annule lorsque N tend vers 'infini (u tend alors vers u, solution

exacte du probléme).

La méthode Tau consiste & minimiser le résidu RY en déterminant une relation linéaire
entre les coefficients a; ; cette relation est obtenue de maniére a ce que le résidu R soit
orthogonal a toutes les fonctions de base dans le développement [B.20l 1l s’agit donc de
projeter le résidu sur les polynémes de la base. Si 'opérateur différentiel A contient des

dérivées spatiales jusqu’a l'ordre k, les relations de projection conduisent a N — k + 1
k

équations différentielles en temps. En effet, la fonction est un polyndéme de degré

0X*k
N — k donc seules les équations de projection sur les polynémes T; de degré inférieur ou

égal & N — k sont a utiliser :

<RNTy>=0 0<i<N-k (B.22)

Ce systéme de N + 1 — k équations différentielles en temps sur les a; est complété par
les k conditions aux limites du systéme. Les N + 1 inconnues a l'instant ¢ sont les a;(t)
pour 0 < ¢ < N. Ces équations différentielles en temps sont résolues grace & un schéma

aux différences finies.
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Annexe C

Convergence du schéma

Nous présentons quelques éléments relatifs a la convergence du schéma ainsi que les cas
tests qui permettent de conclure quant a la validité de ce dernier. Il ne s’agit en aucun cas

d’une démonstration mathématique.

Le systéme d’équations régissant ’écoulement perturbé est formé par les équations

(3.6%a)), (B.6I0) :

(

a4 ar ~

al = = a3 ~ o ~ CLG ~
—5 33+ A + — 1 3333 + V33 + as) + —5-1P 33 + 0s=0 (C.1a)
L3 Lo, L3 L3, Los
3 ~ by + by ~
0+00+—¢s+—13=0 (C.1b)
L Los Los
Ce systéme est complété par les conditions aux limites (3.70) :
(1 = 3 ~
—5 V33 + 1) — 7100 =0 (C.2a)
Ligs
ny = ng * ng + Ny ~ - -
—11/1,3 + —321/1,333 + —31/1,3 + —41/1,3 +nsY +netl =0 (C.2b)
L Lo3 Lis Lo3 Loz

Nous n’avons pas rencontré, & notre connaissance, de travaux proposant une solution

analytique exacte de ce systéme d’équations aux dérivées partielles. La difficulté provient
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des coefficients non constants du systéme. Lorsque les coefficients varient peu, on applique

la théorie des coefficients figés (voir Annexe [Al).

Dans le cas limite de coefficients constants, une solution analytique existe. On considére
le systéme d’équations avec les coefficients a;, b;, ¢; et n; constants et égaux a leur valeurs

a I'instant ty = 0. On cherche alors la solution sous la forme :

(X5, 1) =" f(X3)  0(Xs,t) =e"§(Xs) (C.3)

avec 1 le taux de croissance des perturbations a 'instant initial, constant au cours du temps

(les coefficients du systéme sont constants).

On rappelle la relation entre les fonctions f et g donnée par I'équation (A4 :

G="0fs (C.4)

Dans le cas général, Jouve (2010) montre (voir Annexe [A)) que la fonction f s’écrit sous

la forme :

f(X3) = Z G'sy, sinh(d, X3) (C.5)

n=1

Les conditions initiales sont définies par :

)( Xyt =0) = Z Gy sinh(d, X3) = f(X3) QZ(Xsat =0)=n Z Gy, sinh(d, X3) = 1f(Xs)

n=1 n=1

0(X3,t=0)=0Y_ Gsud,cosh(d,Xs) = §(X3) =bfs(X35)  (C.6)

n=1

On étudie une plaque de demi-longueur Lo = 1 m et de demi-épaisseur Loz = 1 cm,
sollicitée en traction plane a la vitesse constante imposée V1 = 100 m.s~ 1. Il est a noter
que, dans le cas de coefficients maintenus constants, le gradient de vitesse imposé n’importe

pas puisque ’hypothése de séparation des échelles est exactement vérifiée.
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Le matériau étudié est un métal de masse volumique p = 5000 kg.m~3. Le matériau
posséde un comportement indépendant de la vitesse de déformation et les effets thermiques

sont négligés. La contrainte d’écoulement du matériau obéit a une loi puissance :
Y =K(ep,+¢)"

avec : K =1 GPa,n=0,2etg; =1.

Le paramétre de déformation ¢; est choisi de telle maniére que ’écoulement soit initia-

lement instable et que le modéle CLSA soit en mesure de déterminer une solution de la
forme ((C.6]).

A T'instant ¢y = 0, une perturbation de nombre d’onde v, = 407/Lg, est superposée &
I’écoulement de base selon les conditions initiales (C.6). La solution analytique du systéme

d’équations est donnée par les équations (C.3)).

On définit le taux de croissance a l'instant ¢ de la perturbation de la fonction de courant
par :

_ 9l
NO=131 (©7)

avec ||| la norme Ly de la fonction de courant 1.

Le taux de croissance de la solution analytique est constant : N (¢) = 7.

L’évolution temporelle des perturbations du systéme est déterminée par le schéma d’in-
tégration numérique du modéle XLSA présenté dans le chapitre[3l Il est noté que la solution
est dépendante du pas de temps dt d’'intégration du schéma aux différences finies. L’ordre
de convergence du schéma est étudié. L’erreur relative, exprimée en pourcent, a l'instant

t; = 100 ps est définie par :
N(t) —n
n

E = 100 (C.8)

La figure présente I’évolution de 'erreur relative E en fonction du pas de temps dt,

en représentation log-log, pour deux valeurs de N, nombre de polynomes d’interpolation.
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Les pentes des évolutions d’ordre 1 et d’ordre 2 sont indiquées. Il est noté que le nombre
de polynoémes d’interpolation influe peu sur la valeur de l'erreur. La pente de 1’évolution
de l'erreur indique que le schéma d’intégration numérique est bien d’ordre 1 en temps.
Autrement dit, en divisant le pas de temps par 10, I'erreur est divisée par 10. Ce résultat

était attendu puisque les dérivées temporelles ont été calculées a l'ordre 1 en temps (voir

équations [3.80).

(. T+
1+ Ordre 1 \ . 7:
&S I Pt ]
° .-
-E 0.1 =
3 L ]
S r 1
=
= - ]
= I i
<)
=
m 0.01 N
—— N =20
| —a— N =40
10~ 1073
Pas de temps dt (s)
FIGURE C.1 — Erreur relative sur le tauz de croissance instantanée de i o t = 100 ps (voir

équation [C'8) en fonction du pas de temps en échelle log-log. Deux valeurs du nombre N de
polyndmes d’interpolation sont considérées. Les pentes associées aux erreurs d’ordre 1 et 2 sont
représentées.

Comme la modélisation ne fait pas intervenir de phénomeénes d’advection, il n’y a
donc pas d’ondes se propageant dans la phase linéaire. Ceci pourrait expliquer ’apparente

stabilité inconditionnelle du schéma.
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[A). La plaque est soumise a un gradient de vitesse initial €41 = 10000 s~1.
La loi de comportement du matériau est décrite par I’équation (B.5]) avec

les parameétres de la Table 5.1l Les demi-dimensions sont Lg; = 10 c¢m et

Evolution temporelle de la norme de la perturbation (p = 12) de la vitesse
définie par I'équation (BI4]) sur la face inférieure (X3 = —Lg3) pour les
maillages définis dans le tableau (5.2]). La plaque est soumise & un gradient
de vitesse initial £;; = 10000 s~!. La loi de comportement du matériau est

décrite par Péquation (0.0]) avec les parametres de la Table L’ampli-

tude créte a ceux du défaut est A = 8 um. Les résultats obtienus pour les

maillages My ¢t Mz sont similaires. Les demi-dimensions sont| Ly; = 10 ¢m

et Los=1cm. . . . . . . . . e
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5.14

5.15

5.16

Evolution temporelle a) aux temps courts; b) aux temps longs de la norme
J(t) de la perturbation de la position définie par I’équation (5.13]). La plaque
est soumise a un gradient de vitesse initial £€;; = 10000 s~!. La loi de com-
portement du matériau est décrite par I’équation (5.5) avec les paramétres
de la Table 5.1l L’amplitude créte a creux du défaut est A = 8 pm. Le mo-
dele ABAQUS utilise le maillage M, défini dans la Table (5.2). Les demi-

dimensions sont Loy =10 cm et Los=1cm. . . . . . .. . . .. ... ...

Evolution temporelle a) aux temps courts; b) aux temps longs de la norme
K(t) de la perturbation de la vitesse définie par I'équation (5.14]). La plaque
est soumise a un gradient de vitesse initial €;; = 10000 s~!. La loi de com-
portement du matériau est décrite par I'équation (5.5) avec les paramétres
de la Table 5.1l L’amplitude créte a creux du défaut est A = 8 pm. Le mo-
dele ABAQUS utilise le maillage M, défini dans la Table (5.2). Les demi-

dimensions sont Lgy =10 cm et Los=1cm. . . . . . . . . . . . ... ...

Nappes 5ép/é§,b) aux instants t = 27 us et t = 36 ps pour le modéle par
éléments finis et le modéle XLSA. La plaque est soumise & un gradient
de vitesse initial £;; = 10000 s~!. La loi de comportement du matériau
est décrite par I’équation (0.0 avec les parameétres issus de la Table Bl
L’amplitude créte a creux du défaut (p = 12) est A = 8 pum. Le modéle

ABAQUS utilise le maillage M, défini dans le tableau (5.2]). Les demi-

dimensions sont Lgy =10 cm et Los=1cm. . . . . . . . . . . . ... ...
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5.17

5.18

5.19

Composante dvs de la perturbation de la vitesse sur la face latérale (X; =
—Lp1) de la plaque normalisée & l'instant ¢t = 27 pus et t = 36 us en fonction
de la coordonnée normalisée X3/Lgp3 pour le modéle par éléments finis et le
modeéle XLSA. La plaque est soumise a un gradient de vitesse initial £€;; =
10000 s71. La loi de comportement du matériau est décrite par 1’équation
(5.5) avec les paramétres de la Table 5.1l L’amplitude créte a creux du défaut
est A = 8 um. Le modele ABAQU S utilise le maillage M, défini dans la

Table [ Les demi-dimensions sont. Logr =10cm et Lops=1cml . . . . . .

Nappes d¢,/ éz(,b) a l'instant t = 105 us pour le modéle par éléments finis et le
modéle XLSA. La plaque est soumise a un gradient de vitesse initial £;; =
10000 s~!. La loi de comportement du matériau est décrite par I’équation
(5.3]) avec les paramétres de la Table 5.1l L’amplitude créte a creux du défaut
(p=12) est A = 8 pm. Le modéle ABAQU S utilise le maillage M, défini

dans la Table (5.2)). Les demi-dimensions sont Loy = 10 cm et Logs =1 cm

Evolution temporelle de max (5ép / 55‘2) par le modéle XLSA. Les résultats
avec le modéle classique sont obtenus par intégration du taux de croissance
calculé par la CLSA (voir chapitre [ équation [4.0). La plaque est soumise
a un gradient de vitesse initial £;; = 10000 s~!. La loi de comportement du
matériau est décrite par I’équation (5.5]) avec les parameétres de la Table [5.11
L’amplitude créte a creux du défaut est A = 8 um. Le modéle ABAQU S

utilise le maillage M, défini_dans la Table (5.2). Les demi-dimensions sont

L01 =10 cm et L03 =leoem. ...
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5.20

0.21

0.22

Evolution temporelle du taux de croissance Z(t) de la perturbation défini par
I'équation (B.1H) sur la face inférieure (X3 = —Lg3). La plaque est soumise a
un gradient de vitesse initial de €;; = 10000 s~!. La loi de comportement du
matériau est décrite par I’équation (5.5]) avec les parameétres de la Table 511
L’amplitude créte a creux du défaut est A = 8 um. Le modéle ABAQU S

utilise le maillage M, défini_dans la Table (5.2). Les demi-dimensions sont

L01 =10 cm et L03 =lem. ...

Evolution temporelle de la force normalisée sur la face latérale issue du
modéle par éléments finis pour la plaque homogéne et la plaque perturbée. La
valeur théorique obtenue par I’équation (5.6) est aussi présentée. L’instant
de localisation est noté ¢;,. = 117 us et correspond aux premiéres décharges
¢lastiques dans la simulation numérique. La plaque est soumise a un gradient
de vitesse initial €;; = 10000 s~!. La loi de comportement du matériau est
décrite par I’équation (5.5]) avec les paramétres de la Table 5.1l L’amplitude
créte a creux du défaut est A = 8 pum. Le modéle ABAQUS utilise le

maillage M, défini dans la Table (5.2). Les demi-dimensions sont Ly =

10emet Los=1cm. . . . . . . . . . e

Evolution temporelle du taux de croissance normalisé n/é¢;; calculé par
I’ Analyse Linéaire de Stabilité Classique (CLSA, voir Annexe[Al). Le nombre
d’onde de la perturbation est v; = 207/ L. La plaque est soumise a un gra-
dient de vitesse initial €;; = 10000 s~'. La loi de comportement du matériau

est décrite par I’équation (B.5]) avec les parameétres de la Table[5.1] Les demi-

dimensions sont Loy =10 cm et Los=1cm. . . . . . .. . . . . ... ...
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5.23

5.24

5.25

Evolution temporelle a) aux temps courts; b) aux temps longs de la norme
K(t) de la perturbation de la vitesse définie par ’équation (5.14]). Le nombre
d’onde de la perturbation est v; = 207/Lg;. La plaque est soumise a un

! La loi de comportement du

gradient de vitesse initial £;; = 10000 s~
matériau est décrite par I’équation (5.5]) avec les paramétres de la Table 5.1
L’amplitude créte a creux du défaut est A = 8 um. Le modéle ABAQU S

utilise le maillage M, défini_dans la Table (5.2]). Les demi-dimensions sont

Lyy=10cmet Lops=1cm. . . . . . . . . . .

Evolution temporelle du taux de croissance Z(t) de la perturbation défini par
I'équation (B5.I5). Le nombre d’onde de la perturbation est v; = 207/ Lo;.
La plaque est soumise & un gradient de vitesse initial £;; = 10000 s~
La loi de comportement du matériau est décrite par I’équation (B.0]) avec
les paramétres de la Table Bl L’amplitude du défaut créte a creux est

A =8 pum. Le modele ABAQU S utilise le maillage M, défini dans la Table

(5.2). Les demi-dimensions sont Lgy =10 cmet Logg=1cml . . . . .. ..

Evolution temporelle a) aux temps courts; b) aux temps longs de la norme
J(t) de la perturbation de la position définie par I’équation (B.I3]) pour
différentes valeurs d’amplitude de défaut A. Résultats issus du modéle par
éléments finis. Le nombre d’onde de la perturbation est v; = 127/Lg;. La
plaque est soumise a un gradient de vitesse initial £;; = 10000 s~!. La
loi de comportement du matériau est décrite par 1’équation (5.5) avec les

paramétres de la Table[5.1l Le modéle ABAQU S utilise le maillage M, défini

dans la Table (5.2). Les demi-dimensions sont Loy =10 cm et Lops =1 cm
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0.26

5.27

0.28

Evolution temporelle a) aux temps courts; b) aux temps longs de la norme
K(t) de la perturbation de la vitesse définie par I’équation (5.14]) pour dif-
férentes valeurs d’amplitude de défaut A. Résultats issus du modéle par
éléments finis. Le nombre d’onde de la perturbation est 7, = 127/Ly;. La
plaque est soumise & un gradient de vitesse initial £€;; = 10000 s~!. La loi
de comportement du matériau est décrite par 'équation (5.5]) avec les pa-

rameétres de la Table 5.1l Le modele ABAQU S utilise le maillage M, défini

dans la Table (5.2)). Les demi-dimensions sont Loy = 10 cm et Lo = 1 cm

Evolution temporelle du taux de croissance Z(t) défini par I'équation (5.15)
pour différentes valeurs d’amplitude A de défaut. Le nombre d’onde de la
perturbation est y; = 127/ Lg;. La plaque est soumise a un gradient de vi-
tesse initial €41 = 10000 s~!. La loi de comportement du matériau est décrite
par I’équation (B.0]) avec les paramétres de la Table[5.1l Le modéle ABAQU S
utilise le maillage M, défini dans la Table (5.2]). Les demi-dimensions sont
Loy = 10 em et Loz = 1 ¢m. L’instant de localisation qui correspond aux

premiéres décharges élastiques est reporté dans la Table [5.3] pour chacune

des amplitudes du défaut. . . . . .. . ... oL

Représentation schématique de la plagque au moment de la localisation. Les

premiéres décharges élastiques apparaissent entre deux strictions tandis que

la déformation se concentre au niveau des amincissements. . . . . . . . . .
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5.29 Instant t;,. de localisation en fonction de 'amplitude initiale du défaut. La

C.1

prédiction du modéle XLSA et 'instant de localisation relevé par le modeéle
par éléments finis sont présentés. Le nombre d’onde de la perturbation est
v = 127/ Lg;. La plaque est soumise a un gradient de vitesse initial €17 =
10000 s7!. La loi de comportement du matériau est décrite par 1’équation

(BH) avec les paramétres de la Table Bl Le modéle ABAQUS utilise le

maillage M, défini dans la Table (5.2). Les demi-dimensions sont Ly =

10emet Lois=1cm. . . . . . . . . . e e

Erreur relative sur le taux de croissance instantanée de ¢ a ¢ = 100 s

(voir équation [C.8]) en fonction du pas de temps en échelle log-log. Deux
valeurs du nombre N de polvnomes d’interpolation sont considérées. Les

pentes associées aux erreurs d’ordre 1 et 2 sont représentées. . . . . . . . .
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4.1

4.2

Définition des conditions initiales. CI1, CI2 et CI3 sont calculées a partir de

I’Analyse Linéaire de Stabilité Classique, voir équation . Ag est un fac-

teur d’amplitude qui n’influence pas les résultats présentiés, donc aucune va-

leur n’est spécifiée. CI4 est une fonction périodique avec w = 57 /2. Deux va-

leurs de gradients de vitesse initial sont testées : £,; = 11000 s~1, 10000 s7*.
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(410). Plusieurs valeurs du parameétre § d’adoucissement thermique seront
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Définition des conditions initiales pour la perturbation mécanique et la per-
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Paramétres adoptés pour la loi de comportement décrite par I’équation (5.5])
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de vitesse initial ¢;; = 10000 s~'. La loi de comportement du matériau
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Etude analytique et numérique du développement de la striction multiple pour des

cylindres métalliques en expansion dynamique

La fragmentation d’enveloppes métalliques en expansion dynamique intéresse tant I'indus-
trie civile que celle de la défense. Pour les deux domaines d’application, il s’agit de pouvoir
prédire la taille et la vitesse des fragments, résultant de la destruction des enveloppes, afin
de mesurer les conséquences que ceux-ci peuvent avoir sur des structures de sécurité. Les
modeéles de prédiction existants étudient le développement d’un défaut au sein du matériau
et arrivent a déterminer une taille caractéristique des fragments. Néanmoins, ces modéles
nécessitent une hypothése dont la validité est remise en cause lorsque la vitesse de déforma-
tion est importante. Dans ce travail, nous proposons un nouveau modéle analytique pour
des cylindres (sollicitation en traction plane) permettant de s’affranchir de cette hypothése
et d’étudier I'influence du défaut initial en suivant son évolution. Le modéle développé est
comparé avec succeés a des résultats issus de simulations numériques par éléments finis.
Nos travaux permettent notamment de préciser les cadres d’application et de validité des
approches classiques. Comme résultats majeurs, la nouvelle approche permet d’analyser
les évolutions des perturbations aux faibles déformations mais aussi d’estimer le temps

d’apparition des premiéres décharges élastiques, synonymes de strictions localisées.

Mots-clés : Instabilités, Striction, Bifurcation, Analyse Linéaire de Stabilité

Analytical and numerical study of multiple necking for metal tubes in dynamic

expansion

This work deals with the fragmentation of dynamically expanding metal shells and covers a
problem of interest for both civil and military industries. For both fields of application, it is
crucial to predict the size and the speed of fragments, resulting from the destruction of shells
in order to measure the consequences that it could have on structures. Current models study
the growth of a defect within the material and are able to determine a characteristic size of
fragments. Nevertheless, these models require a hypothesis whose validity is questionnable
when the rate of deformation is important. In this work, we propose a new analytical
model for cylinders (equivalent to the dynamic extension of a plate) to overcome this
hypothesis and study the influence of the initial defect by following its time evolution.
The model is compared successfully with results performed with a finite element method.
Our work notably expands the framework of classical linear stability analyses. As a major
outcome, the proposed approach is able to track the evolution of a perturbation even for
small plastic strain, when the flow may be stable. In addition it is shown that the present
approach can predict accuratly the time where the elastic unloading is observed in finite

element simulations.

Keywords : Instabilities, Necking, Bifurcation, Linear Stability Analysis
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