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1 Introduction et présentation du résultat principal

Sous I'impulsion de la mécanique statistique, F. Spitzer a introduit dans les années
60 la théorie des systémes de particules en interaction ([46]). D’un point de vue mathé-
matique, il s’agit d’une classe trés générale de modeles markoviens en temps continu qui
évoluent sur des réseaux. L’enjeu principal est de déterminer le comportement en temps
long pour de tels systemes avec un nombre infini de particules en interactions locales.
L’étude des systemes de particules en interaction est une branche de la théorie des proba-
bilités devenue une forét a elle toute seule en conséquence de la complexité des problemes
qu’elle pose aux probabilistes, de la beauté des résultats qu’elle leur fait démontrer et
des interactions qu’elle établit avec d’autres domaines scientifiques tels que la physique,
la biologie ou la sociologie.

Dans cette théorie, il s’agit plus précisément d’étudier des systemes infinis de parti-
cules qui interagissent en changeant d’état au cours du temps; elles sont donc liées par des
propriétés microscopiques (interaction entre particules proches) et macroscopiques (ca-
ractéristiques du systeéme a grande échelle). Pour construire des modeles mathématiques
a partir de phénomenes physiques ou biologiques, il faut bien sir faire des hypotheses
de simplification sur le systéme observé : ainsi les objets d’études sont modélisés par un
réseau et a chaque site du réseau est attribué un état a valeurs dans un ensemble fini
ou dénombrable. Ensuite, les interactions entre particules sont traduites par des taux de
changement d’état des sites dépendant des sites eux-mémes et de la configuration qui
les entoure. L’indéterminisme des phénomeénes a décrire nous meéne a une modélisation
probabiliste.

Un cas particulier de systeme de particules en interaction, auquel je m’intéresserai
particulierement dans cette thése, est celui des modeles de croissance, qui, comme leur
nom l'indique, représentent une quantité qui grandit (au sens des sites qu’elle atteint)
au cours du temps et se propage au sein du réseau. Ce type de processus apparait na-
turellement quand on essaie par exemple de modéliser ’expansion d’une population ou
encore la propagation d’une épidémie. L’étude de ces modeles est souvent portée sur leurs
évolutions au cours du temps et en particulier leurs comportements asymptotiques quand
le temps tend vers l'infini.

Cette these s’inscrit dans cette branche. Je me concentrerai plus précisément sur une
variante du processus de contact qui s’averera présenter un résultat de forme asympto-
tique déterministe intéressant.

Le processus de contact a été introduit ([27], [28], [27]) par T.E. Harris en 1974;
il modélise par exemple le développement d’'une infection paramétrisée par un taux de
contamination souvent noté A. C’est un des plus simples systemes de particules en inter-
action présentant une transition de phase : il existe un parametre critique en deca duquel
le processus s’éteint presque stirement et au dessus duquel le processus survit avec proba-
bilité strictement positive. On appelle respectivement phase sous-critique et surcritique
ces différents comportements. Les principales questions que 'on se pose sont : comment
se comporte le processus surcritique spatialement dans le cas de la survie (convergence en



loi du processus, croissance de la zone des points contaminés) 7 A quelle vitesse s’éteint-il
en phase souscritique 7 Combien vaut le parametre critique et que se passe-t-il pour le
processus d’intensité critique ?

Apres T.E. Harris, R. Durrett et D. Griffeath s’attaquent au processus de contact sur
les réseaux Z¢ ([24], [11], [16]). En premier lieu, le cas de la dimension 1 est traité notam-
ment a l'aide d’outils de percolation ([12]). Le cas de la dimension d > 2 est beaucoup
plus subtil et il faut attendre la construction (J4]) de C. Bezuidenhout et G. Grimmett,
en 1991 (inspirée des travaux de G. Grimmett et J.M. Marstrand [26]) qui réalise un
couplage entre le processus de contact et la percolation orientée pour permettre de mon-
trer 'extinction au point critique ainsi que la croissance au moins linéaire du processus
dans le cadre surcritique conditionné a la survie. Cette construction reviendra régulie-
rement lors de I'étude d’extensions du processus de contact, mais elle apparaltra aussi
dans d’autres modeles de systemes de particules en interaction tels que les marches aléa-
toires branchantes. Elle permet notamment (dans [16]) d’étendre le théoreme de forme
asymptotique pour le processus de contact a la zone surcritique entiere. Une démonstra-
tion alternative est apportée par O. Garet et R. Marchand ([2I]) pour le processus de
contact en environnement aléatoire surcritique : les difficultés consistent a bien mener les
techniques de redémarrage pour montrer la croissance au moins linéaire et a trouver une
quantité ayant de bonnes propriétés (croissance, sous-additivité, stationnarité, intégrabi-
lité) pour démontrer la convergence finale grace a des méthodes sous-additives proches
des résultats de Kingman ([31], [32]).

Depuis, une grande quantité de variantes du processus de contact ont été proposées
et étudiées. Ces extensions sont généralement de deux types :

e on fait varier la procédure d’infection aux plus proches voisins,
e ou on fait varier le réseau sur lequel on fait vivre le processus de contact.

Parmi les extensions du premier type, on peut citer I’environnement aléatoire de O. Garet
et R. Marchand ([23]) évoqué dans le paragraphe précédent et dans lequel chaque site du
réseau Z? est muni d’'un taux d’infection qui lui est propre. On peut aussi mentionner
le processus de contact en environnement dynamique (D. Remenik [44]), le processus de
contact avec phénomene de mémoire (sensibilisation, immunisation ou maturation : J.E.
Steif et M. Wartheimer [47] ou M. Bramson, R. Durrett et R.H. Schonnman [6]) ou encore
le processus de contact le processus de contact avec vieillissement (A. Deshayes [9]). Parmi
les extensions du second type, on trouve les travaux sur les arbres (R. Pemantle [40]) et
sur les réseaux finis (R. Durrett et X.F. Liu [I3] puis R. Durrett et R.H. Schonnman [I4]
puis R. Durrett, R.H. Schonnman et N. Tanaka [I5]). Plus récemment des travaux ont été
mené sur des graphes aléatoire. On peut par exemple mentionner I'article d’introduction
de J-C. Mourrat et D. Valesin sur les graphes aléatoires finis [39] ou les travaux sur les
amas de percolation (X. Chen et Q. YAO [8] ou D. Bertacchi, N. Lanchier et F. Zucca [3]).

C’est dans cette derniere catégorie que se situent les travaux présentés dans ce ma-
nuscrit. Nous étudions une version du processus de contact tres naturelle : I’évolution du
processus est celle du processus de contact standard de parametre A tandis que le réseau



sous-jacent est un amas de percolation Booléenne surcritique. Le modele Booléen est un
modele de percolation qui associe a un processus ponctuel de Poisson un graphe appelé
graphe Booléen dont les sommets sont les atomes du processus ponctuel tandis que les
arétes sont déterminées par un rayon de connexion : on place une aréte entre deux atomes
si leur distance euclidienne est inférieure a ce rayon de connexion. Nous paramétrons le
modele Booléen par l'intensité p > 0 du processus Poissonien sous-jacent tandis que le
rayon de connexion sera toujours 1. En fonction de la dimension d > 2, il existe un seuil
critique p. (d) au dela duquel, le modele Booléen posséde presque stirement une unique
composante connexe sur laquelle le processus de contact est susceptible de survivre (voir
par exemple le livre de Penrose [41]). Dans la suite, le terme environnement aléatoire est
utilisé pour désigner le modele Booléen tandis que le terme environnement gelé désigne
un modele ou 'on a fixé une réalisation de percolation Booléenne.

Meéme si tous les travaux suivants sont rédigés dans ce cadre précis, les preuves fonc-
tionnent pour étudier le processus de contact standard évoluant sur d’autres graphes
aléatoires infinis inclus dans I'espace d dimensionnel. Il suffit pour cela que :

e |'application ¢ qui a un point de 1’espace associe son point le plus proche du graphe
définisse une fonction de démarrage au sens de la définition 2.7]

e le graphe satisfasse & trois propriétés de régularité décrites par la proposition[2.17] le
lemme [2.2T] et les propriétés de P. Antal et A. Pisztora énoncées dans la proposition

2. 12

Ceci inclut par exemple le cas de 'amas infini de percolation de Bernoulli surcritique
sur Z¢. On a toutes les raisons de penser que les graphes de Voronoi et de Delaunay
vérifient ces conditions. En effet, pour ces graphes qui conservent les bonnes propriétés
du processus ponctuel de Poisson sous-jacent a leur construction, on a gratuitement le
premier point ainsi que la régularité du lemme [2.21] qui contréle le nombre de sommets
du graphe dans d’une boule. Pour le graphe de Voronoi qui est a degré borné, on obtient
aussi gratuitement la régularité de la proposition 2.17] qui compte le nombre de chemin
distincts d'une certaine taille partant d’une localisation fixée. En revanche, pour le graphe
de Delaunay, cela demande plus de travail : ¢’est un travail en cours.

La premiere partie de cette these sera consacrée a 1’étude du modele Booléen et en
particulier des propriétés de régularité nécessaires a la preuve d’un théoreme de forme
asymptotique pour le processus de contact standard sur ce graphe.

La deuxieme partie sera découpée en trois sections. Dans la premiere section, je dé-
finirai rigoureusement le cadre théorique et les différents outils que 1'on utilisera. Cela
demande de se pencher sur la théorie des processus ponctuels et plus précisément sur
le conditionnement pour les processus ponctuels marqués afin de justifier I'existence de
notre modele probabiliste. J’exposerai I'idée de la représentation graphique de Harris qui
permet de quitter le cadre abstrait des processus de Markov pour manipuler des familles
de processus de Poisson.



Dans la deuxieme section, je démontre certaines propriétés d’ergodicité et de marko-
vianité du modele ainsi qu’une inégalité du type FKG.

La troisieme partie est consacrée aux preuves. Dans leur article [37], L. Ménard et
A. Singh montrent que pour des parameétres d > 2 et u > p.(d) fixés, il existe un
seuil critique A, (d, ) & partir duquel la probabilité de survie du processus de contact
standard sur le modele Booléen de parametre p sur R? devient strictement positive. On
se place dans un cadre tres surcritique (A plus grand que le seuil critique du processus
de contact standard sur Z) et il est alors possible de construire une quantité (le temps
essentiel de O. Garet et R. Marchand) capturant les caractéristiques de croissance du
modele et présentant, malgré les difficultés posées par I'extinction possible du processus
de contact, de bonnes propriétés de sous-additivité, intégrabilité et stationnarité sous
la probabilité conditionnée a survivre. Ces propriétés me permettent, de conclure a des
controles de croissance du processus de contact qui nous meénent enfin & un théoreme
de forme asymptotique dont la preuve repose essentiellement sur un théoreme ergodique
presque-sous-additif.

Remarque. Nos résultats ne couvrent pas la zone surcritique ambiante en entier. Pour
des valeurs du paramétre d’infection X entre le point critique ambiant \. (d, ) et le point
critique du processus de contact standard sur Z, on n’a aucune raison de s’attendre a un
comportement différent du processus de contact sur le graphe Booléen mais notre straté-
gie de preuve ne s’adapte pas dans le cas ou A est trop petit. Plus précisément, on aura
besoin de controles sur le déplacement de [’infection dans des copies de N incluses dans le
graphe Booléen ambiant qui ne sont assurés que dans le cas de la survie du processus sur
ce sous-graphe. Ils permettrons notamment de gérer les zones du graphe Booléen les plus
défavorables a la survie du processus de contact : ce sont les zones avec peu de points ot
le graphe ressemble a N. On souligne que . (Z) = A\ (N) (voir Durrett et Griffeath [12]).

Pistes d’ouvertures : Pour étendre le théoréme de forme asymptotique a toute la
zone surcritique, on doit réussir d réaliser une construction du type ([4]) de C. Bezui-
denhout et G. Grimmett en environnement gelé. Ceci semble difficile a premiére vue a
cause de la forte hétérogénéité des configurations du modele Booléen. Cependant, on peut
essayer de discrétiser I'espace en bonnes et mauvaises zones (d définir) de sorte qu’une
construction de type C. Bezuidenhout et G. Grimmett soit possible sur un amas infini
de bonnes boites. En s’inspirant des travaux de cette thése, on peut ensuite essayer de
montrer qu’il existe presque surement une échelle aléatoire admettant un moment expo-
nentiel pour laquelle les bonnes zones percolent. On pourrait alors obtenir des contriles
de croissance pour le processus de contact qui soient uniformes en les configurations a
partir d’un certain temps aléatoire que l’on devra contréler. La fin de la preuve présentée
dans cette these devrait fonctionner a partir ce point.

Déconseillé en premiere lecture : le dernier probléme consisterait a passer de P a P
car ces deux probabilités ne sont plus trivialement équivalentes.



Présentation des résultats principaux

Dans la suite, on note .||, la norme euclidienne sur R? définie par :

d
llly == | D=
i=1

Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible, on note 0 = Oga 'origine de 1'espace R?. Pour
tout r > 0, on note aussi B (r) la boule ouverte de rayon r associée a la norme ||.||, centrée
en Oge. La boule centrée en un point x € R sera notée B (x,7). Enfin, on indentifie une
partie A d’un ensemble S & son indicatrice 14 qui est un élément de {0, 1}5 et on note
|A| son cardinal éventuellement infini.

Le modele auquel on s’intéresse est décrit par deux couches d’aléa :

e on tire d’abord un processus ponctuel de Poisson dans R? dont les particules forment
les sommets du graphe aléatoire du modele Booléen,

e puis on fait vivre le processus de contact standard sur ce graphe aléatoire.

On travaillera souvent avec une seule couche d’aléa : on regarde le processus de contact
standard évoluer sur une réalisation fixée du graphe aléatoire donné par le modele Boo-
léen. On appellera ce modele 'environnement gelé.

Pour toute réalisation du modele Booléen, c¢’est-a-dire d’un amas de percolation Boo-
léenne ¢ C R?, le processus de contact (&¢),>0 en environnement gelé ¢ est un processus de
Markov homogéne prenant ses valeurs dans 2 (¢). Pour x € R? on utilisera les variables
aléatoires & () := L{zece,}- On peut interpréter le processus de contact comme un modele
de propagation d’une maladie. On dit qu'une particule z est infectée lorsque & (z) = 1
sinon, on dit que le site x est sain. La dynamique du processus est décrite par :

e un site x € ¢ infecté guérit (c’est-a-dire devient sain) a taux 1,

e un site x € ¢ sain est infecté a taux A Y & (2),
2~z
chacunes de ces évolutions étant indépendantes les unes par rapport aux autres et ou la
somme porte sur tous les voisins de x dans ¢.

Remarque. Une réalisation du modéle Booléen est un graphe plongé dans R? dont le
degré n’est pas borné! Cette particularité sera centrale tout le long de ce document. Dans
un premier temps, il faudra s’assurer que le processus de contact est bien construit dans
ce cadre puis il faudra jouer avec les propriétés du processus ponctuel sous-jacent pour
aboutir a des controles sur les quantités d’intérét en environnement aléatoire sans étre
capable d’obtenir des contréles uniformes en environnement gelé. A notre connaissance,
cect est le premier exemple de graphe a degré non-borné sur lequel on montre un théoreme
de forme asymptotique pour le processus de contact.
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Théoremes de forme asymptotique

Le modele Booléen admet une transition de phase décrite dans la proposition [2.5] :
pour tout d > 2, il existe un seuil critique de percolation . (d) pour le modele Booléen.
On va se placer dans le cadre surcritique p > p. (d) et s’intéresser particulierement au
processus de contact standard évoluant sur I'unique amas infini de percolation du modele
Booléen. Sur cet amas infini, le processus de contact est susceptible de survivre et c’est
le cas pour certains parametres d’infection (voir [37]).

Pour des valeurs suffisamment grandes du parametre d’infection A, on démontre des
contrdles de croissance du processus de contact en environnement gelé qui sont en un
certain sens uniformes en ’environnement considéré.

Grace a cette uniformité, on obtient de bons controles en environnement aléatoire
(c’est-a-dire pour le modele avec deux couches d’aléa ou I'on tire d’abord le graphe sous-
jacent de fagon aléatoire). On rappelle que cette uniformité est obtenue uniquement pour
de grandes valeurs de A. Cela nous permet de montrer les théoremes de forme asympto-
tique suivants. On pense que ces résultats restent vrais pour toutes les valeurs de A dans
la zone surcritique ambiante mais la stratégie présentée ici ne permet pas d’étendre les
théoremes dans ce sens.

Les environnement gelés sont notés Py ou ¢ désigne une réalisation de percolation
Booléenne tandis que ’environnement aléatoire de parametre p est simplement noté P.
Les définitions rigoureuses seront données plus loin. Pour r > 0, B (r) désigne la boule
centrée en 0 et de parametre r associée a la norme euclidienne.

Théoréme 1.1 (de forme asymptotique pour la zone infectée). Pour tout A > A.(N)
(seuil critique du processus de contact standard sur le graphe N), il existe a > 0 tel que
pour tout € > 0 :

H,
t
ot Hy désigne l’ensemble des points de l’espace R® dont le plus proche voisin dans l’amas
infini de percolation Booléenne est infecté au temps t et P désigne [’environnement aléa-

toire conditionné a la survie du processus de contact. (Les notations précises sont intro-
duites plus loin et un énoncé plus précis se trouve page . )

]fD(HT>O, Vt>T, Bla—¢)C gB(a+e)> —1,

3T >0, B(‘IH‘L €)
Vt>T 5
B(a — €)
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On énonce maintenant le théoreme de forme asymptotique pour la zone couplée Kj.

On appelle zone couplée 'ensemble K des points dont I’état a partir de I'instant ¢ > 0
est le méme pour le processus de contact partant de la configuration initiale réduite au
singleton {q (0)} et celui partant de tout I’amas infini de percolation Booléenne (voir page
pour la définition rigoureuse).

Théoréme 1.2 (de forme asymptotique pour la zone couplée). I existe une constante
a > 0 telle que pour tout e > 0,

K/ NG,

]f”(EIT>0, Vit >T, Bla—e¢) C QB(a+e)>:1,

ou Gy désigne l’ensemble des points de l’espace R? dont le plus proche voisin dans I’amas
infini de percolation Booléenne a déja été atteint au tempst au sens d’un temps d’atteinte
essentiel absolument central dans cette thése (il est défini page @) et tres proche du temps
d’atteinte classique.

Un énoncé plus précis se trouve page
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2 Modele Booléen et théorie des graphes

Dans cette partie, on introduit le modele Booléen et on montre des propriétés de ce
modele utiles pour la deuxiéme partie de la these dans laquelle on étudiera le processus
de contact standard évoluant sur le modele Booléen.

On commence par introduire la notion de processus ponctuel de Poisson.

2.1 Définition d’un Processus ponctuel de Poisson et Marking
Theorem

Définition-proposition 2.1. Soit (S,.%,v) un espace mesuré vérifiant :
— la tribu . est dénombrablement engendrée et distingue ses points,
— la mesure d’intensité v du processus est non-atomique et o-finie.

Le processus ponctuel de Poisson d’intensité v sur (S,.%) est l'espace mesuré (Q, 7, P)
définit par :

e () est l’ensemble des mesures de comptage localement finies sur S. Ici une mesure
w est dite localement finie si :

VAe ./, v(A) < 400 = w(A) < +o0.

o 7 est la tribu engendrée par les applications w4 : w — w (A) ou A parcourt ..

o Pourw e Q et Ae ., notons N (A) (w) le nombre d’atomes de w dans A (autre-
ment dit N (A) (w) = w(A)). La mesure P est l'unique mesure de probabilité sur
(Q, . F) vérifiant les propriétés suivantes :

1. Pour tout A € .7 tel que v(A) < +oo, N (A) suit une loi de Poisson de
paramétre v (A).

2. Pour tous A, B € . disjoints alors les variables aléatoires N (A) et N (B)
sont indépendantes sous IP.

Remarque. Ces deux propriétés impliquent que pour tout A € .7 tel que v (A) <

+o0, sachant N (A), les points sont placés uniformément et indépendamment dans
A.

On appelle mesure du processus ponctuel de Poisson d’intensité v sur (S,.) la mesure

P.

Remarque. e Les conditions sur l’espace mesuré (S,.,v) garantissent l’existence
de la mesure P. Pour plus de détails concernant la construction d’une telle mesure
P, on laisse le lecteur se référer a Ruelle [43)], Preston [{3] ou encore Kingman [33]
pour un apercu plus rapide.
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e Lorsqu’on introduira un tel processus ponctuel de Poisson, on vérifiera les conditions
nécessaires sur (S,.,v).

On définit maintenant la notion de processus ponctuel de Poisson marqué qui sera
utile dans la seconde partie pour la construction du modeéle du processus de contact
évoluant sur le modele Booléen étudié dans cette partie. Ce qui suit peut donc étre omis
pour le lecteur qui s’intéresse en priorité aux résultats sur le modele Booléen.

Définition 2.2. Un processus ponctuel de Poisson marqué sur un espace mesurable (E, &)
d’intensité vy et d’espace des marques (M, # ,vy) ot vy est une mesure finie, est le
processus ponctuel de Poisson d’intensité vy @ vy sur (E X M, & Q@ M).

Remarque. On sera amené a considérer le cas ot vy est une mesure de porbabilité.
Les processus ponctuels de Poisson marqué vérifient le Marking theorem suivant :

Théoréme 2.3 (Marking Theorem, [2]). Si (2, .%#,P) est un processus ponctuel de Pois-
son marqué d’intensité vg sur (E, &) et d’espace des marques (M, # ,vyr) alors, en notant
® la projection des mesures de comptage w € €2 sur l’espace E, on a :

e la mesure image de P par ® est la mesure du processus ponctuel de Poisson d’in-
tensité vy sur (E,&).

e Sachant ®, les marques attachées aur atomes de ® sont indépendantes et identique-
ment distribuées de loi vy sous IP.

Pour modéliser le processus de contact sur le graphe Booléen, on va utiliser la construc-
tion graphique introduite par T.E. Harris dans [29]. T.E. Harris prouve que le processus
qu’il décrit a I'aide de sa construction suit bien la loi du processus de contact défini comme
un certain processus de Feller avec les taux de saut indiqués précédemment. Néanmoins,
sa preuve ne fonctionne que pour les graphes a degré borné. Un argument de percolation
nous permet cependant de nous ramener au cadre de graphes finis, donc au cadre du degré
borné, et ainsi de justifier I'utilisation de la construction graphique pour la modélisation
du processus de contact sur le graphe Booléen.

Pour réaliser la construction de Harris, on doit associer a chaque sommet x du graphe
un processus de Poisson homogene (c’est-a-dire dont U'intensité est proportionnelle a la
mesure de Lebesgue et on appelle alors encore intensité le rapport de proportionnalité)
sur R, d’intensité 1 qui représente les instants de guérison de la particule x et a chaque
aréte {x,y} deux processus de Poisson homogenes d’intensité A\ qui représentent respec-
tivement les infections potentielles de la particule z par la particule y et vice-versa. Le
bon cadre pour notre travail est celui des processus ponctuels de Poisson marqués. En
effet, pour que les translations spatiales agissent sur notre modele de la fagon souhaitée,
on veut attacher les variables aléatoires nécessaires a modéliser le processus de contact
directement sur les points du processus ponctuel sous-jacent.
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2.2 Le modele Booléen : définition du graphe Booléen

Le modele Booléen ou modele de percolation continue est un modele de percolation
qui associe un graphe aléatoire aussi appelé graphe Booléen a un processus ponctuel de
Poisson homogene d’intensité ;1 > 0 sur RY. Les sommets de ce graphe sont les points du
processus et I’ensemble des arétes est déterminé par la regle suivante : on place une aréte
entre deux sommets x et y si || — y||, < 1. Les arétes de ce graphe sont appelées arétes
Booléennes et on note EB°°! I’ensemble des arétes Booléennes. On note aussi x ~ y pour
signifier que deux points sont voisins au sens du graphe Booléen. Pour plus de détails
sur ce modele, on renvoie le lecteur vers le livre de M. Penrose [41] qui sera beaucoup
utilisé dans la suite. On propose aussi les références suivantes : le livre de R. Durrett [17]
et le livre de R. Meester et R. Roy [36]. L'intensité u est le paramétre du modele Booléen.

On introduit I'espace mesurable canonique pour un processus ponctuel de Poisson sur
R? :

+oo
X = {gb = Zéwi localement finie : Vi # j, x; # x]} .

i=1
On munit X de la tribu 2" engendrée par les applications

TR - gb — ¢(B )
ol B parcourt & (Rd).
Pour respecter les futures notations, on ne choisit pas directement un processus ponc-

tuel de Poisson d’intensité p > 0 sur R? mais on considére un espace probabilisé (2, .7, P)
sous lequel vit une variable aléatoire

O (0T — (X, 2)

dont la mesure image soit celle du processus ponctuel de Poisson homogene d’intensité .
On définit alors G, () le graphe Booléen associé au processus &.
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Définition 2.4 (Chemin Booléen). On dira qu’il existe un chemin ouvert au sens de la
percolation entre deuz points x ety dans ® s’il existe une suite finie de points (aq,. .., a,)
de O telle que :

e a =z eta, =1,
o pour tout 1 <i<mn-—1, |la; — a4, < 1.

C’est-a-dire, si (ay,...,a,) est un chemin de Gy, (®). Dans ce cas, on dit que (ay,...,ay,)
est un chemin Booléen de taille n — 1 entre x et y. On ne précise pas toujours la taille
ni les points de départ et d’arrivée d’un chemin. Enfin, on dit qu’un chemin Booléen est
sans recoupement si pour tout t # j, on a a; # a;.

Pour plus de détails sur la théorie des graphes, on réfere le lecteur au livre de J.A.
Bondy et U.S.R. Murty [5].

Le modele Booléen admet une transition de phase.

Proposition 2.5 (Transition de phase du modele Booléen, Penrose [42]). Pour d > 2, il
existe un seuil critique . (d) € |0; 400l tel que :

e Pour tout u < . (d), presque-sirement, tous les amas du graphe Gy, (®) sont finis.

o Pour tout p > p.(d), presque-sirement, il existe un unique amas infini dans le

graphe Gy (D).

Remarque. On fize dorénavant pn > . (d) et on note {3! amas oo} € 2" "événement
sur lequel le graphe Booléen admet une unique composante connexe infinie.

On note alors Cg° la composante géante du graphe Booléen, c’est-a-dire son unique
amas infini. Puis, pour # € R%, on note ¢ (z) le point le plus proche de z dans I'amas de
percolation infini Cg° :

a() = argmin{[lz — zIl, | = € C5°).

Remarque. Bien que pour tout v € RY, q(z) soit P-presque stirement uniquement dé-
terminé, lorsqu’on travaillera en environnement gelé ¢ € {3! amas oo}, on ne peut pas
garantir que tous les q (z) soient bien définis. Pour palier ce probléeme, on définit aussi
q (x) lorsque l'ensemble des points de l’amas infini Cg° réalisant le minimum des dis-
tances euclidiennes a x n’est pas réduit a un point. Dans ce cas, on choisit le plus petit de
ces points au sens de ['ordre lexicographique. Il faut comprendre que cette définition est
superflue dans tout le travail qui suit. En outre, avec cette définition q (x) n’est pas stable
par rotation autour du point x mais ceci est complétement transparent lorsqu’on regarde
la loi de q (x). Par transparent, on entend que la loi de q (x) sous P est, elle, invariante
par les rotations autour de x.

Dans tout environnement ¢ € {3! amas oo}, pour x,y € R? notons dy (z,y) la
distance de graphe dans C3° entre ¢ () et ¢ (y), c’est-a-dire la taille du chemin le plus
court liant ¢ (x) et ¢ (y) dans cet amas infini. En outre, notons BZ° (x,7) la boule de
centre ¢ (x) et de rayon r > 0 pour cette distance :

By (w,r) = {ye Cy o dy (z,y) gr}.
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2.3 Etude du modéle Booléen

Dans cette partie, on montre certaines propriétés de régularité pour le Modele Boo-
léen. Ces propriétés sont nécessaires pour montrer le théoreme de forme asymptotique
pour le processus de contact qui représente le principal résultat de cette theése mais elles
sont aussi suffisantes en le sens que si un graphe aléatoires les satisfaits alors la preuve
du théoreme de forme asymptotique fonctionnera aussi pour ce graphe.

Les travaux qui suivent sont nécessaires pour permettre le passage de 1'étude du
systeme intégré au systeme gelé. En effet, afin d’établir des contrdles sur les quantités
d’intérét du processus de contact en environnement gelé qui soient en quelque sorte uni-
formes en la configuration gelée, on va se restreindre a un événement de mesure 1 sur les
configurations du modele Booléen dont les éléments possedent une certaine régularité.

Pour tout r > 0, on rappelle qu’on note B (r) la boule fermée de rayon r associée a
la norme ||.||, centrée en Oga.

e

Pour tout 7 > 0 et z = (21, ...,24) € R% on note Q, () := [[ |-r + z;; 7 + x;]. On note

1

(2

simplement @, := @, (Ora).

Nous commengcons par établir des liens entre la distance de graphe sur I’amas infini dg’
et la norme ||.||,. Pour cela nous allons montrer quelques propriétés de percolation dont
les preuves reposent sur les résultats d’Antal et Pisztora [I] ainsi que sur des résultats
classiques de percolation (voir [25] et [41]).

2.3.1 A propos des procédures de renormalisation

On commence par définir les outils nécessaires a une procédure de renormalisation qui
permet de coupler le modele Booléen avec d’autres modeles de percolation plus simple

et mieux connus. Soit R > 1 un réel strictement positif, on rappelle que Qr désigne la
d

boite (H |—R; R[> . On dit que Qg est a croisement dans la i-eme direction si il existe un
i=1

chemin ouvert au sens de la percolation Booléenne entre deux points = = (z1,...,x4) €
Qrety=(y1,...,94) € Qr telsque z; < —R+1lety; > R— 1.
Pour A C R%, on pose :

L;(A) :=inf{z;: x € A}, et R; (A) :=sup{x;: x € A},
et on définit diam (A) le diameétre de A par :
diam (A) ;== max {R; (A) — L; (A): 1 <i<d}.

On note que pour R > 2, si Qg est a croisement dans 1'une des directions, alors il
possede un chemin ouvert de diametre plus grand que R. On dit que Qg est a croisement
si:

e (R est a croisement dans toutes les directions i = 1,...,d
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e et si Qg posseéde un unique amas C' vérifiant diam (C') > R — 1.

On définit de méme la notion de boites a croisement pour les translatées de Q. La
condition concernant le diameétre supérieur a R — 1 vient du fait que si 'on considere
deux boites de la taille de Qg translatée I'une par rapport a l'autre de Re; (ou e; désigne
I'un des vecteurs de la base canonique de R?) et qui soient toutes deux a croisement,
alors les deux gros amas de chacunes de ces boites sont connectés sans quoi ces boites
admettraient un deuxiéme amas de diametre supérieur a R — 1.

La proposition suivante est cruciale et nous permet d’utiliser des procédures de renorma-
lisation qui seront abondamment utilisées dans ce document.

Proposition 2.6 (p.208, Random Geometric graphs- M. Penrose [41]). Dans le cas sur-
critique, on a :

R

. . _
RElOOIP’ (Qr est a croisement) RinOOIP’

Une procédure de renormalisation consiste dans un premier temps a définir une notion
de bon événement pour la boite Qg. Un bon événement est un événement qui ne regarde
que l'intérieur de la boite Qi et de probabilité tendant vers 1 lorsque R — oo. En vertu
des propriétés du processus de Poisson ®, un tel événement est indépendant de tout
événement ne regardant pas (Qr. On appelle bonne boite un translaté de la boite Qg
pour lequel le bon événement est réalisé. Une fois cette notion de bon événement choisie,
on définit par exemple :

Xi,j = ]]-{QR(iRel+jReg) est une bonne boite} -

De cette maniére, on définit un processus qui, dans cet exemple, est indexé par Z? mais
pourrait étre indexé par Z? ou d’autres ensembles en fonction du modele avec lequel on
veut coupler le modele Booléen. Le processus (Xivj>i,j , est un processus K-dépendant
pour un certain K > 0 donc, en vertu de la propositioneﬁ (droit & la dépendance locale,
T.M. Liggett, R.H. Schonmann et A.M. Stacey), on peut choisir R suffisamment grand
pour que le processus (Xm‘)i,jez domine stochastiquement une percolation de Bernoulli
indépendante surcritique sur les sites de Z2.

Remarque. La proposition[2.4 est un candidat parfait pour mettre en place des procédures
de renormalisation car si deux bonnes boites dont le bon événement implique [’événement
de la propostion[2.6 se chevauchent suffisamment alors les gros amas de chacune des deux
bonnes boites sont obligatoirement connectés et par suite l’amas infini du modéle Booléen
passe par toutes les boites de l’amas infini du modéle couplé.
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2.3.2 Fonctions de démarrage

On définit maintenant une notion de fonction de démarrage. Ce sont des fonctions qui
a un point de l'espace R? associent un point localement proche mais dans ’amas infini
du modele Booléen.

Définition 2.7. On appelle fonction de démarrage toute fonction f : R x Q — R? telle
que :

o pour tout w € Q et tout v € R, f (x,w) € CF (w),

e il existe A, B > 0 pour lesquels pour tout v € R% et tout t > 0 :
P(llz = f (2, )], 2 1) < Ae™™".

Si f est une fonction de démarrage et si x € R, on note f (x) la variable aléatoire

f(z,.).

Remarque. Un premier exemple de fonction de démarrage qui va nous intéresser est la
fonction q qui associe a tout point x € R? son plus proche voisin, au sens de la norme
[-ll5; dans Uamas infini Cg°. A égalité, un choix arbitraire est fait grace d Uordre lexico-
graphique.

Ce résultat est obtenu comme corollaire immédiat du lemme suivant :

Lemme 2.8 (C.-L. YAO, G. CHEN et T.-D. GUO, lemme 3.3 dans [48]). Il eziste une
constante B > 0 telle que pour tout t > 0,

P(B(0,t)NCE = @) < e P

P < e B

L o0 J

Corollaire 2.9. La fonction q est une fonction de démarrage.

Remarque. Dans la fin de cette section Fonctions de démarrage, on parle d’une deuxiéme
fonction de démarrage b qui ne sera pas utile avant la fin du document dans la section
zone couplée. On conseille donc au lecteur d’omettre ce passage en premiére lecture.
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Nous allons utiliser cette technique ici pour coupler le processus de contact de pa-
rametre A en environnement inhomogene ¢ € {3! amas oo} fixé avec un processus de
contact de parametre A évoluant sur une copie de Z.

On note Bif (Cg°) I'ensemble des points de Cg° qui sont une bifurcation, c’est a dire
qui sont inclus dans un sous-graphe de Cg° isomorphe a Z en tant que graphe. Puis
définissons pour tout z € R? :

b(x) = argmin {||lz —yl,}.
yEBIf(CF)

Pour étre plus exact, I’ensemble des points réalisant ce minimum n’est un singleton que
pour P presque toute configuration ¢. Si cet ensemble n’est pas un singleton, on définit
b (z) comme le minimum de cet ensemble au sens de 'ordre lexicographique.

Remarque. L’ezistence d’une bifurcation dans le modéle Booléen surcritique est presque
sure. Pour wvoir cela, on peut par exemple observer que le modéle Booléen surcritique
percole presque stirement dans Ry x RI™1 R_ x R~ (ceci est impliqué par la proposition
10.6 dans le livre Random Geometric Graphs [{1] de M. Penrose) et dans R?. Ainsi, on
peut choisir une copie de N dans chacun des demi-espaces ci-dessus et la percolation sur
R? nous garantit que ces deux sous-graphes sont connectés. Cette observation implique
l’existence d’un sous-graphe isomorphe a 7.

On montre alors le lemme suivant :
Lemme 2.10. La fonction b définit une fonction de démarrage.

prewve du lemme[2.10. 11 suffit de montrer qu’il existe des constantes A, B > 0 telles
que :

Ve eRYL V>0, P(|lz—-b(2)|,>1t) < Ae P

La preuve de ce lemme nécessite une procédure de renormalisation dont la construction
est relativement lourde et peu agréable a lire alors que les idées derriere la preuve sont
tres simples. Aussi nous nous contenterons dans un premier temps de raconter la démons-
tration puis nous donnerons une version plus rigoureuse de cette derniere.
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Version heuristique :

On commence donc par une procédure de renormalisation dont les événements de blocs
sont donnés par la propriété de la proposition [2.6| et qui permet de coupler le graphe ®
avec une percolation indépendante surcritique en dimension deux.

Dans la percolation macroscopique, on note respectivement ¢ (z) et b(z) le point
de I'amas infini et la bifurcation la plus proche de x au sens de la norme ||.|; dans la
percolation macroscopique.

On utilise alors la proposition suivante qui concerne la percolation de Bernoulli sous-
critique sur Z? :

Proposition 2.11 (G.Grimmett [25]). En régime sous-critique, la probabilité qu’un amas
soit de taille plus grande que n décroit exponentiellement vite en n.

En utilisant ce résultat ainsi qu’un raisonnement sur le graphe dual, on montre qu’en
deux dimension on controle facilement la distance a la bifurcation la plus proche dans la
percolation macroscopique. En effet, on observe que la partie de 'amas infini entre § ()
et b(x) est nécessairement finie. C’est une conséquence de la définition de b (z) : sinon on
trouverait une bifurcation plus proche de § () que b(x). Ainsi, on est dans la situation
suivante :

Le chemin en pointillé désigne le chemin du graphe dual qui
entoure la partie finie de 'amas infini entre § () et b (z). On
voit ainsi que si b (x) est loin de §(x) en terme de distance

de graphe, alors cela implique Pexistence d'un gros amas
dans le graphe dual qui est sous-critique.

Enfin, on remarque facilement qu’une bifurcation proche dans le systeme couplé im-
plique une bifurcation proche dans le systeme ambiant ®. (On utilise le fait que la distance
de x & ¢ (x) décroit exponentiellement vite.)

21



Version rigoureuse :

Plus précisément, pour R > 0, on considere les blocs de la forme Qg (z + iRe; + jRes)
avec 1, j dans Z et on dira qu’un tel bloc est bon si il est a croisement. Pour tous i, j € Z,
on note :

Xi,j = ]]-{QR(x—i-qu—i—jReg) est & croisement} -

Le processus (Xiaj>i,jeZ est un processus 2-dépendant donc, en vertu de la proposition
et de la proposition (droit a la dépendance locale, T.M. Liggett, R.H. Schonmann
et A.M. Stacey), on peut choisir R suffisamment grand pour que le processus (Xi,j)m <z
domine stochastiquement une percolation de Bernoulli indépendante surcritique sur les
sites de Z2.

Dans la percolation macroscopique, on note ¢ (x) I'élément (i, j) € Z? choisit de sorte
que la quantité |i| + |j| soit minimale et que X;; = 1 (& égalité on choisit selon 'ordre
lexicographique). De méme, on note l;(:v) la bifurcation la plus proche de x au sens de la
norme ||.||; dans la percolation macroscopique.

Notons maintenant C' 'amas de mauvaises boites dans la percolation macroscopique
qui entoure ’amas formé des bonnes boites accessibles depuis ¢ (z) sans passer par l;(ar)
En dimension 2 une percolation surcritique implique que son dual est sous-critique et
ainsi on peut utiliser le résultat suivant pour contrdler la taille de C.

Proposition [2.11]G.Grimmett [25]] Notons C (0) l’amas contenant 0 dans une per-
colation de Bernoulli indépendante et sous-critique sur les sites de 72, alors il existe
A, B > 0 tels que :

P (Card (C (0)) > n) < Ae 5.

On obtient donc P (Card (é’) > n) décroit exponentiellement vite en n. On note main-
tenant Z la boite contenant le point x. Il vient alors :

P(llz = b(x)l, = 1) <

=
R
8
|
o
a5
~
v
o+
~—

. t _ ~ t
<P(li- i@l 2 55) +P(Ja@ - @], > 5
.. t t
<P(Jr-a@)l, 2 5 ) +P(Card (€) > )
Ceci acheve la preuve. O

2.3.3 Analogue d’un résultat d’Antal et Pisztora pour le graphe Booléen
surcritique

Le but de cette partie est de montrer le résultat suivant :

Proposition 2.12. Soit f une fonction de démarrage, il existe une constante p =
0(u,d) >0 ainsi que A, B > 0 telles que :

1 V¥z eR: P (dF(0,f (2) > ollall,) < Ae Bl
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2. Pour P-presque tout ¢ € {3! amas oo},
IN (¢) € N, Vo € RY, ||zfl, > N (¢) = d7 (0, f (2)) < o],

$.¥reRY, P (d (0, f (2) > ollzll, +1) < Ae™.

La preuve de cette proposition repose sur les travaux de P. Antal et A. Pisztora. Dans
le cadre du modele de percolation de Bernoulli surcritique (P, avec p > p.(d)), ils ont
montré le résultat suivant ou D désigne la distance de graphe sur les amas de percolation :

Proposition 2.13 (Antal et Pisztora [I], théoreme 1.1). Il existe une constante o =
o(p,d) >0 ainsi que A, B > 0 telles que

vz ez P04z, D(0,2)>o|z|,) < Ae Flvh,
En outre, dans leur preuve se trouve en fait un résultat plus fort :

Lemme 2.14 (proposition 3.1 et preuve du théoreme 1.1 [I]). Il existe une suite de
variables aléatoires (X},),cn- indépendantes et identiquement distribuées telle que X, ad-
mette un moment exponentiel et pour tout v € 7% :

llzlly
D (0 T ]l{()(_m} Z Xk
ou <X désigne ['ordre de domination stochastique.

De ce résultat, on obtient un controle exponentiel en ¢ de la quantité :

Notons E, I'opérateur espérance associé a P,. Soient donc (Xj),.y. une suite de
variables aléatoires identiquement distribuées donnée par le lemme et h > 0 tel que
E, {ehxl] = ¢ < +o00. Pour o > bgh(c), on a alors :

e,
P, (0 <z, D(0,z) > ollz||, +t) <P, (Z Xy > ol +t)

llzlly

H thk] h(ellel,+t)

<zl g=h(ellal+t) « ,—ht

Ces résultats sont fondateurs et ont été utilisés notamment par O. Garet et R. Mar-
chand dans [19] et [20] dans lesquels ils étudient le modele de percolation de premier
passage pour la distance de graphe sur I'amas infini de percolation de Bernoulli. Ensuite,
C.L. Yao, G. Chen et T.D. Guo ont étudié les propriété de la distance de graphe sur
le modele Booléen dans [48]. Ce sont leurs résultats que j’utilise ici. Dans ce papier, les
auteurs travaillent sous la probabilité de Palm sous laquelle les points x et 0 sont ajoutés
au processus ponctuel de Poisson ® sur lequel on forme le graphe Booléen. Pour z € R,
on note Py , cette mesure de probabilité et on note encore D la distance de graphe sur le
graphe Booléen dont les sommets sont & U {0, z}.
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Lemme 2.15 (C.L. Yao, G. Chen et T.D. Guo [48], lemme 3.4 page 160). Pour tout
> pe (d), il existe une constante o = o (u,d) > 1 ainsi que A, B > 0 telles que :

1. Ve eRY Py, (0« x, D(0,z) > olxl,) < Ae Blel,
2.Vz eRY Py, (0 xz, D(0,2)>plx|,+1t) < Ae P
Avant de montrer la proposition [2.12] on montre le résultat suivant :

Corollaire 2.16 (du lemme [2.15)). Pour tout p > p.(d), il existe une constante o =
o(u,d) > 1 ainsi que A, B > 0 telles que pour tout v € R? :

1. P U {y <2, D(y,2) > olly — 2|l,} | < Ae Bllel:,
FyeB(0,5]|z[l, )N
326B<m,%||33||2)m<1>

2. P U {yvez D(y,2)>olly—zl,+t}]| < Ae P
IeB(0,)N®
3zeB(z,t)NP

—~

Preuve. Soit ¢ > 1 une constante vérifiant le lemme [2.15] On écrit alors :

FyeB(0,1]|z[l,)n®
3z€B<m,%||$||2)ﬁ<I>

<E Zg:@ 1{yeB(o,§qug)}ﬂ{zeB(x%||z||2)}]1{y<+27 D(y.2)>elly—=l, }
Y,z
On applique alors le théoreme de Campbell-Mecke a la fonction :

h(y, 2, @\ {Y:23) = Lepepo 1w, Y een (e o, ) ) Hyon, Dwo>olly—2l, )

Pour plus de détails sur la théorie des mesures de Palm et sur le conditionnement dans
les processus ponctuels on pourra regarder le livre de J. Moller et R.P. Waagepetersen
[38] notamment I’appendice C ainsi que larticle de O. Kallenberg [30]. Le théoreme de
Campbell-Mecke donne :

E| > h(yz®\{yz})

y,2€P

- /Rd /Rd /X h(y,z,¢)dP, . (¢) d\a (y) dAi (2)

= oo s1m) Jofo 1y Boe 0 5 D0:2) > elly = 2la) dha ) dha 2

= Ae~Blly==ll2
- /B(l“véllau) /B(o,;)IHQ) € dXg (y) d\g (2),
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ou on rappelle que la mesure \; désigne la mesure de Lebesgue d dimensionnelle. Pour
conclure, on remarque que dans la derniére ligne ||y — z|[, > 3 [|z[|, et que le volume des

boules est proportionnel & ||z||%.

Pour le deuxieme point, il suffit d’écrire le théoreme de Campbell-Mecke pour la
fonction :
h(y, 2, @\ {y: 2}) = Lyenny L@ L oz, Dy >oly—zl,+t)
et d’utiliser le deuxieme point du lemme pour conclure.

On se tourne maintenant vers la preuve de la proposition [2.12)] :

Preuve de la proposition[2.19 Soit f une fonction de démarrage et soit o > 1 vérifiant le
corollaire précédent. Remarquons que si |0 — £ (0)l, < 5 [|z]l, et [z — f (2)[l, < 5 [z,
alors || f(0) — f(z)ll, < 2], et si en outre d¥ (0, f (2)) > 2ollz[l,, alors il existe

yeB (Oa%HxHQ) N®etzcB (%%Hﬁ”Q) N ® tels que :
y < zet D(y,z) > olly— 2,

On écrit alors :

P (a3 (0. () > Zollel) < (10— £ Ol 2 5 llell) + 8 (e = £ @)l = 5 )

yeB(0,3]z[l,)n®

z€B(z,3|zll,)N®
Comme f est une fonction de démarrage, on controle les deux premiers termes tandis
que le troisieme est controlé par le corollaire Ceci montre le premier point de la
proposition.

Le deuxieme point se prouve a 'aide du lemme de Borel-Cantelli. Il faut montrer la
décroissance exponentielle en n des événements A,, suivants :
Pour tout n € N*, notons

5
A, = {Ela:' e R’ tel que n— 1 < |z, < n et d2 (0, f (x)) > BQHxHQ}.

Cette décroissance exponentielle se prouve de la méme fagcon que pour le point 1. Le
volume de B (0,71/3) et celui de la couronne de rayons 2n/3 — 1 et 4n/3 sont tous deux
proportionnels a n alors qu’ils seront en facteur d’un terme en décroissance exponentielle.

Le lemme de Borel-Cantelli assure alors que P (hrél (A%)) = 1, ce qui implique le résultat
neN*

du point 2.

La preuve du dernier point est essentiellement identique a celle du premier mais en
utilisant le deuxieme point du corollaire [2.16] Ceci achéve la preuve de la proposition

[l
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2.3.4 Premier controle sur le modeéle Booléen

La premiere notion de régularité a laquelle on va s’intéresser est un controle sur le
cardinal du nombre de chemins Booléens de longueur n partant d’une certaine localisation.
Dans un graphe quelconque, on appelle longueur d’un chemin 1) et on note [ (¢)) le nombre
d’arétes de ce chemin. Dans la suite, pour tous L,n € N, on note CZ = CZ () 'ensemble
des chemins Booléens sans recoupement de longueur n partant d’un point situé dans la

boite Q.

Proposition 2.17. Pour tout entier L > 0, il existe B > 0 et 0 > 1, tel que pour tout
neN:
P (‘C’ﬁ’ > 0") <e B

Remarque. Dans un premier temps, ce résultat ne sera utilisé que pour L = 1 mais
lorsqu’on voudra obtenir des controles dans tout un voisinage d’un point, on aura besoin
de ce résultat plus général.

Remarque. Cette propriété ressemble beaucoup a une inéqgalité de type Inégalité de Cher-
noff mais les points du processus ponctuel de Poisson sous-jacent au graphe Booléen
peuvent étre agglutinés de sorte que le graphe n’est pas a degré borné et cela rend dif-
ficile le controle de ’C’ﬂ Pour retrouver le cadre d’un graphe borné, nous allons devoir
utiliser une discrétisation de [’espace.

Preuve. Commencons par montrer que pour tout entier L > 0, il existe ol (u,d) > 1 tel
que :
¥neN, E[|CH] <o (ud)".
Soient L > 0 et n € N, pour prouver cette proposition, on va utiliser une procédure de
discrétisation de I’espace. Notons e := % >~ e;. On va considérer la partition de I'espace R?
i=1

donnée par les boites de coté 1 de la forme Q15 (e + 2) ot z € 7. On rappelle que par dé-
d

finition, pour tout r > 0 et & = (z1,...,74) € R% on note Q, (z) := [I |—r + 2457 + 2.
1=

On introduit 'application p qui associe & un atome a € R¢ I'unique point z € Z? tel que

a € Q12 (e+ 2). On remarque que p (Qr,) est un ensemble formé d’exactement (2Ln)*

points.

On considére maintenant le graphe Z? dont I’ensemble des arétes est :
{{z,2} @) | |z - 2]l < 1}

Un chemin dans ce graphe est un chemin étoilé qui peut rester sur place. On note c,
’ensemble des chemins de longueur n partant d’un point de p (Qr,) dans ce graphe.

Pour un chemin ¢ dans un graphe quelconque, on note aussi Cont (¢)) le contenu du
chemin 1, c¢’est-a-dire I’ensemble des sommets du graphe par lesquels passe le chemin .

On associe & tout chemin ¢ = (ay, ..., any1) € CP le chemin ¢ () € C,, défini par :
c(p):=(plar),...,plans)).
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En partitionnant I’ensemble C7} selon la valeur de ¢ (), on peut écrire :

e for] <5

> card ({p € CF | c(p) = w)] :
YeCn

Pour tout ¢ € C, et z € Cont (1), on note [, le nombre de visite du point z dans
le chemin . A ¢ € C, fixé, on remarque alors que le cardinal des ensembles {p €
CL| ¢(p) = ¢} peut étre majoré par le produit sur les z € Cont (¢)) du nombre N, de
l.-uplets sans répétition de points de ® N Qq/2 (e + 2) :

eetf< x®

el z€Cont (1))

I NZ].

Or, par indépendance des réalisations du processus ponctuel de Poisson ® sur des
zones disjointes de 'espace, 'espérance du produit est égale au produit des espérances.
En outre N := ‘CID N Q1 /2‘ suit la loi du nombre de point de ® dans I'une quelconque des

boites de coté 1 et ainsi, pour tout z € Cont (1), on a :

N!

N, est égal en loi sous P a m

On ajoute que N suit la loi de Poisson de parametre u\g (Ql /2> = p. Il suit que :
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x|

z€Cont (1))

< II EN]
ypeCy, z€Cont(Y)

»eC, z€Cont(1))

Observons que, par définition des [, et comme ¢ € Cp,, ona Y. [, =n+1.Dou:
z€Cont (7))

Eflct] < ¥
pely

11 reste & majorer le cardinal de C,,. On a déja remarqué qu'il y a (2Ln)? choix pour le
~ n
point de départ d’un chemin de C,,. Une fois celui-ci choisit, on a exactement (Bd) choix

de trajectoire possible pour un tel chemin (chemins étoilés avec répétitions possibles) de
sorte que :

E HC’%H < (2Ln)* <3d)n JTan

Ce qui acheve la premiere partie de la preuve.

Pour terminer, on choisit o > o (u,d) et on écrit I'inégalité de Markov :

# (et > ) < T < ()"

om o
]

Pour toute la suite, on fixe o > 1 vérifiant la proposition [2.17] pour L = 1.
Pour toute fonction de démarrage f (définition ) et tout n € N, on note C,, (f)
’ensemble des chemins Booléens sans recoupement de longueur n partant du point f (0).

Lemme 2.18. Soit f une fonction de démarrage, alors, il existe A, B > 0 tel que pour
toutn € N : K
P(|Co(f)] > 0") < Ae”P.

Preuve. Soit n € N, il suffit d’écrire :
P(|Co(p)|> ") <P(If O, =) +P(|Ch] > o),

ce qui acheve la preuve. O
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Pour toute fonction de démarrage f, on note :

Ty (f) == () lim {¢ € {30 amas 0o} : |C (f) 0 To(0)| < 0"} € 2 (1)

wEQd neN

Attention, bien que 'on ait écrit I’événement I'; de cette maniére pour plus de simplicité,
il faut comprendre que l'intersection ne porte en fait que sur les points de I'amas infini
®. De ce fait, il suit que :

L (f)= liim{gbe{ﬂ! amas oo} : ’C’n(f)oTz(gb)‘SJ"}G%,

z€R? neN

ot l'on intersecte sur tous les points de R,

En vertu du lemme de Borel-Cantelli et du lemme [2.18] on obtient :
Lemme 2.19. (T (f)) est un événement P presque sir.

En se plagant sur I'événement I'y (f), on pourra travailler sur des environnements
gelés ayant en quelque sorte une certaine régularité. En effet, sur =1 (I'y (f)), pour tout
2 € R? on peut définir la variable aléatoire ® mesurable

Ty (2, f) = inf {T >0, ¥n > T, |C*n (f) o T,

<o"}. (2)

Afin d’obtenir des contrdles exponentiels sous la probabilité intégrée a partir de
contrbles en environnement gelé, on aura besoin du résultat suivant :

Lemme 2.20. Pour toute fonction de démarrage f, il existe des constantes A, B > 0
telles que pour tout x € RY,

Vit >0, P(Ty(x, f) >1t) < Ae P

Preuve. En vertu de l'invariance de P par translation, il suffit de démontrer le lemme
pour x = 0. Soit £ > 0, on a

P(T1(0,f)>t) =P (3>t : |Co(f)>0")
<Y P(|Cu(p)]>0m).

n>t

Le lemme [2.18| permet d’achever la preuve. O

Remarque. Plus loin on sera amené a considérer une autre fonction de démarrage. C’est
pourquoi on montre les résultats précédent dans le cadre f quelconque. Cependant, pour
plus de simplicité, on note maintenant I'y :=T'1 (¢) ainsi que Ty (z) := Ty (z,q) pour tout
x € R, La suite sera écrite dans ce cadre particulier mais les preuves fonctionnent dans
le cadre d’une fonction de démarrage [ quelconque. Ceci sera utile dans la section Zone
couplée.
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2.3.5 Un deuxiéme controle sur le modeéle Booléen

Outre le cardinal de I’ensemble des chemins Booléens de longueur n, une autre pro-
priété de régularité nous intéresse pour 1'étude du processus de contact sur le graphe
Booléen : c’est le nombre de sommets du graphe dans la boule B (t) qui, on le rappelle,
désigne la boule de rayon ¢ > 0, associée a la norme |||, et centrée en l'origine.

Le nombre de points de ® dans la boule B (t) suit une loi de Poisson de paramétre
proportionnel & t¢. A I'aide d'une inégalité de Chernoff, il suit facilement que la limite
inférieure des événements {|<I> NB(n)| < nd+1} est de mesure 1 et on obtient aussi un

moment exponentiel pour le temps & partir duquel on a effectivement |® N B (t)| < td+1.

Remarque. On choisit de contréler le cardinal de ® N B (t) par t™* (alors que de fagon
optimale, on pourrait choisir t¢) car nous avons seulement besoin de savoir qu’il est
polynomial en t. En contre-partie, on pourra se passer d’un certain nombre de détails
technique assez lourds. En particulier, pour un contréle en t il faudrait manipuler des
constantes assez spécifiques a chaque utilisation de ce genre de controles.

Soit f une fonction de démarrage, pour tout = € R?, on définit :

Ty(z, f)=inf{T €N : ¥t >T, |20 B(f(x), 1) <t} (3)
puis :
La(f)i= (1 @({T2(w,[f) < +oo}). (4)
zeQ?

En vertu de I'inégalité de Chernoff, on obtient facilement :

Lemme 2.21. Pour tout entier L > 0, il existe A, B > 0 tels que pour tout t > 0 :
P(|®N B (Lt)| > 1) < Ae™ P
Preuve. Soient L > 0 un entier et ¢t > 0, on a :

P (|(I) N B (Lt)| > td—i—l) < e—td+1E [e\flmB(Lt)q .
Or, E {e‘mB(Lt)q est de la forme " ot €' > 0 est une fonction de L, d et u. Ceci achéve
la preuve. O

De ce lemme, il vient :

Lemme 2.22. T; (z, f) est fini sur @1 (T'y(f)) et il existe A, B > 0 tels que pour tout
t>0,
P (T3 (0, f) > t) < Ae” P

En outre, I"événement ®~1 (T (f)) est P presque sir
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Preuve. La premiere partie est une conséquence immédiate de la définition de I's (f).
Pour le contrdle de T (0, f), on écrit :

P(T(0,f) >t) <P(Im>t : [®NB(f(0),n+1) >t
<Y P(IeNB(f(0),n+1) > )

n>t

<SP O, >n) +P (@0 B 2n+1)] > ).

n>t

Les deux termes dans la derniere somme sont respectivement contrélés par la propriété
de f en tant que fonction de démarrage et par le lemme [2.21] avec L = 3. Ceci acheve la
preuve. O

Définition 2.23. Pour tout z € R, on note Ty (x) := Ty (x,q). Puis pour toute fonction
de démarrage f :

C(f):=T1(f)nTo(f) C {3 amas o} et enfin ' :=T (q). (5)

Remarque. Pour toute configuration ¢ € T et tout t > T5(0), le cardinal de ¢ N
B (q(0),t) est polynomial en t mais comme on a toujours B3 (0,t) € B(q(0),t), il
en va de méme pour le cardinal de la Boule associée a la distance de graphe Bg° (0,%).
Ceci sera beaucoup utilisé dans la suite.

2.3.6 Régularité dans un voisinage

Cette partie reprend les preuves précédentes pour montrer un controle sur une quan-
tité qui possede beaucoup plus d’informations que T} ou T5. Dans I'étude du processus
de contact, on pourrait en fait travailler systéematiquement avec la quantité 7 (x, f) que
I’on introduit ici mais on perdrait de vue les informations effectivement utilisées dans
chacunes des preuves.

Pour tout z € R? et toute fonction de démarrage f, on introduit maintenant la variable
aléatoire 7 (z, f) définie par :

1
5inf{T20 : Vit >T, Yy € By (,3Kt+2), max (T1 (y, f), To (y, f)) < t}. (6)

Cette variable assure une régularité du graphe non-seulement en f (z) mais aussi en tous
les points proches de f(z) au sens de la distance de graphe. Le choix de la taille du
voisinage est dii a des détails techniques dans certaines preuves. Elle admet aussi une
queue de distribution qui décroit exponentiellement vite :

Lemme 2.24. [l existe des constantes A, B > 0 telles que pour tout v € R? et toute
fonction de démarrage f,
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Preuve. Soient x € R?, f une fonction de démarrage et ¢ > 0, alors :

P(OT (x,f) > 1) <P ( U U {max (11 (y, ) . T2 (y, f)) > n})

n>|t| yEBP (z,3K (n+1)+2)

<2 P( U {1 (y, f) > n} U{T2 (y, f) >n}])

n>|t] yeBP (2,3K (n+1)+2)

< ZIP’( U {Tl(y,f)>n})
n=|t]

yEBZ (2,3K (n+1)+2)
+ZP( U {Tg(y,f)>n})-
n>|t| yEBP (2,3K (n+1)42)

Le décalage entre I'indice n + 1 qui apparait dans 'union et I'indice n dans l'inégalité
est nécessaire pour traiter avec le cas des indices ¢ non-entiers. On montre séparément la
décroissance exponentielle de chacune des deux sommes précédente.

e Premiere somme
Notons que pour tout entier n > |t], on a :

{Ti (y, f) >n} < Y H@m(f)oTy‘ >am}

m>n

ol encore le décalage d’indices entre m et m + 1 est nécessaire pour traiter le cas
des indices non-entiers. Enfin notons que si ||z — f (x)[|, < n alors on a :

By (z,3K (n+1)+2)C B(2,3K (n+1)+n+2).
Soit L € N tel que Ln > 3K (n+ 1) +n + 2 pour tout n > 1. Pour n > 1, il suit

que :
U {[Gnen|>om} c{le—f@l, <npu U {|Cp]> 0"}

y€B$°(x£§£n+l)+2) m>n

Ainsi,

P( U {T\ (v, f) >n}) <P U {|Cn (F)oT)| > 0™}
yEBF (x,3K (n+1)+2) y€BY (z,3K (n+1)+2)
m>n

<P(lz = f (@)l >n) + X P(|Ch| > 0™).

m>n

Les deux dernieres probabilités sont respectivement controlées par les propositions
et ce qui achéve le contrdle de la premiére somme.

e Deuxieme somme
Pour n > [t], on a:

(T, /)>ny € U {I®NB(f (y),m+1)| >m*}.

m>n
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Pour n > [¢] on observe ensuite que :

U {[0NB(f (), m+1)|>m™}
yEBF (2,3K (n+1)+2)
m>n
C{le—f@ly>n}u U {|®NB(@,3K (n+1) +n+m+3)| >m'}.
m>n

Or pour m >n > [t|,on a:
{]@ﬂB(:c,BK(n%—l)—l—n—i—m—i—B)\ >md+1}
C {|®N B (x,3K (m+1) +2m + 3)| > m**'}

dont la probabilité est contrdlée par le lemme [2.21] avec L € N tel que Lm >
3K (m + 1) 4 2m + 3 pour tout m > 1. Ainsi,

se( U {Tz(y,f)>n})

n>|t] X (z,3K (n+1)+2)

<2 |P

n>|t|

(lz = f (2)ll, > n) + > P(|0 N B (z, Lm)| > m**)

m>n

Ceci acheve la preuve du lemme.

Définition 2.25. Pour tout x € R%, on note 7 (x) := T (x,q).
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3 Environnement : la modélisation du processus de
contact sur le graphe Booléen

3.1 Construction des processus

Dans cette partie, on construit rigoureusement ’espace de probabilité sur lequel on
travaille par la suite. Ce qui suit est riche en théorie des processus ponctuels et en détails
assez techniques. Le lecteur peut se passer d'une grande partie de cette section en pre-
miere lecture. Il est néanmoins important de comprendre ce que sont les environnements
gelé et aléatoire. Pour plus de détails sur les processus ponctuels, on réfere le lecteur aux
livres de C. Preston [43] et de D. Ruelle [45].

Dans ce qui suit, A désigne un nombre réel strictement positif. On munit R, de sa
tribu borélienne # (R,) et on note C' 'ensemble des mesures de comptage localement
+o0
finies ¢ = ) 0y, sur Ry. On munit C' de la tribu .#¢ engendrée par les applications
i=0
g : ¢ —> ¢(B) ou B parcourt & (R,).

Comme le nombre de sommets voisins d’une particule n’est pas borné a priori, il est
nécessaire d’attacher un nombre infini dénombrable de marques associées aux infections
a chaque sommet du graphe Booléen (une pour chaque voisin). De ce fait, on définit
I’espace des marques par :

M :=C x CN.

Un élément m € M est appelé une marque. On va attacher une marque a chaque par-
ticule du processus qui servira a construire le graphe Booléen. La premiere coordonnée
d’une marque sera utilisée pour coder les instants de guérison de la particule a laquelle
la marque est attachée et la seconde coordonnée, qui correspond a une suite de mesures
de comptage localement finies sur R, , codera les instants d’infection sur les arétes adja-
centes a cette particule. Plus tard, on considérera 1’ensemble Q := MY dont un élément
correspond a l’ensemble des marques nécessaires a la construction graphique. On munit
M et Q de leur tribu respective :

T = Fo @ (F)N et F o= (Fu)".
On définit maintenant ’espace mesurable (.S,.%) en posant :
S:=R'x Met.7 =% (R") ® Fu.

Puis sur cet espace, on considere le processus ponctuel de Poisson d’intensité pu; ®
(P ® @?N) ol \g désigne la mesure de Lebesgue sur R? et pour 6 > 0, &5 désigne
la loi du processus ponctuel de Poisson d’intensité § sur R, . On est en train de prendre
un processus ponctuel de Poisson homogene sur R? d’intensité p auquel on a attaché a
chaque point une marque de loi vy, := 1 ® yj?N ce qui nous donne les processus néces-
saires a la construction graphique. Vérifions 'existence du processus ponctuel de Poisson
d’intensité puAg @ vy sur (S,.7) :
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Il est facile de voir que la tribu . admet une partie génératrice dénombrable. En

+00
outre, pour tout x € R, {z} € B(R?) et pour toute c= 3 &, € C on a :
=0

(2

=N Ams (1D

=0 n=1

D’autre part, pulg ® vy est non-atomique car Ay 'est et la o-finitude est obtenue par
gy , d ey s
exemple en considérant les pavés [—n;n]® x M car vy, est une mesure de probabilité

(donc finie).

On note donc 2 I'ensemble des mesures de comptage localement finies sur S dont les
premieres coordonnées des atomes sont toutes distinctes :

“+oo
Q= {w = Zé(xi,mi) localement finie : Vi # j, x; # m]}
i=0

ol pour tout 4, x; € R et m; € M.

Remarque. e La condition a propos des atomes de premieres coordonnées distinctes
est juste technique. On note tout de méme que cela ne cotute rien car [’ensemble des
mesures de comptage qui ne vérifient pas cette condition est de mesure nulle sous
la loi d’un processus ponctuel de Poisson.

e On fait d’ores et déja une identification implicite entre mesure de comptage locale-
ment finie sur un espace et configuration de particules localement finie de ce méme
espace.

Puis on note .# la tribu sur ) engendrée par les applications
T w— w(F)

ou F' parcourt A (Rd) ® Fyr. Enfin, on munit donc (£2,.%#) de la mesure du processus
ponctuel de Poisson d’intensité pulg ® vy sur (S,.7).

On rappelle que X désigne I’ensemble des mesures de comptage localement finies sur
R? dont les atomes sont tous distincts :

+oo
X = {(b = 25% localement finie : Vi # j, x; # x]} .

i=1
On munit X de la tribu 2" engendrée par les applications

T ¢ — ¢(B)
ou B parcourt £ (Rd). Puis notons :

o (F)— (X, 2)

“+oo “+00
;) 6(90@',7711') — Z{) 5%‘
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Remarque. o & est une application mesurable. En effet, si B € % (Rd) et k € N,

& (75" ({k})) = 75l ({K}) -

e Pour ['interprétation, les premiéres coordonnées des atomes de w € €2 sont les
sommets du graphe Booléen de paramétre p > p.(d) tandis que les deuziémes sont
les wvariables aléatoires qui permettront la construction graphique du processus de
contact sur ce graphe.

Comme v, est une mesure de probabilité, le processus ponctuel de Poisson (2, %, P)
peut étre interprété comme le processus ponctuel de Poisson marqué d’intensité plg
sur (]Rd, B ]Rd)> avec espace des marques (M, Zyr, vy) et ainsi, en vertu du Marking
Theorem :

e La mesure image de P par ¢ définit la mesure du processus ponctuel de Poisson
d’intensité p sur R?,

e sachant ®, les marques attachées aux atomes de ® sont indépendantes identique-
ment distribuées de loi vy = #; ® @?N )

Pour expliciter ce théoreme, on introduit plusieurs notations. Pour commencer, pour
i € Net w e €, on note §; (w) € S l'atome de w donc la premiere coordonnée est la
(7 + 1)-ieme lorsqu’on les ordonne dans 'ordre croissant de leurs distances euclidiennes a
'origine puis, a égalité, dans l'ordre lexicographique. s; (w) € S est toujours bien définie.
On note aussi m; (w) la deuxiéme coordonnée de §; (w) et on définit :

A (Q.7)— (Q.7)

w > (M (W), ey -

Remarque. A est une application mesurable. En effet, on note que la tribu F est en-

gendrée par les événements de la forme E = [] E; [l M ou N € N et E; € %) pour
i<N SN
tout i < N. On considére donc un tel événement et on note que :

AY(E) = N N {(Wc(m(qi,qi“),Ei)l ({1})},

(q1,qn)EQ4)Y  0SISN—1
1<...<gN

ot qo = 0 et Cour (a,b) désigne la couronne ouverte centrée en Oga de rayons a < b.
En vertu du Marking theorem, la variable aléatoire A admet (VM)®N pour loi condi-

tionnelle par rapport a ® tandis que ® suit la loi d'un processus ponctuel de Poisson
d’intensité p > p. (d).

Définition 3.1. Dans la suite, on appelle probabilité intégrée la mesure P et le terme
environnement aléatoire fait référence a 'espace de probabilité (2, F,P).
Pour tout ¢ > 0, notons .%; la tribu engendrée par ® et les applications w

®N
A (w) (B) ou B parcourt (%’([O,t]) ® %’([O,t])@)N) . La tribu .%#; représente les évé-
nements qui sont observables griace aux positions géographiques des points du graphe
Booléen et griace aux guérisons et infections qui ont lieu jusqu’au temps t.
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3.2 Définition du processus de contact sur le graphe Booléen :
la construction graphique de Harris

Comme dans la partie , on note {3! amas oo} € 2" I’événement sur lequel le graphe
Booléen admet une unique composante connexe infinie.

Par abus, on note encore {3! amas co} € # 1'événement sur lequel le graphe associé
au modele Booléen possede une unique composante connexe infinie. On rappelle qu’en
vertu du Marking theorem, ® suit la loi d’un processus ponctuel de Poisson d’intensité
i > pe (d) et done I'événement {3! amas oo} est P presque siir.

La construction graphique de Harris qui suit est une description d'un processus aléa-
toire (vivant sur 'espace probabilisé précédent) dont la loi est exactement celle du pro-
cessus de contact et qui permet en outre d’étudier le processus de contact d'un point de
vue percolation. En effet, la question de la survie de la maladie en tout instant s’interprete
comme celle de 'existence d'un chemin ouvert infini dans le graphe H comme cela est
défini ci-apres.

Notons I := {(z, c(z), (cx(x))k>1) | * € P} I'ensemble des atomes d’un élément w €
et considérons H = & x R,. Pour tout x € ®, on place une marque de guérison sur la
ligne de temps {z} x R, a la position de chaque atome de ¢(x), puis en ordonnant les
points de ®\ {z} selon l'ordre croissant de leur distance euclidienne a z, on attribue a
tout point y € ®\ {} un numéro k(y) et la marque correspondante cy(y) (). Puis, pour
tout y € ® tel que {z,y} soit une aréte Booléenne, on place une fleche de contamination
de (x,t) vers (y,t) aux temps ¢ correspondant aux atomes de cj(y) ().

On appelle chemin ouvert un chemin connecté et orienté dans H qui se déplace le
long des lignes de temps dans la direction croissante en t et saute d'un site a un autre
en utilisant les fleches orientées mais ne traversant jamais une marque de guérison. Pour
(x,t), (y,t") € H, on note (x,t) — (y,t') pour signifier qu’il existe un chemin ouvert du
premier vers le second point.

Plus rigoureusement, pour t < t' :
(x,t) — (y,t) & In>1, FH=t,<...<t, =t Fr=11~...~x, =y tels que :
VI<i<n, Cpa, (@) {ti}) =1
et V1 <i<n, c(z;)([ti-1,t:i]) = 0.
Pour tout A € A (R?, on définit alors le processus de contact (£4(t));>0 partant de
la configuration initiale A sur Cg° par :
Vt>0, &t)={zcd|IyecAnd, (y,0) — (z,1)}.

On a en particulier :

=1 .

€A

Ce qui montre I'additivité de ce processus au sens suivant : Si A, A € & (Rd), alors pour
tout t > 0 :

Aty uEr(t) = V).
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Représentation graphique de Harris

Dans le plan R?, on a indiqué les arétes du graphe Booléen EB°°! (¢). Les croix
désignent les instants de guérison et les fléches les instants de contamination
potentielle. On considére le processus de contact partant de la configuration
{z} au temps 0. Au temps ¢, les seuls points infectés sont les points y, z et w.

3.3 Probabilité gelée

On définit maintenant application fondamentale w : X x 0 —» Q qui réalise une
bijection entre ces deux espaces d’application réciproque (®,A). Pour cela, on définit
les variables aléatoires z; sur (X, Z") qui associent a ¢ € X l'atome de ¢ numéroté
(t+1) - iéme dans l'ordre croissant de leurs distances a 'origine, puis a égalité, dans
I’ordre lexicographique. Pour tout ¢ € N, x; est bien définie.

Remarque. Pour tout i € N, T; est bien une application mesurable.
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On définit alors I'application w par :
w : (X XQ,%@?) — (2, F)
+o0
<¢7 (mi>z’€N) — Z 5(501',"11')
i=0
Remarque. w définit elle aussi une application mesurable.

Pour toute application mesurable f : (Q2,.7) — (R, % (R)) on définit alors I'appli-
cation f = f o w de sorte qu’on ait le diagramme commutatif suivant :

f

Q, 7) > (R,%(R))

(/Y X (2. A 7‘_)

Pour tout environnement ¢ € X, et pour toute application mesurable f : (2, #) —
(Ri, # (R, )), on définit I'opérateur E,, par :

Eolf] = [ F(6,8)d ()™ @),
Proposition 3.2. Pour tout ¢ € X, lapplication Py définie par :

P¢I é?-——%[O,H
Ar— Py (A) = Eg [14]

est une probabilité sur (2,.%) dont E4 est lopérateur espérance associé.

Preuve. 1l est clair que Py (€2) = 1. Soit maintenant (A,), .y une suite d’événements deux
a deux disjoints. On a :

Lya,(0o)=1ew(@o) e A

neN neN

< dneN : w(o,0) €A,
& D 14, (w(¢,0) =1

neN

4 Z:ﬁ‘An ((b,{f)) =1

neN
I1 suit facilement de la définition que :
P, (U An) YR,
neN neN

Enfin on acheve la preuve en remarquant que E, est un opérateur linéaire qui coincide
avec Py (A) sur I'indicatrice 1 4. O
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Définition-proposition 3.3. Pour ¢ € X, on appelle probabilité gelée en environnement
¢ la probabilité Py. Si f : (Q,.7) — (R4, B (R4)) est une application mesurable alors,
par construction et en vertu du Marking theorem :

E[f] =E[Eqs [f]].

Remarque. Dans la suite, par abus, on notera parfois encore f Uapplication f = f o w.

3.4 Translations
3.4.1 Translations spatiales

Le groupe R? agit sur lui-méme par translation. Cette action est naturellement étendue
aux espaces X et {2 et doit étre comprise comme un changement de point de vue spatial
du processus de contact. Soit & € R?, par abus, on notera 7}, I'opérateur de translation
de vecteur z sur les différents espaces R, X et ) définis respectivement par :

T,: R — R?

z —z+x

T,: X — X

400 +o0
=1 =1

T,: Q—Q

+o0 +00
W= Z 5(%‘#’%‘) — T (w) = Z 5(:Ei—x,mi)-
=1

i=1

On veut maintenant définir les opérateurs T, 4 sur l'espace 2 de sorte qu’ils soient
compatibles avec notre modele dans le sens suivant :

VweQ, T,(w) =w (T (® W), Traw (AW)))). (7)
I suit facilement que pour ¢ € X et z € R% on doit définir T}, 4 par :

Tw@ : Q — Q
O r— AT, (w (¢,0))) .

Proposition 3.4. Pour tout E € %, pour tout ¢ € X, pour tout x € R?,

Py (T (E)) = Pr,g) (E).
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Preuve. Soient donc de tels F, ¢ et x, par construction, on a :

Py (T2 (E) = [ 1r. 0w (6,2)d ()™ (@)
= [1poT 0w (9.0)d ()™ (@)
= [1pom (T4 (8), Toao (@) d (var)™" (@)

_ /Q g ow (Ty (¢),&)d (va)™ (@)
=Pr, ) (E),

ou l'avant-derniere ligne est obtenue car 7., 4 agit comme une réindexation sur {2 or
N . . 4. . . <
(Z/M)® est invariante par réindicage. Ceci achéve la preuve. O

Proposition 3.5. Pour tout x € R%, la translation T, laisse la mesure P invariante.

Preuve. Soit donc z € R? et E € %, d’apres la proposition précédente, on a :
P(T; (E)) = E[Po (I; (E))] = E [Pr,(a) ()]

Or, d’apres le Marking Theorem, la loi de ® sous P est celle d'un processus ponctuel
de Poisson homogene de parametre p1 qui est invariante par translation. Ceci acheve la
preuve.

]

3.4.2 Translations temporelles

Pour ¢t > 0, on définit I'opérateur de translation ; sur ’espace des mesures ponctuelles
C par :

“+o0o “+oo
\V/C = Z 5ti7 th = Z ]]-{tizt}(sti—t-
i=1 i=1
La translation 6, induit naturellement des opérateurs sur M, Q et  encore notés 6,.

+00 +oo ~
Pour m = (c, (Ck)keN) eEM, w= 21 O(zims) € et @ = 21 dm, € ) ces opérateurs sont
1=

1=

respectivement définis par :

+00 oo
0 (m) := (01, (Orck)pers) » 00 (@) =D Sasuime)) €8 0r (@) = D" S, (m0))-
i=1 i=1

Proposition 3.6. Pour tout t > 0 et tout ¢ € X, la transformation 0, laisse PP et Py
mvariantes.

La preuve découle de l'invariance en loi par translation de temps t des processus
ponctuels de Poisson homogenes sur R, .
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3.5 Quantités d’intérét du processus de contact

Pour toute configuration initiale A € A (Rd), tout ¢ > 0, et € R? notons :

tY(z):=inf{t>0: q(z) € &'}, (8)
HA = {xE]Rd: tA(x)St}, (9)
et 74 ::inf{t>0: {fz@}. (10)

La quantité t4 (z) désigne le temps d’atteinte de la particule ¢ (z) par le processus de
contact partant de la configuration initiale A tandis que H/ est I’ensemble des points
r € R? dont le point le plus proche dans C a déja été infecté au temps t partant
de la configuration A. Enfin, 74 désigne le temps d’extinction, éventuellement infini, du
processus de contact partant de la configuration A.

Remarque. e Pour alléger les notations, on note 4 = (ftA>t>0 le processus de

contact partant de la configuration initiale A et de maniére générale, pour toutes
les notations précédentes, on oublie les accolades lorsque la configuration initiale
est réduite a un singleton. Si la configuration initiale n’est pas précisée, il s’agira
toujours du singleton {q (0)}.

e On notera que Hy # U &. Ces deur ensembles se ressemblent mais on a en fait
s<t

seulement :

UJ&=HnNCy.

s<t
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4 Propriétés du modele

4.1 FErgodicité du systeme aléatoire

Proposition 4.1. Pour tout x € R non nul, (Q, 7, P, T,) est un systéme mélangeant
donc ergodique.

Preuve. Soit x € R? non nul. La tribu .% est engendrée par la sous-algébre .7 engendrée
par les applications :
Tpp:wr— w(B X E)

oll B parcourt les boréliens bornés de R? et E parcourt .%;.

Cette algebre est composée des événements qui ne regardent qu’une zone bornée de
'espace. Plus présisément, si By, By sont deux boréliens bornés de R?, Ey, B, € %y et
Ky, Ky € & (N), alors pour n € N :

T, (e (K1) = {w €Q : T (w) (B x Ey) € K1}
={weN : w(Thw (B) x Ey) € Ky}
={N (T, (B1) x Ey) € K1}.

De méme, 75, 5, (K2) = {N (B x E;) € K,} mais comme By et B, sont bornés, il
existe n € N tel que T,,, (B1) X E; et By X FEy soient disjoints. Ainsi, on récupere de
I'indépendance en vertu des propriétés du processus ponctuel de Poisson et donc pour un
tel n :

P (T, (750 5, (K1) M), (Ka)) =P (T, (w5, g, (K1) P (75} s, (K2))
=P (Wéll,El (Kl)> P <7TJ§;,E2 (K2)> :

Ceci ne démontre la propriété de mélange que pour les générateurs de I'algebre 7.
Cependant, comme c’est une algebre, un élément de .77 est certes compliqué a écrire mais
ne regarde toujours qu’une zone bornée de 'espace ce qui permet d’étendre aisément la
propriété de mélange et qui achéve la preuve. n

4.2 Inégalités FKG

Définition 4.2 (Ordre partiel sur Q et Q). On commence par définir un ordre sur les

“+oo “+o0o

mesures de comptage localement finies sur R,.. Soient c = > &, et ¢ = Y 0y deux telles
i=0 i=0 "

mesures. On définit [’ordre partiel < par :

c<d <= {t;:i e N} C{t;:ieN}.

L’ordre < est donc défini sur C. Ensuite, on étend cet ordre aux espaces M puis ) en
posant pour m = (c, (ck)k€N> et m' = (c/, (cﬁc)k@\o dans M :

m~<m'<=c-d, VkeN ¢ <d,
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+o0 —+o00
PULS, POUT W = 3 O(g,m,) €t W = > 5($< ) dans Q) :
i=0 i=0 \T@'Mi

7=

w=uw<<=VvieN, FGeN z; =1, et my <mj.
Enfin, pour @ = (my) oy €t @' = (m},),cy dans Q on note encore < lordre défini par :
0 <& <= VkeN my < my.

Remarque. Dans la définition de l'ordre < sur M, on demande a la premiére coordonnée
de m de magorer celle de m' alors qu’on demande a sa deuxiéeme coordonnée d’étre majo-
rée. Cela vient du réole que l’on attribue a chacune de ces coordonnées dans la construction
graphique de T.E. Harris. L’une représente les instants de guérison et donc on en veut
le moins possible pour faire survivre la maladie tandis que [’autre représente les instants
d’infection et donc on en veut le plus possible.

Définition 4.3. On dit que f : Q) — R est croissante au sens de < si :
w=<w = f(w) < [f().

De méme, on dit que f : Q — R est croissante au sens de < si :
w=a = f@) <f&@).

Proposition 4.4 (Inégalité FKG). Soit ¢ € X, les espaces (2, F,P) et (2, .F,Py) vé-
rifient l'inégalité FKG. C’est-a-dire que si f,g sont deux fonctions réelles définies (2,
alors :

E(fgl > E[f]E[g] et By [fg] > Eq [f]Es 9]

Preuve. La preuve du théoréme page 20 de la these d’Aurelia Deshayes (article [9]) peut
facilement étre adaptée pour montrer l'inégalité FKG en environnement gelé. En effet,
lorsque Pon geéle environnement ® = ¢, on se raméne au cas des fonctions f (¢,.) et
g (¢,.) qui sont croissante au sens de < dans Q et que Pon intégre contre la mesure pro-
duit (v27)®" qui est & corrélations positives.

Pour traiter le cas de 'environnement aléatoire, il faut montrer que E, [f] et E [g]
sont des fonctions de la variable ¢ croissantes au sens de l'inclusion. Il suffit alors d’utiliser
I'inégalité FKG des processus de Poisson dont on peut trouver une preuve page 31 du
livre Continuum Percolation de R. Meester et R. Roy [36]. Cette croissance est un peu
fastidieuse a démontrer mais ne présente pas de difficulté particuliere. n

4.3 Markovianité du processus de contact sous la probabilité
gelée

La machinerie développée dans Interacting Particle Systems de T.M. Liggett [35] fonc-
tionne parfaitement pour montrer que le processus de contact sur un graphe a degré borné
est un processus de Feller et donc bénéficie de la propriété de Markov forte. Les problemes
d’existence et d’unicité des semi-groupes de Feller sont des questions tres intéressantes et
sont beaucoup étudiés par exemple par F. Ezanno dans sa these ([I8]) qui donne d’ailleurs
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une excellente vue d’ensemble de ces questions. Cependant, dans notre cas on doit faire
un peu attention car une réalisation du graphe Booléen n’est pas a degré borné. De ce
fait, nous allons directement montrer que le processus de contact en environnement gelé
est un processus de Feller. Avant cela, on se propose de montrer que jusqu’a un certain
temps strictement positif ¢, le processus de contact & vérifie la propriété de Markov forte.
Il est difficile d’utiliser ce résultat pour montrer la propriété de Markov forte en toute
généralité mais ce résultat a le mérite de donner une bonne intuition pour se convaincre
que le caracteére non-borné des degrés du graphe ne pose pas de réel souci. On va utiliser
un argument de percolation pour montrer que pour presque toute configuration gelée
¢ € X, jusqu’a un temps tres petit t. > 0, le processus de contact sur le graphe Booléen
se comporte en fait comme sur de petits graphes finis disjoints sur lesquels on sait qu’il
a le comportement d'un processus de Feller.

On introduit ’espace mesurable dans lequel le processus de contact prend ses valeurs.
On essaie de coller un maximum avec les notations du livre de T.M. Liggett et certains
conflits peuvent apparaitre avec les autres sections mais cela ne doit pas apporter de
confusion car cette section peut étre considérée comme indépendante du reste.

Soit ¢ € X, par abus, on note encore ¢ le sous-ensemble discret de R? composé des
atomes de ¢. On note ensuite X = {0, 1}¢ que 'on muni de sa topologie produit. On
peut mesurer cette topologie sur X , une mesure étant par exemple donnée par :

Vi € X, d(n,n) = Y2 Lpyosn ey
ieN
ou les x; sont les éléments de ¢ numérotés dans l'ordre croissant de leur distances eucli-
diennes a 0 puis, a égalité, dans 'ordre lexicographique de leurs coordonnées. X muni de
cette métrique est donc un espace métrique compact. On considere aussi X comme un
espace mesurable en le munissant de sa tribu borélienne.

On note maintenant D [0; +o0o[ Uensemble des applications ¢. : [0; +00] — X qui sont
continues a droite et limitées a gauche. C’est I'espace canonique des processus de Markov
a temps continu et a espace d’état X. Pour s > 0, la projection 7y : D [0; +00] — X
est définie par 7 (¢) := (. Soit &7 la tribu sur D [0; +00| engendrée par les projections
s avec s > 0. Pour t > 0, soit aussi 7 la tribu engendrée par les projections 7, avec
0<s<t.

Pour tout n € X et tout @ € €, il est clair que Papplication &. (¢, ) définie a
'aide de la construction graphique de Harris est bien dans D [0; +oo[. En effet, elle est
continue en tout instant qui n’est ni un instant d’infection ni un instant de guérison et
en ces instants, elle est trivialement limitée a gauche et continue a droite. On définit
maintenant 'application

P": of — [0;1]
A P (A) =P, (" € A).

C’est la mesure de probabilité sur D [0; +oo[ obtenue comme mesure image de la proba-
bilité Py par le processus de contact £".
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4.3.1 Argument de percolation

Pour donner une intuition du caractere Markovien du processus de contact a 'aide
d'un argument de percolation, on commence par discrétiser I'espace R? en boites et on
définit une notion de bonnes et mauvaises boites. Soit € > 0 et soit alors N, € N tel que :

P(|®N Q2 > N.) <e/2.
Ensuite, soit t. > 0 tel que :
P (N (N —1),\t) <¢€/2

ou P (k, A\, t) désigne la probabilité qu’au moins I'un parmi k processus de Poisson réels
de parametre \ indépendants possede un atome avant t. Pour z € Z%, on définit

A, ={PNQ2(2)| > N} U U {Ck’(y)(x) ([0,t]) = 1} et X, :=14,.

(z,y)e®NQ2(2)

ou l'on a utilisé les mémes notations que pour la construction graphique de Harris. Les
boites que nous considérons sont les boites (Q2 (2)),cz4. La variable X, ne regarde que
les points du processus pontuel marqué dont la coordonnée spatiale est dans (s (). On
dira que I'une de ces boites est bonne si X, = 1 et qu’elle est mauvaise sinon. Par choix
de N, et t., il suit que pour tout z € Z? :

P(X,=1) <P(2NQ: ()| > N)

+P{¢>0Qz<z>sm}( U {Ck(y)(x)([(),teDZl})

(z,y)€PNQ2(2)
<e€/2+4€/2=c¢.

Maintenant, on définit la notion de k-dépendance pour un processus indexé par Z¢.

Définition 4.5 (k-dépendance). Soit k € N*, un processus (W,),cza est dit k-dépendant
St :
Vi e Z% W; est indépendant de (W2) zezas|ja—z| k-

Il est clair que le processus (X),.q définit précédemment est 2-dépendant. On utilise
alors le résultat de T.M. Liggett, R.H. Schonmann et A.M. Stacey suivant.

Proposition 4.6 (LSS [34]). Pour tout k € N*, pour tout 0 < p < 1, il eziste 0 <
q(k,p) < 1, tel que tout processus (W,),cza k-dépendant a valeur dans {0, 1}Zd Véri-
fiant ¥z € 74, P(W, = 1) < q(k,p), soit dominé stochastiquement par un processus de
Bernoulli indépendant sur Z* de paramétre p.

Ainsi, en choisissant € = ¢ (2,p) avec p < p.(d) ou p. (d) désigne le seuil critique de
percolation pour le modele de percolation de Bernoulli standard sur les sites de Z¢, alors
le processus (X.), ;s est dominé par une percolation de Bernoulli sous-critique. Cela
implique que P presque stirement, tous les amas de percolation du processus (X.), zq

sont finis. Notons {(XZ)zeZd ne percole pas} cet événement.

46



E [Pq; ((Xz)zezd ne percole pas)} =P ((XZ)zeZd ne percole pas) =1.

Ainsi, pour P presque toute réalisation ¢ € X de ¢, on a :

P, ((XZ)zEZd ne percole pas) =1

Donc pour P presque-toute réalisation ¢ € X, P4 presque stirement, le processus (XZ)ZEZd
ne percole pas. On peut maintenant montrer :

Proposition 4.7. Pour presque toute réalisation ¢ € X, le processus de contact en
environnement gelé ¢ vérifie la propriété de Markov jusqu’au temps t..

Preuve. Soit donc ¢ € X tel que P, ((XZ)zEZd ne percole pas) =1 et soit ¢ < t,, sur
I'événement presque stir €2y, le processus de contact £ se comporte jusqu'au temps t.
comme l'union disjointe des processus de contact sur les amas finis du processus (X)), ;q
qui sont des processus de Feller.

m

Remarque. L’argument de percolation précédent montre aussi facilement que la construc-
tion graphique de Harris dans le cadre du modéle Booléen décrit bien le processus de
contact au sens des sauts de transitions classiques.

4.3.2 Processus de Feller

Montrons maintenant directement que le processus de contact standard de parametre
A > 0 évoluant en environnement gelé sur une réalisation du modele Booléen surcritique
est un processus de Feller au sens de T.M. Liggett (page 8. dans [35]). Pour ¢ > 0, on

définit la translation 6 : D [0;+o0] — D [0; +00[ par 6 (C) := ¢ 4. On note C (X)

Pespace des fonctions réelles (uniformément) continues sur X = {0,1} et pour 5 € X,
E" désigne 'opérateur espérance associé a P".

On fixe toujours ¢ € X, et on se propose de vérifier que la famille de mesures de
probabilité {P”, neX } sur D [0; 400 satisfait aux propriétés suivantes :

1. Pour tout n € X, P" (¢ € D[0;+00] : (o =n)=1.
2. Pour tout A € <7, tout t > 0 et tout n € X, P" (0{1 (A) | ,th) =P (A)on.
3. Pour tout A € o7, 'application 7 — P" (A) est mesurable de X dans [0; 1].

4. Pour toute fonction f € C (X) et tout ¢ > 0, Papplication n — E7[f o m] est
continue.

Le premier point découle trivialement de la définition de P7 et de la construction de
P4. Le second point aussi est gratuit. Il découle de la définition du processus de contact a
I’aide de la construction graphique de T.E. Harris et de I'indépendance des processus de
Poisson réels sur des zones disjointes de ’axe temporel. Il reste donc a montrer les deux
derniers points. Ceux-ci garantissent que le processus de contact vérifie bien la propriété
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de Feller dans ce contexte et donc en particulier que la propriété de Markov faible im-
plique bien la propriété de Markov forte. Les deux derniers points demandent une étude
topologique plus précise.

Pour presque tout & € 2, commencons par montrer la continuité de ’application :

£ (¢,0): X — D[0; 400
n—E&(p,0).

Pour tout ¢ > 0, on a la construction suivante :

E(p,@): X — D[0;+00] — X
n— &7(p,0) — & (9, @) .

Or, D [0; 400 est muni de la topologie engendrée par les projections {m;, : t > 0} ainsi,
pour montrer la continuité de £ (¢, @), il suffit de montrer la continuité de &; (¢, @) pour
tout ¢ > 0. Comme X est métrique, la continuité est équivalente a la continuité séquen-
tielle. Soient donc ¢t > 0 et € X et (M) nen € X" une suite d’éléments de X qui converge

vers 7. Soient maintenant e > 0 et N € N tel que Y 27 < ¢, alors pour tout 7 € )VQ on
iSN
a:
Vi <N, i () =& (6, 0) ()] = d (7], & (¢,@)) <e

ou les x; sont les éléments de ¢ numérotés dans 'ordre croissant de leur distances eu-
clidiennes a 0 puis, a égalité, dans l'ordre lexicographique de leurs coordonnées. On fait
alors les observations suivantes qui sont dues a la définition graphique du processus de
contact. Soit i < N,

o si & (¢, ) (x;) = 1, alors il existe un point y; € n C ¢ tel que (y;,0) — (x;,t) et
dans ce cas, on choisit un tel y; et on note A; := {y;},

o si & (p,w)(x;) =0,onnote A; :=={ye€op : (y,00) — (x;,¢)}. Dans ce cas, pour
tout y € A;, on a n(y) = 0 obligatoirement. En revanche a priori, A; n’est pas
forcément une partie finie de ¢. La finitude de A; dépend de la configuration @.
Or l'ensemble des configurations (¢, ) telles que pour tous s > 0 et = € ¢,
Card{y € ¢ : (y,0) — (z,t)} < +o0 est de mesure 1. On se restreint donc a
de telles configurations. Pour prouver que cet ensemble est de mesure 1 il faut étu-
dier le nombre de chemins Booléens de longueur fixée partant d’'un point fixé ainsi
que la probabilié qu’un tel chemin soit ouvert en fonction de sa longueur. Les outils
nécéssaires sont prouvés plus loin et on laisse au lecteur le soin de redémontrer cette
partie.

Pour achever la preuve de la continuité de &; (¢, @), il suffit de choisir M € N tel que pour
N
tout n > M, on ait n, (y) = n(y) pour tout y € U A;. En effet, dans ce cas, en vertu

=1
des observations précédentes, on aura & (¢, o) (x;) = &™ (¢,©) (x;) pour tout i < N et
donc :

d (gtn (¢,(IJ) 75;,7 (¢,(IJ)) <€
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Montrons alors le troisieme point. Soit A € &7, de la continuité de & (¢, @) on tire en
particulier sa mesurabilité et ainsi, on obtient facilement la mesurabilité de 'application :

(X x0,2(X)e7) — (R, Z(R.))
(n,@) — 14 (£ (6,0)) -

Un résultat classique de théorie de la mesure garantit alors la mesurabilité de :

(X, (X)) — & B(R,)
n — HD’I / 14 577 dlp)d) ((I))
ce qui acheve la preuve du troisieme point.

Pour la preuve du quatrieme point, on prend f € C (X' ) et t > 0 et on remarque que
I'espérance E" [f ()] s’écrit :

E'[fom] = [ f(& (6,5)dPs ().

En effet cette relation est vérifiée pour les indicatrices. Comme précédement, en vertu
de la métrisabilité de X, il suffit de montrer la continuité séquentielle. Soit donc 1 € X
quelconque et soit (nn)neN e XN une suite convergeant vers 17 dans X. Comme f est
continue sur un compact, elle est bornée et ainsi, en vertu du théoreme de convergence
dominée, il suit :

Jm E™ [fom] = | g&f & (6.0)) P, (3)

= [ 1€ (6.2)) dP, (@)
=E"[fom].

Ceci acheve la preuve.
Ceci montre que le processus de contact dans ce cadre est de Feller et en particulier,
satisfait a la propriété de Markov forte.
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5 Preuves

Remarque. On commence cette section par une remarque importante concernant un
choix de rédaction. Tout le long de ce document on montre un certain nombre de controles
exponentiels du type < Ae™ P! avec t > 0 pour diverses quantités. Les constantes A, B sont
utilisées quasiment systématiquement pour les énoncés et leurs valeurs varient donc d’un
endroit a un autre. Dans les preuves, on conclut la plupart du temps en mentionnant
qu’une certaine quantité admet un moment ou un controle exponentiel en vertu de tel
lemme ou telle proposition.

5.1 Premieres propriétés du processus de contact
On commence par rappeler quelques propriétés du processus de contact & en environ-

nement aléatoire et gelé tel que le phénomene de transition de phase.

Pour faciliter la compréhension de ce qui suit, on note temporairement P = P, 5 et
P, = P4\ pour rendre compte de la dépendance en les parametres du modele. On note
aussi {£ survit} I’événement caractérisé par la survie de la maladie ou plus précisément :

{& survit} :={Vt >0, & # @}.
Lemme 5.1. La fonction
O (u,-) : RL — [0;1]
A— P, 5 (& survit)
est croissante.

Preuve. Découle immédiatement d’un couplage a 'aide de la propriété de superposition
des processus ponctuels homogenes et de la représentation graphique de Harris pour le
processus de contact. L]

Définition 5.2. On définit le seuil critique du modéle pour p > 0 fizé par :
Ae (dyp) :=inf {A >0: ©(u,\) > 0}.
En outre, en conséquence du lemme précédent, ce seuil est caractérisé par :
o Pour tout A < \. (d, i), P (§ survit) =0
o et pour tout A > A (d, pt), P,.» (§ survit) > 0.
On cite maintenant un résultat de L. Ménard et A. Singh :

Théoréme 5.3 (L. Ménard et A. Singh dans [37]). Le seuwil critique du modéle est non-
trivial :
0 <A (d,p) < +oc.

Remarque. e (e résultat est indépendant du travail de cette thése dans le sens ot la
principale difficulté est de montrer que A\ (d, p) est strictement positif. Dans l’autre
sens, il est facile de voir que A.(d, ) < A (N) or dans le travail de cette thése, on
se place justement dans le cadre X > X\, (N).
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e La preuve est difficile et repose sur une idée de percolation inédite et trés jolie
(percolation by cumulative merging). C’est a ma connaissance le premier exemple
de seuil critique non-trivial pour un graphe a degré non-borné.

Partant de ce résultat, il est alors assez facile de voir que le seuil de percolation A. (d, i)
est en fait encore valable pour P presque toute configuration de la variable aléatoire ®.
Ce lemme est un point de départ important dans 'idée de continuer les travaux de cette
these en étendant le théoréme de forme asymptotique [5.27] & la zone surcritique entiére.

Lemme 5.4. Pour P-presque toute réalisation ¢ € X du modeéle Booléen, on a :
o Pour tout A < A.(d, ), Py x (§ survit) =0
o et pour tout A > A (d, i), Py » (€ survit) > 0.

Preuve. e Si\ < \.(d, ), supposons par I'absurde que I'ensemble des configurations
¢ telles que Py (€ survit) # 0 ne soit pas de mesure nulle. Alors il existe € > 0 tel
que l'ensemble des ¢ telles que Py ) (€ survit) > € soit de mesure non-nulle ce qui
est absurde en intégrant par rapport au modele Booléen.

e Si A > \.(d,u), alors le théoréeme ergodique implique que
P, (Jz € CF, £ survit) =1

or cela se rééerit :
E [Pp (Fz € CF°, £ survit)] =1

donc P-presque stirement,
Py 5 (EI:U eCy, & survit) =1.

Or comme Cg° est dénombrable, il suit qu’il existe z € Cg° tel que la probabi-
lité de survie dans 'environnement ¢ du processus de contact partant de {z} est
strictement positive. Puis en vertu de la propriété de Markov forte, on obtient :

Py (€ survit) > 0.

On acheve la preuve en considérant l'intersection dénombrable des événements IP-
presque strs sur les réalisations ¢ du processus ® précédents donnés par les valeurs
Ae (d, ) £ % avec n > 1. Plus précisément, si on note :

Y = ﬂ Y,,
nez\{0}

ou pour tout n € Z\ {0}, Y,, désigne 1'événement P-presque sir des réalisations de ® sur
lequel :

. Pqﬁ,/\c(d7u)+% (& survit) = 0 pour tout ¢ € Y,, si n est négatif,

® Pyx(apmrd (€ survit) > 0 pour tout ¢ € Y, si n est positif.
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]

Alors, Y est P-presque sir en tant qu’intersection dénombrable d’événements presque
stirs et pour tout ¢ € Y, on a :

e pour tout A < Ac(d,p), il existe n < —1 tel que A < A (d,p) + + et ainsi
par la croissance de I'application O (p,-) donnée par le lemme on obtient
Py (€ survit) < Py re(d s+ (€ survit) = 0 car ¢ € Yy,

e pour tout A > X, (d, ), il existe n > 1 tel que A > A, (d, p) + < et ainsi par la crois-
sance de I'application © (u, -) donnée par le lemme , on obtient Py » (£ survit) >
Pyt (§survit) >0 car ¢ € Y.

Ceci acheve la preuve.

5.2 Controles de croissance sur le processus de contact

Dans cette section, on montre des controles sur le processus de contact sur une réali-
sation du modele Booléen qui sont en quelque sorte uniformes en la configuration gelée
sous-jacente. On utilise les travaux de la section [2.2] sur le modele Booléen.

5.2.1 Croissance au plus linéaire

Montrons une premiere estimée de croissance pour le processus de contact. On rappelle
que H, désigne I’ensemble des points x € R? dont le point le plus proche dans C3° a éteé
infecté avant le temps ¢ > 0 et que Bg° désigne la boule associée a la distance de graphe

(o ¢] o
o sur CF°.

Proposition 5.5 (Croissance au plus linéaire). Il existe des constantes A, B > 0 et
K >1 telles que :

Vo € Ty, Wt > Ty (0), Py (H,NCF & By (Kt)) < Ae P

Remarque. Cette proposition, comme un certain nombre de propositions ensuite, donne
un controle sur une quantité d’intérét du processus de contact en environnement gelé
qui est uniforme en la configuration choisie. Cela peut paraitre surprenant mais il faut
comprendre que c¢’est le moment a partir duquel ce contréole est valable qui différe selon
les configurations. On ne réussit d’ailleurs a obtenir ce genre de controles que pour un
ensemble presque sur de configurations qui admettent une régularité a grande échelle.

Pour prouver cette proposition, on aura besoin d’'un résultat intermédiaire :

Lemme 5.6. Soit (7;),. une famille de variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées de loi exponentielle de parametre X sous P. Soit 6 > 0 et t > 0, on peut choisir
a > 0 de sorte que, pour tout n >t :

1<i<n

P(Z n<at)§6”

52



Preuve. Soient donc 6 > 0 et t > 0, notons p, = P(7; > 2a), on remarque qu’on peut
donc rendre p,, aussi proche de 1 que 'on veut en choisissant « suffissamment petit. Soit
0 un réel, pour n > t, on a :

p(z Tim)gp 3 )

1<i<n 1<i<n

n
<P Z :u-{T,'EQCz} < 2)

1<i<n

n

<P{n- Z 1{7‘,‘22&} > 5
1<i<n

H E [60(1_1{7'122&})}

1<i<n

= no

e 2

—nb

< (P + (1 = pa)e’) e .

On choisit alors 0 tel que eF < J, puis « tel que (p, + (1 — pa)ee)e%} < ¢. Ceci acheve
la preuve.

O

Preuve de la proposition [5.5. Nous allons montrer une version équivalente de la proposi-
tion :

JA,B>0, <a<1,Voely, Vi>T,(0), P, (Hat NCy¥ ¢ By (t)) < Ae P

Soient donc ¢ € I'; et ¢ > T} (0). Pour tout chemin auto-évitant ¢ dans C’;O, notons
tepp () le temps de traversée du chemin ¢ donné par la représentation graphique de
Harris comme suit :

On ne tient pas compte des guérisons potentielles et on voyage le long du chemin ¢ en
accédant au site suivant des qu’apparait une fleche de contamination.

On remarque que pour tout n > 0 et tout chemin auto-évitant ¢ de taille n dans Cg°,
trpp (@) est une somme de n variables exponentielles indépendantes de parameétre A.

Pour tout n > 0, on rappelle que C, (q) désigne I'ensemble des chemins auto-évitants
de taille n partant de ¢ (0) dans C3° et pour n > T; (0), on a ‘C‘n (q)‘ < o™ Soit § < I,

et en vertu du lemme précédent, soit a > 0 tel que pour tout n >t et tout ¢ € C, (q);
P¢ (tFpp (QO) < Oét) < o™,

On note que 'on peut choisir a < 1. Pour ne pas compliquer inutilement la preuve,
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on suppose t > 1, on peut alors écrire :

Py (HuNCF € BY (1) <Py | U U {trer (¢) < at}

n>t weé’n(q)

<N > Py (teer () < o)

n>t ¢6@'n(q)

Y Y o
n>t @Gén(‘I)

<3 (00"
n>t

_ (09)

~1—0§

ce qui acheve la preuve.
O

Remarque. On fixe dorénavant la constante K > 1 donnée par la proposition (crois-
sance au plus linéaire).

5.2.2 Couplage unidimensionnel

Dans la suite, on se place dans un cadre tres surcritique pour le processus de contact.
On note A (N) le seuil critique du processus de contact standard sur N. Il est non-trivial
et coincide avec le seuil critique du processus de contact standard sur le graphe Z (voir
Durrett et Griffeath [12]). A partir de maintenant et pour toute la suite, nous fixons
A > A (N) et on note py (N) > 0 la probabilité de survie de processus de contact stan-
dard de parametre A sur le graphe N partant de {0}.

Le but de cette section est de montrer que sur I’événement de survie, lorsque le pro-
cessus de contact est tres surcritique, il contient une sous-population qui survit sur une
copie de N. En outre, le long de ce chemin topologiquement identique a N, le processus
de contact croit avec vitesse au moins linéaire ce qui nous permettra de récupérer cette
propriété pour le processus de contact évoluant sur I’amas de percolation Boolénne infini.

Remarque. Attention, on ne dit pas ici que la survie sur une copie de N dans le graphe
Booléen nous permettra d’avancer dans une direction de espace R%. On pourrait pen-
ser a cela mais si la copie de N n’est pas rectiligne ce raisonnement ne fonctionne pas.
La stratégie est de viser un point q (x) et de controler son temps d’atteinte en fonction
de sa distance de graphe da Uorigine de l'infection ¢ (0). On fera ensuite le lien avec le
déplacement dans l’espace R? d laide de résultats du type P. Antal et A. Pisztora.

Rappelons dans un premier temps les propriétés du processus de contact surcritique
sur N (voir Durrett et Griffeath [12]). Notons Q) une probabilité sous laquelle vit le pro-
cessus de contact standard n de parametre A > 0 sur N.

Notons 7, :=inf {t > 0 : 1) = @} et pour 2 € N, notons ¢, (z) :=inf {t >0 : = € n)}.
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Lemme 5.7 (R. Durrett and D. Griffeath [12]). Il eziste des constantes a, A, B > 0 telles
que :

e Q) (t < <o0) < Ae Pl
e Vz €N, Q) (t,(z) >ar+t, 7, =00) < Ae 5.

Remarque. En fait Durrett et Griffeath montrent ces propriétés pour le processus de
contact standard sur Z. Néanmoins, il font la remarque que leurs travaux s’adaptent sur
le graphe N et qu’on peut obtenir les résultats analogues (voir page 6 point b.).

Toutefois, il est facile d’obtenir le second point du lemme en admettant le résultat
sur le graphe Z.. En effet, notons 1 le processus de contact standard de paramétre A > 0
sur Z et supposons qu’il existe sous Qy et qu’il est couplé avec n de sorte que n soit sa
restriction a N, c’est-a-dire que ['on construit leurs deux représentations graphiques de
Harris a laide des mémes processus ponctuels attachés aux points du graphe N. On note
ty et 7; les temps d’atteinte et d’extinction de 7). Il vient alors :

Sur l’événement {1, = oo}, pour tout x € N, on at, (x) =t; (z) (grice d la dimension 1).
1l suit que :

Qi (ty () >ax+1t, 7y =00) =Q) (t; () > ar +t, 7, = 0)
SQ)\ (tﬁ (.T) > ax +t, T5

00) .

Dans la suite de cette section, on réalise plusieurs fois un couplage qui nous permet
d’exploiter ces résultats pour en déduire les équivalents pour notre modele.

5.2.3 Vitesse d’extinction, une procédure de redémarrage

Le prochain résultat montre que s’il s’éteint alors le processus de contact s’éteint
rapidement. C’est notamment ici que 'on utilise A > A, (N).

Proposition 5.8 (extinction rapide). Il existe des constantes A, B > 0 telles que pour
tout ¢ € {3! amas oo}, et pour tout t >0 :
P, (t <7 <o00) < Ae P

Par conséquent, pour toutt >0 :
P(t <7 <o0) < Ae Pt

Preuve. Soit donc ¢ € {3! amas co}. Pour tout x dans I'amas infini de percolation du
modele Booléen Cg°, on choisit un chemin infini auto-évitant N (z) (ie. une copie de N)
partant de z dans Cg°. (Un tel chemin existe toujours.)

Nous regardons le processus de contact uniquement sur le sous-graphe N (¢ (0)). Si
ce dernier survit alors a fortiori T = oo, sinon a l'instant ou le processus s’éteint sur
N (g (0)), soit le processus de contact sur C§° s’éteint en méme temps, soit on choisit un

point vivant et on recommence ce raisonnement. A chaque étape, il y a une probabilité
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strictement positive (et identique de valeur py (N)) que le processus de contact survive
sur une copie de N. Ainsi la procédure s’arréte apres un nombre géométrique d’étapes.

Comme le processus 7 vérifie le lemme il est alors classique (argument de redé-
marrage, voir par exemple O. Garet et R. Marchand - théoreme 2.5 de [22]) d’obtenir, un
temps aléatoire ¥ admettant un moment exponentiel et qui, par construction, ne dépend
pas de ¢ tel que sur I'événement {7 < oo}, on a J > 7.

De maniéere plus rigoureuse, on pose Xy = ¢ (0) puis on note 7y le temps d’extinction
du processus de contact sur le sous-graphe N (Xo) de Cg° partant de la configuration ini-
tiale {Xo}. On rappelle que quand on parle du processus de contact sur un sous-graphe
on pense a un couplage entre les deux processus de sorte que les constructions graphiques
de Harris soient réalisées avec les mémes processus de sauts pour les points et les arétes
communes aux deux graphes.

On suit alors la procédure récursive suivante :
Soit k € N, supposons que 'on ait défini X; et 7; pour tout ¢+ < k.

e Si T, = 00, alors a fortiori 7 = co. On note alors X1 = 0o et la procédure s’arréte.
e Si 7, < 00, alors on distingue deux cas :

— Si fz .. = @ alors on note Xy, = oo, la procédure s’arréte et on note que

— Sinon, on note X1 le point le plus petit dans fz .. Vis-a-vis de T'ordre
i<k
lexicographique ainsi que 7441 le temps d’extinction du processus de contact
sur le sous-graphe N (X} 1) partant de la configuration { Xy 1 } au temps > 7.
i<k

Ensuite, notons

N =sup{keN : X # oo}.

Montrons que N est dominée stochastiquement par une variable aléatoire géométrique
de raison p, (N). Soit m € N, il suit que :

P%QVZWw:P@(ﬂVZWﬁm{ﬂnzaﬂmfﬁhk: })

i<k
> Py (1, =00 | N >m)Py (N >m)
> pA(N)Py (N > m).

Posons alors :

Y= ZTi.

i<N
Pour i < N, les 7; sont des variables indépendantes identiquement distribuées de méme

loi que le processus de contact standard de parametre A sur N partant de 0 et conditionné
a mourrir. Aussi elles admettent un moment exponentiel. Soit alors 8; > 0 tel qu’une loi
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géométrique de parametre py (N) admette un moment exponentiel d’ordre §; puis soit
By > 0 tel que :
E¢ {6,327'0} < ePr

B2 > T
e =N N

=E, [E¢> [eBQToﬂ{TOQO}}N} < E4 {eﬁlN} < 00.

Il suit que :

E¢ [6'8219} = ]E¢ E¢

Ainsi ¥ admet une queue de distribution qui décroit a vitesse exponentielle et sur
{r < o0},onar=19dou:

Py(t <7 <00) <Py (0 >t)
et on en déduit la premiere partie de la proposition.
Pour obtenir ceci, on n’a pas eu besoin de se placer sur I'y et d’utiliser la régularité a

grande échelle fournie par cet événement. Ainsi, la propriété analogue en environnement
aléatoire suit trivialement en intégrant :

Vt>0, P(t<7<o0)=E[Ps(t<T<o00)]<Ac P

5.2.4 Croissance au moins linéaire
Pour tout z € RY, on rappelle que I’on a noté :
t(x):=inf{t >0: q(z) € &}.

On montre maintenant que si le processus de contact survit alors les points sont infectés
en un temps linéaire en fonction de leur distance de graphe a la configuration initiale. No-
tons Ay, By et ay les constantes données dans le lemme [5.7] On rappelle que la constante
K > 0 fixée est donnée par la proposition (croissance au plus linéaire).

Pour des raisons techniques dans le prochain résultat, on introduit la constante :

1
2(1+KO¢N)

Proposition 5.9 (Croissance au moins linéaire). Il eziste A, B > 0, tels que pour tout
environnement ¢ € T', tout x € RY, tout t > §max (T} (0), T2 (0)), on a :

P, (t (z) > andy (0,7) +t, 7= oo) < Ae P
Remarque. La constante 0 est inférieure ou égale a 1 de sorte que :
1
t> amaX(Tl (0),72(0)) =t > T (0) .

Ceci sera utilisé dans la preuve qui suit et de maniére plus générale dans la suite pour
pouvoir utiliser la proposz'tz'on (croissance au plus linéaire).
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Preuve. Soient donc ¢ € I' et z € R%. Pour tout y € R?, on choisit un chemin auto-évitant
¢ (y, ) liant ¢ (y) a q(x) dans C3° et de longueur dg° (v, y). (Un tel chemin existe tou-
jours.) En outre, on prolonge de fagon artificielle chacun des chemins précédents de fagon
a obtenir pour tout y un chemin infini auto-évitant (isomorphe au graphe N) partant de
q () et passant par ¢ (y) de sorte que la partie entre g (z) et ¢ (y) soit incluse dans C3°
et de longueur d3° (z,y). On note ¢ (y, ) ce prolongement.

Pour tout y € R?, on notera t,, (y, z) et 7Y respectivement le temps d’atteinte de g (z)
et le temps d’extinction du processus de contact partant de la configuration {q (y)} dans

¢ (y, ).

On s’intéresse a 1’événement {Tg = oo} La probabilité de cet événement est indépen-

dante de y et vaut p, (N), ainsi, en testant cet événement pour y = 0 puis & chaque échec
pour un y encore vivant du processus de contact £ conditionné a survivre, on obtient un
temps aléatoire 9 de la forme :

N
k=1

ou N est une loi géométrique de raison 0 et, pour tout k, T} est un temps d’extinction
du processus de contact sur une copie de N conditionné a mourir.

Le schéma suivant explique la construction :

Sur ce schéma, on a tracé avec un trait plein noir le graphe C3° et avec des tirets
noirs les prolongements des chemins ¢ qui ne sont pas dans Cg°. On observe quelques
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faits importants :

e Lorsque le processus de contact partant de la configuration {q(y)} dans @ (y,x)
atteint ¢ () pour la premiere fois, il a emprunté un chemin, ouvert au sens du
processus de contact, inclus dans C3°. En effet, le long d’un graphe isomorphe a
N, on ne peut pas atteindre un point apres ¢ (z) sans passer par lui ce qui implique
qu’a l'instant ou ¢ (z) est atteint pour la premiere fois, aucun point apres lui (dans
le sens de I'ordre naturel sur un graphe isomorphe a N) n’a été atteint et donc le
chemin emprunté par I'infection est resté dans ¢ (y,r) C Cg°.

e Comme le montre le deuxieme redémarrage dans le schéma, on peut atteindre ¢ (x)
avant de trouver un point de redémarrage a partir duquel on aura la survie sur
¢ (y, ) mais on ne s’y intéresse pas car on n’a alors pas les bons controles sur les
temps d’infection.

e Surle schéma N =2, Ty = 7J et Tp = 7% 0 Oro.

Les variables Tj avec k > 1 sont indépendantes entre elles et sont indépendantes
de N. De plus, elles admettent toutes des moments exponentiels. Ainsi, sur I’événement
{r = o0}, ¥ admet un moment exponentiel qui ne dépend ni de ¢ ni de x et on a l'exis-

tence d'un point y € C3° tel que les événements : {y € {y} et {Tg 0y = oo} soient réalisés
presque stirement.

Sur {T =00} N{Y <Ot} N {Hgt NCg C By (KQt)}, on a pour tout y € &y et t >
smax (T} (0), 7% (0)) :

o t(x) <V+t,(z,y) <Ot+t,(x,y),
e y €&y C HyNCP C By (KH) et par suite d (0,y) < Kot,
e et d¥ (0,7) > dF (v, y) — dF (y,0).
D’ou :
t(xr) > andg (0,z) +t = 0t +t,(y,7) > andy (y, ) — andy (y,0) +1t
= t, (y,7) > andg’ (y,z) + (1 =0 (1+ Kay))t

Comme (1 — 60 (14 Kay)) = 1/2 par choix de 6, ceci nous permet d’écrire :
Py (t(z) > and (0,2) +t, 7 = 00) <Py (Hy NCF & BY (KOt)) + Py (9 > 01)

+Py U {t%, (y, ) > andy’ (y,v) + t/2}

yEB (K0t)

Notons que K > 1 implique K60t > T; (0), ainsi on contrdle le premier terme de la
somme grace a la propriété [5.5) (croissance au plus linéaire). Le deuxiéme est controlé
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par construction de ¥ en vertu des remarques précédentes ; enfin pour controler le dernier
terme, on utilise que B3 (K6t) C C° N (q(0) + B (K6t)) et KOt > T, (0) impliquent :

| B (Kot)| < eV ™.

En vertu du lemme il vient :

P¢ U {tcp (ya IL‘) > aNd;O (y, ZE) + t/2} S (th)d+1 ANG_BNt/Q.
yEBZ (K0t)

Ceci acheve la preuve.
O

Remarque. Les constantes A et B dépendent uniquement de K, ay et By mais pas de
la configuration ¢ € T ni de x € RY. Seul Uinstant a partir duquel Uinégalité est vraie
dépend de x et ¢.

Corollaire 5.10. Pour tout ¢ € I, tout x € R? et tout A € B (Rd),

P, (tA (z) = 00, T = oo) = 0.

Preuve. La preuve est immédiate en utilisant la continuité monotone et la proposition
(croissance au moins linéaire). 11 suffit de remarquer que t* (z) < t¥ (x) pour tout
y € C3° N A et d’écrire :

P¢<t‘4(x):oo, TA:oo)§ Y Py (tY (z) =00, TV =00) =0.

yeCFNA

5.3 Le temps d’atteinte essentiel

5.3.1 Définition du temps d’atteinte essentiel o (z) et de la translation spatio-
temporelle associée 6,

Afin de travailler avec des variables aléatoires intégrables, nous allons travailler sous
P qui désigne la mesure P conditionnée & la survie du processus de contact. Malheureuse-
ment, ce conditionnement fait disparaitre certaines propriétés comme l'indépendance et
la stationarité de nos quantités d’intérét. Pour pallier ce phénomene, nous allons intro-
duire le temps d’atteinte essentiel o (z) qui a la particularité de conserver indépendance

et stationnarité sous la probabilité P et qui d’autre part est tres proche du temps d’at-
teinte ¢ (z).

Nous nous inspirons de la construction de O. Garet et R. Marchand [2I] pour construire

ce temps d’atteinte essentiel possédant les propriétés d’intégrabilité et de stationnarité
sous la probabilité P.
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On définit la probabilité P par :
P():=E[Ps (.| T=00).

Il pourrait sembler plus naturel de travailler avec la mesure P(.) := P (.|7 = 00), mais
la preuve ne fonctionne pas avec cette mesure. Néanmoins, pour tout ¢ € {3! amas oo},

ona:
Py (1 =00) > px (N) >0,

ou on rappelle que l'on a noté py (N) > 0 la probabilité de survie du processus de contact
standard de parametre A sur N partant de la configuration initiale {0}. Notons aussi
pr =P (7 =00) >0, il suit facilement que les probabilités P et P (.) sont équivalentes :

~ — p>\ ~
P () <P()< PN (N)IP’()

Cette remarque implique que si 'on montre un théoreme de forme asymptotique pour
P alors il implique un théoreme de forme asymptotique pour P (.) qui est la probabilité
naturelle.
Pour tout environnement gelé ¢ € {3! amas 0o}, on note aussi :
Py () =Py (|7 = 00).

On note respectivement E et E¢ les opérateurs espérance associés aux mesures P et ]%.
On note que pour tout application mesurable positive f :

E(f] =E [Ea [f]] .

On fixe € R? et on pose ug (r) = vg (x) = 0. On définit alors par récurrence deux
suites croissantes de temps d’arrét (u, (2)),cy €t (vp (2)),,cn cOmme suit :

e Supposons que v (z) est défini, posons :
U1 (z) == inf {t > v, (z) : q(x) € &}.

Si vy (x) est fini, alors w41 () est le premier instant apres vy (z) ot le site ¢ (x) est
réinfecté ; sinon, ug; (z) = oc.

e Supposons que uy (x) est défini avec k > 1 et posons :
vk () == g, () + 77 0 0 29

Si ug () est fini, alors le temps 79 06,,, (,) est le temps d’extinction (éventuellment
infini) du processus démarrant au temps uy (z) de la configuration {¢ (x)} ; sinon
v () = o0.

On a alors :
up () = v () <up(x) <wvp(x) <. < (x) <ovp(x)....

On définit maintenant K (x) comme la premiére étape a laquelle vy (z) ou ugyq ()
devient infini :

K (z):=min{k >0 : v (x) =00 ou upy1 () = 00} .
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Définition 5.11. On appelle temps d’atteinte essentiel de x la quantité o (x) =
A

Remarque. On définit de méme les variables aléatoires : ui (x), vi (z), o (z), K ( )
lorsque la configuration initiale A € % (Rd) est différente du smgleton q(0). (Encore une
fois, on omettra les accolades pour les singletons.)

Remarque. Pour x € R%, f une fonction de démarrage et 7 un temps d’arrét dont la
queue de distribution décroit exponentiellement vite, on définit plus généralement deux
suites de temps d’arrét (up (x, f,7)),en €t (Un (2, f,7)),en cOmme suit :

e Supposons que vy (x, f,T) est défini, posons :
U1 (x, f,7) = inf {t > v (z, f,7) : f(x) € &}.
o Supposons que uy (x, f,T) est défini avec k > 1 et posons :

,Uk? <x7 f’ 7-) = uk (x7 f7 T) + T o Huk(zva‘r)'

On définit naturellement les quantités K (x, f,7) et o (x, f,T) qui sont les équivalents de
K (x) et o (x) dans le cadre général.

Sauf exception, toutes les preuves jusqu’a la section Théoreme de forme asymp-
totique s’adaptent immédiatement dans ce cadre général mais sont rédigées dans le cas
particulier de f = q et 7 = 79®) pour plus de simplicité. On prendra garde & bien préciser
les preuves qui sont spécifiques a ce cadre particulier. Le cadre général est utile en section
Zone couplée.

La quantité o (x) correspond & un temps ou ¢ () est infecté et a une descendance
infinie mais ce n’est pas le premier temps qui vérifie cette propriété! (voir Figure page
sur le temps d’atteinte essentiel)

Définissons un opérateur de translation spatio-temporel aléatoire associé au temps
d’atteinte essentiel :

i T, 005 sio(x)<oo
v T, sinon.
Remarque.

Sous P, wy, (x) et uy, (—x) sont identiquement distribuées. C’est aussi vrai pour vy (z),
K (z) et o (z).

62



.‘.........‘;-”p.—-c-u..>..up-—-.-..-u;”...._A...........,.....‘

o(z) —t(x)
............. v ()
............................. r)’(:r:) / (o} (J)
Eﬂf“” E
B Ay R e w (a:) o t(r)
¢ (0) q ()

Le temps d’atteinte essentiel
Sur ce dessin, K (x) = 2 et vy (1) = oo. Le
temps & (x) désigne le premier instant on le
processus de contact atteint g (x) et & partir
duquel g (z) a une descendance infinie.
5.3.2 Propriété de stationnarité et d’ergodicité de 6, sous P
Le but de cette section est de montrer les deux résultats suivants :

Proposition 5.12. Soient x,y dans R? et soit ¢ dans {3! amas o}.

e La transformation 0, laisse P invariante.

e Sous Py, les variables aléatoires o (y) o 6, et o (x) sont indépendantes. En outre, la
loi de o (y) o 0, sous Py est la méme que celle de o (y) sous Pr, ).

o Les variables aléatoires <a (x) o (@)J) sont indépendantes sous Pg.
jEN

63



Proposition 5.13. Pour tout x € R? non-nul, le systéme dynamique (Q,ﬁ,[@, éx) est
ergodique.

Commengons par vérifier que K (x) est fini presque sirement. Cela impliquera que
o () est bien défini. On rappelle que p, (N) désigne la probabilité de survie du processus
de contact de parametre A partant de 0 dans le graphe N. Montrons alors que K () est
dominé stochastiquement par une loi géométrique de parametre 0 < p, (N) < 1 sous P :

Lemme 5.14. Pour tout ¢ € {3! amas oo}, tout v € RY et tout k € N;
Py (K () > k) < (1= pr (N))".

Preuve. Soit donc un tel environnement ¢, x € R? et k € N. En utilisant la propriété de
Markov forte pour £ au temps w41 (z) sous PPy, nous obtenons :

Py (K () > k4 1) = Py (upy2 (2) < o)
)

Or,
Ainsi;

Py (K (@) > k+1) < (1— pa (N) By (K (2) > k),

ce qui prouve le lemme.
O

L’équivalence suivante sera utile pour contrdler 1’écart entre les temps d’atteinte et
les temps d’atteinte essentiels :

Lemme 5.15. Pour tout ¢ € I', pour tout x dans R? et pour tout k dans N, P, presque
strement
(K (z) =k et T =00) <= (ug (x) < 00 et v () = 00).

Ceci implique que cette équivalence est aussi vraie P presque sirement.

Preuve. L’implication <= est immédiate et découle des définitions.

Pour montrer =, on fixe k € N, ¢ € I' et on applique la propriété de Markov forte
pour le processus £ au temps d’arrét v, () sous la probabilité Py, :

P¢> (7- = 00, Vg (:1:) < 00, Ug41 (33) =0 | gzvk(z))

= :I]-{Uk(m)<oo}P¢ (7“ — OO, t. (gj) f— OO) (e} gvk(z)
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Pour tout A € # (Rd), en vertu du corollaire [5.10| de la propriété de croissance au moins

linéaire, P, (TA = o0, t1(z) = oo) = 0 ce qui implique :
IED¢ (T = 00, Ui (ZZ') < 00, Ug41 (,’Jf) = OO) =0
et donc aussi P (7 = 00, v () < 00, ugs (r) = 00) = 0, ce qui acheve la preuve. O

Remarque. On peut comprendre ce résultat comme suit : conditionnellement a la survie,
le procédé de redémarrage s’arréte parce qu’on a trouvé un instant ug ;) ou la descendance
de q (z) est infinie et non parce que q(x) n'est plus jamais infecté.

Nous allons maintenant nous intéresser a la stationnarité des transformations 6, sous

P ainsi qu’a 'indépendance de la famille de variables (a (x) o <§x)]> sous Py.
jeN

Remarque. Attention les résultats[5.16}, [5.13, [5.13, [5.17, [5.18 et [5.19 qui suivent sont
spécifiques au cadre particulier de f = q et 7 = 79%) dans la définition du temps d’atteinte

essentiel o (x).

Lemme 5.16. Soit ¢ € {3! amas oo}, x € R, B € Z(R,), et E € F un événement
quelconque. Alors :

Ps({o@eBIn(8.) " (B)) =Pulo (o) € B) Pro) (B).

Preuve. Soient donc ¢, z, B et E comme dans ’énoncé. Nous allons utiliser le systeme
complet d’événements ({K (v) = k}),oy; ainsi il suffit de montrer I'égalité annoncée en
remplacant {o () € A} par {0 (x) € A} N{K (z) = k} pour tout k :

P, ({T — oo} N {0 (a) € BYn{K (&) =k} (6,) (E)>
—P, ({uk (x) < 00} N {ur (x) € BY A {ug () = 00} N (T 0 o) (E)>

o ({u () < 00} 1 {ug (2) € BY N {799 06,0y = 00} 1 (Th 04y ) (E))

o ({wx (z) < 00} N {wx (z) € BY) Py ({777 = o0} N (T2) " (E))
o ({ur (2) < 00} N {ug (2) € BY) P ) ({r = 00} N E).

P
P
P

La premiére égalité vient de I'équivalence du lemme [5.15] la deuxiéme découle des dé-
finitions des variables aléatoires vy (z) et o (), la troisiéme est due a la propriété de
Markov forte du processus de contact sous Py et la derniere est juste une réécriture de la
précédente a l'aide de la proposition

En divisant 1'égalité obtenue par Py (7 = 00), on obtient :

P, ({g (2) € BY N {K () = k}n (6,) (E)> — U (2,0, k, B) Pr, ) (E).

On déduit VU (x, ¢, k, B) en évaluant en un événement E presque sir et cela achéve la
preuve. O
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On peut maintenant démontrer le premier résultat annoncé au début de la section :
Proposition [5.12. Soient z,y dans R? et soit ¢ dans {3! amas co}.

e La transformation 0, laisse P invariante.

e Sous P, les variables aléatoires o (y) o6, et o (x) sont indépendantes. En outre, la
loi de o (y) o 0, sous P, est la méme que celle de o (y) sous Pr, (¢)

o Les variables aléatoires (a (x) o (ém)J> sont indépendantes sous Py.
jEN

Preuve. Pour le premier point, il suffit d’appliquer le lemme précédent avec B = R, (ie.
de sorte que {o (z) € B} soit de mesure 1.) puis d’intégrer ’égalité obtenue :

_ _ o\ =1 _
P(E)=E [IP@ ((ex) (B))] =E [Pr.a) (B)].
Or la loi de @ est invariante par translation sous PP.

Pour le second point, il suffit d’appliquer le lemme [5.16| en choisissant E de la forme

{a(y) € é} avec B € B (R,).

Enfin, pour le dernier point, considere n € N, ainsi que By, ..., B, des éléments de la
tribu Z (R,). On a :

P, <k@{a(:p)o Nm € By )

¢({o—( )€ Boyn (4 )1<{( (@),....0()o (ém)nl)ele...xBn}»
:I%(a(x)eBo)]f”Tz(@( {or@o (@) b} )

Il
a=l

bl
=

i ({0 <)

Ce qui acheve la preuve du lemme. n

Pour prouver la propriété d’ergodicité annoncée dans la deuxieme proposition au dé-
but de la section, nous aurons besoin de trois lemmes intermédiaires. Le premier est dans
Iesprit du lemme [5.16|

Il semble naturel de s’intéresser & la dépendance en m entre A et 6™ (B) pour deux
événements A et B ol 'on a noté

5 m—1

0, = Ty 0 0g,,(2) avec Sy, o(

T
j=0
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Lemme 5.17. Soit t > 0, pour tous ¢ € {3! amas 0}, r € R}, A € F, B € F et
m>1, ona

Py (AN < S0 (@)} ()7 (B)) = Po (AN {E < 50 (@) B (B).

Preuve. Posons K,, (x) := (K (z), K (z)0b,,...,K(z)o é;”_l) . 11 suffit de prouver que
pour tout k£ € (N*)", on a

Soit donc k£ € (N*)™. On pose Ry (z) = 0 et, pour I < m — 1, Rj1q(x) = R (x) +
Uk, () 0 O, (z). Les événements suivant coincident :

m—1

{r =00} N{K,, () =k} = [ N {ukj 0 Tz 0 OR, () < oo}] N {T 0 Ting 0 O, (@) = oo} :

J=0

En outre, sur ces événements, on a S, (r) = R,, (z). Par construction R,, () est un
temps d’arrét. Notons A, I’événement

AN{t < R, (x)}N lmﬂl {ukj 0 T 0 R, @) < oo}] )

J=0

En remarquant que cet événement est dans Fp, () et en utilisant d’abord 1'égalité des
événements ci-dessus puis la propriété de Markov forte, on obtient

Py ({7 =00} NAN{t < S (2)} N6;™ (B) N {Kyp, (z) = k})
=P, (Am N {7‘ 0 T © Op(a) = oo} ne;™ (B))
=Py (Am) Pr,.(0) ({7 = 00} N B)..
En divisant cette égalité par P, (T = 00), on obtient une identité de la forme
Py (AN{t < S (2)} NG, (B) N {Eo (z) = k}) = ¥ (6,3, k,m, A) Pr,,.g) (B),
et on identifie ¢ (¢, x, k, m, A) en évaluant en B = Q. O

Remarque. Les deux lemmes qui suivent sont spécifiques au cadre de la percolation
Booléenne!

Pour ¢ € {3! amas co} et z € C3°, notons deg () le degré du point x dans le graphe
Booléen en environnement ¢. Nous montrons maintenant une propriété de mélange pour
0. On va considérer une variable aléatoire N (R) (®) qui permettra de minorer le nombre
de fois avant m > 1 ol les itérées successives de 0, n’agissent pas de fagon triviale. Pour
cela on s’intéresse a des événements de la forme {q (0) # ¢ ()} o T}, (). En outre dans
NZ (R) (®), on veut pouvoir controler que Ueffet des itérées des 6, n’est pas trop négli-
geable. Pour cela, il apparaitra dans la preuve que 1'on a besoin d'un contrdle sur les

degrés des translatés g (jx).

Pour z € R? non-nul, m € N*, R > 0 et ¢ € {3! amas oo}, notons :

m—1

No (R)(9) = 2. Ly gty {destatey<ris2} © Lie (9)

J=0
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Lemme 5.18. Pour tout R > 0, tout t > 0 et tout ¢ > 1 fixés, il existe une constante
A(t,q, R) telle que pour tout x € R non-nul, pour tout A € %, B € F, ¢ € {3 amas oo},
et tout m € N*,

[Py (ANG,™ (B)) — Py (A) Pr,,0) (B)| < A(t.q, R) g ¥4,

Preuve. Soient donc R,t,q, A, B,z,¢ et m comme dans ’énoncé. En vertu du lemme

.17 on obtient
By (ANG,™ (B)) — By (A) Pr,,, (6 (B)
< Py ({t < Sm (@)} N ANG,™ (B)) = Py ({t < S (2)} N A) Pr,,.0) (B))|
+ 2P, (t > S, (7))
Remarquons que si ¢ (0) # ¢ (z) et si deg (q (z)) < R™?2, alors o (x) qui est un temps
d’atteinte du point ¢ (x) partant de ¢ (0) domine stochastiquement une variable aléatoire
exponentielle de paramétre R42 sous Py car au moins une infection a dii se produire

sur au moins l'une des arétes incidentes a ¢ (z). Ceci implique que pour 7 suffisamment
grand :

(1 = 00)
d+1
__1 R
~ pa(N)y + R
< qfl

On rappelle qu’on a noté p, (N) la probabilité de survie du processus de contact de
parametre A partant de la configuration initiale {0} sur le graphe N. Soit donc un tel
~v > 0, en vertu de I'inégalité de Markov, on a

Py (t > S (7)) < "By |75 @)] .

On utilise alors les deuxieme et troisieme points de la proposition [5.12f pour obtenir

m—1 .
-y Z o(x)ob,

I_Eqﬁ [e—vsm(w)} < E¢ e =0

m—1 () i
—vyo(x)o0;
S = E¢ [6 }
< m_lETn(aﬁ) [e77)]
7=0

ce qui acheve la preuve.

68



Pour utiliser cette propriété de mélange, on aura besoin de grandes déviations pour
la quantité NZ (R) (®) sous P.

Lemme 5.19. [l existe R, A, B > 0 tels que :
Yz eRY Ja >0, ¥Ym>1, P(N?(R)(®) <am)< Ae P™

Preuve. La preuve repose sur un argument de renormalisation et sur le théoreme 5 de
Durrett et Schonmann [I0]. Nous allons démontrer le cas particulier z = e;. La preuve
s’adapte aisément au cas général : il faut tordre les constructions qui suivent et cela
n’ajoute aucune autre difficulté que celle de la rédaction. Dans leur papier, Durrett et
Schonmann traitent le cas d = 2. Nous allons donc utiliser une technique de renormali-
sation afin de pouvoir toujours se ramener au cas de la dimension 2.

Commencons par définir une notion de bon événement pour la boite Q) : on dit que la
boite Qg est une bonne boite si elle est a croisement (voir section Un peu de Percolation)
et si |® N Qyr| < R¥™!. Pour tous 4,j € Z, on note :

Xivj = ]]'{QR(iRelJrjReg) est & croisementﬂ{\@ﬁQgR(iRel+jRe2)|§Rd+l}} .

Le processus (Xi,j)m. 7z st un processus 4-dépendant donc, en vertu de la proposition
et de la proposition (LSS), on peut choisir R suffisamment grand pour que le
processus (Xi,j)i,j ¢z domine stochastiquement une percolation de Bernoulli indépendante
surcritique sur les sites de Z2. Or sur ce modele, R. Durrett et R.H. Schonmann ont
montré un résultat de grandes déviations pour le nombre de sites sur un segment appar-
tenant a 'amas infini [I0] (théoreme 5). Ce résultat nous donne directement l'existence
de &, A, B > 0 tels que :
P (Nm < dm) < Ae Bm,

m—1
ou l'on a noté N,, := 2% Ix,0=1-
i=

On remarque alors que 'existence d’un chemin infini dans la percolation macrosco-
pique (Xi’j)i,j <7 implique que Cg° intersecte chacune des boites de la forme Qr (i Re; + jRe)
avec 1, j dans Z tels que X; ; soit dans I’amas infini de la percolation macroscopique. En
effet, on a déja remarqué que par définition des boites a croisement, les gros amas de
deux boites a croisement voisines sont connectés (voir plus haut). De ce fait, on peut
facilement déduire 'existence de 8 > 0 (dépendant de x = e;) tel que :

Nit (R) (@) = BN,

Et ainsi :
P (N;! (R) (@) < afm) <P (BN, < am) <P (N, < am).
Ce qui acheve la preuve. O

On peut passer a la preuve de la proposition : B
Proposition |5.13] Pour tout x € R? non-nul, le systéme dynamique (Q,gf,IP’
est ergodique.

!
8
——
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Preuve. Soit z € R? non-nul, notons que <7 := |J .%, est une algébre génératrice de .#
>0

I1 suffit de montrer que pour tout A € &,
1 n—1

—> 140 6* converge dans L? (P) vers P (A) .
" k=0

Considérons d’abord la quantité :

1n1

*Z]P’@ Oé’;

" k=0
Premierement, comme Po (A) est ® mesurable, en vertu du lemme on peut remplacer
0% par T* dans chacun des termes. Deuxiémement, la somme compléte étant ® mesurable,
sa loi est la méme sous P ou sous P. Alors, comme le systeme (X L2 P Tx) est ergodique
(ott P? désigne la mesure image de P par ®), le théoréme de Von Neumann implique :

1 7= 1 B B _ _
— Z Py (A) 0 % converge dans L? (]P’) vers B {]P)q;. (A)} =P(A).
On peut donc se ramener a montrer que :

1 "i (14— Po (4)) 0 %] — 0 dans L2 (P)

Pour k& > 0, notons Y} := (]lA —Pg (A)) o é’; De la proposition [5.12| on obtient que le

processus (Y}),cy est stationnaire sous P. Ainsi :

(&)

= Y EWY]

1,j€[0:n—1]

<ony" [E[vovi

k=0

ol la derniere ligne est obtenue grace a la stationnarité des Y}, et avec une majoration
assez grossiere des nombres de termes Y,Y} apparus. Soit donc k£ > 0, on a :

E[YoYi] = E (14— Po (4)) ((14 — Pg (A)) 0 6})]
=K [Ps (A0S (A)) — 2Pg (A) Prya) (A) + Po (A) Prya) (A)]
=E [Ps (AN0E(A)) — Pa (A) Prica) (4)] .

Ainsi, en vertu des lemmes [5.18 et [5.19] pour des choix convenables de «, A, B, R > 0,
on obtient :

n—1 2
(Zn) <2nZP[ (t,2, R) 2~ NER(®)]
k=0
+o0
<2n> A(t,2,R) {27‘1]“ + Ae*Bk}
k=0
Ceci acheve la preuve car la derniere série converge. O]
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5.3.3 Contrdle du défaut de sous-additivité de o (z)

Dans cette partie, nous cherchons a contréler des quantités de la forme : o (z +y) —
o (z) — o (y) o 0,. Plus précisément, on veut montrer le théoreme :

Théoréme 5.20. Il existe A, B > 0 tels que pour tout ¢ € T, tous x,y € R? et tout
t> T (z+vy),
P, (a (x+y) — {a () +0(y)o éx} > t) < Ae BVE
Pour cela, nous avons essentiellement besoin de controler des quantités plus simples :

e La durée de vie de la descendance de ¢ (x) dans un environnement gelé ¢, ce qui
nous permettra d’estimer les variables aléatoires du type vy (z) — ug ().

e Les durées de réinfection du point ¢ (x) de la forme wuyiq (z) — vg ().

En outre, on aimerait avoir des controles uniformes en x sur ces quantités; ¢’est d’ailleurs
la principale difficulté! Elle sera facilement contournée pour le premier point mais de-
mandera plus de travail pour le second.

Remarque. Le controle du théoréme[5.20 est seulement en exponentielle de racine. Cette
difficulté est déja apparue auz auteurs O. Garet et R. Marchand dans leur papier [Z])].
Elle est essentiellement due a l’étude des durées de réinfection du point q (z) de la forme
U1 () — v (z). On pourrait essayer d’obtenir des contréles plus fins comme O. Garet
et R. Marchand 'ont fait dans [23] pour obtenir des résultats de grandes déviations mais
nous n’en avons pas besoin ici.

Lemme 5.21. [ existe A, B > 0 tels que pour tout ¢ € {3! amas oo} ;
Ve € RY V>0, P,(3k< K (x) @ v (2) —ug(2) >t) < Ae”PL

Preuve. Soit donc ¢ € {3! amas oo}, z € R% et ¢ > 0. On rappelle qu’on a noté py (N) la
probabilité de survie du processus de contact de parametre A partant de la configuration
initiale {0} sur le graphe N. En utilisant le lemme et la propriété de Markov forte
vérifiée par § sous Py, on obtient :

Py (3k < K (z) @ v (z) — ug (x) > 1)
Py (U {0 (@) — (o) > 0 {k < K (@)})

<

S RO
SpA(Nz:: o ({t <o () — g (x) < 00} N {uy () < o0})
< ij i:j o (Bu) ™ ({# < 79 < 0}) 1 {u (&) < o0}
< ij) (t<7q<x)<oo)kz:l]P¢ (r) >k —1)

< ;qu (t < 7@ < oo) )

px (N)?

La proposition (extinction rapide) permet de conclure. O
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L’étape suivante consiste a controler ug,1 () — v (). Pour cela, nous allons introduire
la notion de point de mauvaise croissance.

Heuristique : Pour traiter les temps de régénération de type w41 () — vg (), I'idée
est de chercher, proche du point (z,uy (z)) en coordonnées spatio-temporelles, un point
(y,t), engendré par (0,0), de temps de vie infini : nous pourrons alors, avec I’estimée de
croissance au moins linéaire, montrer que x est engendré, pas trop longtemps apres vy, (),
a partir de ce nouveau point source (y,t). Toute la difficulté consiste a bien controler la
distance entre (z, ux (z)) et un point source (y, t). Si la configuration autour de (z, u (z))
est raisonnable, ce point sera proche de (x,uy (x)), ce qui donnera le contréle souhaité
entre ug. 1 () et vg ().

Pour tout point y € R? on note ¢, le processus ponctuel de Poisson d’intensité 1
correspondant aux temps de guérison de la particule ¢ (y) c¢’est-a-dire la premiere coor-
donnée de la marque associée a 'atome dont la premiere coordonnée est ¢ (y). Notons
aussi :

k:=3(Kay+1) >3,

ou l'on rappelle que K > 0 et ay > 0 sont des constantes fixées qui vérifient respective-
ment les énoncés des propositions (croissance au plus linéaire) et (croissance au
moins linéaire) et que 1'on peut supposer supérieures a 1.

Définition 5.22. Pour z,y € R? et t > 0, notons :
o E{(t):= {cy ([0, %D = 0} (pas de mort en q(y) jusqu’au temps %.)
o EY(t):= {Hf(y) NCy € BE (y, Kt)} (la descendance de q (y) croit trop vite.)
o EY(t) = {%t < 790 < oo} (la descendance de q (y) est finie mais trop longue.)

o FY(x,t) := {TQ(y) = oo} N {inf {5 >2t : q(x) € gg@)} > Iﬁf} (q (y) a une descen-
dance infinie mais retouche q (x) trop tard.).

Notons aussi :
EY (x,t) .= E§ (t) U EY (t) U E§ (t) U EY (z,t) .

Nous dirons que le point y a une mauvaise croissance (paramétrée part) par rapport
da la particule x si [’événement EY (x,t) est réalisé.

Remarque. e Siy nest pas un point de mauvaise croissance par rapport a la parti-
cule x, alors la descendance de y ne croit pas trop vite et il vérifie un des deux cas
sutvants :

1. sa descendance est finie et courte

2. sa descendance est infinie et retouche vite q (z).
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e Si q(y) est loin de q(x), et que y est de bonne croissance (ie. pas de mauvaise
croissance) par rapport a la particule xz, alors y vérifie forcément le premier cas
du deuziéme point. (Car il ne peut pas toucher q (x) rapidement tout en ayant une
descendance qui ne croit pas trop vite.)

On rappelle que EB°°! désigne I’ensemble des arétes Boolénnes. Pour tout e € EB°!,
on introduit la mesure ¢, qui correspond aux infections le long de 'aréte ¢, dans I'un ou
Iautre des sens d’infection. Ainsi, la loi de ¢, est celle d’'un processus ponctuel de Poisson
d’intensité 2\.

On veut vérifier qu’avec grande probabilité, il n’y a pas de point de mauvaise croissance
dans une boite autour de ¢ (z). De ce fait, on définit pour tout x € R? et tous L, > 0 :

L
Ny (z,t) = > /0 1y © 0sd (cy + ) e+ 50) (s).

yEBYP (z,Kt+2) ec EBooliyce

Dans Ny, (z,t), on compte le nombre de points (y, s) dans la boite spatio-temporelle
By (z, Kt +2) x [0, L] tels que quelque chose se passe au contact du point y au temps s
(comme une possible guérison ou infection) et que I'événement EY (x,t) o 0, ait lieu.

Commencons par vérifier que, si Ny, (z,t) o 8, = 0 pour un certain s > 0 tel que
s+t <wug(x) < s+ L, alors on peut controler le délai de réinfection de ¢ (x).

Lemme 5.23. Soient k € N et s > 0, supposons que uy, () < oo, Ny (x,t) 005 =0 et
que s+t < u (x) < s+ L, alors soit v (x) = 00, soit upyq (z) — ug () < K.

Preuve. Sous les mémes hypothéses que dans ’énoncé, par définition de wuy (x), le site
q (x) est infecté au temps wuy, (x). Puis, comme s+t < uy () < s+ L et que uy () est un
instant de possible infection de ¢ (x), la non-réalisation de E* (x,t) o 0, (,) implique que
soit 79%) o Oy (x) = 00, soit 7)o Oup () < % Dans le premier cas, la preuve est achevée.
Dans le deuxiéme, notons qu’alors vy () — uy, (z) < 5.

On peut toujours choisir un chemin continu par morceaux T : [0, u (v)] — C3°
tel que (T () ,t)).teou(w)] forme un chemin ouvert de H (voir la partie construction
graphique de Harris [3.2)) et donc :

Vit € [0,ux (z)], Y (t) €&.

Considérons la portion de Y entre uy (x) — t et uy (z). Notons g = Y (uy (z) —t) et
montrons qu’alors, ro € B3® (v, Kt + 2). En effet, si 20 ¢ By (z, Kt + 2) alors il existe
un point ; atteint par T a un temps ¢, > uy (v) —t tel que Kt +2 > d3 (v1,7) > Kt+1.
Or la non-réalisation de E* (x,t) o 6;, assure que le délai d’infection de x partant de
1 au temps t; requiert au moins un temps t ce qui est contradictoire. Nous avons donc
Ty € BY (z, Kt + 2) et comme Ny, (z,t)o0, = 0, la premiere guérison potentielle au site xg
aprés uy, (x) — t arrive a un temps t, avant un délai de £, c’est-a-dire que t5 < uy, () — §.
Notons alors x5 := T (t2) qui appartient aussi a B3° (v, Kt +2) car ty > wuy (v) — t.
Ainsi, on sait que E*2 (x,t) o 0, n’est pas réalisé. Or, x € & o 0,,, c’est-a-dire lorsque la
descendance de x est agée de uy () — to > % ce qui implique que la descendance de x5
est infinie et que :

inf {s > 2t : q(z) € &2} 00, > kt.
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On ne pouvait pas appliquer directement ce raisonnement a xg au temps uy () — ¢ car il
ne se passe a priori rien en zy a cet instant donc on ne sait pas si '’événement E* (z,t) o
Oy (2)—t est réalisé ou non.

La derniére minoration permet de trouver t3 € [to + 2t,t2 + t] tel que ¢ (z) € &,. En
outre, comme vy, () — ug () < 5, on a :

ty > to + 2t > uy (x) + 1 > vy ()
et ainsi, finalement :
U1 (2) —ug () <tg —uy (x) < to+ Kt —uy (v) < KL
O]

Il reste donc maintenant a estimer la probabilité qu’une telle boite spatio-temporelle
ne contienne aucun point de mauvaise croissance.

On rappelle que 6 > 0 est la constante fixée qui intervient dans la proprosition 5.9
(croissance au moins linéaire).

Lemme 5.24. [l existe A, B > 0 tels que pour tout ¢ € T', tout L > 0, tout v € R? et
tout t > 7 (x),
Py (Np (2,8) > 1) < A1+ L)e P

Preuve. e Partie 1 :

Pour commencer, prouvons qu’il existe A, B > 0 tels que pour tout ¢ € I' et tout
r €R? on a :

Vt > T (x), Vy € BY (v, Kt +2), Py (EY (z,1)) < Ae” 7"

Soient donc de tels ¢, x, t, y. On rappelle que 7 (z) a été défini en @ Pour controler
EY(t) = {cy ({0, %D = 0}, on note que ¢, ({0, %D est distribuée selon une loi de

Poisson de parametre £ et donc :

P, (EY (1)) < 5.

D’autre part, on a ¢ > 3 max (7 (z),T5 (x)) par définition de 7 (z) en (@) donc

E{ (t) et EY(t) sont immédiatement contrdlés par les propositions (croissance
au plus linéaire) et (extinction rapide).

Enfin, on rappelle que
EY (z,t) := {T‘I(y) = oo} N {inf {s >2t . q(x) € 5g(y>} > mf} :

Sur I’événement {T‘I(y) = oo}, on a lexistence de z € 2% tel que 77 0 6y, = 0o et
ainsi I'événement EY (x,t) est inclus dans :

(" ¢ By (y2Kkt)bu U {#(2) 0l > (k—2)t, 7% 0 by = oo}

z€Bg? (y,2Kt)
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Or la définition de x donne (k —2) = 3Kay + 1 et on a d’autre part :
andy (7, 2) < ay (d;o (z,y) +d3 (y, z)) <any(3Kt+2).

Ceci implique :

Byt U {0y >andy (z,2) +t —2an, 770y = oo}
ZEB;C(yQKt)

u{e” ¢ By (y,2K1)}.

Pour contréler la grosse union, comme z € Bg° (z, 3K + 2), par définition de 7 (z)

en (6, il vient ¢ > max (Tl( ), 1o (2)), et ainsi on peut utiliser la proposi-

tion (croissance au moins linéaire) partant du point z. Comme y appartient a
By (m, Kt + 2)alorst > §max (T3 (y) , 1% (y)) implique d’une part que ‘B;" (v, 2Kt)‘ <

(2K t)dH et d’autre part que la probabilité du deuxiéme événement est controlée
par la proposition (croissance au plus linéaire). Il suit que la probabilité de la
grosse union est controlée par :

(2Kt)d+1 A@—B(t—QaN).
Ceci acheve cette partie de la preuve.

Partie 2 :

Soient A et B les constantes données par la premiere partie de la preuve. On choisit
maintenant z, ¢,t comme dans I’énoncé du lemme. Pour tout y € Bg° (x, Kt +2),
notons wy :=c,+ > ¢.Det> T (x) > T (y) (par définition de .7 (z) en ()

eGEBOOl:yGe
et car < 1) on obtient que, sous Py, w, est un processus ponctuel de Poisson réel
d’intensité inférieure a t*™'X + 1. Notons alors S§ = 0 et (S¥), -, la suite croissante
des instants de saut du processus w,. On a :

—+00

/ TEv(e,t) of d(wy+60 Z]l{sy<L}]lEy(xt OQSU

Ainsi, en vertu de la propriété de Markov forte,

E¢ l/ j].Ey z,t) o6 d(wy+60) 1 ZE¢|: {Sy<L}]]'Ey(xt O@Sy:|

= ZO]E¢ {E{S%SL}] Py (B (2,1))
= (1 +Eg [wy ([0, L])]) Py (EY (2,1))
= (14 L ("N + 1)) Py (B (,1)).

On conclut la preuve en utilisant le controle prouvé dans la partie 1 de la preuve,
puis en remarquant que Py (N (z,t) > 1) < E, [N, (z,t)] et que ‘B;O (x, Kt + 2)’ <

(Kt +2)"
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Une fois que le processus est initié, les lemmes [5.21] et peuvent étre utilisés
récursivement pour contréler o (x). Pour initier le processus, on suppose qu’il existe un
point u € Bg° (x, Kt +2) et un temps s > 0, tel que u € & et 7% 0 0, = 0.

Lemme 5.25. Pour tous s,t > 0, pour tout x € R%, on a Uinclusion :
{r= oo}ﬂ{EIue By (v, Kt +2), u €&, "0, :oo}
N { Nicyne (2,1) 00, = 0}
N {ve (@) —w(z) <t}

1<k<K(z)
C {7 =00} N {0 () < s+ K (2) nt}.

Preuve. Si tous les uy (x) finis sont inférieurs ou égaux a s+¢, on a fini car alors o (z) <
s+t <s+ K (z)kt. Posons donc :

ko :=max{k € N: w(z) <s+t}.

On a alors vy, () < 0o et ky < K (x) car on est sur {r = 0o} et donc on a v, () —
Uk, (z) < t en vertu du quatrieme membre de l'intersection donc vy, (z) < s + 2t. Main-
tenant, comme 7" 0 3 = 0o, la non-réalisation de E" (x,t) o 65 impliquée par le troisieme
membre de l'intersection nous donne :

inf{r >2t: q(z) € &'} ol <kt,

ce qui nous amene & uy, 41 () < s+ xt. En notant que pour tout j > 1, w4, () > s+t,
on prouve par utilisation récursive du lemme [5.23| que :

Viell: K(z)— ko], ukytj (x) < jrt.

En particulier, pour j = K (x) — ko, on obtient o (z) = ug) < s+ (K (x) — ko) st <
s+ K (z) kt, ce qui achéve la preuve.
]

Nous pouvons enfin controler le défaut de sous-additivité des quantités du type o (x + y)—
[0 (x)+o(y)o 94 en appliquant la stratégie annoncée autour du site x + y en utilisant

Pexistence d’une descendance infinie de ce point vivant & Uinstant o (z) + o () o 6, pour
initier le processus.

Théoréme |5.20L 1] existe A, B > 0 tels que pour tout ¢ € T, tous x,y € R? et tout
t> T (x+vy),
P, (O‘ (r+y) — {0 () +0o(y)o 9}} > t) < Ae™BVE,

Preuve. Soient donc de tels ¢, 2,y et t. Notons s = o (z) + o (y) 0 f,, on a :
Vi - Vi
K K

+ Py (K(x—iry)S : o(x—l-y)Zs—i—t).
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Le premier terme de la somme est controlé par le lemme tandis que pour le
deuxiéme, on remarque que si K (x +y) < g, alors K (z +y) kv/t < t, et donc :

{Niwipevi (2 +5.VE) 21} N, (2 + 9, VE) > 1}

On applique alors le lemme autour du point 2+, & une échelle v/#, au temps initial s
et au point source u =z 4y :

P, (K(m+y)§\/¥, J(x+y)25+t>

K
Vi
K

IN

]f”d)(K(x—l—y)ﬁ ,a(x+y)25+K(x+y)m/¥>

IN

I@’(b(Nt(x—l—y,\/E)oQSZl)%—@(b( U {vk(x+y)—uk(x—|—y)>\/%}).

k<K (z+y)

Le deuxieéme terme de cette somme est contrdlée par le lemme tandis que pour
contrdler le premier, on remarque :

o Ni(o+y,vi) =N (0.VP)oT,o T,
e ct 85 = ea(y)oTIOG(,(z)—‘ra(x) - ‘ga(y)oTz o 00(:5) =T ,0 ‘ga(y) ol o0 90(:1:)-

D’ou on obtient
N; (x+y,\/1_f) ofy =N, (0,\/5) oéyo

0.
Ainsi, I% N, (:U + 1, ﬂ) of, > 1) = ]@’Tzﬂ(@ (Nt (0, \/1_5) > 1), qui est controlé par le
lemme
Ceci acheve la preuve. O

Ce théoreme implique le corollaire suivant pour 1’énoncé duquel on introduit les nota-
~ N1+
tions [.]* := max (.,0) puis r (z,7) = [a (x +y) — (O’ () +0o(y)o 933)} qui représente
le défaut de sous-additivité pour le temps d’atteinte o.

Corollaire 5.26. Pour tout s > 1, il existe My > 0 tel que pour tout ¢ € I' et tous
r,y € R :

By [r(z,9)"] < T (z +y)° + M..

1l suit que : B

Vs >1, 3Ly > 0, E[r (z,y)’] < L.
Preuve. On écrit By [r (2,y)°] = [i7 su*™'Py (r (z,y) > u) du et on utilise le théoréme
0. 20)

Le deuxieme point découle directement du lemme qui implique des moments de
tout ordre qui ne dépendent pas de x pour .7 (z) sous P. O
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5.4 Controle par la distance chimique de I’écart entre les temps
d’atteinte

Dans cette section, on aimerait utiliser la méme stratégie que précédemment mais ici,

au temps t (x), le point ¢ () n’est a priori pas le départ d’un chemin infini nous devons
donc chercher un autre candidat pour étre le point source qui nous permettra d’utiliser
le lemme [5.25] puis les controles des lemmes [5.21] et [5.23]
Nous allons considérer ici le dernier point sur le chemin entre ¢ (0) au temps 0 et ¢ (x) au
temps ¢ (z) qui possede une descendance infinie. Pour assurer que ce point soit proche de
q (z) spatialement, on va imposer des croissances au plus linéaires pour tous les points
proches spatialement de ¢ (x) avant le temps t (x). Cette condition est forte car la taille
de la boite spatio-temporelle a controler est de I'ordre de dg° (0,z) ce qui impactera la
qualité de 'estimée obtenue notamment vis-a-vis de 'uniformité en z.

On rappelle que k := 3 (anK + 1) et que ay et K sont respectivement les constantes
qui vérifient respectivement les résultats|5.5| (croissance au plus linéaire) et |5.9| (croissance
au moins linéaire).

Théoréme 5.27. Il existe A, B, 5 > 0 tels que :

Vo €T, Vo € R, Vt > kT (),
Py (o () > t () + K (x) (Blog (1+d (0,2)) +1)) < Ae™P".

Preuve. Pour z,y € R% et T, L > 0, on définit :

EY(T) = {7 < o0, HY!) , NC¥ & By (y,KT)},

. L
Ny (z,T) := Z / 1gu(ry © 0sd ( Z ce) (s).
yeEBF (2, KT+1) 0 ec EBool.yce
A Taide des propriétés (croissance au plus linéaire), m (extinction rapide) et [5.9
(croissance au moins linéaire), par choix de K et en procédant comme dans la preuve du
lemme [5.24] on montre facilement ’existence de A, B > 0 tels que :

Vo € I'\Vo € RY, VI > T (x), Py (Np, (2,7) > 1) < A1+ L)e P

Soient maintenant ¢, x et t comme dans I’énoncé et considérons un chemin d’infection
T entre le point ¢ (0) au temps 0 et ¢ (z) au temps ¢ (x). Plus précisément, par définition
de t(x), on a q(x) € &) donc on peut toujours choisir un chemin continu par morceaux
T : '[O,t(a:)] — (O tel'que (Y (¢) ,'t))te 0.(x)) forme un chemin ouvert de H (voir la
partie construction graphique de Harris [3.2)) et donc :

Vi e [0,t(x)], T(t)€&.

Soit alors u le dernier point de T qui ait une descendance infinie et soit s le dernier
instant ou l'on est en u sur ce chemin, c’est-a-dire 7% o #; = 0o. Notons que sur {7 = oo}
un tel point existe toujours.

On montre alors que si Nt(x) (z,T) = 0, alors nécessairement, u € By (x, KT +2). En
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effet, si d° (v,u) > KT + 2, on consideére le premier point @ du chemin d’infection pré-
cédent qui soit dans B (z, KT + 1) et par construction, on a d3 (@, z) > KT or q(z)
est dans la descendance de et par définition de u et s, @ a une descendance finie donc
Nt(x) (z,T) > 1 ce qui donne 'implication voulue.

Blog(1+dF (0,))+

Posons T' = t2%etL:K(x),%T,Commesgt(x),ona:

<Py (N (2,T)0fy > 1)+ Py ( U A{ve (@) — we () >T}> (11)
+ ]fp(b (Nt(z) (x,T) Z 1) y

ou la derniere inégalité correspond a l'inclusion du lemme Le deuxiéme terme
de est bornée par le lemme en rappelant que T' > ﬁ Pour le dernier terme de
(11)), on écrit :

qu (Nt(x) (SL’, T) > 1) < ]p(b (NaNd;O(O,x)—&—t (l‘, T) > 1) + ]I_D(b (t (l‘) > OéNdZO (0, .l’) + t) .

La propriété (croissance au moins linéaire) permet de contrdler le second membre
tandis que pour le premier on a l'existence de A, B > 0 tels que :

P¢, (NaNdZO(O,m)—i-t (x, T) > 1) <A (1 + OéNdZO (0, l‘) + t) e BT

B( Blog( 14+dS°(0,z) )+t
SA(l—i—Osz;o(O,x)—i—t)e’ G = J+)

Dés que [ est suffisamment grand, la derniere expression peut étre majorée par une
expression de la forme Ae B! avec A, B > 0 ne dépendant ni de z ni de ¢.
Enfin, pour le premier terme de , on note que N, (z,7T) 0 0y < Nygy4r, (x,T). Ainsi,

Py (Np (2, T) 0 05 > 1) < Py (Naga©y+112 (@, T) > 1)
+ Py ( (z) > andF (0,7) +1) .

Comme précédemment, on contrdle le second membre grace a la propriété (crois-
sance au moins linéaire). Pour le premier membre, on commence par découper selon les
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valeurs de K (z) puis on utilise 'inégalité¢ de Holder et enfin le lemme [5.24] :
]fndﬁ (NaNd;O(O,x)+t+L (Qj', T) > 1)

400 — —
<> \/]P’qs (K (z) = k)\/P¢ (NaNdf(O,m)+t+knT (z,T) > 1)
P

< JFZO:O \/]pqs (K (z) = k)\/A (1 +andy (0,2) +t + /mT) e~ BT

+00 —
< AL+ andz (0.2)) (1+0) (L4 wT)e 575\ R) By (K (2) = ).
k=1
Le lemme assure que la derniére somme est finie de valeur indépendante de ¢, puis

quitte a augmenter $ on obtient le contrdle souhaité. Ceci acheve la preuve. O

Fixons maintenant et pour toute la suite 5 > 0 vérifiant le résultat précédent. Pour
tout € R? et ¢ € T, notons :

o(x)—t(x
Ve :ZW—BlogO—i-d;o(O,x)).

Lemme 5.28. Pour tout ¢ > 1, il existe une constante C (q) > 0 telle que pour tout
x € R? et pour tout ¢ €T,

Ey [[Val") < C(g) (14 7 (2)7 +log (1 + dF (0,2))") .
Preuve. On écrit :
By (V.| = By [(Va]")"] + B [(-V211)]-
Or, [~V,]" < Blog (1 + d (0,)), donc :

q

By [[V|") < By [(Val")"] + (Blog (14 dF (0,2)))",

et on achéve la preuve en utilisant le théoreme[5.27 et Pécriture de espérance en fonction
de la queue de distribution. O

Lemme 5.29. Pour tout ¢ > 1, il existe une constante C (q) > 0 telle que pour tout
x € R? et pour tout ¢ €T,

B, [lo(x) —t ()| < C(q) (1+ T ()" +log (1+d5 (0,2))").

Preuve. Soient donc ¢ > 1, ¢ € I' et x € R%. On rappelle que :

o(z)—t(x)

T TR @)

~ Blog (1 +d3 (0,7)) .

En vertu de I'inégalité de Minkowski puis de Holder, on a :
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E, [jo () — t (x)|%'"
< Blog (14 d (0,)) By [K (2)")"" + By [K (2)* V]

< Blog (1 n d;o (O,:U)) I_E¢ (K <x>q]1/q + (]E¢, [K ($>2q} I_E¢ [VquDTIq .

Or les lemmes |5.14] et [5.28] impliquent que V24, K (z)? et K ()*? sont dans .4 (I@d,)
et on a les controles sur leurs intégrales :

o Ey[K (7)) et By [K (:p)Qq} sont bornés par une constante qui est uniquement fonc-
tion de g,

o B, [V < C(q) (14 7 (2)7 +log (1 +d (0,2))") .
Ceci qui acheve la preuve. O
On prouve maintenant deux corollaires du théoréme

Corollaire 5.30. Il existe A, B > 0 telles que pour tout ¢ € T, tout = € R?, et tout
t> kT (x) :

Py (0 (z) > (1+an)d¥ (0,2) +t) < Ae BVL,

Preuve. Soient donc de tels ¢,z et t. Notons que si K (z) < %\/d;" (0,2) +t/2 et si
s = 6\/d§° (0,2) 4 t/2, alors comme log (1 + u) < y/u pour tout u > 0, on a :

K (x) |Blog (14 d3 (0,2)) + 5| < 25K (z) < d5 (0,2) +1/2,
Ainsi, on peut écrire :

P, (a () > (1+an)dg (0,7) + t)

<P, (t (z) > andy (0,7) + t/2) + Py (K (z) > 215\/‘1? (0,2) + t/2>

+ Py (0 (z) > t(x) + K (x) |Blog (1+d (0,2)) +5]).

Le premier terme est alors controlé par la proposition (croissance au moins linéaire), le
deuxiéme par le lemme [5.14] et le dernier par le théoréme [5.27] Ceci achéve la preuve. [

Corollaire 5.31. Pour tout ¢ > 1, il existe C' (q) > 0 telle que :
Vo €T, Vo € RY, Eylo (2)) < C(q) (1+d (0,2)" + 7 (2)7).

Preuve. Soit ¢ > 1 et soient ¢ € I' et x € RY. En vertu de I'inégalité de Minkowski et du
corollaire on a:

E, o ()Y < (1 + ay) 3y (0,z) + Ey K(U (z) — (14 an)dy’ (O,I))Jr)q
En outre,

_ +\ ¢ +00 1=
E, K(o (2) — (1 + an) d¥ (0,2)) ) } :/0 qut~'By (o (2) — (1 + aw) dF (0,2) > u) du.
Et on acheéve la preuve & I'aide du corollaire [5.30] O

1/q
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5.5 Controle normé et continuité des temps d’atteinte

On commence par montrer un résultat qui compleéte le corollaire [5.31|

Lemme 5.32. Pour tout q¢ > 1, il existe A(q) > 0 telle que pour tout x € R :
Elo ()] < A(q) |ll5-

Preuve. Soient donc z € R? et ¢ > 1, en vertu du corollaire et de la relation :

E [0 (2)") = E [Eq [0 (2)7] ,

il suffit de montrer que :

E[dF (0,2)"] < A' () ||} et E[F(x)7] < A" (q).

La deuxieme inégalité est une conséquence directe du lemme qui garantit une dé-
croissance en exponentielle de racine pour la queue de distribution de .7 (x). Soit o > 0
donné par la proposition [2.12], d’apres le point 4 de cette derniere, on a :

E [d (0,2)7] = /0 Tt P (4 (0,2) > ) dt
- /Og”“qtq—lp (d (0,2) > 1) dt+/0°° "B (43 (0,2) > o|zl|, +t) dt

ollz| 00
< [T alellel) e+ [T gt A

< A'(q) [lz[|5-
Ceci acheve la preuve.
]
Théoréme 5.33. P-presque sirement, lim lo@=t@)] _ g
lzlly—+oo  IIZll2

Preuve. En vertu du lemme [5.29] soit C' (1) > 0 tel que pour tout x € R? et tout ¢ € T,
Ey[lo (z) =t (2)]] < C (1) (14 T (x) +log (1 +d¥ (0,2))).

Soit x € R% non-nul, on a :

E[wm»—umwzﬂEﬁépamw—umq]

1l [l
C (1) (14 7 (x) +log (1 + d5¥ (0, @))1
(e[

1+E[7(0)] , Eflog (1 +dg (0, x))])

]l ]l

IN

E

IN

0(1)<
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ou l'on a utilisé l'invariance de la loi de .7°(0) par translation. Le premier terme de la
derniere ligne tend vers 0 lorsque ||z||, tend vers 0 car .7 (0) admet un moment d’ordre 1.
Pour controler le second terme, on écrit :

E [log (1 + d° (0, 2))] = /0+°° P (log (1 + d (0,2)) > u) du

+oo
<log (1+ |lally) + [ P (log (1 + d5° (0,2)) > u) du

log(1+zll, )
<log (1 + [|=|l,) + /;oo F (d%ol((i’jﬁgjz ’f‘t‘? +1) dt
o _Bt
< log (1 + lzl,) + /0+ H—jéllleHZthdt
o Bt
<log (14 [lz,) + /0+ ﬁe”x”;zt.

Ceci montre que :
o(z)—t(z
) Elr () >\] N
[l
On acheve la preuve en notant que 'intégrale d’une fonction positive tend vers 0 implique
que cette fonction tend presque stirement vers 0. ]

[[ll =00

Déduisons maintenant I'uniforme continuité de o (x) sous P du corollaire sur la
queue de distribution de o (z) et du théoreme sur le controle du défaut de sous-
additivité.

Théoréme 5.34. Il existe C' > 0 telle que pour tout € > 0, P-presque sirement, il existe
R > 0 telle que
v,y €RY, (lzll, = R et [lz —yll, < ellz]l,) = |o () — o ()] < Celz]],.

Preuve. Pour commencer, rappelons que pour r > 0, B (r) désigne la boule associée a
la norme ||.||, centrée en Oga. Soit p > 0 la constante que 'on suppose supérieure a 1
vérifiant la proposition [2.12] on pose C' = 2¢(1 + ay) puis pour m € N et € > 0, on
définit les événements

Ap(e)i={3z,y eR": m < [ally <m+1, |z —ylly <e(m+1) et |o(x) =0 (y)| > Cem},
Bl (e)=={3m,y eR": o(m+1)>d¥ (0,2) > m/2, d¥ (x,y) < oe (m+1)
et|o (z) — o (y)| > Cem},
B ()= {Fr,y e R, m < fall, <m+ 1, o= yll, < e(m+1) et & (z,y) > oe (m + 1)},
B} = {Elx eERY m < |zfl, <m+1etdy(0,x) > o(m+ 1)},
B} = {Ela: ERY m< |z, <m+1letdy(0,2) < m/2}
Remarquons alors I'inclusion

A (€) € B! (e)UB? () U B2 UB:.
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Il suffit alors de montrer que la probabilité de chacun des quatre événements B} (¢),
B2 (e), B2, et B est le terme général d’une série convergente en la variable m et on
pourra conclure a ’aide du lemme de Borel-Cantelli.

Pour controler Bl (¢), on remarque que :

o (@) —o )| <|o(@)—o@y) —o@—y)ob,|+o(x—y)ob,
:r(a:—y,y)—i—a(x—y)oéy.
Ainsi, pour tout ¢ € I' :
P, (B;I (e)) < > P, (a(m—y)o§y+r(x—y,y) >Cem)
m<dZ’ (0,x)<o(m+1)
d3° (z,y)<oe(m+1)
_ 2Cem
D D R G B

mgdg<> (0,z)<p(m+1)
3 (z,y)<ee(m+1)

C’em)

By (1o - ) > =

On note que pour m suffisamment grand, les valeurs de chacun des termes de la somme
sont controlées par les résultats et .30l On introduit la variable qui garantit que m
est suffisamment grand :

Z =mf{T>0: Vt>T, Ve e By (0,0(l+¢)t), sT(x) <t}.

La queue de distribution de cette variable aléatoire décroit en exponentielle de racine
sous P (et P). On écrit alors :

P (B} () <P(IBy (0,0(1+¢€) (m+1)| >m™?) +P(Z >m)
+ m2(d+2)A€—B\/Cem/3.

pour certaines constantes A, B > 0 ne dépendant pas de m. En vertu de I'inégalité de
Markov, le premier terme décroit en m~2 ce qui montre que la probabilité de Bl (€) est
le terme général d’une série convergente en m.

Les trois probabilités restantes sont facilement controlées a l'aide de la proposition
et d’un controle du type :

P(|®NB((1+¢€) (m+1))] >m'*?).
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5.6 Théoreme de forme asymptotique

En théorie des systemes de particules en interaction, les théoremes de forme asympto-
tique sont des résultats forts et classiques qui se prouvent en s’appuyant sur des propriétés
de sous-additivité et d’ergodicité notamment via des théoremes comme celui de Kingman
[32] qui s’applique trés bien pour des modeles permanents comme celui de la percolation
de premier passage. D’autres versions de ce théoreme ont été introduites pour permettre
I’étude des modeles non-permanents. C’est le cas du théoreme de Kesten et Hammersley
utilisé entre autres par Bramson et Griffeath [7] puis par Durrett et Griffeath [II] pour
montrer le théoréeme de forme asymptotique du processus de contact classique.

La premiere étape de notre travail sera de prouver la convergence des ratios du type
b3

@. Le corollaire nous donne 'existence de M > 0 tel que pour tout n,m > 1,

Elo ((n+m)z)] <Elo(nz)] +Elo (pr)] + M.

E[o(nz)]

Ainsi, le lemme de Fekete implique la convergence de la suite ( -

) vers une limite
n>1

o(nz
n

—

finie 7 (z) qui est donc un candidat naturel pour la limite de

Définition 5.35. On définit donc 7 (x) comme la limite :

(o) o= g EEU g R0,

n—oo n nZl n

o(nx)

Théoréme 5.36. P-presque sirement, pour tout x € R?, lim

existe et vaut m(x).
n——+00

En outre, la convergence a aussi lieu dans L7 (]?’) pour tout g > 1.

Pour prouver ce résultat, on aura besoin du théoréme ergodique (presque) sous-additif
suivant :

Théoréme 5.37 (Garet O. et Marchand R. [21]). Soit (E, &, P) un espace de probabilité
et (0r,),~, une collection de transformations de E laissant P invariante. Sur cet espace, on
considére une collection (f,),, de fonctions intégrables, une collection (gy),~, d’applica-
tions mesurables positives et une collection (1y,.,) d’applications mesurables réelles
telles que :

n,m>1
‘v’n,m 2 1; fn—l—m S fn+fm Oen—i_gmoen—i_rn,m-
On suppose que :

e c:—= igfl {%} > —00,

. R E
e g, est intégrable, (%) ., converge presque surement vers 0 et (%) ., converge
n-= n-=
vers 0,

o [l existe a > 1 et une suite de nombres strictement positifs (C’m)m21 tels que pour

toutn,m>1, E [((rnvmﬁ)a} <, et ;22 % < +00.
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Alors, (E[T{:"}) ., converge et st m désigne sa limite, on a :
nz

E [ lim I > .
n—+oo T
Enfin, si on pose f = lim %, alors f est invariante sous l’action des 0,,.

n—-4o00

Théoreme 5.38. On conserve les hypothéses du théoréme précédent et on suppose en
outre que pour tout K > 1,

n
p.s. lim (fnk—kaO (Or) ) =0,

n—aoo n,

fn

alors = converge presque surement vers f.

Preuve du théoréme[2.36. On applique le théoréme en prenant pour choix f, =
o (nx), by = Opg, Gm =0, Ty = 1 (nw, mx), et la mesure de probabilité P = P. On prend
a > 1, le corollaire @ donne l'intégrabilité de o () sous P. En effet la variable aléatoire
dy (0,x) est intégrable sous P d’apres la proposition t T (z) admet des moments
de tout ordre d’apres le lemme Enfin, le corollaire et le lemme donnent les
controles nécéssaires sur les moments de 7y, .

On vérifie maintenant ’hypothése supplémentaire du théoréme [5.38] 1l est facile de voir
que :

t(nkz) < i (‘gka:) ;
=0

n—1 ~ i +
ce qui implique que (0 (nkx) — > o(kz)o (Glm) ) < o (nkz) —t (nkz).
i=0

Le théoreme affirme que cette quantité est o(n). Ainsi, ’;—" converge vers une va-
riable aléatoire 7 (z) de loi invariante sous 'action de 6,. Or la proposition implique
que 7 () est en fait une constante ce qui acheve la preuve de la convergence presque stire.

Pour prouver qu'une suite converge dans L7, il suffit de montrer qu’elle converge
presque stirement et qu ‘elle est bornée dans un certain espace L9 avec ¢ > q. Le lemme

m qui affirme que ~ est bornée dans tous les L? permet donc de conclure.
]

La prochaine étape est de prouver le théoreme de forme asymptotique pour le temps
d’atteinte essentiel o (x) en suivant la stratégie habituelle :

e On montre que 7 est en fait une norme sur R? dans le lemme m En outre les
symétries du modeles impliquent que cette norme est proportionnelle a la norme
euclidienne.

e On prouve que la convergence directionnelle donnée par le théoreme [5.36| est en fait
uniforme en la direction dans le lemme [5.40)!

e On en déduit aisément le théoreme de forme dans le lemme [5.471
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Pour montrer ’analogue de ce résultat pour le temps d’atteinte classique ¢ (z) (théo-
reme , on a juste besoin du contrdle sur I’écart entre les deux temps d’atteinte donné
dans le théoréme [5.33
Finalement, le théoreme de forme pour la zone couplée est démontré dans le théoreme
en introduisant un temps d’atteinte couplé ¢’ (x) et en analysant I’écart entre ¢’ (x) et

o (z).

Lemme 5.39. La fonction 7 est une norme sur R? proportionnelle & la norme eucli-
dienne.

Preuve. 1. Inégalité triangulaire ) -
On a o (nx +ny) = o (nx) + 0 (ny) o Oy, + 1 (nz,ny). Comme P est invariante sous
I’action de 0,,,, on obtient :

E[o (nz 4+ ny)] < Eo (nx)] + E[o (ny)] + L1,
ou Ly > 0 est donné par le corollaire On en déduit 'inégalité triangulaire :
Vo,y €RY w(z+y) <wlz)+7(y),
puis I'inégalité triangulaire inversée :

Yo,y €RY m(e+y) > | (2) — 7 (y)].
2. Homogénéité :
e Homogénéité en les entiers naturels :
En extrayant des sous-suites du résultat du théoréme [5.36] on obtient :
Vk €N, Vo € RY, 7 (kz) = kn (z).

e Homogénéité en les entiers relatifs : B
Pour tout x € R, o () est égal en loi & o (—x) sous P. 1l suit que :

Vk €N, Vo € RY, 7 (—kx)=kn(—x)=|-k|7(z).

e Homogénéité en les rationnels :
Soient p € Z, g€ N* et z € R% on a :

=) (3

Ainsi :

87



e Homogénéité en les réels :
Il suffit de montrer que 7 est uniformément continue. Le lemme [5.32] nous

donne A > 0 tel que pour tout z € R%, E [0 (z)] < A||z|,. Ainsi,

E A
7 (z) = lim Elo ()] < lim Alnzlly =A|zl,.

De I'inégalité triangulaire inversée, on tire ensuite :
Yo,y €RY | (2) = w(y)| <7z —y) < Allx —yll,.
Ainsi, 7 est homogene.

3. Positivité

On rappelle que H; N CL = U &,. Soit x € R? non nul et soit n € N*, remarquons
s<t

que si on a [|g (0)]|, < "2 et |z — g (na)]|, <

[[n

P .
5 2, alors :

Irall,

lg (0) = g (n2)ll; 2 linzlly = la (Ol = lInz — ¢ (r2)ll, = =

lIn

?ll2 ot toujours sous ces hypothéses :

Ceci implique que dans ce cas dg’ (0,nz) >

],
3K

t(nz) <

— nx
HWQO?SZB;?(” H2>
3K 3

Ainsi

P (1) < Lol ) < (g ), > 12512 )

‘P (an—quwz > ||m”2>

3
+P <H| NCyE ¢ BY (”m””?)) .
& 3

Les deux premiers termes sont controlés par le premier point de la proposition
(P. Antal et A. Pisztora) et le troisieme par la proposition (croissance au plus
linéaire).

(o< 58t < 5
<

ou l'on rappelle qu’on a noté py (N) la probabilité de survie du processus de contact

de parametre A partant de la configuration initiale {0} sur le graphe N. Le lemme

. N [l]
de Borel-Cantelli assure alors que presque slirement 7 (1) > 532.

N

Ceci montre que 'application 7 est une norme sur R?. En outre, les symétries du
modele impliquent que 7 est invariante par les rotations autour de 'origine. Il suit que =
est proportionnelle a la norme euclidienne ce qui achéve la preuve. O]
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Lemme 5.40. P-presque sirement, | |l|im W = 0.
T||o—>00 2

Preuve. Raisonnons par I'absurde et supposons qu’il existe € > 0 et une suite (y,),cy €
N
(Rd) tels que :

o lim |lyall, = oo,

e pour tout n € N, |0 (yn) — 7 (yn)| > €||ynll5-

En outre, par compacité de la spheére unité de R, on peut supposer qu’il existe z € R?

avec [|z[l, =1 tel que z = lim ”;:”2.

Soit € > 0 et soit N > 0 tel que :
n > N = [llgn = ltmlly 2ll, < llyall €] -
Quitte & augmenter la valeur de N, en vertu du théoréme[5.34] on peut aussi supposer :

[n = NJ == [lo (yn) — o ([lynlly 2)| < Cellynll,] -

Puis, montrons que nl m o(lnlzz) _ 7 (2). En vertu d'une part du théoreme|5.34|et d’autre

NS AUE B T Tyl
part de la définition de 7, on a :

o 0 Ul ) = o (U] 2)

oo 1l

i Calla2) e nlle) o (Ll )2)
=0 lynly =% lyally Lyl
i @l ?) o Ulnl))
ooyl oo | [yl

i ZUnle2) oy

oo ||ynH2

Quitte encore a augmenter N, on peut donc supposer :

o (HynHQ Z) -7 (Z)

<él.
ynll

[nZN]:>[

On rappelle qu’on peut déduire du corollaire I'existence de A > 0 tel que :
Vo,y €RY [m () =7 (y)] < Al —yll,.
Ce qui nous permet enfin d’écrire :

o (Yn) — 7 (yn)]
o (llynll5 2)

loall, ()| + I ([lynlly 2) = 7 (ya)]

<o (yn) = o (lynllo 2) [ + llumll
< Cellynlly + Ellynlly + A€ lyall, -

Or ceci est absurde pour € suffisamment petit. Ceci acheve la preuve. n
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Nous pouvons maintenant prouver le théoreme de forme asymptotique pour o, plus
précisément, pour ¢t > 0, notons :

G i={reR": o(x) <t} (12)

Lemme 5.41. I existe une constante a > 0 telle que pour tout € > 0,

IP’(HT>O, w>T, Bla—e)c &

;QB(a—i—e)) =1.

Preuve. On rappelle que la norme 7 est proportionnelle a la norme euclidienne et soit
donc a > 0 une constante telle que :

1
Vr € RY 7 (2) = o |z, -

Soit € > 0, on montrera séparément les deux inclusions presque stires par ’absurde.

e & C Bla+te)
Supposons donc qu'’il existe une suite (), telle que nll_>rrolo t, = oo et telle que

Ci;" ¢ B(a + €). C'est-a-dire, pour tout n € N, il existe z,, € R

tel que o (z,) < t, et % > a+e Ainsi, lim ||z, = oo et :

pour tout n € N,

[2nll

o (xn)

Or 'uniforme convergence du lemme implique :

Vn >0,

> a + €.

o 1 () = 7 ()
T el

=0.

Mais on rappelle que 7 (z,,) = é l|zn ||y, donc il vient :

1
lim o (2n) - -
n—oo

Y

[zall, @
ce qui est absurde.

e Bla—e) C &
Supposons donc qu'il existe une suite (t,),, . telle que nlg& t, = oo et telle que pour
tout n € N, B(a —¢€) € Gt—;" C’est-a-dire, pour tout n € N, il existe z, € R? tel

que ||z,|l, < (a —€)t, bien que o (x,) > t,. Ainsi, !ﬁ;k < a — €. Or les conditions

lim ¢, = oo et o (x,) > t,, impliquent que la suite (z,), oy est non-bornée donc une
sous-suite contredit le lemme et la preuve est achevée.

]
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A Daide du théoréme et d’arguments similaires a ceux utilisés pour démon-
trer le lemme précédent, on obtient immédiatement le théoreme On rappelle que
H, = {x € R%: t(x) < t}. On notera que H; # U &. Ces deux ensembles se res-

s<t

semblent mais on a seulement : J & = H; N CF.
s<t

Théoréme Il existe une constante a > 0 telle que pour tout € > 0,

H,

I@(EIT>O, YVt >T, B(a—e)gth(a—f—e)):l.

Preuve. On montre en fait trivialement que P-presque stirement,

i @ =@

]|, —oo 2],

Puis, il suffit d’appliquer mécaniquement et pas a pas la preuve précédente en rem-
placant o (z) par t (z). B
En vertu du théoreme et du lemme [5.40 on a P-presque siirement :

[t (z) =7 (2)] _ [t(x) =0 (@)| +|o(z) — 7 (2)]

[, ]l

— 0 lorsque ||z, = oo.
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5.7 Zone couplée

Prouvons maintenant le théoreme de forme asymptotique pour la zone couplée. C’est
un résultat important permettant notamment de donner une nouvelle caractérisation de
la norme 7. Pour ¢ > 0, notons :

K= {zeR": &(q@)=&7 (¢(2)}

On appelle zone couplée 'ensemble K| des points dont I'état a partir de 'instant ¢t > 0
est le méme pour le processus de contact partant de la configuration initiale réduite au
singleton {¢ (0)} et celui partant du graphe Cg° entier :

K, = {x cRY: Vs>t, &(q(n)) =& (q(x))}

5.7.1 Théoréme de forme

Commencons par montrer le théoréme de forme pour la zone couplée en admettant le
résultat suivant :

Proposition 5.42. I existe des constantes A, B > 0 telles que pour tout t > 0 :
P(0 ¢ K/) < Ae PVI.

On donnera la preuve de cette proposition dans la sous-section Contréles de crois-
sance pour la zone couplée Tournons nous maintenant vers la preuve du théoréme
de forme.

Théoreme de forme asymptotique pour la zone couplée Il existe une
constante a > 0 telle que pour tout € > 0,

K/ NG,

I@(EIT>O, Vit >T, Bla—e¢) C QB((H—E)):L

Preuve. Pour x € R, notons :
t'(x):=inf{t>0: z € K,NG}

le temps d’atteinte de la zone couplée intersectée avec Gy. Il suffit alors comme pour le
théoreme de montrer que P-presque stirement,

' (z) = o (z)]

]| ;—00 |z],

=0.

Par définition, ¢’ (z) > o (x) donc il est suffisant de montrer 'existence de constantes
A, B > 0 telles que :

Ve € RY Vs >0, P(t'(z) —o(2z) >t) < Ae P

Pour cela, on remarque deux faits :
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1. Pour tout ¢t > 0, Ky(z)4t 2 v+ Ky 0 0}

En effet, soit z € = + K, o §,. Supposons que ¢ (z) ¢ ff(g;o) +¢» alors par additivité

Eo(z)+t C §z§)+t donc q(2) € &r()+t, et ainsi z € Ky (g)4¢. Supposons maintenant
que q(z) € ff(“;)ﬁ, alors ¢ (z — z) € ff“(”) of, et comme 55(“;) CCgalorsq(z—ux) €
@C‘?’o 0f,. Mais de z—z € K,00, et de la définition de K, il vient & (q(z— x))oéw =
&C‘I’ (q(z—x))0f, =1 et ainsi :

[q(x) €@, ¢z —1x) € §t00~$} = q(2) =0+ q(z—x) 0T, € &(a)1e-

D’ou finalement, 2 € K (z)4+

' temps
' ’ . a " : ‘, | o (@) +¢
LN
) /
,. < ;

q(0)

=]

—
]

—

Sur ce dessin, les croix sont les points de ('Y et
Ky(2)4¢ est représenté par I'ensemble des points
rouges et bleus tandis que = + K, o ﬁ,, est donné
uniquement par les points rouges.

2. Fixons t > 0, le premier point implique :

(ﬂ Ka(x)—l—s) 2 (:U + ﬂ (KS o) éx))
s>t s>t
et donc :

rwe 2 (24 (Kiobs)).
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Muni de ces deux observations et sachant que 6, conserve la mesure P, on obtient :

B(t (x) > 0 (2) +1) = B (2 ¢ Ky 100 Gotoyee)
($¢K;(x)+t)
P(x¢ K/of,)=P(0¢K]).

On achéve la preuve en utilisant la proposition [5.42 O

IA

Le théoreme de forme asymptotique pour la zone couplée permet d’obtenir une nou-
velle caractérisation de 7 qui rend mieux compte des symétries du modele.

Corollaire 5.43. Pour tout v € R,

7r(:1c)=inf{c>0: limIF’(q(nm)Efnc)>0}.

n—oo

Preuve. On note g (z) := inf {c >0: lim P(q(nz) € &) > 0}.

n—o0

e Soit ¢ < 7 (x). Par le théoréeme de forme asymptotique, on a P-presque stirement :
INEN, Vn >N, q(nz) ¢ bue.

Ainsi, pour P-presque tout ¢ € X, on a :

I%(U M {g(nz) ¢£nc}) =1

NeNn>N

Or, par continuité séquentielle croissante :

]P)¢<U ﬂ {Q(nx) g—fgnc ) = hm P(j)(n TLLE ¢€nc}>

NeNn>N >N

< hm ]P)(z)( ¢€Nc .

N—o0
On obtient 1 < lim P, (¢ (nx) ¢ &u) < 1, ce qui implique que pour P-presque tout
T nooo
¢ € X, lim Py (q (nx) € &) = 0. Puis, en vertu de I'inégalité FKG,

P¢ (q (TLZL') € fnc) = ]P)qb (q (T];)ﬂ;)(i incOvO; = OO)

> Py (q (nx) € &ne) -

Enfin, par convergence dominée, on obtient lim P (g (nz) € &) = 0 et g(z) >
7 (z).

e Soit maintenant ¢ > 7 (z). On va montrer que pour P-presque tout ¢ € X,

lim P, (q (nz) € &) = pr (N)?,

n—oo
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ce qui nous donnera en vertu du lemme de Fatou

lim P(q (nx) € SNC) > E | lim Py (q (nx) € gnC) > P (N)g'

n—oo n—oo

Ceci permettra de conclure 7 (x) = g (z).

Le théoreme de forme pour la zone couplée implique que P-presque stirement

!
lim t' (nx)
n—oo n

=7 (x) et donc AN € N, Vn > N, ¢ (nz) € K.

I1 suit facilement que pour P-presque tout ¢ € X,

lim P, < (nx) € f,fc;o, q(nx) & &ney, T= oo) = 0.

n—oo
Ceci implique :

lim Py (¢ (n) € &ne, T = 00)
n—00

= lim {I% <Q(nx) € ént T—OO> - Py (Q(nfv) €l s q(n) ¢ Eues T—oo)}

n—oo

= hITl]P)(z)( (nx)ESnc s T—OO).
n—oo

Ainsi, en utilisant cette derniere égalité, I'inégalité FKG puis un argument classique

de renversement du temps on obtient

lim Py (q (nw) € §,e) > lim Py (¢ (nx) € &ue, ™= 00)

n—oo

(4
ZhIanb( nx eéﬁc,T—OO)

n—o0
> lim P, (q(ne) € & ) Py (7 = )
> pr (N) lim P, (10 # 2)
2 PA (N)2 :

Ceci acheve la preuve du lemme. O

5.7.2 Controles de croissance pour la zone couplée

On cherche a montrer la proposition :
Proposition [5.42| Il existe des constantes A, B > 0 telles que pour tout t > 0 :

P(0 ¢ K!) < Ae”PVE,
On obtiendra en fait ce résultat comme corollaire de la proposition (croissance au

plus linéaire) et du controle de croissance :

95



Proposition 5.44. [ existe des constantes A, B > 0 telles que pour tout t > 0,
P (B (ct/2) ¢ K,) < Ae PV,

Nous allons donc commencer par montrer ce contrdle et pour cela, nous utilisons une
nouvelle fois une stratégie de redémarrage en s’inspirant toujours de la construction de
O. Garet et R. Marchand [21].

Cette procédure permet de coupler le systéme d’intérét (ou ambiant) avec un systéme
qu’il domine stochastiquement mais dont 1’étude est plus simple (le systéme faible). En-
suite, il est possible de transporter certaines propriétés du systeme faible vers le systeme
ambiant. On laisse les processus évoluer en méme temps et a chaque fois que le systeme
faible s’éteint, si le systeme ambiant reste vivant, on redémarre un systéme faible tou-
jours couplé avec le systeme ambiant. Si a une étape de la procédure les deux systemes
s’éteignent en méme temps, alors le controle du temps d’extinction du processus faible
peut étre récupéré pour le systéme ambiant. Si en revanche, a un certain instant, on
obtient un systeme faible qui survit alors il en est de méme pour le processus ambiant
et dans ce cas, on a un contrble exponentiel sur cet instant et on peut transporter des
propriétés utiles du processus faible comme certains controles sur les temps d’atteintes.

Nous allons utiliser cette technique ici pour coupler le processus de contact de pa-
rametre A en environnement inhomogene ¢ € {3! amas oo} fixé avec un processus de
contact de parametre A évoluant sur une copie de Z.

On rappelle que Bif (C’(go) désigne I'ensemble des points de C'3° qui sont une bifurca-
tion, c’est a dire qui sont inclus dans un sous-graphe de C3° isomorphe a Z en tant que
graphe et que pour tout = € R, b(z) désigne la bifurcation la plus proche de x au sens
de la norme euclidienne ||.],.

On note ensuite Z (z) le choix déterministe d'une copie de Z incluse dans C'g® passant

par b (x).

Dans la suite, on note ¢ le processus de contact & restreint au sous graphe Z (x) (c’est-
a-dire en ne regardant que les infections entre les sommets de ce sous-graphe de sorte que
(¢ soit égal en loi au processus de contact standard de parametre A sur Z). On désigne
aussi par 7¢ le temps d’extinction du processus (.

96



On considere alors la construction de la section Temps d’atteinte essentiel pour la
fonction de démarrage b et le temps d’arrét Tg(x) (dont la queue de distribution décroit ex-

ponentiellement vite). Plus précisément, on s’intéresse aux quantités (uk (x, b, Té’(x)))keN,

("Uk (.CE, b, ch(x)))keN, K (x, b, ch(x)) et o (a:, b, Té)(x)). Dans ce cadre, on obtient ’équivalent
suivant au corollaire [5.30) :

Lemme 5.45. Il existe A, B > 0 telles que pour tout ¢ € T (b),
Vo € RY, Vit > kT (x,b), Py (0 (2,b,77) > (14 an) dF (0,b(2)) +1) < Ae PVL.

Remarque. Par abus, on notera encore (uy ())pen: (Vk (%)), K () et o (x) les quan-
" b(x) b(z) b(x) b(x) .
tités (uk (x,b, T ))kGN, (Uk (m,b, T ))keN, K (m,b, T ) et o (x,b, T ) La section
Zone couplée étant indépendante des sections précédentes, il ne doit pas y avoir de confu-

s10M.

Le corollaire suivant suit immédiatement.

Corollaire 5.46. II existe A, B,c > 0 telles que pour tout ¢ € I (b), tout x € RY et tout
t > kT (x,b) :
d¥ (0,b(x)) < ct = Py (0 (2) > t) < Ae BV

On rappelle maintenant un résultat de R. Durrett ([I6]) obtenu comme conséquence
de la construction de Bezuidenhout et Grimmett ([4]) :

Proposition 5.47 (Durrett). Soient 3 et B deuz processus de contact indépendants de
parameétre X > . (Z) évoluant sur le méme graphe Z sous P. Alors il existe des constantes
A, B,C > 0 telles que pour tout x € 7Z,

lzll, <Ct= P (8 # 2, B #2, BN =) < Ae™",
Définition 5.48. On fize alors Cy > 0 une telle constante et on fize aussi ¢ > 0 la
constante donnée par le corollaz're que l'on suppose inférieure a Cz /2.
On peut alors montrer le lemme suivant :

Lemme 5.49. ] eziste des constantes A, B > 0 telles que pour tout ¢ € I N T (b), tout
x € R? et tout t > max <59($, b), CizTg 0,q), CiZTg (z, q)),

dy (0,2) <ct et dg (0,b(x)) < ct =P, (ft + 3, q(x) € ftcgo\ft) < Ae~BVE

Preuve. Soient donc ¢ € T NT (b), x € R? tel que d¥ (0,2) < ¢t et d (0,b(x)) < ct et
t > max (/ﬁﬂ(x, b), CAZTQ 0,9), &1 (z, q))

La preuve fera appel au lemme ainsi qu’a la proposition [5.5] ¢’est pourquoi on doit
prendre ¢ € I' N T (b).

La stratégie ici est de regarder la construction graphique de Harris sur l'intervalle de
temps [0;¢] et de considérer deux processus de contact couplés d'une certaine maniere

avec & :
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e le premier est en fait exactement £ mais que ’'on n’observe que jusqu’au temps t/2,

e tandis que l'autre correspond au processus de contact partant de la configuration
{q (x)} au temps ¢ mais pour lequel on a renversé le temps et que ’on observe aussi
pendant sur un intervalle de taille ¢/2.

Ces deux processus sont alors indépendants car ils évoluent sur des zones spatio-temporelles
disjointes. On utilisera ensuite la construction précédente pour garantir qu'avec grande

probabilité chacun d’eux engendre une sous-population qui survive sur Z (z) avant un

temps €t/2 et on sera alors en mesure d’utiliser le résultat de R. Durrett qui assurera

qu’avec grande probabilité, si les deux processus indépendants mentionnés précédemment

survivent jusqu’au temps t/2, alors ils sont d’intersection non-vide au temps ¢/2 et on

verra que sur cet événement on a l'implication :

COO
r€&’ = rxeg,
ce qui achevera la preuve.

Soit € > 0 tel que € < % Le choix de € est motivé par la suite lorsque 'on souhaite
utiliser la proposition (croissance au plus linéaire).

On considere les processus (fs)ogsgt/za (§g<z>)0<s<t/2 ainsi que (Cg o 96t/2>0<5<(1—6)t/2

b N <19 7.
t (Cs) (—ojz 0 @ b€ Z(x) et oul'on a noté :

g0 = {yeCyr: qlo) egobi)

et (&={yeZ(@): be Vo)

On rappelle que ¢ désigne le processus de contact couplé avec £ évoluant sur Z (z). Les

processus (Sg@)) sont des processus de contact mais pour lesquels

)
0§s§t/2 (C 0<(1—€)t/2
le temps a été renversé. Remarquons que :

o siacypnZ(z)be §Zt/w2) Z () et Cfy_ oy /0 0 Oetja N é:é)l—e)t/2 # @ alors q (x) € &;

e sig(x) € 5,50‘;0, alors éf/(;”) + 3

o si & # I, alors §0 # @.
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temps

A g(0) q(x) b(x)

(1—c/2)¢ | . . "

t/2

¢ o b
€f2F - LA
s ) = i () e vt st e s b

0

Posons :

By = {&2 # @} \{3a € Z(2) N &ajo N BY (Cut/4) : Ci_oyiyo © Oy # B},

Et

By = {1y # @\ {3 e Z(2) &) N BF (q(2),Cat/4) : g # 2}
On a :
P67 2, a@) e&°\&) <P (62 2, & £ 2, 60N &7 - 2)
<Py (Ey) + Py (Er) + S,

ol la somme S est égale a :

> Py (C(alfe)t/Z 0 Oet/2 7# 9, Cé)lfe)t/Z # D, (a2 © betj2 N Céjlfe)t/Q = @) :
aGB;o(q(O),CZt/4)ﬂZ(x)
bEB;O(q(a:),CZt/ZL)OZ(:E)

Pour tous les couples (a,b) qui apparaissent dans la somme S, comme ¢ < C7/2 (voir
la définition [5.48)), alors d3° (0, z) < ct implique :

dz (a,b) < dg’ (a,0) +dg” (0,z) +dg (x,b)
< Cpt/d+ Cyt/2 + Cyt/4 = Cyt
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ce qui nous permet d’utiliser la proposition pour contréler S. On remarque que le
nombre de couple (a, b) dans S est contrdlé par définition de 15 (z, q) et T3 (0, q) ainsi que
par choix de t.

Il reste maintenant a controler les probabilités des événements E; et Es. Nous avons
fait une construction (procédure de renormalisation) qui nous permet de contrdler E; a
I'aide du corollaire (¢ € I' (b)) comme on va le voir immédiatement. Fs lui n’a pas
la méme probabilité que E£; mais il lui ressemble fortement et en fait une étude similaire
a celle de E; permet de conclure. Posons :

Ei = {T = OO} \ {EICL ez (ZL') N gd/? : Céll—e)t/Q © 9575/2 # @} :
On a:

Py (E1) < Py (EY) + Py (t/2 < 7 < 00) + Py (Hayz N CF ¢ BY (Cat/4)).
Or par choix de €, Cyt/4 > Ket/2 et en vertu de la proposition [5.5 (¢ € I') :
Py (Happ N CF & BY (Cut/4)) < Ae™ P72,

Enfin, par construction :

Py (E}) <Py (1= 00) By ({30 € Z(2) NEup2t (oo © bz # 2})
(o (x) > €t/2)

IA
a=1

ou l'exposant ¢ désigne le complémentaire de I'événement. En effet, sur I’événement
{o(z) < et/2}, au temps o (), on a b(x) € &) et Té’(‘r) 0 0y(z) = 00 ce qui implique
qu'au temps et/2 > o (x), il existe a € Z (x) N &q)2 tel que Cli—oyy2 © Uetj2 # 2. Enfin,
on remarque que si d3° (0,0 (z)) < ct alors la derniere probabilité est contrélée par le

corollaire (¢ € I' (b)) ce qui acheve la preuve. O

On déduit facilement le contrdle de croissance pour la zone couplée des résultats
et m (b est une fonction de démarrage). On rappelle que sous P, la variable aléatoire
® donne la réalisation de I’environnement aléatoire spatial.

Proposition [5.44, Il existe des constantes A, B > 0 telles que pour tout t > 0,

P (B (ct)2) ¢ K;) < AePVE,
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Preuve. Soit t > 0, et notons T := max (k7 (z,b),4/CzT2 (0,q) ,4/C7zTs (x,q)), on a :

5 1
Pu%uwmzanElumg%@%cuggKﬁT_mﬂ
1
<k Psl U {z¢ K m=o00}
_p,\ (N) 2EBZ (ct/2)
1 oy
<E 7NP¢ U {xeft \&t ft?ég}
_pA( ) 2EBZ (ct/2)
1
< _ BVt
= (N)E Lir>y +1 U {ax©b)se) + Z Ae

r€BF(ct/2) 2€B (ct/2)

ou la derniére ligne est due au lemme On remarque alors que la probabilité de
I'événement {T' > t} est controlée par les lemmes et [2.24, Enfin, on a :

U {dF0,b(@) > ct} € {dF (0,6(0) > ct/2}

zeBZ’ (ct/2)
dont la probabilité est contrdlée par la proposition Ceci acheve la preuve. n

On peut alors enfin faire la preuve de la proposition :
Proposition [5.42 I existe des constantes A, B > 0 telles que pour toutt >0 :

P(0 ¢ K)) < Ae”PVE,

Preuve. Soit t > 0, on peut écrire :

PO¢ K)=P(3s>t: 0¢ K,

s?ﬁwmmmzm>

+ io P ({B&’f (ck/2) CKibn |J {0¢ KS}) .

k=|t] selkk+1]

La premiére somme est controlée par le controle de croissance pour la zone couplée [5.44]
Pour la seconde, fixons ¢ € {3! amas oo} et k > [t], supposons que By (ck/2) C K et
considérons s € [k, k + 1[ tel que 0 ¢ K. Alors, il existe x € C3° tel que ¢ (0) € §5\&s.
Comme ¢ (0) € {7 et s > K, il existe y € & tel que q (0) € & ,00,. Siy € BY (ck/2) C Ky,

C
alors & (y) = &.° (y) = 1, ce qui implique que y € &. Maintenant, comme ¢ (0) €
€Y . o0, on obtient ¢ (0) € &, ce qui contredit I'hypothese de choix de s. Ainsi, on a
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nécessairement y ¢ B3° (ck/2), donc :

P, ({Bmcm)gm}m U {om})

s€lk,k+1[

cs \B (ck/2)
<L p (o lime U & })
PX N> { s€[0,1]

1

(

1 C\BZ(c
(N>P¢ E U £C \B (k/Q))
1

(

IN

Px s€0,1]

IN

mﬂ% U {55 ¢ By (Ck/Q)})

s€[0,1]

< P (HinCy & By (ck/2)).

Et on controle ce dernier terme grace a la proposition (croissance au plus linéaire).

Cela acheve la preuve.
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6 Notations

Dans cette section, on abrége processus de contact par PC. = et y désignent des points
de R?, t un réel positif et n un entier.

Symboles
d

e (d)

e (d; 1)

-1l

B (z,t)
A (N)
EBool

Significations Page
dimension de 'espace

intensité critique pour la percolation Booléenne sur R?

intensité critique du PC sur le graphe Booléen

d’intensité pu > p. (d)

norme euclidienne

boule associée a ||.||, de centre z et de rayon ¢

intensité critique du PC sur N

arétes du graphe Booléen
espaces des réalisations de ¢
¢élément de X

processus ponctuel de Poisson d’intensité p > . (d)

graphe Booléen associé au processus ¢

amas infini du graphe Booléen en environnement ¢ 16
point de 'amas infini le plus proche de z 16
distance de graphe dans C3° entre ¢ () et ¢ (y) E
points y de C5° tels que d (v,y) <t 16
biffurcation la plus proche de x 19
constante vérifiant [2.12 22
constante vérifiant [2.17 26

chemins Booléens de longueur n partant de ¢ (0)

réel positif tel que n > Tj (z) implique C,, (q) 0 T, < o™
constante satisfaisant la propriété de croissance au plus linéaire
probabilité de survie du PC de parametre A sur N

réel tel que t > Ty (z) implique |® N B (¢ (z),t)| < ¢4+t
configurations ¢ telles que T7 < oo et Th < o0

réel a partir duquel on contréle un voisinnage autour de z
marques nécéssaires a la construction graphique du PC
configurations de 'environnement aléatoire

probabilité intégrée

processus de contact

probabilité gelée en environnement ¢ sur €

translation spatiale de vecteur x

translation temporelle de parametre ¢

hypercube de centre x et de coté 2t

temps d’atteinte de ¢ () 42
points = de R? tels que ¢ (z) <t 42
temps d’extinction du PC 42
constante technique définie en m o7
constante satisfaisant la propriété de croissance au moins linéaire 57
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Significations

probabilité gelée conditionnée a la survie du PC

probabilité P, intégrée en ¢

temps d’atteinte essentiel de ¢ ()

translation spatio-temporelle de vecteur x et de temps o ()
constante technique définie en

points z de R? tels que o (x) <t

points z de R? tels que & (¢ (z)) = gtcgo (q(x))

zone couplée

constante satisfaisant la proposition
constante satisfaisant le corollaire
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<< On n'a qu'une vie et c’est celle-ct
pas de gachis, pas de chichis >>
Les Ogres de Barback

105



References

1]

2]

Peter Antal and Agoston Pisztora. On the chemical distance for supercritical Ber-
noulli percolation. Ann. Probab., 24(2) :1036-1048, 1996.

Adrian Baddeley. Spatial point processes and their applications. In Stochastic geo-
metry, volume 1892 of Lecture Notes in Math., pages 1-75. Springer, Berlin, 2007.

D. Bertacchi, N. Lanchier, and F. Zucca. Contact and voter processes on the infinite
percolation cluster as models of host-symbiont interactions. Ann. Appl. Probab.,
21(4) :1215-1252, 2011.

Carol Bezuidenhout and Geoffrey Grimmett. The critical contact process dies out.
Ann. Probab., 18(4) :1462-1482, 1990.

J. A. Bondy and U. S. R. Murty. Graph theory with applications. American Elsevier
Publishing Co., Inc., New York, 1976.

Maury Bramson, Rick Durrett, and Roberto H. Schonmann. The contact process in
a random environment. Ann. Probab., 19(3) :960-983, 1991.

Maury Bramson and David Griffeath. On the Williams-Bjerknes tumour growth
model. I. Ann. Probab., 9(2) :173-185, 1981.

Xinxing Chen and Qiang Yao. The complete convergence theorem holds for contact
processes on open clusters of Z? x Z*. J. Stat. Phys., 135(4) :651-680, 2009.

Aurelia Deshayes. The contact process with aging. working paper or preprint, May
2014.

R. Durrett and R. H. Schonmann. Large deviations for the contact process and
two-dimensional percolation. Probab. Theory Related Fields, 77(4) :583-603, 1988.

Richard Durrett and David Griffeath. Contact processes in several dimensions. Z.
Wahrsch. Verw. Gebiete, 59(4) :535-552, 1982.

Richard Durrett and David Griffeath. Supercritical contact processes on Z. Ann.
Probab., 11(1) :1-15, 1983.

Richard Durrett and Xiu Fang Liu. The contact process on a finite set. Ann. Probab.,
16(3) :1158-1173, 1988.

Richard Durrett and Roberto H. Schonmann. The contact process on a finite set.
II. Ann. Probab., 16(4) :1570-1583, 1988.

Richard Durrett, Roberto H. Schonmann, and Nelson I. Tanaka. The contact process
on a finite set. III. The critical case. Ann. Probab., 17(4) :1303-1321, 1989.

Rick Durrett. The contact process, 1974-1989. In Mathematics of random media
(Blacksburg, VA, 1989), volume 27 of Lectures in Appl. Math., pages 1-18. Amer.
Math. Soc., Providence, RI, 1991.

106



[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]
[26]

[27]

28]
[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

Rick Durrett. Random graph dynamics, volume 20 of Cambridge Series in Statistical
and Probabilistic Mathematics. Cambridge University Press, Cambridge, 2007.

Francois Ezanno. Systéemes de particules en interaction et modéles de déposition
aléatoire. PhD thesis, Aix-Marseille Université, 3 2013.

Olivier Garet and Régine Marchand. Asymptotic shape for the chemical distance
and first-passage percolation on the infinite Bernoulli cluster. ESAIM Probab. Stat.,
8 :169-199, 2004.

Olivier Garet and Régine Marchand. Large deviations for the chemical distance in
supercritical Bernoulli percolation. Ann. Probab., 35(3) :833-866, 2007.

Olivier Garet and Régine Marchand. Asymptotic shape for the contact process in
random environment. Ann. Appl. Probab., 22(4) :1362-1410, 2012.

Olivier Garet and Régine Marchand. Growth of a population of bacteria in a dyna-
mical hostile environment. Adv. in Appl. Probab., 46(3) :661-686, 2014.

Olivier Garet and Régine Marchand. Large deviations for the contact process in
random environment. Ann. Probab., 42(4) :1438-1479, 2014.

David Griffeath. The basic contact processes. Stochastic Process. Appl., 11(2) :151-
185, 1981.

G. Grimmett. Percolation. Springer, Berlin, 1999.

G. R. Grimmett and J. M. Marstrand. The supercritical phase of percolation is well
behaved. Proc. Roy. Soc. London Ser. A, 430(1879) :439-457, 1990.

T. E. Harris. Nearest-neighbor Markov interaction processes on multidimensional
lattices. Advances in Math., 9 :66-89, 1972.

T. E. Harris. Contact interactions on a lattice. Ann. Probability, 2 :969-988, 1974.

T. E. Harris. Additive set-valued Markov processes and graphical methods. Ann.
Probability, 6(3) :355-378, 1978.

Olav Kallenberg. An informal guide to the theory of conditioning in point processes.
Internat. Statist. Rev., 52(2) :151-164, 1984.

J. F. C. Kingman. The ergodic theory of subadditive stochastic processes. J. Roy.
Statist. Soc. Ser. B, 30 :499-510, 1968.

J. F. C. Kingman. Subadditive ergodic theory. Ann. Probability, 1 :883-909, 1973.
With discussion by D. L. Burkholder, Daryl Daley, H. Kesten, P. Ney, Frank Spitzer
and J. M. Hammersley, and a reply by the author.

J. F. C. Kingman. Poisson processes, volume 3 of Oxford Studies in Probability.
The Clarendon Press, Oxford University Press, New York, 1993. Oxford Science
Publications.

107



[34]

[35]

[36]

[37]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

T. M. Liggett, R. H. Schonmann, and A. M. Stacey. Domination by product mea-
sures. Ann. Probab., 25(1) :71-95, 1997.

Thomas M. Liggett. Interacting particle systems. Classics in Mathematics. Springer-
Verlag, Berlin, 2005. Reprint of the 1985 original.

Roy R. Meester R. Continuum Percolation. Cambridge Tracts in Mathematics.
Cambridge University Press, 1996.

Laurent Ménard and Arvind Singh. Percolation by cumulative merging and phase
transition for the contact process on random graphs. Ann. Sci. Fc. Norm. Supér.
(4), 49(5) :1189-1238, 2016.

Jesper Mo ller and Rasmus Plenge Waagepetersen. Statistical inference and simula-

tion for spatial point processes, volume 100 of Monographs on Statistics and Applied
Probability. Chapman & Hall/CRC, Boca Raton, FL, 2004.

Jean-Christophe Mourrat and Daniel Valesin. Phase transition of the contact process
on random regular graphs. Electron. J. Probab., 21 :Paper No. 31, 17, 2016.

Robin Pemantle. The contact process on trees. Ann. Probab., 20(4) :2089-2116,
1992.

Mathew Penrose. Random geometric graphs, volume 5 of Ozford Studies in Proba-
bility. Oxford University Press, Oxford, 2003.

Mathew D. Penrose. On a continuum percolation model. Adv. in Appl. Probab.,
23(3) :536-556, 1991.

Chris Preston. Random fields. Lecture Notes in Mathematics, Vol. 534. Springer-
Verlag, Berlin-New York, 1976.

Daniel Remenik. The contact process in a dynamic random environment. Ann. Appl.
Probab., 18(6) :2392-2420, 2008.

David Ruelle. Statistical mechanics. World Scientific Publishing Co., Inc., River
Edge, NJ; Imperial College Press, London, 1999. Rigorous results, Reprint of the
1989 edition.

F. Spitzer. Random fields and interacting particle systems. Mathematical Association
of America, Washington, D.C.; 1971. Notes on lectures given at the 1971 MAA
Summer Seminar, Williams College, Williamstown, Mass.

Jeffrey E. Steif and Marcus Warfheimer. The critical contact process in a randomly
evolving environment dies out. ALEA Lat. Am. J. Probab. Math. Stat., 4 :337-357,
2008.

Chang-Long Yao, Ge Chen, and Tian-De Guo. Large deviations for the graph dis-
tance in supercritical continuum percolation. J. Appl. Probab., 48(1) :154-172, 2011.

108



	Introduction et présentation du résultat principal
	Modèle Booléen et théorie des graphes
	Définition d'un Processus ponctuel de Poisson et Marking Theorem
	Le modèle Booléen : définition du graphe Booléen
	Étude du modèle Booléen
	À propos des procédures de renormalisation
	Fonctions de démarrage
	Analogue d'un résultat d'Antal et Pisztora pour le graphe Booléen surcritique
	Premier contrôle sur le modèle Booléen
	Un deuxième contrôle sur le modèle Booléen
	Régularité dans un voisinage


	Environnement : la modélisation du processus de contact sur le graphe Booléen
	Construction des processus
	Définition du processus de contact sur le graphe Booléen : la construction graphique de Harris
	Probabilité gelée
	Translations
	Translations spatiales
	Translations temporelles

	Quantités d'intérêt du processus de contact

	Propriétés du modèle
	Ergodicité du système aléatoire
	Inégalités FKG
	Markovianité du processus de contact sous la probabilité gelée
	Argument de percolation
	Processus de Feller


	Preuves
	Premières propriétés du processus de contact
	Contrôles de croissance sur le processus de contact
	Croissance au plus linéaire
	Couplage unidimensionnel
	Vitesse d'extinction, une procédure de redémarrage
	Croissance au moins linéaire

	Le temps d'atteinte essentiel
	Définition du temps d'atteinte essentiel (x) et de la translation spatio-temporelle associée x
	Propriété de stationnarité et d'ergodicité de x sous 
	Contrôle du défaut de sous-additivité de (x)

	Contrôle par la distance chimique de l'écart entre les temps d'atteinte
	Contrôle normé et continuité des temps d'atteinte
	Théorème de forme asymptotique
	Zone couplée
	Théorème de forme
	Contrôles de croissance pour la zone couplée


	Notations

