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Introduction générale

Simuler numériquement la dynamique des fluides atmosphérique et océanographique par des mé-
thodes de haute précision représente un enjeu fondamental pour la prévision climatique & grande échelle.
Les questions écologiques, sociales et politiques du réchauffement climatique rendent ce probléme cen-
tral. On renvoie aux ouvrages récents de G. K. Vallis [82] de B. Cushman-Roisin et al. [26] ainsi qu’au
livre de M. Ghil et al. [39]. Il s’agit d’un probléme délicat. Ceci est di en particulier au couplage entre
phénomenes convectifs et thermodynamiques présents dans les équations de Navier-Stokes. De plus, le
contexte sphérique et la variété des échelles de temps et d’espace rajoutent encore & la complexité.

Notre objectif concerne la résolution des équations Shallow Water sphériques (équations de Saint-
Venant). Ces derniéres représentent le modéle le plus simple pour les mouvements d’une atmospheére
de faible épaisseur sur la sphére en rotation. Bien qu’il s’agisse d’'une simplification, ce modéle prend
en compte plusieurs difficultés attachées & la propagation atmosphérique. En particulier, il permet
d’analyser les principales ondes de propagation (ondes de Poincaré, ondes de Rossby).

Dans ce travail, nous considérons la conception d’un schéma pour la résolution des équations Shallow
Water sur la sphére. Ce probléme va au dela du cadre plan ou il est souvent traité sous différentes
hypotheéses concernant la force de Coriolis (par exemple, 'hypothése du S—plan ou la force de Coriolis
dépend seulement de la coordonnée y). Des références classiques pour les méthodes numériques en
dynamique des fluides sont [7], 30, [88].

Dans de nombreux travaux récents, les équations Shallow Water sphériques sont résolues par des
méthodes numériques sur grille. Des grilles particuliéres sont la grille icosaédrale, la grille Yin-Yang
et la grille Cubed-Sphere. Dans [78], le schéma volumes finis Dynamico utilise une grille icosaédrale.
Une autre méthode de volumes finis utilisant une grille Yin-Yang est introduite dans [61]. Différentes
meéthodes de Galerkin Discontinu [58] ont également été considérées sur les maillages suivants : maillage
icosaeédral [40], maillage Yin-Yang [43] et Cubed-Sphere |56 67]. D’autres travaux utilisent la théorie des
éléments finis mimétiques [31]. Notons également une activité importante utilisant des approximations
sans grille. Les équations SWE sont résolues par méthodes particulaires dans [I3]. Par ailleurs, une
méthode utilisant les fonctions de base radiale est considérée dans [33] [35].

Dans [24], 25] est introduit un schéma aux différences finies pour le calcul du gradient d’un champ
scalaire sphérique et de la divergence d’un champ vectoriel sphérique donné aux points de la Cubed-
Sphere [74]. Ce schéma est basé sur une approximation hermitienne le long de grands cercles corres-
pondant & des lignes de coordonnées sur la grille.

Dans cette thése, nous étudions différents aspects de cette approche. Nous commencons par analyser
en détail la grille Cubed-Sphere, en particulier ses propriétés de symeétrie. Dans un second temps, nous
montrons comment la structure en grands cercles de la grille permet de définir de facon naturelle des
opérateurs différentiels discrets. On en déduit un algorithme de référence pour la discrétisation des
problémes sur la sphére. Nous nous sommes attachés a effectuer de nombreux tests de la littérature
en climatologie numérique et a étudier les résultats obtenus en détail. Comme nous le verrons dans les
chapitres 5 et [0} les résultats sont comparables aux meilleurs schémas conservatifs d’ordre 4 disponibles
actuellement.

1X



Introduction générale

Plan de la thése :

Chapitre 1 : Schémas aux différences.

L’objectif de ce chapitre est d’introduire les notations et les schémas aux différences finies 1D
et 2D qui seront utilisés sur la sphére. Nous détaillons des schémas d’approximations de la dérivée
premiére a l’aide de méthodes de différences finies classiques ou hermitiennes. Nous introduisons aussi
les opérateurs de filtrage. Les propriétés spectrales de ces outils sont étudiées.

Chapitre 2 : Analyse numérique.

La discrétisation d’équations aux dérivées partielles d’évolution est introduite et étudiée. En parti-
culier, nous analysons les propriétés de précision, stabilité et conservation pour I’équation d’advection
en dimension 1 et I’équation Shallow Water linéarisée en dimension 2. Des tests sont aussi effectués
sur I’équation de Burgers. L’opérateur de filtrage est analysé sur ces problémes d’évolution.

Chapitre 3 : Grille Cubed-Sphere.

Nous introduisons le maillage Cubed-Sphere. Ce dernier est construit a partir de grands cercles. Un
produit scalaire est analysé sur les fonctions de grille. Il permet d’obtenir I’orthogonalité d’un grand
nombre d’harmoniques sphériques sur la grille. Des formules de quadrature issues de ce produit scalaire
sont analysées.

Chapitre 4 : Approximation des opérateurs différentiels sur la Cubed-Sphere.

On utilise la structure en grands cercles du maillage pour construire des opérateurs gradient, di-
vergence et vorticité discrets sur la Cubed-Sphere. Nous analysons la consistance de ces opérateurs et
effectuons des expériences numériques. L’opérateur de filtrage en dimension 1 est étendu a la Cubed-
Sphere.

Chapitre 5 : Equations d’advection sphériques.

Des expériences numériques sont effectuées sur I'équation d’advection sphérique linéaire et non-
linéaire. La précision du schéma est analysée ainsi que I'influence du filtrage sur des tests de convection
de type rotation solide ou de type tourbillon. Sur I’équation d’advection non linéaire, nous observons
le comportement du schéma en présence d’un choc et la conservation d’une solution stationnaire. Nous
nous restreignons & un schéma linéaire sans opérateur de capture de chocs.

Chapitre 6 : Equations Shallow Water sphériques.

Nous évaluons les performances du schéma sur le systéme d’équations Shallow Water et son linéarisé.
Des tests sont faits sur des solutions stationnaires et des problémes évoluant dans le temps. Ces derniers
sont issus de la littérature classique. Nous analysons le comportement de la solution calculée par
I'algorithme et les propriétés de conservation observées numériquement.
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Chapitre 1

Schémas aux différences

1.1 Opérateurs aux différences en dimension 1

1.1.1 Notations

On considére Q = [a,b], a < b, un intervalle de R de longueur L = b — a. Nous utilisons les lettres
latines pour noter les fonctions continues : f(z), u(x), ... x € Q a valeur complexe. Pour u et v, des
fonctions définies sur €2, le produit scalaire L?(£2) est défini par

b
(u,v):/gu(a:)v(x)dﬂs:/ u(x)v(x)dz. (1.1)

Pour u et v a valeurs réelles, on a
b
(u,v) = / u(z)v(z)dz. (1.2)

La norme sur L?(f2) est donnée par
ullp2) = v/ (u, u). (1.3)
Pour u € C(Q) N L*(R), on note
[ulloo = sup fu(z)]. (1.4)
z€)
Une fonction u : z € R — u(z) € R est périodique de période L si
u(x + L) = u(x), Vo € R. (1.5)

En particulier, on a u(a) = u(b).
On considere une grille réguliére sur €2 constituée de N + 1 points :

a=x0<x1<...<xN_1 <IN =D, (1.6)
ol les valeurs x; sont définies par :

b—a

zj=a+3jh,j=0,1,...,Net h= le pas d’espace. (1.7)

Les points 29 = a et xy = a + L = b sont les points de bord du domaine et les points (z;)1<j<n—1
désignent les points intérieurs.
Nous distinguons trois types de données aux points de grille z;, 0 < j < N :

1. Une fonction de grille est une fonction définie uniquement aux points (x;)o<j<n. Les fonctions
de grilles sont notées en fonte gothique : u, v, ... On note

u = (u(zp), u(z1),u(zs), ... u(xy)). (1.8)
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Chapitre 1. Schémas aux différences

Tp=a x1 2 e TN-2 TN-1 N =b

Fi1GURE 1.1 — Grille différences finies en dimension 1. Les symboles x désignent les points de bord, les
symboles e désignent les points intérieurs.

De plus, l,zl désigne l'espace des fonctions de grille, h > 0 fixé. On munit cet espace du produit
scalaire (-,-)p et de la norme associée :

N
=h> u(z;)o(z), |ul; = hz u(z;)]? (1.9)
7=0 7=0
On définit aussi la norme || - || pour les fonctions de grille :
Iulloo = max fu(a;)]. (1.10)
On notera
u; = u(x;) pour tout 0 < j < N. (1.11)
On note (2 per Lespace des fonctions de grilles périodiques. Siu € 12 per 2lors u(zo) = u(zy) et

u = (u(zg),u(r1),....,u(xn_-1)). (1.12)

Le produit scalaire et la norme associée dans lh per Sont

N-1 N-1
(1, 0)hper = h Y u(z ), [ulf per = B> Jula;)]? avec w0 € If . (1.13)
j=0 §=0
Pour les fonctions de grille périodiques, on note :
Jullo = max |u(x;)|. (1.14)

0<j<N-1

2. Les lettres latines capitales désignent les vecteurs de RV*! et les matrices de My 1 (R). Par
exemple, le vecteur U € RN associé a la fonction de grille u € Z%L est

Ug u(l‘g)
U u:l _ u(':rl) ‘ (1.15)
u‘N u(%N)

La norme euclidienne sur RV*! est notée |U]. Elle induit une norme pour les matrices A €
My 41 (R) définie par

AU
|Alg = sup —— AU (1.16)
v Ul
Si A est symétrique, l'identité suivante est vérifiée
|Al2 = p(A) = max {|A| tels que A € Sp(A)}, (1.17)
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p(A) est le rayon spectral de A. De plus, on note également

Uloo = 1§%%<+1!Uj!- (1.18)

La norme sur My (R) subordonnée & |- |s est définie pour A = (a;;)1<ij<n+1 € Mn4+1(R) par

N+1
Ul ~ 12280 2 1o (119
]:

3. Soit u: x € Q +— u(x), on définit la fonction de grille u* associée a u par :

u; = u*(z;) pour 0 < j < N, (1.20)

u* est la restriction de u aux points de la grille. Si u est une fonction L—périodique, alors u* est
définie par

u;‘ =u"(z;) pour 0 < j <N —1. (1.21)

Nous distinguons l}QL, I’espace des fonctions de grilles d’'une part, et d’autre part ’espace vectoriel
RN*1 meéme si ces deux espaces sont isomorphes.
Cette distinction permet de faire une claire différence entre :

e les opérateurs aux différences finies, qui agissent sur les fonctions de grille,
e les matrices, qui agissent sur les vecteurs.

Les fonctions de grilles contiennent toutes les échelles nécessaires dans le contexte physique alors que
les vecteurs sont sans dimension. De plus, le raisonnement au niveau discret est plus naturel avec les
fonctions de grilles. Il s’effectue d’une facon abstraite & l'aide d’opérateurs aux différences. En revanche,
le codage est effectué dans le cadre de I’espace vectoriel RV*1,

On note que plusieurs normes infinies ont été définies :

e lécriture || - || désigne a la fois la norme pour une fonction u définie sur © ou une fonction de
grille u. Le contexte permettra de distinguer les deux cas de figure.

e La notation |- |s désigne la norme d’une matrice A ou d’un vecteur U. La distinction se fera en
fonction du contexte.
1.1.2 Transformée de Fourier discréte

Quitte & opérer une translation sur x, on peut supposer a = 0 et b = L. Le pas du maillage est
h = % Soit, pour tout k vérifiant —N/241 < k < N/2, la fonction v : 2 +— uF(z) € C périodique de

période L définie par
1 2imkx
k
u¥(r) = —=ex . 1.22
(z) i p( T ) (1.22)

Les fonctions (uk),N/QHSkSN/Q forment une famille libre et orthonormée de N + 1 fonctions. C’est &
dire

(Uk, ukl)L2([a’b]) = 5k,k’ avec — N/2 +1 < k, k/ < N/Q. (1.23)
On définit les fonctions de base u de l,%vpér par
uf = Vh(ub)* (1.24)

donc

ik
;{7 ) avec 0 < j < N — 1. (1.25)
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2

Proposition 1.1. Les fonctions (uk)_N/QHSkSN/Q forment une base orthonormée de I pér-

Démonstration. On montre que (uk)_N/2+1§k§N/2 satisfait

(uk’ uk/)h,pér = 6k,k’ (1.26)

pour tous —N/2+1 < k, k' < N/2.
Considérons d’abord k et k' sont deux entiers distincts tels que —N/2+1 < k, k' < N/2. uk, L=

2
lh,pér et

N-1 . .
() = 1 exp 2imjk exp ~ 2imjk
9 ,per N N N

1 1:— exp (2w (k — k')
N 1 —exp <z(k‘ - k’)27r>

De plus, si k=K', on a :

j=0
1 N—1 )
=¥ -
7=0
=1,
d’ou le résultat. O
Pour tout v € l%7pér, on note (bx)_n/2<k<n/2 les composantes de v sur la base (uk)_N/Q_j’_lSkSN/Q :
N/2
b= opu. (1.27)
—N/2+1
En effectuant le produit scalaire par u* on obtient
N/2
(U7uk )h,pér = Z 6k (uky uk )h,pér
. %/_/
k=—N/2+1 o
— by

Définition 1.1. On définit la transformée de Fourier discréte de v par (6k)—N/2+1§k;§N/2 ot
6k = (Uvuk)h,pér- (128)
Proposition 1.2. (Relation de Parseval discréte) Pour tout v € lfb pérs ON O

N/2

|U|}2L,pér = Z ’6k|2 (129)

k=—N/2+1
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Démonstration. On sait que
N—-1
2 o _
’U’h,pér - Z anj'
§=0

Or par décomposition, on a

N/2
_ Ak
v = Z Ukl
k=—N/2+1
N/2
— ~ _k,/
v; = Z Uk/uj.
K'=—N/2+1
Alors, on obtient
N-1 N/2 N/2

2 T
olper =0, D Y. bl
§=0 k=—N/24+1 k'=—N/2+1
N/2 N/2 N-1
A ~ _ 1/
IR S SRR
k=—N/24+1k'=—N/2+1 7=0
N/2 N/2

= Z Z 6k6k/ (uk, uk/)h,pér‘

k=—N/24+1 k'=—N/2+1

k

. !
Or on sait que (u¥, u” Jhper = Ok ) donc

N/2 N/2
2 A ~
107, per = Z Z 0k 0 Op
k=—N/2+1 k'=—N/2+1
N/2

S

Ce qui conclut la démonstration.

1.1.3 Opérateur de translation périodique

2

On se donne u € lh’pér

une fonction de grille périodique.

Définition 1.2. L’opérateur 1,, p € Z, est défini, pour u fonction de grille périodique, par

(Tp)j = Ujyp avec 0 < j < N — 1.

L’opérateur linéaire 7, agit sur les fonctions périodiques u : R — u(z) € R par :

*

(Tpu)j = npu(z;) = u(zjqtp) = u;+p.

En particulier, lorsque p = 1, on note 7 Uopérateur de translation o droite :

T =T1.

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)
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De plus, il est clair que 'on a

i)y = Id

ii) 7?7 = goToTO---0T =T, (1.35)

p fois.

N — 7y = Id, donc 7 est inversible et

En particulier, 7
77t =N (1.36)

L’analyse des opérateurs périodiques repose sur la diagonalisation de 7. C’est 'objet de la proposition
suivante. On note

291
_ 1.37
w = exp [ N ] ( )
ainsi que
ik
k
= 1.
w exp[ ~ ] (1.38)

pour —N/ 4+ 1 < k < N/2, les racines N —iémes de l'unité.
Proposition 1.3. e Les valeurs propres de T sont w* € C, —N/2+1 <k < N/2,

o L’espace propre associé o w® est Vect(uF). En particulier, T est diagonalisable et sa décomposition
spectrale est

N/2
T= Z wFpp (1.39)
k=—N/2+1
ot py est le projecteur orthogonal sur Vect(u®). Pour tout v € l,QL’pér et —N/2+1<k<N/2, on
a
_ k k
pEo = (U,u )hypéy-u . (1.40)

Démonstration. Soient j, k tels que 0 < j < N — 1 et —% +1<k< % On a

1 2i(j + 1)k
s = Lo [BOR]

N
1 2igmk 2imk
el []
s

L’opérateur 7 posséde N valeurs propres distinctes, il est diagonalisable et sa décomposition spectrale

s’obtient par la formule
N/2

T = Z wkpk.

k=—N/2+1
O

Soit P € C[X] un polynome. Les valeurs propres et les fonctions propres de P(7) sont données par
la, proposition suivante :

Proposition 1.4. e Les valeurs propres de P(7) sont P(w*) € C, —N/2+1 <k < N/2,

o Lespace propre associé a P(w") est Vect(uF). P(1) est diagonalisable, sa décomposition spectrale

est
N/2

Pr)= Y. PWhm (L41)

k=—N/2+1

ot py. est le projecteur donné par (1.40)).



1.1. Opérateurs aux différences en dimension 1

Démonstration. P est un polynoéme de C[X] donc il existe un nombre fini d’éléments de C notés ay,
ai, as, ... tels que

P(X)=> a X" (1.42)

Soientj,ktelsqueOSjSN—let—%+1§k§%.0na

Or par construction de u¥, on a

donc P(w*) est valeur propre de P(7). De plus, les espaces vectoriels Vect(u¥) sont en somme directe,
donc P(7) est diagonalisable et la formule est (1.41)) vérifiée. O

Remarque 1.1. Noter que cette proposition est vraie non seulement pour T mais aussi pour tout
opérateur diagonalisable.

On définit vec; 'opérateur appliquant un élément de 1,2Z per SUI D vecteur de RV :

Définition 1.3. Soient u € l,zlypér une fonction de grille et (ej)1<j<n la base canonique de RY. On
définit 'opérateur vecy par :

vecy l,%,pér — RV (1.43)
u —  wveci(u)
avec
N
vecy (Ll) == Zuj,lej (144:)
j=1

Lorsque cela ne porte a aucune confusion, nous noterons vec au lieu de vec;. La distinction se fera
aisément en fonction du contexte.

Pour toute fonction de grille u € l,% per O1L 1Ot
Up
ug N
U = vec(u) = vecy (u) = i eR (1.45)
Uny—1

On s’intéresse a présent a 'interprétation matricielle de 7. On note T € My (R) la matrice donnée
par

0 1
1 (0)
T = N . (1.46)
(0) 0 1
_1 -
La matrice T" agit sur un vecteur U = [Ul Uy --- UN]T € RV par
(TU)]‘ = Uj_|_1 avec 1 S j S N. (1.47)
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C’est a dire
vec(Tu) = T'(vec(u)). (1.48)

Les propriétés spectrales de T' se déduisent de celles de 7 :

Corollaire 1.1. o Les valeurs propres de T sont les valeurs (wk)_N/QHSkSN/Q. L’espace vectoriel

associé est Vect(U*) avec
U* = vec(u®). (1.49)

uk et w sont donnés par la proposition .

e Si P € R[X] alors les valeurs propres de P(T) sont P(w*) avec —N/2+1 <k < N/2 et l’espace

propre associé est ([1.49)).

Les vecteurs (UF)_ N/2+1<k<nN/2 forment une base orthonormée de RY pour le produit scalaire
usuel.

1.1.4 Opérateurs aux différences discrets

Dans cette section on s’intéresse a une approximation symétrique de 9, : u € C' — 9,u € C° de la
forme ;
boge =Y ap% (1.50)
p=1
C’est le type d’opérateur dont nous aurons besoin dans la suite pour le calcul approché d’opérateurs
sphériques.

Cette question est classique en analyse numérique. Elle est abordée dans des références classiques
telles que [4], 18], 55]. En mathématiques, on cite en particulier [I8, 55] ou en mécanique des fluides
numeériques [48].

Nous commengons par rappeler la consistance d'un opérateur différentiel [76]. On s’intéresse a

I’équation aux dérivées partielles
Lu=f (1.51)

ou f est une fonction donnée. L’équation est discrétisée en
Lypu= f*. (1.52)
La consistance est définie par

Définition 1.4. le couple (Ly, Ry) est consistant avec L & l'ordre o si pour toute fonction u réguliére,
on a

Ly(u*) — Ry, (Lu) = O(h%) (1.53)

avec Ry, un opérateur d’interpolation approchant l'identité. Ly (u*)— Ry, (Lu) est l’erreur de troncature.

e Exemple 1 : L’opérateur aux différences centré usuel est

T — T—-1
Op = ———. 1.54
= (1.54)
Appliqué a la fonction de grille u, cet opérateur s’exprime par
Salt; :”j“%h”j*l pour 0 < j < N —1. (1.55)

1l s’agit d’'un opérateur qui approche la dérivée premiére. On a :
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Proposition 1.5. Soit u : * € Q — u(x) € R et u* la fonction de grille correspondante. Si
u € C3(Q) alors
2

— dpu(zj) = —0Pu(a) avec o €lzj1, 41, (1.56)

O 1t G O

J

Démonstration. Pour u de classe C3, on considére les développements de Taylor-Lagrange :

2 3
w(zj + h) = u(z;) + hoyu(z;) + %aéz)u(mj) + %8:&3)1;(77) avec 1 €]z, xj41| (1.57)
et également :
h? h3
uw(x; — h) = u(z;) — hoyu(z;) + ?83&2%(%’) — Fa;%(g) avec £ €]z;_1, xj]. (1.58)
Alors par différence, on obtient :
h2
6zxu; = Ozu(zy) + 3 [8&3%(5) + 89(03)u(77)} avec £,m €]xj_1,Tjt1]. (1.59)

Comme u est de classe C3, 8w est continue. Donc il existe o €)é, n[Clej—1, xj41] tel que

20Pu(a) = OPu(€) + 0P u(n) (1.60)

d’oll on obtient 2
6zu; — Ozpu(zj) = Faf’)u(a) avec o €]xj_1, 41/ (1.61)
O

11 résulte de la proposition que (|1.54) est consistant a I'ordre 2 au sens de la définition
avec Ry, = Id.

Exemple 2 : Une maniére d’augmenter la consistance de 'exemple 1 est de modifier 'opérateur
Ry, [18]. Pour cela on introduit o, l'opérateur de Simpson

1 4 1 _
oy = gT+ Sld+ o7 L (1.62)
Siue l,% per €St une fonction de grille alors
1 4 1
Ozl = éuj—s—l + éuj + éuj_l. (163)

La proposition suivante est alors vérifiée :

Proposition 1.6. Soit u:z € Q> u(z) € R et u* la fonction de grille associée. Si u € C3(9)
alors

lowdnts} — daj oo < =105 ulloc. (1.64)

Démonstration. Soit f une fonction réguliére de 2 dans R. Pour 0 < j < N — 1, on pose

Tj—1

i = 5 aio) + 4f (@) + S = [ Jde=2ho,f; = [ j@in (16)

3 Tj—1 Tj—1
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1l s’agit de ’erreur de quadrature de la formule de Simpson. D’une part, par développement de

Taylor, on a
5

o ff = 2 25) + 500 (o) + s (A0 7€) + 0 () (1.66)

avec & €lxj_1, ;] et n €lxj, xj41[. D’autre part, au voisinage |z;_1,x;11[ de x; et en posant
t=x—xj,ona

¢ 3 ¢
f(@) = flaj) + 10 f () + 507 f(25) + 0P f(g) + 5708 f(w) (1.67)
avec w €]xj_1,z;41[. On intégre cette derniére équation d’ou
o " £ e £ e o
[ e = [ ()4 00u50a3) + 0P ) + GO ) + 1080 )
Ti—1 -

h o2 h2 o

Alors, par comparaison, on trouve
h® h®

e = =5 (99£(8) + 00 £(m)) = 50 f(w)]

2h°
ikl (4)
15 max |05 f ()]

IN

Pour conclure, on applique la formule précédente avec f = d,u. On note que

Tit1
/ f(z)dr = w(zit1) — u(ziz1), (1.68)
Ti—1
de 1a, on obtient
o (Bau); — G| < = max |9 f ()] (1.69)
et on peut conclure directement. O

De la proposition 1.6} il découle que le couple (Lp, Ry,) = (05, 04) est consistant avec la dérivée
premiére a ’ordre 4.

On g’intéresse & présent aux opérateurs centrés et antisymétriques dont le stencil est composé
de 2J 4+ 1 points de la forme . L’intérét de cette famille d’opérateurs réside en 'absence de
dissipation numérique. On choisit dans ce travail de maximiser I’ordre de consistance de ces opérateurs
mais d’autres options sont possibles. On citera en particulier les schémas peu dispersifs [12] ou les
schémas du type "dispersion relation preserving" [77].

Théoréme 1.1. Soit f: Q — R alors lidentité discréte
52‘]@11 = f* (1.70)

est consistante a l'ordre 2J avec

Bpu = f (1.71)

(avec R, = Id et Ly = d25,) si et seulement si les coefficients (ap)1<p<g sont solutions du systéme

J
Zap = 1
p=1

J (1.72)
Zp%ap = 0 pourtous1 <k<J-—1.
p=1

10
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L’erreur de troncature est de la forme :

(Opu); — dagpuj = h%!

J

2J

2T+ 1)1 > app* 0P u(ay) (1.73)
=

: : 2J+1
avec oy €|Tj_p, Tjppl et u €C .

Démonstration. Soit u : x € Q — u(x) € R une fonction de classe C2F+1(Q) et u* la fonction de grille
correspondante.
On considere les développements de Taylor :

ph)¥ ph)2/+

u(z; +ph) = u(xj)+phoyul(x;)+ -+ ( k!) a:g;k)u(a:j) 4+ 4 ((2:])+1)!8§2J“)u(§j)
—ph)e _ph)2/+1

uw(xj —ph) = wu(z;) — phoyu(z;) + -+ ( X ) 89(0 )u(xj) 4+ 4 ((erl)!aﬁf"“)u(m)

avec & €|xj, xj + ph[ et n; €]z; — ph, z;[. En combinant ces deux égalités, on obtient

Tplj — Tpllj N )M = (=DM
ook = Opu(xj)+ -+ 5 7 oy

2J
CHERE .+2((2]9J}Li_1)! (6£2J+1)u(£j) + 63(C2J+1)u(77j))
(1.75)

Donc la combinaison linéaire de ces termes pondérée par les coefficients (a,)1<p<.s est consistante avec
la dérivée premiére a 'ordre 2J si et seulement si :

=1
7 (1 f)k) (1.76)
ZpkilTap = Opourtousl <k<2J-—1.
p=1 '
La seconde égalité est vérifiée pour tout k pair. Ce systéme se simplifie en :
J
> ap =1
s (1.77)
Zp%ap = Opourtout 1 <k<J-—1.
p=1
L’erreur de troncature prend la forme
2J ! p*’ 2J+1 2J+1
Dpu(xj) — Sogpul = h Zapm (a; 1 (g;) + o2+ >u(nj)) . (1.78)
p=1 ’

pour conclure, on utilise le théoréme des valeurs intermédiaires. Comme v € C2/*1, il existe ap €
|j_p, xj1p] tel que
OEITV(E) + 0 Du(ny) = 208" Du(ay). (1.79)

Ce qui conclut la preuve. O

Corollaire 1.2. Si les coefficients (ap)i<p<s sont solutions du systéme (1.72)) alors il existe C > 0
indépendant de h et de u tel que pour toute fonction u réguliére on a

1(0z)* — G210 (w*) oo < CRH (B + D) oo (1.80)

11
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Proposition 1.7. Le systéeme (1.72)) admet une unique solution. De plus, pour tout 1 <p < J, on a

11

(87 = B7)

2
J!> 1<i<j<J—1
b

o= (-1 (

1<i<j<J

avec

J<p

5 = 52 si
J (G+1)% si j>p.

I -

Enfin, les coefficients sont de signes alternés, c’est a dire apap41 < 0 pour tout p.

Démonstration. Le systéme ([1.72)) s’écrit matriciellement

(1) (@220 (30 (47)° (73)° ]
@@ @) @) (%)
1 (22 (3 @) (J2)?

(12):1771 (22)J71 (32)J71 (42):J71 (JQ):Jfl_

=A

a1
az
as

aj

=a

(1.81)
(1.82)
=
0
=10]. (1.83)
o)
\z/

Ce systéme admet une solution si det(A) # 0. Or on reconnait un déterminant de Vandermonde. Donc

det(A) = VDM(ay, - -+ ,ay) ot VDM désigne un déterminant de Vandermonde [32]

= H (o — o) avec a; = [
1<i<j<J

= II *-#

1<i<j<J

> 0 car j2 > % lorsque j > i.

Le systeme (1.72) admet donc une unique solution. Calculons cette solution.

D’aprés la formule de Cramer, on a

_ det(Ap)
P = et (A)
[ (1) (2»)° (p—=1*° 1 (p+1)»)°
)t @) (p=1>»" 0 ((p+1)*!
4= | (22 (222 (-1 0 ((p+1?)?

12

(1.84)
(72)° ]
()
(%) (1.85)
(]
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En développant le déterminant de A, par rapport & la p—iéme colonne, on trouve

A2 @) e (=D (DD e ()
Y I LT (N (2 S
@1 @Y (=1 (DR e (2
@20 @) . (=12 ((p+1)2° (20
| e (-1 ((p+1)?)! (J2)!
_ (1! (p) (122 (222 (P12 ((p+1)?)? (J2)2
@2 @Y o (=12 (DR . ()2
2
=1 (L) VDML = 1P 1P
2
e ) (C R
1<i<j<J—1
avec 9 Si ]
g={ iy 525 150
VDM désigne le déterminant de Vandermonde [32] déterminé par
vOM(E, -, = [ (80— 8. (L.87)

1<i<j<n

On note que 6;7 > % lorsque j > 4, donc det(A,) est du signe de (—1)P~1. On trouve donc

I -8

4 (J! 2 1<i<j<J—1
ap = (—1)P7! <> RN (1.88)
p I -
1<i<j<J
ainsi que lalternance des signes car
, 1 &7 -8)
J! i< J—
<> S >0, (1.89)
P II &*-
1<i<j<J
donc apap+1 < 0. Ce qui conclut la preuve. O

A présent, dans cette section, nous supposons que les coefficients (a,)1<p<.s sont issus de la résolu-
tion du systéme (1.72)). On a déja vu que 71 = 71 = 7V~ donc & partir des coefficients (a,)1<p<s
on construit le polyndéme Qo tel que

J

Tp — T—
Soge =S a2 TP
L }; P 2ph

13
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ou le polynéme Q27 de Ry_1[X] est donné par
J

Q27(X) :Z% (X7 — XNP) (1.90)
p=1

Exemples : on donne quelques exemples d’opérateurs d’approximation de la dérivée premiére. Soit
u:x € Q+— u(x) € R une fonction réguliére.

e Si u € C3(Q) alors Popérateur :

T —T-1
b = 00 = L =

1
57 EQQ(’T) (1.91)

est un opérateur d’approximation de la dérivée premiere a lordre 2 (J = 1) avec
1
Q2(X) = (X - XN, (1.92)

e Siu € C?(Q) alors Popérateur :

47 —7171 11 —17_

Otw =
L= 37 9 3 4h

2 _ %Q4(7) (1.93)

est un opérateur d’approximation de la dérivée premiere a lordre 4 (J = 2), avec

2

QulX) = S(X = XV -

ﬁ(X2 — XN=2), (1.94)

e Siu e C7(Q) alors Popérateur :

3T —T_1 3T9—T_9 1 73 —7_3 1

%2 =53y, 5 4 10 6h j,@6(7) (1.95)

est un opérateur d’approximation de la dérivée premiére & l'ordre 6 (J = 3), avec

a0 = o B

%(X?) — XN=3), (1.96)

e Si u e C%N) alors opérateur :

8Ty — 71 479 —1T_9 8 73 —7T_3 1 74—74 1

- = 1.
5 on 5 4 T3 oon 3 s a2l (1.97)

58,:1: =

est un opérateur d’approximation de la dérivée premiére a l'ordre 8 (J = 4), avec

Qs(X) = S(X = XN = L(X? - XN ) 4

= 1 (X3 - XN-3) - L (Xt =XM%, (1.98)

105 180

5 , . 2 5 , N . A ,
L’opérateur 097, agit sur [ hpér- On s’intéresse a présent aux propriétés spectrales de cet opérateur.

Proposition 1.8. Les valeurs propres de 627, sont

%sz(wk) (1.99)

ot WF est la k—ieme racine de l'unité, avec —N/2 41 < k < N/2. L’espace propre associé¢ & chaque

1
valeur propre EQQJ(CUIC) est Vect(uF).
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1.1. Opérateurs aux différences en dimension 1

Démonstration. Ce résultat se déduit immédiatement de la proposition avec le polynome Q2.5(X).

Proposition 1.9. Soit kK € N fizé, on a

2ZN7Tk — Q2 <€XP (2gk>) = O(h*"*1)

avec h = L/N. De plus, si on pose 8 = 2kn/N alors

J
— iQa (exp(if)) = sin 6y 2217, (cosb) € R,
p=1 b

ot Uy, est un polynome de Tchebychev de seconde espéce. De plus

Q2 (exp(i0)) = Qay (exp(im)) = 0.

Démonstration. D’une part, d’aprés le théoréme|[1.1{on a
(8xuk)* — (52J,x(uk)* = O(hQ‘]).

D’autre part, on rappelle que la fonction u* et la fonction de grille u* sont liées par

Donc on a
(0" ~ 820 ()” = 2T () — 2 Qap (W) ()
_ % <2@7;hk: B QQJ(wk)> (ub*
A=)

La fonction u* est bornée, donc

2k 2imk
T Qu <exp( u )) — o),

De plus par construction on a

exp(ipd) — exp(i(N — p)0)

I
M~

Q2 (exp(if)) ap 5 par périodicité des opérateurs.
p=1 P
. expl(ipt) — exp(—iph)
- Z Gp 9
p=1 b
T sin(pf)
- )
p

]
Il
_

J
= isinez @Up(cos ) € iR
p=1 P

O

(1.100)

(1.101)

(1.102)

(1.103)

(1.104)

(1.105)

15



Chapitre 1. Schémas aux différences

ou U, désigne un polynome de Tchebychev de seconde espece. Enfin, on a

(ip0) — exp(i(N — p)0)
2p

J
Qa (exp(i0) = > a, >

p=1

ainsi que
' a
Q2 (exp(im)) = isinm Z —LU,(cos )
p
p=1
T
=i0» LU, (-1)
p=1 p
=0,
ce qui conclut la démonstration. O
La fonction
0 € R— —iQ2s(exp(if)) € R (1.106)

est 2 —périodique et impaire. De plus, en tenant compte de la proposition[I.9/on compare 6 + 0 et 6 —
—iQ2s(exp(if)) sur l'intervalle [0, 71]. On représente quelques exemples de ces fonctions pour différentes
valeurs de 2J sur la Figure [1.2] On constate que plus ordre 2J est élevé, mieux —iQa(exp(if))
approche 6 pour 6 proche de 0. De plus, les courbes coincident en 6 = 0.

35
expl. 2
expl. 4
3r expl. 6
expl. 8
théorique
25 -
w 2r
£
g
< 15 ¢
1k
0.5
0

0 /4 w2 37 /4 ™

FIGURE 1.2 — Représentation de —iQ2y (exp(i6)) en fonction de € pour les schémas d’approximation
explicites 0,27 d’ordres 2J =2, 4, 6 et 8.

On s’intéresse & présent & la version matricielle de 'opérateur d25,. On définit Doy € My (R) la
matrice associée a 'opérateur da7, :

1
Doy = 5Q2(T). (1.107)
Pour toute fonction de grille u € li%,pér’ la relation suivante est vérifiée
vec(b27,u) = Doy - vec(u). (1.108)
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1.1.

Opérateurs auz différences en dimension 1

e Exemple 1 : A l'ordre 2J = 2, le schéma

Dy = —

e Exemple 2 : A Pordre 2J = 4, le schéma

T 0 4/3 —1/6
—4/3 0 4/3
1/6 —4/3 0
Dy % 1/6 —.%/3
(0)
~1/6
| 4/3  —1/6

centré d’ordre 2 : 02, est associée & la matrice

1 ~1
0 1 (0)
-1 0 1
o (1.109)
(0) -1 0 1
-1 0|

centré d’ordre 4 : 04, est associée & la matrice

1/6  —4/3]
~1/6 1/6
4/3 —1/6 (0)
(_) %{3 __1_/6 _ (1.110)
1/6 —4/3 0 4/3 —1/6
16 —4/3 0 4/3
1/6 —4/3 0 |

Les propriétés spectrales de Dy se déduisent de celles de d27, vues dans la proposition .

Proposition 1.10. Les valeurs propres de Doy

sont les valeurs

1
EQQJ(W’“) avec —N/2+1<k < N/2, (1.111)
Uespace propre associé est Vect(UF) avec UF = vec(uF).
De plus, on note la propriété de symétrie de Doy :
Proposition 1.11. La matrice Doy est antisymétrique.
Démonstration. Montrons que DQTJ =—Doyy:
T 1 T
D;; = EQN(T)
5 T
1 a;
_ - 23 (qmp _ pN—p
= (Z 2p(T TN=P)
p=1
1 - a
= 5 20 @) ()T
p=1
1< a
- - p(pN—p _ p
T h Z p(T T7)
p=1
1 J a
-} Y-
h e 2p
= —Dayy
d’ou le résultat. O
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Chapitre 1. Schémas aux différences

1.1.5 Opérateurs Hermitiens périodiques 1D

Dans ce travail, nous n’utilisons pas de schémas de la forme (1.50). Les schémas hermitiens [60]
donnent de meilleurs résultats en ce qui concerne ’analyse fréquentielle. Ils sont couramment utilisés
sur la résolution d’équations hyperboliques [17] et permettent de bons résultats pour la capture des
chocs [50]. De bons résultats ont aussi été donnés pour I'approximation de la dérivée seconde [, 52]
ou en mécanique des fluides [8, [@]. Dans ce travail, nous ne considérons que les schémas & 3 points
implicites pour lesquels nous souhaitons optimiser 'ordre de convergence. D’autres travaux visent &
minimiser d’autres formes d’erreurs [53, [54]. Nous définissons 'opérateur o, par :

(oxu)j = (1 — 2B)uj + B (Uj+1 +uj,1) avec 0 <53 < N —1. (1.112)
On considére 'opérateur 0, de la forme (1.50]), c’est a dire

5 S, T 1.11
x—};(lpzph ( 3)

Théoréme 1.2. Soit f: Q — R alors lidentité discréte
Spu = f* (1.114)

est consistante a 'ordre 2J + 2 avec

Opu=f (1.115)

(avec Ry, = 0, et Ly, = 6,) si et seulement si les coefficients (ap)1<p<g et B sont solutions du systéme

J
S = 1
p=1
i (1.116)
- 2 =1,2,...J.
;ap%z—i— B pour n

Si u est une fonction de C>'*3, alors pour tout 0 < j < N —1, on a

J
N N 1 ( 28
(Bat); = (al0))y = W72 | gy | D ™ 202 Pu(0) —<M8§2J+3>u<pp>)
p:

(1.117)
avec pp, Oy €|Tj_p, Tj1p|.

Démonstration. Soit u : x € Q + u(x) € R une fonction de classe C2/T3(Q) et u* la fonction de grille
correspondante. On considére les développements de Taylor :

(ph)k (ph>2‘]+3 (2J+3)

u(zj +ph) = u(xj)+ phdyu(z;) + -+ o 3§k)u(xj)+...+m ( u(€)
o)k PRI+,
oy ) = ues) — phOeute) 4o o) 4 (G
(1.118)

avec £ €]z, x; + phl et n €]z; — ph, x;[. En combinant ces deux égalités, on a

Tpllj — T—pli; (ph)F1(1 = (=1)")

oph - Oeulws) et 2kl

ph)2J+2
8g(ck)u($j)+' . '+2((2J>+3)! <82(:2‘]+3)U(§) + 83(02‘“'3)“(77)) .
(1.119)
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1.1. Opérateurs aux différences en dimension 1

D’autre part, on a

(1—-28)0uj + B (Tlaxu;f + T_lf)xu;) =

WALk p27+2
O+ D B (1 (1)) 0 Duteg) + B oy (087 ulen) + 087V uly)) - (1120)
avec g, €]xj, xj + phl et op €]xj—p, xj].
On remarque directement que et zJ: ap coincident pour les puissances de h impaires.
p=0

Pour les autres valeurs, 'égalité est vrai si les coefficients (ap)i1<p<s et B sont solutions de (1.116]).
L’erreur de troncature prend directement la forme

(6,u%); — (0p0pu*); =

J 2J+2
p B
B2 +2 X‘T%W (83(52J+3)u(£p) i 83(52J+3)u(77p)> -~ T (83(52J+3)u(9p) + RI+) (Jp)>
p:
(1.121)
On conclut en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires. O

Dans cette section, nous supposons que le systéme (|1.116])) admet une solution. Ce sera le cas pour
tous les exemples considérés.

Proposition 1.12. Les valeurs propres de o, sont

R(W*) avec R(X) = (1-28)+ B(X + XV 1) e Ry_1[X] et — N/2+ 1<k < N/2. (1.122)
L'espace propre associé est Vect(u¥).
Démonstration. 1l s’agit d’'une conséquence de la proposition appliqué au polyndéme R. O

Dans la suite, nous aurons besoin d’inverser 'opérateur o,.. La propriété suivante permet de s’agsurer
de son inversibilité.

Corollaire 1.3. L’opérateur o, est inversible si
1
18] < 5 (1.123)

Définition 1.5. On suppose que (3 et (ap)1<p<s sont solutions de (1.116|) et que |5| < 1/2, on définit
Dopérateur hermitien d’approrimation de la dérivée premaiére 5§]+27x par

05y 100 = 05" 0 0p (1.124)

xT

Théoréme 1.3. [l existe C' > 0 indépendant de h tel que pour tout u : x € Q — u(x) € R fonction de
classe C27+3) op q
1(0e)* = 655420 (uF)lloo < CR*TF2([ 07|, (1.125)

Démonstration. Par calcul immédiat, on a :

1(0zu)* = 03] 45 5 ()l lozt o (ozu”™ — 5u*) |l
o Hloollowt™ — 2% oo (1.126)

C'h2j+2||8§;2j+3)u”oo

INIA

en utilisant o, inversible et ’équation ((1.117]). 0
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Chapitre 1. Schémas aux différences

Quelques exemples de schémas hermitiens sont donnés.
Exemples : Soit u:x € Q — u(x) € R périodique alors

e Siu € () alors
4 1
oy ==Id+ = (11 +7-1)
6 6 (1.127)
5 — T — T-1
v 2h

et 5fx = 0, ! 04, définit un opérateur d’approximation de la dérivée premiére & 1'ordre 4. En

particulier, comme ||o; || < 3, on montre & partir de la proposition que :

h4
1(82u)* = 8375 (u")loo < BH@Q‘”UII@- (1.128)
e SiueC’(Q) alors
9 1
Oy = Bld + = (11 +7-1)
(1.129)
5 _ETl—T_l iTQ—T_Q
15 2h 15 4h

et 6 =010 04,5 définit un opérateur d’approximation de la dérivée premieére & I'ordre 6,

e SiueC%Q) alors
4 3
oy ==ld+ — (11 +7-1)
v (1.130)
S _%’7’1—711 iTQ—sz_iTg—ng )
Y28 2h 35 4h 140  6h
et (5£x = 0, ! 0, définit un opérateur d’approximation de la dérivée premiére & I’ordre 8.
Les opérateurs o, et d, s’expriment en fonction de 7 donc ils commutent, tout comme o, ! et &, :
040 =07"00s =0,00,". (1.131)
Notons la fraction rationnelle Q% , € R(X) telle que
T a
> v
H Q2 (X) p=1 P
X) = = . 1.132
Qo) =Ry T A28 A A X (1452
Exemples :
e QM (X) est donneé par
X — XNfl
fX) =13 : (1.133)
— (X + XN-1
e QU (X) est donné par
14 1
7(X _ XNfl) 4 7(X2 _ XN72)
Fx) =By — , (1.134)
— 4+ (X + XN
15 + 5( + )
e QU (X) est donné par
25 _ 4 _ 1 _
. %(X—XN 1)+E(X2_ NQ)_m(XS N3)
Qs (X) = 13 — (1.135)
-+ — (X + XN-
7 * 14( + )
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1.1. Opérateurs aux différences en dimension 1

. . H 9 . H .
La fraction rationnelle Q)3 5 permet d’exprimer 52J+27I en fonction de 7

1
0420 = 3 Qarsa(r). (1.136)

L’opérateur 52 T2, agit sur les fonctions de {2 hopér- Les propriétés spectrales de 55,7 , S’expriment a l'aide
de la fraction rationnelle Q2 T2

Proposition 1.13. Les valeurs propres de 52}{]+2 . sont
1 H k
EQZ}-‘,—Z(W ) (1.137)

1
ot, —N/2+ 1<k < N/2. L'’espace propre associé a EQ%{]H(L‘)’“) est donné par Vect(u¥).

Proposition 1.14. Si les coefficient (ap)1<p<s €t [ sont solutions du systéme (1.116), alors pour
k€N fizé et h=L/N on a

2imk 2imk
N Qe (exp < N )) = O, (1.138)

De plus, en posant 0 = 2km /N, on a

J
sm a
0 LU,(cos ) 1.139
1Q2J+2(6xp(l )) 1 ‘1‘25 cos pz:; » p CcosS ( )

ot (Up)i<p<y désigne des polynomes de Tchebychev de seconde espéce.

Démonstration. D’une part, d’aprés le théoréme on a
02 (0uF)* — 0, (uF)* = O(R?H2), (1.140)
donc en inversant 'opérateur o,, on a
(Oudb) = 88 o (uF)" = O(R2TH), (1.141)

D’autres part, on rappelle que la fonction u* et la fonction de grille u* sont liées par

u® = Vhu*, (1.142)
donc on a directement
(et = 6800 (0)” = 2T ) — Q) () b)?
% <2z7rhk QI ol )
(et ()
La fonction u* est bornée, donc
B, (o (252)) 00 i

21



Chapitre 1. Schémas aux différences

De plus par construction on a

0) — N —p)6
Q27 (exp(i6)) Z pexp(zp ) — exp(i( P) )par périodicité des opérateurs.

p=1 2p

J exp(ipf) — exp(—iph)
= Z ap

p=1 2p
J isin(ph)
By L
p=1 p
D’ou
sin(6 ' q
H - _ /4 -
Q5 (exp(i6)) = 1 T 2(cos(0 Z ?Up (cosf) € iR (1.144)

p=1

ou U, désigne un polynome de Tchebychev de seconde espéce. De plus, on a sin(0) = sin(7) = 0, donc

Q4 (exp(i0)) = QE (exp(im)) = 0, (1.145)

ce qui conclut la proposition. O

Par 27-périodicité et imparité de § € R — —ng]H (¢'9), et d’aprés la proposition , on souhaite
comparer § € R +— —ngHQ(ew) et 6 € R — 0. Quelques exemples, pour les valeurs de 2J+2 =4, 6 et
8, sont tracés dans la Figure On compare ces fonctions avec celles obtenues pour les schémas 2.7,
aux ordre 2, 4, 6 et 8. On constate que les schémas hermitiens (55{] 42, Teprésentent mieux 0 que les
schémas 027 ,. La représentation spectrale de la dérivée est meilleure en utilisant le schéma (55{] 42, Que
le schéma 027,. De plus, plus I'ordre du schéma est élevé, mieux la fonction 6 € R — 6 est approchée.

3.5
= - =paypl 2
= - maxpl. 4
3 expl. 6
= = =oypl. B
-comp. 4
2.5 comp. 6
comp. 8
— théorigue
2
Mnmf" WW“""Q
1.5 AT \?\
e - - - - ™
- E \\
- - \
- ~ ¥y
1 i "
- 2 ~ \X\
- el TN
- ~ - ‘
0.5 S e,
o MY
W
o
0 .
0 /4 /2 3 /4 T

FiGURE 1.3 — Représentation de —z’Qg]Jrz (ew) en fonction de 6 pour les schémas d’approximation
hermitien (551 4o, dordres 2, 4, 6 et 8. Les courbes en pointillés représentent les fonctions —iQ2 (eie)
associées aux opérateurs d’approximations ds 7.

Considérons a présent la version matricielle de I'opérateur 55{”2 .- On pose P, € My (R) la matrice
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1.1. Opérateurs aux différences en dimension 1

associée a 'opérateur o,. Cette matrice s’exprime par

P, = R(T)
[1-28 B B
B 1-28 8 (0)
e My (R).
0 B 1-28 B
B B 1-2p

La relation suivante est immeédiate
vec(ozu) = Py - vec(u).

Les valeurs propres de P, sont connues et données par le corollaire [I.1]

Proposition 1.15. Les valeurs propres de P, sont

R(wk)

avec —N/2+1 < k < N/2. L’espace propre associé¢ i R(w*) est Vect(U) avec UF = vec(u¥).

(1.146)

(1.147)

(1.148)

(1.149)

La matrice P, est inversible si |3] < 1/2 et trivialement symétrique. De la méme maniére, on a

déja vu que
1
Dyy = EQZ}(T) € My (R)

donc
vec(dzu) = Doy - vec(u).

Le calcul de 55{] 4o, se fait par la résolution du systeme
P, - Vec(égjwwu) = Dyy - vec(u)

et on a
vec(da712.214) = Py Doy - vec(u).

Proposition 1.16. Les matrices Doy, P, et P(;1 commutent.

Démonstration. Les matrices Doy et P, s’expriment en fonction de T d’oll la propriété.

Proposition 1.17. La matrice P, 1 Doy est antisymétrique.

Démonstration. Par calcul immeédiat, on a :
(P, Do)t = DI, P77 = —Doy Pt = — Py ' Doy,

car Dy est antisymétrique et P, est symétrique (donc P, ' aussi).

(1.150)

(1.151)

(1.152)

(1.153)

(1.154)

O

Le calcul de 551 FDPRTEIC fait par résolution d’un systéme linéaire. Ce systéme peut étre résolu grace
a la formule de Shermann-Morisson-Woodbury couplé & un solveur tridiagonal comme l’algorithme de

Thomas ou grace & un solveur basé sur la transformée de Fourier rapide.

Proposition 1.18. (Formule de Shermann-Morisson- Woodbury) Soient A, B € My (R) deuz

matrices inversibles telles que
A=DB+ RST,

avec R et S deuz matrices de My ,, (R) avec n < N. Alors l'inverse de A peut s’écrire

A =B ' =B 'R(Id+S"B'R) "' §TB.

(1.155)

(1.156)
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Chapitre 1. Schémas aux différences

Démonstration. 1l suffit de vérifier que

(B+RST) (B~ = B'R(1d+S"B'R) ' STB!) = Id

Dans le cas ol n <€ N, A est une petite perturbation de la matrice B de la forme

A=DB+6B

(1.157)

(1.158)

avec rang(0B) "petit". Si on peut facilement calculer I'inverse de B la formule de Shermann-Morisson-

Woodbury (|1.156)) donne un algorithme efficace de résolution du systéme
AX =b.

Algorithme 1 : Algorithme de Shermann-Morisson-Woodbury
1: Calcul de V; = B~ b,
2: Calcul de V5 = STV,
3: Calcul de V3 = (Id + STB7'R)™1V4 (résolution d'un systéme de
petite taille),
4: Calcul de V4 = RV3,
5. Calcul de V5 = B~V
6: Calcul de X = Vi — V.

Proposition 1.19. Soit P, et ]-:’(, les matrices données par

[1-28 B B [1-268 B8
B 1-28 3  (0) g 1-28 B  (0)
PJ: ". .'. ". etpa': ". ". .'.
0 B 1-28 B 0 B 1-28
| B B 1-23] i B
Alors
P, = P, + RST
avec _ - _ -
10 01
0 : 0
R=p|: | etS=
o 0 0 :
[0 1] 1 0]

11 découle I’algorithme de calcul de Vec(5§]+27xu) = P; 1. Dy - vec(u) donné par

Algorithme 2 : Calcul Hermitien
1: Calcul de b = Dyyvec(u),
2: Caleul de Vi = P, 'b,
3: Calcul de V5 = STV,
4: Caleul de V3 = (Id + STP;'R)~'V, (résolution dun systeme de
taille 2 x 2),
Calcul de Vy = RVj3,
6: Calcul de Vs = P, 1V,
7. Calcul de Vec(5§]+27xu) =V —Vs.

(2]
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1.1. Opérateurs aux différences en dimension 1

L’utilisation de ’algorithme [2[ pour la résolution du systéme permet de se ramener & la
résolution de systémes tridiagonaux. La résolution de ces derniers se fait en utilisant I'algorithme de
Thomas [20] [72]. Le cotit global de I’algorithme de résolution est alors O(NN). On aurait aussi pu utiliser
un solveur rapide de type transformée de Fourier rapide [83]. Mais le cott en calcul d’un tel algorithme
est de 'ordre de O(N log(N)), ce qui est plus élevé.

1.1.6 Opérateurs de filtrage

Pour améliorer les propriétés de stabilité d’un schéma centré en espace, il est connu que 1'utilisation
d’un opérateur de type "filtrage", a chaque pas de temps, est bénéfique. Un opérateur de type filtrage
est un opérateur de la forme

J
TP +77P
Foja = Z%T- (1.163)
p=0
Pour u € l,apér fonction de grille périodique, on a
T + Uy
Foya(u); = Z%W avec 0 < j < N —1. (1.164)
p=0

Soit Sy € RN_l[X] défini par

J
XP 4 XN-»p
S2.(X) :Zapf» (1.165)

p=0

on a Fajg(u); = Sos(7)(u); pour tout 0 < j < N — 1.

L’opérateur Fa;, est un opérateur d’interpolation au sens de la définition . C’est & dire qu’il est
consistant avec l'identité. D’autre part, il joue le réle d'une dissipation numérique. Cette contrainte se
traduit par le fait que u¥/2, qui vérifie

N/2
u;

= (=1 pour 0 <j < N —1, (1.166)
est inclus dans le noyau de Foj, : fg]yx(uN/2) = 0. On note que 'on a alors
ker(Fayz) C ker(d274) et ker(Fay,) C ker(ég]@). (1.167)

En pratique, cela correspond & annuler le mode oscillant & la fréquence du maillage. A chaque itération
en temps, on souhaite supprimer ce mode en projetant la solution sur ’orthogonal du mode oscillant :

Vect(uV/2)+, (1.168)
De plus, un opérateur de filtrage doit laisser u” inchangé, c’est a dire
Foge(u) =0l (1.169)

Comme u? =1 pour 0 < j < N — 1, cette condition correspond & avoir

Fora®) =) a,=1. (1.170)

Nous nous concentrons sur les filtres maximisant 'ordre de précision [73]. D’autres filtres visent a
minimiser la perturbation [I2]. Dans ce cadre, nous définissons l'opérateur de filtrage par

Définition 1.6. L’opérateur Fa;, est appelé filtre centré s’il s’agit d’un opérateur aux différences finies

de la forme (L.163)) et si les coefficients (ap)1<p<g vérifient :

25



Chapitre 1. Schémas aux différences

o Consistance du filtrage :

o Suppression du mode u™N/? :

e Précision de l'opérateur
J

p=0

FIGURE 1.4 — Représentation graphique du monde u?. 12 el

Z app®

J
» ap=1, (1.171)
p=0
J
D ap(-1)P =0, (1.172)
p=0
F=0pour1<k<.J-1. (1.173)

2
h,pér-

Proposition 1.20. Siles J coefficients (ap)i1<p<g vérifient (L.171), (1.172) et (1.173), c’est a dire

J
>
p=0

J

Z ap(—1)P

p=0

J

2%
Z app
p=0

(1.174)

= Oavecl <k<J-—-1,

alors Uopérateur de filtrage Fy 25 est consistant avec lidentité.
Soit u une fonction réguliere et u* la fonction de grille associée. Lerreur de troncature de l'opérateur

de filtrage F, 25 est donnée par

Fros(u)j —uj =

J

avec oy €|Tj_p, Titpl.

h?’ . 2J 5(2J
Zapp o5 )U(O‘p)

p=1

ouil (1.175)

Démonstration. u est une fonction réguliére, donc d’aprés la formule de Taylor-Lagrange il existe

€ €]z, x + h tel que

2J-1

u(x +h) =
k=0

hk
K

1

O u(x) + )]

ARNu(¢). (1.176)

D’aprés cette formule et le théoréme des valeurs intermédiaires, on a

Tplj + Tpllj

u(z; + ph) — u(z; — ph)

5 =
2J-1

26

hE 4 (=1)* )

2
hQJ

73(21)“(%)

u(z;) + Nk

2k! v



1.1. Opérateurs aux différences en dimension 1

avec oy, €|xj —ph, x;+ ph[. Alors en multipliant cette relation par a, et en sommant sur p, on obtient :

J 2J-1 J 97
TpYj + Tfpuj (—ph)* (k) (ph) (2J)
Z ap Z p 2]{3' a:s U(CE]) + Za’p (2J)' asc U(Oép)
2J-1 J J
hk (ph)QJ
= 5 | 20"+ ()Y | 8u(@) + 3 g0 uley)
k=0 p=0 p=0
J 2J-1 hk J h2J J
- Z ap | u(z;) + Z 2(k!) Z(pk + (_p)k) 83(3k)u(:zj) + (2J)! Z apngaa(tw)“(O‘p)
p=0 k=1 "\ \p=0 p=0
———
=1 =0 si k£ impair.
L h2 d 2k h* 2J 5(2J
u(z; +Zk' Zapp +( Zapp 8 ) u(ayp)
p=0
—_——
=0 d’apreés
h*/ ! 2J 5(2J
"\ =
On retrouve ainsi ’erreur de consistance souhaitée et le résultat est prouvé. O

Corollaire 1.4. Si les coefficients (ap)1<p<g sont solution de (1.174) alors il existe C > 0 indépendant
de h tel que pour toute fonction u réguliére on a

[ = Fr2g (1) oo < CR* (08 1) oo (1.177)
L’existence et I'unicité des opérateurs de filtrage F, 27 est donnée par la proposition suivante :
Proposition 1.21. Le systéeme admet une unique solution.
Démonstration. Le systéme s’écrit en matriciel :

1 1 1 1 1 ao 1
1 -1 1 -1 - (=D | |a 0
0 1 22 32 J? as 0

0 1 24 SR & az| = |0 (1.178)
0 1 26 36 Jb a4 0
_0 1 (22)J—1 (32)]—1 . (JQ)J—l_ Lay] _O_
—— =~
—A =a =b

En remplacant la deuxiéme ligne par une combinaison de la premiére et de la deuxiéme ligne : Ly «
L1 — Lo, on obtient :

11 1 1 1 agp 1
0 2 1— (-7 | 1
0 1 22 32 J? as 0
0 1 24 34 J* az| = |0 (1.179)
0 1 26 36 J6 a4 0
_0 1 (22)‘]71 (32).] 1 (J2)J71_ _aj_ _0_
N——
—A =a s
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Chapitre 1. Schémas aux différences

Pour montrer que le systéme (1.174)), on montre que la matrice A € M;(R) est inversible. En effet :

11 1 1 1
0 2 0 2 1= (=1
0 1 22 32 J?
det(A)=10 1 2 3* J4

01 2 3¢ JO
0 1 (QZ)J—I (32)J—1 (JQ)J—I
2 0 2 1—(-1)7
1 22 32 J?
1 24 34 J4

=11 26 36 J6
1 (22>J—1 (32)J—1 (JQ)J—l
L5

=2 Z A2p+1.
p=0

On va montrer que pour tout 1 <p < J, A, > 0. Ainsi, det(A) est la somme de nombres strictement

positifs, donc det(A) > 0. A, est donné par

1 22 32 (p—1)2 (p+1)2 e J?
R L G L (e L (e S T &
L@ @ (o D) (a1 (2
1 12 12 12 12 12
_(‘“>21 2 # . (- ()R e P
p) i S : s SR
1 (22772 (33772 - (-1 (p+1)D)/2 - (7))

J 2
= (p) VDM(17227327 U (p - 1)27 (p+ 1)27 e )J2)

ou VDM désigne un déterminant de Vandermonde [32] déterminé par

VDM(a, -+ yom) =[] (o — i) (1.180)
1<i<j<n
Dans notre cadre, on a
JN°
Ap = () VDM(al,QQ,"‘aJ_l) (1181)
p
avec a; donné par
o J sij<p
%= { G+1? sijzp. (1.182)

Ainsi, si j > ¢, on observe que a; — a; > 0, donc

JN\?
A, = (p) VDM(1,2%,32 - (p— 1), (p+ 1)%,---, J?)

= (J'>2 II (-a)>o

b Lo
1<i<j<J—1 >0
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1.1. Opérateurs aux différences en dimension 1

det(A) est une somme de termes strictement positifs donc det(A) > 0 et en particulier, det(A) # 0 et
le systéme admet une unique solution. O

Exemples : on donne les filtres pour J =1, 2, 3, 4 ou 5.

e Soit u € C%(Q) alors

1 17 +71
=-Id+-——— 1.183
‘F2733 D) + 2 2 ( )
définit un opérateur de filtrage a 'ordre 2,
e soit u € C4(9) alors

10 8 11+ 71 2 o479
e 5 S S 1.184
Faa = gldt 5573 16 2 (1.184)

définit un opérateur de filtrage a 'ordre 4,
e soit u € C%() alors

44 07m+71 12m+79 2 T3+7T_3

= —1Id 1.185
Foo = ld 517 64 2 64 2 (1.185)
définit un opérateur de filtrage a ’ordre 6,
e soit u € C8(f) alors
1 112 _ _ 1 _ 2 _
fg,z 86Id 77’14-7' 1 ETQ‘FT 2 £T3+T 3 77’44-7'4 (1.186)

= 256 256 2 256 2 2% 2 256 2

définit un opérateur de filtrage a 'ordre 8§,
e soit u € C19(Q) alors

772 420 7 + 71 240 0 + 79 90 73+ 7_3 20 T4+ 74 2 T54T_5

Floe = 1024Id+ 1024 2 1024 2 1024 2 1024 2 1024 2
(1.187)
définit un opérateur de filtrage & ’ordre 10.
La Table résume les valeurs de a, associées a Fa;, pour un ordre de précision 2J fixé.
Ordre de précision : 2J H ap al as as a4 as
2 1/2 1/2
4 10/16 8/16 —2/16
6 44/64 30/64 —12/64 2/64
8 186/256  112/256 —56/256 16/256 —2/256
10 772/1024 420/1024 —240/1024 90/1024 —20/1024 2/1024

TABLE 1.1 — Exemples de filtres de la forme ((1.163)) et leurs ordres de précision.

Les valeurs propres et fonctions propres de JF. 2 sont issues de la proposition appliquée au
polynéme Sy € R;[X] défini par (1.165)).

Proposition 1.22. Les valeurs propres de Foj, sont
Soy(wh) (1.188)
ot —N/2+1 < k < N/2. L’espace propre associé a Saj(w) est donné par Vect(uF).
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Chapitre 1. Schémas aux différences

J
Théoréme 1.4. Soit 5:0 € [0,7] — B(0) = Zap cos(pd) le symbole de Uopérateur de filtrage Fo .,
p=0
alors

e il existe un unique polynome P € R;(X) tel que

B(0) = P(cos(0)), (1.189)

ce polynéme est déterminé par

1
P(X) = 1—?(1—)()1. (1.190)
e Pour tout § € [0, 7], on a
0<pB(0) <1 (1.191)
Démonstration. e Les polynomes de Tchebytchev de premiére espéce, notés T, , sont définis par la
relation

Ty, (cos()) = cos(ph). (1.192)

On a T, € R,[X] et les polynomes T, forment une suite de polynomes de degrés croissants. Ils
forment une base de R,[X] et on a

J
B(0) = aycos(pd)
p=0

J
= Z apT)y(cos(8)).
p=0

J
Ainsi il existe un polynéme P = Z apT}, de degré J tel que
p=0

() = P(cos(6)). (1.193)

Comme les polynomes (7))o<p<s forment une base de R;[X], ce polynéme est unique.

Les fonctions 6 +— cos(nf) forment une famille libre pour 0 < n < J. On pose E; V'espace
engendré par ces fonctions, dim(Ey) = J. Alors § € Ej et si on pose Q(X) =1 — 2%(1 - X)’,
la fonction 6 — Q(cos(f)) est une fonction de E ;. Montrons que ces fonctions coincident. Soit la
fonction de F; donnée par

f(0) = B(0) — Q(cos(0)). (1.194)

Alors pour commencer, le résultat suivant est vérifié :
£ (0) = 0 pour tout 0 <n < J —1. (1.195)

En effet, pour n =0, on a
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1.1. Opérateurs aux différences en dimension 1

Pour traiter le cas 1 <n < 2J, nous utilisons la formule de Faa Di Bruno [19], ainsi

2n
(Q o cos)®™ (9) = Z P®)(cos(6)) Bap i (— sin 6, — cos 0, sin 6, cos b, ...), (1.196)
k=0

ol By, 1, désignent les polynomes de Bell [19]. En particulier pour § =0

2n

(Q o c0s)®™ (0) =3~ QW (1) By (0, -1,0,1,0,-1,..). (1.197)
k=0

et la dérivée k—iéme de @) est donnée par
-k

57 (J_n)!(l—X)J_" pour tout k > 1. (1.198)

QW(X) = -

Donc Q¥ (1) =0 et (Qo Cos)(”) (0) = 0. De 14, il vient directement
1(0) = 5(0) = (Q o cos)™ (0)

J
p=1

=0pourl <n<J-1,

donc en particulier

£ 0) = 0. (1.199)
De plus,

Comme f € Ey, il existe (fp)o<p<s tels que
J
£O) =" f,cos(ph). (1.200)
p=0

De plus, f¥)(0) = 0 pour tout k et f(w) = 0, alors les coefficients (fp)o<p<. sont solutions de

J
Z fo =0
p=0

J
Do H(=1P =0 (1.201)
p=0

J
prp% = Opour1<k<J—1.
p=0

\

On a déja vu que ce systéme est inversible donc pour tout 0 < p < J, f, =0 et f(§) = 0 pour
tout 0. Ainsi

B(0) = Q(cos ). (1.202)
On a bien )
P(X)=QX)=1-;(1- X)7. (1.203)
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e On a vu que
B(0) = P(cos(8)). (1.204)
J
Or par dérivation P'(X) = 2—J(l — X)7~! qui ne change pas de signe pour X € [~1,1], donc P
est monotone sur [—1,1].

De plus, cos(f) € [—1,1] pour 6 € [0, 7], donc 5(6) C [(P(—1),P(1))] = [0,1]. De la, on déduit
que pour tout 0 € [0, 7], on a
0<B(0) <1 (1.205)

O

Remarque 1.2. On a vu dans la proposition que les valeurs propres de Fa;, sont de la forme

Sas(wh) = Say (eXp (231,#{;))

27k
=0 (;) d’apres la formule d’Euler,
€ [0,1] d’apres le théoréme

avec —N/2+1 <k < N/2. On en déduit que lopérateur de filtrage Faj, est bien dissipatif.

La fonction 6 — [(0) permet de considérer le comportement du filtre sur les différents fonctions
propres. Par parité et 2r—périodicité de 3, on peut observer la fonction [ sur [0, 7]. On représente
cette fonction dans la Figure pour les filtres d’ordres 2J = 10,8, ..., 2. Les fréquences proches de 0
sont peu affectées par Fo, alors que celles proches de 7 sont de plus en plus atténuées & mesure que
I’on s’approche de 7 jusqu’a étre supprimées. L’importance de ce filtrage sera vue au chapitre 2] dans
I’analyse numeérique.

expl. 2
e X, 4
\\\ expl. 6
expl. 8
s 23], 10
theorique|

0.9r

0.8}

0.7

0.6}

051

0.4r

0.3}

0.2}

01r

FIGURE 1.5 — Fonction d’amplification § — £(0) pour les filtres explicites d’ordre 2, 4, 6, 8 et 10.

Pour plus de clarté, dans la Table [I.2] on représente la fréquence g g5 telle que

B0) >0.95 si 0<6 <05
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1.2. Opérateurs aux différences en dimension 2

Ordre du filtre : 2J H 0o.95(J) ‘

10 1.6695
8 1.5165
6 1.3045
4 0.9851
2 0.4510

TABLE 1.2 — Valeur de 6y.95(J) pour quelques valeurs de J.

Comme la fonction 6 — [3(6) est strictement décroissante et continue sur [0, 7], ¢’est une bijection
de [0, 7] dans [0,1] et on a
00.95(J) = arccos |1 — 2(0.05)"7] . (1.207)

La fonction J +— 6yg5(J) est strictement croissante donc lorsque J croit, 0yg5(J) croit et les
fonctions sont moins affectées par le filtre Fo,. De plus, on a la limite

li = . 1.2
J_lglooeo.%(c]) 7T (1.208)

Cependant, il faut noter que plus J augmente, plus les fonctions manipulées sont supposées réguliéres
et ce qui précéde n’est vrai que pour des fonctions trés réguliéres.

Remarque 1.3. Le filtre Fa5, est linéaire et agit sur les composantes des fonctions de grilles. Il existe
My € My (R) la matrice associée au filtrage des données en dimension 1 telle que

vec(Fagu) = Moy - vec(u). (1.209)

La matrice Moy est donnée par

My = S2;(T), (1.210)

de plus, cette matrice est symétrique.

1.2 Opérateurs aux différences en dimension 2

Comme nous le verrons dans le chapitre [3] la Cubed-Sphere est divisée en panels assimilables a
des carrés en dimension 2. Pour cette raison, il est utile de considérer les opérateurs aux différences
en dimension 2. Tous les opérateurs introduits dans la section précédente en dimension 1 peuvent étre
étendus a un carré périodique.

1.2.1 Notations

En dimension 2, les notations sont analogues & celles utilisées en dimension 1. Si a et b sont des
réels positifs, nous notons Q = [a,b]?. Chaque coté du carré est de longueur L = b — a. Soient u et v
dans L?(2,C). Le produit scalaire est

(u,v):/gu(x,y)v(x,y)dxdy. (1.211)

La norme associée est :
lullz2(0) = \/m (1.212)

On note également

co(q) = ). 1.213
[ull oo (@) (gﬁgﬂluw y)| (1.213)

Ces deux normes sont notées ||ul|z2 et ||ul|foe.
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Dans le domaine €2, la grille est constituée des points (x4, y;)o<ij<n 0t N > 1 avec a = o < 21 <
o<azy=beta=yy <y <...<yy =b. Le pas d’espace h est fixe et donné par h = % Les points
de grilles sont (z;,y;) avec

{ x; = a-+ih

yi = a+ih avec 0 <1i,7 < N. (1.214)
;=

Les points (x;,y;j)o<i j<n sont de deux types (voir Fig. :

e Les points de bords (x;,y;) avec

i€{0,N} ouje{0,N}, (1.215)
e les points intérieurs (x;,y;) avec
1<i,j<N—1. (1.216)
YN-1
YN—2
Y2
Y1
Yo=a o o
To=a r1 T3 T IN-2 IN-1 gnx=0D

FIGURE 1.6 — Grille en dimension 2. Les symboles o désignent les points de bords, les symboles o
désignent les points intérieurs de la grille.

Une fonction u : (z,y) € R — u(x,y) € C est L—périodique dans les directions x et y si

u(z,y + L) u(z,y)
u(z+Ly) = u(z,y)

pour tous (z,y) € R2. (1.217)

Les notions de fonctions de grilles sont analogues & celles vues en dimension 1 :

1. Une fonction de grille est une fonction définie aux points de la grille (z;,y;)o<i j<n. Nous notons
ces fonctions en fonte gothique comme u ou v. On note :

U; 5 = u(wi,yj) et u= (um)ogi’jSN . (1_218)
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On note L,Ql I’espace des fonctions de grilles. Cet espace est équipé d’un produit scalaire et de la
norme associée :

N
(u,0), = h? Z u(xi, y;)o(zi, y5) et [ulp =/ (u,u)p. (1.219)
i,j=0

De plus, pour u fonction de grille, on note

[u]oo = OSI?%(N | 1. (1.220)

2. Soit u: (x,y) € Q — u(z,y) € R, nous définissons la fonction de grille associée, notée u*, comme
la restriction de u & la grille :

uj ; = u(x;,y;) pour tous 0 < 4,5 < N. (1.221)

ij

3. Cas périodique : u est périodique si u;p = u; §y et upg; = uy ; pour tous 0 < 4,5 < N. On note
L? . Tespace des fonctions de grilles périodiques. Cet espace est doté du produit scalaire et de

h,pér
la norme
N-1
(s 0)nper = B ) i B et [ulnper = 1/ (1 1), por- (1.222)
i,j=0

Pour u périodique selon z et y, on a u;( = u; y ety ; = u"j\,’j pour tous 0 < 4,7 < N.

4. Une fonction de grille u € L%est associée au vecteur U € RVTD? dont les composantes sont les
valeurs de u dans 'ordre anti-lexicographique :

Up,0
Uuio

un0
Up,1

U=y, |- (1.223)

un.1

| UN, N

On note ces vecteurs par des lettres capitales.

1.2.2 Opérateurs aux différences en géométrie cartésienne

2

hpér- Nous définissons les

On considére dans cette section les fonctions de grille périodiques u € L
opérateurs agissant sur les fonctions de grilles comme suit.

Définition 1.7. Les opérateurs 7, et 7y dans les directions x et y sont définis par

P = Wt
g Ly (1.224)
Tylij = Uij+l

avec u une fonction de grille et 1 < i,5 < N. Il s’agit d’opérateurs de translations dans les directions
x ety.
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Les opérateurs obtenus en dimension 1 sont définis en dimension 2 grace & ces deux opérateurs de
translation. Les opérateurs centrés permettant d’approcher les dérivées partielles d’ordre 1 sont donnés
par

1
52J,w = EQQJ(Tx)
1 (1.225)
52J,y = EQZ](Ty)'
De méme, on définit les opérateurs dans chaque direction par
ox = R(m)
1.226
{ oy = R(my) ( )

ot R est donné par R(X) = (1 —28) + B(X + XV~1). Chacun des opérateurs o, et o, est inversible
si |3| < 1/2. L’opérateur hermitien en dimension 1 : 6 est étendu en dimension 2 grace & la relation
suivante

oy, = o7lod
{ grae T a0 (1.227)

~1
Ogyioy = Oy 0027y

Théoréme 1.5. Il existe C, et Cy des constantes positives indépendantes de h telles que pour toute
fonction u:x € Q> u(z) €R de C°(Q) on a

2J+3
[0e0)* = 3 gt lloe < Ch® 2105 u (1.228)
2J+3 :
1@yw)* =6y ulloe < Cyh® 20 V.
Démonstration. Conséquence du théoréme [1.3| appliqué & chaque direction x et y. O

1.2.3 Ecriture matricielle des opérateurs aux différences en dimension 2

Dans cette section, nous précisons les notations vectorielles et matricielles utiles en dimension 2.
: N , , :
La base canonique de R", notée (el)ogig\,_1 est donnée par

1 sij=rt,
(ei) = 015 = { 0 sinon. (1.229)

d;; est le symbole de Kronecker.

Définition 1.8. Soit A une matrice m X n et B une matrice p X q, avec m,n,p,q € N*. Le produit de
Kronecker A ® B est la matrice mp X nq définie par

aaB -+ a1nB
AeB=| = . | (1.230)
anle s anvnB

Le produit de Kronecker posséde les propriétés suivantes [83] :
Proposition 1.23. Soient A, B, C et D des matrices complezes.

o Pour tout a € C, on a
a(A® B) = (a@Ad)® B=A® (aB), (1.231)

e s5i AC et BD sont bien définis alors

(A® B)(C ® D) = AC ® BD, (1.232)

e par transposilion, on a
(Ao B)T = AT @ BT. (1.233)
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o si A e M,(C) et B e My(C) sont inversibles, alors A® B est inversible et

(A B '=A"1e B (1.234)

o si AeM,(C) et Be My(C) alors

det(A ® B) = det(A)P det(B)". (1.235)

Proposition 1.24. Soit A € M, (C) et p € N*, alors les spectres des matrices (A ® I,) et (I, @ A)
sont connus et on a

o A® T, € M,y(C) et
Sp(A® L) = Sp(A), (1.236)

o [, ®AeM,,(C) et
Sp(l, @ A) = Sp(4), (1.237)

ou I, désigne la matrice identité de M, (C).
Démonstration. Soit A € Sp(A ®I,,) alors A est solution de
det(A® L, — Al,,) = 0 (1.238)
Donc d’aprés la proposition et comme I, ® I, =L,,,, on a

det((A®1I,) — Alpp) = det(A® I, — AL, ® 1)
= det(A — AlI,,)P det(I,)"
= det(A — \I,,)?

Ainsi, on a

AeSp(A®I,) & A e Sp(A).

De 14, il découle I’égalité souhaitée sur les ensembles :

Sp(A®1,) = Sp(A). (1.239)
La seconde égalité est obtenue de la méme maniére.
O
On note vecy 'opérateur suivant :
Définition 1.9. L’opérateur vecy est défini par
VECY - L% — cM (1.240)
b — V = vecy(v) ’
avec
N-1
veca(v) = D (e ® €;) vy ;. (1.241)
i,j=0

L’opérateur vecy applique une fonction de grille v € L}Qz,pér en un vecteur V. € CN? dont les
composantes sont déduites de v dans 'ordre antilexicographique. Autrement dit V' = vecy(v) est
donné par

V = [00,0,91,0,92,0,* "+, ON—1,0,00,1, 01,1, * s ON—1,1, ON—1,N—1]" - (1.242)

On note vec au lieu de vecs quand le contexte est clair.
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Proposition 1.25. Soit u une fonction de grille. Alors les opérateurs de dérivées centrés (1.225))
s’écrivent sous forme matricielle

vec(day.u) = (In ® Doy)vec(u)
R I A (1213
vec(oyu) = (Pr ® Iy)vec(u)

oty Doy est issu de (1.107)) et P, de ((1.147).

Démonstration. Par définition de veco, on a

J
vec(0a7 1) = Z (ej @ €;)0272Wi 5

4,7=0
= ¥ ZJ:(fE‘ ® 6')&@" j — Uip,j)
= J i 2ph 1+D,] =P
i,j=0p=1
J a N-1
= Z 27,, Z (¢ @ ei)uirp,j — (€5 @ ei)uipj
p=1 P 1,j=0
0 Nl
-3 2710 ej ® (eillitpj — €illi—p;)
— P 0
p [2¥}
J
_ ap D _ TP
=3 o (v e (17 - 7)) veew

Les autres égalités se montrent de la méme maniére. O

On déduit également vec(dyy, o ,u) et vec(dgy o ,u). On considére & présent les matrices associées

s sH H
0574941 €8 Ogy 9 U

Théoréme 1.6. Soit u une fonction de grille. Alors, si on pose

U = wvec(u)
Ur = wec(63], 5 1) (1.244)
U, = vec(éfjﬁwu)

les matrices associées a 52J+2’$u et 62J+27yu sont telles que

_ -1
{ Ur = (n@F; " Day)U (1.245)

U, = (P, 1Dy @ In)U.
Démonstration. 1’égalité suivante sont vérifiée
(Py @ IN)U, = (Day @ In)U. (1.246)
Donc on obtient

Uy = (Pr @ In) " (D2y @ IN)U
= (P, ' Doy @ Iy IN)U
= (P, 1Dy @ In)U.

La seconde égalité est obtenue de la méme maniére. O
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1.2. Opérateurs aux différences en dimension 2

Les matrices (Id ® P~ Dqp) et (P~'Dyp ® Id) sont antisymétriques.

Proposition 1.26. Les valeurs propres de 62742, et de 62742, sont

1 k

@ 4ol (1.247
pour —N/2+1 <k < N/2.
Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence de la proposition [L.24] O

1.2.4 Opérateur de filtrage

Dans cette partie, nous utilisons les notations de la section [I.2.T]en contexte périodique. Définissons
les opérateurs de filtrage bidimensionnel dans les directions z et y par

J —
e+ T
‘FQJ,JS = Zapi = SZJ(TJ:)y

2
p=0
I (1.248)
Fory = Y ap—r—5t— 2y = S2(1y),
p=0

ot Soy est donné par (1.165)). Les coefficients (ap)o<p<s vérifient le systéme (1.174)). Les opérateurs
Fojz et Foyy commutent :

Fojz o Fogy = FogyoFoyz. (1.249)

La proposition permet de vérifier la consistance des opérateurs de filtrages. Si u : (z,y) € Q —
u(z,y) € R est une fonction de C?/ alors :

Ch?? 108 | oo

1.250
Cyh2 185 ul| (1.250)

<
<

[w* = Foseu”|loo
[u* — Fayyu*|leo

ot Cy et Cy sont des constantes indépendantes de u et de h. En composant les opérateurs, I'opérateur
Fogz o Fayy désigne aussi un opérateur de filtrage au sens ou

[u* — (Fagz 0 Fagy)u*[loo = Ch? max (|02 u| wo, ||a§,2J>u||oo). (1.251)

ou C' est un réel indépendant de u et de h.
L’écriture matricielle de Popérateur de filtrage est donnée par la proposition suivante :

Proposition 1.27. Soit u € L? . une fonction de grille. Alors les opérateurs de filtrages vérifient

h,pér
vec(Fajzu) = (In @ Myy)vec(u) (1.252)
vec(Fagyu) = (May ® In)vec(u). :

Comme la matrice Moy est symétrique, il est immédiat que Iy ® My et Moy ® 1y sont symétriques.
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Chapitre 2

Analyse numérique des schémas compacts

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le cadre général de la procédure d’approximation utilisée &
partir du chapitre 3] On considére des équations aux dérivées partielles d’évolution de la forme

Jq
5 = 7@ (2.1)

dans le contexte périodique. Dans I’équation (2.1)), ¢ représente la fonction inconnue et ¢ — J(q)
représente un opérateur différentiel spatial. Les exemples considérés sont

1. L’équation de transport 1D :

ou ou
o + Cor = 0, avec c € R, (2.2)

2. I'équation de transport 2D :

ou ou ou
o + Cog + cya—y =0, avec ¢, ¢y € R, (2.3)

3. L’équation des ondes avec force de Coriolis :

on Oou  Ov B
6t+H<633+8y) = 0

BUQ

avec H, g et f dans R.

4. L’équation Shallow Water

@ 8hu+8hv _ 0
aat 5 Ox 5 oy N
U U u h
ot Tor Ty T, v =0 (2:5)

avec g et f des réels.
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Chapitre 2. Analyse numérique des schémas compacts

A chacune de ces équations on ajoute les conditions utiles au caractére bien posé des problémes.

La propriété générale de ces équations est I’hyperbolicité qui garantie I'existence d’un régime de
type ondes linéaires et ondes non-linéaires.

Dans ce chapitre, nous étudions les propriétés classiques du schéma utilisé : la consistance, la
stabilité, la convergence et la conservation. Bien que ces propriétés soient classiques, nous n’avons pas
trouvé ces résultats dans la littérature. L’approche envisagée est celle d’'une approximation centrée en
espace de opérateur J(gq). On note Ja(q) cette approximation spatiale. La situation typique est celle
de I’équation de transport 1D périodique dans laquelle on a

CC% = J(u) (2.6)
avec J(u) = —cOyu et ¢ € R. La donnée u(t,-)* est approchée par u(t) fonction de grille périodique
(voir chapitre (1)) et J est approché par Ja avec

Ja(u) = —céfxu. (2.7)
L’inconnue semi-discréte ¢ — u(t) est solution de
% — Jau). (2.8)

Dans ce qui suit, on s’occupe principalement de différents points d’analyse numeérique (consistance,
stabilité, convergence) dans différentes situations relatives aux équations précédentes. Bien que le
contexte de cette theése soit la géométrie sphérique, nous considérons ici le cadre plan et périodique.

2.2 Schémas de Runge-Kutta explicites

2.2.1 Le schéma de Runge-Kutta RK4

Pour résoudre une équation ordinaire de la forme

d
{ dii = JA(Q) (29>
qt=0) = qo,

ou t € RT, on utilise une méthode de Runge-Kutta a p € N* étapes [15], 27]. Les méthodes de Runge-
Kutta sont de la forme

p
KO = Ja|lq"+ AtZAZ-VjK(j) pour 1 <7 <p

, j=1 (2.10)
qn+1 — qn_*_Athj[((j)7

=1

on note le pas de temps At > 0, et ¢" est une approximation de g(nAt). Les coeflicients (A; ;)1<i j<p
et (bj)i1<j<p sont des réels donnés. Une méthode de Runge-Kutta est dite explicite si A; ; = 0 lorsque
§ >i. Cest le cas des méthodes considérées dans ce mémoire. L’état ¢™ étant connu, I'état ¢" ! s’écrit

en fonction de ¢”, et non de ¢”, ¢" 1, ¢" 2, etc., via une relation de la forme

¢ = Q") (2.11)

Le schéma de résolution temporelle de référence que nous considérons est le schéma de Runge-Kutta
d’ordre 4 (RK4). Le schéma de Runge-Kutta d’ordre 4 est le schéma de référence d’ordre 4 pour les
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2.2. Schémas de Runge-Kutta explicites

problémes non linéaires convectifs. :

(2.12)
\ K@ = q + AtK
=" A(jt (K(l) +9oK@ ;oK) 4 K(4)) i (2.13)

Il est pratique de représenter une méthode de Runge-Kutta a 1’aide d’un tableau de Butcher [15] de la
forme de la Table Le vecteur ¢ € RP désigne la position de I’approximation, A € M,(R) représente
la dépendance entre I’étape donnée et les autres étapes, b € RP est issue de la régle de quadrature
associée a la méthode de Runge-Kutta.

c| A
bT
TABLE 2.1 — Tableau de Butcher d’une méthode de Runge-Kutta. A € M,(R), b,c € RP.

Pour la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 détaillée ici, le tableau de Butcher prend la forme
donnée dans la Table 2.2] La matrice A ainsi que les vecteurs b et ¢ associés au tableau de Butcher

0
1/2 | 1/2
121 0 1/2

110 o0 1
| 1/6 1/3 1/3 1/6

TABLE 2.2 — Tableau de Butcher de la méthode de Runge Kutta d’ordre 4.

pour RK4 sont

0 0 0 0 1/6 0
|12 0 00 |1y |12
A=10 12 0 0 b=11y3 = li2|- (2.14)
0 0 10 1/6 1
Dans (2.11)), en supposant que ¢" = q(nAt) alors si ¢""! = Q(q") satisfait
" —q((n +1)At) = O(APT (2.15)

on dit que la méthode est d’ordre p.
Proposition 2.1. La méthode de Runge-Kutta : (2.12) et (2.13)) est d’ordre 4.

En ce qui concerne la preuve de cette proposition, nous renvoyons a [27].

2.2.2 Stabilité d’un schéma en temps

On consideére une équation différentielle ordinaire de la forme

9~ Jsta) (2.16)

¢" approchant ¢(nAt) donné par un schéma en temps de la forme (2.11)). Nous considérons les deux
notions de stabilité suivantes :
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Chapitre 2. Analyse numérique des schémas compacts

1. La stabilité au sens de Von Neumann. Soit (¢")
approximation de la solution de (2.16) pour 0
Neumann si il existe C(T) > 0 tel que

sup max |¢"| < C 2.17
N>0,NAt= T0<n<N| "l @) ( )

0<n
<t . Le schéma est stable au sens de Von

<N (avec NAt =T < oo un temps fini) une
<T

2. On considere ¢ = J(q) discrétisée par un schéma en temps, ¢(t) € CP pour tout t. Cette fois,
At est fixé et n — +oo. On reprend le schéma en temps indépendamment des propriétés de
I’équation différentielle considérée. La stabilité asymptotique se caractérise par le comportement
de la solution numérique ¢" sur un intervalle non borné & At fixé. On distingue deux types de
stabilités asymptotiques en supposant ¢" calculable pour tout n :

e la suite (]¢"|)nen est bornée,

e La suite |¢"| — 0 lorsque n — +o0.

Noter que | - | est la norme usuelle sur CP.

Ces deux définitions de stabilité sont illustrées dans le contexte particulier de I’équation de Dahl-
quist qui joue un roéle essentiel :

/
¢ = N
2.18
{ 7(0) = qo. (2:18)
avec A € C et o non nul. La solution de cette équation est explicitement donnée par
q(t) = eMqo (2.19)
On remarque que
Em q(t) = 0 si et seulement si Re(\) < 0 (2.20)
[e.e]
ainsi que
Em lq(t)| = +00 si et seulement si Re(A) > 0. (2.21)
[e.e]

Nous considérons les méthodes de Runge-Kutta explicites donc A est triangulaire inférieure stricte.
Si 'on note K = [K(M, K _]7. Dans le cadre de I’équation de Dahlquist [42], K est lié a ¢"
par
i—1
KD =x{q"+At) A ;K® (2.22)
j=1

pour tout i. Cette égalité s’écrit sous forme matricielle :
K = X\¢" + NAtAK. (2.23)

La matrice I — AtAA est triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale. Il s’agit d’'une matrice
inversible et on a K = A(I — AtAA)~1¢". Alors

="+ AT K

donc on obtient
¢ = ¢+ AAT - (1 — AALA) g (2.24)

On considére une méthode de Runge-Kutta appliquée a la résolution de I’équation (2.18]). En utilisant
les notations du tableau de Butcher 2.0} on a

" = R(\At)¢", (2.25)

oll R est donné par
R(z)=1+2zb" - (1-24)""1). (2.26)

on désigne par 1 le vecteur ne contenant que des 1.
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2.2. Schémas de Runge-Kutta explicites

Définition 2.1. On appelle fonction de stabilité d’une méthode de Runge-Kutta la fonction R : z €
C — R(z) € C donnée par

R(z)=1+2z2b" - ((I—2z4)7"1). (2.27)
Pour la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4, on a
22 23 2
-1 oz 42 2.2
R(z2) +z+2+6+24 (2.28)

alors le résultat de stabilité est le suivant :

Proposition 2.2. La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (RKJ) est asymptotiquement stable pour

Uéquation (2.18)) si et seulement si

2 3 4
z z z
1+z4+—+—+—|<1, 2.29
1+z+ 2 + 6 + 24" — ( )
avec z = AAL.
La condition |R(z)|? = 1 définit implicitement une courbe décrivant la frontiére d'un compact. Par
le théoréme des fonctions implicites, cette frontiére est réguliére et fermée. La zone de stabilité de RK4
est constituée de l'intérieur de cette courbe. On définit la zone de stabilité de RK4, notée Drky, par

22 2
DRK4:{z€Ctelsque]1+z+2+6+24 §1}. (2.30)

On représente Driy sur la Figure [2.1

FIGURE 2.1 — Zone de stabilité de la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 : Drk4.

En particulier, comme détaillé dans [49], on a

Dria NiR = i [—2\/5, 2\/5} . (2.31)
Lemme 2.1. Soit (ey)nen une suite réelle. On suppose qu’il existe a € [0,1] et b > 0 tels que
ent1 < aep, +b (2.32)
pour tout n € N, alors on a
en < aeg + nb. (2.33)
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Chapitre 2. Analyse numérique des schémas compacts

Démonstration. Montrons la propriété par récurrence. Initialement, on a directement
e1 < aeg. (2.34)

Supposons qu’il existe n € N tel que
en < a"eg + nb. (2.35)

Aurangn+1,0n a

ent1 < ae, + b
< a(a"eg + nb) + b par hypothése de récurrence,
< a"tleg+anb+b
<a"Meg+(n+1)bcar 0<a<1.

D’aprés ce raisonnement par récurrence, pour tout n € N,
en < a"eg + nb, (2.36)
ce qui conclut la preuve. O

Proposition 2.3. Supposons que At = T/N, N € N, est choisi tel que |R(ANAt)| < 1 (RK/ est
asymptotiquement stable). Si (¢™) est la solution approchée par RK4 de (2.18)) et q(t) la solution ezacte
ent € [0,T], alors il existe C > 0 indépendant de q et de At tel que

n_ |n__ n)| < 4 ]
e" =|q" —q(t")] < CTAt Orgt%IQ(t)l, (2.37)

pour 0 <n < N.

Démonstration. Soit n < N, alors

n+l _ tn+1) ’

ent1 = |q q(
= [R(AAL)g" — g (t")]
= [R(AAL)g" — R(AAL)q(t") + R(AAL)g(t") — e*q(t")]
< [R(AAD) e, + [R(AAL) — e |g(17)].

Or, d’aprés la formule de Taylor-Lagrange, il existe £ tel que

AN AE
At ¢
R(AAt) —e 20 € (2.38)

Comme Dgrx4 est un compact de C, on a

AP A

RO — o) < PEAT | = CAP.

[RAAL) — ™| < =5 Zglgffﬂle |

De plus, par hypothese |[R(AA¢)| < 1, donc d’aprés le lemme [2.1] pour tout n < N, on a

< n 4
en < |RAAD)|™ eg +nAtAt Oo?%}% lg(t)]
-0 <T
< CTAt! .
< CTAL® max q(t)]

Ce qui prouve la formule souhaitée. O
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2.2. Schémas de Runge-Kutta explicites

2.2.3 Schémas de Runge-Kutta pour les systémes d’équations différentielles

La notion de stabilité appliquée a I’équation de Dahlquist (2.18]) se généralise aux systémes d’équa-
tions linéaires

q = Jq
{ q0) = o (2.59)
oung:t>0m [qu(t) q@) - g¢) - qN(t)]T € RV. ¢; désigne une fonction de R* dans C,

J € My (C) deésigne une matrice carrée. On se restreint au cas ot J est une matrice diagonalisable.
Cette derniére propriété donne

q(t) = e’tqg avec t € RT. (2.40)

Comme J est diagonalisable, il existe P € My (R) une matrice de passage et A € My (R) matrice
diagonale (contenant les valeurs propres de J) telles que

J =P 'AP. (2.41)
De 14, il vient que
eJt = plehip, (2.42)
donc la solution de vérifie I’égalité
a(t) = e’'qy = P~'e™ Pqp. (2.43)

A présent, considérons que I’équation (2.39) est discrétisée via la méthode de Runge Kutta d’ordre
4 de l'algorithme [3] On obtient alors

Q" = R(At)q". (2.44)
Comme J est diagonalisable, on a méme
q" = PTIR(AtA)Pq". (2.45)
On déduit la relation liant q™ & la condition initiale qq :
q" = R(AtJ)qy = P~ R(AtA)Pqp. (2.46)

Le schémas utilisé est dit linéairement stable si (||q"||),cy est une suite bornée. Comme J est diago-
nalisable, cela revient a dire que |R(AtA)| < 1 pour tout A € Sp(J).

Proposition 2.4. Le schéma RK/ est stable sous la condition

VA € Sp(J), |[R(NAL)| <1, (2.47)
c’est @ dire
p(R(AtJ)) < 1. (2.48)
Cette condition est équivalente a
Sp(R(AtJ)) C Driy- (2.49)

L’algorithme de RK4 s’écrit :
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Algorithme 3 : RK4
1: ¢° = qo connu,
2: forn=0,1,... do
32 KU =Ja(¢"

)
4 K@ = Ju (q” + %K( )
At
2

1)
5: K(?’):JA qn‘l-*K(Q) ,
6: K@ =Ja(¢"+AtK®),
o Tl =g+ % (KW +2K® 42K 4+ kW),

8: end for

2.3 Equation d’advection en dimension 1

Dans cette section, on considére ’équation de transport & vitesse constante ¢ > 0,
ou ou
ot or

La donnée initiale est u(t = 0,x) = up(x). On se place dans le cadre des fonctions L—périodiques donc
u(t,0) = u(t, L) pour tout t > 0. La solution exacte de cette équation est

=0avec0<z <L, t>0. (2.50)

u(t,z) = up(x — ct) avec z € R, t > 0. (2.51)
On introduit le développement de Fourier de ug. Pour tout x € [0, L], on a

=S i exp (Mka;) (2.52)

kEZ

avec (4f)rez les coefficients de Fourier donnés par

A 2irk
uf = L/o uo(T) exp (— 7 T) dr. (2.53)
Ainsi, le développement en série de Fourier de u est donné par
u(t,x) = up(x — ct) (2.54)
2imk
=Y exp ( Zz (z — ct)> ak (2.55)
keZ
1 2irk L 2irk
=7 ];Zexp < 7 (x — ct)) . (/0 uo(T) exp (— 7 7‘> dT) : (2.56)

Par ailleurs, on se s’intéresse & présent a la conservation de I’énergie. On se retreint au cas ug €
CYH(R) N L*®(R) N L?(R). Quand on multiplie (2.50) par u et qu’on intégre, on obtient

d , d [F )
@Hu(tv Iz = dt/o lu(t, z)|"dz
L
ou
=2 t —(t d
/0u<,x>at<,x>x
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2.3. Equation d’advection en dimension 1

Donc I'¢énergie t € RT — ||lu(t,-)||2, est conservée au fil du temps. Pour interpréter la conservation de
I’énergie, on remarque que :

1 [k itk
aF = L/ uo(T — ct) exp < n > dr en utilisant -
0

_1/L () 2imk N B
—LOUQJeXp LU O - exp

= 0F exp < 2i7rkct>
= — .
L

En particulier, on note que

ct) par L — périodicité et en posant o = 7 — ct,

[ [* = Jag], (2.57)
donc le module de chaque mode est conservé. Cette relation et ’égalité de Parseval permettent d’écrire :
u(t, )||3: = Z |a*(t)|? par égalité de Parseval,

keZ
- Z ‘“0‘ pa’r 7
keZ

= |Juo||32 par égalité de Parseval.

Et cette relation permet d’interpréter la conservation de I’énergie & I'aide des coefficients de Fourier.

2.3.1 Discrétisation en espace et en temps

IL’équation d’advection sert d’exemple prototype au schéma qui sera utilisé sur la sphére.
Cette équation est discrétisée en espace et en temps en utilisant la méthode des lignes qui counsiste a
discrétiser dans un premier temps en espace et dans un second temps, discrétiser I’équation en temps.
On approche l'opérateur —c(d,u)* par —céfxu*. Cette approche est inspirée de ’aéroacoustique dans
laquelle on discrétise en espace puis en temps. Lors de la discrétisation en temps, on ajoute une étape
de filtrage. On cherche alors & déterminer ¢ > 0 +— u(¢) une approximation de ¢ > 0 — u(t,-)* et
solution de

du "
{ E g —0547$u, (258)
U|t:0 = US
La version matricielle est déduite de (2.58) par 'opérateur vec. On note
u () uo(wo)
us(t ug (1
U =vec(u(t)) = ( ) e RY et Uy = vec(uf) = ( ) € RV, (2.59)
LlN(t) Uo(l‘]\[,l)
En appliquant vec a (2.58)), on obtient
dUu _1
{ w - DU (2.60)
Uj=o = Uo,

ou P, € My (R) est donné par (1.147) avec 5 =1/6 et Dy € My (R) est donné par (1.109)). La solution

de (2.60) est
U(t) = exp [—cP; ' Dat] Up. (2.61)

On a vu dans la proposition que P;'Dy € My (R) admet N valeurs propres distinctes. P, 1 Dy
est diagonalisable, il existe V' € My (R) inversible et A € My (R) diagonale telle que

P7'Dy =VAVT. (2.62)
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Les matrices V et A sont données par

A_N/2+1
A_N/242 (0)
A= ot V = col <U—N/2+1’ U-N/2+2 Nt UN/2> ’
(0) AN/2-1

i AN/2]
(2.63)

ot pour tout —N/2 +1 < k < N/2, U* vérifie
U* = vec; (uf) (2.64)

1
et les valeurs propres associées A\, = EQf (w) sont les valeurs propres de 551 données par la proposition

. On rappelle que QY est donné par (1.133).
Donc I'équation (2.61]) se réécrit

U(t) = Vexp [—cAt] vTU,. (2.65)
Ainsi, on a
N N i
)= Vikexp (—chpit) Vo(Uo)y. (2.66)
k=1 p=1

Comme u(t) = vec~}(U(t)), en remplacant chaque composante par sa valeur, on obtient

N/2 , N-1 .
2ikm LA h 2k
u;(t) = E exp (L (wj — Cthm’li:)) T exp <— 7 :Ep> up(zp) . (2.67)
k=—N/2+1 p=0

~ak
~Ug

En compa1ant les equatlons et -, on constate que représente une série de Fourier
tronquée de en tenant compte de \p = EQ4 (wF). On a en effet

2irk
Qf (w*) = %T +0 (h°) (2.68)
d’apres la proposition donc
= O(h™). 2.69
5k — LT OMY) (2.69)

De plus, la solution vectorielle U(t) de (2.60) vérifie

Do =2wer- 0
= —2c0()T - (P, ' DaU (1))
= 0 car P, ' Dy est antisymétrique (proposition [[.17)).
Ainsi, I’énergie t — ||u(7§)||}21’pér = h2||U(t)||3 est conservée.
Le schéma semi-discrétisé est dispersif mais pas dissipatif. La dissipation du schéma complé-
tement discrétisé est liée a la discrétisation en temps.
I’approximation de 'opérateur en espace 9, par 'opérateur 6{; introduit une erreur dans le calcul
de la solution. L’estimation suivante de ’erreur est obtenue :
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2.3. Equation d’advection en dimension 1

Proposition 2.5. L’erreur entre u(t,-)* et u(t) est donnée pour t € [0,T] en norme || - ||nper par
Uestimation suivante :

() = ult, ) nper < CeV LR [0 u(t, )loo,jo,71x(0,1) (2.70)

ott C > 0 est une constante indépendante de h et de u avec C < 0.3210.

*

Démonstration. On pose la fonction de grille d’erreur e(t) = u(t,-)* — u(t) et 7(t) = 6fxu(t, )F =

(Ozu(t,-))*, alors
de ou * du
G0 = (5e) -G

=—¢ <ZZ(75, -)) + cd4lu(t)
=c7(t) — céfxe(t).

On a vu que 6fx est un opérateur antisymétrique d’otr

(647,¢(t), e(t))nper = 0. (2.71)
De ce dernier résultat, on déduit :
de
(5O e)nper = e(7 (1), e()) 1 per (2.72)
Or, pour tout a > 0, et pour toutes fonctions de grille by, by € lh pér> O &
011 pir + 1021 2 21(61,b2)1pir (273

En utilisant les propriétés de la dérivation, on a

d
2 le()ll7per = 2¢(m(t), ¢(t))npe

< 20] (1), €(t)
1
< [allr Ol e + 112
C
< collr Ol gir + 16017

pour tout o > 0. D’aprés le lemme de Gronwall, si y/(¢) < ay(t) + b alors y(t) < ype® —b/a. Donc on a

ct
e e < s 1 (30 () = 1) (2.71)

t€[0,T]

Evaluons ||7'(t)H,2”Dér :

N—

‘h,per = Z |2 < h“NHT( )”go

Im(t)

< Lllr(®)]13
< LC?h8)|0P u(t, -)||%, d’apres le théoreme [[3]

De 14, on déduit

ct
€)1 e < @ LC2RNOP (e, )2 po 11101 25 (exp (a) - 1) . (2.75)
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Chapitre 2. Analyse numérique des schémas compacts

Pour ¢t > 0 fixé, on pose 8 = a/(ct) € RT, on a

1
e per < LORODu(t, V2 0770011 (exp (5) - 1) (2.76)

On minimise & présent la fonction a définie par

1
a: p €0, +oo[— 52 (exp <ﬁ) — 1) ) (2.77)
La fonction a est continue, positive et de plus :
i = 1 = 2.78
ol o) = Jig, alf) = oo (278)

donc a admet un minimum m > 0. De 13, il découle que
le() 17 per < LC*m R30S u(t, )12, j079x (0,11

L’estimation est obtenue en prenant la racine carré de cette équation. De plus, on a vu que C' = 1/15
. . ~ 1.545
convient. Et p, vérifie que m < 1.545, donc C = vmC < 5 < 0.3210. O
La présence du temps ¢ dans le terme d’erreur permet de mettre en évidence la détérioration linéaire
de lerreur au fil du temps.

L’équation semi discrétisée de I’équation de transport (2.50]) est :

du "
{ a T gt = avec t € [0,T7. (2.79)
u(0) = uj
Elle est résolue en utilisant la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4. L’algorithme de résolution est
donné par l'algorithme ] dans lequel on a ajouté une étape de filtrage au schéma RK4 Comme indiqué
ci-dessous, les expériences montrent quun opérateur de filtrage [84] est utile.

Algorithme 4 : Schémas en temps RK4 avec étape de filtrage pour

Péquation ([2.79)
1 ul = ug connu,
2: forn=0,1,... do

3: K(l) = *C(Sfx (u"),

" K@:—&ﬁcﬂ+fkm>

A
5 K@:%&%M+;Wﬂ,
6: KW =—csfl (u+AtK®),
7wt =T, (u” + % (KW +2K® +2KG) + K(4))>.

8: end for

Dans cet algorithme, At > 0 désigne le pas de temps. u” est une approximation de u(nAt).
Comme on combine un opérateur d’ordre 4 en temps et en espace, il est clair que pour J > 2, le
schéma global est d’ordre 4 en espace et en temps. C’est & dire

n _ n * — 4 4
Jma [ —u(t", )l = O (', Ar") (2.80)
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2.3. Equation d’advection en dimension 1

2.3.2 FEtude de stabilité

On s’intéresse dans cette section a la stabilité asymptotique matricielle [I5, 48]. On exprime U"t! =
vec(u"t1) en fonction de U™ = vec(u™) obtenus par I’algorithme 4l On montre que

AtP;1Dg)? AtP;1Dg)3 AtP; Do)
UTL-‘rl — MQJ 1— CAtPU_lDQ + (C o 2) _ (C o 2) + (C o 2) Un
2 6 24
= S27.(T)R(—cAtP, 1 Dy)U™ avec R exprimé par Péquation (2.28).

= S97.(T)R (-AQY(T)) U™

ot My = So7(T) est la matrice associée au filtrage Foj, donnée par (1.210) et (1.165)) en notant 7" la

1
matrice de translation (L.46). P, 'Dqy = EQf(T) est donné par (1.132). On pose A = cAt/h.
D’aprés la proposition [2.4] Palgorithme [] est asymptotiquement stable si et seulement si

Sp (S2s(T)R(— AQF(T))) C Dria. (2.81)

La fonction A — Sp (SQJ(T)R (—)\Qf(T))) dépend continiment de X\ et tend vers l'infini lorsque A
tend vers l'infini. En remarquant que Dgrk4 est un compact connexe de C, il existe Aoy tel que si
A > Aoy, alors

Sp (S2s(T)R (=AQ4(T))) ¢ Drka- (2.82)
En I’absence d’opérateur de filtrage, on note Ay tel que si A > A alors
Sp (R (-A\Q{(T))) ¢ Drka- (2.83)
Le schéma est stable sous la condition At
A= CT < g (2.84)

Il s’agit d’une condition de Courant-Friedrichs-Lewy [23] (notée condition CFL). On a vu que les
matrices S(T) et QI (T) sont diagonalisables, donc en considérant V la matrice donnée par (2.63) et
en notant

M= N/2+1 7
wa/2+2 (O)
Q= € My(C), (2.85)
(0) wN/Qfl
/2
on déduit B
Sos(T) = VSy (VT (2.86)
Qi(T) = vei@vt '
d’ou )
S21(T)R(=2Q4'(T) = V [S2s(QR(=AQ4 (@)] V. (2.:87)
Les valeurs propres de So;(T)R(—AQY (T)) sont donc
S(WFR(=AQH (WF)) pour — N/24+1 <k < N/2. (2.88)
Considérons dans un premier temps le cas sans filtrage (F = Id). On a alors
Sp (R (—AQ (1)) = {R (—)\Qf(wk)> avec — N/2+1<k< N/z} . (2.89)
Or, pour tout —N/2+ 1 < k < N/2, Papplication
AR (4@{3(&)) (2.90)
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Chapitre 2. Analyse numérique des schémas compacts

est polynomiale en A. Donc

{\ € RT tels que Sp (R (—AQY(T))) C Drka} = {)\ € R tels que max (yR( AQH ()] < 1)}
(2.91)
est borné et on définit A\ par :

Ao = Max {)\ € R" tels que (nax (|R( AQH ()] < 1)} . (2.92)

Proposition 2.6. En l'absence de filtrage, le schéma est asymptotiquement stable sous la condition

A< Ao = 2\/2. (2.93)

Démonstration. Pour tout —N/2+1 <k < N/2,on a

2rk
k .
= — . 2.94
w" = exp (z ) (2.94)

donc, on a

exp <227Tk> — exp (_227rk:>
Q! () al al

avec
sin(x)

2/3+1/3cos(x)’
D’aprés la proposition l'algorithme 4] sans filtrage (F = Id) est asymptotiquement stable si

g9(x) = (2.95)

|R(—AQ4 (W) < 1. (2.96)

D’aprés (2.31), comme QI (w") € iR, ce dernier résultat est équivalent & avoir

QY (@) = A (QJT) | <2v2. (2.97)
Or maxp<z<r 9(7) = V3 =g <2;> donc

2 2v2
|)\g( ’”>|<2\f<:m<f

maxo<z<x 9()

2
S A< 2=
= \/;

et cette inégalité est une égalité lorsque 3k = N. O
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2.3. Equation d’advection en dimension 1

Ce dernier résultat donne condition sur A pour que le schéma soit stable, y compris lorsqu'un
opérateur de filtrage est présent. Comme 'opérateur de filtrage est symétrique, ses valeurs propres
sont réelles et on a :

Aoy = maX{A € RT tels que Zax (|52J( O |R(— AQf(0)|> < 1} (2.98)

ou Syy est issue de I'opérateur de filtrage d’ordre 2J et donné par (|1.165)).
D’aprés la proposition [1.4] on obtient le théoréme suivant

Théoréme 2.1. Quel que soit le filtre Fo5, d’ordre 2J, on a
A2J > Moo (2.99)

Démonstration. Pour tout 6 € [0, 7] et pour tout A > 0, on a
[S25 ()| R(=AQF (¢)] < |R(=AQF ()] (2.100)

car |So7(e?)| < 1 d’aprés la proposition . Donc en particulier, pour le maximum :

max {|S5,(e™)||R(=2QF ()|} < max {|R(-2Qf ()]} (2.101)

0<6< 0<0<

Ainsi, I'inclusion suivante est vérifiée :

{)\ € R™ tels que Jnax <|R( )\Qf(eie))\) < 1} C
. {)\ € R tels que max (|52J(e“’>\|R(—AQf(ei9))\) < 1} . (2.102)

On conclut en prenant le maximum de cette inclusion. O

En évaluant numériquement la valeur de Aoy par un algorithme de dichotomie, on obtient la Table
On constate que Ay augmente lorsque 2J diminue. La condition de stabilité est moins restrictive
pour un ordre de filtre bas. Ce résultat était attendu puisqu’un filtre d’ordre bas est plus sélectif qu’un
filtre d’ordre élevé cependant les ondes sont plus atténuées qu’avec un filtre d’ordre élevé.

’ Ordre du filtre 755, : 2J ‘ AoJ
Pas de filtrage 2,/2/3 ~ 1.6329
10 1.6883
8 1.7114
6 1.7485
4 1.8156
2 1.9749

TABLE 2.3 — Valeurs de \o; pour différentes valeurs de 'ordre du filtre 2.J.

2.3.3 Dissipation et dispersion numérique

On effectue dans cette section 1’étude de dissipation et de dispersion pour un schéma linéaire
appliqué a 1’équation de transport . Cette étude est similaire & celles présentes dans [28], 29].
La solution de ’équation de transport périodique est donnée pour tout = € [0,L] et t > 0
par
u(t, x) = up(x — ct). (2.103)
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Si la fonction initiale ug est une onde de la forme

uo(z) = exp <122’%> (2.104)

avec —N/2+ 1 < k < N/2, alors la solution est

u(t, ) = exp <Z27£k(3: - ct)) . (2.105)

Elle vérifie en x; = jh = jL/N et t" = nAt :
w(t"™ ;) = e TNyt ;) (2.106)

ou A = cAt/h et § =2nk/N.
D’autre part, 'application du schéma de discrétisation spatiale linéaire 5fr et du schéma d’inté-
gration temporel donné dans l'algorithme @ a (2.50) est linéaire. Ils donnent une relation de la forme

n+1 n
uth =G\, O] (2.107)

olt u? est calculé par le schéma lorsque u? = . La fonction (), 0) € Rt x R — G(), 0) est la fonction
d’amplification du schéma numérique et est donnée par

G\, 0) = S25(”)R(=AQ (7)) (2.108)

ou R est donné par , So correspond au filtre F, o et est donné par , Qf est la fraction
rationnelle du schéma hermitien 5{;. Elle est donnée par ’équation .

Par comparaison avec , on définit la vitesse numérique de phase du schéma par ¢(A,0) =
cr(A, 0) +icr(\, 0) telle que

G\, 0) = exp (—z‘c(“))w> . (2.109)
c
On définit (), 0) par

G(\, 0
E()\,H) — 6(_7)\0)

e (2000 cxp i (520 1)

= |G(X, 0)] exp (-M@ <W - 1)) .

c
La fonction de dissipation ep et la fonction de dispersion ¢ sont déduites de (), 0).
Définition 2.2. Soit A fizé.

o La fonction de dissipation ep est définie par

ep:—mm] - R
0 = =00 = GO0 (2:110)
On note que

en(f) = exp <CI(A’ 9))\0> . (2.111)

c

e La fonction de dispersion ¢ est définie par

ep:]—mn[ — R

0 — cr(\0)/c (2.112)
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2.3. Equation d’advection en dimension 1

Remarque 2.1. On observe que € s’écrit sous la forme

1 G(\,0)
0)=1—— _— 2.11
5@()\7 ) )\ea’rg <’G()\,0)|61)\9> ) ( 3)
ainsi que la relation
(X, 0) =ep(\, 0)exp (—iAd (ea(N,0) — 1)). (2.114)

On s’intéresse a I'influence du filtrage sur ep et €g.
La fonction de dissipation €p mesure la dissipation du schéma numérique. On note en particulier
que le schéma, est asymptotiquement stable si et seulement si pour tout 0, on a

ep(\,0) <1 (2.115)

ce qui implique directement cr(A,68) < 0. Lorsque ep(A,0) = 1, le schéma n’est pas dissipatif. Si
ep(A, 0) < 1, le schéma est dissipatif.

La fonction de dispersion £¢ mesure 'erreur de phase du schéma numeérique. Si e5(A,6) > 1 alors
cr(A,0) > c et le schéma est en avance de phase. Inversement si e¢(A,0) < 1, il est en retard de
phase. Lorsque e¢(A,0) = 1, le schéma n’est pas dispersif. L’opérateur de filtrage n’a aucune influence
sur la fonction de dispersion. En effet, il s’agit de la multiplication par un scalaire de la fonction
d’amplification G(A, ), ce qui est confirmé par la figure

Sur la Figure on représente la fonction de dissipation ep et la fonction de dispersion € pour
différentes valeurs de A. Le but est de comparer 'influence de l'opérateur de filtrage par rapport a
I’absence d’opérateur de filtrage quand on utilise RK4 avec le schéma compact d’ordre 4 : 55&.

A X fixé, on ne trace ep et €4 que pour 6 € [0, 7] pour des raisons de parité. Lorsque A = 0.05,
le schéma sans filtre est peu dissipatif. Le pas de temps At est petit donc il y a peu d’action du
schéma RK4. Le schéma est dispersif. En revanche, 'introduction du filtrage d’ordre 10 rend le schéma
dissipatif. Lorsque A = 1, 'action de RK4 est plus importante le schéma est un peu plus dissipatif
lorsque le filtrage est absent. Lors du choix A = Ay = 1.6330, on se place & la limite de stabilité
du schéma sans filtre. Dans ce cadre, deux zones pour lesquelles le schéma est dissipatif aparaissent.
Lorsque 'on utilise le filtre d’ordre 10, le schéma est plus dissipatif, en particulier autour de 5m/8.
Lorsque A = 1.6883, le schéma sans filtrage est instable. En revanche le schéma avec filtrage d’ordre

10 est & la limite de la stabilité. Il présente une bonne amplification et les ondes sont amorties lorsque
0> 7/4.

2.3.4 Relations de conservation

L’équation de transport (2.50) est une équation de conservation. En effet il est immeédiat que la
périodicité de x — u(t, ) entraine

Proposition 2.7. Si u est une solution périodique de (2.50) alors pour tout t > 0, on a

1 1
/Ou(t,x)d:v:/o uo(x)dx. (2.116)

Autrement dit, la masse totale de u est conservée au cours du temps. Dans la pratique, la résolution
par un schéma numérique peut entrainer une perte de conservation. La contrepartie discréte de la
conservation de la masse est la proposition suivante :

Proposition 2.8. La suite (u™), calculée par lalgorithme |4}, satisfail
(W D) pper = (W, 1) hper- (2.117)

pour tout n € N, ot 1 est la fonction de grille constante égale a 1.
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FIGURE 2.2 — Fonctions de dissipation et de dispersion associées a l'algorithme [] de résolution de
Péquation (2.50) sans un filtre (gauche) et avec filtre d’ordre 10 (droite) pour différentes valeurs de
A = cAt/h.
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Démonstration. Soit b € I2 . une fonction de grille quelconque et b = vec(b) € RV, on a

h,pér
(577.0, Dnper = (QF (T)D) -
1 _
= <Qf (1))
1
= EbT - 0 par antisymétrie de Q (T)
= 0.
De cette égalité, on déduit ‘
(K, 1)pper = 0 (2.118)

pour tout ¢ € {1,2,3,4} dans I'algorithme [4]
De 14, on déduit :

T
W 1) per = h <S2J(T) <U" + A6t(K<1> +2K® 42Kk G) ¢ K(4>))> 1

A T
=h <U” + ?t(K(l) +2K® 4 2K®) 4 K<4>)) -1 par symétrie de Sy ;(T)

= (un, l)h,pér-

avec U™ = vec(u"). O

2.3.5 Reésultats numériques

Dans cette section, on évalue numériquement les performances du schéma numérique dans les deux
cas suivants.
Condition initiale réguliére

On considére la condition initiale ug donnée par

1
up(x) = 7 [cos(2mx) sin(4mx) + sin(27zx)] avec z € Q = [0, 1], (2.119)

avec ¢ = 0.2. On compare la solution exacte avec la solution numérique associée. L’erreur relative
[u” —w(t™, )"l

calculée au temps ¢". Les valeurs obtenues sont données dans la Table Les résultats permettent
de confirmer la convergence & 1’ordre 4 attendue. L’erreur est tracée au cours du temps dans la Figure

e =

, avec | € {2,00}, (2.120)

N H norme 2 ‘ norme oo ‘
50 1.1158(—2) [ 1.2630(—2)
100 7.1441(—4) | 8.0641(—4)
500 1.1484(—6) | 1.2998(—6)
1000 7.1839(—8) | 8.1303(—8)
ordre estimé [ 3.9917 [ 3.9913 |

TABLE 2.4 — Equation de convection avec la condition initiale (2.119)). Table de convergence de I’algo-
rithme 4] avec le filtre d’ordre 10. Le temps final est 7' = 10 et cAt/h = 1.5.

en |- [|2 et || - ||oo. Comme cela a été vu dans la proposition [2.5 on observe la dépendance linéaire
en t de 'erreur.
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A =1.6883

105 =14 x 10"* x temps | 1
norme 2
norme oo

Temps

F1GURE 2.3 — Equation de convection avec la condition initiale (2.119). A gauche, historique de I'erreur
de l'algorithme [] avec le filtre d’ordre 10 pour la condition initiale (2.119)). A droite, la condition initiale
(2.119)). On choisit N = 100 points de grille et cAt/h = 1.6883 (118 pas de temps).

Condition initiale de type créneau

On considére & présent la donnée initiale

pour z € Q = [0, 1], (2.121)

wo(x) = 1 51025 <z <0.75,
SRR | sinon,

avec ¢ = 0.2. Les résultats numériques pour la convection de la donnée initiale (2.121}) sont donnés
dans la figure [2.4] au temps final ¢ = 10, c’est & dire au bout de deux périodes.

Des oscillations parasites de nature dispersives apparaissent. Ces oscillations peuvent étre atténuées
par l'utilisation d’un filtre. On compare sur la Figure la solution au temps ¢ = 10 avec les solution
obtenues en utilisant différentes fonctions de filtrage dans l'algorithme [4]

On constate que le filtre d’ordre 2 permet de supprimer les ondes parasites mais est trop dissipatif.
Les filtres d’ordres 4, 6, 8 et 10 donnent des résultats moins dissipatifs tout en atténuant les oscillations
dispersives.

11 est bien connu que 'ammélioration du comportement dissipatif d’un schéma centré de type
est un probléme délicat. On renvoie a ce sujet aux méthodes d’hyperviscosités [22], aux méthodes non
linéaires de type WENO [71] ou aux méthodes utilisant des senseurs non linéaires [87]. Nous n’allons pas
plus loin dans cette direction car les expériences numériques effectuées pour des problémes sphériques
en climatologie numérique n’ont pas nécessité de tels traitements.

2.4 Equation Shallow Water linéarisée avec Coriolis constant

On considére dans cette partie I’équation des ondes avec force de Coriolis sur un carré périodique. Le
parameétre f > 0 constant représentant la force de Coriolis. Cette équation est la linéarisation de I’équa-
tion Shallow Water au voisinage d’un état de repos avec '’hypothése d’une force de Coriolis constante.
On parle généralement de f—plan [II]. Ce systéme présente de nombreuses propriétés propres aux
équations Shallow Water linéarisées. Il permet aussi de représenter les ondes d’inertie-gravité mais pas
les ondes de Rossby [111, [41].
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2.4. FEquation Shallow Water linéarisée avec Coriolis constant
Pas de filtrage Filtrage d'ordre 2
A o A A
W \V/}
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FIGURE 2.4 — Comparaison de la solution exacte (bleu) avec la solution obtenue par I'algorithme El
(rouge) au temps t = 10 pour la résolution de I’équation (2.50|) avec différents filtres. A = cAt/h = 1.5

et N = 100. Les résultats sont obtenus en 133 itérations et au bout de 2 périodes.

61



Chapitre 2. Analyse numérique des schémas compacts

Pour (z,y) € Q = [0,1]2 et t > 0, le probléme s’écrit

on ou Ov B
-0 (2.122)
0

5”3

+gan+fu =

La constante H > 0 est une hauteur de fluide de référence et g > 0 est la constante de gravité. On
ajoute, a cette équation, une condition initiale 1—périodique de la forme

T](O,x,y) = 770(%?!)
u(0,z,y) = wo(x,y) avec (z,y) € Q. (2.123)
U(vaay) = Uo(l’,y)

Proposition 2.9. Sin(t,z,y), u(t,z,y) et v(t,x,y) sont trois fonctions de R™ x Q dans R solutions
de (2.122)), alors les relations de conservation suivantes sont vérifiées :

e Conservation de la masse :

— [ h(t,z,y)dzxdy =0, (2.124)
dt Jo
e Conservation de l’énergie :
d 1 2 1 2 2
7 §gh(t,x,y) + §H (u(t,x,y) +v(t,x,y) ) dxdy = 0. (2.125)
Q

Démonstration. Soient 1, u et v trois fonctions de RT x Q dans R solutions de (2.122) alors :

e Conservation de la masse :

d ou ov
- - —H el
0t Jio 1 n(t, z,y)dxdy — ——(t,z,y) + 2y

1
— H/O (u(t,1,y) —u(t,0,y)) dy — H/o (u(t,z,1) — u(t,z,0)) dz

= 0 par périodicité de u et v.

(t,x,y)dxdy

e Conservation de 1’énergie : en multipliant la premiére équation de (2.122)) par n et en inté-
grant, on a

1d

n
Sd o2 n(t,» y)é? (t,x,y)dvdy

n(t, x,y)*dedy = /

[0,1]2

ou v
=—-H t,x, —(t,x,y) + —(t, x, > dxdy.
) (Gha+ o)) dedy

D’autre part, on a

—— u(t,z,y dwdy:/ u(t, x,y t,x,y)dxdy
2 dt [071]2 ( ) [071]2 ( ) 8 ( )
0
= | fultag)olta.y) - gute.y) g (4o, y)dedy,
0,12
ainsi que

s [ vmyPdedy = [~ fult (e - gutt.o) 510w dody.
2dt Jyo, 2 0,1]2 9y
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2.4. Equation Shallow Water linéarisée avec Coriolis constant

En combinant ces trois derniéres relations, on obtient

d 1 1
g (Gt S e vt 00) ) =
gt [ Lttt y)) + 2 (e, gt 2, y) dedy = 0
[0,1]2 8x 77 ) b) b) b) 8y T’ b b b) b)

en utilisant la périodicité de n, u et v.

2.4.1 Schéma centré en dimension 2

De fagon analogue a 1’équation de transport (2.50), on utilise la méthode des lignes. La version

semi-discrétisée de (2.122]) est

dn
% + 965477 —fo =0 (2.126)

b
= + 96+ fu = 0.

On cherche alors ¢ +— n(t) € L%7pér, t—u(t) € Lfl’pér et t—o(t) € Lipér des approximations de 7, u

et v les solutions de (2.122)) aux points du maillage.
Ce sont effectivement des approximations comme le montre la proposition suivante :

Proposition 2.10. Les fonctions de grilles n, u et v solutions de (2.126)) convergent vers n, u et v
solutions de (2.122)) sur [0,T] au sens ot il existe C > 0 indépendant de t, n, u et v tel que

E(t) < gHtCh* (2.127)

1 1 1 1
\/EH&(CS)UHOO,\/ﬁ|]8§5)v\\o@,\/§]13§)n\\o@,\/§H6755)77]00) et en notant les

termes d’erreur e, = n* —1n, ¢, = u* —u et ¢, = V¥ — v ainsi que

avec C = C’maxte[O’T} <

E(t) = \/g||e"7”%,7pér + HHQUH%@ér + H”ev||}2l7pér' (2]‘28)

Démonstration. On deéfinit les termes de troncature 7,n = 559577 — (Oum)*, Ty = 5fy77 — (Oyn)*, Tou =
(fou — (Opu)* et Tyv = 5fyn — (Oyv)*.
Les termes d’erreurs sont solutions de

= H (0 eu+0ye0) + H(mpu+Tyv)
—ey = _gdfzen + fey — gTen (2129)
—ey, = —goien—fen  — gmyn

Par produit scalaire avec e, de la premiere équation on obtient :

1d d
5%”277”}21,[)(% = (o en en)nper = —H (03 e + 641 €0, ) per + H(Tath + 70, ) h.per (2.130)

En effectuant les produits scalaires de la seconde et troisiéme équations par e, et ¢,, on obtient :

d
(%eua eu)h,pér = —9(5&% eu)h,pér + f(em eu)h,pér - Q(TM, eu)h,pér (2~131)
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ainsi que
d
(%em ev)h,pér = _g(éi{yem e’u)h,pér - f(eua ev)h,pér - g(Ty"?, e’u)h,pér' (2~132)
Alors, en sommant ces deux équations et, par antisymeétrie de (5}333 et de 5fy, on a
5% (Heunh,pér + Hev”h,pér) = (dt?u, eu)h,pér) + (dtevv ev)h,pér (2133)
d’ot1
1d 2 2 H H
5% (HeuHh,pér + He'UHh,pér) - 9(54735371 + 64,yev7 eﬂ)hpér - g(T$777 e“)hypér - g(TZﬂ% ev)h,pér- (2134)
En sommant ¢gx(2.130) +H x (2.134]), on obtient :
d
%Ea(t) = 29H ((Txu + Ty”y e’r])h,pér - (7':::777 eu)h,pér - (Ty77, ev)h,pér) . (2135)
En majorant le terme de droite par sa valeur absolue, on obtient
d
%Ez(w < 2g9H (|(Tau + 1yv, en)nper| + [(Tam, eu)nper| + [(Tyn, e0)n,per|) - (2.136)

Alors, pour tout o > 0, on a

iQL,pér + ”evni,pér)
(2.137)

d o} H
G0 < 20H Gl rol e+ el e +

2 2 g
= (Il e + 7l per) + 2 1l

«
g

Ainsi, si on pose

(2.138)

1 1 1
T(t) = ﬁHTJJU + Ty V|| nper + §||Txn||i,pér + E”Tyn i,pér

on obtient J )
%E%) < 2gh <aT(t) + gE2(t)> : (2.139)

H

. 4, H
Par consistance des opérateurs 0y, avec J, et dy,

n, u v et h tels que pour tout ¢ € [0, 7T

avec 0y, il existe C1 > 0 indépendant des fonctions

1 1 1 1
T(t) < C1h® max < 0|00, —=100]|00s —= 10D 00, —= |0 OO) =¥ 0. (2.140
(t) <Ch nasx \/ﬁll o ul| \/ﬁll vl \/gll palll \/gll ol (2.140)
Ainsi, on a
d 1
—FE2(t) < 2gh <ah8Too + EQ(t)> , (2.141)
dt «
et d’apres le lemme de Gronwall,
E%(t) < a®hBT o <exp (29Ht> — 1) . (2.142)
Q@
Pour tout ¢t > 0 fixé, on pose 8 = «/(2gHt), 'équation (2.141]) se réécrit
E%(t) < 4¢>H**h8Y woa(B) (2.143)
avec a la fonction donnée par
1
a:f >0 32 <exp <B> — 1> . (2.144)
Or, la fonction a(f) est continue, positive et
li =1 = : 2.145
53300@(6) Liany a(B) = +oo ( )

Donc a admet un minimum m > 0, on vérifie que m < 1.545. Ainsi, on a
F2(t) < g* H*t*mY 5o hS. (2.146)

On conclut en prenant la racine carrée de cette derniére relation. O
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2.4. Equation Shallow Water linéarisée avec Coriolis constant

De plus, le systéme semi-discrétisé (2.126]) vérifie des relations de conservation trés semblables a

celles de I’équation d’origine (2.122)).

Proposition 2.11. Sin, u et v sont solutions de (2.126)) alors les relations de conservation suivantes
sont vérifides :

e Conservation de la masse :

d
731 Dper = 0. (2.147)
e Conservation de l’énergie :
d
dt 9”77’ ,pe7“7L ‘FI(”uHh,per7L ||U||hper) = 0. (2148)
Démonstration. e Conservation de la masse : par consistance des opérateurs (551 et 5fy avec

Oy et Oy, on note que 5511 =oet 5fy1 =0, ou 1 (resp. 0) est la fonction de grille égale & 1 (resp.
0). De 13, il découle :

&(7% l)h,pér = (dm, l)h,pér
= _H(54,xu, l)h,pér - H(547y0, l)h,pér
= H(u, 54,zl>h,pér + H(t), 54,yl)h,pér
=0

oll on a utilisé 'anti-symétrie des opérateurs.

e Conservation de I’énergie : On a

d 1d
(%777 77)h,pér = 5%”””%@& - _H(54,xu7 n)h,pér - H(54,yby n)h,pér- (2149)
De méme, on a :
1d
2 dt(HuHh,per + HUHh per = 9(54 P 64 40 77)/1 ,pér- (2150)
Par combinaison, on obtient :
d (1 1
% (29“77“%@& + §H(HuHi,pér + HUH%L,péI')) =0. (2151)
O
A partir d’ici, on pose Fj, : Lh per )3 — L% per)?’ I’application linéaire définie par
n 64 U + 54 Y )
u —g<54 N+ fo . (2.152)
v 954 yn fu
Alors, le probléme (2.126) s’écrit
d (" n
—|u])=F, [u]. (2.153)
dt
v D

On note At > 0 le pas de temps et ", u™ et v” les approximations de n(nAt), u(nAt) et v(nAt)
obtenues par un algorithme de type RK4 filtré. On note Fo; = Fa;, o Faj, l'opérateur de filtrage tel
que Fajg (resp. Fayy) est un opérateur de filtrage dans la direction de x (resp. y). La méthode est
détaillée dans l'algorithme
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Algorithme 5 : Schéma en temps RK4 avec étape de filtrage pour le

systéme périodique (2.126)
1= 75, ul = ug et oV = v connus,
2: forn=0,1,...do

3: (KT(Il),qul),Kq(jl)) — }Ph(,',]?’b’u?'ljU?’L)7

s (kP KD KP) =R, (n” + %Kg”,u" + %K&l), b7+ A;;d,”),
v (K9 K0 kD) =B, <n” + %Kff),u” + %Kfﬁ), 0" + A;Kf)),
6: (K,(;” KW K )) —F, (nn + ALEP w4+ ALK on AtKE’”),
Tt = Ty (77” + % (Ki? + 2657 + 2K + K,(74))>,

5wt = Fyy (u + % (KD + 2K + 2K + KS‘))),

0. ot = Fyy <n” + Aﬁt (Kff) +2K 2Kk + K},‘*))).
10: end for

Pour assurer la précision de la méthode utilisée, il faut que 'algorithme soit stable. On considére
dans un premier temps ’algorithme sans filtrage, c’est & dire Fo5 = Id. On a déja vu que ’algorithme
est stable si et seulement si

Sp(Ach) C DRrra. (2.154)

Cela donne lieu a la proposition suivante.

Proposition 2.12. Si\ € Sp(F},) alors A = 0 ou A = +if ou \? € Sp (gH(éfx o 5fw + (Lfy o 5fy) - f2).

Démonstration. Si A € Sp(F},) alors il existe 7, u et v non tous nuls dans L? per tels que
A+ H<54 M+ Ho = 0 (a)
95 M+ Au—fo = 0 (b) . (2.155)
,y17+fu+>\n = 0 (c¢)
En considérant f x (2.155{a) + Héfy x (2.155|b), on montre que
(Af + gHdg', o 65 )n+ H(f64, + A6f )u = 0. (2.156)
De meéme, avec A x (2.155(a) — H55x2.155 ¢), on a
(N* = gH5}, 064" yn+ H(\SY, — foi',)u=0. (2.157)

En effectuant les opérations (féfm + A&fy) x (2.157) — (Aéfw — féfy) x (2.156)), on montre que
A(gH(04, 0 68, + 681, 0 648 — 2 — X?) 64',m = 0. (2.158)
De la méme maniére, on obtient ’égalité :
A (gH (68, 0 657, + 641, 0 04", — f2 = N?) 84',m = 0. (2.159)
Il y a alors plusieurs possibilités. Soit A = 0, soit
A € Sp (gH (64, 0 647, + 64, 0 01" — f?) (2.160)
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2.4. Equation Shallow Water linéarisée avec Coriolis constant

soit 553677 =0= 5fy77. Dans ce dernier cas de figure, d’apres (]2.155|.b) et (]2.155lc), on trouve

2 2 _
{(A T u=0 (2.161)

(X + fHo =0.

Siu =10 = o0, alors n = o d’aprés (2.155a), ce qui est impossible. Si u ou v est non nul, alors
nécessairement on a A = +if ce qui conclut la preuve. O

Les valeurs propres de 'opérateur gH (5};[96 o (5fx + (5fy o 5fy) — f? sont connues. D’aprés les propo-

sitions et [1.24], elles sont données par
H
(R + QW) - p (2.162)

avec —N/2 4+ 1 < ky, ke < N/2. On note le lien entre ces valeurs propres et la relation de dispersion
lite aux équations (2.122). 1l s’agit en effet d’une approximation discréte de la relation de dispersion
des ondes d’inertie .gravité [111 36, [59]. Il découle le théoreme de stabilité suivant :

Théoréme 2.2. En l'absence de filtrage, le schéma énoncé par Ualgorithme[d est stable sous la condition

At < Aty = ——o (2.163)

Démonstration. Le schéma donné par I'algorithme [5| est stable si
Sp(Ach) C Drk4. (2.164)
On a vu dans la proposition que A € Sp(F},) implique A € iR. En effet, les cas A = 0 et A = i f sont

clairs. De plus, si A € Sp (gH(éfx o 5f$ + 5fy o 5fy) — f2) , alors il existe —N/2 4+ 1 < ki, ko < N/2
tels que

W = I QUMY + QF Wh)?) -

. 2wk 2 . 2mks 2
gH sm( N ) sin <N> )
:_ﬁ g—i—lcos (27Tk1> " 2—i—lcos (27rk2> -/
3 3 N 3 3 N

< 0.

Donc A est imaginaire pure et la condition (2.164)) est vérifiée si

2gH
At|A] < At max <\/Z2 mﬂgx|b(x)]2 + 12, f) < 2V2, (2.165)
avec, pour x € R,
b(z) = =0 (2.166)
3 + 3 cos(z)
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Or b(z) est borné et vérifie b(z) € [~+v/3,v/3] pour tout z € R. La condition (2.165) devient

2v/2 24/2
At < min s V2 , \f[
g
\/hgmaXR|b(ﬂf)’2+f2
, 2v/2 2v/2
= min 6gH Cf
g
Vo T

2v2

= 6gH ’
Ve

ce qui démontre le résultat de stabilité attendu. O
D’aprés les propositions et [1.24] le spectre de lopérateur de filtrage est inclus dans [—1,1] :
Sp (F25) C [-1,1]. (2.167)

Meéme en présence d’un opérateur de filtrage, le schéma est stable sous la condition . La présence
d’un tel opérateur de filtrage atténue les ondes hautes fréquences en dissipant un minimum les ondes
basses fréquences. Ainsi, la stabilité est accrue et les oscillations parasites sont atténuées.

De plus, le schéma donné dans 'algorithme |5 conserve la quantité de matiére.

Proposition 2.13. L’algorithme E‘E] (avec ou sans filtrage) conserve la masse au sens o, pour tout
neN, ona

(™ Dhper = (0" 1) per (2.168)
ot (n™) est issu de 'algorithme [3|
Démonstration. Pour tout b € L%’pér, on a
(0476, 1) per = (64,6, 1) per = 0, (2.169)

car les opérateurs 5536 et (Lfy sont anti-symétriques. De 13, il découle que pour i € {1,2,3,4}, on a
(K3, 1)hper = 0. (2.170)

Ainsi, on a
nt1 n At (2) 3) o @
O Dper = (For (0" + 5 (K +262 + 2K + k(D) ) 2 . (2.171)
;per

En utilisant la symétrie de Fay et Fas(1) = 1, on obtient

At
(" 1) hper = <n” + 5 (K,(Il) +2K® + 2K + K,(;‘)) ,1> : (2.172)
h,pér
En utilisant (2.170]), on obtient
(" Dnper = (0", L) hper- (2.173)
Donc (7", 1)4,per €st conservé d'une itération a l'autre. O
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2.4.2 Reésultats numériques

On considére dans cette section un test numérique effectué sur le systéme périodique (2.122)). Les
constantes physiques sont

e g =9.80616ms 2,
o I =100m,
o f=20.sinfy avec Q. = 7.292 x 107 557! et Oy = 7/2.

Les données initiales sont ug = 0 et vy = 0. La hauteur de fluide initiale est donnée par

T 2
no(,y) = exp (— (0_’0‘? > (2.174)

avec r(z,y) = (r — 0.5)2 + (y — 0.5)% et (z,y) € [0,1]%.

Sur la Figure 2.5] on représente la solution approchée aux temps ¢t = 0, ¢ = 0.5 et ¢t = 1. La Figure
2.6] permet d’une part de confirmer la conservation de la masse et d’autre part d’observer l'erreur
relative sur ’énergie au cours du temps.

1
08
06 05
04
y
02
0
0.2 o
1
—
— !
05 _—~
_— 05
0.5
0 0

FIGURE 2.5 — Solutions numeériques pour 1’équation des ondes avec paramétre de Coriolis (2.122)) aux
tempst =0,t=0.5ett =1, N = 64, Aty ~ 5.7616 x 10~*. La solution est obtenue par l’algorithme
avec un filtrage d’ordre 10 pour la condition initiale (2.174)).

| n N n
\ 4 _—
0.5 s

_— -

<~ 05 0.5
0

4 x10°' Erreur sur la conservation de la masse Erreur sur la conservation de I'energie

FIGURE 2.6 — Erreur relative lors de la résolution de (2.122]) sur la conservation de la masse et de
I’énergie obtenue pour le test (2.174)) en utilisant ’algorithme |5 avec un filtrage d’ordre 10, N = 64,
At ~ 5.7616 x 1074

La Table montre la recherche du pas de temps maximal pour lequel I'algorithme [5| est stable
pour la donnée initiale (2.174). Le temps final est t = 2 et le paramétre de la grille est N = 32. On
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constate que plus 'ordre du filtre est bas, plus il est possible de choisir un pas de temps grand. Dans
la Table on observe que choisir un filtrage d’ordre trop bas a des répercussions sur la conservation
de I’énergie. Un filtrage d’ordre 2 ne permet pas de conserver l’énergie et un filtrage d’ordre 4 donne
une dégradation de l'ordre de convergence sur la conservation. En revanche les filtrages d’ordre 8 et
10 donnent des résultats semblables. On souhaite utiliser un schéma stable pour lequel I’énergie est
conservée & un ordre proche de 4. Le filtrage d’ordre 10 est un bon compromis, il atténue les hautes
fréquences, ce qui permet une bonne stabilité. De plus, suffisamment de fréquences sont conservées
pour permettre une conservation de I’énergie satisfaisante.

Ordre du filtre F :2J H Instable pour At = ‘ Stable pour At = ‘

Pas de filtrage 1.16(—3) At =~ 1.15(—3)
10 1.23(—3) 1.22(—3)
8 1.26(—3) 1.25(—3)
6 1.32(—3) 1.31(—3)
4 1.41(~3) 1.4(=3)
2 1.66(—3) 1.65(—3)

TABLE 2.5 — Recherche du pas de temps maximum pour l'algorithme [5 de résolution de 1’équation
. On cherche la valeur de At maximale pour que la méthode soit stable jusqu’a t = 2 pour la
donnée initiale avec N = 32. On constate que plus le filtrage est d’ordre bas, plus le pas de
temps peut étre choisi grand.

N et At Pas de filtre | Ordre 10 Ordre 8 Ordre 6 Ordre 4 Ordre 2
32 et 1.1523(—3) 2.5340(-1) 2.5367(—1) | 2.5709(—1) | 3.0173(—1) | 6.2132(—1) | 9.3717(—1)
64 et 5.7616(—4) 3.0328(—2) 3.0347(—2) | 3.0802(—2) | 4.3763(—2) | 3.0419(—1) | 9.3712(—1)
128 et 2.8808(—4) 1.2226(—3) 1.2227(-3) | 1.2301(—3) | 1.9323(—3) | 7.7084(—2) | 9.3398(—1)

Ordre : I 3.85 | 38 | 38 | 364 | 151 | 246(-3) |

TABLE 2.6 — Equation (2.122)). Convergence de la conservation de 1'énergie pour I’algorithme [f] et la
donnée initiale . On représente 'erreur relative maximale pour ¢ < 1. Un filtre d’ordre 2 ne
permet pas de conserver I’énergie. Avec un filtre d’ordre 4 ’énergie est conservée & un ordre bas. Pour
un filtre d’ordre plus élevé, la convergence se fait & un ordre plus élevé.

2.5 Equation de Burgers

Dans cette section, on considére l'équation de Burgers en contexte périodique [6] 14, [86] :

2
X

=0,2) = wuo(x)

pour z € [0,27] et ¢ > 0. (2.175)

Une donnée initiale ug périodique non constante, conduit nécessairement a ’apparition d’'un choc en
temps fini. Le but de cette étude est double :

1. Nous utilisons le schéma hermitien centré 541;[95 donné par la définition |1.5| avec le filtre linéaire
Fosa pour l’équation . Il est bien connu qu’'un tel schéma est insuffisant pour
obtenir une solution numérique sans oscillations. Le but est ici d’observer précisément la maniére
dont les filtres linéaires Fy;, agissent a l’approche du choc. Nous renvoyons a [22, 87| pour
des études plus avancées utilisant des opérateurs de type filtre non linéaire, ou des opérateurs
d’hyperdiffusion.
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2. L’équation de Burgers périodique a été utilisée par [10] pour construire une famille particuliére
d’équations aux dérivées partielles sur la sphére conduisant & des chocs. Une telle solution sera
analysée numériquement dans le chapitre

Nous supposerons que la donnée initiale ug est périodique et est telle que ug € C!([0,27]) et
ug € L*°([0, 27]).
Théoréme 2.3. Soit ug € C', 2m-périodique. Alors le probleme ([2.175)) admet une unique solution
2m-périodique u € C! ([O, 1 } x [0, 271']) qui satisfait

" infe(0,2q @mup ()

u(t, 2mug(x)t + ) = up(x). (2.176)
Démonstration. On étudie ’équation (2.175) par la méthode des caractéristiques. Dans un premier
temps, on suppose que u € C! solution de (2.175)) existe. Soit X : RT + R une courbe telle que

{X’(t) = 2mu(t, X(t))

X(0) — (2.177)

D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, comme X ~ 27u(t, X) est C, il existe une solution maximale

2 @179,

Dés lors, on a que g : t — u(t, X (t)) est constante. En effet

() = DX () + X ()" (1, X (1)

ou ou
= 5 (X (D) + 2mu(t, X (8) o (1 X (1))

_ Ou 0 (u(t,X(t))?
= a(t,X(t)) +2m o (2>

=0.
Comme t — u(t, X(t)) est constante, on a en particulier 27u(t, X (t)) = 2mwug(z) donc X est solution

de
{X’(t) = 2mug(x)

X(0) — & (2.178)

Donc X est donné par
X(t) = 2mwug(z)t + x. (2.179)
u est constante le long de X donc u vérifie
u(t, 2mug(x)t + ) = uo(x). (2.180)

Cependant, ce résultat n’est vrai que si (2.175) admet une solution de classe C!. Posons X;(z) =
2mug(z)t + x, donc

Xi(z) = 2mug(z)t + 1. (2.181)

Comme ug est réguliére sur un compact, il existe m € R tel que
= inf (27 . 2.182
m x€1£,2ﬂ]( wuo(sn)) ( )

Trois cas de figures se présentent alors :

e Le cas m > 0 est impossible. En effet, si m > 0, alors pour tout x € [0, 27], on a uf, > 0, donc

2w
uo(2m) = up(0) +/0 ug(T)dr

> up(0) +m
> u0(0)

et up n’est pas périodique (car ug(0) > uo(2m)), ce qui est absurde.
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e Sim = 0 alors pour tout = € [0,27] et t > 0, ug(z) > 0 et ug périodique. Donc g est constante
et on a

u(z,t) = up(z) = C**. (2.183)
La solution u existe et est définie pour ¢ € [0, +00].
e Sim < 0 alors en posant T'= —1/m (si m =0, on a T' = +00), on a pour tout t € [0, 7]
Xi(z)>m(t—-T)>0 (2.184)
alors X; est i.e bijection de [0, 27] dans R.
Si u € C! est solution telle que Xy est i.e bijection alors
u(t, z) = ug(X; H(2)) (2.185)

et X; est une bijection si m > 0 ousim <0 et t e [0,T].

Vérifions que u : (t,z) — u(t,z) = uo(X;  (2)) est bien solution et de classe C' (pour ¢ tel que
X, ! est bien défini). X; est de classe C', si X/(z) > 0 pour tout = € [0,27] alors X; est inversible,
X, est CL. Pour tout = € [0,27], on a

1

s [ Ep——— (2.186)
t X{(X; (@)
donc en dérivant u par rapport & x, on obtient
! X*l
%(t,l’) — u()/( t_l(x))
Oz Xi (X (2))
(X @)
1+ 2mul (X, Hx))’
d’out la formule suivante ) .
0 X
0u iy gy = Mol L (f? . (2.187)
Ox 1+ 27mul (X, (2))
Or, on sait que
Xi(x) = o + 2mtug(x)
=z + 27tu(t, 2mug ()t + x)
=z + 2mtu(t, X¢(z)).
Donc z = X¢(x) — 2wtu(t, X¢(z)), d’on
X (z) = o — 2ntu(t, x). (2.188)
De la, on peut déduire la dérivée de X, Len temps :
X!
a@fﬁ (x) = —27u(t,z) — QWt%(t,fL‘). (2.189)
On en déduit :
ou 0 -1
— = —ug(X
X, _
= L @)up(X; (@)

= (—2mu(t,x) — QWt?)ltL(t,x))ug(Xt_l(x)).
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Il découle :

%(t’ 2)(1+ 2mtun (X (2))) = —2mu(t, 2)up (X (2)). (2.190)

Donc, en divisant, on a

ou _ 2muft, z)ub (X, ()

v =Ty omtul (X, (z))
up(X; ' (z))
1+ 27Tu6(Xt_1(ac))

0
= —27Tu(t,:n)8—;b(t, x) d’apres (2.187).

_ _27(;1 <u(t,21:)2> _

Il est & vérifier que u est 2m-périodique pour la variable z. X; est bijective donc pour tout x, il existe
un unique y tel que y = X; '(z). Alors, par définition de X, on a

= —27u(t, x)

Xi(y) = 2muo(y)t + v, (2.191)

d’ou

x = 2mug(X; Hx))t + X7 (2). (2.192)

Cette derniére égalité entraine

x4 21 = 2muo(X; M (x)t 4+ X, Hx) + 27
= 2muo (X, (z) + 27)t + X, H(x) 4 27 par périodicité de o,
= X¢(X; () + 27) par définition de X;.

En tenant compte de ce résultat, on a

Ainsi u est périodique. Donc u est bien solution de (2.175) et par composition c’est une fonction C!
sur les intervalles souhaités. O

Exemple : Si ug est définie pour x € [0, 27| par
up(x) = sin(z) (2.193)

I'équation (2.175]) admet une unique solution de classe C! pour ¢ € [0,1/(27)]. Au dela de cet intervalle,
des chocs apparaissent et la solution de (2.175)) n’est plus réguliére.

Nous observons les performances du schéma numérique donné par 'algorithme [6] pour I’équation
(2.175) ot u™ est une approximation de wu(t",-)*.
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Algorithme 6 : Schémas en temps RK4 avec étape de filtrage pour

I’équation périodique (2.175)

1wl = ug connu,

2: forn=0,1,... do
5. sz_mg«wﬂ

KO = gl (( ny Bt

2
5: KG) = —71'5496 (( 2))

6: sz_wg« +AM’f)

7 utl = Foia <u + —
8: end for

2

=

vv

5 ( ) +2K®@ 4 2KG) 4 K<4>)>.

On peut montrer la propriété de conservation suivante :

Proposition 2.14. Pour tout n € N, si (u") est calculée par Ialgorithme [f] alors
(un—i-l, l)h,pér = (un, 1)h,pér' (2.194)
ot 1 est la fonction de grille constante égale a 1.

Les résultats sont donnés pour la condition initiale ug (2.193)) et pour 'algorithmel6]sans filtrage sur
la Figure 2.7] Des oscillations apparaissent et dégradent le résultat. Au temps t = 0.5, les oscillations
deviennent beaucoup trop importantes et I'ordinateur ne donne plus de résultats.

Temps T = 0.1592 Temps T=0.25

FiGURE 2.7 — Résultats pour ’équation (2.175) résolue par algorithme @ sans opérateur de filtrage
(c’est a dire Foy, = Id) a différents temps pour la résolution de I’équation (2.175). On choisit ici
N =100 et At =103, Le temps d’apparition du choc est t = 1/(27) ~ 0.1592.

Sur la Figure on compare la solution obtenue a l'aide de l'algorithme [] en utilisant différents
ordres pour l'opérateur de filtrage.

Le filtrage d’ordre 2 est trop dissipatif. Les filtrages d’ordres plus élevés représentent mieux le choc
et permettent au schéma de rester stable jusqu’a t = 10/(27) au minimum. Le filtre d’ordre 10 est un
bon compromis entre la précision souhaitée, la stabilité, la conservation et la bonne représentation des
chocs. En effet, il conserve suffisamment d’ondes pour représenter le choc sans que des ondes parasites
rendent le calcul impossible. Comme nous utilisons un schéma centré, des oscillations restent cependant
présente mais un tel schéma permet de vérifier exactement la conservation de la masse.
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Filtre d'ordre 2

Filtre d'ordre 4

0 /2 s 3n/2 27 0 wl2 ™ 3n/2 27

04 Filtre d'ordre 6 0.4 : Filtre d‘ordre 8
03 1 03
0.2 0.2
0.1 1 0.1
oF 0
0.1 | 1 0.1 F
0.2 1 02
-03 1 -0.3
0.4 . . - 0.4 . . .
0 w2 ™ 3n/2 2r 0 /2 w 3n/2 2r
04 : Filtre d'orfire 10
03 |
02
0.1 |
0}
-0.1
0.2
0.3
0.4 - :
0 /2 x 3n/2 2r

FI1GURE 2.8 — Résultats pour ’équation (2.175]) résolue par l'algorithme |§| avec différents opérateurs de
filtrage pour la résolution de 1’équation (2.175). On choisit ici N = 100 et At = 1073, Le temps final
est T'=10/(27) ~ 1.5915. On présente les résultats pour les filtres d’ordres 2, 4, 6, 8 et 10.
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Chapitre 3

Grille Cubed-Sphere

3.1 Définition géométrique de la Cubed-Sphere

3.1.1 La sphére S?

L’objectif de ce chapitre est de construire le maillage qui sera utilisée pour résoudre des équations
aux dérivées partielles sur la Sphére. Pour cela, nous avons besoin de définitions utiles dans la suite.
On note S2 la sphére de centre O(0,0,0) € R? et de rayon a > 0 :

Sg = {x(m,y, z) € R? tels que 22 + y? + 22 = a2} . (3.1)

Un grand cercle est un cercle de centre O et de rayon a tracé sur la sphére S2. Soit C' un grand
cercle et xg € C' un point fixé. On choisit 'un des deux sens de parcours le long de C' & partir de xg
et on définit l'abscisse curviligne de x € C par la distance séparant x de xg le long de C. La relation
suivante est vérifiée :

longarc(xox) = ax (3.2)

ol o € [0,2n[ désigne I'angle xox = (Oxg, Ox) dans le sens choisi (Fig. [3.1). L’angle o est l’angle
géodésique entre xq et X.

X

‘9 - / N

X0

FIGURE 3.1 — Un grand cercle sur la sphére S2. L’angle « est tel que XoX = « et 1’abscisse curviligne
de x comptée & partir de xg est aa.

Soit X € SZ fixé. Soient C] et Cs deux grands cercles distincts arbitraires tels que X € Cy N Ch.
Soient « et 3 les abscisses curvilignes le long de C; et Cy, définies & partir de x10 € C1 et x99 € Co
arbitrairement choisis. On définit les vecteurs e, (X) et eg(X) (Fig. [3.2)) par

e,(X) = Z—Z(i) et eg(X) = Z;(x). (3.3)

Les vecteurs e, (X) et eg(X) sont tangents aux cercles C; et Cy. On note o — x(a) (resp. 8 — x(f3))
le paramétrage du cercle C; (resp. Co) par 'angle a (resp. [3).
En tout point x € S2, le plan tangent TyS2 est défini par :
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FIGURE 3.2 — Vecteurs e, et eg associés au cercles C7 et C de SZ.

Définition 3.1. On appelle plan tangent a la sphére S? au point X le plan :
—
TxS2 = {m € R3 xm L Oi} . (3.4)
Proposition 3.1. Soit X € S2, alors :

e.(X), es(X) € TxS?2. (3.5)

Démonstration. Soit x est un point quelconque de S2. Nous adoptons la notation ||x|| = ||Ox]|. On a
|x||? = x - x = a® constant. Alors en dérivant par rapport & o, on a :

0 = —(a?
i
= @(X - X)
= 2x- dx
da’
En particulier, en X, on a :
X-eq(X)=0 (3.6)
donc e, (X) € TxS2. En dérivant par rapport a 3, on a eg(X) € TxS2. O

Les vecteurs e,(X) et eg(X) sont dans le plan TxSZ. De plus, C; # Cy donc e,(X) et eg(X) ne sont
pas colinéaires. On en déduit que e, (X) et eg(X) engendrent TxS2. En général, e,(X) et es(X) ne sont
pas orthogonaux.

Définition 3.2. On définit (e*(X),e’(X)) la base duale de (e4(X),es(X)). Les vecteurs e*(X) et e°(X)
sont les vecteurs de TxS2 vérifiant :

{ea(x)-e“(x) = 1 = e3(x)-e’(x) (3.7)

e (X) (%) = 0 = es(x) e (X).
Proposition 3.2. La base (e*(X),e"(X)), duale de (e,(X),es(X)) est définie de fagon unigue.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que

[ea(X),e5(%)]" - [e*(X), e ()] = Id. (3.8)

Alors .
[ea(i),eﬁ(i)] = [ea(i),eg(i)}_ . (3.9)
N

A partir de ces différentes bases, le gradient est donné par la définition suivante.
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Définition 3.3. Soit h : S2 — R une fonction réguliére. Le gradient de h, Vrh(x) € TxS?, est défini
par

0 0

Vrh() = 5 (H®)eo, € () + 55 (Mo, A (%). (3.10)

Pour alléger les notations, nous noterons abusivement les quantités h, eqo, € etc. au lieu de h(x),
eq(X), e?(x), etc.

Proposition 3.3. Soit v : R? — R et x € R3. On pose @ := wsz la restriction de u a la sphere S2.
Alors Vru(x) est la projection orthogonale de Vgsu(x) sur le plan tangent TxS?

Vi = Vgsu—n(n- Vgsu) (3.11)
avee 1 la normale unitaire extérieure.

Démonstration. On montre que les deux termes sont égaux dans trois directions distinctes. On pose n
la normale unitaire extérieure & la sphére S2.

e Direction e, : d’une part on a :

ou ou
Vrt-eq = — =— . 3.12
T @ Oa |xeC1 Oa |xeCq ( )
D’autre part, on a :
(VR:su —1n (n : VR:su)) € = VR:su *€q (313)
car n est normal & la sphére donc n est normal & e,. Or :
ou
Vgst - €q = — =Vri - e,. 3.14
R e (3.14)
e Dans la direction eg, on a de la méme maniere :
VRMJ, ‘€ = VTfL c€3. (315)
e Dans la direction n on a d’une part :
VTfL~1’l= 0 (3.16)
car Vru est tangent & la sphére. D’autre part :
(Vrsu —n (n - Vgsu)) -n = Vgsu-n—n- Vgsu = 0. (3.17)
Or, (eq,ep,n) est une base de R3, d’oit I'égalité souhaitée. O

3.1.2 Définition de la Cubed-Sphere

Dans cette partie, on définit la Grille Cubed-Sphere associée 4 la base orthonormée (i, j, k) de R3.
On définit les points suivants (Voir Figure sur la sphére S2 :

e N le point de coordonnées dans R? : (0,0, a),

S le point de coordonnées (0,0, —a),

E le point de coordonnées (0, a,0),

W le point de coordonnées (0, —a, 0),

F le point de coordonnées (a,0,0),
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W Yy
b

T

FIGURE 3.3 — Sphére S2 avec les 6 points N (Nord), S (Sud), E (Est), W (Ouest), F (Avant) et B
(Arriere).
e B le point de coordonnées (—a,0,0).

Un grand cercle est I'intersection de la sphére S2 avec un plan contenant le point O. On définit les
grands cercles suivants (Fig. :

° C‘l/ = Vect(i — j, k) N S2,
k)

o C%L = Vect(i+j, k) NSZ, il s’agit d’une rotation de C{, d’un angle de 7/2 autour de (Oz),

e Cl = Vect(i+k,j)NS2,

o C% = Vect(i—k,j)NSZ, le cercle C%; est une rotation de C}; d’un angle de 7/2 autour de (Oy),
e Cl=Vect(j —k,i)NSZ,

o C? =Vect(j+k,i) N'S2, C? est une rotation de C} autour de (Ox) d’un angle de /2.

Cy . OV

N

C Clr
w Y
E

‘i ct

S

Panel (1)

FIGURE 3.4 — Les 6 grands cercles C}, C%, C};, C%;, Cl, et C{, vus depuis le panel (I).

La construction de la Cubed-Sphere fait intervenir six zones recouvrant la sphére S2 appelées panels.
Chaque panel est délimité par quatre grands cercles (Fig. [3.5).
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Définition 3.4. e Panels (I) et (III) : Les panels (I) et (I1I) sont définis par les points de S?
délimités par les grands cercles C,, CZ, C’Il[ et C?I. Le panel (II1) est le symétrique du panel
(I) par la symétrie ponctuelle de centre O. Le panel (I) ne contient que des points (x,y, z) tels
que x > 0, le panel (I1I) ne contient que des points tels que x < 0.

e Panels (IT) et (IV) : Les panels (II) et (IV) sont définis par les points de S2 délimités par les
grands cercles Cl,, C%, C} et C3. Le panel (IV) est le symétrique du panel (II) par la symétrie
ponctuelle de centre O. Le panel (II) ne contient que des points (x,y, z) tels que y > 0, le panel
(IV) ne contient que des points tels que y < 0.

e Panels (V) et (VI) : Les panels (V) et (VI) sont définis par les points de S2 délimités par les
grands cercles C}, C?, C}I et C’IQI. Le panel (VI) est le symétrique du panel (V) par la symétrie
ponctuelle de centre O. Le panel (V') ne contient que des points (x,y, z) tels que z > 0, le panel
(VI) ne contient que des points tels que z < 0.

La grille Cubed-Sphere est constituée de l'intersection d'un ensemble de grands cercles sur chaque
panel. On commence par introduire le systéme de coordonnées (&, 7) associés aux cercles centraux de
chaque panel. Les parameétres £ et 7 sont définis comme suit :

Définition 3.5. Les lignes de coordonnées &€ = 0 et n = 0 sont les grands cercles équatoriauz, notés

respectivement Cél) et CSQ) (en pointillés gras sur la Figure sur et sur . Les deuzx cercles passent
par les points centraux de chaque panel.

1. Cél) est le grand cercle passant par les points N, F et S.

2. C(()Q) est le grand cercle passant par les points E, F et W.

Les cercles Cél) et Céz) se coupent orthogonalement en F et B. La donnée £ est l'angle géodésique

mesuré sur 082) et n langle géodésique mesuré sur C'(gl). La valeur &€ = 0 correspond a équateur

ordinaire et 1 = 0 correspond a "l’équateur vertical”.

Sur chaque panel, tout x du panel est localisé par les angles géodésiques & et n (voir Fig. . Un
panel est donné par le domaine

T e
—— < < — 1
PS&ns (3.18)

Soit x; ; un point du panel (k) € {(I), ({1),(II1),(IV),(V),(VI)}. C’est un point du maillage si
ses coordonnées (;,n;) sont données par :

N N
& = 1AE et nj = jAn avec — 5 <i,j < bx (3.19)
Dans ce qui suit, nous supposerons N pair. A€ et An représentent le pas angulaire séparant réguliére-
ment les grands cercles dans le systéme de coordonnées (£,7). On a
T
A =An=—. 3.20
§=An= 5y (3.20)
Le cercle Céz) fait le tour de la sphére en formant un angle longitudinal de 27, on peut donc insérer
les 4 panels notés (I), (I1), (I1I) et (IV). De méme, le long de C’(()l), sont présents les panels (1), (V),
(II1) et (V).
On note CZ.(l) le grand cercle obtenu par rotation de Cél) d’un angle géodésique 1A€ autour de ’axe
(Oz) et C’j@) le cercle obtenu par rotation de 082) d’angle jAn autour de (Oy).
Le maillage associé au panel (I) est constitué des points d’intersections des N+1 cercles (CZ-(l))_N/QSZ‘SN/Q

et des N +1 cercles (C](-Z)),N/%J-SN/Q (voir Figure sur le panel (). Le méme procédé est reproduit
sur chaque panel, il y a donc (N + 1)2 points d’intersections sur un panel.

En reproduisant le procédé pour chaque panel, on constitue la Cubed-Sphere associée & la base
(i,j,k) et de parametre N € N*.
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Cy . CF

N

Cly
w )
E

Ciy

S

Panel (1)

Panel (I11)

i C

B

Cir
w Y
E

Cir

F

T

Panel (V)

F1GURE 3.5 — Délimitations des panels (I) & (VI) a l’aide des grands cercles
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3.1. Définition géométrique de la Cubed-Sphere

F1GURE 3.6 — Sur un panel, un point x est localisé par & et 7.

;}}j’t

)

|

C](-Q) avec — N/2 < j < N/2

Ci(l) avec — N/2 <i< N/2

FIGURE 3.7 — Le panel (I) est constitué des points d’intersections d’un ensemble de grands cercles.
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Définition 3.6. La Cubed-Sphere est une grille de la sphére S2. La sphére est couverte par 6 panels
identiques notés panel (I) (Front), (II) (East), (IIT) (Bottom), (IV) (West), (V) (North) et (VI)

outh). Chaque panel est doté d’un systéme de coordonnées :
South). Ch [ est doté d’ téme d d 4

(69,98, —Z <e®n® <2 (1) < (k) < (V) (3.21)
défini précédemment. Les points de la Cubed-Sphere sont notés Xg;-). lls sont définis par leurs coordon-
nées (§§k),n§k)) avec :

M =ing, )M = jAn, —N/2<ij < N2 et (1)< (k) < (VI), (3.22)
ot le pas de discrétisation est :
T
A =An=—. 2
£=A4n= g5 (3.23)

Proposition 3.4. La Cubed-Sphere est composée de 6N? + 2 points.

Démonstration. 11y a 6 intérieurs de panels de (N —1)? points, 12 arrétes de N —1 points et 8 sommets.
Ainsi le nombre de points sur la Cubed-Sphere est :

6(N—1)2+12(N —1)+8=6N%+2. (3.24)

O
(k)

Les points x; de chaque panel se répartissent en trois catégories :
%

e Les points intérieurs si :
Norcij< Yy (3.25)
5 <6JS S :
Ils sont au nombre de (N — 1)? par panel.

e Les 4(N — 1) points de bords de chaque panel, si :

N N N N N N
40 _ < g < = — | = +— - — <9< — — .
j i2et 2+1_2_2 1} ou [z izet 2—1—1_]_2 1 (3.26)
e Les 4 points de coins si :
o N

3.2 Coordonnées Gnomoniques

On considére un cube inscrit dans la sphére S2. Le demi coté de ce cube mesure R = @a. Chaque

face du cube est donnée par :

e la face centrée sur F' = (R,0,0) :

{xX'=(Ry, 7)€ R? tels que — R <7y, 72 < R} (3.28)

e la face centrée sur B’ = (=R, 0,0) :

{x'=(-R,y.,) e R3 tels que — R <y, 2 < R}, (3.29)

e la face centrée sur E' = (0, R,0) :

{x’ =(2',R,?) € R3 tels que — R < a/,2 < R} ) (3.30)
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PANEL (V)

PANEL (1V) PANEL ()

PANEL (1) PANEL (11}

PANEL (V1)

F1cURE 3.8 — Cubed-Sphere avec N = 16.
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e la face centrée sur W’ = (0, —R,0) :

{x'=(@',-R,?) € R3 tels que — R< ',z < R}, (3.31)
e la face centrée sur N’ = (0,0, R) :

{x'=(,y,R) € R? tels que — R <2,y < R}, (3.32)
e la face centrée sur S’ = (0,0, —R) :

{x'=(2/,y/,—R) € R® tels que — R<2',y <R}. (3.33)

Le point F est la projection gnomonique du point F” sur la sphére S2, E celle de E’, etc. Si I'on
considére par exemple le panel (I), un point x' = (2/,y/,2’) de la face centrée sur F’ est projeté en

x = (z,y, z) un point du panel (1) (voir Fig. 3.9). Chaque panel est la projection de I'une des faces du
cube.

cs?

Face du cube inscrit

FIGURE 3.9 — Projection gnomonique.

On a les relations suivantes :

/ /
tanfzy—/:get tamnzz—:E (3.34)
¥ x ¥ x

/

Or x/(2/,y, 2’) est un point de la face du cube centrée en F’, donc 2/ = R = ?a :

_Y_Y _F_z
tanf—R—m et tann—R—x (3.35)

Sur chaque panel, on définit les coordonnées gnomoniques (X,Y’) par :

Définition 3.7. Les coordonnées gnomoniques (X,Y) € [—1,1]? sont définies par :

X =tanf et Y = tann. (3.36)
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3.2. Coordonnées Gnomoniques

Un point de la sphére est localisé de maniére unique par sa face et ses coordonnées gnomoniques.
Si on se donne (X,Y’) un couple de coordonnées gnomoniques du panel (I), on a :

2 +yf + 22 =a?

Yy
X= (3.37)
y==2
x
ainsi z2 (1 + X2+ YQ) =a?, doi :
tE A )?2 Y2 VI )?2 Y2
+ X2+ + X2+
y = X (3.38)
z = zv.

Le signe de z est prescrit car x est un point du panel (/) qui ne contient que des points d’abscisse

positive. De plus, la fonction tan est une bijection de [—%, %} dans [—1, 1], donc

2
Théoréme 3.1. Pour chaque panel, les coordonnées gnomoniques (X,Y) € [—1,1]% et (&,n) € [—%, %}
forment deux systémes de coordonnées admissibles.
On peut dériver les coordonnées d'un point x(z,y, 2z) € R? en fonction de € et 7 :
Jdy Oz 0X Ox 9
— ==X — ==X 1+ X 3.39
AT +xa£ o +z(1+X7) (3.39)
0z Oz oY  Ox
—~Z -y — =Y. 3.40
oc ~og" Tog T g (340
Le calcul de ces dérivées dépend de 8—; :
9,2, 2., 2
0 = a—g(m +y° + 2%)
ox oy 0z
= opo 4 oyld 4 9,0%
:J;aE + y@f + Z@f
= xa—Z(l + X2+ Y2 + 22X (1 + X?)
or
= z--0° 1+ X2
:r:(95 +zy(l+ X°),
en posant 6 = /1 + X2 + Y2, Ainsi, chaque dérivée est connue et :
o9z y(1+X?)
oE 622
Ay 1+ X
W vy (3.41)
9z yY(1+X?)
o 52 )
De la méme maniére, en dérivant par rapport a 7 :
Ox _ 1+4Y?
on 52 )
oy 1+Y
9 _ _x Y 3.42
o X 2 (3.42)
0z 1+Y
= = —z(1+ X2 :
an (14 X7) 52
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On en déduit la base sur le panel (1) : (g¢,8,), donnée par :

1+ X2 Y 1+Y? -
g = ZX — 7*;2 r(1+Y?)| etg,= ZX = ;72 —zX . (3.43)
3 —yY 3 (14 X?)

Des calculs similaires peuvent étre effectuées sur les autres panels. Les résultats sont donnés dans
la Table
Le couple de vecteurs (g€, g") est la base duale de (g¢,8y)- Cette base doit vérifier les relations

suivantes :
{ gg = 1 = g'g (3.44)
g€ . gn = O = gT] . g&._
Les vecteurs g€ et g7 sont des vecteurs de T,S2. Il existe A, B, C et D tels que :
¢ = A B
& Be 58y 3.45
{g” = Cg¢+ Dgy, (3.45)
En effectuant des produit scalaires de (3.45) par g¢ et g, on obtient :
[A B} y [gg-gg gegn} _ {1 0]_ (3.46)
C D gy 8 8y 8y 01
On en déduit : .
¢ D 8n -8 8n- 8y
Définition 3.8. La matrice G est la métrique associée d (8¢, 8y) en X :
G = [gﬁ‘gﬁ gé'g’?} : (3.48)
8n- 8¢ 8n:' 8y

Proposition 3.5. La métrique G est invariante par changement de panel.

Démonstration. Soit x un point d’un panel (k) de la Cubed-Sphere de coordonnées gnomoniques (X,Y)
et x’ un point d’un autre panel (k) de la Cubed-Sphere ayant les mémes coordonnées gnomoniques
(X,Y). Il existe une rotation Ry qui permet de transformer tout point du panel (k) en un point du
panel (k') de mémes coordonnées gnomoniques. De 14, il découle :

x' = Ryx. (3.49)
Cette rotation est indépendante de ¢ et de n. Donc :
0 ox
glg = 55 (RfX) = Rfafé_ = ngg. (3.50)

De méme, on a g', = Rygy,. Ainsi, si G est la métrique en x et G’ la métrique en x’, on a :

&) ge &) 8y
_ [Rrge Ryge ngS'ngn}
| Rrgn - Ryge Rygy- Rrgy

G = -glg'g/g g/g'g/n]

ge- RiRge g RTngn]
18y - By Rrge gy R Rygy

_ [meme s gn]
[8n 8¢ 8n 8y
= G.
Donc la métrique G est invariante par changement de panel. O
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L’expression de la métrique G en fonction de (X,Y) est

1+ X?%)(1+Y? 2 -
c - |G Gip :a2( +X)A+Y7) [1+X XY2 (3.51)
Ga21 Gap 54 -XY 14Y
De méme, on a
G-l ahto Gt 52 1+Y2 XY (3.52)
G* G2 a2(1+X2)(14+Y?2) | XY 1+X?%° '
La base duale (g¢, g") sur le panel (I) est donnée par :
[ = GEtee (3.53)
g = Gog,+G™ gy
d’ou :
PR W Il OIS N (3.54)
z(1+ X?) 0 z(1+Y?)

Les champs de vecteur (g€, g") et (g¢,8y) sont tangents a la sphére et sont fonctions de £ et 7. On
définit les symboles de Christoffel par :

Définition 3.9. Les symboles de Christoffel I'}, , (avec , v et T dans {£,n}), sont définis par :

g
7; = Tgege+ Iy +TEen
og
an = T} g+ 17 g+ n
og, ¢ : ) (3.55)
D = lenBeTlgn tlgn
8g 13
877777 = Tinge +Thn8y + 17,0
ot n est le vecteur unitaire normal extérieur & la sphére S2 :
n=2> (3.56)

Les symboles de Christoffel s’écrivent en fonction de g¢, g, ainsi que de g¢, g" et de la normale
extérieure n grace a la proposition suivante :
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| Panel | Coord. Gnomoniques (X,Y) | Bases (g, g,) et (g%, g")
1+x2| Y 14 v?2 —c
gf = _;72 LU(]. +Y2) 7g77 = _272 —zX )
(I) x=9%y_2 —yY z(1+ X2)
x x 1 -X 1 -Y
=~ 11 |etgr=— |0
S ORI T aaryy |
14 x2 [TVAHYT) R
gf = x y Bn = —Z
52 52
oz, Y y(1+ X2)
(tn Ty Ty = y
1 1
£ = —X|,g"= Y
S Tyarxy | % T wayy |
1+x2| Y 14v? -
ge = EQ z(1+Y?)|, g, = +52 —zX )
Y 14+ X
(II1) x="y=_2 Y z(1+X%)
x x 1 -X 1 -Y
gt = n| 1| 8= |0
z(l+ X?) 0 z(14+Y?) 1
— 2
z z ‘ &2 —zY - 6 —y(1 + X?)
) Ty = 0
1 1
£ — -X N — Y
g ) 8
y(1+X2) | y(1+Y2) |
2
1+ X2 3/?2 14 Y? Z(l}X )
Y B 62 Z(l—y I 62 xx
(V) X=>Y== 0 -1
gt = 1 1 gl = 1 0
z(1+ X2) ¥ ’ 2(1+Y?2) vy
_ 2
1—|—X2 yYQ 1—|—Y2 Z(1+X)
g = 5 —2(1+Y?)|,8,= 5 —xX
Yy x Y x
£ — B 1 N — b 0
ST XY) | |0 Yy |y

TABLE 3.1 - Coordonnées gnomoniques en fonction de z, y et z et bases (g¢, g;) et (gg, g”) en fonction
de z, y et z sur chaque panel, avec § = V1 + X2 + Y2
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3.2. Coordonnées Gnomoniques

Proposition 3.6. Les relations suivantes sont vérifices :

( o
e, = -%gg- g = -5 ] =
n
= _%g;_ gl = __%gg_ g
L 0% | | OC
e = -aag;. g = _aagg_ g,
i, = |mle = - [%]
.- _%g?;?_ g = __%g?:_ & (3.57)
g, — ._%g;__' o = __%g;_ e,
r, = _%g;_ ‘n = —%\gnP
I, = _%g;_'n = —%Igsl2
{ Tey = %g;n = *%gn'gf'

Démonstration. Nous ne démontrons que la premiére égalité, les autres s’obtiennent de la méme ma-
niére.
8g5

£ _ 1€ n 3
[ag] g€ = [r&ggg +T7 8, +rg£n} gt (3.58)

Or g - gE =letg,- g5 = 0, d’ou la premiére partie :

og
€ _ |88 . ¢
1“5,5 = [85} g, (3.59)
D’autre part, on a :
Oge 0 og* og*
ré, = |28 . gf= 2 (g gf) = |22 ] g =— |25 .
b [Te ] o = e (o) - G| e [T 300
=1
et la relation est démontrée. O

& _ ¢ no_
Remarque 3.1. On note que Fn,i = Fé,n et Fn,f = Fé,n‘

En effet :
0g 0 0x 0 0x 0ge
7T — [Z220 ). = 222 ). oM = 222 .= Lol — TV
& (a§> ® (8§8n> & (37785) & <3n> g" =T

de méme pour Ffv,é = an et FZ@ = Fg,n'

Les symboles de Christoffel s’obtiennent en fonction des coordonnées gnomoniques (X,Y) de la
fagon qui suit. On peut calculer les dérivées suivantes :

X2y? — §2 -X
ogt 1 ~X(Y2+6%)| et U T (3.61)
o8 02z(1+ X?) 0 on  %x?(1+ X?) 0
de méme : oo )
o8 _ X(yx?) |7 ¢ 98 ! * Yo - (3.62)
= 52 2 © = 52 2 :
0 x0%(1+Y?) on  x6%(1+Y?2) _V (X2 — 62)
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d’ott les symboles de Christoffel :

o Y(1+Y?)
&n 52 ’
Mo X(1+X?)
&n T 52 '
F%{n = 0,
ee =0,
——_— 2X2Y
T s (3.63)
pe o 2XY? '
€6 = T2 0
o a(l+Y?)(1+ X?)?
&E T 54 )
. a(l+Y?)*(1+ X?)
Lom = — 542 2’
(14 X2)(1+Y?)
| Tt, = aXY < .

De plus, la proposition suivante permet de donner une expression des symboles de Christoffel sur
chaque panel.

Proposition 3.7. Les symboles de Christoffel sont invariants par changement de panel.

Démonstration. Soit x un point d’un panel (k) de la Cubed-Sphere de coordonnées gnomoniques (X,Y")
et x’ un point d’un autre panel (k') de la Cubed-Sphere ayant les mémes coordonnées gnomoniques
(X,Y). Il existe une rotation Ry qui permet de transformer tout point du panel (k) en un point du
panel (k') de mémes coordonnées gnomoniques :

x' = Rsx. (3.64)
Cette rotation est indépendante de & et de 7.
Soient 7, v € {¢,n}. On a :
2 Ryg,) - (Rrg) = (Brog: ) - (Rye)
67_ fg'r fg'U - faTgT ng
9 1
(20) (rnm)
0
= <aTgT> - (8v)
donc :
I7,(x)=T7 ,(x). (3.65)
D’ot1 'invariance par changement de panel. O

Proposition 3.8. Les égalités suivantes sont vérifiées :

( 0gt 1

_ 178 &£ _T1¢ _Z
ge — leed ~lggl o m
gt
o = TEE T
an 3.66
og" n . 1 (3.66)
P
og" n
_ E_ 11
ge = lees ~lgel
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3.2. Coordonnées Gnomoniques

Démonstration. (g%, g",n) forme une base de R?, donc il existe A¢, A, et A, tels que

aag; — Acgb + Ag" + Am. (3.67)
Par produit scalaire, on a
aag; -ge = Ae = —Tg,. (3.68)
De la méme maniére, on a
%g; gy = Ay =-T¢,, (3.69)
ainsi que
Z?;-n:Ar:—gé-gz—igé'ggz—i. (3.70)

De la méme maniére, il existe Bg, By, et B, tels que

Hes
a—gn — Beg® + B,g" + Bn (3.71)
et on a, par produit scalaire
Be = —T¢, et By =T, (3.72)
De plus
ogt 1
. og"  og" ) . .
Les résultats pour 8777 et 875 se démontrent de la méme maniére. O
Get G! Symboles de Christoffels |
e Y(14Y?)
&n = 52
o X(1+X?)
&n = 52
T =0
G:a2(1+X2)(1+Y2) 1+ X2 XY —
&4 -XY 1+4Y? 38
2X2%Y
FZ:” = 52
e 2XY?
I é2
G- — 52 1+Y?2 XY - a1 4+Y?)(1 + X?)?
T a2(1+X2)(14+Y?2) | XY 1+ X2 &6 54
- a(l1+Y?)%(1+ X?)
nn T 54
(1+Y?)(1+X?)
Iy =aXY 54

TABLE 3.2 — Quelques invariants par changement de panels

93



Chapitre 8. Grille Cubed-Sphere

Proposition 3.9. (Contraction des symboles de Christoffel) Les égalités suivantes sont vérifiées :

1 0
T, 4+T¢, = 77( detG)
e, = O (aa).
&En mnn det(G) an ( )
Démonstration. Soient i,j,k € {&,n}. En dérivant g; ; = g; - g; par rapport a k, on trouve :
Oh(9i.5) = (Okgi) - 85 + (Okg;j) - &
= (Fi,igﬁ + FZ,ign + FZ,Z-H) g+ (Fi,jgﬁ + FZ,jgn + Fz,jn) " 8i
= Fi,igi,j + Fz,ign,j + Fi,jgfﬂ' + TZ,jgn,z'-
De la méme maniére, on a
0i(gik) =15 ;9ek + T ignn + 15 19¢5 + T7 wn s (3.75)
ainsi que
Ok(9i) = TS 96 + T pgni + TS 9ek + 17 0n k- (3.76)
En combinant ces trois relations, on obtient
Ok(91.5) + 0i(gj k) — 05(9ks) = 215,965 + 2% 1 9n.5- (3.77)
Ainsi en considérant les cas j = £ et j = 7, on trouve le systéme :
1 (Ok(gie) + 0i(ger) — Oc(gra)) = Tigec+T7 gne (3.78)
5 (Ok(9in) + 0i(gn) = Onl9ra) = Tj,i9em + T i0nn
En remarquant que
-1
‘q&’g 95717 o g£’£ g&?n
= "ne am| (3.79)
In&  9nn gvr gv
on trouve 1 1
— g5 (Ongie + 0igek — Ocgni) + =9%" (O + Oigns — Ongni) = Fi,i
2 2 (3.80)

1 1
595’"(@9@',5 +0iges — Oegni) + 59" (OkGin + Dign — i) = Ty

En particulier, en prenant £ = ¢ = £ dans la premiére équation ainsi que k = n et ¢+ = £ dans la
seconde on trouve

1 1
595 0cgec + 507" (20egen — Onge) = T

1 &ng L onm =" 331
597 Ongee + 59 gy =T ¢
On somme ces deux équations pour obtenir ’équation suivante
1
L 3 (95’5559;5 + 2950 ge y + g™ 359n,n) : (3.82)

Or, le calcul de ¢&¢, g"¢ et g peut se faire grace aux relations suivantes :

&€ 4Em
-1_ 1|9 g
G [gf N gnm]

1
= —comat(G)?

det(G)
_ 1 [ 9n.n _gé,n] _
det(G) |—9en  geg
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Donc par identification on a

1
n & _
Foe tTee = 5 qar(q) 9nm0e9ee — 206n0c96n + 96 cDcn )
1
) 2
2det(G) 3 (9575977:77 95,77)
1
= 0. det(G
2 den(q) e det(@)
1

- g VG

La seconde égalité se montre de la méme maniére. O

3.3 Calcul intrinséque sur la Cubed-Sphere

On a vu dans la section que les coordonnées gnomoniques (X,Y) ainsi que les coordonnées

(&,m) forment des systémes de coordonnées admissibles sur chaque panel. Pour tout point <) ¢ S2 du

1,J
panel (k) de la Cubed-Sphere, il existe deux cercles C’i(l) et C’j@) tels que :

,L}j

x ecnc®. (3.83)

(k)

IL’angle a est I'angle géodésique entre x;"/ et X ; le long de C](Q). L’angle 5 est 'angle géodésique

E’? et Xz(,%) mesuré le long de C’i(l) (voir Fig. [3.10). Des angles géodésiques « et B peuvent étre

construits sur chaque panel, I'orientation de ces angles est donnée en Figure [3.11] Ainsi, chaque panel
est construit & partir de sections de grands cercles.

(k)
J

1,

entre x

FIGURE 3.10 — Angles géodésiques « et 5 pour le point )

1,]

Soit XEI]-) un point du panel (I) de coordonnées (x,y, z) dans R3. Alors les relations suivantes sont

vérifiées :

T = acosacosm acos cos &
y = asin o = acosfsiné (3.84)
z = acosasinn = asin B.

Des relations similaires existent sur tous les panels (voir Table [3.3)).
Pour chaque panel, on peut déduire de (3.84) les expressions de « et 8 en fonction de £ et 7).
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(V)
B
.

(IV) (I) (I1) (II1)
B B B B
P e |1 |1

(V1)
B
i

F1GURE 3.11 — Patron de la Cubed-Sphere avec orientation des directions « et 8 par panel.

| Panel | (z,y,z) fonction de (a,7) et de (¢, ) |

T = acosacosn = acoscosé

(1) y =asina = acosSsing
z =acosasinn = asin 8
T = —asina = —acosfsiné
(I1) Y = acosacosn = acos cosé
z =acosasinn = asin 8
T = —acosacosn = acos 3 cosé
(II1) y = —asina = —acos Bsin&

z =acosasinn = asin
x =asina = acos fsiné
(IV) Yy = —acosacosn = —acos 3cosé
z =acosasinn = asin 8

r = —acosasinn = —asin
(V) y =asina = acos fsiné
Z = acosacosn = acos3cosé

T =acosasinng = asin
(VI) y =asina = acos fsin&
z = —acosacosn = —acosfcosé

TABLE 3.3 — Coordonnées cartésiennes (z,y, z) en fonction des angles (a,n) et de (§,3) sur chaque

panel.
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Théoréme 3.2. Les systéemes (o, n) et (§,3) sont des systémes de coordonnées admissibles sur chaque
panel.

Démonstration. Sur le panel (I) (d’aprés Uéquation (3.84) et le tableau[3.3)), on a :

T = acosacosT
y = asina (3.85)
z = acosasinn
Or z # 0 sur le panel (I) donc
tann = il
x
o (3.86)
sina = =
a
et par construction de la Cubed-Sphere, n € [—7/4,7/4] et o € I C [—7/4,7/4]. L’application
2
eilame -] o @y 2 eR? (3.87)

T T2
donnée par (3.85)) est injective. La réciproque ¢! : (z,y, 2) € Im(p) — (a,n) € [—Z, Z] est, d’apres
T

(3.86]), donnée par o = arcsin(y/a) et n = arctan(z/x) car sin et tan sont des bijections sur [_Z’ Z} :
Comme (z,y, z) est un systéme de coordonnées admissible sur le panel (I) alors (o, n) en est un aussi.
De plus, on a le méme type de relations sur les autres panels.

La démonstration est la méme pour montrer que (£, §) est un systéme de coordonnées admissible
par panel. O

Proposition 3.10. Les angles o et § s’expriment en fonction des angles £ et n par

t
a(§,n) = arctan _tané
V1 +tan?n
(3.88)
tann
B(&,m) = arctan | ——| .
V14 tan? €
Démonstration. D’apres I'équation (3.85), on a
22+ y? = a® cos® 3, (3.89)
ainsi que
22 = a?sin? B, (3.90)
d’ou on déduit facilement :
2
2 _ z
tan B = m
Y2
S
L’expression de § suivante se déduit
o -
B(&,m) = arctan L (3.91)
V1 +tan?£ |
De la méme maniére on obtient :
- -
a(&,n) = arctan __tang . (3.92)
V1t tan? ua
De plus, ces équations se retrouvent sur chaque panel. O
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Théoréme 3.3. Les angles («, 8) forment un systéme de coordonnées admissible par panel.

Démonstration. On définit Papplication ¢ permettant de passer des coordonnées gnomoniques (X,Y) =
(tan¢,tann) a (a, B). Cette application est donnée par

. [_171]2 — Im(<p)
S0'{ (X,Y) = (a(X,Y),B(X,Y)) (3.93)

avec a(X,Y) et B(X,Y) verifiant :

a(X,Y) = arctan [ ] , et B(X,Y) = arctan [ (3.94)

X Y
V1+Y?2 \/l—i—X?]
L’application ¢ est continue, [—1, 1]? est connexe donc Im(y) est connexe. De plus, l'inclusion suivante
est vérifiée : )

T
Im(p) € -7, 7] 3.95
m(p) C 5.5 (3.95)
L’application ¢ est surjective par construction. Montrons qu’elle est injective. Supposons qu’il existe
(X1,Y1) et (Xo,Ys) dans [—1,1]2 tels que

(X1,Y1) = (X2, Y2). (3.96)

Comme arctan est bijective de [—1,1] dans [—7/4, 7/4], cette relation est équivalente &

X1 Xy
1+Y2  J1+Y2
Y1 - Yo
Vi+ X2 1+ X3
On pose a = S et b= _n Le systéme (3.97)) implique :
NS AV ey ' '
X22 — a2Y22 = q?
9 9 9 9 (3.98)
—b X2 + Y2 == b .

Le systéme (3.98)) est un systéme linéaire en (X2, Y2). De plus, ce systéme est inversible, en effet pour
que le systéme ne soit pas inversible, il faudrait que

1 —a?
0 = det [—bz 1 }

=1 —a’b?.
En remplacant a et b par leur valeur, cette derniére relation implique

0=1+X?+Y2 (3.99)

ce qui est impossible. Donc le systéme ([3.98)) admet une unique solution et cette derniére est donnée
par

21,2
a’(b +1
X; = ( 2 2> = X{
1—a%b
(3.100)
o Da*+1)
I gy T
Donc on obtient X7 = X5 et Y7 = £Y5. Or si X1 = — X5, on a
X X
L L (3.101)

JIrY2 iy
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FIGURE 3.12 — L’ensemble (I,) de grands cercles correspond aux isolignes 7 constant du panel (I) et
du panel (I11).

d’ot on déduit directement

,/1+Y12:—\/E, (3.102)

ce qui est absurde. Donc on ne peut pas avoir X1 = —Xs. De la méme maniére, on ne peut pas avoir
Y1 = =Y. On en déduit que (X1,Y7) = (X9, Y2) et application ¢ est bijective.

Enfin on a vu que (X,Y) est un systéme de coordonnées admissible par panel donc (o, 8) est un
systéme de coordonnées admissible par panel. O

Chacune des sections de grand cercle peut étre complétée en un grand cercle. Le grand cercle C’i(l)

correspond & une isoligne £ constante et le grand cercle Cj@) a une isoligne 7 constante. Considérons

’isoligne n constante sur le panel (I). Sur ce panel, 'angle « est tel que :
V2
—ap(n) < a < ag(n) avec ap(n) = arctan > tann | . (3.103)

Le grand cercle C1? traverse sur les panels (I1), (I11) et (IV) dans cet ordre. On peut prolonger «
g f g

comme étant 'angle curviligne le long du grand cercle complet. Sur le panel (I7), le grand cercle C'j(-Q)
coupe d’autres grands cercles (ceux permettant de construire le panel (I7)) en My, (—N/2 < k < N/2)
de coordonnées (ka = kA, 77,? ). Il coupe aussi le panel (I17) mais correspond aux points de maillage
par symétrie, soit le grand cercle du panel (I171) correspondant a l’isoligne nf = 5 —n. Enfin, le grand

cercle C](?)
De la méme maniére, le grand cercle C’i(l) traverse les panels (V'), (I11) et (VI) dans cet ordre et
est paramétré par I'angle 5.
Les autres panels (I1), (I11), (IV), (V), (VI) sont traités de la méme maniére. Compte tenu des
symétries de la Cubed-Sphere, six familles de grands cercles sont & considérer. On définit les familles

de grands cercles suivants :

traverse le panel (IV) aux points de coordonnées (& = kA&, V).

e (I,) et (Ig) sont les grands cercles passant par le panel (I). Ils sont définis comme les isolignes
en 7n et en & (du panel (1)) respectivement,

o (I1,) et (I13) sont les grands cercles passant par le panel (I7). Ils sont définis comme les isolignes
en n et en & (du panel (II)) respectivement,

o (V) et (V) sont les grands cercles passant par le panel (V). Ils sont définis comme les isolignes
en n et en & (du panel (V)) respectivement.

La structure de la Cubed-Sphere décrite par des grands cercles est & la base du procédé de calcul
des dérivées hermitiennes que nous utilisons dans ce travail. Le calcul du gradient suit la procédure
suivante :
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Chapitre 8. Grille Cubed-Sphere

1. Construction de données le long de grands cercles complets,
2. Calcul des dérivées hermitiennes sur les grands cercles,

3. Assemblage pour obtenir le gradient.

Pour calculer — et @
da|cy op ICo

points d’intersections de grands cercles entre les panels.
Soit 7" donné avec —N/2 < 4,5 < N/2 et (k) = (I), (II), (III),(IV),(V),(VI). Considérons le

i?j
grand cercle C; € (I,,). Il correspond a l'isoligne n = 77(1)7 = joAn. Les valeurs hf jo, sont localisée sur un
grand cercle avec —N/2 < i < N/2. Le cercle C traverse le panel (1) sur lequel il faut interpoler les
données pour compléter les valeurs le long de C; sur le panel (IT). Le cercle C; coupe chaque isoligne
¢ = &f = ipA¢ au point de coordonnées (§£, Bi j,) dans le systéme de coordonnées (£, 8) du panel

(IT). Un point x(z,y, 2) € R® d'un cercle de la famille (I13) satisfait les relations :

aux points de maillage, il est utile de connaitre les coordonnées des

r = —acosfsincf
y = acosfcos&l (3.104)
z = asing.

Le point x(z,y, z) se situe & l'intersection de C; (isocline 77]1-2 du panel (I)) avec le grand cercle corres-
pondant & l'isocline £ = 55 = 19pAE&. Alors z, y et z sont solutions du systéme suivant :

— oo o E
= @COSyjo COST;, = acos By jo COS&;g
y = asin o j, = acos B j, cos X (3.105)
Z = acoswy,j, sinnj}; = asin B, jo-
De 14, il découle :
z sin B,
- = tannjlg = ——OJOE (3.106)
x cos Big jo Sin §;/

donc :
Bio.jo = arctan [— tan nf) sin 55] : (3.107)

Ainsi, le point du panel (I1) de coordonnées (£, ), représentant Uintersection de I’isocline 77;; du
panel (I) avec l'isocline 55 du panel (I7), est donné par (55)51'0,]'0)' En général, il ne s’agit pas d'un

point de la Cubed-Sphere. Nous utilisons une méthode de spline cubique pour obtenir des valeurs ufé?
interpolées sur la totalité de C. En continuant ce procédé, nous obtenons des valeurs sur le cercle C.
oh

. . oh .
On calcule a présent les dérivées partielles — et —  en fonction des parameétres £ et n. Par
«|Cq aﬁ |Ca

composition, les relations suivantes sont vérifiées :

on 1 oh
daje, %2 0o
o, 1O
o ] oh (3.108)
65‘02 %|C2 87”02

car ) — o est constant le long de Cy € (I,) et £ — [ est constant le long de Cy € (Ip).
On calcule les vecteurs g, gg, g* et g? en fonction de 8¢, s géetgh:

Proposition 3.11. Les expressions suivantes sont vérifiées :

® e, =

5o 8¢ le long de C1,

€ |y
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3.8, Calcul intrinséque sur la Cubed-Sphere

1
° e3= 558 le long de Cs,
|y
oo
o e®=— g lelong de Cy,
9 ¢,
0
o &f = 98 g' le long de Cy.
mc,
Démonstration. e Par définition et composition, le long de C1, on a :
dx
8= 7
dg iy

0o ox 05 ox
(%\nao"" ag\naﬂln

_ Oa 0x
85 In Oa |7]‘
De cette derniére relation, il découle la premiére égalité :
1
€n = 5. 8¢ (3.109)

I
De la méme maniére : )

Pne

0 0
° Onposeu:—a gt etv:—ﬁ g". Donc le long de C1, on a :

9 o ¢
(3704
0¢
o u= 5 lge gt =1 (3.111)
I
De plus :
g%
eg-u= W‘ngn-ggz (3.112)
s
Donc e® = u. De la méme maniére, on montre que € = v le long de Cb.
O
Théoréme 3.4. Soit h : S2 — R une fonction réguli¢re. Alors :
oh Oh
Vrh=—~— g¢ g’ (3.113)

Démonstration. Les égalités suivantes sont vérifiées grace a la proposition et aux équations ((3.108]) :
oh 1 0h oh ¢

— e%= — JdOgt== g 3.114
Oajcy a/(€) 08 =5 O y=n ( )
De méme on a : 9 9
B — 7
— e'=— g (3.115)
9B c, 0N je=¢
d’ou le résultat a l'aide de la formule (3.10)). O
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Chapitre 8. Grille Cubed-Sphere

3.4 Harmoniques Sphériques sur la Cubed-Sphere

Pour résoudre des problémes sur la sphére, les harmoniques sphériques jouent un réle particulié-
rement important [5, 37]. On les utilise pour décomposer des fonctions de carré intégrable. On note
an les harmoniques sphériques avec | € N et |m| < [, m € Z. Les harmoniques sphériques sur S?
s’expriment en fonction de (A, €), les coordonnées longitude-latitude, par

i) v _ =™ e+ (= mD! iml -

Y, (x)=Y,,(\0)= - \/ T \m|)'Pl (sin(@)) exp (imA), (3.116)

ott P/™ désignent les polynomes de Legendre associés [, 57]. Ils s’expriment gréace a la formule
Py = -1 gty 4 (2 1)) (3.117)

S]] da! ' ‘
En particulier, on a
1
Y)(x) = : (3.118)
avar

Toute fonction f : x € S2 ~ f(x) de carré intégrable s’écrit comme combinaison linéaire des
harmoniques sphériques. Autrement dit, il existe une famille (f,1)ien,jm|<; de C telle que

l
F=2 2 fmaYo, (3.119)

1eEN m=—1
Les harmoniques sphériques Y/ forment une famille orthonormée de L2(S2) [5], c’est & dire
YL, (x)YL(X)do (X) = 010 (3.120)
3

ol 0,4 désigne le symbole de Kronecker de p et gq.

Dans cette partie, on s’intéresse a la version discréte sur la Cubed-Sphere de ces résultats. Pour
cela nous définissons un produit scalaire pondéré sur le maillage et analysons la version discréte de
I’équation . La conception et ’étude d’un produit scalaire sur la Cubed-Sphere sont liées a la
conception d’'une méthode de quadrature. Une étude a déja été réalisée dans [70] dans le cadre de
méthodes permettant d’approcher I'intégrale.

3.4.1 Produit scalaire discret sur la Cubed-Sphere

Sur un panel (k) = (1), --,(VI) donné, on note I*)(f) I'intégrale d’une fonction f : x € S2
f(x) € C (supposée intégrable) :

I®(f) = /(k) f(x)do(x). (3.121)

Proposition 3.12. Soit f : x € S2 — f(x) € C une fonction intégrable sur la sphére S2. Alors pour
tout panel (k) = (I),---,(VI), nous avons

I®) = / £(&,m)\/det(G)dedn. (3.122)
[—7/4,7/4]?

ot (§,m) sont les coordonnées d’un point du panel définies dans la section .

Démonstration. On définit 1) 'application permettant de passer des coordonnées (&,m) associées au
panel (k) aux coordonnées cartésiennes . L’application ¢ est bien définie car (£,7) est un systéme
de coordonnées admissibles sur le panel (k). On a

vy €m e [-5.5] o xem e b (3.123)
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3.4. Harmoniques Sphériques sur la Cubed-Sphere

Par exemple, sur le panel (I) on a :

T w2
w(I) : (5;77) € |:_Za Z:| = X(gvn) = (.T,y7 Z) € (I> C R?)u (3124)
or les relations suivantes sont vérifiées :
X =tan€ =

Y = tany — (3.125)

glug |

a? = 2% +y* + 22

Donc x(z,y, z) est donné par

a

V/1+tan2(€) +
atan(§)
_|_

V/1+ tan2(€)
atan(n)
£)

V14 tan2(€) + tan(n)

Des relations similaires peuvent étre déduites sur tous les panels.

tan?(n)

() (3.126)

F(x)do(x) = /[_ o B et T (6 )
:/[_ . () (& m)/det(G)dédn

(k)

avec Jw(k) la matrice Jacobienne de 9. En notant fi, = f o), on a

1) = / Fi(&,m)\/det(G)dedn. (3.127)
[~ /4,7/4]2

O

Les panels (1), -, (VI) couvrent la totalité de la Cubed-Sphere et sont disjoints. Donc en notant
I(f) = . f(x)do(x), (3.128)

on obtient la relation
(VI)

I(f)=">_ 1"y (3.129)
(k)=(I)

Par analogie avec I'intégrale, nous nous intéressons & des produits scalaires de la forme

(V1) N/2  NJ2

<wv>cs= Y (Aéan Y wiauel? /Gy (3.130)

(k)=(1) i=—N/2 j=—N/2

ol u et b sont des fonctions de grille sur la Cubed-Sphere. De plus, nous notons G; ; = det(G(&;,7;)).
Pour tout —N/2 <4,j < N/2, on note w; j > 0 un poids donné.

Proposition 3.13. < -, > g définit un produit scalaire hermitien sur l’espace des fonctions de grille
sur la Cubed-Sphere.
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Chapitre 8. Grille Cubed-Sphere

3.4.2 Harmoniques sphériques sur la Cubed-Sphere

Pour les produits scalaires de la forme < -, >cg, on analyse 'orthogonalité des harmoniques
sphériques restreintes au maillages. Pour cela, on commence par observer les propriétés de symétrie
suivantes :

Lemme 3.1. Soit | € N et m tel que |m| < 1. Alors a tout harmonique sphérique Y. , si (\,0) €
10,27 x| — /2, 7/2[ représente les coordonnées longitude-latitude, on a les relations de symétrie sui-
vantes :

o YL\ 6) = (~1)" 1YL (A, —9),

e Y, (A4 a,0) = e™mYL () 0),

e Y, (\0) =YL (-\0).

En tenant compte de ces symétries sur les harmoniques sphériques, il suffit d’ajouter des symétries

semblables aux poids w; ; dans la définition du produit scalaire < -,- >cg pour que des compensations
apparaissent entre les panels de la Cubed-Sphere. On a le résultat suivant :

Théoréme 3.5. Soient Y, et Y, deus harmoniques sphériques avec 1,I' € N, |m| <1 et |m/| <1,
On suppose que pour tout —N/2 <i,j < N/2, les poids (wij)_n/2<ij<nj2 Satisfont

Wij = Weij = Wej—j = wi—j >0 (3.131)

alors les fonctions de grilles restreintes a la Cubed-Sphere YL et Yf;l’,* satisfont

<YH YD S 0e=0 (3.132)
sim+m' oul+1' est impair. En particulier on a
<YLY >es=0 (3.133)
lorsque
e m impair ou bien,
e [ impair ou bien,
o [ pair et m = 2[4].
Démonstration. Soit (k) = (I),---,(VI). Nous adoptons la notation
N/2  NJ2
Suy = A6An D0 DT wi (YD (VN G (3.134)

i=—N/2 j=—N/2

Donc la relation suivante est vérifiée :
(V1)
S=<YL YI">cs= Y Su. (3.135)

D’aprés les relations de symétrie sur w; j (3.131]) et sur les harmoniques sphériques (lemme , on a

N/2  N/2

S=20ean S0 ST wi (YD vhn /Gy,
i=—N/2j=—N/2
N/2  N/2

:( l+l AfAn Z Z Wz,] Yl* III)(Y )(71]11) G@,’j
i=—N/2 j=—N/2

= ( )ZHIS(IH)

104



3.4. Harmoniques Sphériques sur la Cubed-Sphere

De la méme maniére, on a

Sun = (—1)"S v, (3.136)

Les panels (V) et (V) étant symétriques par rapport a l’équateur, en utilisant le premier point du
lemme on a
Sy = (=)™ TS . (3.137)

En combinant (3.136) et (3.137), on montre que

S= 1+ (=D (S + Siun) + (1 + (1) G (3.138)

Les points du panel (I) se déduisent par rotation d’angle 7/2 a partir de ceux du panel (IT). De plus,
d’aprés le lemme 3.1}, on a

YL (A +7/2,0) = exp (—zmg) YL (), 6). (3.139)
Partant de ces relations entre les panels (I) et (I1), on trouve
S =(1+ (-1 (exp ( i(m+m') 2) + 1) Siy + (14 (=) Fmtmyg (3.140)

Le probléme est a présent de savoir si on peut avoir S5y =0 ou Sy = 0.
Considérons d’abord le panel (I). On a

N/2  N/2

S(I) AgAU Z Z wzy] Yl* ,j (Ym’*)z(]) G’J
i=—N/2 j=—N/2

=51+ 55+ S35+ Sy,

avec S1 donné par

1 NJ2
S1 =AEAR Z wa Yl* ’] *)(’J) Gy
i=—N/2 j=1
AEAD L (1) (1) /=
z:—N/Q
N/2
A&An L (D) ol e (1) [
AgAn * I ¥, /* I —~
+ = (Y0 (Y0 o/ Goo,

So donné par

2
i=—N/2
1
AgAn (1) ol e\ (I
D0 w0l (Y (Y )6y Goy
j=—N/2

AéAn (I ENONE
+ =2yt Dyt )((),3\/0'0,07
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Chapitre 8. Grille Cubed-Sphere

(02)

S1 S4

S Ss

FIGURE 3.13 — Représentation schématique des zones S; a Sy sur le panel (1)

Ss donné par

N/2 1

53 =060 S ST wi (V) (VDG

i=1 j—fN/2

AﬁAn * () [&
Z o(Y5") zO Y )(,o)\/Gi,o
1
ASAn S wo (VD0 Goy
j=—N/2

Sy donné par

N/2 N/2
S1 =063 wi s (YEN D (Yl /Gy
= ].j 1
AfAU . N /=
Z Yl m’ )2(0) GZ ,0
N/2
AéAn ) ' /=
AEAT o o (1) ot _
+ i ”(an KL Goo.

Une représentation des zones attribuées a S1, Sa, S3 et Sy sur le panel (I) est donnée en Figure [3.13]
Compte tenu des symétries des harmoniques sphériques ainsi que des symétries des poids w; ;, on a

S3 = 5
Sy = Sy (3.141)
S = (=1)mtmtHiHlg,
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3.4. Harmoniques Sphériques sur la Cubed-Sphere

Sh

(Oz)

FIGURE 3.14 — Représentation schématique des zones S, et Sp, sur le panel V

donc il vient :

S(I) =51+ 52+ 53+ 54
:S1+SQ+§1+§2
_ (1 + (_1)l+l’+m+m’)(51 + SQ)

De plus, on a le méme type de résultat pour S;y).
Pour le panel (V), on nomme S, et Sy les quantités suivantes :

1 N/2
Sa=AtAn > ) wi,j(qu’@*)g,Ij)(Yff )E,Ij) G
i=—N/2 j=—N/2

N/2
AEA . /
+ SRS (VT G
j=—N/2
Sy est donné par la relation suivante
N/2 N/2
Sy =AY N wi (YD (vl Gy
1=1 j=—N/2
N/2
A A * /=
§ n Z Yl* (an )() GO,y
j=—N/2

Les zones attribuées & S, et Sp sont représentées schématiquement dans la Figure [3.14]
On note que :

Swy = Sa+ S
=S, + (-1)'s,
=1+ (-D""S,.
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Chapitre 8. Grille Cubed-Sphere

En faisant le bilan et en considérant les égalités démontrées, on obtient :

8 = (1 (=1 (exp (=ilm +m) 2 ) +1) (14 (~)HF) (81 4 85) + .

2
o (14 (=) (L (1)) S, (3.142)

Donc S = 0 si m +m’ est impair ou si [ + I’ est impair.
Danslecasoutm=0et =0, 0na

<YEYE >as= (14 (1)) (1+exp (—im3 ) ) (=) ™)(S1482)+(1+ (= 1)) (14+(=1)!) Sa
(3.143)
On a déja vu que < Yi%f,Yg’* >cg= 0 si [ est impair ou m impair. Dans le cas ou [ = 2[4], on a

<YL YT >og= 48, (3.144)
De plus S, = 0 d’apreés le second point du lemme Le résultat est alors prouvé. O

Dans le cas ot m+m’ et [ 41’ sont pairs, le produit scalaire < an, Yf);, >cg n’est a priori pas nul.
Un choix judicieux des coefficients (w; j)_n/2<ij<n/2 Permet d’assurer que cette quantité reste faible
lorsque m # m’ et [ # I'. C’est I'objet de la prochaine section.

3.4.3 Quadrature sur la sphére

Les équations que nous allons résoudre sur la sphére sont des relations de conservation. De maniére
a étudier les propriétés de conservation du schéma utilisé, il est utile de connaitre une formule de
quadrature adaptée. Dans [3, [34], la méthode de quadrature est congue pour étre adaptée aux harmo-
niques sphériques, voir aussi [62] ou les livres [5, 47]. Les méthodes de quadratures considérées visent
a approcher l'intégrale

1) = |, Fx)do(x). (3.145)

On note que lorsque f = an est une harmonique sphérique, il s’agit d’un cas particulier de la formule

(3.120)) avec m’ =1’ = 0. Ainsi, on a
I(YL)y=0 (3.146)

sauf si m = = 0. Pour approcher I(f), on considére des méthodes de quadrature de la forme

QUf) =D wpf (xp) (3.147)

oit f:x €S2+ f(x) € C est une fonction définie sur la sphére. Les points (x,), représentent un
nombre fini de points de S2, les valeurs (wj), sont des poids permettant d’approcher (3.149).

Compte tenu de la structure de la Cubed-Sphere, il est possible de construire des méthodes de
quadrature par panel. On cherche des formules de quadrature proches du produit scalaire < -, >cg

car si f :S2 + C est une fonction de L?(S2,C) alors

. f(X)dO'(X) =< f7 1 >L2(S§,<C) . (3148)

On utilise donc des formules de quadrature de la forme

QM= Y. QW (3.149)
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avec Q) (f*) une formule de quadrature par panel de la forme

N/2  NJ2

QW (H =atan S > wi,jfg})\/a,jz/(k)f(x)da(x) (3.150)

i=—N/2j=—N/2

avec G;; = det(G; ;). Ces formules de quadratures sont étudiées dans [70] et donnent de trés bon
résultats grace aux symétries de la Cubed-Sphere. De plus, il est possible de les améliorer en perturbant
les valeurs de (w; ;) n/2<i,j<n/2- Le lien avec le produit scalaire du chapitrepeut étre fait directement
en notant que

Q(f) =<1f,1 >cs, (3.151)

ou 1 est la fonction de grille constante égale 4 1. Or, 1 = av/ 47TY8’*, donc en utilisant le théoréme ,
on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 3.1. Toute formule de quadrature Q vérifiant
Wij = Weiyj = Wi,—j = Wi~ (3.152)

pour tout —N/2 < i,j < N/2 satisfait exactement la relation

Q (an) =0, (3.153)
avec l € N et |m| <1, si
e m est impair ou,
e [ impair ou,
o | pair et m = 2[4].
pour tout N paramétre de la Cubed-Sphere.

Dans la suite de ce chapitre, nous étudions différents choix de (w;;)_n/2<ij<n/2 donnant des
formules de quadratures (3.147)) sur la sphére S2.

3.4.4 Formules de quadrature de type trapéze

Soient f: (£,1) € R? — f(£,n) € C une fonction réguliere et (a,b) € R? deux réels tels que a < b.
Alors il existe un unique polynéme P(&,n) € C[¢,n] de degré 1 en € et 1 en 7 tel que

P((a, a§ ija, a))
P(a,b) = f(a,b
Plb,a) — f(b, a) (3.154)
P(b,b) £(b,b).
Ce polynome est égal a, pour tous (£, n) € R?,
Plen) = 2000 - L8 =m0~ LE e hm-a + L e -vm-b,
(3.155)

L’idée de la méthode des trapézes est d’approcher l'intégrale de f a l'aide de l'intégrale de P, c’est &
dire
fla,a) + f(a,b) + f(b,a) + f(b,D)

|, FEmaen= -y : . (3.156)
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La méthode des trapézes composite consiste & juxtaposer un ensemble de carrés pour calculer une
intégrale. Plus le nombre de carrés est grand, plus 'intégrale approchée sera précise. On remarque que

N/2—1 Nj2-1

g Skl Mgl
i = ,1)ddn, 3.157
/[_W/4’7r/4}2 J(&,m)d&dn Z Z /57 /m f(& m)d&dn ( )

i=—N/2 j=—N/2

avec & = % +iAl et n; = % + jAn. Les pas d’espace A et An sont

T
A =An=—. 1
§= A= (3.158)
On souhaite approcher I'intégrale
F(& m)dédn (3.159)
[~m/4,m/4]2

en considérant la formule (3.156]) sur chaque carré [&;, §i4+1] X [75, it1]. La formule de quadrature prend
alors la forme suivante :

N/2—-1 N/2-1 = x = ;
/ Fendein~ncan S 3 f(fi,nj)+f(£i+1a77j)+£(fia77j+l)+f(€i+1>77j+1)
[ /4,7 /4] i=—N/2 j=—N/2

N/2-1  NJ/2-1

=A¢An > > FGm) + -

i=—N/2+1 j=—N/2+1

[ N/2-1
AEA x ;
ot % > (f(&ﬂ?N/z) +f(§i’”*N/2)) T
[i=—N/2+1
[ N/2-1
AEA ; 3
L j=—N/2+1
AEAD /- 3 F f
.t % (f(fN/% n/2) + FE-ny2sn/2) + FEny2: 1-nj2) + F(E-nj2:n-n2)
N/2  NJ/2

=ALAp > Y wiif(&smy).

i=—N/2 j=—N/2
Les coefficients (w; j)_n/2<i j<n/2 sont donnés par

® W N
2

e w;; = 1 dans tous les autres cas.

Soit f :x € S f(x) € C une fonction réguliére. On peut appliquer la méthode des trapezes
composites a la fonction f définie par

f(&m) = f(&n)v/det(G(&,n)) avec —m/4 <& n<m/4 (3.160)

On obtient la formule de quadrature Qip, agissant sur les fonctions de grille sur la Cubed-Sphere et
définie par

(VI)
QD= Q. (3.161)
(k)=(I)
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3.4. Harmoniques Sphériques sur la Cubed-Sphere

Pour tout (k) = (I),...,(VI),on a

N/2  N/2

QWM =acan 33wyt /au, (3.162)
i=—N/2 j=—N/2

ott G;; = det(G(&;, nj)) pour tout —N/2 < i,j < N/2.

Théoréme 3.6. La formule Qyy, est consistante a l'ordre 2. De plus, pour toute fonction f : x € S2
f(x) € C réguliére, on a

/ f®)do(x) = QE() +
(k)

A3 N/2-1 i i N/2-1 i i
ST ( Z <8nfi,N/2 - anfi,fN/2) + Z <aan/2,j - aan/Q,j)) —

i=—N/2+1 j=—N/2+1
Ag
DY (a F-nj2ng2 = Onfnjz-ny2 + Onfnjenz = On e, N/2)
Ag?
DY (affN/? Nj2 + Oefnjanj2 = Ol Njony2 — Oef npo, N/2>
L0 (ALY).

en notant que A = An ainsi que O¢ f; j = Ocf(&i,nj) et Onfij = Opf(&,n;) pour tous —N/2 < i, 5 <
N/2, et .
f(&m) = f(&n)vdet(G(E,n)) avec —m/4<&n<7/4. (3.163)

Démonstration. La fonction f est réguliére sur [—m /4, 7 /4]2 comme produit de fonctions réguliéres. La
formule d’Euler MacLaurin [27, 45| 63] permet de donner une estimation de l'intégrale sur [a,b] C R :

+f S b r(25— r(25— n
L / fa - 0- 0t (Fo90) ~ FO (@) + 0 ((b— a)*"+?)
(3.164)
avec (byj) les nombres de Bernoulli [2I]. En particulier on note que by = 1/6, donc
b—a)? /. . b—a) /. .
o [ e <TI0 O () O (700 - 500 10 (0 ).
(3.165)

Ainsi, la formule suivante est vérifiée :

/4 N/2 Uoei
| Remas= 3 [T e

—/4 i=—N/2 §i

N/2—1
AE ] Af -
= S e ¥ A8 Y FlEm) + S fEnm) — -
—N/2+1
A N/2 1 N/2-1 i i
- ( (Onfin = Onfinpp) + > (Onfwpag 6an/2,j)) - ..
i=—N/2+1 j=—N/2+1
—% (35 (Eny2im) — O f(E-ny2om ))
A .
- B (0 Feagarm) - 0P Flenpmm) + O (AEY)

111



Chapitre 8. Grille Cubed-Sphere

On intégre cette derniére relation par rapport a n € [—m/4,7/4] et en utilisant a nouveau la formule
d’Euler-MacLaurin, on obtient

/(k)f (x)do(x) = Qi () + -
A§3 N/2-1 ) ) N/2-1 B _
( Z a fi,N/Q — 877fi7_N/2) + Z (aﬁfN/Q,j B Wf—N/27j> o
i=—N/2+1 j=—N/2+1
A§3 (
ol
O (A¢g

0 f-Nj2Ns2 = Onf-nja N2+ Onfnjansa — Onfa, N/Q) -

19,
Oc fnjonsa + Ocfyo—nyo — Oef-nyanyo — Ocf—nyo, N/Z)
Y-

Cette derniére relation permet d’obtenir
Qunlr") = [ 1)) = 06 (3.166)

Alors par somme sur (k), on montre que la formule @y, est consistante avec I'intégrale a l'ordre 2. [
Remarque 3.2. On note que si —N/2 <i,j < N/2 alors on a
Wij =W—jj =Wj_j=WwW_j_j> 0 (3.167)

donc le corollaire est vérifié pour la formule de quadrature Qyp,.

3.4.5 Formule de quadrature de type Simpson

Dans cette section, on considére N pair. La formule de quadrature de Simpson est basée sur une
approximation polynomiale de f en trois points. L’approximation de Simpson s’exprime sous la forme :

/ab (& m)dé ~ b_Ta (f(a,n) +4f <az+b77> + f(b, n)) (3.168)

Il s’agit d’une approximation plus précise que la méthode des trapézes. En effet si g : € [a,b] —
g(x) € C alors

/abg(x)dx B b_Ta (9(“) +4g <a2+b) +9(b)> = O((b—a)°). (3.169)

Il s’agit d’une méthode classique d’approximation d’intégrale [44].
Ainsi, la formule de Simpson composite s’obtient en juxtaposant des intervalles de la forme [£;_1, & +1]

pour calculer 'intégrale sur [—%, %} :
w/4 N/2 Sit1
| Rema= Y Femde. (3.170)
—m/4 i=—N/2,pair §im1

En considérant I’approximation de Simpson sur chaque intervalle [£;_1,&;+1], on obtient

. A [ N4 N/4 i
[ Remas =55 [ fewpm 2 3 Fewm 4 Y Flewrm) + fénmm | +0(ach).
—m/4 i=—N/4—1 i=—N/4

(3.171)
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3.4. Harmoniques Sphériques sur la Cubed-Sphere

On intégre cette équation par rapport & 7 et on utilise la méme approximation dans la direction 7 :

N/2 N/2
/ﬁ i} f &mdédn=AEAn Y Y wigf(& ) + O (A (3.172)
R i=—N/2 j=—N/2

ot les coefficients (w; ;) _n/2<i j<n/2 sont donnés par

® UNN=WN _N=W_NN=W_~N_N~N=1/9,
272 2 2 272 27 2

e Wy . =w_ nN,=w N =w,_n~ =4/9 sl est pair,
200 ot by LT

e Wy . =W _ N,=w N =w, ~ =2/9si1iestimpair,
R — 50 iy i,—5

e w;; =16/9 si i et j sont pairs,
o w;j =4/9siietjsont impairs,
e w;j = 8/9 dans les autres cas.

On déduit la formule de quadrature sur la sphére. Soit f la fonction défini par

F(&m) = f(&n)V/det(G(E,m). (3.173)

On trouve la formule de quadrature de type Simpson, pour tout (k) = (I),...,(VI), on a

N/2  NJ2

QW(H =aedn S 3T wif /Gy, (3.174)

i=—N/2j=—N/2
ott G;; = det(G(&;,nj)) pour tout —N/2 < i,j < N/2. On note aussi la formule de quadrature

(V1)

Qsps(H = Y QG (3.175)
(K)=(1)

La formule Qgps est consistante & 'ordre 4 au sens du théoreme suivant :

Théoréme 3.7. Soit f : x € S2 +— f(x) € C une fonction réguliére, alors

. F(x)do(x) = Qups(f*) = O (AEY) | (3.176)
ainsi que pour (k) = (I),...,(VI)
£~ Q) = 0 (8. (3177)

lorsque N est pair.

Remarque 3.3. Comme pour la formule de quadrature Qyp,, si —N/2 <i,5 < N/2 alors on a
Wij =W—jj =Wj_—j=W_j_j> 0 (3.178)
donc le corollaire est vérifié pour la formule de quadrature Qsps.
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3.4.6 Formule de quadrature de type @),

La formule de quadrature Qip, est précise a 'ordre 2. De plus, elle ne dépend pas de la parité de
N le paramétre de la Cubed-Sphere. Dans cette partie, nous considérons la formule de quadrature @,
basée sur une perturbation de Qyp,.

Définition 3.10. On définit Q, la formule de quadrature agissant sur les fonctions de grilles sur la
Cubed-Sphere | par
V)
Q= Y QP (3.179)
(k)=(I)

ot Q&k) est la regle de quadrature par panel donnée par

QPMH = 3 T Acanw i\ GW(&,n)). (3.180)
Syisy

Les coefficients (wi j)—n/a<ij<n/2 vETifient :

e w;; =1 dans tous les autres cas.

Le parameétre « est un paramétre qui permettra d’optimiser cette formule de quadrature. En par-
ticulier, on a

Qipz = Q1/4- (3.181)

La formule ainsi perturbée permet de retrouver des résultats de précision semblables a ceux que
Qipz- En effet, on a la proposition suivante :

Proposition 3.14. Soit f : x € S2 — f(x) € C une fonction réguliére alors :

I0(f) = QP (1) = 0 (a¢?) (3.182)
pour tout (k) € {(I),...,(VI)}. De plus, on a
I(f) = Qa(f*) = O(AE?). (3.183)

Démonstration. La fonction f est réguliére, donc on a
1®(5) = QP () = IM() = Q) + Qi) = QP ()
= Q) QP (M) +0(Ag)
1

—sa¢an({-a) X s VaRGEm) +Oa

(EmeC

ot C désigne ’ensemble des coins de la Cubed-Sphere.

De plus (§,1) € [—n/4,7/4)% — f(£,1)\/det(G(&,n)) est continue sur un compact donc bornée.
Ainsi

M) = QP (1) = 0(AL). (3.184)
En sommant cette formule sur chaque panel, on montre la consistance de @), avec l'intégrale sur la
sphére S2. O
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Proposition 3.15. La méthode @, est d’ordre 2.

Démonstration. La preuve de ce résultat consiste & montrer que la formule @), est d’ordre 2 mais pas
d’ordre supérieur. On pose

G(x) = det(G(x)). (3.185)
On choisit f tel que pour tout x € S2, on ait f(x) = i . Alors on sait que I'égalité suivante est
G(x)
exactement vérifiée pour tout IV parameétre de maillage de la Sphere.
Qupz(f*) = 1(f) =0 (3.186)
De plus pour tout (¢,n) € C ={(n/4,7/4), (—n/4,7/4), (n/4, —7/4),(—7/4,—7/4)}, on a :
fE&nyG(En=1 (3.187)
d’ou :
* 1 —
Qul) — Qualf) = BAEAY (a - 4> S femy/aEn
(&mecC
= 24AEAn (a — 1) )
donc :
Qa(f*) - I(f) = Qa(f*) - Qtpz(f*) + Qtpz(f*) - I(f)
= 24AEAD (a - 1) + 0 (A€
4
La méthode de quadrature @), ne peut donc pas étre d’un ordre supérieur a 2. O

Proposition 3.16. Soit (k) = (I), - ,(VI) un panel fixé. Le coefficient o = 1/3 optimise la quantité
QL (1) — 1™ (1)) (3.188)

al sens ou

Q1) —1®(1)| = 0 (ag). (3.189)
Démonstration. On pose f = y/det(G), alors par comparaison avec la méthode des trapézes, on a
QW(1) = IM(1) = Qa(1) = Qups (1) + Qups (1) — IM(1)

1
= A& <C¥ - 4> (fnjany2 + fonjan2 + Inj2—n2 + Fonj2—nj2) + oo

A8 N/2-1 N/2—-1
-t T2 Z (877fi,N/2 - anfi,—N/2> + Z (8an/2,j - 3nf—N/2,j> — .
i=—N/2+1 j=—N/2+1
NG ; . -
YR (@;ffzv/z,zv/z — Onf-nj2,—Nj2 + OnfnjaNy2 — 8an/2,fN/2> -
AE . . .
YR <3§fN/2,N/2 + Ocfnya,—ny2 — O f-Nja.Ny2 — a5]"-1\7/2,_1\7/2) + ...
.+ O (AL

On note en particulier que

- 4a?
fN/2,N/2 = f—N/Q,N/Q = fN/2,—N/2 = f—N/z,—N/z =\ G(r/4,m/4) = ﬁ (3.190)
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en posant G = det(G).

_ 1+ X%)(1+Y?
De plus, en dérivant VG = a2E1 i X2)—(i- ;2)3/2)

relations suivantes :

3§f:X<3Y2—1>\/E

14+ X24Y?
3X? =
=Y |———— 1) VG.
i <1+X2+Y2 ) G
Ainsi :
yi-1

® Ocfnyog = —0Ocf Ny = 4@“ )

Xt-1

* Onfuvia = Ot = A oy

d’otl le terme d’ordre 2 est

1\ 16 4
A&2a? <a—>—|—S
¢ 4)3v3 3
N/2-1 4
avec S = A€ iz_%/%ﬂg(iA{) avec ¢ la fonction g : z +— g(x) = (tz:j?x(;)—i— 2)15/2.

Comme ¢ (—g) =g (%) = 0 et par propriété de la formule des trapézes, on note que :

(=D +9(E) [ oy_ L 2
S = 42 4 +/_7r/4g(:c)daz+(9(A£)——3\/§+O(A£).

Donc le terme d’ordre 2 s’annule & condition que :

( 1) 16 4
o—— | —— — =
4)3v3 9V3
Cette condition est vérifiée pour o = 1/3.

Le terme d’ordre 3 s’écrit

A3
=S [y y Oy g+ Ol x —Ofy g
Ag3
~ S [Ocfy g+ Oly g =0 gy —0fy

on note que :

d’otu le résultat :

QY1) = 1M (1) = 0 (A¢)

Remarque 3.4. Ce résultat d’optimalité s’écrit également sur la sphere S? :
Qu3(1) — 1(1)] = O (Ag).
Remarque 3.5. La formule de quadrature Qo vérifie le corollaire [3.1]
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3.4. Harmoniques Sphériques sur la Cubed-Sphere

3.4.7 Résultats numériques pour les formules de quadratures

Pour tester numériquement les performances des formules de quadrature introduites dans les sec-
tions précédentes, on s’intéresse & un ensemble de fonctions sur la sphére dont l'intégrale est connue.
Ces fonctions sont utilisées pour tester la précision des formules de quadrature sphériques [34]. Elles
sont données pour (x,y,2) € S par

o fo(z,y,2) =1,
-, fo(x)do(x) = 4ma?, (3.201)

o filz,y,2)=1+ax+1y>+y 22 +2* +y°+ 229222

21
fi(x)do(x) = ﬁaQ, (3.202)
52 35
e la fonction fo vérifie
3 9z —2)2  (9y—2)2 (92 —2)?
fQ(xayaz) - Zexp 4 4 1 + ...
+§ex _(9:c+1)2 9+l 9241 N
tT P 49 10 0 | (3.203)
i }exp (92 =72 (9y—3)° (92-5) n
-t 3 I I T
1
.+ 5 €XP [—(92 — 4)? — (9y — 7)* — (92 — 5)?]
et s’intégre :
fo(x)do(x) = a® - 6.6961822200736179523... (3.204)
SZ
o fs(w,y,z) = THann Iy t9z) .
f3(x)do(x) = ga% (3.205)
SH
o fu(w,y,2) = HSign(_%m_gergz), )
Fa(x)do(x) = gcﬂ, (3.206)
52
o filz,y,z) = T,
dm 4
f3(x)do(x) = —~a®. (3.207)
S2

Dans les tests effectués, nous choisissons v = 7.

On note en particulier que la fonction f1 est polynomiale donc réguliére et elle ne fait intervenir
qu’un nombre fini d’harmoniques sphériques dans sa décomposition. Les fonctions fo et f3 font inter-
venir un plus grand nombre d’harmoniques sphériques et sont réguliéres. Les fonctions f; et f5 sont
discontinues.

Pour chacune de ces fonctions, on mesure 'erreur relative donnée par

11(f) = QU
Mol

ot I(f) représente I'intégrale exacte sur la sphére S2, Q(f*) est la valeur approchée obtenue par une
formule de quadrature. Nous retenons ’erreur maximale obtenue aprés 1000 rotations aléatoires de f.

er(f) = (3.208)
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F1GURE 3.15 — Taux de convergence pour différentes méthodes de quadratures pour les fonctions tests
(fp)o<p<s. Nous retenons l'erreur maximale aprés 1000 rotations aléatoires pour chaque grille Cubed-
Sphere de paramétre N =8, N =16, N = 32, N = 64, N = 128 et N = 256. De haut en bas et de
gauche & droite, les fonctions sont fy, f1, fo, f3, fa et f5. Le taux de convergence est proche de 4 pour
Qsps et Q1/3, il est proche de 2 pour Qyp, et Q1.
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Cette erreur est mesurée pour différentes grilles Cubed-Sphere de taille N x N x 6 avec N = 8,
N =16, N =32, N =64, N = 128 et N = 256. On peut ainsi mesurer ’ordre de convergence. Les
résultats sont donnés dans la figure [3.15]

Les taux de convergence observées sont ceux attendus. Pour Qyp, et Qo avec a = 1, le taux de
convergence est proche de 2. Pour la formule de quadrature Qgps, 'ordre de convergence est proche de
4. La formule de quadrature @, avec o = 1/3 présente de meilleurs résultats que ceux attendus. On
observe que la méthode est d’ordre 4 pour tous les tests effectués.

Nous avons étudié ici différents type de formules de quadrature sur la grille Cubed-Sphere qui sera
utilisée pour la résolution des équations. Toutes les formules étudiées définissent un produit scalaire
possédant de bonnes propriétés d’orthogonalité des harmoniques sphériques.

La formule Qsp, est basée sur la formule des trapézes composites, cette formule est consistante
avec l'intégrale a l'ordre 2. La formule Qgps est concue a partir de la méthode de Simpson, elle est
consistante & 1’ordre 4 lorsque N est pair. Cette propriété de précision est fausse lorsque N est impair.
Les formules de quadrature (), sont des perturbations de la formule Qp,. Le paramétre o > 0 permet
de pondérer les coins de la Cubed-Sphere. Quel que soit le choix de «, la formule @, est consistante
avec 'intégrale au moins a 'ordre 2. Lorsque o = 1/3, on prouve que la méthode est plus précise pour
intégrer les fonctions constantes.

Lors des tests numeériques, nous avons pu vérifier les ordres de convergence théoriques. De plus, la
formule ()1 /3 semble particuliérement efficace puisqu’une convergence a I'ordre 4 est observée.

Dans la suite de ce travail, nous retenons la formule de quadrature @, avec a = 1/3 pour étudier
les propriétés de conservation des schémas numériques utilisés.
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Chapitre 4

Approximation des opérateurs
différentiels sur la Cubed-Sphere

4.1 Opérateurs différentiels sur la Cubed-sphere

4.1.1 Définition des opérateurs
Opérateur Gradient

Soit, Xg? un point de la Cubed-Sphere avec —N/2 <i,j < N/2et (k) = (I)---(VI). Il existe deux
grands cercles CZ-(I) et Cj(?) tels que xg? € Ci(l) N CJ(.Q). Les angles a et 8 paramétrent respectivement
o et ¢,

Le gradient en xF)

;.; dela fonction réguliere i : x € S2 + h(x) s’exprime par

oh

oh
VTh = — go‘ g .

— 4.1
daic® " 98 0 .

Le cercle C,L-(l) (resp. C](.Q)) est lisoligne £ = & (resp n = 7n;). D’apres le théoreme , le gradient
s’exprime également par

h h
Vrh = on gt + on g". (4.2)

Donc si on sait calculer des approximations des dérivées partielles O¢h et 9,h le long des grands cercles,
alors on dispose d’'une approximation du gradient.

Opérateurs divergence et rotationnel

Soit v : x € §2 = v(x) € TxS2 un champ de vecteur tangent & la sphére. On définit la divergence
et le rotationnel de v, notés Vr -v et Vr Av par

Définition 4.1. Soit v : x € S2 = v(x) € TxS2 un champ de vecteur régulier sur la sphére. Alors la
divergence de v en X € C'i(l) N C'](-2) est donnée par :
ov ov 3

Vr-v= ¢+

= . = . 43
da|ct? 8 9B ic™ & (+3)

La notation - désigne le produit scalaire usuel dans R? dans le terme de droite.

Définition 4.2. Soit v : x € S2 = v(x) € TxS? un champ de vecteur régulier sur la sphére. Alors le

rotationnel de v en x € C,L-(l) N C'j(?) est donné par

0 0
N LAY

VrAv=g*A A=
T & da|ct? 9B cw

(4.4)
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ot N\ désigne le produit vectoriel dans le terme de droite.

Les opérateurs gradient, divergence, rotationnel donnés ici sont écrits en coordonnées (a, 3) [75].
Elles sont intrinséques a la spheére. Dans les équations de la climatologie, 'opérateur vorticité est utilisé.

Définition 4.3. La vorticité du champ de vecteurs v est la composante normale du rotationnel :
vort(v) = (Vp Av)-n (4.5)

avec 1 le vecteur unitaire extérieur a la sphére en x € S2. Le vecteur n est

n(x) = P (4.6)

On déduit de la proposition les expressions suivantes :

Théoréme 4.1. Soit h : x € S2 — h(x) une fonction régulicre et v : x € S2 +— v(x) € TxS2 un champ
de vecteurs régulier. Alors en Xf’j, un point de la Cubed-Sphere, les égalités suivantes sont satisfaites :

o Gradient :

oh oh
vt = 9¢ Imgé ! %Iéign’ -
e Divergence : 5 5
v v
Vrvs O |y, .g“rai%i & 49
o Vorticité :
vort(v) = (Vr-v) -n= (gg/\av +g77/\a—V ) ‘. (4.9)
9¢ In; on €3

Pour calculer une valeur approchée des opérateurs gradient, divergence et vorticité aux points du
maillage de la Cubed-Sphere, il faut calculer une valeur approchée de la dérivée d’une fonction le long
d’un grand cercle. C’est & dire, il faut évaluer 5? fg;) et 55{ fi(f;) tels que

{ ngl(’;) - agf(xf’j) lorsque A& — 0 (4.10)

gffi(,];) — 3nf(x§j) lorsque An — 0

Dans la section suivante, on détaille une procédure numérique pour calculer ces dérivées partielles
approchées. De plus, on détermine ’erreur de troncature associée.

4.1.2 Approximation de dérivées sur les grands cercles

Soit f :x € S2 — f(x) la fonction que 'on souhaite dériver le long des grands cercles aux points
du maillage de la Cubed-Sphere. Si XEZ) est un point de la Cubed-Sphere avec (k) = (I)--- (VI), ainsi
que —N/2 < 4,5 < N/2, on souhaite calculer une valeur approchée de 85f(ng€j)) et 8nf(xl(»§)). On
suppose (k) = (I), la méthode étant identique sur les autres panels. Il existe deux grands cercles de la
Cubed-Sphere V) € (Ig) et C](.z) € (1) tels que

7

xVecnc?. (4.11)

C’,L»(l) est une isoligne en £ = &; et C'j(?) est une isoligne en 1 = 7n;. Pour calculer une valeur approchée
de O¢f (xgj)), on souhaite connaitre des données de f en un ensemble de points le long du cercle C](Q).

On note m, avec 0 < p < 4N — 1 les points de CJ@) construits de la maniére suivante :
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4.1. Opérateurs différentiels sur la Cubed-sphere

Cercles de (IV3)

.

— 1s0-&

(2)

FIGURE 4.1 — Grands cercles C;” (horizontaux) et C’,L»(l) verticaux. Ces grands cercles sont associés aux
panels (I) et (I11). Ces cercles ne passent pas par des points du la Cubed-Sphere sur les panels (I17)
et (IV).

e si0<p<N alorsm, = XI()I—)N/2j7 il s’agit des points du cercle C](-Z) associés au panel (I) sur le

maillage. Ils sont représentés par des ronds bleus sur les Figures [.1] et [£.2]

esi N+1 < p < 2N —1 alors les points ne font pas partie du maillage. Il s’agit des points
d’intersections de C’j@) avec les isolignes £ = ffn) du panel (1), c’est & dire l'intersection de o

avec les cercles de (11g). Ces points sont représentés par des carrés bleus dans les Figures et

. Les coordonnées sont calculées dans (3.107)),

(I11)

e si 2N < p < 3N alors m, = X, a2 Il s’agit des points de la Cubed-Sphere du panel (II7)

représentés par des ronds bleus sur la Figure

e si 3N +1<p<4N —1 alors les points m,, sont les points d’intersection de C](.Q) avec les cercles
de (IVg). Il ne s’agit pas de points de la grille. Ces points sont représentés par des carrés bleus
dans la Figure 4.1

La périodicité sur les grands cercles permet d’assurer que my, = my, 4y pour tout p € Z. De plus,

la construction de la Cubed-Sphere permet d’assurer un paramétrage du grand cercle C](.2). Chaque
point est associé & des coordonnées (&, n,). Les valeurs de &, donnent un paramétrage des points m,,
le long du grand cercle. On a de plus

Ept1 =& + AL (4.12)

Supposant les valeurs f, = f(m,) connues pour tout p vérifiant 0 < p < 4N —1 alors on peut évaluer la
dérivée approchée Sg fz(];) de O¢ f (XE?) a Pordre 4 grace 4 la formule de dérivation hermitienne (|1.127))

E ") = ol 1, (4.13)

Cependant, les valeurs de f, ne sont pas toutes connues car les points m, ne sont pas des points du
maillage lorsque N +1 <p < 2N —1ou 3N +4 < p < 4N — 1. Il faut donc construire un procédé
permettant d’obtenir des valeurs en ces points. Le procédé utilisé dans ce travail est basé sur une
interpolation a l’aide de Splines Cubiques [2].
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Chapitre 4. Approzimation des opérateurs différentiels sur la Cubed-Sphere

Lignes d’interpolations

Panel (I1)

F1GURE 4.2 — Un grand cercle C'j@). La ligne bleue représente une isoligne n = n; du panel (I) vue
depuis le panel (7). Les cercles bleus représentent des points de la Cubed-Sphere et de I'isoligne n = 7;.
Les carrés bleus ne sont pas sur la Cubed-Sphere. Il s’agit de l'isoligne n = 7; et de portions de grands
cercles du panel (I1).

On souhaite évaluer une valeur f, approchant f(m,) avec N +1<p<2N —1ou3N +4<p<
4N — 1. Bien que m,, ne soit pas un point de la Cubed-Sphere, on sait que

m, e (' nC (4.14)

ol C’J(-Q) est une isoligne pour 1 = n; constant pour le panel (I) et C est une isoligne £ constant pour
le panel (II) (si N+ 1 <p < 2N —1) ou pour le panel (IV) si 3N +4 <p < 4N — 1 (lignes en gras
sur les Figures .et . La méthode consiste & utiliser les points de la Cubed-Sphere présents sur
le cercle C' pour construire une fonction d’interpolation de type Spline Cubique puis d’évaluer cette
fonction au point du maillage m,,. Si on note P¢ la fonction d’interpolation en question, on a alors
fp = Pc(m,,). L’interpolation s’effectuant sur un grand cercle, il s’agit d'une fonction d’interpolation
en dimension 1. On utilise l'interpolation par splines cubiques. On a alors [2] :

fp = Pc(my) = f(m,) + O(Anh). (4.15)

La fonction P¢ ne dépend pas du point m,, mais uniquement des données aux points de la Cubed-Sphere
sur le panel choisi et le long du cercle C' (voir Fig. .

Le procédé est symétrique pour reconstruire les données sur un grand cercle Cfl) ou le grand cercle
d’un autre panel. Une fois les données (f,)o<p<an—1 construites, on peut calculer ’approximation de la
dérivée grace a O¢ fp =~ (5g€fp que l'on restreint aux points du maillage. Pour tout —N/2 < ,j < N/2,
on a

SH (D) _ sH r
{ 0 fij = Ouefi-np pour Cj@) fixe. (4.16)

7‘7‘]
g (11T
55]2'(,]' ) = 5f§fi+3N/2

L’algorithme de calcul des dérivées hermitiennes en £ sur un panel (k) est donné par I’algorithme

[
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4.1. Opérateurs différentiels sur la Cubed-sphere

Ligne d’interpolation

Panel (II)

Fi1GURE 4.3 — Grand cercle C'j(?) et portions de grands cercles du panel (I7). La ligne bleue représente
une isoligne 7 = n; du panel (I) vue depuis le panel (II). Les cercles bleus représentent des points de
la. Cubed-Sphere contenus dans I'isoligne 7 = n;. Les carrés bleus sont des points de l'isoligne n = n;
qui ne sont pas sur la Cubed-Sphere. En vert, une section du grand cercle utilisée pour 'interpolation

spline cubique.

Algorithme 7 : Calcul de gg fi(é) et Sf fi(

I111)
7j

1

2:
3:

10:

11:
12:

for j=—-N/2,...,N/2, do
pour un grand cercle CJ(-Q) fixeé,
for p = 0,1,...4N — 1 définir les points m,, € C](?) du grand
cercle bleu do
m, = m](DIjN/zj pour 0 < p < N donc f, = f(my),

fp = Pc,(my), ot Pg, est la fonction d’interpolation utilisant

les points de l'isoligne & = §;£II)\,/2+1 pour N+1<p<2N —1,

1(01712{1)\[/2]' pour 2N < p <3N — 1 donc f, = f(my),
fp = Pc,(my), ot Pg, est la fonction d’interpolation utilisant
les poi(rilt; de T'isoligne & = 51(7‘12\[/2“ pour 3N +1<p<4N — 1.
end for
Calcul de 5f€(fp)p,
Affectation S?fl(? = 5f§fl-+N/2 pour tout —N/2 <i < N/2,

Affectation ngi(én) = fgfz’+3N/2 pour tout —N/2 <i < N/2.
end for

m; =1

De la méme maniére, ’algorithme de construction des dérivées approchées en 7 sur les panels (I) et
(III) est donné par 'algorithme
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Algorithme 8 : Calcul de 52 f{) et 61 {111

1: for i=—-N/2,...,N/2, do

2: pour un grand cercle Ci(l) fixé,

3: for p=0,1,...4N — 1 définir les points m,, € C’i(l) do

4: m, = mg’;)_N/Q pour 0 < p < N donc f, = f(m,),

5: fp = Pc,(my), ot Pg, est la fonction d’interpolation utilisant
les points de I'isoligne n = 1(7‘3\,/24_1 pour N +1<p<2N —1,

6: m, = mggfl\?ﬂ _, bour 2N < p < 3N — 1 donc f, = f(my)

(Attention & lorientation sur les panels),
fp = Pc,(my), ot Pg, est la fonction d’interpolation utilisant

=

les points de l'isoligne n = 1(7‘1{3)1\//2-%1 pour 3N +1<p <4N —1.
8: end for
9: Calcul de 5fnfp,
10: Affectation 5Hf f fitny2 pour tout —N/2 < j < N/2,
11: Affectation 5ffi ;H = 54,nfz'+3N/2 pour tout —N/2 < j < N/2.
12: end for
Le processus est utilisé sur chaque panel (k) = (I),...,(VI). On obtient alors les approximations des

dérivées en £ et en n sur chaque point du maillage Cubed-Sphere ng;-) avec —N/2 <i,7 < N/2.

Théoréme 4.2. Pour tous —N/2 <i,j5 < N/2 et (k) = (I),...,(VI) et pour f:x €S2+ f(x) €R
une fonction réguliére, on a

{ngffj-) = %f(x(;)+0(an) (4.17)

! 1,7
SEfM = 0, 1) + o(ag?)

Démonstration. La preuve est la méme sur chaque panel, on se restreint ici au panel (I). De plus, par
symeétrie, nous ne montrons que le premier résultat :

51 = 0ef (<)) + O(An?), (4.18)
Le procédé de construction des valeurs sur un grand cercle Cj@)
donne

, aux points my, avec 0 <p < 4N — 1

fp = f(my) +O(A7") (4.19)
car nous utilisons une interpolation Spline cubique.
Donc dans le calcul de la dérivée Hermitienne, on a

Sor1 = fp—1 _ f(mpyr) — f(mypy) ) (A?f*) . (4.20)

2AE 2AE

On a A§ = Anp =7/(2N). Alors en composant par Ugl, on a

54§fp—0 0o fp
_ U,g_l o (f(mp+1)2;g(mp_1) Lo (A773)>
=o; -1 <f(mp+1)2;g(mpl>> o) (AWS)
= 0¢f(my) + O (An?) + O (AE?)
= 6§f(mp) +0 (Afg) .
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4.2. Opérateur gradient discret

On assigne les dérivées aux points des panels a I'aide de m, = xij/zj pour p = 0...N. Le résultat
est alors :

SH p(k) _ cH _ (k) 3

O fij = Ouefisnye = 0cf (X n )0 ;) + O (AE7). (4.21)
Le résultat concernant la dérivée en 7 est obtenu de la méme maniére. O

D’aprés le théoréme [£.2] la méthode de calcul est d’ordre au moins 3. Cependant, on note que
I'interpolation (cause d'une possible perte de précision) n'intervient qu’en dehors des panels ou 'on
souhaite calculer la dérivée. Lorsque 'on souhaite calculer une approximation de O f (XE?), I'interpola-
tion intervient sur les panels (I1) et (/V) mais pas sur le panel (I). Dans la pratique, on s’attend a ce

que la méthode soit d’ordre 4, en particulier loin des bords des panels et ¢’est bien ce qui est observé.

4.2 Opérateur gradient discret

4.2.1 Construction et consistance de 1’opérateur gradient discret

Soit h : x € S2 + h(x) € R une fonction réguliére sur la sphére. On note h,g? = h(xg?), avec

—N/2 <i,5 < N/2et (k) = (I),...,(VI), la valeur de h au point x*) de la Cubed-Sphere. Nous

i,J
notons (gf)E? = gf(xg,’?) et (gn)z(‘,kj) = g”(ngj)).

Définition 4.4. On définit Uopérateur gradient discret par

Vraht) =6 n) g6 + 5 (g (4.22)

avec —N/2 < i,5 < N/2 et (k) = (I),...,(VI) ainsi que Sghff;) et gfhgi) obtenus grice auz algo-
rithmes [Q et [8

L’opérateur gradient discret de h, Vr, Ahl(.k;-) donne une approximation du gradient en xg?. En effet,
le résultat de consistance suivant est vérifié :

Proposition 4.1. Soit h : x € S2 — h(x) € R une fonction régulicre sur la sphére. Pour tous
—N/2<i,j<N/2et(k)=(),...,(VI), on a

Vrahl? — (Vrh)i = 0 (a¢%) (4.23)
ot * désigne lopérateur de restriction & la Cubed-Sphere et A = An.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence immédiate de la linéarité du gradient discret et du
théoréme E.2 O

De plus, on note que par construction

Vrahl) € T _wS2. (4.24)
2,7

Une valeur du gradient est associée a chaque point de chaque panel. Lorsque le point appartient &
plusieurs panels, on adopte la moyenne des différentes valeurs de gradient. Si le point est & l'intersection
d’exactement deux panels, il s’agit d’'une demi-somme. Si le point est un coin de la Cubed-Sphere, il
s’agit d’un tiers de somme.
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Chapitre 4. Approzimation des opérateurs différentiels sur la Cubed-Sphere

4.2.2 Tests numériques

Nous testons numériquement ’algorithme de gradient présenté ici pour évaluer son comportement.
On se donne une fonction h : x € S2 ~ h(x) tel que le gradient Vrh est connu. Nous comparons le
gradient approché et le gradient exact. Si h est une fonction sphérique de carré intégrable, alors h se
décompose comme une somme d’harmoniques sphériques. De plus, les harmoniques sphériques sont des
restrictions de polynomes sur la Sphére S2. Un test pertinent est donc de choisir h de type monomiale :

< avec p,q,r € N. (4.25)

B(:p,y,z) = aPylz",
h = hsa.

En se basant sur la proposition [3.3] le gradient de h est obtenu grace a la relation
Vrh = VR3iL —n (n . VRsiL) (4.26)

avec n(x) = x/a la normale extérieure en x € S2. Le gradient VR3iL est donné dans la base (i, j, k) par

. Oh. Oh. Oh
\V4 =—i4+—j+—k
mh =g 1+ ay” * o

= paP Y02 i+ qePyd 127§ 4 raPy?z" k.

Si u est une fonction vectorielle définie sur la Cubed-Sphere, alors

ug? = ul(-?i + UZ(E-)j + wl(f;-)k (4.27)
On définit la norme A par
k) 1, (k) o, (k)
— m m " W Y. 4.2
N(u) L SN/ ax(|u; ;[ [v; 7 |s [w; 1) (4.28)

On mesure 'erreur faite sur le calcul du gradient approché par

L N(Vra(h) ~ (Vrh))
. N ((Vrh))

(4.29)

Sur la Figure 1.4 on trace le logarithme décimal de V'erreur en fonction du logarithme décimal de
sn = aA§ = aAn. La pente de cette courbe donne I'ordre de convergence de la méthode sur le test
effectué. On observe que les points sont parfaitement alignés. De plus les niveaux d’erreurs observés
sont trés bons, méme sur les grilles les plus grossiéres avec N = 32 et N = 64.

Les ordres estimés sont meilleurs que 'ordre 3 montré dans la proposition Lorsque (p,q,r) =
(1,2,3), ordre de convergence calculé est 3.8787, il est de 3.8868 lorsque (p,q,7) = (2,2,2). Cela
confirme 'ordre démontré et nous donne un ordre proche de 4 dans la pratique. Les erreurs effectives

sont données en fonction de N dans la Table A1l

4.2.3 Une variante de 'opérateur de gradient discret
Gradient discret utilisant un schéma compact d’ordre 8

Une variante pour le calcul du gradient approché est d’utiliser un schéma aux différences finies en
dimension 1 d’ordre plus élevé que 5fx (qui est d’ordre 4). L’opérateur centré hermitien 5§{x (1.130)
est un opérateur d’approximation de la dérivée premiére d’ordre 8. On remplace 555 et 5577 dans les
algorithmes [7| et |8 de calcul de dérivées sur les grands cercles par 5& et 55[,7, le reste étant inchangé.
Le nouveau gradient approché vérifie toujours la proposition le facteur limitant la montée en ordre
étant, comme précédemment, la fonction d’interpolation de type spline.
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4.2. Opérateur gradient discret

Logm(erreur)
Logm(erreur)

pente = 3,868
10 -10
a2 a4 a5 a8 5 52 54 56 58 42 44 46 4.8 5 52 54 56 58

Log, ,(A) Logm{_\)

FIGURE 4.4 — Erreur sur le gradient en fonction de A = aA¢. Convergence du gradient de (4.25)) avec
(pyq,7) = (1,2,3) a gauche et avec (p,q,r) = (2,2,2) a droite.

] N [ 1,23 | (2,22 |
16 1.8636(—4) | 3.1368(—4)
32 1.3545(—5) | 2.3910(—5)
64 9.7564(—7) | 1.6716(—6)
128 6.5592(—8) | 1.1088(—7)
256 4.2563(—9) | 7.1437(-9)
511 2.7115(—10) | 4.5361(—10)
ordre estimé || 3838 [ 389 |

TABLE 4.1 — Table des erreurs en fonction du paramétre de maillage N pour le calcul du gradient. On
mesure 'erreur relative pour le calcul du gradient de (4.25) avec (p,q,7) = (1,2,3) a gauche et avec
(p,q,7) = (2,2,2) a droite.

Logm(erreur)
Logm(erreur)

= = mpente = 3.1266
= = =pente =3.1363
zgnte = 38787 pente = 3.8868
10 -10
4.2 4.4 4.6 4.8 5 5.2 5.4 5.6 5.8 4.2 4.4 4.6 4.8 5 5.2 5.4 5.6 5.8
Log,(2) Log, ,(A)

FicURE 4.5 — Erreur sur le calcul du gradient en fonction de A = aA€. La convergence du gradient

de (4.25)) avec (p,q,7) = (1,2, 3) est a gauche et avec (p,q,7) = (2,2,2) est & droite. Nous comparons
l'utilisation de 6f$ en trait plein avec l'utilisation de 5536 en pointillés. L’ordre de convergence du

gradient utilisant 5535 est plus faible que celui utilisant 5333:.
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Chapitre 4. Approzimation des opérateurs différentiels sur la Cubed-Sphere

(p.q,r) =(1,2,3) (p.q,r) =(2,2,2)
N e | % O | %
16 1.8636(—4) | 1.8475(—5) | 3.1368(—4) | 3.1349(—5)
32 1.3545(—5) | 2.0130(—6) | 2.3910(—5) | 3.4020(—6)
64 9.7564(—7) | 2.1919(=7) || 1.6716(—6) | 3.9216(—7)
128 6.5592(—8) | 2.4346(—8) || 1.1088(—7) | 4.7945(—8)
256 4.2563(—9) | 2.9159(—9) || 7.1437(—9) | 3.8473(-9)
511 2.7115(—10) | 3.5643(—10) || 4.5361(—10) | 7.2161(—10)

ordre estimé || 388 [ 314 [ 38 [ 313 |

TABLE 4.2 — Table de convergence du gradient approché de (4.25)) utilisant 55‘; ou 6{‘;. L’ordre de
convergence du gradient utilisant 551. est plus faible que celui utilisant 54{{1. Pour un maillage plus
grossier (N = 32 ou N = 64), 'erreur est plus faible pour le gradient utilisant 551.

Sur la Figure nous présentons les courbes de convergence comparant le schéma utilisant 6}53: et
(55,13. On constate que le premier schéma est meilleur en ordre que le schéma utilisant (5533. En revanche,
I’erreur pour des petites valeurs de N est plus faible pour le schéma utilisant 55;3 comme on le voit sur
la, Table .2

On souhaite connaitre la localisation spatiale sur la sphére de 'erreur de maniére & connaitre les
zones dans lesquelles le gradient approché est le moins performant. Pour cela, nous représentons sur la
Figure Perreur spatiale

k k
maxy—ijk | (vTvapphz(',j) - vThz(',j)) -
k
maXy=ijk (|vThZ(’j) . u|)

(4.30)

ol vT,apphZ('? désigne le gradient approché calculé en utilisant 5§{x la dérivée Hermitienne d’ordre 8

et xl(? est un point de la Cubed-Sphere, (k) = (I),...,(VI) et —N/2 < i,5 < N/2. L’erreur est

FiGURE 4.6 — Erreur relative pour le calcul du gradient VT@pphE’kj) avec N = 63 et h(z,y, z) = zy?23.

plus importante 1& ou 'interpolation est la plus mauvaise. Sur les grands cercles associés aux isolignes
§=xFoun==xFouf=0o0un=0iln’ya pas d’interpolation car ces grands cercles passent
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4.2. Opérateur gradient discret

exactement & des points de grilles sur tous les panels. Il s’agit des grands cercles passant sur les
bords des panels ainsi que les grands cercles équatoriaux. L’erreur introduite par l'interpolation est
particuliérement visible loin de ces cercles. Elle reste cependant limitée.

Gradient sans interpolation

Nous avons vu que la méthode de calcul du gradient approché repose sur le calcul de dérivées
hermitiennes périodiques le long de grands cercles. L’utilisation de splines cubiques empéche de passer
a un ordre supérieur a 3 en changeant ’ordre de la dérivée Hermitienne. Il est légitime de se demander si
un schéma décentré au bord des panels ne donne pas des résultats comparables de maniére a n’utiliser
que les points intérieurs du panel (k) pour calculer le gradient en Xz(’,kj) avec (k) = (I),...,(VI) et
—N/2 <i,57 < N/2. Un tel schéma est naturellement beaucoup plus simple que la méthode utilisant
les splines cubiques présentée précédemment.

Soit (up)_ N/2<p<n/2 une fonction de grille. On définit 'opérateur explicite dqec, par

1

(5déc7$up = ﬁ(upﬂ—up_l) si —N/Q—FlSpSN/Q—l
1) u ! 103u + 9111 7u + 2911 11u i N/2
5 = —|—-—== — - - — - — sip=—
dec,zp h 7o %P T 35 p+1 4 p+2 36 p+3 79 p+4 p
1) u ! 103u glu + 7u 2911 + 11u i N/2
6 = —| —=u,— — - - — — sip=
dec.atlp B\ 72T 36 P T 2 T ggtees T gt P
(4.31)
ainsi que 'opérateur ogec , par
1 4 1 .
Udéc,mup = §up+1+§up+6up_1 S1 —N/2+1Sp§N/2—1
Odécallp = §up_1 + Eup sip=—N/2 (4.32)
1 .
Odécallp = —Up+ —Up_1 sip=N/2

6 6

L’opérateur décentré au bord est construit de maniére a étre d’ordre 4 en conservant la structure
tridiagonale de la partie implicite ogec .. Grace & cette structure, le systéme a résoudre peut étre résolu
en utilisant l'algorithme de Thomas [20], [72].

L’opérateur hermitien 65{%, .= agélc »00déc,z €st un opérateur d’approximation de la dérivée premiére
d’ordre 4. Son décentrement au bord des panels permet d’obtenir une nouvelle procédure de calcul des

dérivées approchées de 8§h(a:§§)) et 8nh(x§§)) donnée par

k k) . p
{ deh(x! ;g';) ~ ot Aéh%g)) j fixe, (433
Oeh(al)) ~ 8% a hls) i fixe.
Puisque 5£{§C’x est un opérateur d’ordre 4, le gradient approché donné par
k k k k k
Videchiy = Shhe achi) (89S + Shic anhiy (&)1 (4.34)

est un gradient d’ordre 4. Nous observons sur la Figure la convergence de ce gradient VT,déChEIE-) en

. . k . A
comparaison au gradient Vr, Ah§7 j). Les ordres de convergence sont pratiquement les mémes. Cependant,

les niveaux d’erreurs & IV fixé sont bien plus faibles pour V7 A qu’avec V7 qsc comme on peut le voir
sur la Table 4.3

Le gradient décentré au bord des panels V1 gec possede des propriétés de convergence semblables
a celles du gradient Vr a. Cependant, les niveaux d’erreurs sont plus élevés. Le gradient utilisant
les splines cubiques est plus précis sur un maillage fixé. Dans la suite de ce travail, nous retenons le
gradient V7 A pour la résolution des équations aux dérivées partielles.
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2 1
" (
3 . 2 e
-
-
4 3 @
D
—_ 4
= -5 =
g g 5
£ g -
L -6 ]
2 2 -6
=4 =]
S g =
wF
-8 .
———pente = 3.8787 ——pente = 3.8868
10 -10
42 44 4.6 a8 5 5.2 5.4 5.6 5.8 4.2 4.4 4.6 4.8 5 5.2 5.4 5.6 5.8
Log,,(a) Log, (A)

FiGURE 4.7 — Erreur sur le calcul du gradient en fonction de A = aA€. La convergence du gradient
approché avec (p,q,7r) = (1,2,3) est & gauche et avec (p,q,7) = (2,2,2) a droite. Nous comparons le
gradient V7 g¢c en pointillés et le gradient V7 A en trait plein.

(p,q,r) - (1’233) (p,q, I’) - (27232)

N V1A \ VT dec V1A \ VT dec

16 1.8636(—4) | 5.0425(—3) [ 3.1368(—4) | 1.1437(-2)
32 1.3545(—5) | 3.9160(—4) | 2.3910(—5) | 9.7399(—4)
64 9.7564(—7) | 3.1917(=5) || 1.6716(—6) | 6.6478(—5)
128 6.5592(—8) | 2.2341(—6) || 1.1088(—7) | 4.2363(—6)
256 4.2563(—9) | 1.4700(—7) || 7.1437(—9) | 2.6521(—7)
511 2.7115(—10) | 9.4135(—9) || 4.5361(—10) | 1.6554(—8)

ordre estimé [ 38 [ 380 [ 38 [ 390 |

TABLE 4.3 — Erreur pour le calcul du gradient en fonction du parameétre de la Cubed-Sphere N. Table
de convergence des gradients approchés VA et Vo gec.
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4.8. Opérateur divergence discret

4.3 Opérateur divergence discret

4.3.1 Construction et consistance de ’opérateur divergence discret

Soit v : x € §2 > v(x) € TxS? un champ de vecteurs régulier sur la sphére. Il existe u, v et w des
fonctions de coordonnées réguliéres de S2 dans R telles que

v(x) = u(x)i+v(x)j + w(x)k (4.35)

ot (i,j, k) est la base canonique de R? et x € S2. On définit SgHvl(lj) et STI]{VZ(IE) par

SV = SHui 4 5+ 5wk -
{ sl _ 52 ()5 TGty <]>J+5’Hw(é>k pour —N/2 <i,j < N/2, (k) = (I),...,(VI). (4.36)
/Y] n ") Zj n g

ot les fonctions de grille (Sguz(];)), (SHu(k)) ..

0 Wi j )s-- - sont construites grace aux algorithmes (7| et .

Définition 4.5. On définit Uopérateur divergence discréte par

<H k z k

avec —N/2 <i,57 < N/2 et (k) =(I),...,(VI).
Si un point XE? appartient a plusieurs panels, on y calcule plusieurs divergences approchées. Si le

point est & l'intersection de deux panels, on conserve la moyenne des valeurs associées & chaque panel.

Si le point est un coin de la Cubed-Sphere, on conserve la moyenne des trois valeurs. L’opérateur
(k)

divergence discret de (vi’ J ) est une approximation de la divergence en X( ). En effet :

Proposition 4.2. Soit v : x € S2 — v(x) € TS2 un champ de vecteur régulier sur la sphére. Alors
pour tout —N/2 <i,5 < N/2 et (k) =(I),...,(VI), on a

Vra v — (Vr-v)ih = 0(a¢?) (4.38)

2y

ot * désigne l'opérateur de restriction d la Cubed-Sphere et A = An.

Démonstration. L’opérateur divergence étant linéaire, on utilise le théoréme pour démontrer le
résultat. 0

4.3.2 Tests numériques

Pour construire un test permettant d’évaluer les performances de la divergence approchée Vr a-,
on utilise les propriétés suivantes :

Lemme 4.1. Soit w : x — w(x) € R un champ de vecteurs. On note n(x) = x/a le vecteur normal
unitaire o S2. Six €S2, on a
F(x) = n(x) A w(x) € TxSZ. (4.39)

Soit f :x € S2 + f(x) € C une fonction réguliére sur la sphére, alors la proposition suivante est
vérifiée :

Proposition 4.3. Pour tout x € S2, on pose F(x) = n(x) A (f(x)u) avec u € R® un vecteur constant.

Alors

a’

Vr-F=Vrf- (Il A u) (4.40)

ot n est le vecteur unitaire extérieur a S2.
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Démonstration. e Soit x € S2, alors
0 (%) 10x
—n(x)=—-——=
o0& a 0
1
= Egg € Txgz
De méme,
0

1
a—nn(x) =8 € T\S2.

e On considére le terme en g¢ de la divergence

iF-gfz 8a£(r1AfW)-g6
= (({;Igl/\fw—i—n/\(%(fw)) gt
=@nAw)- g‘ggg
car n € 'H‘XSE et w est un vecteur constant. De la méme maniére, pour le terme en 0, on a
2 = mnw) Ly

e D’apres (4.1), la divergence est :

VT.FZQF.g§+gF.gn

23 on
0 0
—(aw) et maw)- e

= VTf . (n A u)
O

De plus, opérateur divergence est & moyenne nulle :
Vr-u(x)do(x) = 0. (4.41)

A
On a choisi de tester la divergence approchée Vr a- de la définition sur le champ de vecteurs

F(x) = 2Py?2"n(x) A u, (4.42)

avec p,q,7 € Net u=[1,1,1]7. La divergence d'un tel champ de vecteurs est donnée par la proposition
[M.3] et la proposition On mesure l'erreur relative :

| (Vra-F*) = (Vr-F) ||
| (V7 -F)" [I;

(4.43)

avec | € {1,2,00}. x désigne la restriction a la Cubed-Sphere. On mesure aussi l’erreur sur la conser-
vation, c’est & dire la valeur approchée de l'intégrale . Les résultats sont donnés dans les tables
et Ils permettent de confirmer 'ordre 3 minimum obtenu théoriquement et donnent un ordre
4 numérique aussi bien sur l'erreur de la divergence que sur la conservation. La Table présente une
erreur de conservation proche de erreur machine quel que soit le maillage. Ce résultat est attribué
aux symeétries de h lorsque (p,q,r) = (1,1,1).

Les courbes de convergence en Figure [4.8| sont pratiquement confondues et ont une pente proche
de 4. De plus les points sont parfaitement alignés.
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4.8. Opérateur divergence discret

N H norme 1 ‘ norme 2 ‘ norme oo H conservation ‘
16 3.3707(—4) 3.1674(—4) 3.7839(—4) 1.6810(—6)
32 2.0751(—5) 1.9593(—5) 2.5503(—5) 1.1083(—7)
64 1.2964(—6) 1.2274(—6) 1.8238(—6) 7.0272(—9)
128 8.1231(-8) 7.6985(—8) 1.2133(—7) 4.4093(—10)
256 5.0903(—9) 4.8271(—9) 7.8110(—9) 2.7597(—11)
512 3.1888(—10) | 3.0280(—10) | 4.9564(—10) 1.7256(—12)

| ordre estimé || 400 | 400 | 390 | 3.98 \

TABLE 4.4 — Erreur pour le calcul de la divergence approchée Vr a- en fonction de N le parameétre de
la Cubed-Sphere. On calcule Uerreur lors du calcul de la divergence de (4.42) avec (p,q,7) = (1,2,3)
en normes 1, 2 et infinie. On vérifie aussi la conservation (4.41)).

N H norme 1 ‘ norme 2 ‘ norme oo H conservation ‘
16 4.4656(—5) 5.2622(—5) 1.1018(—4) 2.2965(—18)
32 2.9404(—6) 3.4964(—6) 8.9432(—6) 9.5834(—18)
64 1.8859(—7) 2.2566(—17) 6.3993(—7) 6.9334(—18)
128 1.1972(—8) 1.4352(—8) 4.2842(—8) 7.5356(—18)
256 7.5548(—10) | 9.0630(—10) | 2.7721(—9) 1.3528(—17)
512 4.7499(—11) | 5.7106(—11) | 1.7640(—10) 1.7256(—18)
|ordre estimé || 397 | 397 | 386 | — \

TABLE 4.5 — Erreur pour le calcul de la divergence approchée Vr a- en fonction de N le parameétre de
la Cubed-Sphere. On calcule Uerreur lors du calcul de la divergence de (4.42) avec (p,q,7) = (1,1,1)
en normes 1, 2 et infinie. On vérifie aussi la conservation (4.41)).

norme 1 - pente = 3.9705
.4 | |= = =norme 2 - pente = 3.9652
reeescein NOrMeE o - pente = 3.8609

Log, j(erreur)
Logm(erreur)

5.2 5.4 5.6 5.8 4.2 4.4 4.6 4.8 5 5.2 54 5.6 5.8

a2 44 a6 48 5
Log,,(a) Log,4(A)

FIGURE 4.8 — Convergence de la divergence approchée VA avec (p,q,r) = (1,2,3) a gauche et avec
(p,q,r) = (1,1,1) a droite avec différentes normes en fonction de A = aA&.
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4.3.3 Variante de opérateur de divergence discret

La divergence utilisée dans la formule (4.5)) est cotteuse en calcul. Il faut calculer six dérivées
hermitiennes. Une méthode basée sur une divergence approchée moins cotiteuse en calculs est donnée
dans [25]. Cette méthode est basée sur 1’égalité suivante :

Proposition 4.4. Si F : x € SZ — F(x) € TXSZ est un champ de vecteurs réguliers sur la sphére,
(k) .

alors l’égalité suivante est vérifiée en X; 7
9

1 [0 (\/T
—— |7z (VGF - gg)
VG [36
Démonstration. L’égalité suivante est vérifiée :

OF 1 a\/ dgt

g -

VGF - g) a€+F = 5 TF o
_ 5_8F+F (FU —I—F )—i—F- 1€ 4518 77_1
T & (Fne™ ee g9 T ten® T 1

d’apreés les propositions et ,

I (;977 (\/EF : gn>£:&] (4.44)

n="nj

e

OF
=gt % +F- gglj:;,5 -F- g"an car F est tangent a S2.
De la méme maniére, on a
oF £ 3all
\ﬁg (\/ F.g ) TGy tE e, ~F T (4.45)

En combinant ces deux égalités, on trouve

[ (v

ce qui conclut la preuve. O

Vy F =

N 6‘9?7 (@F.gﬁL:gJ’ (4.46)

n="nj

Si l'on utilise la forme de la divergence (4.44)) au lieu (4.8)), il n’y a que deux dérivées hermitiennes
a calculer au lieu de six. On se concentre sur le panel (I) pour détailler la procédure permettant de
calculer une valeur approchée du terme

6{ (\/EF : gf)n:nj . (4.47)

On utilise encore une fois la structure en grands cercles. La fonction

£~ VGF - gt (4.48)
est bien définie sur le panel () et peut s’étendre facilement au panel (I17). En effet, si x(z,y, 2) € S?
on a Y
1 7 = 1+ X2)(1+Y?)
E(x) — 1 insi G =42 4.49
g°(x) = % : ainsi que a (11 X2+ V2 (4.49)

avec X = L et Y = ra7- Cependant, sur les panels (II) et (IV), labscisse x s’annule (en (0, £a,0)),

ce qui interdit d’utiliser Pexpression ([£.49)). On remplace les fonctions z — 1/x et x — 1/|z| par des
prolongements de classe C? au voisinage de 0 :

si x| > sa,
5_ 3.3, 3

ar° + Zr o si x| < sa.

N (4.50)

@ ={ 3
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4.8. Opérateur divergence discret

si|z| > sa,

() ={ el 2
i]m|4 — %|l’|2 + % si |z| < sa,
ol s est un parameétre de seuillage permettant de peu affecter la fonction initiale. Dans la pratique,

nous utilisons s = 0.05 ce qui permet de peu perturber les fonctions initiales. On remplace dans (4.49))
les termes en 1/x et 1/|z| par ¢1(x) et ¥o(z). Ainsi, on pose

(4.51)

TSNS S ¢ SIS WS ] IPOV/ S LE I ED &
BT (yto(x))? 10:16 BT (z1ha(x))2 () ¢ - (14 X2+ v2)3/2

(4.52)
avec X = yi1(z) et Y = zaho(z). En remplacant g¢, g” et VG par g€, g et V' G données par [£.52),

on définit 'opérateur de divergence approchée en xl(-’;)

Vias F— —— 3 (VGF-gt) + 51 (VGF-g7)], (4.53)

VG
ou 5? f et 55 f désignent les dérivées hermitiennes en £ et en n de f obtenues en utilisant les algorithmes

[ et 8

De méme que précédemment, on teste la précision de cette dernieére sur le champ de vecteurs (4.42)).
Les résultats sont donnés dans les Tables et .17

] N H norme 1 \ norme 2 \ norme oo H conservation ‘

16 4.4464(—4) | 4.2619(—4) | 5.7206(—4) 7.2201(—6)

32 2.7567(—5) 2.6414(-5) 4.3945(—5) 4.4825(—7)

64 1.7319(—6) 1.6606(—6) 3.0870(—6) 2.7976(—8)

128 1.0886(—8) 1.0438(—7) 2.0521(=7) 1.7475(-9)

256 6.8327(—9) 6.5488(—9) 1.3242(—8) 1.0921(—10)

512 4.2837(—10) | 4.1045(—10) | 8.4121(—10) 6.8258(—12)
ordre estimé || 400 [ 400 [ 38 | 4.00 \

TABLE 4.6 — Table de convergence pour la divergence Vr a2 de (4.42) avec (p,¢,7) = (1,2,3) en
normes 1, 2 et infinie. On vérifie aussi la conservation (4.41)).

N H norme 1 ‘ norme 2 ‘ norme oo H conservation ‘
16 9.5570(—5) 1.1354(—4) 2.5127(—4) 9.9325(—18)
32 6.2727(—6) 7.4509(—6) 1.9429(—5) 9.0737(—18)
64 4.0293(—7) 4.7991(-7) 1.3703(—6) 1.4538(—17)
128 2.5561(—8) 3.0505(—8) 9.1295(-8) 1.0589(—17)
256 1.6119(—9) 1.9247(-9) 5.8964(—9) 2.2899(—18)
512 1.0140(—10) | 1.2102(—10) | 3.7487(—10) 1.0804(—17)
ordre estimé || 397 | 397 | 38 | — |

TABLE 4.7 — Table de convergence pour la divergence Vp a2 de (4.42) avec (p,¢,7) = (1,1,1) en
normes 1, 2 et infinie ainsi que l'erreur de conservation (4.41]).

Les résultats numeériques obtenus sur la divergence approchée Vr a- (définition et ceux obtenus
sur Va2 sont particulierement proches 'un de l'autre. Le calcul de la divergence Vg a-
nécessite l'évaluation de 6 dérivées hermitiennes alors que ’évaluation de V7 a- n’en nécessite que
deux. Nous ne disposons pas de résultat théorique pour garantir la consistance de V1 a2+ avec la
divergence.
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Les erreurs sont semblables pour chacune des divergences approchées et les ordres de convergences
sont les mémes. Cependant, nous disposons d'un résultat de consistance pour I'opérateur Vo a-. Dans
la suite de ce travail, nous retiendrons 'opérateur divergence approchée Vo a- pour la résolution des
équations aux dérivées partielles.

4.4 Opérateur rotationnel discret

4.4.1 Construction et consistance de opérateur rotationnel discret

Soit v : x € SZ = v(x) € TxS2 un champ de vecteur régulier sur la sphére. En tout point de la
Cubed-Sphere xg’kj), avec —N/2 < i,j < N/2 et (k) = (I),...,(VI), les dérivées partielles approchées
de v sont données par (4.36)). On définit donc le rotationnel approché suivant

Définition 4.6. On définit lopérateur rotationnel discret par

k k k < k k < k k
rota(vi?)) = (Vra AviY) n= ((gf WA GEV + (g A s ])) n(x")ec (4.54)

avec —N/2 <i,j < N/2 et (k)= (I),...,(VI).
Le théoréme permet de montrer la consistance de cet opérateur d’approximation :

Proposition 4.5. Soit v : x € S2 > v(x) € TxS2 un champ de vecteurs régulier sur SZ. Pour tous
—N/2<4i,j<N/2et(k)=),..,(VI), on a

mtA((v*)E?) — rot(v);’;k) =0 (A&%) (4.55)

ot * désigne l'opérateur de restriction & la Cubed-Sphere et AE = An.
(k)

./ appartient a plusieurs panels (c’est a dire ¢ ou j vaut £N/2) alors plusieurs

(k)

()

Si un point x

est & l'intersection de deux panels, deux

(k)

valeurs du rotationnel sont obtenues, nous retenons la moyenne de ces deux valeurs. Si x; ; est a
9.
I'intersection de trois panels, nous conservons la moyenne des trois valeurs.

rotationnels approchés sont calculés en ce point. Si x

4.4.2 Tests numériques

Pour tester le rotationnel discret rota, on mesure 'erreur relative en norme [ donnée par

_|[rot(v)* —rota(v*)]];

= 4.56
T oty (450
avec | € {1,2,00}.
Soit v un champ de vecteurs sur la sphére. Il existe vy et vy tels que
v =wvyey + vgeg (4.57)

ou (A, 0) €]0,27|x] — /2, 7/2[ représentent les coordonnées longitude-latitude et (ey,eg) les vecteurs
de base donnés (voir Annexe).
Supposons que v est un champ de vecteurs de la forme "champ zonal" :

v(\, 0) = cos“(0)ey (4.58)
alors le rotationnel de v est donné par

a+1
a

rot(v) = cos® 9 sin 6. (4.59)
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H norme 1 ‘ norme 2 ‘ norme oo ‘

8 2.9158(—4) 3.3039(—4) 6.7103(—4)

16 1.7719(-5) 1.9906(—5) 4.0648(—5)

32 1.1025(—6) 1.2416(—6) 2.5207(—6)

64 6.9056(—8) 7.7821(—8) 1.6433(—7)

128 4.3244(-9) 4.8755(—9) 1.0822(—8)

256 2.7061(—10) | 3.0522(—10) | 6.9474(—10)
ordre estimé || 401 [ 401 [ 397 |

TABLE 4.8 — Erreur pour le calcul du rotationnel approché rota en fonction de N le paramétre de la
Cubed-Spheére. Table de convergence rota(v) avec v(\, ) = cos®(#) ey en normes 1, 2 et oo.

Log, ,(erreur)

FIGURE 4.9 — Erreur pour le calcul du rotationnel approché rota en fonction de A = aA&. Convergence
rota(v) avec v(\, 0) = cos3(0) ey en normes 1, 2 et co.
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On choisit @ = 3 pour avoir un champ régulier aux péles. Un tel champ représente un écoulement
stationnaire zonale sur la sphére. La valeur maximale de ce dernier est atteinte & 1’équateur et il
s’atténue rapidement aux podles. La Table et la Figurel4.9associée permettent de mettre en évidence
une convergence & l’ordre 4.

Supposons un champ de vecteurs v défini dans R? et tangent a la sphére :

v:x R v(x) € R3. (4.60)
Alors le rotationnel sphérique rot et la vorticité de R? sont liés par la proposition suivante :

Proposition 4.6. Soit v : x € R? = v(x) € R® un champ de vecteurs. Soit v la restriction de v a
S2. On suppose que Vv est un champ de vecteurs tangents a la sphére pour que rot(¥V) soit défini. Alors

en tout point de la sphére S on a
rot(v) = (Vgs A V) -n (4.61)

avec n la normale extérieure ¢ la sphére n = x/a et x € S2.

Démonstration. Le rotationnel d’un champ de vecteur de v s’exprime par

0
Vs Av=gin s +g" AL pnn LY (4.62)
n

ov
— € TS? 4.
nA or S a (4.63)
donc 3
v
AN—=— | -n=0. 4.64
(n 8T> n=>0 (4.64)
Ainsi, on retrouve en tout point de la sphére S? :
ov ov ov
) T — E AT naAZY V. 4
(Vrs AV)-n <g /\8£+g A8n+n/\8r> n (4.65)
ov ov
Y (P N 4.66
(g 9 T8 877) n (4.66)
= rot(v). (4.67)
O]
De plus, si F = F,i+ Fyj+ F.k, alors
OyF, — 0. F,
Vs ANF = |0,F, — 0, F,| . (4.68)
0. Fy — Oy Fy

On choisit, pour le second test numérique, le champ de vecteurs tangents a la sphére suivant :

exp(y/a) (y/a)exp(y/a) — (z/a) exp(z/a)
v(z,y,z) =n(z,y,2) A\ |exp(z/a)| = |(z/a)exp(z/a) — (x/a) exp(y/a) (4.69)
exp(z/a) (y/a)exp(z/a) — (y/a) exp(z/a)

avec (r,7,2) € R3. On a v € TS2. La vorticité de v est donnée par

— (24 z/a)exp(z/a)
Vrs AV = . —(2+x/a)exp(x/a)| . (4.70)
—(2+y/a)exp(y/a)
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H norme 1 ‘ norme 2 ‘ norme oo ‘

8 1.0377(—4) [ 1.2588(—4) | 3.6670(—4)

16 63236( 6) | 7.4682(—6) | 2.2222(—5)

32 3.9444(—7) | 4.6278(=7) | 1.3713(—6)

64 2.4726(—8) | 2.8931(—8) | 8.5415(—8)

128 1.5500(—9) | 1.8111(—9) | 5.3339(—9)

256 9.7139(—11) | 1.1342(—10) | 3.3330(—10)
ordre estimé [ 400 | 401 | 401 |

TABLE 4.9 — Erreur pour le calcul du rotationnel discret rota en fonction du paramétre de la Cubed-
Sphere N. La table de convergence de rota (v) avec v donné par (4.69) en normes 1, 2 et co. On observe
l'ordre 4 du rotationnel approché rota.

Log, ,(erreur)

52

5.4 5.6 5.8 6 6.2

Log,,(A)

F1GURE 4.10 — Erreur pour le calcul du rotationnel discret rota en fonction de A = aA&. La convergence
de rota(v) avec v est donnée par (4.69)) en normes 1, 2 et oco.
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On déduit le rotationnel sphérique de v :

i = L2 (ron(Z) ¢ Do (2) 2 o Do (D).

avec (x,7,2) € S2. On compare le rotationnel rot(v) avec le rotationnel approché rota(v), la conver-
gence de la méthode est donnée dans la Table
On compare & présent dans la proposition suivante 'opérateur rot(Vyv) avec le champ nul.

Proposition 4.7. Soit h: x € S2 — h(x) une fonction réguliére. Alors

1
V1 AV71h = gn A NVrh. (4.72)

En particulier, dans la direction de n :
rot(Vrh) = 0. (4.73)

Démonstration. En coordonnées (£,n), on a

0 (0h oh 0 (0h oh
Vo AVrh = ng< f+g)+g’7 < gt + g"). (4.74)
o \ oc® o€ "
En utilisant la définition [3.9] des symboles de Christoffel, on a
0 oh 10h 0’h oh
g8 A —Vrh=-T% —— -~ —gfx Eng!—T7 —géAgh. 4.75
e VT Penge ~aoe® "+ gean® M8 ~Ting & /8 (4.75)
De la méme maniére, on a
0 Oh 10h 0’h oh
A G Vrh = ———g"A "Agt TS 568" At 4.76
En sommant ces deux égalités et en utilisant
gt Ag’=—g" g, (4.77)
on obtient . oh oh .
Vo AVrh=—nA gt + 5 g’ ] = -nAVrh. (4.78)
6{ a
La seconde formule est obtenue en effectuant le prodult scalaire par n. O

Soit une fonction h : S2 — R quelconque, on évalue numériquement la précision de la proposition
Dans la direction normale n, on a :

Tot (VTh) = (VT A VTh) -n=0. (479)

La convergence associée a ce résultat est donnée dans la Table ot I'on donne

1 . %
€s = m”fOtA (VT’Ah ) —rot (VTh) ||l (480)
sil=1,2 et
oo = [[rota (Vrah™) — 10t (Vrh)* ||lso (4.81)
en fonction de N, le parameétre du maillage. La fonction h choisie est
h(X,0) = cos®(0) sin(30)). (4.82)

avec (), 6) les coordonnées longitudes et latitudes. La présence de cos®(f) permet d’éviter les problémes
de singularités aux poles. Le terme sin(30\) introduit des oscillations importantes dans la direction
équatoriale ce qui rend la fonction difficile a représenter sur un maillage trop grossier.

La table permet d’illustrer la convergence du gradient et de 'opérateur rotationnel. L’ordre
de convergence est proche de 4 dés que le maillage est suffisamment fin. Si on considére la convergence
avec un maillage plus grossier, la fonction h est mal représentée.
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4.4. Opérateur rotationnel discret

H norme 1 ‘ norme 2 ‘ norme oo ‘

8 1.3263(—15) | 2.2772(—15) | 6.6711(—15)

16 1.0786(—13) | 1.4654(—13) | 4.9935(—13)

32 1.5870(—14) | 2.0840(—14) | 4.5428(—14)

64 8.5848(—16) | 1.0911(—15) | 2.6199(—15)

128 5.0055(—17) | 6.3036(—17) | 1.3325(—16)

256 3.0563(—18) | 3.8445(—18) | 9.4033(—18)
|ordre estimé (1) | 232 | 240 [ 249 |
’ ordre estimé (2) H 3.85 \ 3.88 \ 3.98 ‘

TABLE 4.10 — Table de convergence rota (Vrah) avec h(\,0) = cos’(6)sin(30)\) pour différentes
normes. On donne en (1) U'ordre estimé prenant en compte tous les maillages et en (2) celui ne prenant
pas en compte N = 8 car h est difficile & représenter sur un maillage grossier.

weescees norme 1 - pente = 3.8523
= = =norme 2 - pente = 3.8805
-12 |- |==——norme = - pente = 3.9306

Log, ,(erreur)

44 46 48 5 52 54 56 58 6 62
Log, ,(A)

FIGURE 4.11 — Convergence rota (V7 ah) avec h(),0) = cos®(0) sin(30\) et différentes normes. Pour
N = 8, on constate que la fonction h est mal représentée. Dés que N = 16, la précision numérique de
la relation rot(Vph) = 0 est excellente sur cet exemple.
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4.5 Opérateur de filtrage

4.5.1 Définition des opérateurs de filtrage

Les opérateurs de filtrages en £ et en 7, respectivement notés ]}5 et ]:"n, sont construits de maniére
trés similaire aux opérateurs de dérivations donnés par les algorithmes 7| et |S|en remplacant 'opérateur
hermitien 555 (ou 5fn) par un opérateur de filtrage Fo¢ (ou Fay,) définis par (1.163)).

Soit h: x € S2 + h(x) € R une fonction réguliére. L’opérateur de filtrage ]:'g agit sur les fonctions
de grille grace a un algorithme similaire a celui utilisé pour la dérivation (algorithme [7)). On remplace,
sur chaque grand cercle 'opérateur de dérivation hermitien 6 1,¢ bar un opérateur de filtrage Fa5¢. On

définit .7-'5 Popérateur de filtrage dans la direction £ par ’algorithme @

Algorithme 9 : Calcul de ]:'g(h)( ) ot F (h)(HI)
for j— _NJ2,...,N/2, do
(2)

1
2 pour un grand cercle C'j fixé,

3: for p=0,1,...4N — 1 définir les points m,,, do
4

)

m, = m;I_)N/Zj pour 0 < p < N donc hy, = h(my,),

hy = Pc,(my), ot Pc est la fonction d’interpolation utilisant

les points de l'isoligne & = f N/2+1 pour N+1<p<2N —1,

6: m, = m;H;J)V/M pour 2N < p < 3N — 1 donc h, = h(m,),
7: hy = Pc,(my), ol Pc est la fonction d’interpolation utilisant

les points de l'isoligne & = f 3N/2+1 pour 3N +1<p <4N — 1.
end for

9: Calcul de fg]g(h

h

10: Affectation F( EC 1) = Fase(h)iyny2 pour —N/2 <i < N/2,
11 Affectation Fe(h{| 1)) = Faye(h)iranyz pour —N/2 < i < N/2.
12: end for
Foje désigne un opérateur de filtrage 1D de la forme (1.163)). Dans la direction de 7, on définit

lopérateur de filtrage ]}n agissant sur les fonctions de grille sur la Cubed-Sphere. L’algorithme
décrit I'opérateur F, :

®

),
)

Algorithme 10 : Calcul de ]t'n(h)g) et F, (h)(]H)

: for i=—-N/2,...,N/2, do
1)

1
2 pour un grand cercle C;  fixe,

3: for p=0,1,...4N — 1 définir les points m,, do
4

)

m, = mglp)fN/Q pour 0 < p < N donc hy, = h(m,),
hy = Pc,(m,), ot Pc, est la fonction d’interpolation utilisant

les points de l'isoligne n = 77[() J)V/2+1 pour N+1<p<2N —1,
(I11)

i p—3N/2 Pour 2N <p <3N —1donc hy, = h(m,),
hy, = Pc,(my), ot Pg, est la fonction d’interpolation utilisant

les points de l'isoligne n = 77( 3)N/2+1 pour 3N +1 <p <4N —1.
8: end for
9: Calcul de fg]n(hp)

10: Affectation F,(h

11: Affectation F,(h
12: end for

6: m, = m,

Foyn(h)jinse pour —N/2 < j < N/2,

(1))
(HI>) = Fayp(h)jian/2 pour —N/2 < j < N/2.
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4.5. Opérateur de filtrage

Les opérateurs ]}5 et ]}77 définissent des perturbations de I'identité.
Proposition 4.8. Pour toute fonction h: x € S? > h(x) € R réguliére, on a

7 (px\(k) _ (k) min(4,2J)

Fen)) = net)y + 0 (ag ). (4.83)
el dans la direction n :

= <\ (k k min

Fyh) ) = hx)) + 0 (Amint2D) (4:84)

pour tout —N/2 <i,j < N/2 et (k)= (I),---,(VI). L'ordre choisi pour l'opérateur de filtrage 1D est
2J et A& = An désigne le pas du maillage le long de 'équateur.

Démonstration. Par symétrie, on démontre seulement 1'équation (4.83)). Aprés la procédure d’interpo-
lation, on a

hy, = h(my) si my, est un point de (I) ou (III), (4.85)
h, = h(m,)+ O(An*) sim, est un point de (II) ou (IV), '
sur chaque grand cercle. De plus, on a, aprés filtrage
Fase(hy) = hy +O(AE), (4.86)
donc
Fose(hy) = h(my) + O(AE*) + O(An')
_ h( ) (Agmm 4,2])) )
En particulier, si m,, est un point du panel (I) ou (III), on obtient
Fe(n)) = n(xt)) + 0 (agmna2). (4.87)
O

On souhaite filtrer dans les directions £ et i sur chaque panel. Si h est une fonction sur la Cubed-
Sphere, on calcule ]-'g(h*) le filtrage de h* dans la direction &. Enfin on calcule la version filtrée en 7 :
F (fg(h*)) on compose les filtres ]-"5 et JF,. Par composition, en tout point de la Cubed-Sphere, on a

Proposition 4.9. Pour toute fonction h: x € S2 s h(x) € R réguliére, on a
FolFeh)E) = h(xl)) + 0 (agmnta2) (4.388)

ainst que
7 (]_— (h*)( )) h(x! (k )) +0 <A£m1n42‘])), (4.89)

pour tout —N/2 <i,j < N/2 et (k)= (1), --,(VI), A = An.

Démonstration. D’apreés la proposition on a,

Fe(F N = nx?) = Fo(Fy ()& = Fyn)®) + Fy ) — nix)

1,7

ﬁﬁ(ﬁn(h*))(k) F (h )( )—I-O( 5min(4,2])) d’aprés "
O<A£m1n(42J)> d’apres ’

d’ou (4.88). De la méme maniére, on montre (4.89)). O
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x108

& B N O NOB oo

w

FIGURE 4.12 — Tracé de F¢(F,(h*)) — F,)(Fe(h*)) avec h donné par ([{.90) et N = 16.

Noter que les opérateurs ]:'5 et jz'n ne commutent pas. En effet si

h(z,y,z) = exp (2) + exp (y) + exp (Z> (4.90)

a a
pour tout (z,%,z) € SZ, on représente sur la Figure la fonction de grille
Fe(Fy(h")) = Fy(Fe(h*)). (4.91)

On observe numériquement qu’elle est non nulle. On définit donc 'opérateur de filtrage F agissant sur
les fonctions de grilles sur la Cubed-Sphere de fagon symétrique par

1/~ - -
F=3 (Feo P+ Fyo 7). (4.92)
L’opérateur F est une perturbation de l'identité au sens de la proposition suivante :

Proposition 4.10. Pour toute fonction h : x € S2 s h(x) € R régulicre, on a
(k) _ (k) min(4,2J
F)Y = hx®)y+ 0 (Ag ( >) : (4.93)

pour tout —N/2 <i,5 < N/2 et (k)= (I),---,(VI), A = An.

Démonstration. D’aprés la proposition , chacun des opérateurs .7’:"50.7:"77 et .7:'7,0.7:"5 est une perturbation
de l'identité. Par moyenne, on déduit ’équation (4.93)) des équations (4.88]) et (4.89). O

L’opérateur de filtrage F filtre les données indépendamment dans la direction £ et dans la direction
n. Il dépend de l'ordre 2.J choisi pour opérateur de filtrage de dimension 1 dans les algorithmes [J] et
I

4.5.2 Résultats numériques pour 'opérateur de filtrage

Dans cette section, on évalue numériquement 1'opérateur de filtrage F donné par (4.92)). Pour cela,
on mesure ’erreur

_IFER) —
T2

pour différentes fonctions h définies sur la sphére. On rappelle que * désigne U'opérateur de restriction
d’une fonction & la Cubed-Sphere. On considére les trois fonctions suivantes :

(4.94)
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4.5. Opérateur de filtrage

e Fonction polynomiale :

avec (Ly,z) € S?L?

h(z,y,z) =

e Fonction de type exponentielle :

h(z,y,2) = exp (%) +exp (y) ©exp <z>

avec (z,9,2) € S2,

e Fonction oscillante :

h(X,0) = cos®(#) sin(30))

a

a

avec (\, 0) les coordonnées d’un point dans le systéme longitude-latitude.

(4.95)

(4.96)

(4.97)

On compare, sur la Table la valeur, pour différents maillages, de 'erreur relative en norme
1, en norme 2 et en norme infinie. On observe un ordre de convergence supérieur a 4. Les droites de
régressions sont de pente supérieure & 4 comme on l'observe sur la Figure [£.13]

N H norme 1 ‘ norme 2 ‘ norme oo ‘
32 6.1250(—11) | 2.0702(—10) | 3.3071(—9)
64 1.7509(—12) | 9.3707(—12) | 2.1368(—10)
128 5.3780(—14) | 4.2192(—13) | 1.3738(—11)
256 1.7839(—15) | 1.8822(—14) | 8.6376(—13)
512 1.7228(—16) | 8.5616(—16) | 5.4099(—14)
ordre estimé H 4.68 4.47 3.98

TABLE 4.11 — Table de convergence pour le filtre F utilisant le filtrage d’ordre 10 pour la fonction

(14.96]).

Log, ;{error)

rewceenans NOFM 1 - Slope = 4.6818

= = =norm 2 - slope = 4.4727
—norm oc - slope = 3.975

FI1GURE 4.13 — Taux de convergence pour le filtre F utilisant le filtrage d’ordre 10 pour la fonction

(4.96)) en fonction de A = aA&.

Dans la Figure [4.14] on trace la fonction (4.96)) ainsi que la fonction de grille

|F(h*) = b*]
17+ ]| oo

(4.98)

associée aux filtres d’ordre 2, 4, 6, 8 et 10. On constate que plus 'ordre du filtre est élevé moins
la fonction est affectée par l'opérateur de filtrage F. Pour les filtres d’ordre 8 et 10, on constate que
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3 2 EY o 1 2 3

FIGURE 4.14 — De haut en bas et de gauche a droite, erreur pour la fonction (4.96)) associée a
des filtrages 1D d’ordres 2, 4, 6, 8 et 10 pour N = 32. La premiére figure représente la fonction a filtrer.
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4.5. Opérateur de filtrage

Filtre : 2J H Fonction test H norme 1 ‘ norme 2 ‘ norme oo ‘
4.95 2.0767(—2) | 2.0663(—2) | 2.6936(—2)
ordre 2 4.96 3.8365(—4) | 3.8031(—4) | 5.9219(—4)
4.97 8.8026(—1) | 8.3750(—1) | 8.2422(—1)
4.95 4.4489(—4) | 4.0346(—4) | 5.5585(—4)
ordre 4 4.96 5.8873(—7) | 7.1369(—7) | 1.6257(—6)
4.97 2.7916(—1) | 2.6217(—1) | 2.5533(—1)
4.95 1.1255(=5) | 9.7115(—6) | 1.5661(—5)
ordre 6 4.96 3.3056(—9) | 4.3617(—9) | 1.7010(—8)
4.97 1.1461(—1) 1.0549(—1) | 1.0099(—1)
4.95 4.2370(—7) | 3.8887(—7) | 1.3487(—6)
ordre 8 4.96 8.4402(—11) | 2.1848(—10) | 3.3268(—9)
4.97 5.2179(—2) | 4.6915(—2) | 4.3154(—2)
4.95 1.2671(—7) | 2.5518(—7) | 1.3316(—6)
ordre 10 4.96 6.1250(—11) | 2.0702(—10) | 3.3071(—9)
4.97 2.5576(—2) | 2.2919(—2) | 2.8680(—2)

TABLE 4.12 — Erreur relative pour différentes normes avec N = 32. La fonction est la moins
affectée par Popérateur de filtrage. Les fonctions et sont beaucoup plus affectées, en
particulier la fonction oscille beaucoup et est filtrée de maniére importante quel que soit ’ordre
du filtre utilisé. Comme on g’y attendait, plus 'ordre du filtre est bas, plus la fonction est affectée par
Iopérateur de filtrage.

I'erreur est particuliérement présente sur les bords de la Cubed-Sphere 14 ol 'opérateur d’interpolation
est le moins précis. C’est donc 'opérateur d’interpolation qui est ici la principale source d’erreur.

La Table permet de confirmer que plus 'ordre du filtre est élevé, moins la fonction est affectée
par Popérateur de filtrage. La fonction est fortement affectée par U'opérateur de filtrage, en effet
la fonction oscille beaucoup et contient beaucoup de hautes fréquences.

En utilisant les mémes grilles que sur la Table et sur la Figure 4.13] on évalue l'ordre de
convergence. Les résultats sont donnés pour la fonction (4.95)) sur la Table pour la fonction (4.96])

sur la Table et pour la fonction sur la Table
’Ordreduﬁltre:QJ H 2 ‘ 4 ‘ 6 ‘ 8 ‘ 10 ‘

norme 1 2.00 | 4.00 | 5.91 | 4.81 | 4.68
norme 2 2.00 | 4.00 | 5.57 | 4.48 | 4.47
norme oo 2.00 | 3.97 | 4.49 | 3.98 | 3.98

TABLE 4.13 — Ordre de convergence pour différents ordres des filtres Fo;¢ et Fo;, et pour la fonction
(4.95). On utilise les paramétres de grille N =32, N =64, N = 128, N = 256 et N = 512.
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Ordre dufiltre:2J [ 2 [ 4 [ 6 [ 8 [ 10 |

norme 1 2.00 | 3.99 | 5.96 | 5.53 | 5.12
norme 2 2.00 | 4.00 | 5.82 | 4.69 | 4.57
norme oo 2.00 | 4.00 | 4.92 | 4.05 | 4.04

TABLE 4.14 — Ordre de convergence pour différents ordres des filtres Fo5¢ et o, et pour la fonction
(4.96). On utilise les parametres de grille N = 32, N =64, N = 128, N = 256 et N = 512.

Ordre dufiltre:2J || 2 | 4 [ 6 | 8 [ 10 |

norme 1 2.12 | 3.92 | 5.67 | 6.66 | 6.80
norme 2 2.12 1 3.94 | 5.56 | 5.86 | 5.84
norme oo 2.11 | 3.91 | 4.79 | 4.75 | 4.75

TABLE 4.15 — Ordre de convergence pour différents ordres des filtres Fo ;¢ et Fay, et pour la fonction
(14.97). On utilise les paramétres de grille N = 32, N =64, N = 128, N = 256 et N = 512.
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Chapitre 5

Equations d’advection sphériques

5.1 Equations d’advection linéaires sur la sphére

Dans cette section, on s’intéresse a I’équation d’advection (5.1)) :

oh
{ = tet,x)-Vrh = 0 pour tout x € S2 et t > 0, (5.1)

ot
h0,x) = ho(x)

sur la sphére S2. Le rayon terrestre est a = 6371220m. La fonction c : (t,x) € RT xS2 = c(t,x) € TxS?
désigne un champ de vecteurs tangents & la sphére S2.

5.1.1 Résolution numérique

L’équation (5.1 est résolue par la méthode des lignes en utilisant I'opérateur gradient discret Vo a
(définition 4.4). On pose Ja l'application agissant sur une fonction de grille h donnée au temps ¢ par

Ia(t,h) = —c(t,)" - Vrab. (5.2)

En chaque point X( ) de 1a Cubed- Sphere, on a
Ta(t0)) = et %) - (Vrab)i (5.3)
pour tous —N/2 <i,5 < N/2 et (k) = (I),...,(VI). La résolution en temps se fait par un algorithme

de type RK4 couplé a un opérateur de filtrage F donné par (4.92)). Cet algorithme est analogue a
I'algorithme [] Il est donné par :

Algorithme 11 : Schéma en temps RK4 avec étape de filtrage pour
léquation (5.1))

1: h® = h} connu,

2: forn=0,1,... do

3 KU = Ja(t™, h"

$ K®= JA (t” + 4t pm + SLKW),

5 KB — ( + Azt, ™ + AtK(2))

6:  KW=Jp "+ Atb" + AtK®)),

oo (hn )4 2K® 4 2K®) 4 K(4))>
8: end for
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Chapitre 5. FEquations d’advection sphériques

La donnée h™ désigne une approximation de (h(t",-))* solution au temps t" = nAt de (5.1). La
solution de 1’équation (5.1)) étant connue dans les tests effectués, nous mesurons 'erreur relative au

temps t" par
n_ 10" = (™, )"l

e = (5.4)
: 1A e ) [l
oul € {1,2,00} et || - ||; désigne la norme 1, 2 ou oo calculée par
L\ 11
lall: = (@(al))  avee 1 =1,2 (5.5)
et @ un opérateur de quadrature numérique introduit dans [70], @ = Q3. Pour la norme || - [, on
note
k

lalle = max - a)] (56)

max
—N/2<i,5<N/2 (R)=(D(VI)

pour q fonction de grille.
Dans les simulations numériques effectuées, le pas de temps At est proportionnel & A€. La relation
de proportionnalité est donnée par la condition

UOAt _
aAé

CFL = cste, (5.7)

la valeur de ug est donnée par le contexte lors du test effectué.

5.1.2 Test de rotation solide

On considére d’abord le test numéro 1 de [85]. Il s’agit d’une rotation sans déformation de la
condition initiale au cours du temps autour d’un axe incliné.

On considére (A, 0) les coordonnées longitude-latitude associées au pole Nord noté N et (N, 6) les
coordonnées longitude-latitude associées & un pole Nord déplacé en P de coordonnées (Ap,0p). La
proposition suivante énonce le lien entre (A, 6) et (N, 6) :

Proposition 5.1. Le changement de variables (X, 0) — (X, 8') est donné par :

¢’ = arcsin[sin(@)sin(6p) + cos(6) cos(0p) cos(A — Ap)]
cos(f) sin(A — Ap) } (5.8)
cos(0) cos(A — Ap) sin(fp) — sin(f) cos(6p) | -

N o= arctan[

Le changement de variables inverse (XN,0") — (X, 0) est donné par :

0= arcinSn(0)sin0r) —co 8ol o) 59)
A = Aptarctan [sin(@’) cos(fp) + cos(0) cos(N) sin(QP)] ) |

Démonstration. Un point x € S2 a pour coordonnées (), ) en longitude-latitude associées au pole
Nord et (X, 6') en coordonnées latitude-longitude associées a un pole déplacé en P. Le lien entre ces
coordonnées se fait par rotations successives. En considérant les rotations liées au changement de pole
Nord, on a

cos 6 cos N [ cos(fp —7/2) 0 sin(, —7/2) cosAp sinAp 0] [cosfcosA
cosf sin\ | = 0 1 0 —sinAp cosAp 0] [cosfsinA| (5.10)
sin ¢’ | —sin(dp —7/2) 0 cos(0p —m/2) 0 0 1 sin 0
[sinfpcos\p sinfpsinA\p —cosfp| [cosfcos\
= —sinAp cos A\p 0 cosfsin A | . (5.11)
|cosfpcosAp cosOpsinAp  sinfp sin 6
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La seconde ligne de (5.11)) donne

cost € N = —sin Ap cosfcos A + cos Ap cos 0 sin A
= cosf(cos Apsin A — sin Ap cos \)
= cosfsin(A — Ap)

ce qui donne I’équation :
cos @' sin X' = cos 0 sin(A — Ap). (5.12)

De la méme maniére, la troisiéme ligne de ((5.11]) permet d’obtenir
sin@’ = cosfp cosf cos(A — Ap) + sin Op sin 6. (5.13)
D’aprés la premiére ligne de (5.11)) :

cos @ cos \ = sinfp cos A\p cosf cos A + sinfp sin A\p cos @ sin A — cos @p sin §
= sinfp cosf cos(\ — Ap) — cos@psinf

sin® — sinfp sin 6

=sinfp —cosfpsind d’apres ((5.13))
cosfp
_ sinfpsing’ —sinf
- cosfp
D’ot1 une troisiéme équation
sinf = sinfp sin @’ — cos §’ cos X' cos Op. (5.14)

Les équations démontrées sont les suivantes :

sin(@) = sin(fp)sin(f') — cos(fp) cos(8”) cos(N)
sin(f") = sin(f)sin(fp) + cos(f) cos(fp) cos(A — Ap) (5.15)
cos(f)sin(A — Ap) = cos(8)sin(N).
En utilisant (5.15lb), la formule suivante est immédiate :
¢’ = arcsin [sin(0) sin(6p) + cos(0)cos(0p)cos(A — Ap)]. (5.16)

De plus, (5.15la) et (5.15/¢) donnent :

cos(f)sin(A — Ap) = cos(#)sin(\)
cos(f) cos(A — A\p) = sin(6') sin(0p)—sin(6) (5.17)

cos(fp)

sin(#") sin(fp) — sin(6)
cos(fp)

sin(#)(sin? —
(0) (COS(H(il)D) 1) + cos(8) cos(A — Ap) sin(fp)

= cos(f) cos(A — Ap)sin(fp) — sin(6) cos(0p).

cos(f) cos(A — Ap) =

En utilisant (0 sin(\)
~  cos(f')sin
_ 1
tan(X) cos(6") cos(N') (5.18)

on obtient le changement de coordonnées (5.8) :

cos(f) sin(A — Ap) (5.19)
cos(0) cos(A — A\p) sin(6p) — sin(6) cos(6p) |

¢’ = arcsin [sin(f)sin(dp) + cos(#) cos(6p) cos(A — Ap)]
N = arctan
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Inversement et par une démonstration similaire, on obtient

6 = arcsin [sin(0’)sin(fp) — cos(&’)eclos(ﬁp;\/cos()\’)]
cos (') sin .
A = Aparctan [sin(G’) cos(0p) +(C())s(9’() CZS(X) sin(0p) |- 020
O
Proposition 5.2. La solution de [’équation d’advection sur la spheére avec
c(x) = c(A,0) = ug cos fey, (5.21)
est donnée pour t > 0 par
h(x,t) = h(X,0,t) = ho(A — wst, 8) (5.22)
avec ug = aws et x un point de la sphére S2 de coordonnées longitude-latitude (X\,0). On a également
B, 1) = ho(R_x) (5.23)
ot R_; est la matrice de rotation
cos(—wst) —sin(—wst) 0
R_; = | sin(—wst) cos(—wst) 0] . (5.24)
0 0 1

Démonstration. On résout cette équation par la méthode des caractéristiques. Soit X : ¢ € RT
X (t) = (A\(t),0(t)) € S? solution de

dX
{ £ = X)) (5.25)
X(0) = x0=(Xo,bo)

D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, il existe une telle courbe X solution maximale.
Si h est solution de (5.1)), h est constante le long de X. En effet

dh oh dX

T = 2x .0+ Sy venex .
= T X(W),0)+ e(X(1) - V(X (1)1
=0.

En exprimant X en coordonnée latitude-longitude, on obtient la formule

dX d\ do
- - ——ep. 2
o acos@dte,\+adteg (5.26)
En identifiant les termes dans le probléme de Cauchy, on obtient
X
2=,
dh ., (5.27)
.
d’ot1 0
At = wst+ )\0
{ o) = 0, (5.28)
La fonction h est constante le long de la caractéristique ¢ — (A(¢),0(t)), donc
h(A(t),0(t),t) = ho(Xo, 0p) = ho(A — wst, 0), (5.29)
ce qui termine la preuve. O
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Si (Ap,0p) = (7w, 7/2 — «), alors la matrice de rotation pour passer d’un systéme de coordonnées a

lautre est
—cosa 0 —sina

Po=| 0 -1 0 (5.30)

—sinae 0 cos o

et on a le théoréeme suivant :
Théoréme 5.1. La solution de l'équation (5.1]) avec
cs(x) = c(x) = c(\, 8) = up (cos b cos a + sin 6 cos Asin ) e — ug sin Asin aey (5.31)

est donnée pour t > 0 par

h(x,t) = ho(Py'R_;P.x) (5.32)
ot R_; est la matrice de rotation
cos(—wst) —sin(—wst) 0
R_; = |sin(—wst) cos(—wst) O (5.33)
0 0 1

, ol ws = up/a et x est un point de la sphére S2.

Démonstration. La rotation P, est inversible donc x — P,x réalise une bijection de S dans S2.
Soit g : (x,t) € S2 x RT = g(x,t) la solution de

9y
{ ¢ TG Vrg = 0 (5.34)
g(x,0) = ho(P;'x).
D’apres la proposition en tout point x € S2, on a
g(x,t) = ho(R_ Py 'x). (5.35)

En posant h(x,t) = g(P,x,t), alors h est solution de (5.1)) avec (5.31)), en effet

oh dg

E(X,t) +c(x) - Vrh(x,t) = ot
3}

= 5 (Pax,1) + Pey(x) - Vrg(Pux. 1

= %(Pax, t) 4+ ug cosfey - Vrg(Pux,t)

:0,

(Pax,t) + Pyc(x) - Vrg(Pax, t)

car g est solution du probléme (5.34]). De plus, on a bien h(x,0) = g(P,x,0) = ho(x), donc en tout
point x € S2, on a

h(x,t) = g(Pax, 1)
= gO(thPaX)
= ho(Py'R_¢Pyx)

ce qui conclut la preuve. O

Le test numéro 1 présenté dans [85] consiste & comparer la solution numérique obtenue pour la
résolution de (5.1) avec le champ de vitesse ¢ donné par (5.31) et la donnée initiale donnée par la

fonction localisée :
ho/2)(1 + cos(nr/R)) si r<R

ho(A, 6) :{ ( . r sy (5.36)
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avec hg = 1000m et R = a/3. La fonction r représente la distance sur la sphére entre le point de
coordonnées (A, 6) et le point de coordonnées (A¢, f¢). Elle est donnée par

r = aarccos (sin f¢ sin 6 + cos O cos 6 cos(A — A¢)) (5.37)

(Ac,0c) = (3m/2,0) est la position initiale du Bump. Dans ce test, on a ws = ug/a = 27/12 jours— .
Il s’agit d'une condition initiale de classe C!, elle n’est pas de classe C2. Dans les sections , les
tests sont consacrés a des solutions plus réguliéres. Des tests existent avec des solutions initiales moins
régulieres (voir [65]), mais ici, nous nous limitons a (5.36).

Les Tables [5.1] et donnent l’erreur obtenue sur 12 jours avec différentes tailles de grilles avec
a =0 et a = /4. Le taux de convergence est compris entre 1.5 et 2.5. La convergence d’ordre 3 au
moins était attendue en supposant la solution suffisamment réguliére ce qui n’est pas le cas ici puisque
la solution est seulement de classe C!.

Dans la Figure on observe la localisation spatiale de lerreur h(t",-)* — h™ apreés une rotation
compléte de la solution initiale, au temps t = 12 jours ainsi que 'erreur relative au cours du temps
pour N = 40. L’erreur est principalement localisée 1& ot la fonction h est la moins réguliére.

N [ en [ e | ew |
40 4.3043(—2) | 2.4784(-2) | 2.0921(-2)
50 2.4403(—2) | 1.4917(—2) | 1.3748(—2)
60 1.5367(—2) | 9.9131(—3) | 1.0476(—3)
80 7.5508(—3) | 5.3960(—3) | 6.2646(—3)
100 4.3709(—3) | 3.3958(—3) | 4.4360(—3)
150 1.6538(—3) | 1.4917(=3) | 2.2885(—3)
| Ordre estimé || 247 | 212 | 167 |

TABLE 5.1 — Erreur et taux de convergence pour la rotation solide sur I’équation (5.1)) en norme 1, 2
et oo pour @ = 0 et CFL = 0.7. Le filtre utilisé est le filtre d’ordre 10.

N [ e [ e | ex |
40 3.7638(—2) [ 2.0633(—2) | 1.4639(—2)
50 2.1323(—2) | 1.2496(—2) | 1.0056(—2)
60 1.3546(—2) | 8.4518(—3) | 7.3167(—3)
80 6.6905(—3) | 4.6505(—3) | 4.6060(—3)
100 3.9119(—3) | 2.9448(—3) | 3.1809(—3)
150 1.4922(—3) | 1.3019(—3) | 1.6341(-3)

| Ordre estimé | 244 | 208 | 166 |

TABLE 5.2 — Erreur et taux de convergence pour la rotation solide sur I’équation (5.1]) en norme 1, 2
et oo pour a = /4 et CFL = 0.7. Le filtre utilisé est le filtre d’ordre 10.

Les valeurs obtenues par le schéma sont comparables & celles obtenues par [81, 80] a 'aide d’un
schéma volumes finis d’ordre 4. La comparaison est donnée dans la Table On constate que les
valeurs des erreurs sont tout & fait comparables.

Pour analyser 'effet dissipatif de l'opérateur de filtrage, on compare la valeur du maximum de hg
pour différents opérateurs de filtrage. Les résultats sont donnés sur la Table et sur la Figure 5.3]
On constate qu'un filtre d’ordre 2 est trop dissipatif et ne permet pas de conserver correctement la
hauteur de h. Le filtre d’ordre 10 donne de bons résultats. On note sur la Figure que sans filtrage,
des oscillations parasites apparaissent et perturbent le calcul.
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recceccens nOFME 1 - pente = 2.4658
= = =norme 2 - pente = 2.1222
—norme oc - pente = 1.666

reccecrin nOrMe 1 - pente = 2.4398
= = =norme 2 - pente = 2.0843

m—norme o - pente = 1.6562

Logm(erreur)
Logm(erreur)

-3
4.8 4.9 5 5.1 52 5.3 5.4 4.8 4.9 5 51 5.2 5.3 5.4

Log, (&) Log,,(A)
FIGURE 5.1 — Taux de convergence pour la rotation solide sur I’équation (5.1)) en normes || - ||, || - [|2

et || - ||oo en fonction de A = aA¢ pour a = 0 (gauche) et a = 7/4 (droite) et CFL = 0.7. Le taux de
convergence est quasiment identique pour aw = w/4 et o = 0. Le filtre utilisé est le filtre d’ordre 10.
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FIGURE 5.2 — Erreur relative pour 1’équation (5.1)) en norme 1, 2 et oo pour o = 7/4 (gauche) et
localisation spatiale de 'erreur au temps ¢ = 12 jours (droite) avec CFL = 0.7 et N = 40. Le filtre
utilisé est le filtre d’ordre 10.

e e €0
CFL a [81] Algo. [11] [81] Algo. [11] [81] Algo. [11
10 a=0 | 44262(—2) 5.4173(—2) || 2.6982(—2) 3.2511(—2) || 2.3012(—2) 2.6469(—2)
a=m/4| 42173(~2) 5.1187(~2) || 2.3674(~2) 2.9114(-2) | 1.8696(—2) 2.2722(—2)
05 a=0 | 3.8326(—2) 4.0429(—2) || 2.3104(—2) 2.2452(—2) || 1.9969(—2) 1.8989(—2)
a=m/4| 3.5006(—2) 3.4451(—2) || 1.9601(~2) 1.8444(—2) | 1.4171(-2) 1.4138(—2)

TABLE 5.3 — Erreur relative pour la rotation solide sur 1’équation en norme 1, 2 et oo pour
a = m/4 ainsi que a = 0. Le pas de temps est issu de la condition CFL = ugAt/aAg, le filtre est
d’ordre 10. Les résultats obtenus sont pratiquement identiques & ceux obtenus par volumes finis d’ordre
4 dans [81]. Le paramétre de grille est N = 40.
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N | 20 40 80

Maxi. théorique 1000 1000 1000

Filtre d’ordre 10 || 968.87 990.68 997.45
Filtre d’ordre 8 || 915.22 995.34 996.77
Filtre d’ordre 6 || 767.00 996.30 996.86
Filtre d’ordre 4 | 436.37 795.56 969.92
Filtre d’ordre 2 4752 91.45 170.70

TABLE 5.4 — Maximum au temps ¢t = 12 jours de h” pour I'équation (5.1)) discrétisée par I'algorithme
[[1] avec v = 7/4 et CFL = 0.7.

1000 [—ikre 10 p 1000 —
filtre 8 — filtre §
900 900
fitre 2 fltre 6
i — filtre 4
a0 fltre 2 800 iltre
Solution exacte filtre 2
700 700 Solution exacte
600 600
500 i 500

400
300

400 -‘/\
300 {

i
3 200 !
) :
100 100 P g
| R
SRLIE SN I ey ? iites I
ol e — " i/
T 3n/2 Txi4 2r

e
==X g
5r/4 5r/4 3n/2 Tx/d 2
1000 | [ firre 10
——filtre 8
900 filtre 6 i
—iltre 4 /
800 | | filtre 2 |
Solution exacte :|
700 |
600 I
| |
500 / |
400 { \
f
1
300 ! ‘
200 1}
L
100
0 | o— —— ———
5a/4 3n12 Tx14 2

FIGURE 5.3 — Coupe au niveau de ’équateur du test 1 de [85] pour I’équation (5.1)) au temps t = 12
jours avec aw = w/4 et CFL = 0.7. Les tailles de maillage sont N = 20 (haut, gauche), N = 40 (haut,
droite) et N = 80 (bas). Plus I'ordre du filtre est bas, plus la solution est dissipée.
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FI1GURE 5.4 — Calcul de la solution au temps ¢ = 12 jours sans opérateur de filtrage avec N = 40 et
CFL = 0.7. Solution obtenue (gauche), erreur h™ — h(t",-)* (droite) lorsque o = w/4. On observe que
sans filtrage, des oscillations sont présentes alors qu’elles ne le sont pas lorsque le filtrage est présent
(voir Fig. |5.2)).

5.1.3 Propagation d’un vortex
Vortex statique

Dorénavant, nous utilisons le filtrage d’ordre 10 lors de la résolution. Le test précédent est un test
de déplacement sans déformation de la solution initiale. Dans [66], un autre test est construit pour que
la condition initiale soit déformée au fil du temps. On considére (Ac,0c) € S2 un point de la sphére.
Le test consiste & suivre la propagation de deux vortex diamétralement opposés dont 1'un est situé
en (A¢,0c). Les deux vortex s’enroulent autour de leurs centres respectifs au fil du temps, rendant la
solution de plus en plus difficile & représenter sur un maillage fixe.

L’objectif est de résoudre I’équation avec le champ ¢ donné par ’équation :

¢ (x) = c(x) = urey + vreyp (5.38)

otl Up, vy ¢ (X) € S2 > u,(x),v,(x) € R sont les fonctions définies par

ur(N,0) = aw,(0")[sinfc cos O — cos O cos(A — A¢) sin 6] (5.39)
vr (A, 6 '

) = aw,(0) [cosOc sin(A — \¢o)]

ou (N, 6) sont les coordonnées longitude-latitude associées au pole Nord placé en (A¢, 0¢). On déduit
ces valeurs grace aux équations (5.8)). La vitesse de rotation du vortex est définie par aw,(f') avec la
fonction w, définie par

wn(0') = { Viap sip#0 (5.40)

0 sinon.

3V3
ou p = ppcos(f') est une pseudo-distance au centre du vortex et V = uo%_sech%p)tanh(p). Noter

3v3
que —5— est une constante de normalisation. On choisit ug = 2ma/(12jours) et py = 3.
Une solution exacte de (5.1 est donnée par

h(t, A\, 0) = 1 — tanh | 2 sin(\ — w,(6)¢) (5.41)

v

ou 7 est une constante influengant le gradient de la solution. Comme dans l'article [66], on choisit
v =95.
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N [ en | e [ ex |
40 1.2170(=3) | 5.2773(—3) | 3.8615(—2)
50 4.4810(—4) | 2.1100(—3) | 1.6306(—2)
60 1.6313(—4) | 8.2236(—4) | 6.5687(—3)
80 2.8658(—5) | 1.4710(—4) | 1.4042(—3)
100 8.7526(—6) | 4.1919(—5) | 4.1512(—4)
150 1.1105(—6) | 5.7646(—6) | 6.2903(—5)

’ Ordre estimé H 5.40 ‘ 5.30 \ 4.98 ‘

TABLE 5.5 — FErreur et taux de convergence pour le test du vortex stationnaire sur 12 jours pour
Iéquation (5.1) en normes || - |1, || - |2 et || - [0, CFL = 0.7 [66], le filtre est d’ordre 10. Le vortex est
localisé en (A\¢,0¢c) = (7w/4,7/4). La convergence se fait a un ordre supérieur ou égal a 5.

norme 1 - pente = 5.4048 ..{)

1.5 |= = =norme 2 - pente = 5.3012 o
reescensn NOFME nc - pente = 4.9773 [

Logm(erreur)

FIGURE 5.5 — Erreur et taux de convergence pour le test du vortex stationnaire sur I’équation (5.1)) en
normes || - [|1, || - ||l2 et || - [[oo €t en fonction de A = aA¢, avec CFL = 0.7 [66], le filtre est d’ordre 10.
Le vortex est localisé en (A¢,0c) = (7/4,7/4). L’ordre de convergence est d’environ 5 pour la norme
|| - [|oo et supérieur pour les normes || - |1 et || - |2
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Sur la Table [5.5] et la Figure [5.5], on donne la convergence pour ce test avec (A¢,0¢) = (7/4,7/4).
Les centres des vortex sont alors placés proches des coins de la Cubed-Sphere. La convergence se fait
a un ordre supérieur ou égal a 5.

Sur une grille grossiére (N = 36 correspondant a ’équateur & A\ = 2.5deg.), on compare 'erreur
au cours du temps pour deux valeurs différentes du pas de temps At. Les résultats sont donnés sur
la Figure Lorsque CFL = ugAt/aA& = 0.5, il y a 288 pas de temps pour arriver au temps final.
Lorsque CFL = ugAt/aA& = 0.05, il y a 2880 pas de temps. Les erreurs obtenues sont tout a fait
comparables & celles obtenues par la méthode de Galerkin Discontinu [64]. Avec 288 pas de temps,
les erreurs spatiales et temporelles sont observées simultanément. L’erreur est sensiblement meilleure
lorsque 2880 pas de temps sont utilisés.

FIGURE 5.6 — Evolution de 'erreur sur ¢ = 12 jours pour le cas test du vortex [66] avec (Ac,0c) =
(w/4,m/4). Les paramétres numériques sont N = 40, le filtrage utilisé est d’ordre 10. Le pas de temps
est déduit des relations CFL = 0.5 (gauche), et CFL = upAt/A& = 0.05 (droite).

Sur la Figure 5.7} on représente la solution h™ au temps ¢ = 12 jours ainsi que l'erreur spatiale
h™ — h(t",-)* sur un maillage de paramétre N = 40. L’erreur est localisée au centre du vortex. Ce
résultat était attendu, le vortex devient de plus en plus fin lorsque ¢ grandit et la solution devient sous
résolue. On vérifie cela sur la Figure : on représente, au temps ¢t = 12 jours, une coupe le long
de I’équateur de la solution lorsque (Ac,fc) = (37/4,0). On observe qu’avec une grille de parametre
N = 25, la solution est sous représentée en comparaison & une grille de paramétre N = 50.

%108

o

&

FIGURE 5.7 — Solution au temps ¢t = 12 jours pour le vortex statique [66] avec (Ac,0c) = (7/4,7/4).
Les parameétres numériques sont N = 40 et CFL = 0.7, le filtrage utilisé est d’ordre 10. La solution h”
(gauche), erreur spatiale h™ — h(t",-)* (droite).
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1.6

Exacte
X N=25
1.4 ©  N=50

FiGURE 5.8 — Coupe le long de I’équateur de la solution au temps ¢t = 12 jours pour le cas test du
vortex [66] avec (A¢,bc) = (37/4,0). Le pas de temps est issu de CFL = 0.7 et filtrage d’ordre 10. La
solution sur grille grossiére est moins bien représentée que celle sur grille fine.

Vortex avec rotation solide

Une variante du test [66] consiste a combiner la vitesse de rotation solide cg avec la vitesse
de rotation du vortex ¢, (5.38). Il s’agit du test présenté dans [64]. On considére 'équation d’advection
(5.1) munie du champ de vitesse

c(t,x) = uey + veg (5.42)

ou les fonctions u et v dépendent & présent du temps par

u(t,\,0) = g (cosfcosa+sinf cosAsina) + aw, (sinOc(t) cos§ — cos O (t) cos(A — Ao(t)) sin )
{ v(t,\,0) = —wugsinAsina + aw, (cosOc(t)sin(A — A\a (1)),

(5.43)
La donnée (Ac(t),0c(t)) € SZ correspond & la position du vortex au fil du temps. Cette derniére est
donnée dans la base "tournée" d’un angle « par

Ao(t) = Ay +wst
LHe Za B4

avec (X, 6)) la position initiale du vortex statique dans la base associée & (Ap,0p) = (7, 7/2 — ).
Dans le systéme de coordonnées longitude latitude associé au pole Nord N, on a (Ao, 6p) = (37/2,0).
ws = up/a est la vitesse de rotation solide du vortex.

La solution exacte est alors donnée par en déplacant la position du vortex au fil du temps
t. On note (A, ) les coordonnées longitude-latitude de x € S2. La solution exacte en x et au temps
t > 0, notée h(t,x), est calculée de la fagon suivante :

1. Calculer (X, 0") les coordonnées longitude-latitude associées au pole de coordonnées (Ap,0p) =
(m,m/2 — ). Pour cela, on utilise la formule (5.8]).

2. Déplacer (N, 6') sur la position du vortex par

r ’r
{/\S = N —wst (5.45)

0. = 9.
11 s’agit de 1’action de la rotation solide.

3. Calcul de (), 05) en revenant dans le systéme de coordonnées longitude-latitude grace a la formule

(5.9) avec (Ap,0p) = (m,7/2 — ).
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4. Calcul de (N7, 67) déduit de (As,0s). Le point de coordonnées longitude latitude (A, 65) a pour

coordonnées longitude latitude (A7, 67) (pour le pole de coordonnées (A¢, O¢c) donné par (5.44))
grace a la formule (5.8).

5. Calculer la solution exacte h(t, A, 8) par

h(t,A,0) =1 — tanh [f; sin(A\Y — w,(0)t)] , (5.46)
avec w, donné par
wr = { Viap) sip#0 (5.47)
0 sinon,

et p = pocos(f?) ainsi que V = u03\2/§sech2(p)tanh(p).

La solution exacte représente un vortex s’enroulant sur lui méme. Les détails sont de plus en plus fins
et & grille fixée, elle devient difficile & représenter. De plus, le centre des vortex se déplace sur un grand
cercle de la sphére. En fonction de la valeur de «, les vortex passent plus ou moins loin des coins de la
Cubed-Sphere.

Sur la Figure [5.9] on représente la solution aux temps ¢t = 3, t =6, t =9 et t = 12 jours lorsque
a = m/4. On y observe le déplacement des vortex le long d'un grand cercle longeant les panels (V') et
(VI).

Sur la Table [5.6] et la Figure .10} on représente le taux de convergence en utilisant différentes
tailles de grilles et en conservant CFL = 0.7. On choisit & = 7/4 de maniére a ce que les vortex longent
les bords des panels comme c’est visible sur la Figure 5.9 Un tel choix vise & mettre en difficulté la
méthode de résolution en faisant passer les détails fins de la solution sur les bords des panels. Les

résultats permettent d’observer un ordre de convergence proche de 4 en norme || - || et || - ||2. L’ordre
de convergence est proche de 3.5 pour la norme || - ||oo.

N L _en [ e [ ew |

40 2.0241(—3) | 1.0646(—2) | 5.7267(—2)

50 1.3634(—3) | 5.3187(—3) | 3.3187(—2)

60 6.6453(—4) | 2.7522(—3) | 1.8792(—2)

80 2.0635(—4) | 8.8170(—4) | 6.3350(—3)

100 8.2353(—5) | 3.5454(—4) | 2.7479(—3)

150 1.6044(—5) | 7.0918(—5) | 5.9455(—4)

| Ordre estimé | 398 | 384 | 352 |

TABLE 5.6 — Erreur pour le test vortex avec rotation solide. On donne différentes erreurs et taux de
convergence pour l'équation (5.1 avec le champ de vitesse (5.43) en norme 1, 2 et co, CFL = 0.7. On
choisit &« = /4 et le temps final ¢ = 12 jours. Nous utilisons 'opérateur de filtrage d’ordre 10.

On a vu que le vortex statique est difficile & représenter lorsque t augmente. Le vortex en rotation
représente la méme fonction se déplacant sur la sphére. La solution du vortex en rotation est aussi
difficile & représenter lorsque t croit. Sur la Figure 5.11] on représente ’historique de I'erreur relative
jusqu’a t = 24 jours. Le temps final pour ce test est usuellement t = 12 jours, mais on observe
le comportement du schéma sur un temps plus long. Les résultats sont obtenus avec CFL = 0.7,
I'obtention de résultats pour 24 jours sont obtenus aprés 457 pas de temps. Pour la grille de taille
40 x 40 x 6, l'erreur finale est de 15.95% en norme || - ||oo, 3.67% pour la norme || - ||2 et 1.36% en norme
Il - [|1- Pour la grille 80 x 80 x 6, on effectue 914 pas de temps pour arriver au temps t = 24 jours.
L’erreur finale est de 9.63% en norme || - ||, 1.69% pour la norme || - ||2 et 0.45% en norme || - ||1.

Les erreurs au temps t = 12 jours sont comparables & celles obtenues par la méthode de Galerkin
discontinue [64]. Nous comparons aussi notre schéma a des schémas de type volumes finis d’ordre élevé
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FIGURE 5.9 — Vortex avec rotation solide de [64]. On représente la solution de I'équation de
transport avec le champ de vitesse avec une grille de paramétre N = 40. On représente la
solutions aux temps t = 3, t = 6, t = 9 et ¢t = 12 jours (dans cet ordre, de haut en bas). En plus du
déplacement des tourbillons, on observe que lors de la formation du vortex, la solution devient difficile
a représenter.
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5.1. Equations d’advection linéaires sur la sphére

norme 1 - pente = 3.976 ,()

1.5} |= = =norme 2 - pente = 3.8377 Foa
rrescsnsns NOFME o - pente = 3.5209 O-‘

Logm(erreur)

F1GURE 5.10 — Erreur pour le vortex avec rotation solide en fonction de A = aA£. On représente
Perreur et le taux de convergence pour ’équation (5.1)) avec le champ de vitesse en norme 1, 2
et oo, CFL = 0.7, l'opérateur de filtrage est d’ordre 10. L’angle o est o = /4 et le temps final ¢t = 12
jours. Lodre de convergence est proche de 4 pour les normes || - ||; et || - ||2. Il est proche de 3.5 pour
la norme || - ||oo-
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Fi1GURE 5.11 — Historique de I'erreur pour le test du vortex avec rotation solide. On représente ’histo-

rique de ’erreur pour I’équation avec le champ de vitesse en norme || - |1, || - |l2 et || - ||oo
avec CFL = 0.7, le filtrage est d’ordre 10. On choisit a = /4. Le temps final est ¢t = 24 jours. La grille
est 40 x 40 x 6, 457 pas de temps (gauche), la grille est 80 x 80 x 6, ’algorithme effectue 914 pas de
temps (droite). Sur la grille 80 x 80 x 6, l'erreur est en dessous de 10% ce qui demeure acceptable.
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[5I]. Nous comparons les résultats au temps ¢ = 12 jours. Les schémas volumes finis sont nommeés
WENO5 et KL4 dans [51]. Nous utilisons toujours a = 7/4. Sur la grille 80 x 80 x 6 et aprés 750
pas de temps, le schéma WENOS donne les erreurs relatives suivantes : e; = 0.0021, es = 0.0043 et
eso = 0.0191. Le schéma KIL4 obtient, dans le méme contexte, les erreurs e; = 0.0021, es = 0.0043
et eso = 0.0194. Avec notre schéma, on obtient e; = 1.67(—4), e = 7.23(—4) et exc = 5.75(—3). Les
niveaux d’erreurs obtenus sont plus faibles que ceux obtenus par les méthodes de volumes finis WENO5
et KL4.

5.2 Equations de conservation non linéaire

L’équation d’advection (5.1) est un probléme linéaire. Dans cette section, on s’intéresse a une
équation non linéaire de type "Burgers" sphérique [10]. Les tests effectués concernent ’équation

oh
{ ot +Vr-F(h) = 0 avec x € S2 et t > 0. (5.48)

h(O X) = ho (X)
Nous choisissons a = 1. L’application F : h + F(h) € TS? transforme une fonction en un champ de
vecteurs tangent a la sphére.
En particulier, on note que (5.48)) est une loi de conservation. La relation suivante est vérifiée :
d
dt
On a vu dans le lemme que siw:x € S — w € R? est un champ de vecteurs de R3 et si n est

la normale extérieure a la sphére, alors F = n A w est un champ de vecteurs tangent & la sphére. On
considére ici des champs de vecteurs de cette forme avec

h(t,x)do(x) = 0. (5.49)

fi
w=fii+ faj+ fsk= | f2], (5.50)
f3
ot fp:h e L*S2,R) — f,(h) pour 1 < p < 3.
Dans ce qui suit, on s’intéresse & deux tests pour cette équation, introduits dans [I0]. Le premier
permet d’analyser le comportement d’un schéma numeérique lors de "apparition d’un choc. Le second
permet d’étudier la conservation d’une solution stationnaire.

5.2.1 Reésolution numeérique

Pour résoudre 1’équation , on considére I'application Ja définie pour toute fonction de grille
bh sur la sphére par
Ja(t,h) = =V aF(h). (5.51)
Nous couplons cet opérateur d’approximation spatiale & un algorithme de résolution en temps. L’algo-
rithme permettant la résolution de est analogue a l’algorithme . Il s’écrit :

Algorithme 12 : Equation d’advection sphérique non linéaire (5.48))
1: hY = hg connu,
2: forn=0,1,... do
32 KO = JA ", h”

£ KO-, (t” + L Ath),
s KO = Jy (4 A gy Atg),

6: KW =Js(t"+ Atb" + AtK<3>)

7. hrtl — (hn M 4 2K®@ 41 2KB) 4 K(‘Q))_
8: end for
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L’opérateur F est de la forme (4.92) ou ]:"5 et ]}n utilisent 'opérateur de filtrage en dimension 1
d’ordre 10 : Fio, (1.163). Les opérateurs F¢ et JF, sont calculés par les algorithmes @ et

5.2.2 Solution équatoriale périodique

Pour ce test, inspiré du premier test de [10], on considére les fonctions f; et fo nulles :

fi=rf=0. (5.52)
Le champ de vecteurs I est alors donné pour toute fonction A par

x f1(h) yf3(h)

F(h)= |y| A |fa(h)| = |—xfs(h)| = —f3(h) cos(0)e,. (5.53)
z fa(h) 0
On a en coordonnées longitude-latitude
Vr-F(h) = —gf (h) (5.54)
r o '
L’équation (5.48)) s’écrit alors en coordonnées longitude-latitude :
oh 0 9
—_— = > . *
T 8)\f3(h) Oentout xS, ett>0 (5.55)
Il découle la proposition suivante :
Proposition 5.3. Soit h la solution du probléeme périodique en dimension 1
oh 0 , -
Ejafi”( ~)—O pour X € [0,2n[ et t > 0, (5.56)
et soit h: 0 €] — /2, 7/2[— h(0) € R tel que
ho(x) = ho(A\)h(0). (5.57)
Alors la solution du probléeme (5.48)) est donnée par
h(t,x) = h(t, A, 0) = h(t, \)h(0), (5.58)

pour t > 0, x € S? un point de la sphére de coordonnées longitude-latitude (), 6).

On pose f3(h) = —mwh?. L’équation (5.56)) est identique & ’équation (2.175). On compare une coupe
le long de I’équateur de la solution calculée par algorithme[I2]avec la solution calculée par I’algorithme
[6] lorsque )

{ ho(A) = sin,
ho(0) = 1 z/12,x/12/(0).

On rappelle que dans ce contexte, la solution de est de classe C'! pour ¢ < 1/(27). Sur la Figure
[5.12] on représente la solution aux temps ¢ = 1/(27) et ¢ = 10/(27) pour un parametre de grille N = 32
pour la Cubed-Sphere (128 points de discrétisation sur I’équateur) et 128 points de discrétisation pour
le probléme 1D. Le pas de temps est At = 0.005. Les résultats des deux algorithmes sont trés semblables
et donnent des résultats satisfaisants méme au dela du temps 1/(27) au dela duquel la solution est
moins réguliére. De plus, le filtre d’ordre 10 est suffisant pour que les oscillations ne dégradent pas
excessivement le résultat.
Sur la Figure [5.13] on représente 1'historique de I'erreur de conservation au cours du temps :

[Q(H") — Q(A(t",)"]. (5.60)

(5.59)
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g
= COUpPE équatoriale =g Coupe équatoriale
Burgers 1D 0.3 A = Burgers 10

FiGURE 5.12 — Coupe de la solution équatoriale. On représente une coupe équatoriale de la solution
de et la solution de pour le test périodique. On compare la solution au temps t = 1/(27)
(gauche) et t = 10/(27) (droite). La grille Cubed-Sphere a pour paramétre N = 32 (128 points de
discrétisation sur I’équateur). Le probléme en dimension 1 est résolu avec 128 points de discrétisation.
Le pas de temps est At = 0.005.

Nous n’utilisons pas ’erreur relative car pour les conditions initiales utilisées, on a
/ ho(x)do(x) = 0. (5.61)
S

L’erreur de conservation est proche de 6.0(—5) lorsque N = 32 et proche de 1.5(—5) lorsque N = 64.
L’erreur est cependant nettement plus importante au temps d’apparition du choc t = 1/(27) &~ 0.1592.

<103 <10°®

Artes

o
= = o
o N B

Erreur de conservation
w
Erreur de conservation
®

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 1] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16
Temps Temps

FiGure 5.13 — Historique de 'erreur de conservation pour la solution équatoriale périodique. On
représente 'erreur de conservation en fonction du temps ¢ pour le test équatorial périodique . La
grille Cubed-Sphere a pour paramétres N = 32 (gauche) et N = 64 (droite). Le pas de temps est le
méme dans les deux cas. On a At = 0.005, la simulation est faite en 318 pas de temps pour le temps
final t = 10/(2m). L’erreur n’est pas relative car la masse totale initiale est nulle. La masse totale
mesurée est trés bien conservée.

Ce test permet d’analyser le comportement du schéma numérique de l'algorithme [12] en présence
d’un choc. Les résultats sont satisfaisants. Les oscillations qui apparaissent au dela du temps d’appa-
rition du choc ne dégradent pas excessivement le calcul. Le filtrage d’ordre 10 symétrique est suffisant
pour assurer un bon déroulement de la simulation. De plus, 'erreur sur la conservation de la masse
reste faible au cours du temps.

Nous insistons sur le fait que le calcul effectué n’utilise aucun décentrement et aucun traitement de
type reconstruction ou limitation de pente. Il n’est donc pas surprenant d’observer des oscillations non
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5.2. Equations de conservation non linéaire

linéaires (Fig.[5.12] droite). On constate que ces oscillations demeurent trés limitées et trés localisées.
Une amélioration de ces résultats fera 'objet d’études ultérieures.
5.2.3 Solution stationnaire

Dans cette section, on construit une solution stationnaire de (5.48). Si la condition initiale hq est
telle que
V- F(hy) =0, (5.62)

alors hg est une solution stationnaire de ([5.48)).
On considere les fonctions fq, fo et fg identiques, c’est a dire :

fi(h) = fa(h) = f3(h) = f(h) (5.63)
avec h : S2 — R donnée. Alors, F est donnée par

F(h)=nA(f(h)i+j+k)). (5.64)
Le calcul de V7 - F'(h) en fonction de h et f donne

O O an) | (5.65)

Ve F0) = 10 (0= 50+ G- )G + - )G

On en déduit que indépendamment du choix de f, si ho(z,y,2) = a(z +y + z), avec @« € R, on a
V- F(hy) =0, (5.66)

et h(t,x) = ho(x) est une solution stationnaire.
Dans [10], le test numéro 3 consiste a choisir

2

filh) = falh) = falh) = 5, (5.67)

et la condition initiale Tyt
holz,y,z) = ——. 5.68
o(z,y,2) 7 (5.68)

Cette condition initiale est une solution stationnaire. On compare la solution calculée par I'algorithme
avec la solution initiale jusqu’au temps t = 6. On mesure 'erreur relative & chaque itération. Les
résultats de convergence sont donnés sur la Table et sur la Figure I’ordre de convergence
est proche de 4 en normes || - |1, || - [|2 et || - [[co- La conservation de la masse est vérifiée & un ordre
supérieur a 5.

N H e ‘ e9 ‘ €50 H Conservation ‘
16 2.1446(—5) | 1.5759(—5) | 1.4251(—5) 3.6380(—7)
32 2.2000(—6) | 1.1752(—6) | 1.0776(—6) 8.3644(—9)
64 1.4092(—7) | 7.9823(—8) | 7.7308(—8) 9.6391(—11)
128 8.7856(—9) | 5.0291(—9) | 4.5510(—9) 8.4850(—12)
Ordre estimé 3.94 3.87 3.86 5.18

TABLE 5.7 — Erreur pour la solution stationnaire. Table de convergence pour le test stationnaire de
I’équation . Le pas de temps est donné par At = 0.96A¢/mw. Le temps final est ¢ = 6. On
mesure aussi I’erreur sur la conservation de la masse. Le taux de convergence est proche de 4. L’erreur
de conservation mesurée n’est pas relative car la masse totale initiale est nulle. La conservation est
excellente.
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Logm(erreur)

i wecerenne NOFMe 1 - pente = 3.9381
-8 - = = mnorme 2 - pente = 3.8721
norme ~ - pente = 3.8639

Log, 5(A)

FIGURE 5.14 — Erreur et taux de convergence pour le test stationnaire de I’équation (5.48)) en fonction
de A = aA¢&. Le pas de temps est donné par At = 0.96A¢ /7. Le temps final est ¢t = 6.

Sur la Figure on représente 'historique de erreur lorsque N = 31 et At = 0.96A¢/7 = 0.015.
On observe sur ces figures que U'erreur sur la fonction h est proche de 3 x 1076, L’erreur sur la conser-
vation de la masse est proche de 1078, Les résultats sont trés satisfaisants pour la conservation d’une
solution stationnaire sur une équation non-linéaire. Sur la Figure[5.16] on représente la localisation spa-
tiale de l'erreur ainsi que la solution calculée au temps ¢ = 6. Les oscillations observées s’apparentent
4 des oscillations dispersives. Leur amplitude demeure trés limitée.

<1076 <10

norme 1
— — —norme 2 8
2.5 *__norme x

H
n
A
|
i
f
!
Erreur de conservation
IS

Fi1GURE 5.15 — Courbe d’erreur pour la solution stationnaire. L’erreur en norme et ’erreur de conser-
vation est représentée pour le test stationnaire de I’équation . Le pas de temps est donné par
At = 0.96A¢ /7. Le temps final est ¢ = 6. Le parameétre de la Cubed-Sphere est N = 32. L’erreur de
conservation mesurée n’est pas relative car la masse totale initiale est nulle. L’erreur sur la conservation
est trés faible.
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FIGURE 5.16 — Solution exacte (haut) et erreur (bas) pour le test stationnaire sur I’équation (5.48)). Le
paramétre de la Cubed-Sphere est N = 32. Le pas de temps est donné par At = 0.96A¢/m = 0.015.
On représente les fonctions au temps t = 6.
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Chapitre 6

Equations Shallow Water sphériques

6.1 Equation Shallow Water linéarisée

6.1.1 Propriétés de ’équation Shallow Water linéarisée

En I’absence de reliefs, ’équation Shallow Water s’écrit

0

—u—i—(u-VT)u—i—fn/\u—i—gVTh =0

ot 9 (6.1)
o +Vr-(hu) = 0,

ot f désigne la force de Coriolis.

Pour linéariser le systéme d’équations (6.1]) autour de la solution stationnaire (H,u) = (H,0), nous
considérons les solutions de la forme :

{h = H (6.2)

u = u

ou (77, 01) représente une petite perturbation de I'état stationnaire (H,u) = (H,0). En incorporant les
solutions de cette forme a I’équation (6.1]), on trouve :

oan _ . .

—u+(u-VT)u+fn/\u+gVTT] =0

ot on (6.3)
E—FVT'(ﬁﬁ)—i-HvTﬁ = 0.

En négligeant les termes d’ordres 2 : (- Vp)u et Vp(7721), on obtient 'équation Shallow Water linéa-
risée :

du

+MmAu+gVrn = 0
ot on (6.4)
— +HV7-u = 0.
ot T VT
Cette équation est munie d’une condition initiale. Pour simplifier les notations, nous notons u au lieu
de 1 et n au lieu de 7.

L’équation Shallow Water linéarisée ({6.4) est une équation de conservation. La masse et I’énergie
sont conservées au cours du temps.

Proposition 6.1. Si (u,n) est solution de (6.4)) alors

e Conservation de la masse : la masse totale est conservée au cours du temps :

d

p . n(t,x)do(x) = 0. (6.5)

173



Chapitre 6. FEquations Shallow Water sphériques

o (Conservation de ’énergie : [’énergie est conservée au cours du temps :

d
— [ gn*(t,x) + H|u(t,x)|*do(x) = 0. (6.6)
dt s

Démonstration. Conservation de la masse : nous intégrons sur S2 la seconde équation de (6.4) alors :

4
dt

on

/S?L n(t,x)do(x) = . E(t,x)da(x)

——H [ Vrult,x)do(x)
Sz
=0.

Conservation de l’énergie : en ce qui concerne la conservation de I’énergie, nous procédons par
étapes.

e Premiérement, notons que u est orthogonal & n A u alors :

Oou 10 9
wor "o f M
=—9g e V-,
en d’autres termes :
sl =~ [ Von-w (6.7
e De la méme maniére, en multipliant par 7, on a
% n=—HnVr-u (6.8)
En intégrant sur la sphére S2, on a
s il = —H [ v (6.9)

e De plus pour tout champ de vecteurs A € TS2 et pour toute fonction B, on a
Vr-(AB)=(A-Vp)B+ (BVr-A) (6.10)
On obtient alors
2 2 2y _ _
(9n° + H|ul]*) = —2¢gH | nVr-u+u-Vndo(x)
Ot Jsz %
= —QQH/ V- (nu)do(x)
SH
=0.

Et I’énergie est bien conservée.
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6.1.2 Résolution numérique

Dans cette section, nous nous intéressons a la résolution numérique de I’équation (6.4) a l'aide d’un
schéma analogue a celui de I'algorithme Les tests que nous effectuons sont de deux types. Il s’agit
d’un test stationnaire et d’un test avec second membre. Ainsi, ’équation manipulée est de la forme

+ fmAu+gVrn = S
ot on ! (6.11)
H -
ot + HVpu S,

ot Sy : (t,x) € RT x §2 5 Sy(t,x) € TxS?Z et S, : (t,x) € RT x S2 — S, (¢,x) € R sont des fonctions
données.

Pour résoudre (6.11) en utilisant la méthode des lignes, nous définissons la fonction Ja agissant
sur un couple de fonctions de grilles q = (u,n) par

JA(t,q) = Ja(t,u,m) = (—f*n>k AU —gVran+ Sy, —HV 71 au+ S:;) . (6.12)

La résolution en temps est faite en utilisant l'algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4 couplé & un opé-
rateur de filtrage F. L’algorithme est I'algorithme de résolution numérique. Pour tout n € N, il

permet de calculer " = (u™,n™) ou u™ est une approximation de u(t",-)* et n™ est une approximation
de n(tna )*

Algorithme 13 : Systémes d’équations (6.11])
1: q° = (ug,n;) connu,
2: forn=0,1,... do

KM = Ja(t",

"),

3: q

4 K@ =Ja (" + & q" + SLKW),

5. KO = Ja (" + &L q" + §LK @),

6 KW= Ja (t" + t g7+ AtK®),

ro = (g ) 2K 2K 4 K) ).
8: end for

L’opérateur de filtrage F agit sur chaque composante de q", il est défini par la relation (4.92).
Dans les tests effectués, une solution analytique est disponible. Nous mesurons l'erreur relative sur 7

en normes || - ||1, || - [|2 et || - || en calculant au temps "
no__ tTL K
e = U Z( - ) Hl, avec | € {1,2,00}. (6.13)
(™, -)* [l

L’erreur sur u est calculée au temps t" par

n N(un — u(tn7 )*) ]

e =
" N(u(tna )*)
La norme A est donnée par 'équation ({.28). Lorsque S, et Sy sont des fonctions nulles, le systéme
d’équation (6.11)) conserve la masse et 1’énergie au sens de la proposition On vérifie la conservation
de ces quantités en mesurant
Q(un, 77”) — Q(u(tna ‘)*7 U(tn7 )*)

Q(U(tn, ')*7 U(tn, >*)
ou () représente la masse ou I'énergie numérique.
De plus, pour les tests qui suivent, nous choisissons les données physiques suivantes :

(6.14)

(6.15)

e le rayon terrestre : a = 6371220 métres,
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e la constante de gravité : g = 9.80616m - s~2,
e la hauteur de référence : H = 10° métres,

e la force de Coriolis : f = 2Qsinf avec 2 = 7.292 x 10~ %s~! la vitesse angulaire de rotation de la
Terre.

De plus, les tests numériques sont effectués en considérant une condition sur les pas de discrétisation
de la forme suivante

A
CFL = ;AE = e, (6.16)

¢ représente une vitesse caractéristique du systéme d’équation (6.11). On choisit
¢ = max (Cgray; Ceor) (6.17)

avec Cgray = VgH et ccor = af). La constante cgray est la vitesse caractéristique des ondes de gravité,
Ceor caractérise la vitesse de Coriolis et correspond a la vitesse de rotation le long de I’équateur.

6.1.3 Solution stationnaire zonale

Le premier test que nous considérons concerne la conservation d’une solution stationnaire zonale
pour I’équation (6.11]) sans forcage, c’est a dire que I’on a S, et Sy, des fonctions nulles. Donc le systéme
d’équations considérées est (6.4). La masse et I’énergie sont conservées.

Définition 6.1. On dit que n et u sont des solution zonales de (6.11) si (u,n) est solution de (6.11))

et si en coordonnées longitude-latitude (X, 0), on a
e 1) est indépendant de la latitude A,
o u(t,x) = u(t,0)ey avec u une fonction définie sur la sphére indépendante de \.
Les solutions stationnaires zonales de ({6.4) sont décrites dans la proposition suivante :

Proposition 6.2. Les solution stationnaires zonales (u,n) du systeme d’équations (6.4) sont données
par

n(x) = Teq —

a 0
9/0 f(s)u(s)ds (6.15)
u(x) = u(f)ey.

Démonstration. Le couple (u,n) est un couple de solutions stationnaires zonales de (6.4, donc il existe
uw:0e[—m/2,7/2] = u(f) € R tel que
u(x) = u(f)ey (6.19)

et 1 est indépendant du temps, donc

0
£+HVT-UZHVT'U

ot
_ i
acosf O\
=0.

De plus, u est indépendant de ¢. En considérant la premiére équation de (6.4), on a
fmAu+gVrn=0. (6.20)

Dans la base (ey, ep), 'équation (6.20) s’écrit

g (_1 9 o
= — — =0. 21
Jueo + a (cos@ o + 00 e9> 0 (621)
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6.1. Equation Shallow Water linéarisée

Or, n est indépendant de A (car zonale), donc

g9n
a 00

Le paramétre f ne dépend que de 6 donc par intégration de cette équation on obtient

fu+ 2= =0. (6.22)

n(X) = Teq — /f (6.23)

et la proposition est démontrée. O

Dans la suite, nous considérons une solution stationnaire zonale donnée par la proposition avec
u:6 €|l —n/2,7/2[— u(f) € R donné par

u(f) = uoyp(0)ex, (6.24)

ou v désigne la fonction, de classe C* et a support compact, définie pour 6 € [—7/2,7/2] par

0 Siegeo
1 1

P(0) eneXp[(H—Go)(H—Gl)] sify<0<6; (6.25)
0 819291

La constante e, est une constante de normalisation donnée par e, = exp ( > Elle permet

(6o — 61)°
d’assurer que max_r o<g<n/2 % (0) = 1.

L’intégrale, présente dans la condition initiale, est calculée par la méthode des trapézes composites
en utilisant un grand nombre de points d’interpolation (ici 1000). Ce choix permet de rapidement
obtenir une erreur trés faible de sorte que les erreurs numériques ne soient pas issues du calcul de la
solution initiale.

Sur la figure on représente I'historique de l'erreur relative en normes || - ||1, || - ||2 et || - ||oo pour
n au cours du temps ainsi que 1’historique de ’erreur de conservation lorsque N = 32 sur 20 jours avec
une condition CFL = 0.9. On constate que méme sur un temps long, le comportement de 'erreur ainsi
que celui de la conservation de la masse et de I’énergie est bon.

<104

) /
0

-

——— masse
energie

Erreur relative

=
o
IS

= norme infinie
— — —norme 2 1
norme 1

10 15
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Temps Temps

FIGURE 6.1 — Erreur pour la solution stationnaire zonale de (6.4]). On mesure I'erreur en norme et erreur
de conservation pour le test stationnaire de 'équation (6.4]). Le pas de temps est issu de CFL = 0.9.
Le temps final est t = 20 jours. Le paramétre de la Cubed-Sphere est N = 32.

L’analyse de convergence est fait sur la Table et la Figure [6.2] pour des simulations sur ¢t = 5
jours et CFL = 0.9. Le taux de convergence est supérieur & 3 pour toutes les normes. De plus, la
conservation de la masse et de 'énergie est vérifiée & un ordre proche de 7, ce qui est excellent.
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Chapitre 6. FEquations Shallow Water sphériques

’ N H e ‘ e ‘ €50 ‘ ey H Masse ‘ Energie ‘
32 3.4013(—4) | 5.0150(—4) | 1.8541(—3) | 1.0220(—2) 1.2153(—5) 1.9082(—5)
64 1.8727(=5) | 3.9000(—5) | 1.9349(—4) | 1.9720(—3) || 1.5016(—T7) 1.1257(—6)
128 1.0394(—6) | 1.8943(—6) | 1.2232(—5) | 2.4415(—4) || 5.8722(—10) | 7.6073(—9)
256 5.1235(—=7) | 4.7288(—7) | 7.3839(—7) | 1.3996(—5) || 8.5125(—12) | 1.8352(—11)
Ordre : 3.23 3.45 3.78 3.16 6.93 6.72

TABLE 6.1 — Table de convergence pour le test stationnaire de I’équation (6.4)). Le pas de temps est
donné par CFL = 0.9. Le temps final est ¢ = 5 jours. On mesure également 'erreur sur la conservation
de la masse et de ’énergie.

wececenns nOrMe 1 - pente = 3.2296

-3} [= = =norme 2 - pente = 3.4515

m— 1 OrME x - pente = 3.7808 E
-

N=32

Logm(erreur)

55

FIGURE 6.2 — Convergence pour le test stationnaire de ’équation (6.4) en fonction de A = aA§. Le
pas de temps est donné par CFL = 0.9. Le temps final est t = 5 jours.

6.1.4 Solution a décroissance exponentielle

Le test précédent mesure le comportement d’une solution stationnaire. Nous étudions & présent le
comportement d’une solution dépendant du temps de maniére a mesurer les effets de la discrétisation
en temps. Nous considérons des solutions & décroissance exponentielle :

n(t,x) = ¥(0)exp(—at)

u(t,x) = de)(&)exp(—at)m,

(6.26)

la fonction 1) est donnée par , o > 0 est le paramétre de décroissance. L’équation résolue est
. Dans cette derniére Sy et S, sont données et calculées pour que représente le couple de
solutions de .

Pour les simulations numériques, les paramétres choisis sont 0y = —7/3, 01 = /3 et 0 = 107957 1.
Le temps de demi-vie est In(2)/o =~ 0.8 jour. On étudie le taux de convergence de la solution jusqu’a
t = 1.5 heures avec une condition sur les pas de discrétisation CFL = 0.9 et différents paramétres de
grilles. On se limite & un temps court car la décroissance exponentielle vers 0 de la solution rend le
calcul d’erreurs délicat sur des temps plus longs. Au bout de 1.5 heure, la solution a diminué d’environ
5%. Les résultats sont donnés dans la Figure et la Table Le taux de convergence est supérieur
a 4.

Nous ne mesurons pas 'erreur sur la conservation de la masse ou de ’énergie car ces derniéres ne
sont pas conservées lorsque Sy et S, ne sont pas nulles.

Les tests effectués nous permettent de mesurer la précision et 'ordre de convergence en combinant
les opérateurs divergence, gradient pour la discrétisation spatiale ainsi que la discrétisation RK4 couplée
a lopérateur de filtrage. Les ordres de convergence restent proches de 4 pour I'erreur sur 7. L’ordre de
convergence est supérieur & 3 pour 'erreur sur u.
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6.2. Equation Shallow Water

N [ e [ e [ ex [ ea |
32 2.2494(—2) | 4.3922(—2) | 2.0509(—1) | 2.6585(—3)
64 1.0764(—3) | 2.4775(—3) | 1.7295(—2) | 4.1696(—4)
128 || 4.7943(—5) | 8.7464(—5) | 6.2330(—4) | 2.8324(—5)
Ordre : 4.44 4.49 118 3.28

TABLE 6.2 — Table de convergence pour le test a décroissance exponentielle de I’équation (6.11)). Le
pas de temps est donné par CFL = 0.9. Le temps final est ¢ = 1.5 heures.

weescee norme 1 - pente = 4.437
= = =norme 2 - pente = 4.486

——— norme x - pente = 4.1811

Log, ,(erreur)

FIGURE 6.3 — Convergence pour le test & décroissance exponentielle de 1’équation (6.11]) en fonction
de A = aAf. Le pas de temps est donné par CFL = 0.9. Le temps final est ¢ = 1.5 heures.

6.2 Equation Shallow Water

6.2.1 Propriétés de I’équation Shallow Water

L’équation Shallow Water est déduite de ’équation de Navier-Stokes en dimension 3 en tenant
compte d’une faible profondeur de fluide et de la faible viscosité. Si I’on note hg la fonction décrivant
les reliefs sur la sphére, le systéme d’équations s’écrit

ou
E—F(u-VT)u#—fn/\u—kgVTh =0

Ol . (6.27)
ot +VT~(h u) = 0

avec h* = h— h,. Dans la suite, nous supposons que les reliefs ne se déforment pas avec les mouvements
du fluide. Ainsi hs est indépendant du temps ¢t. Afin d’éviter de discrétiser le terme (u- V)u, nous
utilisons ’égalité suivante

(u-Vr)u=Vr <;\u|2> +(¢nAu (6.28)

ou ¢ =n-(V Au) la vorticité relative. On note la présence de V A u le rotationnel de u dont nous
avons vu un opérateur de discrétisation dans la définition

L’équation (6.27)) s’écrit :

0 1

u+VT<gh+]u|2>+(C+f)n/\u =0

ot 2 (6.29)
5t V() = o,

ou f est la fonction paramétrant la force de Coriolis. Sauf mention contraire, cette fonction est donnée
par
f(0) =2Qsin6. (6.30)
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Chapitre 6. FEquations Shallow Water sphériques

Dans les équations, les constantes physiques sont données par
e la constante de gravité : g = 9.80616m - s~2,
e la vitesse angulaire de rotation de la sphére : = 7.292 x 107 %s~ !,

e le rayon terrestre : a = 6.37122 x 10%m.

Le systéme d’équations (6.29]) est une loi de conservation. Les propriétés de conservations suivantes
sont vérifices

Proposition 6.3. Si (u,h) est solution de (6.29)) alors les relations de conservalions suivantes sont
vérifiées :

o Conservation de la masse totale :

d
/ h*(t,x)do(x) = 0, (6.31)
dt Js2
o Conservation de énergie :
d L 2 1 2 2
— [ Zh*(t,x)u(t,x)’ + =g (R*(t,x) — h3(x)) do(x) = 0, (6.32)
dt Js 2 2

Conservation de l'enstrophie potentielle :

d [ (Ctx)+ 1)

— d =0 6.33
0t Joo (%) o(x) =0, (6.33)
e Conservation de la vorticité : p
— [ <(t,x)do(x) =0, (6.34)
dt Js2
o Conservation de la divergence
d
— [ Vr-u(t,x)do(x) =0, (6.35)
dt s2

avec ¢ = (Vr ANu(t,x)do(x)) - n.

Remarque 6.1. Pour prouver qu’une quantité § est conservée, il suffit de montrer qu’il existe F : x €

SZ s F(x) € TyS2 tel que : 9

—=Vr-F 6.36
o =Vr (6.36)

puis d’intégrer.

Démonstration. La conservation de la masse est obtenue en intégrant la seconde équation de (6.29).
La conservation de la divergence est immédiate car

Vr-u(t,x)do(x) = 0. (6.37)
8%

On pose ¢ = C;i*f En appliquant n - (V7 A -) a P'équation Shallow Water (6.29)), on obtient

0 1
8f§+VT/\(qh*n/\u)-n+VT/\VT (gh+2u2> -n=0. (6.38)

=0
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6.2. Equation Shallow Water

Or, l'égalité suivante est vérifiée :

VrA(gh'n Au) = —(Vr Au)- (¢h™n), (6.39)
d’ou 9
a—g +V - (gh*u) = 0. (6.40)

En intégrant cette derniére équation sur S, on trouve la conservation de la vorticité.
La fonction f est indépendante du temps, donc :

0 )
a(qh ) = &(C‘f‘f)
_9¢
ot
est vérifice. Donc : 5
= (qh*) + V1 - (¢h*u) =0 (6.41)

ot
ce qui prouve la conservation de I'enstrophie potentielle.
L’énergie est la somme de I’énergie cinétique E. donnée par

1
E.= §h*u2, (6.42)
et de I'énergie potentielle £, donnée par
1
E, = 5g(h2 —h?). (6.43)

En dérivant E. et E, par rapport au temps et comme (u, k) est solution de (6.29), on obtient

1 1
QEC = ——u?Vr-(h*u) —h*u-Vr | u®+gh
ot 2 2 6.44
Op = ghvp- (hra) — gh 2 .
gt r T TIMVT 9"t
Puisque hs est indépendant du temps, on a
g (Ee+ Ep) =—Vr- Ju +gh|. (6.45)

En intégrant cette équation sur la sphére S2, on démontre ’équation de conservation de 'énergie. [

On considére a présent (N, 0') les coordonnées longitudes latitude de x € S2 associées au pole P de
coordonnées (m,7/2 — «). Il est possible de passer de (\,0) a (N, 0’) en utilisant les équations et
inversement en utilisant les équations . Si la sphére tourne autour de 1’axe (OP), alors la fonction
f est donnée par

f(x) = f(¢) =2Qsinf. (6.46)

Dans ce cadre, les solutions stationnaires zonales de (6.29) font 1'objet de la proposition suivante :

Proposition 6.4. Les solutions stationnaires zonales dans le systéme de coordonnées longitude-latitude

(N, 0') du systeme d’équations (6.29)) sont données par :
u(@) = u(@)ey

ho') = ho—~ / elu(s) <u(s) (6.47)

avec f(0') = 2Qsind'.
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Chapitre 6. FEquations Shallow Water sphériques

Démonstration. Soit (u,h) solutions stationnaires zonales de (6.29). Alors u et h sont indépendants
de X et du temps t. Il existe u: 0" € [—7/2,7/2] — u(#’) € R tel que

u(@) = u(0)ey. (6.48)

Ce champ de vecteurs u est a divergence nulle par construction, et h est indépendant de ¢, donc

oh*
ot

Vo (h*a) = 0. (6.49)

En exprimant la seconde équation de (6.29)) dans le systéme de coordonnées (X, €’), on a

/
(4 f= u(9’)# L)+ . (6.50)
Ainsi :
/

¢+ Nknu= (w2025 - @ @) + £0)u0) ) eo (6.51)

De méme, on obtient :

L2y 9 0h goh | 1 ,on. o

Vr <gh—|— 2’11‘ > = oot 8)\/8)\/ + |:a39’ + au (0 u(0")| eq (6.52)

Puisque la solution recherchée est stationnaire, h et u sont indépendants de ¢, d’ot :

(C+f)n/\u+V<gh+;\u|2> =0. (6.53)

En traitant cette équation composante par composante, on déduit des informations sur h.

e Composante en e :

g Oh

7 .54
acos @ ON (6:54)

donc h est indépendant de X', ce qui était attendu (h est zonale).

e Composante en ey :
tan 6’
w2 (0) =+ J(0)u(8') + L (8) = o, (6.55)
d’ott on déduit :
/

W(0) = —u(@’)g (u(e')taze n f(H’)) . (6.56)

En intégrant cette derniére relation, on obtient :

a

h(0') = ho — g / ' u(s) <u(s)tan(s) + f(s)> ds. (6.57)

La proposition est prouvée. O

Les solutions stationnaires zonales servent de base & de nombreux tests. En particulier, le second
test de [85] est un cas particulier de cette proposition. Dans le test 5 du méme article, il s’agit d’une
perturbation de ce cas par un relief. Le test de J. Galewsky et al. [38] est une perturbation d’une
solution zonale stationnaire instable obtenue en perturbant h initialement.
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6.2. Equation Shallow Water

6.2.2 Résolution numérique de I’équation Shallow Water

L’équation est résolue numériquement en utilisant la méthode des lignes. Chaque opérateur
différentiel est approché a 'aide des schémas hermitiens. La discrétisation temporelle se fait a I'aide
de la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 couplée a un filtre F défini par . L’opérateur de filtrage
utilisé est basé sur le filtre 1D d’ordre 10. On définit Ja la fonction agissant sur les fonctions de grille
de la Cubed-Sphere q = (u, ) par

~Fra (a4 gul?) = (Gt Fm A
—Vra(h*u)

Ia(t,q) = (6.58)

avec (o = n* - (Vya Au) = vorta(u). L’algorithme de résolution est analogue a I'algorithme [13] il est
donné par lalgorithme

Algorithme 14 : Systémes d’équations
1: q° = (u(0,-)*,n(0,-)*) connu,
2: forn=0,1,... do
3 KW= JaA(t",q"),
4 K@ = Ja (" + 5L g" + SLKW),
5 K® = Ja (t"+ &L q" + §LK®?),
6 (t" + Atq™ + AtK®),
At

7. qn+1 :F<qn+6 (K(1)+2K(2) +2K(3)+K(4)>>

8: end for

Lorsqu’une solution analytique est disponible, nous mesurons ’erreur

= el

,avec | € {1,2,00}. (6.59)

De plus, nous avons vu dans la proposition que la solution du systéme ([6.29)) vérifie des propriétés
de conservation. Pour la conservation de la masse, de I’énergie et de ’enstrophie potentielle, nous
mesurons ’erreur de conservation relative :

Q(u(tnv ')*7 h<tn7 )*) - Q(unv hn>
Q(u(t”,-)*,h(t”,-)*) ’

(6.60)

ou () désigne l'intégrale numérique & conserver. La divergence et la vorticité sont nulles dans le cadre
continu, nous ne mesurons donc pas ’erreur de conservation relative de ces quantités mais ’erreur de
conservation moyenne :

Q(u(t", )", h(t",)") — Qu",H")

4dma? ’

(6.61)

ou () désigne une formule de quadrature sphérique appliquée & la divergence ou a la vorticité.
Dans les simulations numériques effectuées, le pas de temps At est proportionnel au pas d’espace
A& par la relation
cAt

CFL = aAE " Cste (6.62)

avec ¢ = max(cgrav, Ceors U0)s Corav = vV gho et ccor = afd. Les constantes hg et ug sont données par la
condition initiale.
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6.2.3 Solution stationnaire zonale

Dans le second test de [85], on considére une solution stationnaire zonale. D’aprés la proposition
u est de la forme
u(t,x) = u(@)ey. (6.63)

On choisit u(6') = upcos @ ce qui donne
u(t, A\, 0) = ug (cos 0 cos o + cos Asin @ sin ) €y — ug sin A sin avey. (6.64)
Le paramétre de Coriolis f est une fonction donnée par
f(0) =2Qsind'. (6.65)
En utilisant , on obtient

f) = f(X0)
=2Q0sinf’

= 2Q (—cos Acosfsina + sinf cos ) .
La fonction h est zonale stationnaire associée a ce choix de u. Elle est donnée par

tan s

0/
h(N,0') = ho — “/ g cos s <u0 +2Qsin s> ds. (6.66)
g a

Aprés intégration, on obtient :

2
h(\0) = ho — & (ng n “0> sin? ¢/
g 2
a ul . . 2
:ho—g Quo—l—? (—cos Acos@sina + sinf cos a)” .

La fonction h est donnée par :

h(X,0) = ho —

Q|

2
(Quo + u20> (— cos A cos fsin o + sin 6 cos o) . (6.67)

On utilise A et u comme données initiales avec différentes valeurs de o pour observer I'influence de
ce parametre. D’apres la proposition [6.4] cette condition initiale est une solution stationnaire.
Les constantes hg, ug ainsi que les reliefs sur la sphére sont donnés par

o gho =2.94 x 10*m? - s72,
e uy = 2ma/(12 jours),
e hs =0 (absence de reliefs sur la sphére).

Sur les figures[6.4] et [6.6] nous représentons la solution calculée au temps ¢t = 5 avec une grille Cubed-
Sphere de paramétre N = 32 pour a = 0 et o = /4. Les calculs sont effectués sous la condition sur
le pas de temps CFL = 0.9. Nous représentons aussi la localisation spatiale de l'erreur a ’aide de la
fonction de grille :

bn _ h(tn’ ')*

1B, ) lloo
Cette représentation permet de remarquer la faible influence des bords et des coins de la Cubed-Sphere.
De plus, "amplitude de I’erreur relative est trés faible, proche de 2.5 x 1075 pour les deux valeurs de
I’angle o considérés.

(6.68)
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FIGURE 6.4 — Test stationnaire zonal (test numéro 2 de [85]) avec a = 0, le parameétre de la Cubed-
Sphere est N = 32. Le pas de temps est issu de CFL = 0.9. On représente h & t = 6 jours et 'erreur
relative sur h. L’erreur n’est pas localisée aux coins de la Cubed-Sphere. De plus les niveaux d’erreur
sont trés bons.
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FIGURE 6.5 — Test stationnaire zonal (test numéro 2 de [85]) avec a = 0, le parameétre de la Cubed-
Sphére est N = 32. Le pas de temps est donné par CFL = 0.9. On représente I'historique de I'erreur
relative sur la conservation de la masse, 'énergie et I’enstrophie (gauche), erreur sur la conservation
de la divergence et de la vorticité (droite). Les ordres de grandeurs de ces erreurs sont excellents. La
conservation de la vorticité est exacte ce qui est lié aux symétries de la solution sur la sphére.

Sur les Figures et [6.7, on présente les résultats de conservation de la masse, de 'énergie, de
I’enstrophie potentielle ainsi que la conservation de la divergence et de la vorticité.

L’historique de 'erreur au cours du temps est donnée Figure Pour les normes || - |1, || - ||2 et
|| - ||, ces erreurs restent trés faibles et se comportent correctement.

Dans les Tables et [6.4] on représente l'erreur pour différentes grilles lorsque av = 0 et o« = /4.
Les valeurs sont obtenues avec CFL = 0.9. Les valeurs obtenues sur une grille donnée sont comparables
a celles obtenues par la méthode des volumes finis dans [16] et meilleures que celles obtenues par la
meéthode de Galerkin d’ordre élevé dans [56]. Dans les deux cas de figure, la convergence se fait a ’ordre
4. Dans [80], la convergence obtenue par une méthode de volumes finis est plus rapide que ’ordre 4.

| N [ ee [ e [ ex |
32 1.1422(—6) | 1.3885(—6) | 2.4469(—6)
64 7.1216(—8) | 8.6513(—8) | 1.5229(—7)
128 4.4469(—9) | 5.4018(—9) | 9.5186(—9)
Ordre estimé : 4.00 4.00 4.00

TABLE 6.3 — Table de convergence pour le test stationnaire zonal de 1'équation (6.29)). Le pas de temps
est donné par CFL = 0.9. On donne o = 0. Le temps final est ¢ = 5 jours. Le taux de convergence est
proche de 4 et est excellent. De plus, les niveaux d’erreurs sont trés faibles.

En norme infinie, ey, les valeurs obtenues au temps ¢ = 5, sont proches de 2.75 x 1076 et sont
comparables & 5.86 x 1076 sur une grille 32 x 32 x 6 obtenue en utilisant un schéma volumes finis
d’ordre 4 [16]. En extrapolant les données, le schéma volumes finis utilisé dans [80] donne une erreur
en norme infinie proche de 1.47 x 1075 en utilisant le flux numérique de type AUSM+.

6.2.4 Cas test de la montagne isolée

Le test 5 de [85] est une perturbation du précédent. On considére les données initiales (6.64) et
(6.67) avec o = 0. Il s’agit d’une solution stationnaire zonale lorsque hs = 0. On rappelle cette solution
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FIGURE 6.6 — Test stationnaire zonal (test numéro 2 de [85]) avec a = /4, le paramétre de la Cubed-
Sphere est N = 32. Le pas de temps est issu de CFL = 0.9. On représente h 4 t = 6 jours et 'erreur
relative sur h. L’erreur n’est pas localisée aux coins de la Cubed-Sphere. De plus les niveaux d’erreur
sont trés bons et les symétries de la solutions sont retrouvées.

N L e | e | ex |
32 7.5712(=7) | 1.0446(—6) | 2.7809(—6)
64 4.7213(—8) | 6.5124(—8) | 1.7387(—7)
128 2.9487(—9) | 4.0672(—9) | 1.0858(—8)
Ordre estimé : 4.00 4.00 4.00

TABLE 6.4 — Table de convergence pour le test stationnaire zonal de 1’équation (6.29)). Le pas de temps
est donné par la contrainte CFL = 0.9. On donne o« = 7/4. Le temps final est ¢ = 5 jours. Les taux
d’erreurs sont proches de 4. L’erreur est trés faible.
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FIGURE 6.7 — Test stationnaire zonal (test numeéro 2 de [85]) avec a = w/4, le paramétre de la Cubed-
Sphére est N = 32. Le pas de temps est donné par CFL = 0.9. On représente I'historique de 1’erreurs
relative sur la conservation de la masse, I’énergie et ’enstrophie (gauche), erreur sur la conservation de
la divergence et de la vorticité (droite). Les ordres de grandeurs de ces erreurs sont excellents. Comme
pour a = 0, la vorticité est parfaitement conservée grace aux symeétries de la solution et du maillage.
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1010 . . . . . . 10 . . I . .
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
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FIGURE 6.8 — Test stationnaire zonal (second test de [85]) avec le parameétre de la Cubed-Sphere
N = 32 ainsi que CFL = 0.9. On représente ’historique de l'erreur relative au cours du temps a = 0
(gauche) et a = 7/4 (droite). Les niveaux d’erreurs sont trés faibles.
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FIGURE 6.9 — Convergence pour le test stationnaire zonal de I’équation (6.29) en fonction de A = aA&.
Le pas de temps est donné par la contrainte CFL = 0.9. On donne o = 7/4. Le temps final est t =5
jours.

stationnaire :
u(\, ) = wugcosbey

aho

O (2+2) sin?, (6.69)

La force de Coriolis est donnée par le paramétre f(0) = 2Qsinf. Les données hg et ug sont
o hp = 5960m,

o uy=20m-s L.

Cette condition initiale est perturbée a ’aide d’un "relief". On considére la présence d’une montagne
conique de hauteur hg, = 2000 métres donnée par :

r

hs = ha, (1 - §> (6.70)
ot R = /9, 72 = min {Rz, A=)+ (0— 6’0)2}. Le point (Ac,0.) = (37/2,7/6) correspondant a
la position du sommet de la montagne. Il s’agit d'une perturbation importante, puisque la montagne
représente environ 33% de I'épaisseur du fluide.

Pour ce test, aucune solution analytique n’est disponible. Nous comparons la solution obtenue aux
temps t = 5 jours, 10 jours et 15 jours avec les résultats de la littérature [80, 56]. Pour un parameétre
de Cubed-Sphere N = 32, on obtient les résultats des figures [6.10] Les résultats sont visuellement
trés similaires a ceux obtenus par des méthodes de volumes finis [51 [16] d’ordre élevé ainsi que ceux
obtenus par des méthodes de Galerkin Discontinu [67]. On note en particulier ’absence d’oscillations
parasites qui pourraient résulter de la forme conique de la montagne.

Les propriétés de conservation sont analysées sur la Figure [6.11] Les résultats sont trés bons. Au
jour 15, erreur sur 'enstrophie potentielle est proche de —0.9 x 10™%, valeur comparable & celle de
—1.0 x 10~ obtenue lorsque le paramétre de la Cubed-Sphere est N = 40 avec un schéma volumes
finis d’ordre 4 dans [81]. L’enstrophie potentielle est difficile & conserver, le schéma volumes finis utilisé
dans [16] posséde un historique de l'erreur de conservation similaire lorsque N = 32. Au temps ¢t = 15
jour, lerreur finale obtenue par [16] sur la conservation de I’enstrophie potentielle est de ordre de
~1.1x 1074

On représente sur la Figure I’erreur de conservation de la divergence et de la vorticité. Les
erreurs sont trés faibles, de l'ordre de 2 x 10~ pour la divergence et 3 x 107! pour la vorticité. La
valeur pour la divergence est meilleure que celle obtenue en utilisant des schémas compacts sur une
grille longitude-latitude 128 x 64 dans [68]. En effet, avec ce schéma, l'erreur sur la conservation de

la divergence est —1.1 x 107, I’erreur de conservation pour la vorticité est en revanche meilleure et
proche de 2.2 x 10717,
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FIGURE 6.10 — Cas de la montagne isolée [85], le paramétre de la Cubed-Sphere est N = 32. On choisit
CFL = 0.9. On représente h aux temps t = 5, 10 et 15 jours (dans cet ordre, de haut en bas). Le cercle
en pointillés désigne la position de la montagne.
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%107 Erreurs de conservations 4 x10711 Erreurs de conservations

FIGURE 6.11 — Cas test de la montagne isolée [85] sur une grille 32 x 32 x 6 avec CFL = 0.9. Erreurs
relatives sur la conservation de la masse, de 'énergie et de ’enstrophie potentielle (gauche), erreur sur
la conservation de la divergence et de la vorticité (droite). Les erreurs de conservation sont trés faibles.
L’enstrophie potentielle est la plus difficile & conserver mais I'erreur reste & un niveau acceptable.

Vorticité au temps : 15.006

15

0.5

-0.5

-1.5

FIGURE 6.12 — Cas test de la Montagne isolée [85] sur une grille 32 x 32 x 6 avec CFL = 0.9. On
représente la vorticité a 15 jours.
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6.2.5 Cas test barotrope avec instabilité

Introduit dans [38], ce test est similaire aux tests numéro 2 (Stationnaire zonale) et numéro 5
(Montagne isolée) de [85]. La condition initiale est donnée par I’état stationnaire de la proposition
avec a = 0 que l'on perturbe.

Soit u la fonction définie par :

u(f) = uoyp(0), (6.71)

ou 1 est la fonction a support compact définie par I'équation (6.25)). Le champ de vitesse considéré est
donné par u = ue,.
La donnée initiale pour h est donnée par :

a 4 an(s
o) = ho - /_ L) (u(s)t () | f(s)> ds (6.72)

Les valeurs des constantes sont les suivantes :
o 1y =80m-s !,
o Oy=m/7,
o 0 =7m/2— 0,

e hg est choisi de telle maniére que h ait pour moyenne 10000m, soit approximativement hg =~
9841.8139m.

Cette condition initiale est une solution stationnaire d’aprés la proposition Cependant, cette
solution stationnaire est instable et les erreurs numériques suffisent & la perturber. Le test repose sur
cette instabilité. On ajoute & la condition initiale h une perturbation locale b’ de la forme :

H(),0) = hcos(8) exp [— <A2 - A>2 _ (92 - 9)1 . (6.73)

o B

Les constantes de la perturbation sont données par :

o h = 120m, ce qui représente une perturbation de 1.2% de la condition initiale, la perturbation
est donc faible,

e La perturbation est localisée en (Mg, 62) = (0,7/4),
o a=1/3,
o B=1/15.

Ce test consiste & observer la vorticité au fil du temps, en particulier au bout de 2 jours, 4 jours
et 6 jours. La perturbation commence & étre visible au bout d’environ 3 jours. Au bout de 6 jours, on
compare la forme de la vorticité numérique avec celle donnée dans la littérature |38, [16]. Ce test est
particuliérement difficile pour la Cubed-Sphere. En effet, la perturbation est concentrée sur le bord du
Panel (V). De plus elle est localisée a lintersection des panels (I) et (V) (voir Fig. [6.13).

La vorticité au bout de 2, 4 et 6 jours est donnée en Figure On constate que les résultats sont
bons et comparables a ceux de la littérature [16] [38], 67].

La Figure [6.15] est faite en utilisant le schéma compact & 3 points d’ordre 4 654 et celui d’ordre 4
non compact 0,4 dans le calcul des opérateurs. On constate une différence sur la forme de la vorticité,
en particulier dans la région de la Chine et du Japon sur la carte (intersection des panels (I7), (111)
et (V)). L’utilisation du schéma compact permet une meilleure représentation des hautes fréquences.
Ce phénomeéne est visible ici ot les tourbillons sont mieux représentés sur un maillage fixé 86 x 86 x 6.

192



6.2. Equation Shallow Water

FIGURE 6.13 — Flux barotrope avec instabilité. On représente la condition initiale h+h’ (gauche) et per-
turbation initiale h’ (droite) pour le Flux barotrope, [38]. La perturbation est localisée a I'intersection
de différents panels.

En comparant ces résultats avec la Figure [6.17] on constate que le schéma converge plus vite lors de
I'utilisation de (fo que lors de 'utilisation de 5f$.

Sur la Figure [6.16] on représente les erreurs sur la conservation sur la Cubed-Sphere 96 x 96 X 6.
Les propriétés de conservation sont bonnes. Comme cela avait déja été observé pour la montagne
isolée, ’enstrophie potentielle est difficile a conserver. On observe une perte importante de I’enstrophie
potentielle lorsque la perturbation commence & étre visible sur la vorticité, & partir du jour 4.

La convergence du schéma est visible en raffinant le maillage. C’est ce que nous représentons sur
la Figure [6.17] La solution est clairement mal représentée sur la grille 32 x 32 x 6, alors que nous ne
distinguons pas de différences entre les grilles 96 x 96 x 6 et 128 x 128 x 6.

6.2.6 Cas test de type ondes de Rossby-Haurwitz

Les ondes de Rossby-Haurwitz sont des solutions analytiques de I’équation de la vorticité barotrope
[46] [69]. 11 s’agit du test 6 de [85]. Cependant, ce ne sont pas des solutions analytiques pour le systéme
d’équations Shallow Water. On s’attend & observer un déplacement des ondes d’Ouest en Est.

Le champ de vitesse u au temps ¢t = 0 est donné par :

u = uey + vey, (6.74)

avec u et v données par

u = awcosf+ aK cos10 (R sin? § — cos? 9) cos R\ (6.75)
v = —aKRcos™"10sinfsin RA. '
La fonction h est initialement donnée par :
gh = gho + a>A(0) + a®>B(6) cos R\ + a*C(6) cos 2R, (6.76)
avec
1
A9) = s (2Q + w) cos? 0 + 1K2 cos?f O [(R+ 1)cos? 6 + (2R?* — R — 2) — 2R? cos 2 {)]
2(Q+w)K
B(l) = ——————cost 2+2R+2)— 1)% cos?
() R+1)(R+2)COS 6 [(R*+2R+2) — (R+1)*cos?d]
c) = ZKQ cos?f 0 [(R+1)cos?0 — (R+2)] .
(6.77)
Les constantes sont :
w = T7.848 x 1076571,
_ —6,—1
K = 7848 x 107 %7, (6.78)

ho = 8x10%m,
R = 4.

193



Chapitre 6. FEquations Shallow Water sphériques

FIGURE 6.14 — Cas test du flux barotrope [38]. Au bout de 2, 4 et 6 jours (dans cet ordre, de haut en
bas), on représente la vorticité. Le paramétre de la Cubed-Sphere est N = 128, le pas de temps est
calculé grace a la relation CFL = 0.9. La perturbation apparait sur la vorticité au temps ¢t = 3 jours.
Au temps t = 6 jours, on observe le bon nombre de tourbillons ainsi que leur localisation.
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FIGURE 6.15 — Cas test barotrope instable [38] & 6 jours sur une grille 86 x 86 x 6 avec CFL = 0.9. On
représente la vorticité. A gauche, utilisation d’un schéma compact d’ordre 4 : (5fm. A droite utilisation
d’un schéma explicite d’ordre 4 d4 5. Les deux solutions ne sont pas identiques, en particulier au niveau
du Japon et de la Chine.
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FIGURE 6.16 — Cas test barotrope instable, le paramétre de la Cubed-Sphere est N = 128, CFL = 0.9.
Historique des erreurs relatives sur la conservation de la masse, de ’énergie et de 'enstrophie potentielle,
erreur sur la conservation de la divergence et de la vorticité. Les niveaux d’erreurs sont trés bons mais
Ierreur croit autour du jour 4, lorsque l'instabilité devient visible.
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FIGURE 6.17 — Cas test barotrope avec différentes grilles N x N x 6. On représente la vorticité avec
(de haut en bas) N = 32, N = 64, N = 96 et N = 128. La valeur de la condition CFL est 0.9. Les
solutions lorsque N = 96 et N = 128 sont pratiquement identiques ce qui confirme la convergence du
schéma.
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Il est connu que cette condition initiale est instable [79]. Le comportement de "déplacement vers
Pouest" attendu est difficilement vérifié sur un temps long et les symétries de la condition initiale
peuvent étre perdues. C’est pour ces raisons qu’il est intéressant d’observer le comportement en temps
long des simulations.

Sur la Figure [6.18] nous présentons la solution obtenue aprés résolution numérique aux temps t = 7
jours et t = 14 jours. Les résultats sont similaires avec ceux obtenus par éléments finis ou volumes finis
[16], B8]. Les erreurs relatives de conservation pour la masse, l’énergie et I’enstrophie potentielle, ainsi
que les erreurs de conservation pour la divergence et la vorticité sont données en Figure [6.19]

FIGURE 6.18 — Cas test de Rossby-Haurwitz a 7 (haut) et 14 jours (bas). Le paramétre de la Cubed-
Sphere est N = 80. Le pas de temps est donné par CFL = 0.9. On représente b & différents temps. Les
résultats obtenus sont identiques & ceux obtenus dans la littérature [16], 80|

Sur la Figure [6.20] nous représentons le temps de transition entre la solution attendue pour le cas

des ondes de Rossby-Haurwitz et I'instabilité. Comme cela a été également observé dans [80} B1], le
temps de transition est lié aux paramétres numériques, en particulier a la dissipation numeérique.
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FIGURE 6.19 — Cas test des ondes de Rossby-Haurwitz, le parameétre de la Cubed-Sphere est N = 80,
le pas de temps est donné par CFL = 0.9. On représente les historiques des erreurs relatives sur la
conservation de la masse, de I’énergie et de 'enstrophie potentielle (haut). Historique des erreurs sur
la conservation de la divergence et de la vorticité (bas). La conservation de la masse et de 1’énergie
est excellente, ’enstrophie potentielle est moins bien conservée mais 'erreur est semblable & ’erreur
obtenue par la méthode de Galerkin ou par les volumes finis. La divergence et la vorticité sont trés
bien conservées grace aux symétries de la solution.
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FIGURE 6.20 — Cas test des ondes de Rossby-Haurwitz & 45 et 50 jours sur une Cubed-Sphere de
paramétre N = 80 avec CFL = 0.9. Au bout de 50 jours, la solution calculée h™ a perdu une grande
partie des symétries qui étaient présentes au temps ¢t = 45.
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FI1GURE 6.21 — Cas test des ondes de Rossby-Haurwitz, le parameétre de la Cubed-Sphere est N = 80,
le pas de temps est donné par CFL = 0.9. On représente les historiques des relatives sur la conservation
de la masse, de ’énergie et de l'enstrophie potentielle (haut). Historique des erreurs sur la conservation
de la divergence et de la vorticité (bas). La conservation de la masse et de ’énergie sont bons méme sur
un temps long, I'enstrophie potentielle est moins bien conservée. La divergence et la vorticité sont trés
biens conservées grace aux symétries de la solution. La perte de symétrie a lieu entre 45 et 50 jours.
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Conclusion générale

Dans cette thése, nous présentons un nouveau schéma aux différences finies pour la résolution
d’équations aux dérivées partielles d’évolution sur la sphére en rotation.

Le schéma est d’abord étudié dans le cadre plan et périodique en dimensions 1 et 2. Notre schéma
est centré en espace. L’approximation en temps est effectuée par un schéma de Runge-Kutta RK4. Un
opérateur de filtrage est ajouté a chaque pas de temps. D’excellents résultats sont obtenus sur I’équation
de transport, sur ’équation des ondes avec parameétre de Coriolis ainsi que sur I’équation de Burgers.
On a observé que l'opérateur de filtrage est suffisant pour éviter 'apparition d’oscillations parasites. On
observe une excellente conservation numérique de la masse. Le choix de 'ordre de précision est discuté.
Un filtrage d’ordre 2, 4 ou 6 donne une importante perte de précision et une dissipation numérique de
la solution. Le filtrage d’ordre 10 est un bon compromis entre stabilité, la précision et l'atténuation
des oscillations parasites.

Différents types d’opérateurs différentiels discrets ont été mis en ceuvre. On montre une convergence
a Dordre 3. Sur les essais numériques effectués, nous observons en pratique une convergence a ’ordre
4. Les niveaux d’erreurs observés sont trés faibles.

D’autre part, nous avons utilisé ces opérateurs différentiels pour I'approximation de systémes
d’équations du type Shallow Water sphérique. Les tests effectués sur I’équation Shallow Water li-
néarisée et I’équation Shallow Water compléte donnent des résultats comparables a ceux obtenus par
des méthodes de Galerkin ou de volumes finis d’ordre élevé. Les niveaux d’erreurs observés avec notre
schéma sont trés bons. Bien que le schéma ne soit pas conservatif, les erreurs de conservation sont ex-
cellentes. Pour la masse le comportement est trés satisfaisant. Pour I’énergie et 'enstrophie potentielle,
les erreurs sont similaires & celles obtenues par d’autres méthodes y compris sur des tests difficiles tels
que le test de la montagne isolée.

Les perspectives de ce travail sont les suivantes :

e l'utilisation de splines cubiques limite la montée en ordre du schéma. Nous avons observé que
les splines cubiques représentent la principale source d’erreur des opérateurs différentiels discrets
utilisés. L’utilisation d’harmoniques sphériques pour cette phase d’interpolation pourrait étre
intéressante.

e La conception d’un schéma implicite en temps est indispensable a la résolution des équations sur
des temps longs ou la simulation de I'acoustique n’est pas prise en compte. Il s’agit de pouvoir
effectuer les itérations en temps en utilisant des pas de temps plus grands. La conception d’un
solveur rapide de type FFT serait aussi intéressante.

e Des méthodes de type zoom locaux peuvent permettre d’obtenir une excellente résolution pour
des phénomeénes de type tourbillon.

e La résolution de modéle en dimension 3 sur la Cubed-Sphere est également une perspective a
moyen terme.
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Annexe A

Opérateurs en coordonnées
Longitude-Latitude

A.1 Coordonnées Longitude-Latitude

A.1.1 Systéme de coordonnées

Un point x de la sphére S2 = {(z,y, z) € R3 tel que 22 +y?+22 = a®} est repéré par ses coordonnées
longitude-latitude (X, 0) €]0, 27| x]—7/2,7/2[. La donnée X est la longitude du point donnée par ’angle
équatorial et 6 est 'angle latitudinal (Voir Fig. . Il peut aussi étre repéré par ses coordonnées
cartésiennes (z,y,2) € R3.

Les coordonnées cartésiennes (x,y, z) et longitude-latitude (\, 0) sont liées par :

r = acosfcosA
y = acosfsin\ (A1)
z = asiné.

On construit la base associée sur la sphére. La base (g, gg) est donnée en x(z,y, z) € S2 par :

o [—a cos O sin \]
8\ =5y = a cos 6 cos A (A.2)

. 0 -

ainsi que

9x [—asin 6 cos \]

8=y = |0 sin € sin A (A.3)
acosf.
z

A

o

F1cURE A.1 — Longitude-Latitude
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1
——gy. SiF € TS, alors il existe

1
Remarque A.2. On normalise celte base en ey = Wg)\ el eg = ol
g g9

F et Fy tels que F = F\e) + Fyey.

Ainsi la métrique G est :

. . 2
G- {g,\ g\ 8 ge} _ [a cos 0 02} (A4)
g0 8\ 8080 0 a

On pose G = det(G) = a* cos? . La base (g, g?) est telle que :

A 1,1 1,2
g = Gy +G gy
Ab
{ gB — G2’1g)\ + G2’2g9, ( )
avec G = (Gfl)ij. De 14, il découle :
1
g = e,
acosf (A.6)
1 .
ge = —€y.
a

A partir de ces vecteurs élémentaires, on peut obtenir des formules pour calculer des opérateurs
différentiels sur la sphére ainsi que l'intégrale sur la surface d’une sphére.

A.1.2 Opérateurs sur la sphére
Soit une fonction h : x € S2 +— h(x) réguliére. On peut calculer le gradient de h par :

VTh:@ )‘—i-% 0

ce qui se traduit en :

1 0h n 10h
776 [ —
acosfoN ' adf
Soit un champ de vecteurs sur la sphére F = F)ey + Fypey régulier. Alors

VT]’L = €. (AS)

1
F-g'= i

a CcoS

‘ (A.9)
F.-g’=-F,.

a

La divergence de F est donnée par :

Vi F = —— <a‘i (VGr-g')+ % (VGF- g9)> (A.10)

al

don - 10 1 0
Vr -F = acosQﬁFA+ aCOSQ%(COSQFg). (A.11)

Le rotationnel de F se calcule grace au produit vectoriel. Il est donné par :

0 0
ViAnF=g*A —F+gl A

—F. A2
oA 00 ( )
Aprés calculs, on obtient :
tan 6 1 8F9 1 aF,\ Fg
F=|F — = - — Al
VA ) + acos Ox a0 | TR A% (A.13)
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avec ep = (cosf cos A, cosfsin A, sin H)T. Le Laplacien est la composition des deux opérateurs précé-

dents : Arh = Vg -Vrh :

Arh

1 9% 1 0 < Oh) (A14)

~ @2cos20 X2 ' a2cosh 00

En plus des opérateurs différentiels courants, en utilisant le changement de variable x — (), ) issu de
(A.3), on peut donner une formule d’intégration :

2n  pm/2
/ h(x)do(x) = / / h(X, 6) a® cos 6 dOd. (A.15)
52 A=0 Jo=—r/2 —

G
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Annexe A. Opérateurs en coordonnées Longitude-Latitude
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Résumé

L’enjeu de la simulation de la dynamique atmosphérique et/ou océanographique a pris une impor-
tance accrue avec la question du réchauffement climatique. Le modéle mathématique complet a simuler
s’obtient en couplant les équations de la mécanique des fluides avec les équations de la thermodyna-
mique.

Au 19iéme siécle, le mathématicien Adhémar Barré de Saint-Venant formule un systéme d’équations
aux dérivées partielles décrivant les mouvements d’un fluide soumis a la gravité et de faible épaisseur.
Cette simplification des équations de Navier-Stokes permet de transformer un probléeme 3D en un
probléme 2D. Dans le contexte de la sphére en rotation, elles décrivent la réponse d’une couche mince de
fluide soumise aux forces de gravité et de Coriolis. Elles permettent de décrire de nombreux phénomeénes
(ondes de Kelvin, ondes de Rossby, ...). Bien que représentant un probléme simplifié, ces équations sont
complexes et leur résolution nécessite des méthodes numériques adaptées.

L’objectif de cette thése est d’étudier une méthode numérique de type différences finies pour ré-
soudre ces équations, les équations Shallow Water, grace a la grille Cubed-Sphere.

Dans la premiére partie, on introduit les notations et les schémas utiles & la résolution d’équations
aux dérivées partielles sur la Cubed-Sphere. On étudie les schémas aux différences finies dans le contexte
périodique pour approcher la dérivée premiére & différents ordres. Le schéma utilisé sur la sphére est
un schéma hermitien d’ordre 4. Nous introduisons aussi les schémas de filtrage. Ces derniers sont
consistants avec l'identité et permettent de supprimer les modes oscillants. Ces schémas permettent
des approximations en espace. La discrétisation en temps est faite par un algorithme de Runge-Kutta
d’ordre 4 explicite couplé & 'opérateur de filtrage. Nous étudions ’algorithme pour la résolution de
I’équation de transport et de I’équation des ondes.

La seconde partie est dédiée au maillage sur la sphére ainsi qu’a la construction des opérateurs
approchés. Le maillage utilisé est la Cubed-Sphere, introduit en 1972 par Robert Sadourny. Il s’agit du
maillage des faces d’un cube projeté sur la sphére. Chaque face est appelé panel. Il y a de nombreuses
symétries entre les panels, ce qui permet de construire un produit scalaire vérifiant I’orthogonalité d’un
grand nombre d’harmoniques sphériques. De plus, on construit des formules de quadrature précises sur
ce maillage. Les points sur un panel sont des portions de grands cercles. En complétant les données sur
les grands cercles & ’aide de splines cubiques, on construit des opérateurs approchés de la divergence,
du gradient et de la vorticité. Ces opérateurs utilisent les schémas aux différences finis périodiques et
sont analysés.

La troisiéme partie concerne la résolution numérique d’équations sur la sphére. Les expériences
numeériques concernent I’équation d’advection, ’équation Shallow Water linéarisée et I’équation Shallow
Water. La résolution se fait par la méthode des lignes en couplant les opérateurs différentiels discrets
avec un schéma de RK4 muni d’un opérateur de filtrage. Les tests sont issus de la littérature classique.
Sur certains, une solution analytique est disponible. On compare la solution exacte et la solution donnée
par I’algorithme. Les erreurs mesurées confirment la précision attendue. Lorsqu’il n’y a pas de solution
analytique connue, nous comparons nos résultats numeériques avec ceux obtenus par d’autres méthodes.
Nous vérifions la conservation de la masse et de I’énergie.

Dans notre contexte, les simulations en temps long jouent un réle important. Les résultats obtenus
sur temps longs sont ceux attendus. Il serait intéressant d’utiliser un algorithme de résolution en temps
implicite pour effectuer ce type de simulations. C’est I'une des perspectives de ce travail.

A plus long terme, 'objectif est de simuler un modéle en 3D. Il faudra coupler un tel modéle avec
les équations de la thermodynamique (modéle GCM).

Mots-clés: Equation Shallow Water, Cubed-Sphere, schémas compacts, discrétisation en temps.
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Abstract

The challenge to simulate the atmospheric and/or oceanic fluid dynamics has become crucial
with the climate change problems. The full mathematical model to simulate consists in the coupling
of fluid dynamics with thermodynamics.

In the 19-th century, Adhémar Barré de Saint-Venant first formulated the equations describing the
dynamic of a fluid subject to gravity and bottom topography. This equation can be considered as a
bidimensional simplification of the 3D Navier-Stokes system. When expressed in the context of the
rotating sphere, this equation describes the reaction of a fluid thin layer subject to the gravitational
and Coriolis forces. It permits to describe many wave phenomena (Kelvin waves, Rossby waves, ...). Al-
though representing a simplified problem, this equation is difficult to solve and its numerical resolution
requires suitable numerical schemes.

The goal of this thesis is to study a particular finite difference scheme to solve this equations, (also
called Shallow Water equation) with the Cubed-Sphere grid.

In the first part, we introduce notations and schemes used to solve partial differential equation
on the Cubed-Sphere. We study finite difference schemes in the periodic context. They allow us to
approximate the first derivative with different order of accuracy. The scheme used on the sphere is
the hermitian scheme of order 4. We introduce filtering schemes. These ones are consistent with the
identity with high order of accuracy and allow us to remove oscillating modes. These schemes allow us
space approximation. The time discretization is made with explicit 4-th order Runge Kutta algorithm
coupled to a filtering operator. We study this algorithm to solve the advection equation and the wave
equation. The accuracy is proved and the stability is studied. The filtering operator allows us to reduce
parasitic oscillations which can appear during the resolution of hyperbolic equations by a centered
scheme.

The second part is devoted to the spherical grid and to approximation operators. The mesh used
is the Cubed-Sphere. This mesh was introduced in 1972 by Robert Sadourny. It is the mesh of faces
of a cube projected on the sphere. Each face of this mesh, on the sphere, is named panel. There are
multiple symetries between panels, that allow us to build a scalar product. This product permits us
to check the orthogonality for a large number of spherical harmonics on the mesh. Further more, we
build accurate quadrature formulas on this grid. Panel points are portions of great circles. We build
approximated operators of the divergence, the gradient and the vorticity by completing the data on
great circles with cubic spline. These operators use periodic finite difference schemes and are analyzed.

The third part is devoted to the numerical resolution of partial differential equations on the sphere.
Experiments concerne advection equation, linearized Shallow Water equation and Shallow Water equa-
tion. The resolution is made with the lines method by coupling discrete differential operators, fourth
order Runge-Kutta algorithm and filtering operator. Numerical tests are from the classical litterature.
For some, an analytical solution is available. Errors are weak and allow us to confirm the expected
accuracy. For numerical tests without analytical solution, we compare our numerical results with those
obtained by other methods. Furthermore, we check the conservation of mass and energy.

Our context is the one of simulations over particularly long time. This is why we perform tests
to predict a solution in a distant future. We are satisfied by the behaviours observed. It would be
interesting to use implicit time algorithm. It is one of the perspectives of this work.

In the longer term, the goal is to simulate a model in dimension 3 coupled with the equations of
thermodynamic (GCM model).

Keywords: Shallow Water equation, Cubed-Sphere, compact scheme, time discretisation.
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