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École doctorale IAEM Lorraine
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et océanographie numérique

THÈSE
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Introduction générale

Simuler numériquement la dynamique des �uides atmosphérique et océanographique par des mé-
thodes de haute précision représente un enjeu fondamental pour la prévision climatique à grande échelle.
Les questions écologiques, sociales et politiques du réchau�ement climatique rendent ce problème cen-
tral. On renvoie aux ouvrages récents de G. K. Vallis [82] de B. Cushman-Roisin et al. [26] ainsi qu'au
livre de M. Ghil et al. [39]. Il s'agit d'un problème délicat. Ceci est dû en particulier au couplage entre
phénomènes convectifs et thermodynamiques présents dans les équations de Navier-Stokes. De plus, le
contexte sphérique et la variété des échelles de temps et d'espace rajoutent encore à la complexité.

Notre objectif concerne la résolution des équations Shallow Water sphériques (équations de Saint-
Venant). Ces dernières représentent le modèle le plus simple pour les mouvements d'une atmosphère
de faible épaisseur sur la sphère en rotation. Bien qu'il s'agisse d'une simpli�cation, ce modèle prend
en compte plusieurs di�cultés attachées à la propagation atmosphérique. En particulier, il permet
d'analyser les principales ondes de propagation (ondes de Poincaré, ondes de Rossby).

Dans ce travail, nous considérons la conception d'un schéma pour la résolution des équations Shallow
Water sur la sphère. Ce problème va au delà du cadre plan où il est souvent traité sous di�érentes
hypothèses concernant la force de Coriolis (par exemple, l'hypothèse du β−plan où la force de Coriolis
dépend seulement de la coordonnée y). Des références classiques pour les méthodes numériques en
dynamique des �uides sont [7, 30, 88].

Dans de nombreux travaux récents, les équations Shallow Water sphériques sont résolues par des
méthodes numériques sur grille. Des grilles particulières sont la grille icosaèdrale, la grille Yin-Yang
et la grille Cubed-Sphere. Dans [78], le schéma volumes �nis Dynamico utilise une grille icosaèdrale.
Une autre méthode de volumes �nis utilisant une grille Yin-Yang est introduite dans [61]. Di�érentes
méthodes de Galerkin Discontinu [58] ont également été considérées sur les maillages suivants : maillage
icosaèdral [40], maillage Yin-Yang [43] et Cubed-Sphere [56, 67]. D'autres travaux utilisent la théorie des
éléments �nis mimétiques [31]. Notons également une activité importante utilisant des approximations
sans grille. Les équations SWE sont résolues par méthodes particulaires dans [13]. Par ailleurs, une
méthode utilisant les fonctions de base radiale est considérée dans [33, 35].

Dans [24, 25] est introduit un schéma aux di�érences �nies pour le calcul du gradient d'un champ
scalaire sphérique et de la divergence d'un champ vectoriel sphérique donné aux points de la Cubed-
Sphere [74]. Ce schéma est basé sur une approximation hermitienne le long de grands cercles corres-
pondant à des lignes de coordonnées sur la grille.

Dans cette thèse, nous étudions di�érents aspects de cette approche. Nous commençons par analyser
en détail la grille Cubed-Sphere, en particulier ses propriétés de symétrie. Dans un second temps, nous
montrons comment la structure en grands cercles de la grille permet de dé�nir de façon naturelle des
opérateurs di�érentiels discrets. On en déduit un algorithme de référence pour la discrétisation des
problèmes sur la sphère. Nous nous sommes attachés à e�ectuer de nombreux tests de la littérature
en climatologie numérique et à étudier les résultats obtenus en détail. Comme nous le verrons dans les
chapitres 5 et 6, les résultats sont comparables aux meilleurs schémas conservatifs d'ordre 4 disponibles
actuellement.
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Introduction générale

Plan de la thèse :
Chapitre 1 : Schémas aux di�érences.
L'objectif de ce chapitre est d'introduire les notations et les schémas aux di�érences �nies 1D

et 2D qui seront utilisés sur la sphère. Nous détaillons des schémas d'approximations de la dérivée
première à l'aide de méthodes de di�érences �nies classiques ou hermitiennes. Nous introduisons aussi
les opérateurs de �ltrage. Les propriétés spectrales de ces outils sont étudiées.

Chapitre 2 : Analyse numérique.
La discrétisation d'équations aux dérivées partielles d'évolution est introduite et étudiée. En parti-

culier, nous analysons les propriétés de précision, stabilité et conservation pour l'équation d'advection
en dimension 1 et l'équation Shallow Water linéarisée en dimension 2. Des tests sont aussi e�ectués
sur l'équation de Burgers. L'opérateur de �ltrage est analysé sur ces problèmes d'évolution.

Chapitre 3 : Grille Cubed-Sphere.
Nous introduisons le maillage Cubed-Sphere. Ce dernier est construit à partir de grands cercles. Un

produit scalaire est analysé sur les fonctions de grille. Il permet d'obtenir l'orthogonalité d'un grand
nombre d'harmoniques sphériques sur la grille. Des formules de quadrature issues de ce produit scalaire
sont analysées.

Chapitre 4 : Approximation des opérateurs di�érentiels sur la Cubed-Sphere.
On utilise la structure en grands cercles du maillage pour construire des opérateurs gradient, di-

vergence et vorticité discrets sur la Cubed-Sphere. Nous analysons la consistance de ces opérateurs et
e�ectuons des expériences numériques. L'opérateur de �ltrage en dimension 1 est étendu à la Cubed-
Sphere.

Chapitre 5 : Équations d'advection sphériques.
Des expériences numériques sont e�ectuées sur l'équation d'advection sphérique linéaire et non-

linéaire. La précision du schéma est analysée ainsi que l'in�uence du �ltrage sur des tests de convection
de type rotation solide ou de type tourbillon. Sur l'équation d'advection non linéaire, nous observons
le comportement du schéma en présence d'un choc et la conservation d'une solution stationnaire. Nous
nous restreignons à un schéma linéaire sans opérateur de capture de chocs.

Chapitre 6 : Équations Shallow Water sphériques.
Nous évaluons les performances du schéma sur le système d'équations ShallowWater et son linéarisé.

Des tests sont faits sur des solutions stationnaires et des problèmes évoluant dans le temps. Ces derniers
sont issus de la littérature classique. Nous analysons le comportement de la solution calculée par
l'algorithme et les propriétés de conservation observées numériquement.
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Chapitre 1

Schémas aux di�érences

1.1 Opérateurs aux di�érences en dimension 1

1.1.1 Notations

On considère Ω = [a, b], a < b, un intervalle de R de longueur L = b− a. Nous utilisons les lettres
latines pour noter les fonctions continues : f(x), u(x), ... x ∈ Ω à valeur complexe. Pour u et v, des
fonctions dé�nies sur Ω, le produit scalaire L2(Ω) est dé�ni par

(u, v) =

∫
Ω
u(x)v̄(x)dx =

∫ b

a
u(x)v̄(x)dx. (1.1)

Pour u et v à valeurs réelles, on a

(u, v) =

∫ b

a
u(x)v(x)dx. (1.2)

La norme sur L2(Ω) est donnée par
‖u‖L2(Ω) =

√
(u, u). (1.3)

Pour u ∈ C(Ω̄) ∩ L∞(Ω), on note
‖u‖∞ = sup

x∈Ω
|u(x)|. (1.4)

Une fonction u : x ∈ R 7→ u(x) ∈ R est périodique de période L si

u(x+ L) = u(x), ∀x ∈ R. (1.5)

En particulier, on a u(a) = u(b).
On considère une grille régulière sur Ω constituée de N + 1 points :

a = x0 < x1 < . . . < xN−1 < xN = b, (1.6)

où les valeurs xj sont dé�nies par :

xj = a+ jh, j = 0, 1, . . . , N et h =
b− a
N

le pas d'espace. (1.7)

Les points x0 = a et xN = a+L = b sont les points de bord du domaine et les points (xj)1≤j≤N−1

désignent les points intérieurs.
Nous distinguons trois types de données aux points de grille xj , 0 ≤ j ≤ N :

1. Une fonction de grille est une fonction dé�nie uniquement aux points (xj)0≤j≤N . Les fonctions
de grilles sont notées en fonte gothique : u, v, ... On note

u = (u(x0), u(x1), u(x2), ..., u(xN )). (1.8)
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h

×
x0 = a

•
x1

•
x2

. . .
•

xN−2

•
xN−1

×

xN = b

Figure 1.1 � Grille di�érences �nies en dimension 1. Les symboles × désignent les points de bord, les
symboles • désignent les points intérieurs.

De plus, l2h désigne l'espace des fonctions de grille, h > 0 �xé. On munit cet espace du produit
scalaire (·, ·)h et de la norme associée :

(u, v)h = h

N∑
j=0

u(xj)v̄(xj), |u|2h = h

N∑
j=0

|u(xj)|2. (1.9)

On dé�nit aussi la norme ‖ · ‖∞ pour les fonctions de grille :

‖u‖∞ = max
0≤j≤N

|u(xj)|. (1.10)

On notera
uj = u(xj) pour tout 0 ≤ j ≤ N. (1.11)

On note l2h,pér l'espace des fonctions de grilles périodiques. Si u ∈ l2h,pér alors u(x0) = u(xN ) et
on a

u = (u(x0), u(x1), ..., u(xN−1)). (1.12)

Le produit scalaire et la norme associée dans l2h,pér sont

(u, v)h,pér = h
N−1∑
j=0

u(xj)v̄(xj), |u|2h,pér = h
N−1∑
j=0

|u(xj)|2 avec u, v ∈ l2h,pér. (1.13)

Pour les fonctions de grille périodiques, on note :

‖u‖∞ = max
0≤j≤N−1

|u(xj)|. (1.14)

2. Les lettres latines capitales désignent les vecteurs de RN+1 et les matrices de MN+1(R). Par
exemple, le vecteur U ∈ RN+1 associé à la fonction de grille u ∈ l2h est

U =


u0

u1
...
uN

 =


u(x0)
u(x1)
...

u(xN )

 . (1.15)

La norme euclidienne sur RN+1 est notée |U |. Elle induit une norme pour les matrices A ∈
MN+1(R) dé�nie par

|A|2 = sup
U 6=0

|AU |
|U |

. (1.16)

Si A est symétrique, l'identité suivante est véri�ée

|A|2 = ρ(A) = max {|λ| tels que λ ∈ Sp(A)} , (1.17)
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ρ(A) est le rayon spectral de A. De plus, on note également

|U |∞ = max
1≤j≤N+1

|Uj |. (1.18)

La norme sur MN+1(R) subordonnée à | · |∞ est dé�nie pour A = (ai,j)1≤i,j≤N+1 ∈MN+1(R) par

|A|∞ = sup
U 6=0

|AU |∞
|U |∞

= max
1≤i≤N+1

N+1∑
j=1

|ai,j |. (1.19)

3. Soit u : x ∈ Ω 7→ u(x), on dé�nit la fonction de grille u∗ associée à u par :

u∗j = u∗(xj) pour 0 ≤ j ≤ N, (1.20)

u∗ est la restriction de u aux points de la grille. Si u est une fonction L−périodique, alors u∗ est
dé�nie par

u∗j = u∗(xj) pour 0 ≤ j ≤ N − 1. (1.21)

Nous distinguons l2h, l'espace des fonctions de grilles d'une part, et d'autre part l'espace vectoriel
RN+1 même si ces deux espaces sont isomorphes.

Cette distinction permet de faire une claire di�érence entre :

• les opérateurs aux di�érences �nies, qui agissent sur les fonctions de grille,

• les matrices, qui agissent sur les vecteurs.

Les fonctions de grilles contiennent toutes les échelles nécessaires dans le contexte physique alors que
les vecteurs sont sans dimension. De plus, le raisonnement au niveau discret est plus naturel avec les
fonctions de grilles. Il s'e�ectue d'une façon abstraite à l'aide d'opérateurs aux di�érences. En revanche,
le codage est e�ectué dans le cadre de l'espace vectoriel RN+1.

On note que plusieurs normes in�nies ont été dé�nies :

• l'écriture ‖ · ‖∞ désigne à la fois la norme pour une fonction u dé�nie sur Ω ou une fonction de
grille u. Le contexte permettra de distinguer les deux cas de �gure.

• La notation | · |∞ désigne la norme d'une matrice A ou d'un vecteur U . La distinction se fera en
fonction du contexte.

1.1.2 Transformée de Fourier discrète

Quitte à opérer une translation sur x, on peut supposer a = 0 et b = L. Le pas du maillage est
h = L

N . Soit, pour tout k véri�ant −N/2 + 1 ≤ k ≤ N/2, la fonction uk : x 7→ uk(x) ∈ C périodique de
période L dé�nie par

uk(x) =
1√
L

exp

(
2iπkx

L

)
. (1.22)

Les fonctions (uk)−N/2+1≤k≤N/2 forment une famille libre et orthonormée de N + 1 fonctions. C'est à
dire

(uk, uk
′
)L2([a,b]) = δk,k′ avec −N/2 + 1 ≤ k, k′ ≤ N/2. (1.23)

On dé�nit les fonctions de base uk de l2h,pér par

uk =
√
h(uk)∗ (1.24)

donc

ukj =
√
huk(xj) =

1√
N

exp

(
2iπjkh

L

)
=

1√
N

exp

(
2iπjk

N

)
avec 0 ≤ j ≤ N − 1. (1.25)
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Proposition 1.1. Les fonctions (uk)−N/2+1≤k≤N/2 forment une base orthonormée de l2h,pér.

Démonstration. On montre que (uk)−N/2+1≤k≤N/2 satisfait

(uk, uk
′
)h,pér = δk,k′ (1.26)

pour tous −N/2 + 1 ≤ k, k′ ≤ N/2.
Considérons d'abord k et k′ sont deux entiers distincts tels que −N/2 + 1 ≤ k, k′ ≤ N/2. uk, uk′ ∈

l2h,pér et

(uk, uk
′
)h,pér =

1

N

N−1∑
j=0

exp

(
2iπjk

N

)
exp

(
−2iπjk′

N

)

=
1

N

N−1∑
j=0

exp

(
ij(k − k′)2π

N

)
=

1

N

1− exp (i2π(k − k′))

1− exp

(
i(k − k′)2π

N

)
= 0.

De plus, si k = k′, on a :

(uk, uk
′
)h,pér =

1

N

N−1∑
j=0

exp

(
2iπjk

N

)
exp

(
−2iπjk′

N

)

=
1

N

N−1∑
j=0

1

= 1,

d'où le résultat.

Pour tout v ∈ l2h,pér, on note (v̂k)−N/2≤k≤N/2 les composantes de v sur la base (uk)−N/2+1≤k≤N/2 :

v =

N/2∑
−N/2+1

v̂ku
k. (1.27)

En e�ectuant le produit scalaire par uk
′
on obtient

(v, uk
′
)h,pér =

N/2∑
k=−N/2+1

v̂k (uk, uk
′
)h,pér︸ ︷︷ ︸

δk,k′

= v̂k′ .

Dé�nition 1.1. On dé�nit la transformée de Fourier discrète de v par (v̂k)−N/2+1≤k≤N/2 où

v̂k = (v, uk)h,pér. (1.28)

Proposition 1.2. (Relation de Parseval discrète) Pour tout v ∈ l2h,pér, on a

|v|2h,pér =

N/2∑
k=−N/2+1

|v̂k|2 (1.29)
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1.1. Opérateurs aux di�érences en dimension 1

Démonstration. On sait que

|v|2h,pér =
N−1∑
j=0

vj v̄j . (1.30)

Or par décomposition, on a

vj =

N/2∑
k=−N/2+1

v̂ku
k
j

v̄j =

N/2∑
k′=−N/2+1

¯̂vk′ ū
k′
j .

(1.31)

Alors, on obtient

|v|2h,pér = h

N−1∑
j=0

N/2∑
k=−N/2+1

N/2∑
k′=−N/2+1

v̂ju
k
j
¯̂vj ū

k′
j

= h

N/2∑
k=−N/2+1

N/2∑
k′=−N/2+1

v̂k
¯̂vk′

N−1∑
j=0

ukj ū
k′
j

=

N/2∑
k=−N/2+1

N/2∑
k′=−N/2+1

v̂k
¯̂vk′(u

k, uk
′
)h,pér.

Or on sait que (uk, uk
′
)h,pér = δk,k′ donc

|v|2h,pér =

N/2∑
k=−N/2+1

N/2∑
k′=−N/2+1

v̂k
¯̂vk′δk,k′

=

N/2∑
k=−N/2+1

v̂k
¯̂vk

=

N/2∑
k=−N/2+1

|v̂k|2.

Ce qui conclut la démonstration.

1.1.3 Opérateur de translation périodique

On se donne u ∈ l2h,pér une fonction de grille périodique.

Dé�nition 1.2. L'opérateur τp, p ∈ Z, est dé�ni, pour u fonction de grille périodique, par

(τpu)j = uj+p avec 0 ≤ j ≤ N − 1. (1.32)

L'opérateur linéaire τp agit sur les fonctions périodiques u : R 7→ u(x) ∈ R par :

(τpu)∗j = τpu(xj) = u(xj+p) = u∗j+p. (1.33)

En particulier, lorsque p = 1, on note τ l'opérateur de translation à droite :

τ = τ1. (1.34)
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De plus, il est clair que l'on a

i) τ0 = Id
ii) τp = τ ◦ τ ◦ τ ◦ · · · ◦ τ︸ ︷︷ ︸

p fois.

= τp. (1.35)

En particulier, τN = τN = Id, donc τ est inversible et

τ−1 = τN−1. (1.36)

L'analyse des opérateurs périodiques repose sur la diagonalisation de τ . C'est l'objet de la proposition
suivante. On note

ω = exp

[
2iπ

N

]
(1.37)

ainsi que

ωk = exp

[
2ikπ

N

]
(1.38)

pour −N/+ 1 ≤ k ≤ N/2, les racines N−ièmes de l'unité.

Proposition 1.3. • Les valeurs propres de τ sont ωk ∈ C, −N/2 + 1 ≤ k ≤ N/2,

• L'espace propre associé à ωk est Vect(uk). En particulier, τ est diagonalisable et sa décomposition
spectrale est

τ =

N/2∑
k=−N/2+1

ωkpk (1.39)

où pk est le projecteur orthogonal sur Vect(uk). Pour tout v ∈ l2h,pér et −N/2 + 1 ≤ k ≤ N/2, on
a

pkv = (v, uk)h,péru
k. (1.40)

Démonstration. Soient j, k tels que 0 ≤ j ≤ N − 1 et −N
2 + 1 ≤ k ≤ N

2 . On a

(τuk)j = ukj+1 =
1√
N

exp

[
2i(j + 1)πk

N

]
=

1√
N

exp

[
2ijπk

N

]
exp

[
2iπk

N

]
= ωkukj .

L'opérateur τ possède N valeurs propres distinctes, il est diagonalisable et sa décomposition spectrale
s'obtient par la formule

τ =

N/2∑
k=−N/2+1

ωkpk.

Soit P ∈ C[X] un polynôme. Les valeurs propres et les fonctions propres de P (τ) sont données par
la proposition suivante :

Proposition 1.4. • Les valeurs propres de P (τ) sont P (ωk) ∈ C, −N/2 + 1 ≤ k ≤ N/2,

• L'espace propre associé à P (ωk) est Vect(uk). P (τ) est diagonalisable, sa décomposition spectrale
est

P (τ) =

N/2∑
k=−N/2+1

P (ωk)pk (1.41)

où pk est le projecteur donné par (1.40).
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Démonstration. P est un polynôme de C[X] donc il existe un nombre �ni d'éléments de C notés a0,
a1, a2, ... tels que

P (X) =
∑
n

anX
n. (1.42)

Soient j, k tels que 0 ≤ j ≤ N − 1 et −N
2 + 1 ≤ k ≤ N

2 . On a

(P (τ)uk)j =

(∑
n

anτ
nuk

)
j

=
∑
n

anu
k
j+n.

Or par construction de uk, on a

(P (τ)uk)j =
∑
n

an(ωk)nukj

= P (ωk)ukj ,

donc P (ωk) est valeur propre de P (τ). De plus, les espaces vectoriels Vect(uk) sont en somme directe,
donc P (τ) est diagonalisable et la formule est (1.41) véri�ée.

Remarque 1.1. Noter que cette proposition est vraie non seulement pour τ mais aussi pour tout
opérateur diagonalisable.

On dé�nit vec1 l'opérateur appliquant un élément de l2h,pér sur un vecteur de RN :

Dé�nition 1.3. Soient u ∈ l2h,pér une fonction de grille et (ej)1≤j≤N la base canonique de RN . On
dé�nit l'opérateur vec1 par :

vec1 : l2h,pér → RN

u 7→ vec1(u)
(1.43)

avec

vec1(u) =
N∑
j=1

uj−1ej (1.44)

Lorsque cela ne porte à aucune confusion, nous noterons vec au lieu de vec1. La distinction se fera
aisément en fonction du contexte.

Pour toute fonction de grille u ∈ l2h,pér on note

U = vec(u) = vec1(u) =


u0

u1
...

uN−1

 ∈ RN (1.45)

On s'intéresse à présent à l'interprétation matricielle de τ . On note T ∈MN (R) la matrice donnée
par

T =


0 1

0 1 (0)
. . . . . .

(0) 0 1
1 0

 . (1.46)

La matrice T agit sur un vecteur U =
[
U1 U2 · · · UN

]T ∈ RN par

(TU)j = Uj+1 avec 1 ≤ j ≤ N. (1.47)
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C'est à dire
vec(τu) = T (vec(u)). (1.48)

Les propriétés spectrales de T se déduisent de celles de τ :

Corollaire 1.1. • Les valeurs propres de T sont les valeurs (ωk)−N/2+1≤k≤N/2. L'espace vectoriel
associé est Vect(Uk) avec

Uk = vec(uk). (1.49)

uk et ω sont donnés par la proposition 1.3.

• Si P ∈ R[X] alors les valeurs propres de P (T ) sont P (ωk) avec −N/2 + 1 ≤ k ≤ N/2 et l'espace
propre associé est (1.49).

Les vecteurs (Uk)−N/2+1≤k≤N/2 forment une base orthonormée de RN pour le produit scalaire
usuel.

1.1.4 Opérateurs aux di�érences discrets

Dans cette section on s'intéresse à une approximation symétrique de ∂x : u ∈ C1 7→ ∂xu ∈ C0 de la
forme

δ2J,x =
J∑
p=1

ap
τp − τ−p

2ph
(1.50)

C'est le type d'opérateur dont nous aurons besoin dans la suite pour le calcul approché d'opérateurs
sphériques.

Cette question est classique en analyse numérique. Elle est abordée dans des références classiques
telles que [4, 18, 55]. En mathématiques, on cite en particulier [18, 55] ou en mécanique des �uides
numériques [48].

Nous commençons par rappeler la consistance d'un opérateur di�érentiel [76]. On s'intéresse à
l'équation aux dérivées partielles

Lu = f (1.51)

où f est une fonction donnée. L'équation est discrétisée en

Lhu = f∗. (1.52)

La consistance est dé�nie par

Dé�nition 1.4. le couple (Lh, Rh) est consistant avec L à l'ordre α si pour toute fonction u régulière,
on a

Lh(u∗)−Rh (Lu) = O(hα) (1.53)

avec Rh un opérateur d'interpolation approchant l'identité. Lh(u∗)−Rh (Lu) est l'erreur de troncature.

• Exemple 1 : L'opérateur aux di�érences centré usuel est

δx =
τ1 − τ−1

2h
. (1.54)

Appliqué à la fonction de grille u, cet opérateur s'exprime par

δxuj =
uj+1 − uj−1

2h
pour 0 ≤ j ≤ N − 1. (1.55)

Il s'agit d'un opérateur qui approche la dérivée première. On a :
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Proposition 1.5. Soit u : x ∈ Ω 7→ u(x) ∈ R et u∗ la fonction de grille correspondante. Si
u ∈ C3(Ω) alors

δxu
∗
j − ∂xu(xj) =

h2

6
∂(3)
x u(α) avec α ∈]xj−1, xj+1[, (1.56)

Démonstration. Pour u de classe C3, on considère les développements de Taylor-Lagrange :

u(xj + h) = u(xj) + h∂xu(xj) +
h2

2
∂(2)
x u(xj) +

h3

6
∂(3)
x u(η) avec η ∈]xj , xj+1[ (1.57)

et également :

u(xj − h) = u(xj)− h∂xu(xj) +
h2

2
∂(2)
x u(xj)−

h3

6
∂(3)
x u(ξ) avec ξ ∈]xj−1, xj [. (1.58)

Alors par di�érence, on obtient :

δxu
∗
j = ∂xu(xj) +

h2

12

[
∂(3)
x u(ξ) + ∂(3)

x u(η)
]
avec ξ, η ∈]xj−1, xj+1[. (1.59)

Comme u est de classe C3, ∂(3)
x u est continue. Donc il existe α ∈]ξ, η[⊂]xj−1, xj+1[ tel que

2∂(3)
x u(α) = ∂(3)

x u(ξ) + ∂(3)
x u(η) (1.60)

d'où on obtient

δxu
∗
j − ∂xu(xj) =

h2

6
∂(3)
x u(α) avec α ∈]xj−1, xj+1[. (1.61)

Il résulte de la proposition 1.5 que (1.54) est consistant à l'ordre 2 au sens de la dé�nition 1.4
avec Rh = Id.

• Exemple 2 : Une manière d'augmenter la consistance de l'exemple 1 est de modi�er l'opérateur
Rh [18]. Pour cela on introduit σx l'opérateur de Simpson

σx =
1

6
τ +

4

6
Id +

1

6
τ−1. (1.62)

Si u ∈ l2h,pér est une fonction de grille alors

σxuj =
1

6
uj+1 +

4

6
uj +

1

6
uj−1. (1.63)

La proposition suivante est alors véri�ée :

Proposition 1.6. Soit u : x ∈ Ω 7→ u(x) ∈ R et u∗ la fonction de grille associée. Si u ∈ C5(Ω)
alors

‖σx∂xu∗j − δxu∗j‖∞ ≤
h4

45
‖∂(5)

x u‖∞. (1.64)

Démonstration. Soit f une fonction régulière de Ω dans R. Pour 0 ≤ j ≤ N − 1, on pose

ej =
h

3
[f(xj−1) + 4f(xj) + f(xj+1)]−

∫ xj−1

xj−1

f(x)dx = 2hσxf
∗
j −

∫ xj−1

xj−1

f(x)dx. (1.65)
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Chapitre 1. Schémas aux di�érences

Il s'agit de l'erreur de quadrature de la formule de Simpson. D'une part, par développement de
Taylor, on a

2hσxf
∗
j = 2hf(xj) +

h

3
∂(2)
x f(xj) +

h5

72

(
∂(4)
x f(ξ) + ∂(4)

x f(η)
)

(1.66)

avec ξ ∈]xj−1, xj [ et η ∈]xj , xj+1[. D'autre part, au voisinage ]xj−1, xj+1[ de xj et en posant
t = x− xj , on a

f(x) = f(xj) + t∂xf(xj) +
t2

2
∂(2)
x f(xj) +

t3

6
∂(3)
x f(xj) +

t4

24
∂(4)
x f(ω) (1.67)

avec ω ∈]xj−1, xj+1[. On intègre cette dernière équation d'où∫ xi+1

xi−1

f(x)dx =

∫ h

−h

(
f(xj) + t∂xf(xj) +

t2

2
∂(2)
x f(xj) +

t3

6
∂(3)
x f(xj) +

t4

24
∂(4)
x f(ω)

)
dt

= 2hf(xj) +
h

3
∂(2)
x f(xj) +

h5

60
∂(4)
x f(ω).

Alors, par comparaison, on trouve

|ej | = |
h5

72

(
∂(4)
x f(ξ) + ∂(4)

x f(η)
)
− h5

60
∂(4)
x f(ω)|

≤ 2h5

45
max
x
|∂(4)
x f(x)|.

Pour conclure, on applique la formule précédente avec f = ∂xu. On note que∫ xi+1

xi−1

f(x)dx = u(xi+1)− u(xi−1), (1.68)

de là, on obtient

|σ (∂xu
∗)j − δxu

∗
j | ≤

h5

45
max
x
|∂(4)
x f(x)| (1.69)

et on peut conclure directement.

De la proposition 1.6, il découle que le couple (Lh, Rh) = (δx, σx) est consistant avec la dérivée
première à l'ordre 4.

On s'intéresse à présent aux opérateurs centrés et antisymétriques dont le stencil est composé
de 2J + 1 points de la forme (1.50). L'intérêt de cette famille d'opérateurs réside en l'absence de
dissipation numérique. On choisit dans ce travail de maximiser l'ordre de consistance de ces opérateurs
mais d'autres options sont possibles. On citera en particulier les schémas peu dispersifs [12] ou les
schémas du type "dispersion relation preserving" [77].

Théorème 1.1. Soit f : Ω→ R alors l'identité discrète

δ2J,xu = f∗ (1.70)

est consistante à l'ordre 2J avec
∂xu = f (1.71)

(avec Rh = Id et Lh = δ2J,x) si et seulement si les coe�cients (ap)1≤p≤J sont solutions du système

J∑
p=1

ap = 1

J∑
p=1

p2kap = 0 pour tous 1 ≤ k ≤ J − 1.

(1.72)
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1.1. Opérateurs aux di�érences en dimension 1

L'erreur de troncature est de la forme :

(∂xu)∗j − δ2J,xu
∗
j = h2J 2J

2(2J + 1)!

 J∑
p=1

app
2J∂(2J+1)

x u(αp)

 (1.73)

avec αp ∈]xj−p, xj+p[ et u ∈ C2J+1.

Démonstration. Soit u : x ∈ Ω 7→ u(x) ∈ R une fonction de classe C2P+1(Ω) et u∗ la fonction de grille
correspondante.

On considère les développements de Taylor :

u(xj + ph) = u(xj) + ph∂xu(xj) + · · ·+ (ph)k

k!
∂

(k)
x u(xj) + · · ·+ (ph)2J+1

(2J + 1)!
∂

(2J+1)
x u(ξj)

u(xj − ph) = u(xj)− ph∂xu(xj) + · · ·+ (−ph)k

k!
∂

(k)
x u(xj) + · · ·+ (−ph)2J+1

(2J + 1)!
∂

(2J+1)
x u(ηj)

(1.74)
avec ξj ∈]xj , xj + ph[ et ηj ∈]xj − ph, xj [. En combinant ces deux égalités, on obtient

τpu
∗
j − τ−pu∗j

2ph
= ∂xu(xj)+· · ·+

(ph)k−1(1− (−1)k)

2 · k!
∂(k)
x (xj)+· · ·+

(ph)2J

2(2J + 1)!

(
∂(2J+1)
x u(ξj) + ∂(2J+1)

x u(ηj)
)

(1.75)
Donc la combinaison linéaire de ces termes pondérée par les coe�cients (ap)1≤p≤J est consistante avec
la dérivée première à l'ordre 2J si et seulement si :

J∑
p=1

ap = 1

J∑
p=1

pk−1 (1− (−1)k)

k!
ap = 0 pour tous 1 ≤ k ≤ 2J − 1.

(1.76)

La seconde égalité est véri�ée pour tout k pair. Ce système se simpli�e en :

J∑
p=1

ap = 1

P∑
p=1

p2kap = 0 pour tout 1 ≤ k ≤ J − 1.

(1.77)

L'erreur de troncature prend la forme

∂xu(xj)− δ2J,xu
∗
j = h2J

J∑
p=1

ap
p2J

2(2J + 1)!

(
∂(2J+1)
x (ξj) + ∂(2J+1)

x u(ηj)
)
. (1.78)

pour conclure, on utilise le théorème des valeurs intermédiaires. Comme u ∈ C2J+1, il existe αp ∈
]xj−p, xj+p[ tel que

∂(2J+1)
x (ξj) + ∂(2J+1)

x u(ηj) = 2∂(2J+1)
x u(αp). (1.79)

Ce qui conclut la preuve.

Corollaire 1.2. Si les coe�cients (ap)1≤p≤J sont solutions du système (1.72) alors il existe C > 0
indépendant de h et de u tel que pour toute fonction u régulière on a

‖(∂xu)∗ − δ2J,x(u∗)‖∞ ≤ Ch2J‖(∂(2J+1)
x u)∗‖∞. (1.80)

11



Chapitre 1. Schémas aux di�érences

Proposition 1.7. Le système (1.72) admet une unique solution. De plus, pour tout 1 ≤ p ≤ J , on a

ap = (−1)p−1

(
J !

p

)2

∏
1≤i<j≤J−1

(βpj − β
p
i )∏

1≤i<j≤J
(j2 − i2)

, (1.81)

avec

βpj =

{
j2 si j < p

(j + 1)2 si j ≥ p. (1.82)

En�n, les coe�cients sont de signes alternés, c'est à dire apap+1 ≤ 0 pour tout p.

Démonstration. Le système (1.72) s'écrit matriciellement


(12)0 (22)0 (32)0 (42)0 · · · (J2)0

(12)1 (22)1 (32)1 (42)1 · · · (J2)1

(12)2 (22)2 (32)2 (42)2 · · · (J2)2

...
...

...
(12)J−1 (22)J−1 (32)J−1 (42)J−1 · · · (J2)J−1


︸ ︷︷ ︸

=A


a1

a2

a3
...
aJ


︸ ︷︷ ︸

=a

=


1
0
0
...
0


︸︷︷︸
=e1

. (1.83)

Ce système admet une solution si det(A) 6= 0. Or on reconnaît un déterminant de Vandermonde. Donc

det(A) = VDM(α1, · · · , αJ) où VDM désigne un déterminant de Vandermonde [32]

=
∏

1≤i<j≤J
(αj − αi) avec αl = l2

=
∏

1≤i<j≤J
(j2 − i2)

> 0 car j2 > i2 lorsque j > i.

Le système (1.72) admet donc une unique solution. Calculons cette solution.

D'après la formule de Cramer, on a

ap =
det(Ap)

det(A)
(1.84)

avec

Ap =


(12)0 (22)0 · · · ((p− 1)2)0 1 ((p+ 1)2)0 · · · (J2)0

(12)1 (22)1 · · · ((p− 1)2)1 0 ((p+ 1)2)1 · · · (J2)1

(12)2 (22)2 · · · ((p− 1)2)2 0 ((p+ 1)2)2 · · · (J2)2

...
...

...
...

...
(12)J−1 (22)J−1 · · · ((p− 1)2)J−1 0 ((p+ 1)2)J−1 · · · (J2)J−1

 . (1.85)
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1.1. Opérateurs aux di�érences en dimension 1

En développant le déterminant de Ap par rapport à la p−ième colonne, on trouve

det(Ap) = (−1)p−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(12)1 (22)1 · · · ((p− 1)2)1 ((p+ 1)2)1 · · · (J2)1

(12)2 (22)2 · · · ((p− 1)2)2 ((p+ 1)2)2 · · · (J2)2

...
...

...
...

(12)J−1 (22)J−1 · · · ((p− 1)2)J−1 ((p+ 1)2)J−1 · · · (J2)J−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)p−1

(
J !

p

)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(12)0 (22)0 · · · ((p− 1)2)0 ((p+ 1)2)0 · · · (J2)0

(12)1 (22)1 · · · ((p− 1)2)1 ((p+ 1)2)1 · · · (J2)1

(12)2 (22)2 · · · ((p− 1)2)2 ((p+ 1)2)2 · · · (J2)2

...
...

...
...

(12)J−2 (22)J−2 · · · ((p− 1)2)J−2 ((p+ 1)2)J−2 · · · (J2)J−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)p−1

(
J !

p

)2

VDM(1, 22, 32, · · · , (p− 1)2, (p+ 1)2, · · · J2)

= (−1)p−1

(
J !

p

)2 ∏
1≤i<j≤J−1

(βpj − β
p
i )

avec

βpj =

{
j2 si j < p

(j + 1)2 si p ≥ j. (1.86)

VDM désigne le déterminant de Vandermonde [32] déterminé par

VDM(βp1 , · · · , β
p
n) =

∏
1≤i<j≤n

(βpj − β
p
i ). (1.87)

On note que βpj > βpi lorsque j > i, donc det(Ap) est du signe de (−1)p−1. On trouve donc

ap = (−1)p−1

(
J !

p

)2

∏
1≤i<j≤J−1

(βpj − β
p
i )∏

1≤i<j≤J
(j2 − i2)

, (1.88)

ainsi que l'alternance des signes car

(
J !

p

)2

∏
1≤i<j≤J−1

(βpj − β
p
i )∏

1≤i<j≤J
(j2 − i2)

> 0, (1.89)

donc apap+1 < 0. Ce qui conclut la preuve.

A présent, dans cette section, nous supposons que les coe�cients (ap)1≤p≤J sont issus de la résolu-
tion du système (1.72). On a déjà vu que τ−1 = τ−1 = τN−1, donc à partir des coe�cients (ap)1≤p≤J
on construit le polynôme Q2J tel que

δ2J,x =
J∑
p=1

ap
τp − τ−p

2ph

=

J∑
p=1

ap
2ph

(
τp − τN−p

)
=

1

h
Q2J(τ),

13



Chapitre 1. Schémas aux di�érences

où le polynôme Q2J de RN−1[X] est donné par

Q2J(X) =
J∑
p=1

ap
2p

(
Xp −XN−p) . (1.90)

Exemples : on donne quelques exemples d'opérateurs d'approximation de la dérivée première. Soit
u : x ∈ Ω 7→ u(x) ∈ R une fonction régulière.

• Si u ∈ C3(Ω) alors l'opérateur :

δ2,x = δx =
τ1 − τ−1

2h
=

1

h
Q2(τ) (1.91)

est un opérateur d'approximation de la dérivée première à l'ordre 2 (J = 1) avec

Q2(X) =
1

2
(X −XN−1). (1.92)

• Si u ∈ C5(Ω) alors l'opérateur :

δ4,x =
4

3

τ1 − τ−1

2h
− 1

3

τ2 − τ−2

4h
=

1

h
Q4(τ) (1.93)

est un opérateur d'approximation de la dérivée première à l'ordre 4 (J = 2), avec

Q4(X) =
2

3
(X −XN−1)− 1

12
(X2 −XN−2). (1.94)

• Si u ∈ C7(Ω) alors l'opérateur :

δ6,x =
3

2

τ1 − τ−1

2h
− 3

5

τ2 − τ−2

4h
+

1

10

τ3 − τ−3

6h
=

1

h
Q6(τ) (1.95)

est un opérateur d'approximation de la dérivée première à l'ordre 6 (J = 3), avec

Q6(X) =
3

4
(X −XN−1)− 3

20
(X2 −XN−2) +

1

60
(X3 −XN−3). (1.96)

• Si u ∈ C9(Ω) alors l'opérateur :

δ8,x =
8

5

τ1 − τ−1

2h
− 4

5

τ2 − τ−2

4h
+

8

35

τ3 − τ−3

6h
− 1

35

τ4 − τ−4

8h
=

1

h
Q8(τ) (1.97)

est un opérateur d'approximation de la dérivée première à l'ordre 8 (J = 4), avec

Q8(X) =
4

5
(X −XN−1)− 1

5
(X2 −XN−2) +

4

105
(X3 −XN−3)− 1

180
(X4 −XN−4). (1.98)

L'opérateur δ2J,x agit sur l2h,pér. On s'intéresse à présent aux propriétés spectrales de cet opérateur.

Proposition 1.8. Les valeurs propres de δ2J,x sont

1

h
Q2J(ωk) (1.99)

où ωk est la k−ième racine de l'unité, avec −N/2 + 1 ≤ k ≤ N/2. L'espace propre associé à chaque

valeur propre
1

h
Q2J(ωk) est Vect(uk).
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Démonstration. Ce résultat se déduit immédiatement de la proposition 1.4 avec le polynôme Q2J(X).

Proposition 1.9. Soit k ∈ N �xé, on a

2iπk

N
−Q2J

(
exp

(
2iπk

N

))
= O(h2J+1) (1.100)

avec h = L/N . De plus, si on pose θ = 2kπ/N alors

− iQ2J (exp(iθ)) = sin θ
J∑
p=1

ap
p
Up(cos θ) ∈ R, (1.101)

où Up est un polynôme de Tchebychev de seconde espèce. De plus

Q2J (exp(i0)) = Q2J (exp(iπ)) = 0. (1.102)

Démonstration. D'une part, d'après le théorème 1.1 on a

(∂xu
k)∗ − δ2J,x(uk)∗ = O(h2J). (1.103)

D'autre part, on rappelle que la fonction uk et la fonction de grille uk sont liées par

uk =
√
huk. (1.104)

Donc on a

(∂xu
k)∗ − δ2J,x(uk)∗ =

2iπk

L
(uk)∗ − 1

h
Q2J(ωk)(uk)∗

=
1

h

(
2iπhk

L
−Q2J(ωk)

)
(uk)∗

=
1

h

(
2iπk

N
−Q2J

(
exp

(
2iπk

N

)))
(uk)∗.

La fonction uk est bornée, donc

2iπk

N
−Q2J

(
exp

(
2iπk

N

))
= O(h2J+1). (1.105)

De plus par construction on a

Q2J (exp(iθ)) =
J∑
p=1

ap
exp(ipθ)− exp(i(N − p)θ)

2p
par périodicité des opérateurs.

=
J∑
p=1

ap
exp(ipθ)− exp(−ipθ)

2p

=

J∑
p=1

ap
i sin(pθ)

p

= i sin θ

J∑
p=1

ap
p
Up(cos θ) ∈ iR

15



Chapitre 1. Schémas aux di�érences

où Up désigne un polynôme de Tchebychev de seconde espèce. En�n, on a

Q2J (exp(i0)) =
J∑
p=1

ap
exp(ip0)− exp(i(N − p)0)

2p

=
J∑
p=1

ap
1− 1

2p

= 0,

ainsi que

Q2J (exp(iπ)) = i sinπ
J∑
p=1

ap
p
Up(cosπ)

= i0

J∑
p=1

ap
p
Up(−1)

= 0,

ce qui conclut la démonstration.

La fonction
θ ∈ R 7→ −iQ2J(exp(iθ)) ∈ R (1.106)

est 2π−périodique et impaire. De plus, en tenant compte de la proposition 1.9 on compare θ 7→ θ et θ 7→
−iQ2J(exp(iθ)) sur l'intervalle [0, π]. On représente quelques exemples de ces fonctions pour di�érentes
valeurs de 2J sur la Figure 1.2. On constate que plus l'ordre 2J est élevé, mieux −iQ2J(exp(iθ))
approche θ pour θ proche de 0. De plus, les courbes coïncident en θ = 0.

0 /4 /2 3  /4
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

 m
o
d
if
ié

expl. 2

expl. 4

expl. 6

expl. 8

théorique

Figure 1.2 � Représentation de −iQ2J (exp(iθ)) en fonction de θ pour les schémas d'approximation
explicites δx,2J d'ordres 2J = 2, 4, 6 et 8.

On s'intéresse à présent à la version matricielle de l'opérateur δ2J,x. On dé�nit D2J ∈ MN (R) la
matrice associée à l'opérateur δ2J,x :

D2J =
1

h
Q2J(T ). (1.107)

Pour toute fonction de grille u ∈ l2h,pér, la relation suivante est véri�ée

vec(δ2J,xu) = D2J · vec(u). (1.108)
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• Exemple 1 : A l'ordre 2J = 2, le schéma centré d'ordre 2 : δ2,x est associée à la matrice

D2 =
1

2h



0 1 −1
−1 0 1 (0)

−1 0 1
. . . . . . . . .

(0) −1 0 1
1 −1 0


(1.109)

• Exemple 2 : A l'ordre 2J = 4, le schéma centré d'ordre 4 : δ4,x est associée à la matrice

D4 =
1

2h



0 4/3 −1/6 1/6 −4/3
−4/3 0 4/3 −1/6 1/6
1/6 −4/3 0 4/3 −1/6 (0)

1/6 −4/3 0 4/3 −1/6
. . . . . . . . . . . . . . .

(0) 1/6 −4/3 0 4/3 −1/6
−1/6 1/6 −4/3 0 4/3
4/3 −1/6 1/6 −4/3 0


. (1.110)

Les propriétés spectrales de D2J se déduisent de celles de δ2J,x vues dans la proposition 1.8.

Proposition 1.10. Les valeurs propres de D2J sont les valeurs

1

h
Q2J(ωk) avec −N/2 + 1 ≤ k ≤ N/2, (1.111)

l'espace propre associé est Vect(Uk) avec Uk = vec(uk).

De plus, on note la propriété de symétrie de D2J :

Proposition 1.11. La matrice D2J est antisymétrique.

Démonstration. Montrons que DT
2J = −D2J :

DT
2J =

1

h
Q2J(T )T

=
1

h

 J∑
p=1

aj
2p

(T p − TN−p)

T

=
1

h

P∑
p=1

ap
2p

((T p)T − (TN−p)T )

=
1

h

J∑
p=1

ap
2p

(TN−p − T p)

= −1

h

J∑
p=1

ap
2p

(T p − TN−p)

= −D2J

d'où le résultat.
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1.1.5 Opérateurs Hermitiens périodiques 1D

Dans ce travail, nous n'utilisons pas de schémas de la forme (1.50). Les schémas hermitiens [60]
donnent de meilleurs résultats en ce qui concerne l'analyse fréquentielle. Ils sont couramment utilisés
sur la résolution d'équations hyperboliques [17] et permettent de bons résultats pour la capture des
chocs [50]. De bons résultats ont aussi été donnés pour l'approximation de la dérivée seconde [1, 52]
ou en mécanique des �uides [8, 9]. Dans ce travail, nous ne considérons que les schémas à 3 points
implicites pour lesquels nous souhaitons optimiser l'ordre de convergence. D'autres travaux visent à
minimiser d'autres formes d'erreurs [53, 54]. Nous dé�nissons l'opérateur σx par :

(σxu)j = (1− 2β)uj + β (uj+1 + uj−1) avec 0 ≤ j ≤ N − 1. (1.112)

On considère l'opérateur δx de la forme (1.50), c'est à dire

δx =

J∑
p=1

ap
τp − τ−p

2ph
. (1.113)

Théorème 1.2. Soit f : Ω→ R alors l'identité discrète

δxu = f∗ (1.114)

est consistante à l'ordre 2J + 2 avec
∂xu = f (1.115)

(avec Rh = σx et Lh = δx) si et seulement si les coe�cients (ap)1≤p≤J et β sont solutions du système

J∑
p=1

ap = 1

J∑
p=1

ap
p2n

2n+ 1
= 2β pour n = 1, 2, ...J.

(1.116)

Si u est une fonction de C2J+3, alors pour tout 0 ≤ j ≤ N − 1, on a

(δxu
∗)j − (σx(∂xu)∗)j = h2J+2

 1

(2J + 3)!

 J∑
p=1

app
2J+2∂(2J+3)

x u(θp)

− ( 2β

(2J + 2)!
∂(2J+3)
x u(ρp)

)
(1.117)

avec ρp, θp ∈]xj−p, xj+p[.

Démonstration. Soit u : x ∈ Ω 7→ u(x) ∈ R une fonction de classe C2J+3(Ω) et u∗ la fonction de grille
correspondante. On considère les développements de Taylor :

u(xj + ph) = u(xj) + ph∂xu(xj) + · · ·+ (ph)k

k!
∂

(k)
x u(xj) + · · ·+ (ph)2J+3

(2J + 3)!
∂

(2J+3)
x u(ξ)

u(xj − ph) = u(xj)− ph∂xu(xj) + · · ·+ (−ph)k

k!
∂

(k)
x u(xj) + · · ·+ (−ph)2J+3

(2J + 3)!
∂

(2J+3)
x u(η)

(1.118)
avec ξ ∈]xj , xj + ph[ et η ∈]xj − ph, xj [. En combinant ces deux égalités, on a

τpu
∗
j − τ−pu∗j

2ph
= ∂xu(xj)+· · ·+

(ph)k−1(1− (−1)k)

2 · k!
∂(k)
x u(xj)+· · ·+

(ph)2J+2

2(2J + 3)!

(
∂(2J+3)
x u(ξ) + ∂(2J+3)

x u(η)
)
.

(1.119)
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1.1. Opérateurs aux di�érences en dimension 1

D'autre part, on a

(1− 2β)∂xu
∗
j + β

(
τ1∂xu

∗
j + τ−1∂xu

∗
j

)
=

∂xu
∗
j +

2J+1∑
k=1

β
hk

k!

(
1 + (−1)k

)
∂(k+1)
x u(xj) + β

h2J+2

(2J + 2)!

(
∂(2J+3)
x u(%p) + ∂(2J+3)

x u(σp)
)

(1.120)

avec %p ∈]xj , xj + ph[ et σp ∈]xj−h, xj [.

On remarque directement que (1.120) et
J∑
p=0

ap(1.119) coïncident pour les puissances de h impaires.

Pour les autres valeurs, l'égalité est vrai si les coe�cients (ap)1≤p≤J et β sont solutions de (1.116).
L'erreur de troncature prend directement la forme

(δxu
∗)j − (σx∂xu

∗)j =

h2J+2

 J∑
p=1

ap
p2J+2

2(2J + 3)!

(
∂(2J+3)
x u(ξp) + ∂(2J+3)

x u(ηp)
)
− β

(2J + 2)!

(
∂(2J+3)
x u(%p) + ∂(2J+3)

x (σp)
) .

(1.121)

On conclut en utilisant le théorème des valeurs intermédiaires.

Dans cette section, nous supposons que le système (1.116) admet une solution. Ce sera le cas pour
tous les exemples considérés.

Proposition 1.12. Les valeurs propres de σx sont

R(ωk) avec R(X) = (1− 2β) + β(X +XN−1) ∈ RN−1[X] et −N/2 + 1 ≤ k ≤ N/2. (1.122)

L'espace propre associé est Vect(uk).

Démonstration. Il s'agit d'une conséquence de la proposition 1.4 appliqué au polynôme R.

Dans la suite, nous aurons besoin d'inverser l'opérateur σx. La propriété suivante permet de s'assurer
de son inversibilité.

Corollaire 1.3. L'opérateur σx est inversible si

|β| < 1

2
. (1.123)

Dé�nition 1.5. On suppose que β et (ap)1≤p≤J sont solutions de (1.116) et que |β| < 1/2, on dé�nit
l'opérateur hermitien d'approximation de la dérivée première δH2J+2,x par

δH2J+2,x = σ−1
x ◦ δx. (1.124)

Théorème 1.3. Il existe C > 0 indépendant de h tel que pour tout u : x ∈ Ω 7→ u(x) ∈ R fonction de
classe C(2J+3) on a

‖(∂xu)∗ − δH2J+2,x(u∗)‖∞ ≤ Ch2J+2‖∂(2J+3)
x u‖∞. (1.125)

Démonstration. Par calcul immédiat, on a :

‖(∂xu)∗ − δH2J+2,x(u∗)‖∞ = ‖σ−1
x ◦ (σxu

′∗ − δxu∗) ‖∞
≤ ‖σ−1

x ‖∞‖σxu′∗ − δxu∗‖∞
≤ Ch2J+2‖∂(2J+3)

x u‖∞
(1.126)

en utilisant σx inversible et l'équation (1.117).
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Chapitre 1. Schémas aux di�érences

Quelques exemples de schémas hermitiens sont donnés.
Exemples : Soit u : x ∈ Ω 7→ u(x) ∈ R périodique alors

• Si u ∈ C5(Ω) alors 
σx =

4

6
Id +

1

6
(τ1 + τ−1)

δx =
τ1 − τ−1

2h

(1.127)

et δH4,x = σ−1
x ◦ δx dé�nit un opérateur d'approximation de la dérivée première à l'ordre 4. En

particulier, comme ‖σ−1
x ‖∞ ≤ 3, on montre à partir de la proposition 1.6 que :

‖(∂xu)∗ − δH4,x(u∗)‖∞ ≤
h4

15
‖∂(4)

x u‖∞. (1.128)

• Si u ∈ C7(Ω) alors 
σx =

9

15
Id +

1

5
(τ1 + τ−1)

δx =
14

15

τ1 − τ−1

2h
+

1

15

τ2 − τ−2

4h

(1.129)

et δHx = σ−1
x ◦ δ4,x dé�nit un opérateur d'approximation de la dérivée première à l'ordre 6,

• Si u ∈ C9(Ω) alors 
σx =

4

7
Id +

3

14
(τ1 + τ−1)

δx =
25

28

τ1 − τ−1

2h
+

4

35

τ2 − τ−2

4h
− 1

140

τ3 − τ−3

6h

(1.130)

et δH8,x = σ−1
x ◦ δx dé�nit un opérateur d'approximation de la dérivée première à l'ordre 8.

Les opérateurs σx et δx s'expriment en fonction de τ donc ils commutent, tout comme σ−1
x et δx :

δH2J+2,x = σ−1
x ◦ δx = δx ◦ σ−1

x . (1.131)

Notons la fraction rationnelle QH2J+2 ∈ R(X) telle que

QH2J+2(X) =
Q2J(X)

R(X)
=

J∑
p=1

ap
2p

(Xp −XN−p)

(1− 2β) + β(X +XN−1)
. (1.132)

Exemples :

• QH4 (X) est donné par

QH4 (X) =
X −XN−1

4

3
+

1

3
(X +XN−1)

, (1.133)

• QH6 (X) est donné par

QH6 (X) =

14

15
(X −XN−1) +

1

15
(X2 −XN−2)

9

15
+

1

5
(X +XN−1)

, (1.134)

• QH8 (X) est donné par

QH8 (X) =

25

56
(X −XN−1) +

4

140
(X2 −XN−2)− 1

840
(X3 −XN−3)

4

7
+

3

14
(X +XN−1)

. (1.135)
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1.1. Opérateurs aux di�érences en dimension 1

La fraction rationnelle QH2J+2 permet d'exprimer δH2J+2,x en fonction de τ

δH2J+2,x =
1

h
QH2J+2(τ). (1.136)

L'opérateur δH2J+2,x agit sur les fonctions de l
2
h,pér. Les propriétés spectrales de δ

H
2J,x s'expriment à l'aide

de la fraction rationnelle QH2J+2.

Proposition 1.13. Les valeurs propres de δH2J+2,x sont

1

h
QH2J+2(ωk) (1.137)

où −N/2 + 1 ≤ k ≤ N/2. L'espace propre associé à 1

h
QH2J+2(ωk) est donné par Vect(uk).

Proposition 1.14. Si les coe�cient (ap)1≤p≤J et β sont solutions du système (1.116), alors pour
k ∈ N �xé et h = L/N on a

2iπk

N
−QH2J+2

(
exp

(
2iπk

N

))
= O(h2J+3). (1.138)

De plus, en posant θ = 2kπ/N , on a

− iQH2J+2(exp(iθ)) =
sin(θ)

1 + 2β(cos(θ)− 1)

J∑
p=1

ap
p
Up(cos θ) (1.139)

où (Up)1≤p≤J désigne des polynômes de Tchebychev de seconde espèce.

Démonstration. D'une part, d'après le théorème 1.2 on a

σx(∂xu
k)∗ − δx(uk)∗ = O(h2J+2), (1.140)

donc en inversant l'opérateur σx, on a

(∂xu
k)∗ − δH2J+2,x(uk)∗ = O(h2J+2). (1.141)

D'autres part, on rappelle que la fonction uk et la fonction de grille uk sont liées par

uk =
√
huk, (1.142)

donc on a directement

(∂xu
k)∗ − δH2J+2,x(uk)∗ =

2iπk

L
(uk)∗ − 1

h
QH2J+2(ωk)(uk)∗

=
1

h

(
2iπhk

L
−QH2J+2(ωk)

)
(uk)∗

=
1

h

(
2iπk

N
−QH2J+2

(
exp

(
2iπk

N

)))
(uk)∗.

La fonction uk est bornée, donc

2iπk

N
−QH2J+2

(
exp

(
2iπk

N

))
= O(h2J+1). (1.143)
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Chapitre 1. Schémas aux di�érences

De plus par construction on a

Q2J (exp(iθ)) =

J∑
p=1

ap
exp(ipθ)− exp(i(N − p)θ)

2p
par périodicité des opérateurs.

=

J∑
p=1

ap
exp(ipθ)− exp(−ipθ)

2p

=
J∑
p=1

ap
i sin(pθ)

p
.

D'où

QH2J (exp(iθ)) = i
sin(θ)

1 + 2β(cos(θ)− 1)

J∑
p=1

ap
p
Up(cos θ) ∈ iR (1.144)

où Up désigne un polynôme de Tchebychev de seconde espèce. De plus, on a sin(0) = sin(π) = 0, donc

QH2J (exp(i0)) = QH2J (exp(iπ)) = 0, (1.145)

ce qui conclut la proposition.

Par 2π-périodicité et imparité de θ ∈ R 7→ −iQH2J+2(eiθ), et d'après la proposition 1.14, on souhaite
comparer θ ∈ R 7→ −iQH2J+2(eiθ) et θ ∈ R 7→ θ. Quelques exemples, pour les valeurs de 2J+2 = 4, 6 et
8, sont tracés dans la Figure 1.3. On compare ces fonctions avec celles obtenues pour les schémas δ2J,x

aux ordre 2, 4, 6 et 8. On constate que les schémas hermitiens δH2J+2,x représentent mieux θ que les

schémas δ2J,x. La représentation spectrale de la dérivée est meilleure en utilisant le schéma δH2J+2,x que
le schéma δ2J,x. De plus, plus l'ordre du schéma est élevé, mieux la fonction θ ∈ R 7→ θ est approchée.

Figure 1.3 � Représentation de −iQH2J+2

(
eiθ
)
en fonction de θ pour les schémas d'approximation

hermitien δH2J+2,x d'ordres 2, 4, 6 et 8. Les courbes en pointillés représentent les fonctions −iQ2J

(
eiθ
)

associées aux opérateurs d'approximations δ2J,x.

Considérons à présent la version matricielle de l'opérateur δH2J+2,x. On pose Pσ ∈MN (R) la matrice
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associée à l'opérateur σx. Cette matrice s'exprime par

Pσ = R(T ) (1.146)

=


1− 2β β β
β 1− 2β β (0)

. . . . . . . . .
(0) β 1− 2β β

β β 1− 2β

 ∈MN (R). (1.147)

La relation suivante est immédiate
vec(σxu) = Pσ · vec(u). (1.148)

Les valeurs propres de Pσ sont connues et données par le corollaire 1.1.

Proposition 1.15. Les valeurs propres de Pσ sont

R(ωk) (1.149)

avec −N/2 + 1 ≤ k ≤ N/2. L'espace propre associé à R(ωk) est Vect(Uk) avec Uk = vec(uk).

La matrice Pσ est inversible si |β| < 1/2 et trivialement symétrique. De la même manière, on a
déjà vu que

D2J =
1

h
Q2J(T ) ∈MN (R) (1.150)

donc
vec(δxu) = D2J · vec(u). (1.151)

Le calcul de δH2J+2,xu se fait par la résolution du système

Pσ · vec(δH2J+2,xu) = D2J · vec(u) (1.152)

et on a
vec(δ2J+2,xu) = P−1

σ D2J · vec(u). (1.153)

Proposition 1.16. Les matrices D2J , Pσ et P−1
σ commutent.

Démonstration. Les matrices D2J et Pσ s'expriment en fonction de T d'où la propriété.

Proposition 1.17. La matrice P−1
σ D2J est antisymétrique.

Démonstration. Par calcul immédiat, on a :

(P−1
σ D2J)T = DT

2JP
−T
σ = −D2JP

−1
σ = −P−1

σ D2J , (1.154)

car D2J est antisymétrique et Pσ est symétrique (donc P−1
σ aussi).

Le calcul de δH2J+2,xu se fait par résolution d'un système linéaire. Ce système peut être résolu grâce
à la formule de Shermann-Morisson-Woodbury couplé à un solveur tridiagonal comme l'algorithme de
Thomas ou grâce à un solveur basé sur la transformée de Fourier rapide.

Proposition 1.18. (Formule de Shermann-Morisson-Woodbury) Soient A,B ∈ MN (R) deux
matrices inversibles telles que

A = B +RST , (1.155)

avec R et S deux matrices de MN,n (R) avec n ≤ N . Alors l'inverse de A peut s'écrire

A−1 = B−1 −B−1R
(
Id+ STB−1R

)−1
STB−1. (1.156)
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Démonstration. Il su�t de véri�er que(
B +RST

) (
B−1 −B−1R

(
Id+ STB−1R

)−1
STB−1

)
= Id. (1.157)

Dans le cas où n≪ N , A est une petite perturbation de la matrice B de la forme

A = B + δB (1.158)

avec rang(δB) "petit". Si on peut facilement calculer l'inverse de B la formule de Shermann-Morisson-
Woodbury (1.156) donne un algorithme e�cace de résolution du système

AX = b. (1.159)

Algorithme 1 : Algorithme de Shermann-Morisson-Woodbury

1: Calcul de V1 = B−1b,
2: Calcul de V2 = STV1,
3: Calcul de V3 = (Id + STB−1R)−1V2 (résolution d'un système de

petite taille),
4: Calcul de V4 = RV3,
5: Calcul de V5 = B−1V4,
6: Calcul de X = V1 − V5.

Proposition 1.19. Soit Pσ et P̃σ les matrices données par

Pσ =


1− 2β β β
β 1− 2β β (0)

. . . . . . . . .
(0) β 1− 2β β

β β 1− 2β

 et P̃σ =


1− 2β β
β 1− 2β β (0)

. . . . . . . . .
(0) β 1− 2β β

β 1− 2β

 .
(1.160)

Alors
Pσ = P̃σ +RST (1.161)

avec

R = β



1 0

0
...

...
...

... 0
0 1


et S =



0 1
... 0
...

...

0
...

1 0


(1.162)

Il découle l'algorithme de calcul de vec(δH2J+2,xu) = P−1
σ ·D2J · vec(u) donné par

Algorithme 2 : Calcul Hermitien
1: Calcul de b = D2Jvec(u),
2: Calcul de V1 = P̃−1

σ b,
3: Calcul de V2 = STV1,
4: Calcul de V3 = (Id + ST P̃−1

σ R)−1V2 (résolution d'un système de
taille 2× 2),

5: Calcul de V4 = RV3,
6: Calcul de V5 = P̃−1

σ V4,
7: Calcul de vec(δH2J+2,xu) = V1 − V5.
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L'utilisation de l'algorithme 2 pour la résolution du système (1.152) permet de se ramener à la
résolution de systèmes tridiagonaux. La résolution de ces derniers se fait en utilisant l'algorithme de
Thomas [20, 72]. Le coût global de l'algorithme de résolution est alors O(N). On aurait aussi pu utiliser
un solveur rapide de type transformée de Fourier rapide [83]. Mais le coût en calcul d'un tel algorithme
est de l'ordre de O(N log(N)), ce qui est plus élevé.

1.1.6 Opérateurs de �ltrage

Pour améliorer les propriétés de stabilité d'un schéma centré en espace, il est connu que l'utilisation
d'un opérateur de type "�ltrage", à chaque pas de temps, est béné�que. Un opérateur de type �ltrage
est un opérateur de la forme

F2J,x =
J∑
p=0

ap
τp + τ−p

2
. (1.163)

Pour u ∈ l2h,pér fonction de grille périodique, on a

F2J,x(u)j =
J∑
p=0

ap
uj+p + uj−p

2
avec 0 ≤ j ≤ N − 1. (1.164)

Soit S2J ∈ RN−1[X] dé�ni par

S2J(X) =
J∑
p=0

ap
Xp +XN−p

2
, (1.165)

on a F2J,x(u)j = S2J(τ)(u)j pour tout 0 ≤ j ≤ N − 1.
L'opérateur F2J,x est un opérateur d'interpolation au sens de la dé�nition 1.4. C'est à dire qu'il est

consistant avec l'identité. D'autre part, il joue le rôle d'une dissipation numérique. Cette contrainte se
traduit par le fait que uN/2, qui véri�e

u
N/2
j = (−1)j pour 0 ≤ j ≤ N − 1, (1.166)

est inclus dans le noyau de F2J,x : F2J,x(uN/2) = 0. On note que l'on a alors

ker(F2J,x) ⊂ ker(δ2J,x) et ker(F2J,x) ⊂ ker(δH2J,x). (1.167)

En pratique, cela correspond à annuler le mode oscillant à la fréquence du maillage. A chaque itération
en temps, on souhaite supprimer ce mode en projetant la solution sur l'orthogonal du mode oscillant :

Vect(uN/2)⊥. (1.168)

De plus, un opérateur de �ltrage doit laisser u0 inchangé, c'est à dire

F2J,x(u0) = u0. (1.169)

Comme u0
j = 1 pour 0 ≤ j ≤ N − 1, cette condition correspond à avoir

F2J,x(u0) =

J∑
p=0

ap = 1. (1.170)

Nous nous concentrons sur les �ltres maximisant l'ordre de précision [73]. D'autres �ltres visent à
minimiser la perturbation [12]. Dans ce cadre, nous dé�nissons l'opérateur de �ltrage par

Dé�nition 1.6. L'opérateur F2J,x est appelé �ltre centré s'il s'agit d'un opérateur aux di�érences �nies
de la forme (1.163) et si les coe�cients (ap)1≤p≤J véri�ent :
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• Consistance du �ltrage :
J∑
p=0

ap = 1, (1.171)

• Suppression du mode uN/2 :
J∑
p=0

ap(−1)p = 0, (1.172)

• Précision de l'opérateur
J∑
p=0

app
2k = 0 pour 1 ≤ k ≤ J − 1. (1.173)

•◦ •◦ •◦ •◦ •◦ •◦ •◦

Figure 1.4 � Représentation graphique du monde uN/2 ∈ l2h,pér.

Proposition 1.20. Si les J coe�cients (ap)1≤p≤J véri�ent (1.171), (1.172) et (1.173), c'est à dire

J∑
p=0

ap = 1

J∑
p=0

ap(−1)p = 0

J∑
p=0

app
2k = 0 avec 1 ≤ k ≤ J − 1,

(1.174)

alors l'opérateur de �ltrage Fx,2J est consistant avec l'identité.
Soit u une fonction régulière et u∗ la fonction de grille associée. L'erreur de troncature de l'opérateur

de �ltrage Fx,2J est donnée par

Fx,2J(u∗)j − u∗j =
h2J

(2J)!

 J∑
p=1

app
2J∂(2J)

x u(αp)

 (1.175)

avec αp ∈]xj−p, xj+p[.

Démonstration. u est une fonction régulière, donc d'après la formule de Taylor-Lagrange il existe
ξ ∈]x, x+ h[ tel que

u(x+ h) =
2J−1∑
k=0

hk

k!
∂(k)
x u(x) +

1

(2J)!
∂(2J)
x u(ξ). (1.176)

D'après cette formule et le théorème des valeurs intermédiaires, on a

τpuj + τ−puj
2

=
u(xj + ph)− u(xj − ph)

2

=

2J−1∑
k=0

hk + (−h)k

2k!
∂(k)
x u(xj) +

h2J

(2J)!
∂(2J)
x u(αp)
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avec αp ∈]xj−ph, xj +ph[. Alors en multipliant cette relation par ap et en sommant sur p, on obtient :

J∑
p=1

ap
τpuj + τ−puj

2
=

J∑
p=1

2J−1∑
k=0

ap
(ph)k + (−ph)k

2k!
∂(k)
x u(xj) +

J∑
p=1

ap
(ph)2J

(2J)!
∂(2J)
x u(αp)

=
2J−1∑
k=0

hk

2(k!)

 J∑
p=0

(pk + (−p)k)

 ∂(k)
x u(x) +

J∑
p=0

ap
(ph)2J

(2J)!
∂(2J)
x u(αp)

=

 J∑
p=0

ap


︸ ︷︷ ︸

=1

u(xj) +

2J−1∑
k=1

hk

2(k!)

 J∑
p=0

(pk + (−p)k)


︸ ︷︷ ︸

=0 si k impair.

∂(k)
x u(xj) +

h2J

(2J)!

J∑
p=0

app
2J∂(2J)

x u(αp)

= u(xj) +
J∑
k=1

h2k

k!

 J∑
p=0

app
2k


︸ ︷︷ ︸

=0 d'après (1.173)

+
h2J

(2J)!

 J∑
p=0

app
2J∂(2J)

x u(αp)



= u(xj) +
h2J

(2J)!

 J∑
p=0

app
2J∂(2J)

x u(αp)

 .

On retrouve ainsi l'erreur de consistance souhaitée et le résultat est prouvé.

Corollaire 1.4. Si les coe�cients (ap)1≤p≤J sont solution de (1.174) alors il existe C > 0 indépendant
de h tel que pour toute fonction u régulière on a

‖u∗ −Fx,2J(u∗)‖∞ ≤ Ch2J‖(∂(2J)
x u)∗‖∞. (1.177)

L'existence et l'unicité des opérateurs de �ltrage Fx,2J est donnée par la proposition suivante :

Proposition 1.21. Le système (1.174) admet une unique solution.

Démonstration. Le système (1.174) s'écrit en matriciel :

1 1 1 1 · · · 1
1 −1 1 −1 · · · (−1)J

0 1 22 32 · · · J2

0 1 24 34 · · · J4

0 1 26 36 · · · J6

...
...

...
...

. . .
...

0 1 (22)J−1 (32)J−1 · · · (J2)J−1


︸ ︷︷ ︸

=A



a0

a1

a2

a3

a4
...
aJ


︸ ︷︷ ︸

=a

=



1
0
0
0
0
...
0


︸︷︷︸

=b

. (1.178)

En remplaçant la deuxième ligne par une combinaison de la première et de la deuxième ligne : L2 ←
L1 − L2, on obtient : 

1 1 1 1 · · · 1
0 2 0 2 · · · 1− (−1)J

0 1 22 32 · · · J2

0 1 24 34 · · · J4

0 1 26 36 · · · J6

...
...

...
...

. . .
...

0 1 (22)J−1 (32)J−1 · · · (J2)J−1


︸ ︷︷ ︸

=Ã



a0

a1

a2

a3

a4
...
aJ


︸ ︷︷ ︸

=a

=



1
1
0
0
0
...
0


︸︷︷︸

=b̃

. (1.179)
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Pour montrer que le système (1.174), on montre que la matrice Ã ∈MJ(R) est inversible. En e�et :

det(Ã) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 · · · 1
0 2 0 2 · · · 1− (−1)J

0 1 22 32 · · · J2

0 1 24 34 · · · J4

0 1 26 36 · · · J6

...
...

...
...

. . .
...

0 1 (22)J−1 (32)J−1 · · · (J2)J−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 2 · · · 1− (−1)J

1 22 32 · · · J2

1 24 34 · · · J4

1 26 36 · · · J6

...
...

...
. . .

...
1 (22)J−1 (32)J−1 · · · (J2)J−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2

bJ−1
2
c∑

p=0

∆2p+1.

On va montrer que pour tout 1 ≤ p ≤ J , ∆p > 0. Ainsi, det(Ã) est la somme de nombres strictement
positifs, donc det(Ã) > 0. ∆p est donné par

∆p =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 22 32 · · · (p− 1)2 (p+ 1)2 · · · J2

1 (22)2 (32)2 · · · ((p− 1)2)2 ((p+ 1)2)2 · · · (J2)2

...
...

...
. . .

...
...

. . .
...

1 (22)J−1 (32)J−1 · · · ((p− 1)2)J−1 ((p+ 1)2)J−1 · · · (J2)J−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
J !

p

)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 12 12 · · · 12 12 · · · 12

1 22 32 · · · (p− 1)2 (p+ 1)2 · · · J2

...
...

...
. . .

...
...

. . .
...

1 (22)J−2 (32)J−2 · · · ((p− 1)2)J−2 ((p+ 1)2)J−2 · · · (J2)J−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
J !

p

)2

VDM(1, 22, 32, · · · (p− 1)2, (p+ 1)2, · · · , J2)

où VDM désigne un déterminant de Vandermonde [32] déterminé par

VDM(α1, · · · , αn) =
∏

1≤i<j≤n
(αj − αi). (1.180)

Dans notre cadre, on a

∆p =

(
J !

p

)2

VDM(α1, α2, · · ·αJ−1) (1.181)

avec αj donné par

αj =

{
j2 si j < p

(j + 1)2 si j ≥ p. (1.182)

Ainsi, si j > i, on observe que αj − αi > 0, donc

∆p =

(
J !

p

)2

VDM(1, 22, 32, · · · (p− 1)2, (p+ 1)2, · · · , J2)

=

(
J !

p

)2 ∏
1≤i<j≤J−1

(αj − αi)︸ ︷︷ ︸
>0

> 0.
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1.1. Opérateurs aux di�érences en dimension 1

det(Ã) est une somme de termes strictement positifs donc det(Ã) > 0 et en particulier, det(Ã) 6= 0 et
le système admet une unique solution.

Exemples : on donne les �ltres pour J = 1, 2, 3, 4 ou 5.

• Soit u ∈ C2(Ω) alors

F2,x =
1

2
Id +

1

2

τ1 + τ−1

2
(1.183)

dé�nit un opérateur de �ltrage à l'ordre 2,

• soit u ∈ C4(Ω) alors

F4,x =
10

16
Id +

8

16

τ1 + τ−1

2
− 2

16

τ2 + τ−2

2
(1.184)

dé�nit un opérateur de �ltrage à l'ordre 4,

• soit u ∈ C6(Ω) alors

F6,x =
44

64
Id +

30

64

τ1 + τ−1

2
− 12

64

τ2 + τ−2

2
+

2

64

τ3 + τ−3

2
(1.185)

dé�nit un opérateur de �ltrage à l'ordre 6,

• soit u ∈ C8(Ω) alors

F8,x =
186

256
Id +

112

256

τ1 + τ−1

2
− 56

256

τ2 + τ−2

2
+

16

256

τ3 + τ−3

2
− 2

256

τ4 + τ−4

2
(1.186)

dé�nit un opérateur de �ltrage à l'ordre 8,

• soit u ∈ C10(Ω) alors

F10,x =
772

1024
Id+

420

1024

τ1 + τ−1

2
− 240

1024

τ2 + τ−2

2
+

90

1024

τ3 + τ−3

2
− 20

1024

τ4 + τ−4

2
+

2

1024

τ5 + τ−5

2
(1.187)

dé�nit un opérateur de �ltrage à l'ordre 10.

La Table 1.1 résume les valeurs de ap associées à F2J,x pour un ordre de précision 2J �xé.

Ordre de précision : 2J a0 a1 a2 a3 a4 a5

2 1/2 1/2

4 10/16 8/16 −2/16

6 44/64 30/64 −12/64 2/64

8 186/256 112/256 −56/256 16/256 −2/256

10 772/1024 420/1024 −240/1024 90/1024 −20/1024 2/1024

Table 1.1 � Exemples de �ltres de la forme (1.163) et leurs ordres de précision.

Les valeurs propres et fonctions propres de Fx,2J sont issues de la proposition 1.4 appliquée au
polynôme S2J ∈ RJ [X] dé�ni par (1.165).

Proposition 1.22. Les valeurs propres de F2J,x sont

S2J(ωk) (1.188)

où −N/2 + 1 ≤ k ≤ N/2. L'espace propre associé à S2J(ωk) est donné par Vect(uk).
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Chapitre 1. Schémas aux di�érences

Théorème 1.4. Soit β : θ ∈ [0, π] 7→ β(θ) =
J∑
p=0

ap cos(pθ) le symbole de l'opérateur de �ltrage F2J,x,

alors

• il existe un unique polynôme P ∈ RJ(X) tel que

β(θ) = P (cos(θ)), (1.189)

ce polynôme est déterminé par

P (X) = 1− 1

2J
(1−X)J . (1.190)

• Pour tout θ ∈ [0, π], on a
0 ≤ β(θ) ≤ 1. (1.191)

Démonstration. • Les polynômes de Tchebytchev de première espèce, notés Tp , sont dé�nis par la
relation

Tp(cos(θ)) = cos(pθ). (1.192)

On a Tp ∈ Rp[X] et les polynômes Tp forment une suite de polynômes de degrés croissants. Ils
forment une base de Rp[X] et on a

β(θ) =

J∑
p=0

ap cos(pθ)

=

J∑
p=0

apTp(cos(θ)).

Ainsi il existe un polynôme P =
J∑
p=0

apTp de degré J tel que

β(θ) = P (cos(θ)). (1.193)

Comme les polynômes (Tp)0≤p≤J forment une base de RJ [X], ce polynôme est unique.

Les fonctions θ 7→ cos(nθ) forment une famille libre pour 0 ≤ n ≤ J . On pose EJ l'espace
engendré par ces fonctions, dim(EJ) = J . Alors β ∈ EJ et si on pose Q(X) = 1 − 1

2J
(1 −X)J ,

la fonction θ 7→ Q(cos(θ)) est une fonction de EJ . Montrons que ces fonctions coïncident. Soit la
fonction de EJ donnée par

f(θ) = β(θ)−Q(cos(θ)). (1.194)

Alors pour commencer, le résultat suivant est véri�é :

f (n)(0) = 0 pour tout 0 ≤ n ≤ J − 1. (1.195)

En e�et, pour n = 0, on a

f(0) = β(0)−
(

1− 1

2J
(1− cos(0))J

)
=

J∑
p=0

ap − 1

= 0.
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1.1. Opérateurs aux di�érences en dimension 1

Pour traiter le cas 1 ≤ n ≤ 2J , nous utilisons la formule de Fàa Di Bruno [19], ainsi

(Q ◦ cos)(2n) (θ) =
2n∑
k=0

P (k)(cos(θ))B2n,k(− sin θ,− cos θ, sin θ, cos θ, ...), (1.196)

où B2n,k désignent les polynômes de Bell [19]. En particulier pour θ = 0

(Q ◦ cos)(2n) (0) =
2n∑
k=0

Q(k)(1)B2n,k(0,−1, 0, 1, 0,−1, ...). (1.197)

et la dérivée k−ième de Q est donnée par

Q(k)(X) = −(−1)k

2J
J !

(J − n)!
(1−X)J−n pour tout k > 1. (1.198)

Donc Q(k)(1) = 0 et (Q ◦ cos)(n) (0) = 0. De là, il vient directement

f (n)(0) = β(n)(0)− (Q ◦ cos)(n) (0)

=
J∑
p=1

app
2n − 0

= 0 pour 1 ≤ n ≤ J − 1,

donc en particulier
f (2n)(0) = 0. (1.199)

De plus,

f(π) = β(π)−
(

1− 1

2J
(1− cos(π))J

)
=

J∑
p=1

ap(−1)p

= 0.

Comme f ∈ EJ , il existe (fp)0≤p≤J tels que

f(θ) =
J∑
p=0

fp cos(pθ). (1.200)

De plus, f (2k)(0) = 0 pour tout k et f(π) = 0, alors les coe�cients (fp)0≤p≤J sont solutions de

J∑
p=0

fp = 0

J∑
p=0

fp(−1)p = 0

J∑
p=0

fpp
2k = 0 pour 1 ≤ k ≤ J − 1.

(1.201)

On a déjà vu que ce système est inversible donc pour tout 0 ≤ p ≤ J , fp = 0 et f(θ) = 0 pour
tout θ. Ainsi

β(θ) = Q(cos θ). (1.202)

On a bien

P (X) = Q(X) = 1− 1

2J
(1−X)J . (1.203)
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Chapitre 1. Schémas aux di�érences

• On a vu que
β(θ) = P (cos(θ)). (1.204)

Or par dérivation P ′(X) =
J

2J
(1−X)J−1 qui ne change pas de signe pour X ∈ [−1, 1], donc P

est monotone sur [−1, 1].

De plus, cos(θ) ∈ [−1, 1] pour θ ∈ [0, π], donc β(θ) ⊂ [(P (−1), P (1))] = [0, 1]. De là, on déduit
que pour tout θ ∈ [0, π], on a

0 ≤ β(θ) ≤ 1. (1.205)

Remarque 1.2. On a vu dans la proposition 1.22 que les valeurs propres de F2J,x sont de la forme

S2J(ωk) = S2J

(
exp

(
2iπk

N

))
= β

(
2πk

N

)
d'après la formule d'Euler,

∈ [0, 1] d'après le théorème 1.4,

avec −N/2 + 1 ≤ k ≤ N/2. On en déduit que l'opérateur de �ltrage F2J,x est bien dissipatif.

La fonction θ 7→ β(θ) permet de considérer le comportement du �ltre sur les di�érents fonctions
propres. Par parité et 2π−périodicité de β, on peut observer la fonction β sur [0, π]. On représente
cette fonction dans la Figure 1.5 pour les �ltres d'ordres 2J = 10, 8, ..., 2. Les fréquences proches de 0
sont peu a�ectées par F2J,x alors que celles proches de π sont de plus en plus atténuées à mesure que
l'on s'approche de π jusqu'à être supprimées. L'importance de ce �ltrage sera vue au chapitre 2 dans
l'analyse numérique.

Figure 1.5 � Fonction d'ampli�cation θ 7→ β(θ) pour les �ltres explicites d'ordre 2, 4, 6, 8 et 10.

Pour plus de clarté, dans la Table 1.2, on représente la fréquence θ0.95 telle que

β(θ) ≥ 0.95 si 0 ≤ θ ≤ θ0.95

β(θ) ≤ 0.95 si θ0.95 ≤ θ ≤ π.
(1.206)
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Ordre du �ltre : 2J θ0.95(J)

10 1.6695
8 1.5165
6 1.3045
4 0.9851
2 0.4510

Table 1.2 � Valeur de θ0.95(J) pour quelques valeurs de J .

Comme la fonction θ 7→ β(θ) est strictement décroissante et continue sur [0, π], c'est une bijection
de [0, π] dans [0, 1] et on a

θ0.95(J) = arccos
[
1− 2(0.05)1/J

]
. (1.207)

La fonction J 7→ θ0.95(J) est strictement croissante donc lorsque J croît, θ0.95(J) croît et les
fonctions sont moins a�ectées par le �ltre F2J,x. De plus, on a la limite

lim
J→+∞

θ0.95(J) = π. (1.208)

Cependant, il faut noter que plus J augmente, plus les fonctions manipulées sont supposées régulières
et ce qui précède n'est vrai que pour des fonctions très régulières.

Remarque 1.3. Le �ltre F2J,x est linéaire et agit sur les composantes des fonctions de grilles. Il existe
M2J ∈MN (R) la matrice associée au �ltrage des données en dimension 1 telle que

vec(F2J,xu) = M2J · vec(u). (1.209)

La matrice M2J est donnée par
M2J = S2J(T ), (1.210)

de plus, cette matrice est symétrique.

1.2 Opérateurs aux di�érences en dimension 2

Comme nous le verrons dans le chapitre 3, la Cubed-Sphere est divisée en panels assimilables à
des carrés en dimension 2. Pour cette raison, il est utile de considérer les opérateurs aux di�érences
en dimension 2. Tous les opérateurs introduits dans la section précédente en dimension 1 peuvent être
étendus à un carré périodique.

1.2.1 Notations

En dimension 2, les notations sont analogues à celles utilisées en dimension 1. Si a et b sont des
réels positifs, nous notons Ω = [a, b]2. Chaque côté du carré est de longueur L = b − a. Soient u et v
dans L2(Ω,C). Le produit scalaire est

(u, v) =

∫
Ω
u(x, y)v̄(x, y)dxdy. (1.211)

La norme associée est :
‖u‖L2(Ω) =

√
(u, u). (1.212)

On note également
‖u‖L∞(Ω) = max

(x,y)∈Ω
|u(x, y)|. (1.213)

Ces deux normes sont notées ‖u‖L2 et ‖u‖L∞ .
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Chapitre 1. Schémas aux di�érences

Dans le domaine Ω, la grille est constituée des points (xi, yj)0≤i,j≤N où N ≥ 1 avec a = x0 < x1 <
. . . < xN = b et a = y0 < y1 < . . . < yN = b. Le pas d'espace h est �xe et donné par h = L

N . Les points
de grilles sont (xi, yj) avec {

xi = a+ ih
yj = a+ jh

avec 0 ≤ i, j ≤ N. (1.214)

Les points (xi, yj)0≤i,j≤N sont de deux types (voir Fig. 1.6) :

• Les points de bords (xi, yj) avec

i ∈ {0, N} ou j ∈ {0, N} , (1.215)

• les points intérieurs (xi, yj) avec
1 ≤ i, j ≤ N − 1. (1.216)

x0 = a x1 x2
. . . xN−2 xN−1 xN = b

y0 = a

y1

y2

...

yN−2

yN−1

yN = b

•◦•◦

•◦

•◦ •◦•◦

•◦

•◦ •◦

•◦

•◦

•◦ •◦

•◦

•◦

•◦ •◦

•◦

•◦

•◦ •◦

•◦

•◦

•◦ •◦

•◦

•◦•◦ •◦

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

Figure 1.6 � Grille en dimension 2. Les symboles ◦ désignent les points de bords, les symboles •
désignent les points intérieurs de la grille.

Une fonction u : (x, y) ∈ R 7→ u(x, y) ∈ C est L−périodique dans les directions x et y si

u(x, y + L) = u(x, y)
u(x+ L, y) = u(x, y)

pour tous (x, y) ∈ R2. (1.217)

Les notions de fonctions de grilles sont analogues à celles vues en dimension 1 :

1. Une fonction de grille est une fonction dé�nie aux points de la grille (xi, yj)0≤i,j≤N . Nous notons
ces fonctions en fonte gothique comme u ou v. On note :

ui,j = u(xi, yj) et u = (ui,j)0≤i,j≤N . (1.218)
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1.2. Opérateurs aux di�érences en dimension 2

On note L2
h l'espace des fonctions de grilles. Cet espace est équipé d'un produit scalaire et de la

norme associée :

(u, v)h = h2
N∑

i,j=0

u(xi, yj)v̄(xi, yj) et |u|h =
√

(u, u)h. (1.219)

De plus, pour u fonction de grille, on note

|u|∞ = max
0≤i,j≤N

|ui,j |. (1.220)

2. Soit u : (x, y) ∈ Ω 7→ u(x, y) ∈ R, nous dé�nissons la fonction de grille associée, notée u∗, comme
la restriction de u à la grille :

u∗i,j = u(xi, yj) pour tous 0 ≤ i, j ≤ N. (1.221)

3. Cas périodique : u est périodique si ui,0 = ui,N et u0,j = uN,j pour tous 0 ≤ i, j ≤ N . On note
L2
h,pér l'espace des fonctions de grilles périodiques. Cet espace est doté du produit scalaire et de

la norme

(u, v)h,pér = h2
N−1∑
i,j=0

ui,j v̄i,j et |u|h,pér =
√

(u, u)h,pér. (1.222)

Pour u périodique selon x et y, on a u∗i,0 = u∗i,N et u∗0,j = u∗N,j pour tous 0 ≤ i, j ≤ N .

4. Une fonction de grille u ∈ L2
hest associée au vecteur U ∈ R(N+1)2 dont les composantes sont les

valeurs de u dans l'ordre anti-lexicographique :

U =



u0,0

u1,0
...

uN,0
u0,1

u1,1
...

uN,1
...

uN,N



. (1.223)

On note ces vecteurs par des lettres capitales.

1.2.2 Opérateurs aux di�érences en géométrie cartésienne

On considère dans cette section les fonctions de grille périodiques u ∈ L2
h,pér. Nous dé�nissons les

opérateurs agissant sur les fonctions de grilles comme suit.

Dé�nition 1.7. Les opérateurs τx et τy dans les directions x et y sont dé�nis par{
τxui,j = ui+1,j

τyui,j = ui,j+1
(1.224)

avec u une fonction de grille et 1 ≤ i, j ≤ N . Il s'agit d'opérateurs de translations dans les directions
x et y.
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Les opérateurs obtenus en dimension 1 sont dé�nis en dimension 2 grâce à ces deux opérateurs de
translation. Les opérateurs centrés permettant d'approcher les dérivées partielles d'ordre 1 sont donnés
par 

δ2J,x =
1

h
Q2J(τx)

δ2J,y =
1

h
Q2J(τy).

(1.225)

De même, on dé�nit les opérateurs dans chaque direction par{
σx = R(τx)
σy = R(τy)

(1.226)

où R est donné par R(X) = (1− 2β) + β(X +XN−1). Chacun des opérateurs σx et σy est inversible
si |β| < 1/2. L'opérateur hermitien en dimension 1 : δHx est étendu en dimension 2 grâce à la relation
suivante {

δH2J+2,x = σ−1
x ◦ δ2J,x

δH2J+2,y = σ−1
y ◦ δ2J,y.

(1.227)

Théorème 1.5. Il existe Cx et Cy des constantes positives indépendantes de h telles que pour toute
fonction u : x ∈ Ω 7→ u(x) ∈ R de C5(Ω) on a

‖(∂xu)∗ − δH2P+2,xu
∗‖∞ ≤ Cxh

2J+2‖∂(2J+3)
x u‖∞

‖(∂yu)∗ − δH2P+2,yu
∗‖∞ ≤ Cyh

2J+2‖∂(2J+3)
y u‖∞.

(1.228)

Démonstration. Conséquence du théorème 1.3 appliqué à chaque direction x et y.

1.2.3 Écriture matricielle des opérateurs aux di�érences en dimension 2

Dans cette section, nous précisons les notations vectorielles et matricielles utiles en dimension 2.
La base canonique de RN , notée (ei)0≤i≤N−1 est donnée par

(ei) = δi,j =

{
1 si j = i,
0 sinon.

(1.229)

δi,j est le symbole de Kronecker.

Dé�nition 1.8. Soit A une matrice m×n et B une matrice p× q, avec m,n, p, q ∈ N?. Le produit de
Kronecker A⊗B est la matrice mp× nq dé�nie par

A⊗B =

a1,1B · · · a1,nB
...

. . .
...

an,1B · · · an,nB

 . (1.230)

Le produit de Kronecker possède les propriétés suivantes [83] :

Proposition 1.23. Soient A, B, C et D des matrices complexes.

• Pour tout α ∈ C, on a
α(A⊗B) = (αA)⊗B = A⊗ (αB), (1.231)

• si AC et BD sont bien dé�nis alors

(A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD, (1.232)

• par transposition, on a
(A⊗B)T = AT ⊗BT . (1.233)
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• si A ∈Mn(C) et B ∈Mp(C) sont inversibles, alors A⊗B est inversible et

(A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1. (1.234)

• si A ∈Mn(C) et B ∈Mp(C) alors

det(A⊗B) = det(A)p det(B)n. (1.235)

Proposition 1.24. Soit A ∈ Mn(C) et p ∈ N∗, alors les spectres des matrices (A ⊗ Ip) et (Ip ⊗ A)
sont connus et on a

• A⊗ Ip ∈Mnp(C) et
Sp(A⊗ Ip) = Sp(A), (1.236)

• Ip ⊗A ∈Mnp(C) et
Sp(Ip ⊗A) = Sp(A), (1.237)

où Ip désigne la matrice identité de Mp(C).

Démonstration. Soit λ ∈ Sp(A⊗ Ip) alors λ est solution de

det(A⊗ Ip − λInp) = 0 (1.238)

Donc d'après la proposition 1.23 et comme In ⊗ Ip = Inp, on a

det((A⊗ Ip)− λInp) = det(A⊗ Ip − λIn ⊗ Ip)

= det(A− λIn)p det(Ip)
n

= det(A− λIn)p

Ainsi, on a
λ ∈ Sp(A⊗ Ip)⇔ λ ∈ Sp(A).

De là, il découle l'égalité souhaitée sur les ensembles :

Sp(A⊗ Ip) = Sp(A). (1.239)

La seconde égalité est obtenue de la même manière.

On note vec2 l'opérateur suivant :

Dé�nition 1.9. L'opérateur vec2 est dé�ni par

vec2 : L2
h −→ CN2

v −→ V = vec2(v)
(1.240)

avec

vec2(v) =

N−1∑
i,j=0

(ej ⊗ ei) vi,j . (1.241)

L'opérateur vec2 applique une fonction de grille v ∈ L2
h,pér en un vecteur V ∈ CN2

dont les
composantes sont déduites de v dans l'ordre antilexicographique. Autrement dit V = vec2(v) est
donné par

V = [v0,0, v1,0, v2,0, · · · , vN−1,0, v0,1, v1,1, · · · , vN−1,1, vN−1,N−1]T . (1.242)

On note vec au lieu de vec2 quand le contexte est clair.
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Proposition 1.25. Soit u une fonction de grille. Alors les opérateurs de dérivées centrés (1.225)
s'écrivent sous forme matricielle

vec(δ2J,xu) = (IN ⊗D2J)vec(u)
vec(δ2J,yu) = (D2J ⊗ IN )vec(u)
vec(σxu) = (IN ⊗ Pσ)vec(u)
vec(σyu) = (Pσ ⊗ IN )vec(u)

(1.243)

où D2J est issu de (1.107) et Pσ de (1.147).

Démonstration. Par dé�nition de vec2, on a

vec(δ2J,xu) =

J∑
i,j=0

(ej ⊗ ei)δ2J,xui,j

=
N−1∑
i,j=0

J∑
p=1

(ej ⊗ ei)
ap

2ph
(ui+p,j − ui−p,j)

=
J∑
p=1

ap
2ph

N−1∑
i,j=0

(ej ⊗ ei)ui+p,j − (ej ⊗ ei)ui−p,j


=

J∑
p=1

ap
2ph

N−1∑
i,j=0

ej ⊗ (eiui+p,j − eiui−p,j)

=
J∑
p=1

ap
2ph

(
IN ⊗

(
T p − T−p

))
vec(u)

= (IN ⊗D2J)vec(u).

Les autres égalités se montrent de la même manière.

On déduit également vec(δH2J+2,xu) et vec(δH2J+2,yu). On considère à présent les matrices associées

à δH2J+2,xu et δH2J+2,yu.

Théorème 1.6. Soit u une fonction de grille. Alors, si on pose
U = vec(u)
Ux = vec(δH2J+2,xu)

Uy = vec(δH2J+2,yu)
(1.244)

les matrices associées à δH2J+2,xu et δH2J+2,yu sont telles que{
Ux = (IN ⊗ P−1

σ D2J)U
Uy = (P−1

σ D2J ⊗ IN )U.
(1.245)

Démonstration. L'égalité suivante sont véri�ée

(Pσ ⊗ IN )Ux = (D2J ⊗ IN )U. (1.246)

Donc on obtient

Uy = (Pσ ⊗ IN )−1(D2J ⊗ IN )U

= (P−1
σ D2J ⊗ I−1

N IN )U

= (P−1
σ D2J ⊗ IN )U.

La seconde égalité est obtenue de la même manière.
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Les matrices (Id⊗ P−1D2P ) et (P−1D2P ⊗ Id) sont antisymétriques.

Proposition 1.26. Les valeurs propres de δ2J+2,x et de δ2J+2,y sont

1

h
QH2J+2(ωk) (1.247)

pour −N/2 + 1 ≤ k ≤ N/2.

Démonstration. Il s'agit d'une conséquence de la proposition 1.24.

1.2.4 Opérateur de �ltrage

Dans cette partie, nous utilisons les notations de la section 1.2.1 en contexte périodique. Dé�nissons
les opérateurs de �ltrage bidimensionnel dans les directions x et y par

F2J,x =
J∑
p=0

ap
τpx + τ−px

2
= S2J(τx),

F2J,y =

J∑
p=0

ap
τpy + τ−py

2
= S2J(τy),

(1.248)

où S2J est donné par (1.165). Les coe�cients (ap)0≤p≤J véri�ent le système (1.174). Les opérateurs
F2J,x et F2J,y commutent :

F2J,x ◦ F2J,y = F2J,y ◦ F2J,x. (1.249)

La proposition 1.20 permet de véri�er la consistance des opérateurs de �ltrages. Si u : (x, y) ∈ Ω 7→
u(x, y) ∈ R est une fonction de C2J alors :{

‖u∗ −F2J,xu
∗‖∞ ≤ Cxh

2J‖∂(2J)
x u‖∞

‖u∗ −F2J,yu
∗‖∞ ≤ Cyh

2J‖∂(2J)
y u‖∞

(1.250)

où Cx et Cy sont des constantes indépendantes de u et de h. En composant les opérateurs, l'opérateur
F2J,x ◦ F2J,y désigne aussi un opérateur de �ltrage au sens où

‖u∗ − (F2J,x ◦ F2J,y)u
∗‖∞ = Ch2J max(‖∂(2J)

x u‖∞, ‖∂(2J)
y u‖∞). (1.251)

où C est un réel indépendant de u et de h.
L'écriture matricielle de l'opérateur de �ltrage est donnée par la proposition suivante :

Proposition 1.27. Soit u ∈ L2
h,pér une fonction de grille. Alors les opérateurs de �ltrages véri�ent{

vec(F2J,xu) = (IN ⊗M2J)vec(u)
vec(F2J,yu) = (M2J ⊗ IN )vec(u).

(1.252)

Comme la matriceM2J est symétrique, il est immédiat que IN⊗M2J etM2J⊗IN sont symétriques.

"La mathématique est une science dangereuse : elle dévoile les supercheries et les erreurs de calcul.",
Galilée.

39



Chapitre 1. Schémas aux di�érences

40



Chapitre 2

Analyse numérique des schémas compacts

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le cadre général de la procédure d'approximation utilisée à
partir du chapitre 3. On considère des équations aux dérivées partielles d'évolution de la forme

∂q

∂t
= J(q) (2.1)

dans le contexte périodique. Dans l'équation (2.1), q représente la fonction inconnue et q 7→ J(q)
représente un opérateur di�érentiel spatial. Les exemples considérés sont

1. L'équation de transport 1D :
∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0, avec c ∈ R, (2.2)

2. l'équation de transport 2D :

∂u

∂t
+ cx

∂u

∂x
+ cy

∂u

∂y
= 0, avec cx, cy ∈ R, (2.3)

3. L'équation des ondes avec force de Coriolis :

∂η

∂t
+H

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
= 0

∂u

∂t
+ g

∂η

∂x
− fv = 0

∂v

∂t
+ g

∂η

∂y
+ fu = 0,

(2.4)

avec H, g et f dans R.

4. L'équation Shallow Water 

∂h

∂t
+

(
∂hu

∂x
+
∂hv

∂y

)
= 0

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ g

∂h

∂x
− fv = 0

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ g

∂h

∂y
+ fu = 0,

(2.5)

avec g et f des réels.
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A chacune de ces équations on ajoute les conditions utiles au caractère bien posé des problèmes.
La propriété générale de ces équations est l'hyperbolicité qui garantie l'existence d'un régime de

type ondes linéaires et ondes non-linéaires.
Dans ce chapitre, nous étudions les propriétés classiques du schéma utilisé : la consistance, la

stabilité, la convergence et la conservation. Bien que ces propriétés soient classiques, nous n'avons pas
trouvé ces résultats dans la littérature. L'approche envisagée est celle d'une approximation centrée en
espace de l'opérateur J(q). On note J∆(q) cette approximation spatiale. La situation typique est celle
de l'équation de transport 1D périodique dans laquelle on a

du

dt
= J(u) (2.6)

avec J(u) = −c∂xu et c ∈ R. La donnée u(t, ·)∗ est approchée par u(t) fonction de grille périodique
(voir chapitre 1) et J est approché par J∆ avec

J∆(u) = −cδH4,xu. (2.7)

L'inconnue semi-discrète t 7→ u(t) est solution de

du

dt
= J∆(u). (2.8)

Dans ce qui suit, on s'occupe principalement de di�érents points d'analyse numérique (consistance,
stabilité, convergence) dans di�érentes situations relatives aux équations précédentes. Bien que le
contexte de cette thèse soit la géométrie sphérique, nous considérons ici le cadre plan et périodique.

2.2 Schémas de Runge-Kutta explicites

2.2.1 Le schéma de Runge-Kutta RK4

Pour résoudre une équation ordinaire de la forme{
dq

dt
= J∆(q)

q(t = 0) = q0,
(2.9)

où t ∈ R+, on utilise une méthode de Runge-Kutta à p ∈ N? étapes [15, 27]. Les méthodes de Runge-
Kutta sont de la forme

K(i) = J∆

qn + ∆t

p∑
j=1

Ai,jK
(j)

 pour 1 ≤ i ≤ p

qn+1 = qn + ∆t

p∑
j=1

bjK
(j),

(2.10)

on note le pas de temps ∆t > 0, et qn est une approximation de q(n∆t). Les coe�cients (Ai,j)1≤i,j≤p
et (bj)1≤j≤p sont des réels donnés. Une méthode de Runge-Kutta est dite explicite si Ai,j = 0 lorsque
j ≥ i. C'est le cas des méthodes considérées dans ce mémoire. L'état qn étant connu, l'état qn+1 s'écrit
en fonction de qn, et non de qn, qn−1, qn−2, etc., via une relation de la forme

qn+1 = Q(qn). (2.11)

Le schéma de résolution temporelle de référence que nous considérons est le schéma de Runge-Kutta
d'ordre 4 (RK4). Le schéma de Runge-Kutta d'ordre 4 est le schéma de référence d'ordre 4 pour les
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2.2. Schémas de Runge-Kutta explicites

problèmes non linéaires convectifs. :

K(1) = J∆(qn)

K(2) = J∆

(
qn +

∆t

2
K(1)

)
K(3) = J∆

(
qn +

∆t

2
K(2)

)
K(4) = J∆

(
qn + ∆tK(3)

)
(2.12)

qn+1 = qn +
∆t

6

(
K(1) + 2K(2) + 2K(3) +K(4)

)
. (2.13)

Il est pratique de représenter une méthode de Runge-Kutta à l'aide d'un tableau de Butcher [15] de la
forme de la Table 2.1. Le vecteur c ∈ Rp désigne la position de l'approximation, A ∈Mp(R) représente
la dépendance entre l'étape donnée et les autres étapes, b ∈ Rp est issue de la règle de quadrature
associée à la méthode de Runge-Kutta.

c A

bT

Table 2.1 � Tableau de Butcher d'une méthode de Runge-Kutta. A ∈Mp(R), b, c ∈ Rp.

Pour la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4 détaillée ici, le tableau de Butcher prend la forme
donnée dans la Table 2.2. La matrice A ainsi que les vecteurs b et c associés au tableau de Butcher

0
1/2 1/2
1/2 0 1/2
1 0 0 1

1/6 1/3 1/3 1/6

Table 2.2 � Tableau de Butcher de la méthode de Runge Kutta d'ordre 4.

pour RK4 sont

A =


0 0 0 0

1/2 0 0 0
0 1/2 0 0
0 0 1 0

 b =


1/6
1/3
1/3
1/6

 c =


0

1/2
1/2
1

 . (2.14)

Dans (2.11), en supposant que qn = q(n∆t) alors si qn+1 = Q(qn) satisfait

qn+1 − q((n+ 1)∆t) = O(∆tp+1) (2.15)

on dit que la méthode est d'ordre p.

Proposition 2.1. La méthode de Runge-Kutta : (2.12) et (2.13) est d'ordre 4.

En ce qui concerne la preuve de cette proposition, nous renvoyons à [27].

2.2.2 Stabilité d'un schéma en temps

On considère une équation di�érentielle ordinaire de la forme

dq

dt
= J∆(q), (2.16)

qn approchant q(n∆t) donné par un schéma en temps de la forme (2.11). Nous considèrons les deux
notions de stabilité suivantes :
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1. La stabilité au sens de Von Neumann. Soit (qn)0≤n≤N (avec N∆t = T < ∞ un temps �ni) une
approximation de la solution de (2.16) pour 0 ≤ t ≤ T . Le schéma est stable au sens de Von
Neumann si il existe C(T ) > 0 tel que

sup
N>0,N∆t=T

max
0≤n≤N

|qn| < C(T ). (2.17)

2. On considère q′ = J(q) discrétisée par un schéma en temps, q(t) ∈ Cp pour tout t. Cette fois,
∆t est �xé et n → +∞. On reprend le schéma en temps indépendamment des propriétés de
l'équation di�érentielle considérée. La stabilité asymptotique se caractérise par le comportement
de la solution numérique qn sur un intervalle non borné à ∆t �xé. On distingue deux types de
stabilités asymptotiques en supposant qn calculable pour tout n :

• la suite (|qn|)n∈N est bornée,

• La suite |qn| → 0 lorsque n→ +∞.

Noter que | · | est la norme usuelle sur Cp.

Ces deux dé�nitions de stabilité sont illustrées dans le contexte particulier de l'équation de Dahl-
quist qui joue un rôle essentiel : {

q′ = λq
q(0) = q0.

(2.18)

avec λ ∈ C et q0 non nul. La solution de cette équation est explicitement donnée par

q(t) = eλtq0 (2.19)

On remarque que
lim
+∞

q(t) = 0 si et seulement si Re(λ) < 0 (2.20)

ainsi que
lim
+∞
|q(t)| = +∞ si et seulement si Re(λ) > 0. (2.21)

Nous considérons les méthodes de Runge-Kutta explicites donc A est triangulaire inférieure stricte.
Si l'on note K = [K(1),K(2), ...]T . Dans le cadre de l'équation de Dahlquist (2.18) [42], K est lié à qn

par

K(i) = λ

qn + ∆t
i−1∑
j=1

Ai,jK
(k)

 (2.22)

pour tout i. Cette égalité s'écrit sous forme matricielle :

K = λqn + λ∆tAK. (2.23)

La matrice I − ∆tλA est triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale. Il s'agit d'une matrice
inversible et on a K = λ(I−∆tλA)−1qn. Alors

qn+1 = qn + ∆tbT ·K,

donc on obtient
qn+1 = qn + λ∆tbT · (I− λ∆tA)−1qn. (2.24)

On considère une méthode de Runge-Kutta appliquée à la résolution de l'équation (2.18). En utilisant
les notations du tableau de Butcher 2.1, on a

qn+1 = R(λ∆t)qn, (2.25)

où R est donné par
R(z) = 1 + zbT ·

(
(I− zA)−11

)
. (2.26)

on désigne par 1 le vecteur ne contenant que des 1.
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Dé�nition 2.1. On appelle fonction de stabilité d'une méthode de Runge-Kutta la fonction R : z ∈
C 7→ R(z) ∈ C donnée par

R(z) = 1 + zbT ·
(
(I− zA)−11

)
. (2.27)

Pour la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4, on a

R(z) = 1 + z +
z2

2
+
z3

6
+
z4

24
(2.28)

alors le résultat de stabilité est le suivant :

Proposition 2.2. La méthode de Runge-Kutta d'ordre 4 (RK4) est asymptotiquement stable pour
l'équation (2.18) si et seulement si

|1 + z +
z2

2
+
z3

6
+
z4

24
| ≤ 1, (2.29)

avec z = λ∆t.

La condition |R(z)|2 = 1 dé�nit implicitement une courbe décrivant la frontière d'un compact. Par
le théorème des fonctions implicites, cette frontière est régulière et fermée. La zone de stabilité de RK4
est constituée de l'intérieur de cette courbe. On dé�nit la zone de stabilité de RK4, notée DRK4, par

DRK4 =

{
z ∈ C tels que |1 + z +

z2

2
+
z3

6
+
z4

24
| ≤ 1

}
. (2.30)

On représente DRK4 sur la Figure 2.1.

Figure 2.1 � Zone de stabilité de la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4 : DRK4.

En particulier, comme détaillé dans [49], on a

DRK4 ∩ iR = i
[
−2
√

2, 2
√

2
]
. (2.31)

Lemme 2.1. Soit (en)n∈N une suite réelle. On suppose qu'il existe a ∈ [0, 1] et b > 0 tels que

en+1 ≤ aen + b (2.32)

pour tout n ∈ N, alors on a
en ≤ ane0 + nb. (2.33)
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Démonstration. Montrons la propriété par récurrence. Initialement, on a directement

e1 ≤ ae0. (2.34)

Supposons qu'il existe n ∈ N tel que
en ≤ ane0 + nb. (2.35)

Au rang n+ 1, on a

en+1 ≤ aen + b

≤ a (ane0 + nb) + b par hypothèse de récurrence,

≤ an+1e0 + anb+ b

≤ an+1e0 + (n+ 1)b car 0 ≤ a ≤ 1.

D'après ce raisonnement par récurrence, pour tout n ∈ N,

en ≤ ane0 + nb, (2.36)

ce qui conclut la preuve.

Proposition 2.3. Supposons que ∆t = T/N , N ∈ N, est choisi tel que |R(λ∆t)| ≤ 1 (RK4 est
asymptotiquement stable). Si (qn) est la solution approchée par RK4 de (2.18) et q(t) la solution exacte
en t ∈ [0, T ], alors il existe C > 0 indépendant de q et de ∆t tel que

en = |qn − q(tn)| ≤ CT∆t4 max
0≤t≤T

|q(t)|, (2.37)

pour 0 ≤ n ≤ N .

Démonstration. Soit n ≤ N , alors

en+1 = |qn+1 − q(tn+1)|
= |R(λ∆t)qn − eλ∆tq(tn)|
= |R(λ∆t)qn −R(λ∆t)q(tn) +R(λ∆t)q(tn)− eλ∆tq(tn)|
≤ |R(λ∆t)|en + |R(λ∆t)− eλ∆t||q(tn)|.

Or, d'après la formule de Taylor-Lagrange, il existe ξ tel que

R(λ∆t)− eλ∆t =
λ5∆t5

120
eξ. (2.38)

Comme DRK4 est un compact de C, on a

|R(λ∆t)− eλ∆t| ≤ |λ|
5∆t5

720
max

z∈DRK4
|ez| = C∆t5.

De plus, par hypothèse |R(λ∆t)| ≤ 1, donc d'après le lemme 2.1, pour tout n ≤ N , on a

en ≤ |R(λ∆t)|n e0︸︷︷︸
=0

+n∆t︸︷︷︸
≤T

∆t4C max
0≤t≤T

|q(t)|

≤ CT∆t4 max
0≤t≤T

|q(t)|.

Ce qui prouve la formule souhaitée.
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2.2.3 Schémas de Runge-Kutta pour les systèmes d'équations di�érentielles

La notion de stabilité appliquée à l'équation de Dahlquist (2.18) se généralise aux systèmes d'équa-
tions linéaires {

q′ = Jq
q(0) = q0

(2.39)

où q : t > 0 7→
[
q1(t) q2(t) · · · qj(t) · · · qN (t)

]T ∈ RN . qj désigne une fonction de R+ dans C,
J ∈ MN (C) désigne une matrice carrée. On se restreint au cas où J est une matrice diagonalisable.
Cette dernière propriété donne

q(t) = eJtq0 avec t ∈ R+. (2.40)

Comme J est diagonalisable, il existe P ∈ MN (R) une matrice de passage et Λ ∈ MN (R) matrice
diagonale (contenant les valeurs propres de J) telles que

J = P−1ΛP. (2.41)

De là, il vient que

eJt = P−1eΛtP, (2.42)

donc la solution de (2.39) véri�e l'égalité

q(t) = eJtq0 = P−1eΛtPq0. (2.43)

A présent, considérons que l'équation (2.39) est discrétisée via la méthode de Runge Kutta d'ordre
4 de l'algorithme 3. On obtient alors

qn+1 = R(∆tJ)qn. (2.44)

Comme J est diagonalisable, on a même

qn+1 = P−1R(∆tΛ)Pqn. (2.45)

On déduit la relation liant qn à la condition initiale q0 :

qn = R(∆tJ)q0 = P−1R(∆tΛ)Pq0. (2.46)

Le schémas utilisé est dit linéairement stable si (‖qn‖)n∈N est une suite bornée. Comme J est diago-
nalisable, cela revient à dire que |R(∆tλ)| ≤ 1 pour tout λ ∈ Sp(J).

Proposition 2.4. Le schéma RK4 est stable sous la condition

∀λ ∈ Sp(J), |R(λ∆t)| ≤ 1, (2.47)

c'est à dire

ρ(R(∆tJ)) ≤ 1. (2.48)

Cette condition est équivalente à

Sp(R(∆tJ)) ⊂ DRK4. (2.49)

L'algorithme de RK4 s'écrit :
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Algorithme 3 : RK4

1: q0 = q0 connu,
2: for n = 0, 1, . . . do
3: K(1) = J∆ (qn),

4: K(2) = J∆

(
qn +

∆t

2
K(1)

)
,

5: K(3) = J∆

(
qn +

∆t

2
K(2)

)
,

6: K(4) = J∆

(
qn + ∆tK(3)

)
,

7: qn+1 = qn +
∆t

6

(
K(1) + 2K(2) + 2K(3) +K(4)

)
.

8: end for

2.3 Equation d'advection en dimension 1

Dans cette section, on considère l'équation de transport à vitesse constante c > 0,

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0 avec 0 ≤ x ≤ L, t > 0. (2.50)

La donnée initiale est u(t = 0, x) = u0(x). On se place dans le cadre des fonctions L−périodiques donc
u(t, 0) = u(t, L) pour tout t ≥ 0. La solution exacte de cette équation est

u(t, x) = u0(x− ct) avec x ∈ R, t > 0. (2.51)

On introduit le développement de Fourier de u0. Pour tout x ∈ [0, L], on a

u0(x) =
∑
k∈Z

ûk0 exp

(
2iπk

L
x

)
(2.52)

avec (ûk0)k∈Z les coe�cients de Fourier donnés par

ûk0 =
1

L

∫ L

0
u0(τ) exp

(
−2iπk

L
τ

)
dτ. (2.53)

Ainsi, le développement en série de Fourier de u est donné par

u(t, x) = u0(x− ct) (2.54)

=
∑
k∈Z

exp

(
2iπk

L
(x− ct)

)
ûk0 (2.55)

=
1

L

∑
k∈Z

exp

(
2iπk

L
(x− ct)

)
·
(∫ L

0
u0(τ) exp

(
−2iπk

L
τ

)
dτ

)
. (2.56)

Par ailleurs, on se s'intéresse à présent à la conservation de l'énergie. On se retreint au cas u0 ∈
C1(R) ∩ L∞(R) ∩ L2(R). Quand on multiplie (2.50) par u et qu'on intègre, on obtient

d

dt
‖u(t, ·)‖2L2 =

d

dt

∫ L

0
|u(t, x)|2dx

= 2

∫ L

0
u(t, x)

∂u

∂t
(t, x)dx

= −2c

∫ L

0
u(t, x)

∂u

∂x
(t, x)dx

= −c
∫ L

0

∂

∂x
|u(t, x)|2dx

= 0.
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Donc l'énergie t ∈ R+ 7→ ‖u(t, ·)‖2L2 est conservée au �l du temps. Pour interpréter la conservation de
l'énergie, on remarque que :

ûk =
1

L

∫ L

0
u0(τ − ct) exp

(
−2iπk

L
τ

)
dτ en utilisant (2.51)

=
1

L

∫ L

0
u0(σ) exp

(
−2iπk

L
σ

)
dσ · exp

(
−2iπk

L
ct

)
par L− périodicité et en posant σ = τ − ct,

= ûk0 exp

(
−2iπk

L
ct

)
.

En particulier, on note que
|ûk|2 = |ûk0|, (2.57)

donc le module de chaque mode est conservé. Cette relation et l'égalité de Parseval permettent d'écrire :

‖u(t, ·)‖2L2 =
∑
k∈Z
|ûk(t)|2 par égalité de Parseval,

=
∑
k∈Z
|ûk0|2 par (2.57),

= ‖u0‖2L2 par égalité de Parseval.

Et cette relation permet d'interpréter la conservation de l'énergie à l'aide des coe�cients de Fourier.

2.3.1 Discrétisation en espace et en temps

L'équation d'advection (2.50) sert d'exemple prototype au schéma qui sera utilisé sur la sphère.
Cette équation est discrétisée en espace et en temps en utilisant la méthode des lignes qui consiste à
discrétiser dans un premier temps en espace et dans un second temps, discrétiser l'équation en temps.
On approche l'opérateur −c(∂xu)∗ par −cδH4,xu∗. Cette approche est inspirée de l'aéroacoustique dans
laquelle on discrétise en espace puis en temps. Lors de la discrétisation en temps, on ajoute une étape
de �ltrage. On cherche alors à déterminer t > 0 7→ u(t) une approximation de t > 0 7→ u(t, ·)∗ et
solution de { du

dt
= −cδH4,xu,

u|t=0 = u∗0.
(2.58)

La version matricielle est déduite de (2.58) par l'opérateur vec. On note

U = vec(u(t)) =


u1(t)
u2(t)
...

uN (t)

 ∈ RN et U0 = vec(u∗0) =


u0(x0)
u0(x1)

...
u0(xN−1)

 ∈ RN . (2.59)

En appliquant vec à (2.58), on obtient{ dU

dt
= −cP−1

σ D2U

U|t=0 = U0,
(2.60)

où Pσ ∈MN (R) est donné par (1.147) avec β = 1/6 et D2 ∈MN (R) est donné par (1.109). La solution
de (2.60) est

U(t) = exp
[
−cP−1

σ D2t
]
U0. (2.61)

On a vu dans la proposition 1.13 que P−1
σ D2 ∈MN (R) admet N valeurs propres distinctes. P−1

σ D2

est diagonalisable, il existe V ∈MN (R) inversible et Λ ∈MN (R) diagonale telle que

P−1
σ D2 = V ΛV̄ T . (2.62)
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Les matrices V et Λ sont données par

Λ =


λ−N/2+1

λ−N/2+2 (0)
. . .

(0) λN/2−1

λN/2

 et V = col
(
U−N/2+1, U−N/2+2, · · · , UN/2−1, UN/2

)
,

(2.63)
où pour tout −N/2 + 1 ≤ k ≤ N/2, Uk véri�e

Uk = vec1(uk) (2.64)

et les valeurs propres associées λk =
1

h
QH4 (ωk) sont les valeurs propres de δH4,x données par la proposition

1.13. On rappelle que QH4 est donné par (1.133).
Donc l'équation (2.61) se réécrit

U(t) = V exp [−cΛt] V̄ TU0. (2.65)

Ainsi, on a

Uj(t) =
N∑
k=1

N∑
p=1

Vj,k exp (−cΛk,kt) V̄p,k(U0)p. (2.66)

Comme u(t) = vec−1(U(t)), en remplaçant chaque composante par sa valeur, on obtient

uj(t) =

N/2∑
k=−N/2+1

exp

(
2ikπ

L

(
xj − ct

Lλk
2iπk

))
h

L

N−1∑
p=0

exp

(
−2iπk

L
xp

)
u0(xp)︸ ︷︷ ︸

≈ûk0

. (2.67)

En comparant les équations (2.56) et (2.67), on constate que (2.67) représente une série de Fourier

tronquée de (2.56) en tenant compte de λk =
1

h
QH4 (ωk). On a en e�et

QH4 (ωk) =
2iπk

L
+O

(
h5
)

(2.68)

d'après la proposition 1.14, donc
Lλk
2iπk

= 1 +O(h4). (2.69)

De plus, la solution vectorielle U(t) de (2.60) véri�e

d

dt
‖U(t)‖22 = 2U(t)T · dU(t)

dt

= −2cU(t)T ·
(
P−1
σ D2U(t)

)
= 0 car P−1

σ D2 est antisymétrique (proposition 1.17).

Ainsi, l'énergie t 7→ ‖u(t)‖2h,pér = h2‖U(t)‖22 est conservée.
Le schéma semi-discrétisé (2.58) est dispersif mais pas dissipatif. La dissipation du schéma complè-

tement discrétisé est liée à la discrétisation en temps.
L'approximation de l'opérateur en espace ∂x par l'opérateur δH4,x introduit une erreur dans le calcul

de la solution. L'estimation suivante de l'erreur est obtenue :
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Proposition 2.5. L'erreur entre u(t, ·)∗ et u(t) est donnée pour t ∈ [0, T ] en norme ‖ · ‖h,pér par
l'estimation suivante :

‖u(t)− u(t, ·)∗‖h,pér ≤ C̃c
√
Lth4‖∂(5)

x u(t, ·)‖∞,[0,T ]×[0,L] (2.70)

où C̃ > 0 est une constante indépendante de h et de u avec C̃ < 0.3210.

Démonstration. On pose la fonction de grille d'erreur e(t) = u(t, ·)∗ − u(t) et τ(t) = δH4,xu(t, ·)∗ −
(∂xu(t, ·))∗, alors

de

dt
(t) =

(
∂u

∂t
(t, ·)

)∗
− du

dt
(t)

= −c
(
∂u

∂x
(t, ·)

)∗
+ cδH4,xu(t)

= cτ(t)− cδH4,xe(t).

On a vu que δH4,x est un opérateur antisymétrique d'où

(δH4,xe(t), e(t))h,pér = 0. (2.71)

De ce dernier résultat, on déduit :

(
de

dt
(t), e(t))h,pér = c(τ(t), e(t))h,pér (2.72)

Or, pour tout α > 0, et pour toutes fonctions de grille b1, b2 ∈ l2h,pér, on a

α‖b1‖2h,pér +
1

α
‖b2‖2h,pér ≥ 2|(b1, b2)h,pér|2. (2.73)

En utilisant les propriétés de la dérivation, on a

2
d

dt
‖e(t)‖2h,pér = 2c(τ(t), e(t))h,pér

≤ 2c|(τ(t), e(t))h,pér|

≤ c
[
α‖τ(t)‖2h,pér +

1

α
‖e(t)‖2∞

]
≤ cα‖τ(t)‖2h,pér +

c

α
‖e(t)‖2h,pér

pour tout α > 0. D'après le lemme de Gronwall, si y′(t) ≤ ay(t) + b alors y(t) ≤ y0e
at− b/a. Donc on a

‖e(t)‖2h,pér ≤ α2 max
t∈[0,T ]

‖τ‖2h,pér
(

exp

(
ct

α

)
− 1

)
. (2.74)

Évaluons ‖τ(t)‖2h,pér :

‖τ(t)‖2h,pér = h
N−1∑
j=0

|τj(t)|2 ≤ hN‖τ(t)‖2∞

≤ L‖τ(t)‖2∞
≤ LC2h8‖∂(5)

x u(t, ·)‖2∞ d'après le théorème 1.3.

De là, on déduit

‖e(t)‖2h,pér ≤ α2LC2h8‖∂(5)
x u(t, ·)‖2∞,[0,T ]×[0,L] max

t∈[0,T ]

(
exp

(
ct

α

)
− 1

)
. (2.75)
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Pour t > 0 �xé, on pose β = α/(ct) ∈ R+, on a

‖e(t)‖2h,pér ≤ LC2h8‖∂(5)
x u(t, ·)‖2∞,[0,T ]×[0,L]c

2t2β2

(
exp

(
1

β

)
− 1

)
(2.76)

On minimise à présent la fonction a dé�nie par

a : β ∈]0,+∞[7→ β2

(
exp

(
1

β

)
− 1

)
. (2.77)

La fonction a est continue, positive et de plus :

lim
β→+∞

a(β) = lim
β→0+

a(β) = +∞ (2.78)

donc a admet un minimum m > 0. De là, il découle que

‖e(t)‖2h,pér ≤ LC2mc2t2h8‖∂(5)
x u(t, ·)‖2∞,[0,T ]×[0,L].

L'estimation est obtenue en prenant la racine carré de cette équation. De plus, on a vu que C = 1/15

convient. Et p, véri�e que m < 1.545, donc C̃ =
√
mC <

√
1.545

15
< 0.3210.

La présence du temps t dans le terme d'erreur permet de mettre en évidence la détérioration linéaire
de l'erreur au �l du temps.

L'équation semi discrétisée de l'équation de transport (2.50) est :{
du

dt
+ cδH4,xu = 0

u(0) = u∗0

avec t ∈ [0, T ]. (2.79)

Elle est résolue en utilisant la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4. L'algorithme de résolution est
donné par l'algorithme 4 dans lequel on a ajouté une étape de �ltrage au schéma RK4 Comme indiqué
ci-dessous, les expériences montrent qu'un opérateur de �ltrage [84] est utile.

Algorithme 4 : Schémas en temps RK4 avec étape de �ltrage pour
l'équation (2.79)

1: u0 = u∗0 connu,
2: for n = 0, 1, . . . do
3: K(1) = −cδH4,x (un),

4: K(2) = −cδH4,x
(
un +

∆t

2
K(1)

)
,

5: K(3) = −cδH4,x
(
un +

∆t

2
K(2)

)
,

6: K(4) = −cδH4,x
(
un + ∆tK(3)

)
,

7: un+1 = F2J,x

(
un +

∆t

6

(
K(1) + 2K(2) + 2K(3) +K(4)

))
.

8: end for

Dans cet algorithme, ∆t > 0 désigne le pas de temps. un est une approximation de u(n∆t).
Comme on combine un opérateur d'ordre 4 en temps et en espace, il est clair que pour J ≥ 2, le

schéma global est d'ordre 4 en espace et en temps. C'est à dire

max
0≤n≤N

‖un − u(tn, ·)∗‖∞ = O
(
h4,∆t4

)
. (2.80)
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2.3.2 Étude de stabilité

On s'intéresse dans cette section à la stabilité asymptotique matricielle [15, 48]. On exprime Un+1 =
vec(un+1) en fonction de Un = vec(un) obtenus par l'algorithme 4. On montre que

Un+1 = M2J

(
1− c∆tP−1

σ D2 +
(c∆tP−1

σ D2)2

2
− (c∆tP−1

σ D2)3

6
+

(c∆tP−1
σ D2)4

24

)
Un

= S2J,x(T )R(−c∆tP−1
σ D2)Un avec R exprimé par l'équation (2.28).

= S2J,x(T )R
(
−λQH4 (T )

)
Un

où M2J = S2J(T ) est la matrice associée au �ltrage F2J,x donnée par (1.210) et (1.165) en notant T la

matrice de translation (1.46). P−1
σ D2 =

1

h
QH4 (T ) est donné par (1.132). On pose λ = c∆t/h.

D'après la proposition 2.4, l'algorithme 4 est asymptotiquement stable si et seulement si

Sp (S2J(T )R(− λQH4 (T ) )) ⊂ DRK4. (2.81)

La fonction λ 7→ Sp
(
S2J(T )R

(
−λQH4 (T )

))
dépend continûment de λ et tend vers l'in�ni lorsque λ

tend vers l'in�ni. En remarquant que DRK4 est un compact connexe de C, il existe λ2J tel que si
λ > λ2J , alors

Sp
(
S2J(T )R

(
−λQH4 (T )

))
6⊂ DRK4. (2.82)

En l'absence d'opérateur de �ltrage, on note λ∞ tel que si λ > λ∞ alors

Sp
(
R
(
−λQH4 (T )

))
6⊂ DRK4. (2.83)

Le schéma est stable sous la condition

λ =
c∆t

h
≤ λ2J . (2.84)

Il s'agit d'une condition de Courant�Friedrichs�Lewy [23] (notée condition CFL). On a vu que les
matrices S(T ) et QH4 (T ) sont diagonalisables, donc en considérant V la matrice donnée par (2.63) et
en notant

Ω =


ω−N/2+1

ω−N/2+2 (0)
. . .

(0) ωN/2−1

ωN/2

 ∈MN (C), (2.85)

on déduit
S2J(T ) = V S2J(Ω)V̄ T

QH4 (T ) = V QH4 (Ω)V̄ T (2.86)

d'où
S2J(T )R(−λQH4 (T )) = V

[
S2J(Ω)R(−λQH4 (Ω))

]
V̄ T . (2.87)

Les valeurs propres de S2J(T )R(−λQH4 (T )) sont donc

S(ωk)R(−λQH4 (ωk)) pour −N/2 + 1 ≤ k ≤ N/2. (2.88)

Considérons dans un premier temps le cas sans �ltrage (F = Id). On a alors

Sp
(
R
(
−λQH4 (T )

))
=
{
R
(
−λQH4 (ωk)

)
avec −N/2 + 1 ≤ k ≤ N/2

}
. (2.89)

Or, pour tout −N/2 + 1 ≤ k ≤ N/2, l'application

λ 7→ R
(
−λQH4 (ωk)

)
(2.90)
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est polynomiale en λ. Donc

{
λ ∈ R+ tels que Sp

(
R
(
−λQH4 (T )

))
⊂ DRK4

}
=

{
λ ∈ R+ tels que max

0≤θ≤π

(
|R(−λQH4 (eiθ)| ≤ 1

)}
(2.91)

est borné et on dé�nit λ∞ par :

λ∞ = max

{
λ ∈ R+ tels que max

0≤θ≤π

(
|R(−λQH4 (eiθ)| ≤ 1

)}
. (2.92)

Proposition 2.6. En l'absence de �ltrage, le schéma est asymptotiquement stable sous la condition

λ ≤ λ∞ = 2

√
2

3
. (2.93)

Démonstration. Pour tout −N/2 + 1 ≤ k ≤ N/2, on a

ωk = exp

(
i
2πk

N

)
. (2.94)

donc, on a

QH4 (ωk) =

exp

(
i
2πk

N

)
− exp

(
−i2πk

N

)
4
6 + 1

6

(
exp

(
i
2πk

N

)
+ exp

(
−i2πk

N

))

= i

sin

(
2πk

N

)
2
3 + 1

3 cos
(

2πk
N

)
= ig

(
2πk

N

)
avec

g(x) =
sin(x)

2/3 + 1/3 cos(x)
. (2.95)

D'après la proposition 2.4, l'algorithme 4 sans �ltrage (F = Id) est asymptotiquement stable si

|R(−λQH4 (ωk))| ≤ 1. (2.96)

D'après (2.31), comme QH4 (ωk) ∈ iR, ce dernier résultat est équivalent à avoir

|λQH4 (ωk)| = |λg
(

2πk

N

)
| ≤ 2

√
2. (2.97)

Or max0≤x≤π g(x) =
√

3 = g

(
2π

3

)
donc

|λg
(

2kπ

N

)
| ≤ 2

√
2⇔ λ ≤ 2

√
2

max0≤x≤π g(x)

⇔ λ ≤ 2

√
2

3

et cette inégalité est une égalité lorsque 3k = N .
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Ce dernier résultat donne condition sur λ pour que le schéma soit stable, y compris lorsqu'un
opérateur de �ltrage est présent. Comme l'opérateur de �ltrage est symétrique, ses valeurs propres
sont réelles et on a :

λ2J = max

{
λ ∈ R+ tels que max

0≤θ≤π

(
|S2J(eiθ)||R(−λQH4 (θ)|

)
≤ 1

}
(2.98)

où S2J est issue de l'opérateur de �ltrage d'ordre 2J et donné par (1.165).
D'après la proposition 1.4, on obtient le théorème suivant

Théorème 2.1. Quel que soit le �ltre F2J,x d'ordre 2J , on a

λ2J ≥ λ∞. (2.99)

Démonstration. Pour tout θ ∈ [0, π] et pour tout λ > 0, on a

|S2J(eiθ)||R(−λQH4 (eiθ))| ≤ |R(−λQH4 (eiθ))| (2.100)

car |S2J(eiθ)| ≤ 1 d'après la proposition 1.4. Donc en particulier, pour le maximum :

max
0≤θ≤π

{
|S2J(eiθ)||R(−λQH4 (eiθ))|

}
≤ max

0≤θ≤π

{
|R(−λQH4 (eiθ))|

}
. (2.101)

Ainsi, l'inclusion suivante est véri�ée :{
λ ∈ R+ tels que max

0≤θ≤π

(
|R(−λQH4 (eiθ))|

)
≤ 1

}
⊂ ...

...

{
λ ∈ R+ tels que max

0≤θ≤π

(
|S2J(eiθ)||R(−λQH4 (eiθ))|

)
≤ 1

}
. (2.102)

On conclut en prenant le maximum de cette inclusion.

En évaluant numériquement la valeur de λ2J par un algorithme de dichotomie, on obtient la Table
2.3. On constate que λ2J augmente lorsque 2J diminue. La condition de stabilité est moins restrictive
pour un ordre de �ltre bas. Ce résultat était attendu puisqu'un �ltre d'ordre bas est plus sélectif qu'un
�ltre d'ordre élevé cependant les ondes sont plus atténuées qu'avec un �ltre d'ordre élevé.

Ordre du �ltre F2J,x : 2J λ2J

Pas de �ltrage 2
√

2/3 ≈ 1.6329
10 1.6883
8 1.7114
6 1.7485
4 1.8156
2 1.9749

Table 2.3 � Valeurs de λ2J pour di�érentes valeurs de l'ordre du �ltre 2J .

2.3.3 Dissipation et dispersion numérique

On e�ectue dans cette section l'étude de dissipation et de dispersion pour un schéma linéaire
appliqué à l'équation de transport (2.50). Cette étude est similaire à celles présentes dans [28, 29].

La solution de l'équation de transport (2.50) périodique est donnée pour tout x ∈ [0, L] et t > 0
par

u(t, x) = u0(x− ct). (2.103)

55



Chapitre 2. Analyse numérique des schémas compacts

Si la fonction initiale u0 est une onde de la forme

u0(x) = exp

(
i
2πk

L
x

)
(2.104)

avec −N/2 + 1 ≤ k ≤ N/2, alors la solution est

u(t, x) = exp

(
i
2πk

L
(x− ct)

)
. (2.105)

Elle véri�e en xj = jh = jL/N et tn = n∆t :

u(tn+1, xj) = e−iλθu(tn, xj) (2.106)

où λ = c∆t/h et θ = 2πk/N .
D'autre part, l'application du schéma de discrétisation spatiale linéaire δH4,x et du schéma d'inté-

gration temporel donné dans l'algorithme 4 à (2.50) est linéaire. Ils donnent une relation de la forme

un+1
j = G(λ, θ)unj (2.107)

où unj est calculé par le schéma lorsque u0 = u∗0. La fonction (λ, θ) ∈ R+ ×R 7→ G(λ, θ) est la fonction
d'ampli�cation du schéma numérique et est donnée par

G(λ, θ) = S2J(eiθ)R(−λQH4 (eiθ)) (2.108)

où R est donné par (2.28), S2J correspond au �ltre Fx,2J et est donné par (1.165), QH4 est la fraction
rationnelle du schéma hermitien δH4,x. Elle est donnée par l'équation (1.133).

Par comparaison avec (2.106), on dé�nit la vitesse numérique de phase du schéma par c(λ, θ) =
cR(λ, θ) + icI(λ, θ) telle que

G(λ, θ) = exp

(
−ic(λ, θ)

c
λθ

)
. (2.109)

On dé�nit ε(λ, θ) par

ε(λ, θ) =
G(λ, θ)

e−iλθ

= exp

(
cI(λ, θ)

c
λθ

)
exp

(
−iλθ

(
cR(λ, θ)

c
− 1

))
= |G(λ, θ)| exp

(
−iλθ

(
cR(λ, θ)

c
− 1

))
.

La fonction de dissipation εD et la fonction de dispersion εΦ sont déduites de ε(λ, θ).

Dé�nition 2.2. Soit λ �xé.

• La fonction de dissipation εD est dé�nie par

εD :]− π, π[ → R
θ 7→ |ε(λ, θ)| = |G(λ, θ)|. (2.110)

On note que

εD(θ) = exp

(
cI(λ, θ)

c
λθ

)
. (2.111)

• La fonction de dispersion εΦ est dé�nie par

εΦ :]− π, π[ → R
θ 7→ cR(λ, θ)/c.

(2.112)
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Remarque 2.1. On observe que εΦ s'écrit sous la forme

εΦ(λ, θ) = 1− 1

λθ
arg

(
G(λ, θ)

|G(λ, θ)|eiλθ

)
, (2.113)

ainsi que la relation
ε(λ, θ) = εD(λ, θ) exp (−iλθ (εΦ(λ, θ)− 1)) . (2.114)

On s'intéresse à l'in�uence du �ltrage sur εD et εΦ.
La fonction de dissipation εD mesure la dissipation du schéma numérique. On note en particulier

que le schéma est asymptotiquement stable si et seulement si pour tout θ, on a

εD(λ, θ) ≤ 1 (2.115)

ce qui implique directement cI(λ, θ) ≤ 0. Lorsque εD(λ, θ) = 1, le schéma n'est pas dissipatif. Si
εD(λ, θ) < 1, le schéma est dissipatif.

La fonction de dispersion εΦ mesure l'erreur de phase du schéma numérique. Si εΦ(λ, θ) > 1 alors
cR(λ, θ) > c et le schéma est en avance de phase. Inversement si εΦ(λ, θ) < 1, il est en retard de
phase. Lorsque εΦ(λ, θ) = 1, le schéma n'est pas dispersif. L'opérateur de �ltrage n'a aucune in�uence
sur la fonction de dispersion. En e�et, il s'agit de la multiplication par un scalaire de la fonction
d'ampli�cation G(λ, θ), ce qui est con�rmé par la �gure 2.2

Sur la Figure 2.2, on représente la fonction de dissipation εD et la fonction de dispersion εΦ pour
di�érentes valeurs de λ. Le but est de comparer l'in�uence de l'opérateur de �ltrage par rapport à
l'absence d'opérateur de �ltrage quand on utilise RK4 avec le schéma compact d'ordre 4 : δH4,x.

A λ �xé, on ne trace εD et εΦ que pour θ ∈ [0, π] pour des raisons de parité. Lorsque λ = 0.05,
le schéma sans �ltre est peu dissipatif. Le pas de temps ∆t est petit donc il y a peu d'action du
schéma RK4. Le schéma est dispersif. En revanche, l'introduction du �ltrage d'ordre 10 rend le schéma
dissipatif. Lorsque λ = 1, l'action de RK4 est plus importante le schéma est un peu plus dissipatif
lorsque le �ltrage est absent. Lors du choix λ = λ∞ ≈ 1.6330, on se place à la limite de stabilité
du schéma sans �ltre. Dans ce cadre, deux zones pour lesquelles le schéma est dissipatif aparaissent.
Lorsque l'on utilise le �ltre d'ordre 10, le schéma est plus dissipatif, en particulier autour de 5π/8.
Lorsque λ = 1.6883, le schéma sans �ltrage est instable. En revanche le schéma avec �ltrage d'ordre
10 est à la limite de la stabilité. Il présente une bonne ampli�cation et les ondes sont amorties lorsque
θ ≥ π/4.

2.3.4 Relations de conservation

L'équation de transport (2.50) est une équation de conservation. En e�et il est immédiat que la
périodicité de x 7→ u(t, x) entraine

Proposition 2.7. Si u est une solution périodique de (2.50) alors pour tout t > 0, on a∫ 1

0
u(t, x)dx =

∫ 1

0
u0(x)dx. (2.116)

Autrement dit, la masse totale de u est conservée au cours du temps. Dans la pratique, la résolution
par un schéma numérique peut entraîner une perte de conservation. La contrepartie discrète de la
conservation de la masse est la proposition suivante :

Proposition 2.8. La suite (un), calculée par l'algorithme 4, satisfait

(un+1, 1)h,pér = (un, 1)h,pér. (2.117)

pour tout n ∈ N, où 1 est la fonction de grille constante égale à 1.
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Figure 2.2 � Fonctions de dissipation et de dispersion associées à l'algorithme 4 de résolution de
l'équation (2.50) sans un �ltre (gauche) et avec �ltre d'ordre 10 (droite) pour di�érentes valeurs de
λ = c∆t/h.

58
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Démonstration. Soit b ∈ l2h,pér une fonction de grille quelconque et b = vec(b) ∈ RN , on a

(δH4,xb, 1)h,pér =
(
QH4 (T )b

)T · 1
=

1

h
bT · (Q̄H4 (T )1)

=
1

h
bT · 0 par antisymétrie de QH4 (T )

= 0.

De cette égalité, on déduit
(K(i), 1)h,pér = 0 (2.118)

pour tout i ∈ {1, 2, 3, 4} dans l'algorithme 4.
De là, on déduit :

(un+1, 1)h,pér = h

(
S2J(T )

(
Un +

∆t

6
(K(1) + 2K(2) + 2K(3) +K(4))

))T
· 1

= h

(
Un +

∆t

6
(K(1) + 2K(2) + 2K(3) +K(4))

)T
· 1 par symétrie de S2J(T )

= (un, 1)h,pér.

avec Un = vec(un).

2.3.5 Résultats numériques

Dans cette section, on évalue numériquement les performances du schéma numérique dans les deux
cas suivants.

Condition initiale régulière

On considère la condition initiale u0 donnée par

u0(x) =
1√
2

[cos(2πx) sin(4πx) + sin(2πx)] avec x ∈ Ω = [0, 1], (2.119)

avec c = 0.2. On compare la solution exacte avec la solution numérique associée. L'erreur relative

enl =
‖un − u(tn, ·)∗‖l
‖u(tn, ·)∗‖l

, avec l ∈ {2,∞}, (2.120)

calculée au temps tn. Les valeurs obtenues sont données dans la Table 2.4. Les résultats permettent
de con�rmer la convergence à l'ordre 4 attendue. L'erreur est tracée au cours du temps dans la Figure

N norme 2 norme ∞
50 1.1158(−2) 1.2630(−2)
100 7.1441(−4) 8.0641(−4)
500 1.1484(−6) 1.2998(−6)
1000 7.1839(−8) 8.1303(−8)

ordre estimé 3.9917 3.9913

Table 2.4 � Equation de convection avec la condition initiale (2.119). Table de convergence de l'algo-
rithme 4 avec le �ltre d'ordre 10. Le temps �nal est T = 10 et c∆t/h = 1.5.

2.3 en ‖ · ‖2 et ‖ · ‖∞. Comme cela a été vu dans la proposition 2.5, on observe la dépendance linéaire
en t de l'erreur.
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Figure 2.3 � Equation de convection avec la condition initiale (2.119). A gauche, historique de l'erreur
de l'algorithme 4 avec le �ltre d'ordre 10 pour la condition initiale (2.119). A droite, la condition initiale
(2.119). On choisit N = 100 points de grille et c∆t/h = 1.6883 (118 pas de temps).

Condition initiale de type créneau

On considère à présent la donnée initiale

u0(x) =

{
1 si 0.25 ≤ x ≤ 0.75,
−1 sinon,

pour x ∈ Ω = [0, 1], (2.121)

avec c = 0.2. Les résultats numériques pour la convection de la donnée initiale (2.121) sont donnés
dans la �gure 2.4 au temps �nal t = 10, c'est à dire au bout de deux périodes.

Des oscillations parasites de nature dispersives apparaissent. Ces oscillations peuvent être atténuées
par l'utilisation d'un �ltre. On compare sur la Figure 2.4 la solution au temps t = 10 avec les solution
obtenues en utilisant di�érentes fonctions de �ltrage dans l'algorithme 4.

On constate que le �ltre d'ordre 2 permet de supprimer les ondes parasites mais est trop dissipatif.
Les �ltres d'ordres 4, 6, 8 et 10 donnent des résultats moins dissipatifs tout en atténuant les oscillations
dispersives.

Il est bien connu que l'ammélioration du comportement dissipatif d'un schéma centré de type (2.79)
est un problème délicat. On renvoie à ce sujet aux méthodes d'hyperviscosités [22], aux méthodes non
linéaires de type WENO [71] ou aux méthodes utilisant des senseurs non linéaires [87]. Nous n'allons pas
plus loin dans cette direction car les expériences numériques e�ectuées pour des problèmes sphériques
en climatologie numérique n'ont pas nécessité de tels traitements.

2.4 Équation Shallow Water linéarisée avec Coriolis constant

On considère dans cette partie l'équation des ondes avec force de Coriolis sur un carré périodique. Le
paramètre f > 0 constant représentant la force de Coriolis. Cette équation est la linéarisation de l'équa-
tion Shallow Water au voisinage d'un état de repos avec l'hypothèse d'une force de Coriolis constante.
On parle généralement de f−plan [11]. Ce système présente de nombreuses propriétés propres aux
équations Shallow Water linéarisées. Il permet aussi de représenter les ondes d'inertie-gravité mais pas
les ondes de Rossby [11, 41].
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Figure 2.4 � Comparaison de la solution exacte (bleu) avec la solution obtenue par l'algorithme 4
(rouge) au temps t = 10 pour la résolution de l'équation (2.50) avec di�érents �ltres. λ = c∆t/h = 1.5
et N = 100. Les résultats sont obtenus en 133 itérations et au bout de 2 périodes.
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Pour (x, y) ∈ Ω = [0, 1]2 et t > 0, le problème s'écrit

∂η

∂t
+H

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
= 0

∂u

∂t
+ g

∂η

∂x
− fv = 0

∂v

∂t
+ g

∂η

∂y
+ fu = 0.

(2.122)

La constante H > 0 est une hauteur de �uide de référence et g > 0 est la constante de gravité. On
ajoute, à cette équation, une condition initiale 1−périodique de la forme

η(0, x, y) = η0(x, y)
u(0, x, y) = u0(x, y)
v(0, x, y) = v0(x, y)

avec (x, y) ∈ Ω. (2.123)

Proposition 2.9. Si η(t, x, y), u(t, x, y) et v(t, x, y) sont trois fonctions de R+ × Ω dans R solutions
de (2.122), alors les relations de conservation suivantes sont véri�ées :

• Conservation de la masse :

d

dt

∫
Ω
h(t, x, y)dxdy = 0, (2.124)

• Conservation de l'énergie :

d

dt

∫
Ω

(
1

2
gh(t, x, y)2 +

1

2
H
(
u(t, x, y)2 + v(t, x, y)2

))
dxdy = 0. (2.125)

Démonstration. Soient η, u et v trois fonctions de R+ × Ω dans R solutions de (2.122) alors :

• Conservation de la masse :

d

dt

∫
[0,1]2

η(t, x, y)dxdy = −H
∫

[0,1]2

∂u

∂x
(t, x, y) +

∂v

∂y
(t, x, y)dxdy

−H
∫ 1

0
(u(t, 1, y)− u(t, 0, y)) dy −H

∫ 1

0
(u(t, x, 1)− u(t, x, 0)) dx

= 0 par périodicité de u et v.

• Conservation de l'énergie : en multipliant la première équation de (2.122) par η et en inté-
grant, on a

1

2

d

dt

∫
[0,1]2

η(t, x, y)2dxdy =

∫
[0,1]2

η(t, x, y)
∂η

∂t
(t, x, y)dxdy

= −H
∫

[0,1]2
η(t, x, y)

(
∂u

∂x
(t, x, y) +

∂v

∂y
(t, x, y)

)
dxdy.

D'autre part, on a

1

2

d

dt

∫
[0,1]2

u(t, x, y)2dxdy =

∫
[0,1]2

u(t, x, y)
∂u

∂t
(t, x, y)dxdy

=

∫
[0,1]2

fu(t, x, y)v(t, x, y)− gu(t, x, y)
∂η

∂x
(t, x, y)dxdy,

ainsi que

1

2

d

dt

∫
[0,1]2

v(t, x, y)2dxdy =

∫
[0,1]2

−fu(t, x, y)v(t, x, y)− gu(t, x, y)
∂η

∂y
(t, x, y)dxdy.
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En combinant ces trois dernières relations, on obtient

d

dt

∫
[0,1]2

(
1

2
gh(t, x, y)2 +

1

2
H
(
u(t, x, y)2 + v(t, x, y)2

))
=

− gH
∫

[0,1]2

∂

∂x
(η(t, x, y)u(t, x, y)) +

∂

∂y
(η(t, x, y)v(t, x, y)) dxdy = 0

en utilisant la périodicité de η, u et v.

2.4.1 Schéma centré en dimension 2

De façon analogue à l'équation de transport (2.50), on utilise la méthode des lignes. La version
semi-discrétisée de (2.122) est 

dη

dt
+H(δHx,4u + δHy,4v) = 0

du

dt
+ gδHx,4η − fv = 0

dv

dt
+ gδHy,4η + fu = 0.

(2.126)

On cherche alors t 7→ η(t) ∈ L2
h,pér, t 7→ u(t) ∈ L2

h,pér et t 7→ v(t) ∈ L2
h,pér des approximations de η, u

et v les solutions de (2.122) aux points du maillage.
Ce sont e�ectivement des approximations comme le montre la proposition suivante :

Proposition 2.10. Les fonctions de grilles η, u et v solutions de (2.126) convergent vers η, u et v
solutions de (2.122) sur [0, T ] au sens où il existe C̃ > 0 indépendant de t, η, u et v tel que

E(t) ≤ gHtCh4 (2.127)

avec C = C̃ maxt∈[0,T ]

(
1√
H
‖∂(5)

x u‖∞,
1√
H
‖∂(5)

y v‖∞,
1
√
g
‖∂(5)

x η‖∞,
1
√
g
‖∂(5)

y η‖∞
)

et en notant les

termes d'erreur eη = η∗ − η, eu = u∗ − u et ev = v∗ − v ainsi que

E(t) =
√
g‖eη‖2h,pér +H‖eu‖2h,pér +H‖ev‖2h,pér. (2.128)

Démonstration. On dé�nit les termes de troncature τxη = δH4,xη − (∂xη)∗, τyη = δH4,yη − (∂yη)∗, τxu =

δH4,xu− (∂xu)∗ et τyv = δH4,yv− (∂yv)∗.
Les termes d'erreurs sont solutions de

d

dt
eη = H

(
δH4,xeu + δH4,yev

)
+ H (τxu+ τyv)

d

dt
eu = −gδH4,xeη + fev − gτxη

d

dt
ev = −gδH4,yeη − feu − gτyη

(2.129)

Par produit scalaire avec eη de la première équation on obtient :

1

2

d

dt
‖eη‖2h,pér = (

d

dt
eη, eη)h,pér = −H(δH4,xeu + δH4,yev, eη)h,pér +H(τxu+ τyv, eη)h,pér (2.130)

En e�ectuant les produits scalaires de la seconde et troisième équations par eu et ev, on obtient :

(
d

dt
eu, eu)h,pér = −g(δH4,xeη, eu)h,pér + f(ev, eu)h,pér − g(τxη, eu)h,pér (2.131)
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ainsi que

(
d

dt
ev, ev)h,pér = −g(δH4,yeη, ev)h,pér − f(eu, ev)h,pér − g(τyη, ev)h,pér. (2.132)

Alors, en sommant ces deux équations et, par antisymétrie de δH4,x et de δH4,y, on a

1

2

d

dt

(
‖eu‖2h,pér + ‖ev‖2h,pér

)
= (dteu, eu)h,pér) + (dtev, ev)h,pér (2.133)

d'où
1

2

d

dt

(
‖eu‖2h,pér + ‖ev‖2h,pér

)
= g(δH4,xeu + δH4,yev, eη)h,pér − g(τxη, eu)h,pér − g(τyη, ev)h,pér. (2.134)

En sommant g×(2.130) +H×(2.134), on obtient :

d

dt
E2(t) = 2gH ((τxu+ τyv, eη)h,pér − (τxη, eu)h,pér − (τyη, ev)h,pér) . (2.135)

En majorant le terme de droite par sa valeur absolue, on obtient

d

dt
E2(t) ≤ 2gH (|(τxu+ τyv, eη)h,pér|+ |(τxη, eu)h,pér|+ |(τyη, ev)h,pér|) . (2.136)

Alors, pour tout α > 0, on a

d

dt
E2(t) ≤ 2gH

(
α

H
‖τxu+ τyv‖2h,pér +

H

α
‖eη‖2h,pér +

α

g
(‖τxη‖2h,pér + ‖τyη‖2h,pér) +

g

α
(‖eu‖2h,pér + ‖ev‖2h,pér)

)
.

(2.137)
Ainsi, si on pose

Υ(t) =
1

H
‖τxu+ τyv‖h,pér +

1

g
‖τxη‖2h,pér +

1

g
‖τyη‖2h,pér (2.138)

on obtient
d

dt
E2(t) ≤ 2gh

(
αΥ(t) +

1

g
E2(t)

)
. (2.139)

Par consistance des opérateurs δH4,x avec ∂x et δH4,y avec ∂y, il existe C1 > 0 indépendant des fonctions
η, u v et h tels que pour tout t ∈ [0, T ]

Υ(t) ≤ C1h
8 max
t∈[0,T ]

(
1√
H
‖∂(5)

x u‖∞,
1√
H
‖∂(5)

y v‖∞,
1
√
g
‖∂(5)

x η‖∞,
1
√
g
‖∂(5)

y η‖∞
)

= h8Υ∞. (2.140)

Ainsi, on a
d

dt
E2(t) ≤ 2gh

(
αh8Υ∞ +

1

α
E2(t)

)
, (2.141)

et d'après le lemme de Gronwall,

E2(t) ≤ α2h8Υ∞

(
exp

(
2gHt

α

)
− 1

)
. (2.142)

Pour tout t > 0 �xé, on pose β = α/(2gHt), l'équation (2.141) se réécrit

E2(t) ≤ 4g2H2t2h8Υ∞a(β) (2.143)

avec a la fonction donnée par

a : β > 0 7→ β2

(
exp

(
1

β

)
− 1

)
. (2.144)

Or, la fonction a(β) est continue, positive et

lim
β→+∞

a(β) = lim
β→0

a(β) = +∞. (2.145)

Donc a admet un minimum m > 0, on véri�e que m < 1.545. Ainsi, on a

E2(t) ≤ g2H2t2mΥ∞h
8. (2.146)

On conclut en prenant la racine carrée de cette dernière relation.
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De plus, le système semi-discrétisé (2.126) véri�e des relations de conservation très semblables à
celles de l'équation d'origine (2.122).

Proposition 2.11. Si η, u et v sont solutions de (2.126) alors les relations de conservation suivantes
sont véri�ées :

• Conservation de la masse :
d

dt
(η, 1)h,pér = 0. (2.147)

• Conservation de l'énergie :

d

dt

(
1

2
g‖η‖2h,pér +

1

2
H(‖u‖2h,pér + ‖v‖2h,pér)

)
= 0. (2.148)

Démonstration. • Conservation de la masse : par consistance des opérateurs δH4,x et δH4,y avec
∂x et ∂y, on note que δH4,x1 = 0 et δH4,y1 = 0, où 1 (resp. 0) est la fonction de grille égale à 1 (resp.
0). De là, il découle :

d

dt
(η, 1)h,pér = (dtη, 1)h,pér

= −H(δ4,xu, 1)h,pér −H(δ4,yv, 1)h,pér

= H(u, δ4,x1)h,pér +H(v, δ4,y1)h,pér

= 0

où on a utilisé l'anti-symétrie des opérateurs.

• Conservation de l'énergie : On a

(
d

dt
η, η)h,pér =

1

2

d

dt
‖η‖2h,pér = −H(δ4,xu, η)h,pér −H(δ4,yv, η)h,pér. (2.149)

De même, on a :
1

2

d

dt
(‖u‖2h,pér + ‖v‖2h,pér) = g(δH4,xu + δH4,yv, η)h,pér. (2.150)

Par combinaison, on obtient :

d

dt

(
1

2
g‖η‖2h,pér +

1

2
H(‖u‖2h,pér + ‖v‖2h,pér)

)
= 0. (2.151)

A partir d'ici, on pose Fh : (L2
h,pér)

3 → (L2
h,pér)

3 l'application linéaire dé�nie par

Fh :

ηu
v

 7→
−H(δH4,xu + δH4,yv)

−gδH4,xη + fv

−gδH4,yη − fu

 . (2.152)

Alors, le problème (2.126) s'écrit

d

dt

ηu
v

 = Fh

ηu
v

 . (2.153)

On note ∆t > 0 le pas de temps et ηn, un et vn les approximations de η(n∆t), u(n∆t) et v(n∆t)
obtenues par un algorithme de type RK4 �ltré. On note F2J = F2J,x ◦ F2J,y l'opérateur de �ltrage tel
que F2J,x (resp. F2J,y) est un opérateur de �ltrage dans la direction de x (resp. y). La méthode est
détaillée dans l'algorithme 5.
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Algorithme 5 : Schéma en temps RK4 avec étape de �ltrage pour le
système périodique (2.126)

1: η0 = η∗0, u
0 = u∗0 et v0 = v∗0 connus,

2: for n = 0, 1, . . . do

3:

(
K

(1)
η ,K

(1)
u ,K

(1)
v

)
= Fh(ηn, un, vn),

4:

(
K

(2)
η ,K

(2)
u ,K

(2)
v

)
= Fh

(
ηn +

∆t

2
K

(1)
η , un +

∆t

2
K

(1)
u , vn +

∆t

2
K

(1)
v

)
,

5:

(
K

(3)
η ,K

(3)
u ,K

(3)
v

)
= Fh

(
ηn +

∆t

2
K

(2)
η , un +

∆t

2
K

(2)
u , vn +

∆t

2
K

(2)
v

)
,

6:

(
K

(4)
η ,K

(4)
u ,K

(4)
v

)
= Fh

(
ηn + ∆tK

(3)
η , un + ∆tK

(3)
u , vn + ∆tK

(3)
v

)
,

7: ηn+1 = F2J

(
ηn +

∆t

6

(
K

(1)
η + 2K

(2)
η + 2K

(3)
η +K

(4)
η

))
,

8: un+1 = F2J

(
un +

∆t

6

(
K

(1)
u + 2K

(2)
u + 2K

(3)
u +K

(4)
u

))
,

9: vn+1 = F2J

(
vn +

∆t

6

(
K

(1)
v + 2K

(2)
v + 2K

(3)
v +K

(4)
v

))
.

10: end for

Pour assurer la précision de la méthode utilisée, il faut que l'algorithme (5) soit stable. On considère
dans un premier temps l'algorithme sans �ltrage, c'est à dire F2J = Id. On a déjà vu que l'algorithme
est stable si et seulement si

Sp(∆tFh) ⊂ DRK4. (2.154)

Cela donne lieu à la proposition suivante.

Proposition 2.12. Si λ ∈ Sp(Fh) alors λ = 0 ou λ = ±if ou λ2 ∈ Sp
(
gH(δH4,x ◦ δH4,x + δH4,y ◦ δH4,y)− f2

)
.

Démonstration. Si λ ∈ Sp(Fh) alors il existe η, u et v non tous nuls dans L2
h,pér tels que

λη +HδH4,xu +HδH4,yv = 0 (a)
gδH4,xη + λu− fv = 0 (b)
gδH4,yη + fu + λv = 0 (c)

. (2.155)

En considérant f × (2.155.a) +HδH4,y × (2.155.b), on montre que

(λf + gHδH4,x ◦ δH4,y)η +H(fδH4,x + λδH4,y)u = 0. (2.156)

De même, avec λ× (2.155.a)−HδH4,x(2.155.c), on a

(λ2 − gHδH4,y ◦ δH4,y)η +H(λδH4,x − fδH4,y)u = 0. (2.157)

En e�ectuant les opérations (fδH4,x + λδH4,y)× (2.157)− (λδH4,x − fδH4,y)× (2.156), on montre que

λ
(
gH(δH4,x ◦ δH4,x + δH4,y ◦ δH4,y − f2 − λ2

)
δH4,yη = 0. (2.158)

De la même manière, on obtient l'égalité :

λ
(
gH(δH4,x ◦ δH4,x + δH4,y ◦ δH4,y − f2 − λ2

)
δH4,xη = 0. (2.159)

Il y a alors plusieurs possibilités. Soit λ = 0, soit

λ2 ∈ Sp
(
gH(δH4,x ◦ δH4,x + δH4,y ◦ δH4,y)− f2

)
, (2.160)
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2.4. Équation Shallow Water linéarisée avec Coriolis constant

soit δH4,xη = 0 = δH4,yη. Dans ce dernier cas de �gure, d'après (2.155.b) et (2.155.c), on trouve

{
(λ2 + f2)u = 0

(λ2 + f2)v = 0.
(2.161)

Si u = v = 0, alors η = 0 d'après (2.155.a), ce qui est impossible. Si u ou v est non nul, alors
nécessairement on a λ = ±if ce qui conclut la preuve.

Les valeurs propres de l'opérateur gH(δH4,x ◦ δH4,x + δH4,y ◦ δH4,y)− f2 sont connues. D'après les propo-
sitions 1.13 et 1.24, elles sont données par

gH

h2

(
QH4 (ωk1)2 +QH4 (ωk2)2

)
− f2 (2.162)

avec −N/2 + 1 ≤ k1, k2 ≤ N/2. On note le lien entre ces valeurs propres et la relation de dispersion
liée aux équations (2.122). Il s'agit en e�et d'une approximation discrète de la relation de dispersion
des ondes d'inertie .gravité [11, 36, 59]. Il découle le théorème de stabilité suivant :

Théorème 2.2. En l'absence de �ltrage, le schéma énoncé par l'algorithme 5 est stable sous la condition

∆t ≤ ∆t∞ =
2
√

2√
6gH

h2
+ f2

. (2.163)

Démonstration. Le schéma donné par l'algorithme 5 est stable si

Sp(∆tFh) ⊂ DRK4. (2.164)

On a vu dans la proposition 2.12 que λ ∈ Sp(Fh) implique λ ∈ iR. En e�et, les cas λ = 0 et λ = ±if sont
clairs. De plus, si λ ∈ Sp

(
gH(δH4,x ◦ δH4,x + δH4,y ◦ δH4,y)− f2

)
, alors il existe −N/2 + 1 ≤ k1, k2 ≤ N/2

tels que

λ2 =
gH

h2

(
QH4 (ωk1)2 +QH4 (ωk2)2

)
− f2

= −gH
h2


 sin

(
2πk1

N

)
2

3
+

1

3
cos

(
2πk1

N

)


2

+

 sin

(
2πk2

N

)
2

3
+

1

3
cos

(
2πk2

N

)


2
− f2

< 0.

Donc λ est imaginaire pure et la condition (2.164) est véri�ée si

∆t|λ| ≤ ∆tmax

(√
2gH

h2
max
R
|b(x)|2 + f2, f

)
≤ 2
√

2, (2.165)

avec, pour x ∈ R,

b(x) =
sin(x)

2

3
+

1

3
cos(x)

. (2.166)
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Or b(x) est borné et véri�e b(x) ∈ [−
√

3,
√

3] pour tout x ∈ R. La condition (2.165) devient

∆t ≤ min

 2
√

2√
2gH

h2
maxR |b(x)|2 + f2

,
2
√

2

f



≤ min

 2
√

2√
6gH

h2
+ f2

,
2
√

2

f


≤ 2

√
2√

6gH

h2
+ f2

,

ce qui démontre le résultat de stabilité attendu.

D'après les propositions 1.22 et 1.24, le spectre de l'opérateur de �ltrage est inclus dans [−1, 1] :

Sp (F2J) ⊂ [−1, 1]. (2.167)

Même en présence d'un opérateur de �ltrage, le schéma est stable sous la condition (2.163). La présence
d'un tel opérateur de �ltrage atténue les ondes hautes fréquences en dissipant un minimum les ondes
basses fréquences. Ainsi, la stabilité est accrue et les oscillations parasites sont atténuées.

De plus, le schéma donné dans l'algorithme 5 conserve la quantité de matière.

Proposition 2.13. L'algorithme 5 (avec ou sans �ltrage) conserve la masse au sens où, pour tout
n ∈ N, on a

(ηn+1, 1)h,pér = (ηn, 1)h,pér (2.168)

où (ηn) est issu de l'algorithme 5.

Démonstration. Pour tout b ∈ L2
h,pér, on a

(δH4,xb, 1)h,pér = (δH4,yb, 1)h,pér = 0, (2.169)

car les opérateurs δH4,x et δH4,y sont anti-symétriques. De là, il découle que pour i ∈ {1, 2, 3, 4}, on a

(K(i)
η , 1)h,pér = 0. (2.170)

Ainsi, on a

(ηn+1, 1)h,pér =

(
F2J

(
ηn +

∆t

6

(
K(1)
η + 2K(2)

η + 2K(3)
η +K(4)

η

))
, 1

)
h,pér

. (2.171)

En utilisant la symétrie de F2J et F2J(1) = 1, on obtient

(ηn+1, 1)h,pér =

(
ηn +

∆t

6

(
K(1)
η + 2K(2)

η + 2K(3)
η +K(4)

η

)
, 1

)
h,pér

. (2.172)

En utilisant (2.170), on obtient
(ηn+1, 1)h,pér = (ηn, 1)h,pér. (2.173)

Donc (ηn, 1)h,pér est conservé d'une itération à l'autre.
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2.4.2 Résultats numériques

On considère dans cette section un test numérique e�ectué sur le système périodique (2.122). Les
constantes physiques sont

• g = 9.80616m s−2,

• H = 100m,

• f = 2Ωc sin θ0 avec Ωc = 7.292× 10−5s−1 et θ0 = π/2.

Les données initiales sont u0 ≡ 0 et v0 ≡ 0. La hauteur de �uide initiale est donnée par

η0(x, y) = exp

(
−r(x, y)2

0.01

)
, (2.174)

avec r(x, y) = (x− 0.5)2 + (y − 0.5)2 et (x, y) ∈ [0, 1]2.
Sur la Figure 2.5, on représente la solution approchée aux temps t = 0, t = 0.5 et t = 1. La Figure

2.6 permet d'une part de con�rmer la conservation de la masse et d'autre part d'observer l'erreur
relative sur l'énergie au cours du temps.

Figure 2.5 � Solutions numériques pour l'équation des ondes avec paramètre de Coriolis (2.122) aux
temps t = 0, t = 0.5 et t = 1, N = 64, ∆t∞ ≈ 5.7616× 10−4. La solution est obtenue par l'algorithme
5 avec un �ltrage d'ordre 10 pour la condition initiale (2.174).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1
10

-14 Erreur sur la conservation de la masse

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

-0.035

-0.03

-0.025

-0.02

-0.015

-0.01

-0.005

0
Erreur sur la conservation de l'energie

Figure 2.6 � Erreur relative lors de la résolution de (2.122) sur la conservation de la masse et de
l'énergie obtenue pour le test (2.174) en utilisant l'algorithme 5 avec un �ltrage d'ordre 10, N = 64,
∆t∞ ≈ 5.7616× 10−4.

La Table 2.5 montre la recherche du pas de temps maximal pour lequel l'algorithme 5 est stable
pour la donnée initiale (2.174). Le temps �nal est t = 2 et le paramètre de la grille est N = 32. On
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constate que plus l'ordre du �ltre est bas, plus il est possible de choisir un pas de temps grand. Dans
la Table 2.6, on observe que choisir un �ltrage d'ordre trop bas a des répercussions sur la conservation
de l'énergie. Un �ltrage d'ordre 2 ne permet pas de conserver l'énergie et un �ltrage d'ordre 4 donne
une dégradation de l'ordre de convergence sur la conservation. En revanche les �ltrages d'ordre 8 et
10 donnent des résultats semblables. On souhaite utiliser un schéma stable pour lequel l'énergie est
conservée à un ordre proche de 4. Le �ltrage d'ordre 10 est un bon compromis, il atténue les hautes
fréquences, ce qui permet une bonne stabilité. De plus, su�samment de fréquences sont conservées
pour permettre une conservation de l'énergie satisfaisante.

Ordre du �ltre F : 2J Instable pour ∆t = Stable pour ∆t =

Pas de �ltrage 1.16(−3) ∆t∞ ≈ 1.15(−3)
10 1.23(−3) 1.22(−3)
8 1.26(−3) 1.25(−3)
6 1.32(−3) 1.31(−3)
4 1.41(−3) 1.4(−3)
2 1.66(−3) 1.65(−3)

Table 2.5 � Recherche du pas de temps maximum pour l'algorithme 5 de résolution de l'équation
(2.122). On cherche la valeur de ∆t maximale pour que la méthode soit stable jusqu'à t = 2 pour la
donnée initiale (2.174) avec N = 32. On constate que plus le �ltrage est d'ordre bas, plus le pas de
temps peut être choisi grand.

N et ∆t∞ Pas de �ltre Ordre 10 Ordre 8 Ordre 6 Ordre 4 Ordre 2
32 et 1.1523(−3) 2.5340(−1) 2.5367(−1) 2.5709(−1) 3.0173(−1) 6.2132(−1) 9.3717(−1)

64 et 5.7616(−4) 3.0328(−2) 3.0347(−2) 3.0802(−2) 4.3763(−2) 3.0419(−1) 9.3712(−1)

128 et 2.8808(−4) 1.2226(−3) 1.2227(−3) 1.2301(−3) 1.9323(−3) 7.7084(−2) 9.3398(−1)

Ordre : 3.85 3.85 3.85 3.64 1.51 2.46(−3)

Table 2.6 � Equation (2.122). Convergence de la conservation de l'énergie pour l'algorithme 5 et la
donnée initiale (2.174). On représente l'erreur relative maximale pour t < 1. Un �ltre d'ordre 2 ne
permet pas de conserver l'énergie. Avec un �ltre d'ordre 4 l'énergie est conservée à un ordre bas. Pour
un �ltre d'ordre plus élevé, la convergence se fait à un ordre plus élevé.

2.5 Equation de Burgers

Dans cette section, on considère l'équation de Burgers en contexte périodique [6, 14, 86] :
∂u

∂t
+ 2π

∂

∂x

(
u2

2

)
= 0

u(t = 0, x) = u0(x)
pour x ∈ [0, 2π] et t ≥ 0. (2.175)

Une donnée initiale u0 périodique non constante, conduit nécessairement à l'apparition d'un choc en
temps �ni. Le but de cette étude est double :

1. Nous utilisons le schéma hermitien centré δH4,x donné par la dé�nition 1.5 avec le �ltre linéaire
F2J,x (1.163) pour l'équation (2.175). Il est bien connu qu'un tel schéma est insu�sant pour
obtenir une solution numérique sans oscillations. Le but est ici d'observer précisément la manière
dont les �ltres linéaires F2J,x agissent à l'approche du choc. Nous renvoyons à [22, 87] pour
des études plus avancées utilisant des opérateurs de type �ltre non linéaire, ou des opérateurs
d'hyperdi�usion.
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2. L'équation de Burgers périodique a été utilisée par [10] pour construire une famille particulière
d'équations aux dérivées partielles sur la sphère conduisant à des chocs. Une telle solution sera
analysée numériquement dans le chapitre 5.

Nous supposerons que la donnée initiale u0 est périodique et est telle que u0 ∈ C1([0, 2π]) et
u′0 ∈ L∞([0, 2π]).

Théorème 2.3. Soit u0 ∈ C1, 2π-périodique. Alors le problème (2.175) admet une unique solution

2π-périodique u ∈ C1
([

0,− 1
infx∈[0,2π](2πu

′
0(x))

]
× [0, 2π]

)
qui satisfait

u(t, 2πu0(x)t+ x) = u0(x). (2.176)

Démonstration. On étudie l'équation (2.175) par la méthode des caractéristiques. Dans un premier
temps, on suppose que u ∈ C1 solution de (2.175) existe. Soit X : R+ 7→ R une courbe telle que{

X ′(t) = 2πu(t,X(t))
X(0) = x

. (2.177)

D'après le théorème de Cauchy-Lipschitz, commeX 7→ 2πu(t,X) est C1, il existe une solution maximale
à (2.177).

Dès lors, on a que g : t 7→ u(t,X(t)) est constante. En e�et

g′(t) =
∂u

∂t
(t,X(t)) +X ′(t)

∂u

∂x
(t,X(t))

=
∂u

∂t
(t,X(t)) + 2πu(t,X(t))

∂u

∂x
(t,X(t))

=
∂u

∂t
(t,X(t)) + 2π

∂

∂x

(
u(t,X(t))2

2

)
= 0.

Comme t 7→ u(t,X(t)) est constante, on a en particulier 2πu(t,X(t)) = 2πu0(x) donc X est solution
de {

X ′(t) = 2πu0(x)
X(0) = x

. (2.178)

Donc X est donné par
X(t) = 2πu0(x)t+ x. (2.179)

u est constante le long de X donc u véri�e

u(t, 2πu0(x)t+ x) = u0(x). (2.180)

Cependant, ce résultat n'est vrai que si (2.175) admet une solution de classe C1. Posons Xt(x) =
2πu0(x)t+ x, donc

X ′t(x) = 2πu′0(x)t+ 1. (2.181)

Comme u0 est régulière sur un compact, il existe m ∈ R tel que

m = inf
x∈[0,2π]

(
2πu′0(x)

)
. (2.182)

Trois cas de �gures se présentent alors :

• Le cas m > 0 est impossible. En e�et, si m > 0, alors pour tout x ∈ [0, 2π], on a u′0 > 0, donc

u0(2π) = u0(0) +

∫ 2π

0
u′0(τ)dτ

≥ u0(0) +m

> u0(0)

et u0 n'est pas périodique (car u0(0) > u0(2π)), ce qui est absurde.
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• Si m = 0 alors pour tout x ∈ [0, 2π] et t > 0, u′0(x) ≥ 0 et u0 périodique. Donc u0 est constante
et on a

u(x, t) = u0(x) = Cste. (2.183)

La solution u existe et est dé�nie pour t ∈ [0,+∞[.

• Si m < 0 alors en posant T = −1/m (si m = 0, on a T = +∞), on a pour tout t ∈ [0, T [

X ′t(x) ≥ m(t− T ) > 0 (2.184)

alors Xt est i.e bijection de [0, 2π] dans R.

Si u ∈ C1 est solution (2.175) telle que Xt est i.e bijection alors

u(t, x) = u0(X−1
t (x)) (2.185)

et Xt est une bijection si m ≥ 0 ou si m < 0 et t ∈ [0, T [.
Véri�ons que u : (t, x) 7→ u(t, x) = u0(X−1

t (x)) est bien solution et de classe C1 (pour t tel que
X−1
t est bien dé�ni). Xt est de classe C1, si X ′t(x) > 0 pour tout x ∈ [0, 2π] alors Xt est inversible,

X−1
t est C1. Pour tout x ∈ [0, 2π], on a

(X−1
t )′(x) =

1

X ′t(X
−1
t (x))

, (2.186)

donc en dérivant u par rapport à x, on obtient

∂u

∂x
(t, x) =

u′0(X−1
t (x))

X ′t(X
−1
t (x))

=
u′0(X−1

t (x))

1 + 2πu′0(X−1
t (x))

,

d'où la formule suivante
∂u

∂x
(t, x) =

u′0(X−1
t (x))

1 + 2πu′0(X−1
t (x))

. (2.187)

Or, on sait que

Xt(x) = x+ 2πtu0(x)

= x+ 2πtu(t, 2πu0(x)t+ x)

= x+ 2πtu(t,Xt(x)).

Donc x = Xt(x)− 2πtu(t,Xt(x)), d'où

X−1
t (x) = x− 2πtu(t, x). (2.188)

De là, on peut déduire la dérivée de X−1
t en temps :

∂X−1
t

∂t
(x) = −2πu(t, x)− 2πt

∂u

∂t
(t, x). (2.189)

On en déduit :

∂u

∂t
(tx, ) =

∂

∂t
u0(X−1

t (x))

=
∂X−1

t

∂t
(x)u′0(X−1

t (x))

= (−2πu(t, x)− 2πt
∂u

∂t
(t, x))u′0(X−1

t (x)).
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Il découle :
∂u

∂t
(t, x)(1 + 2πtu′0(X−1

t (x))) = −2πu(t, x)u′0(X−1
t (x)). (2.190)

Donc, en divisant, on a

∂u

∂t
(t, x) = −2πu(t, x)u′0(X−1

t (x))

1 + 2πtu′0(X−1
t (x))

= −2πu(t, x)
u′0(X−1

t (x))

1 + 2πu′0(X−1
t (x))

= −2πu(t, x)
∂u

∂x
(t, x) d'après (2.187).

= −2π
∂

∂x

(
u(t, x)2

2

)
.

Il est à véri�er que u est 2π-périodique pour la variable x. Xt est bijective donc pour tout x, il existe
un unique y tel que y = X−1

t (x). Alors, par dé�nition de Xt, on a

Xt(y) = 2πu0(y)t+ y, (2.191)

d'où

x = 2πu0(X−1
t (x))t+X−1

t (x). (2.192)

Cette dernière égalité entraîne

x+ 2π = 2πu0(X−1
t (x))t+X−1

t (x) + 2π

= 2πu0(X−1
t (x) + 2π)t+X−1

t (x) + 2π par périodicité de u0,

= Xt(X
−1
t (x) + 2π) par dé�nition de Xt.

En tenant compte de ce résultat, on a

u(t, x+ 2π) = u0(X−1
t (x+ 2π))

= u0(X−1
t (x) + 2π)

= u0(X−1
t (x))

= u(t, x).

Ainsi u est périodique. Donc u est bien solution de (2.175) et par composition c'est une fonction C1

sur les intervalles souhaités.

Exemple : Si u0 est dé�nie pour x ∈ [0, 2π] par

u0(x) = sin(x) (2.193)

l'équation (2.175) admet une unique solution de classe C1 pour t ∈ [0, 1/(2π)]. Au delà de cet intervalle,
des chocs apparaissent et la solution de (2.175) n'est plus régulière.

Nous observons les performances du schéma numérique donné par l'algorithme 6 pour l'équation
(2.175) où un est une approximation de u(tn, ·)∗.
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Algorithme 6 : Schémas en temps RK4 avec étape de �ltrage pour
l'équation périodique (2.175)

1: u0 = u∗0 connu,
2: for n = 0, 1, . . . do

3: K(1) = −πδH4,x
(

(un)2
)
,

4: K(2) = −πδH4,x

((
un +

∆t

2
K(1)

)2
)
,

5: K(3) = −πδH4,x

((
un +

∆t

2
K(2)

)2
)
,

6: K(4) = −πδH4,x
((

un + ∆tK(3)
)2)

,

7: un+1 = F2J,x

(
un +

∆t

6

(
K(1) + 2K(2) + 2K(3) +K(4)

))
.

8: end for

On peut montrer la propriété de conservation suivante :

Proposition 2.14. Pour tout n ∈ N, si (un) est calculée par l'algorithme 6 alors

(un+1, 1)h,pér = (un, 1)h,pér. (2.194)

où 1 est la fonction de grille constante égale à 1.

Les résultats sont donnés pour la condition initiale u0 (2.193) et pour l'algorithme 6 sans �ltrage sur
la Figure 2.7. Des oscillations apparaissent et dégradent le résultat. Au temps t = 0.5, les oscillations
deviennent beaucoup trop importantes et l'ordinateur ne donne plus de résultats.

0 /2 3 /2 2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5
Temps T  0.1592

0 /2 3 /2 2

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2
Temps T=0.25

Figure 2.7 � Résultats pour l'équation (2.175) résolue par l'algorithme 6 sans opérateur de �ltrage
(c'est à dire F2J,x = Id) à di�érents temps pour la résolution de l'équation (2.175). On choisit ici
N = 100 et ∆t = 10−3. Le temps d'apparition du choc est t = 1/(2π) ≈ 0.1592.

Sur la Figure 2.8, on compare la solution obtenue à l'aide de l'algorithme 6 en utilisant di�érents
ordres pour l'opérateur de �ltrage.

Le �ltrage d'ordre 2 est trop dissipatif. Les �ltrages d'ordres plus élevés représentent mieux le choc
et permettent au schéma de rester stable jusqu'à t = 10/(2π) au minimum. Le �ltre d'ordre 10 est un
bon compromis entre la précision souhaitée, la stabilité, la conservation et la bonne représentation des
chocs. En e�et, il conserve su�samment d'ondes pour représenter le choc sans que des ondes parasites
rendent le calcul impossible. Comme nous utilisons un schéma centré, des oscillations restent cependant
présente mais un tel schéma permet de véri�er exactement la conservation de la masse.
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Figure 2.8 � Résultats pour l'équation (2.175) résolue par l'algorithme 6 avec di�érents opérateurs de
�ltrage pour la résolution de l'équation (2.175). On choisit ici N = 100 et ∆t = 10−3. Le temps �nal
est T = 10/(2π) ≈ 1.5915. On présente les résultats pour les �ltres d'ordres 2, 4, 6, 8 et 10.
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Chapitre 3

Grille Cubed-Sphere

3.1 Dé�nition géométrique de la Cubed-Sphere

3.1.1 La sphère S2
a

L'objectif de ce chapitre est de construire le maillage qui sera utilisée pour résoudre des équations
aux dérivées partielles sur la Sphère. Pour cela, nous avons besoin de dé�nitions utiles dans la suite.
On note S2

a la sphère de centre O(0, 0, 0) ∈ R3 et de rayon a > 0 :

S2
a =

{
x(x, y, z) ∈ R3 tels que x2 + y2 + z2 = a2

}
. (3.1)

Un grand cercle est un cercle de centre O et de rayon a tracé sur la sphère S2
a. Soit C un grand

cercle et x0 ∈ C un point �xé. On choisit l'un des deux sens de parcours le long de C à partir de x0

et on dé�nit l'abscisse curviligne de x ∈ C par la distance séparant x de x0 le long de C. La relation
suivante est véri�ée :

longarc(x0x) = aα (3.2)

où α ∈ [0, 2π[ désigne l'angle x̂0x = (Ox0,Ox) dans le sens choisi (Fig. 3.1). L'angle α est l'angle
géodésique entre x0 et x.

C

•x0

•O
•x

α •O•
x0

•x

αaα

a

C

Figure 3.1 � Un grand cercle sur la sphère S2
a. L'angle α est tel que x̂0x = α et l'abscisse curviligne

de x comptée à partir de x0 est aα.

Soit x ∈ S2
a �xé. Soient C1 et C2 deux grands cercles distincts arbitraires tels que x ∈ C1 ∩ C2.

Soient α et β les abscisses curvilignes le long de C1 et C2, dé�nies à partir de x1,0 ∈ C1 et x2,0 ∈ C2

arbitrairement choisis. On dé�nit les vecteurs eα(x) et eβ(x) (Fig. 3.2) par

eα(x) =
dx

dα
(x) et eβ(x) =

dx

dβ
(x). (3.3)

Les vecteurs eα(x) et eβ(x) sont tangents aux cercles C1 et C2. On note α 7→ x(α) (resp. β 7→ x(β))
le paramétrage du cercle C1 (resp. C2) par l'angle α (resp. β).

En tout point x ∈ S2
a, le plan tangent TxS2

a est dé�ni par :
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•x1,0

C1

•
x2,0

C2

eβ

eα

•
x

Figure 3.2 � Vecteurs eα et eβ associés au cercles C1 et C2 de S2
a.

Dé�nition 3.1. On appelle plan tangent à la sphère S2
a au point x le plan :

TxS2
a =

{
m ∈ R3 −−→xm ⊥

−→
Ox
}
. (3.4)

Proposition 3.1. Soit x ∈ S2
a, alors :

eα(x), eβ(x) ∈ TxS2
a. (3.5)

Démonstration. Soit x est un point quelconque de S2
a. Nous adoptons la notation ‖x‖ = ‖Ox‖. On a

‖x‖2 = x · x = a2 constant. Alors en dérivant par rapport à α, on a :

0 =
d

dα
(a2)

=
d

dα
(x · x)

= 2x · dx
dα
.

En particulier, en x, on a :
x · eα(x) = 0 (3.6)

donc eα(x) ∈ TxS2
a. En dérivant par rapport à β, on a eβ(x) ∈ TxS2

a.

Les vecteurs eα(x) et eβ(x) sont dans le plan TxS2
a. De plus, C1 6= C2 donc eα(x) et eβ(x) ne sont

pas colinéaires. On en déduit que eα(x) et eβ(x) engendrent TxS2
a. En général, eα(x) et eβ(x) ne sont

pas orthogonaux.

Dé�nition 3.2. On dé�nit (eα(x), eβ(x)) la base duale de (eα(x), eβ(x)). Les vecteurs eα(x) et eβ(x)
sont les vecteurs de TxS2

a véri�ant :{
eα(x) · eα(x) = 1 = eβ(x) · eβ(x)
eα(x) · eβ(x) = 0 = eβ(x) · eα(x).

(3.7)

Proposition 3.2. La base (eα(x), eβ(x)), duale de (eα(x), eβ(x)) est dé�nie de façon unique.

Démonstration. Il su�t de remarquer que[
eα(x), eβ(x)

]T · [eα(x), eβ(x)
]

= Id. (3.8)

Alors [
eα(x), eβ(x)

]
=
[
eα(x), eβ(x)

]−T
. (3.9)

A partir de ces di�érentes bases, le gradient est donné par la dé�nition suivante.
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Dé�nition 3.3. Soit h : S2
a → R une fonction régulière. Le gradient de h, ∇Th(x) ∈ TxS2

a, est dé�ni
par

∇Th(x) =
∂

∂α
(h(x))|x∈C1

eα(x) +
∂

∂β
(h(x))|x∈C2

eβ(x). (3.10)

Pour alléger les notations, nous noterons abusivement les quantités h, eα, eβ etc. au lieu de h(x̄),
eα(x̄), eβ(x̄), etc.

Proposition 3.3. Soit u : R3 7→ R et x ∈ R3. On pose û := u|S2a la restriction de u à la sphère S2
a.

Alors ∇T û(x) est la projection orthogonale de ∇R3u(x) sur le plan tangent TxS2
a :

∇T û = ∇R3u− n (n · ∇R3u) (3.11)

avec n la normale unitaire extérieure.

Démonstration. On montre que les deux termes sont égaux dans trois directions distinctes. On pose n
la normale unitaire extérieure à la sphère S2

a.

• Direction eα : d'une part on a :

∇T û · eα =
∂û

∂α |x∈C1

=
∂u

∂α |x∈C1

. (3.12)

D'autre part, on a :
(∇R3u− n (n · ∇R3u)) · eα = ∇R3u · eα (3.13)

car n est normal à la sphère donc n est normal à eα. Or :

∇R3u · eα =
∂u

∂α |x∈C1

= ∇T û · eα. (3.14)

• Dans la direction eβ , on a de la même manière :

∇R3u · eβ = ∇T û · eβ. (3.15)

• Dans la direction n on a d'une part :
∇T û · n = 0 (3.16)

car ∇T û est tangent à la sphère. D'autre part :

(∇R3u− n (n · ∇R3u)) · n = ∇R3u · n− n · ∇R3u = 0. (3.17)

Or, (eα, eβ,n) est une base de R3, d'où l'égalité souhaitée.

3.1.2 Dé�nition de la Cubed-Sphere

Dans cette partie, on dé�nit la Grille Cubed-Sphere associée à la base orthonormée (i, j,k) de R3.
On dé�nit les points suivants (Voir Figure 3.3) sur la sphère S2

a :

• N le point de coordonnées dans R3 : (0, 0, a),

• S le point de coordonnées (0, 0,−a),

• E le point de coordonnées (0, a, 0),

• W le point de coordonnées (0,−a, 0),

• F le point de coordonnées (a, 0, 0),
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•O

•N

•
S

•
E

•W

•
F

•B

x

z

y

Figure 3.3 � Sphère S2
a avec les 6 points N (Nord), S (Sud), E (Est), W (Ouest), F (Avant) et B

(Arrière).

• B le point de coordonnées (−a, 0, 0).

Un grand cercle est l'intersection de la sphère S2
a avec un plan contenant le point O. On dé�nit les

grands cercles suivants (Fig. 3.4) :

• C1
V = Vect(i− j,k) ∩ S2

a,

• C2
V = Vect(i + j,k) ∩ S2

a, il s'agit d'une rotation de C1
V d'un angle de π/2 autour de (Oz),

• C1
II = Vect(i + k, j) ∩ S2

a,

• C2
II = Vect(i−k, j)∩S2

a, le cercle C
2
II est une rotation de C1

II d'un angle de π/2 autour de (Oy),

• C1
I = Vect(j− k, i) ∩ S2

a,

• C2
I = Vect(j + k, i) ∩ S2

a, C
2
I est une rotation de C1

I autour de (Ox) d'un angle de π/2.

C1
I

C2
I

C2
VC1

V

C1
II

C2
II

z

y

•N

•
S

•
E

•W •
F

Panel (I)

Figure 3.4 � Les 6 grands cercles C1
I , C

2
I , C

1
II , C

2
II , C

1
V et C1

V vus depuis le panel (I).

La construction de la Cubed-Sphere fait intervenir six zones recouvrant la sphère S2
a appelées panels.

Chaque panel est délimité par quatre grands cercles (Fig. 3.5).
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Dé�nition 3.4. • Panels (I) et (III) : Les panels (I) et (III) sont dé�nis par les points de S2
a

délimités par les grands cercles C1
V , C

2
V , C

1
II et C2

II . Le panel (III) est le symétrique du panel
(I) par la symétrie ponctuelle de centre O. Le panel (I) ne contient que des points (x, y, z) tels
que x > 0, le panel (III) ne contient que des points tels que x < 0.

• Panels (II) et (IV) : Les panels (II) et (IV ) sont dé�nis par les points de S2
a délimités par les

grands cercles C1
V , C

2
V , C

1
I et C2

I . Le panel (IV ) est le symétrique du panel (II) par la symétrie
ponctuelle de centre O. Le panel (II) ne contient que des points (x, y, z) tels que y > 0, le panel
(IV ) ne contient que des points tels que y < 0.

• Panels (V) et (VI) : Les panels (V ) et (V I) sont dé�nis par les points de S2
a délimités par les

grands cercles C1
I , C

2
I , C

1
II et C

2
II . Le panel (V I) est le symétrique du panel (V ) par la symétrie

ponctuelle de centre O. Le panel (V ) ne contient que des points (x, y, z) tels que z > 0, le panel
(V I) ne contient que des points tels que z < 0.

La grille Cubed-Sphere est constituée de l'intersection d'un ensemble de grands cercles sur chaque
panel. On commence par introduire le système de coordonnées (ξ, η) associés aux cercles centraux de
chaque panel. Les paramètres ξ et η sont dé�nis comme suit :

Dé�nition 3.5. Les lignes de coordonnées ξ = 0 et η = 0 sont les grands cercles équatoriaux, notés
respectivement C(1)

0 et C(2)
0 (en pointillés gras sur la Figure sur 3.6 et sur 3.7). Les deux cercles passent

par les points centraux de chaque panel.

1. C(1)
0 est le grand cercle passant par les points N, F et S.

2. C(2)
0 est le grand cercle passant par les points E, F et W.

Les cercles C(1)
0 et C(2)

0 se coupent orthogonalement en F et B. La donnée ξ est l'angle géodésique

mesuré sur C(2)
0 et η l'angle géodésique mesuré sur C(1)

0 . La valeur ξ = 0 correspond à l'équateur
ordinaire et η = 0 correspond à "l'équateur vertical".

Sur chaque panel, tout x du panel est localisé par les angles géodésiques ξ et η (voir Fig. 3.6). Un
panel est donné par le domaine

− π

4
≤ ξ, η ≤ π

4
, (3.18)

Soit xi,j un point du panel (k) ∈ {(I), (II), (III), (IV ), (V ), (V I)}. C'est un point du maillage si
ses coordonnées (ξi, ηj) sont données par :

ξi = i∆ξ et ηj = j∆η avec − N

2
≤ i, j ≤ N

2
, (3.19)

Dans ce qui suit, nous supposerons N pair. ∆ξ et ∆η représentent le pas angulaire séparant régulière-
ment les grands cercles dans le système de coordonnées (ξ, η). On a

∆ξ = ∆η =
π

2N
. (3.20)

Le cercle C(2)
0 fait le tour de la sphère en formant un angle longitudinal de 2π, on peut donc insérer

les 4 panels notés (I), (II), (III) et (IV ). De même, le long de C(1)
0 , sont présents les panels (I), (V ),

(III) et (V I).

On note C(1)
i le grand cercle obtenu par rotation de C(1)

0 d'un angle géodésique i∆ξ autour de l'axe

(Oz) et C(2)
j le cercle obtenu par rotation de C(2)

0 d'angle j∆η autour de (Oy).

Le maillage associé au panel (I) est constitué des points d'intersections desN+1 cercles (C
(1)
i )−N/2≤i≤N/2

et des N+1 cercles (C
(2)
j )−N/2≤j≤N/2 (voir Figure 3.7) sur le panel (I). Le même procédé est reproduit

sur chaque panel, il y a donc (N + 1)2 points d'intersections sur un panel.
En reproduisant le procédé pour chaque panel, on constitue la Cubed-Sphere associée à la base

(i, j,k) et de paramètre N ∈ N?.
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Figure 3.5 � Délimitations des panels (I) à (V I) à l'aide des grands cercles
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Figure 3.6 � Sur un panel, un point x est localisé par ξ et η.

C
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C
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0

•
N

•
S

• E•W

C
(2

)
j

av
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−
N
/2
≤
j
≤
N
/2

C
(1)
i avec −N/2 ≤ i ≤ N/2

Figure 3.7 � Le panel (I) est constitué des points d'intersections d'un ensemble de grands cercles.
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Dé�nition 3.6. La Cubed-Sphere est une grille de la sphère S2
a. La sphère est couverte par 6 panels

identiques notés panel (I) (Front), (II) (East), (III) (Bottom), (IV ) (West), (V ) (North) et (V I)
(South). Chaque panel est doté d'un système de coordonnées :(

ξ(k), η(k)
)
, − π

4
≤ ξ(k), η(k) ≤ π

4
, (I) ≤ (k) ≤ (V I) (3.21)

dé�ni précédemment. Les points de la Cubed-Sphere sont notés x
(k)
i,j . Ils sont dé�nis par leurs coordon-

nées
(
ξ

(k)
i , η

(k)
j

)
avec :

ξ
(k)
i = i∆ξ, η(k)

j = j∆η, −N/2 ≤ i, j ≤ N/2 et (I) ≤ (k) ≤ (V I), (3.22)

où le pas de discrétisation est :
∆ξ = ∆η =

π

2N
. (3.23)

Proposition 3.4. La Cubed-Sphere est composée de 6N2 + 2 points.

Démonstration. Il y a 6 intérieurs de panels de (N−1)2 points, 12 arrêtes de N−1 points et 8 sommets.
Ainsi le nombre de points sur la Cubed-Sphere est :

6(N − 1)2 + 12(N − 1) + 8 = 6N2 + 2. (3.24)

Les points x
(k)
i,j de chaque panel se répartissent en trois catégories :

• Les points intérieurs si :

− N

2
+ 1 ≤ i, j ≤ N

2
− 1 (3.25)

Ils sont au nombre de (N − 1)2 par panel.

• Les 4(N − 1) points de bords de chaque panel, si :[
j = ±N

2
et − N

2
+ 1 ≤ i ≤ N

2
− 1

]
ou

[
i = ±N

2
et − N

2
+ 1 ≤ j ≤ N

2
− 1

]
(3.26)

• Les 4 points de coins si :

i, j = ±N
2
. (3.27)

3.2 Coordonnées Gnomoniques

On considère un cube inscrit dans la sphère S2
a. Le demi côté de ce cube mesure R =

√
3

3 a. Chaque
face du cube est donnée par :

• la face centrée sur F ′ = (R, 0, 0) :{
x′ = (R, y′, z′) ∈ R3 tels que −R ≤ y′, z′ ≤ R

}
(3.28)

• la face centrée sur B′ = (−R, 0, 0) :{
x′ = (−R, y′, z′) ∈ R3 tels que −R ≤ y′, z′ ≤ R

}
, (3.29)

• la face centrée sur E′ = (0, R, 0) :{
x′ = (x′, R, z′) ∈ R3 tels que −R ≤ x′, z′ ≤ R

}
, (3.30)
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3.2. Coordonnées Gnomoniques

Figure 3.8 � Cubed-Sphere avec N = 16.
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Chapitre 3. Grille Cubed-Sphere

• la face centrée sur W ′ = (0,−R, 0) :{
x′ = (x′,−R, z′) ∈ R3 tels que −R ≤ x′, z′ ≤ R

}
, (3.31)

• la face centrée sur N ′ = (0, 0, R) :{
x′ = (x′, y′, R) ∈ R3 tels que −R ≤ x′, y′ ≤ R

}
, (3.32)

• la face centrée sur S′ = (0, 0,−R) :{
x′ = (x′, y′,−R) ∈ R3 tels que −R ≤ x′, y′ ≤ R

}
. (3.33)

Le point F est la projection gnomonique du point F ′ sur la sphère S2
a, E celle de E′, etc. Si l'on

considère par exemple le panel (I), un point x′ = (x′, y′, z′) de la face centrée sur F ′ est projeté en
x = (x, y, z) un point du panel (I) (voir Fig. 3.9). Chaque panel est la projection de l'une des faces du
cube.

•
F ′

•F

•x•x
′

•O ξ η

C
(2)
0

C
(1)
0

Face du cube inscrit

Figure 3.9 � Projection gnomonique.

On a les relations suivantes :

tan ξ =
y′

x′
=
y

x
et tan η =

z′

x′
=
z

x
(3.34)

Or x′(x′, y′, z′) est un point de la face du cube centrée en F ′, donc x′ = R =
√

3
3 a :

tan ξ =
y′

R
=
y

x
et tan η =

z′

R
=
z

x
(3.35)

Sur chaque panel, on dé�nit les coordonnées gnomoniques (X,Y ) par :

Dé�nition 3.7. Les coordonnées gnomoniques (X,Y ) ∈ [−1, 1]2 sont dé�nies par :

X = tan ξ et Y = tan η. (3.36)
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Un point de la sphère est localisé de manière unique par sa face et ses coordonnées gnomoniques.
Si on se donne (X,Y ) un couple de coordonnées gnomoniques du panel (I), on a :

x2 + y2 + z2 = a2

X =
y

x

Y =
z

x

(3.37)

ainsi x2
(
1 +X2 + Y 2

)
= a2, d'où :

x = ± a√
1 +X2 + Y 2

=
a√

1 +X2 + Y 2

y = xX
z = xY.

(3.38)

Le signe de x est prescrit car x est un point du panel (I) qui ne contient que des points d'abscisse

positive. De plus, la fonction tan est une bijection de
[
−π

4
,
π

4

]
dans [−1, 1], donc

Théorème 3.1. Pour chaque panel, les coordonnées gnomoniques (X,Y ) ∈ [−1, 1]2 et (ξ, η) ∈
[
−π

4
,
π

4

]2

forment deux systèmes de coordonnées admissibles.

On peut dériver les coordonnées d'un point x(x, y, z) ∈ R3 en fonction de ξ et η :

∂y

∂ξ
=
∂x

∂ξ
X + x

∂X

∂ξ
=
∂x

∂ξ
X + x(1 +X2) (3.39)

∂z

∂ξ
=
∂x

∂ξ
Y + x

∂Y

∂ξ
=
∂x

∂ξ
Y. (3.40)

Le calcul de ces dérivées dépend de
∂x

∂ξ
:

0 =
∂

∂ξ
(x2 + y2 + z2)

= 2x
∂x

∂ξ
+ 2y

∂y

∂ξ
+ 2z

∂z

∂ξ

= x
∂x

∂ξ
(1 +X2 + Y 2) + x2X(1 +X2)

= x
∂x

∂ξ
δ2 + xy(1 +X2),

en posant δ =
√

1 +X2 + Y 2. Ainsi, chaque dérivée est connue et :

∂x

∂ξ
= −y(1 +X2)

δ2

∂y

∂ξ
= x

1 +X2

δ2
(1 + Y 2)

∂z

∂ξ
= −yY (1 +X2)

δ2
.

(3.41)

De la même manière, en dérivant par rapport à η :

∂x

∂η
= −z 1 + Y 2

δ2

∂y

∂η
= −zX 1 + Y 2

δ2

∂z

∂η
= −x(1 +X2)

1 + Y 2

δ2
.

(3.42)
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On en déduit la base sur le panel (I) : (gξ,gη), donnée par :

gξ =
∂x

∂ξ
=

1 +X2

δ2

 −y
x(1 + Y 2)
−yY

 et gη =
∂x

∂ξ
=

1 + Y 2

δ2

 −z
−zX

x(1 +X2)

 . (3.43)

Des calculs similaires peuvent être e�ectuées sur les autres panels. Les résultats sont donnés dans
la Table 3.1.

Le couple de vecteurs (gξ,gη) est la base duale de (gξ,gη). Cette base doit véri�er les relations
suivantes : {

gξ · gξ = 1 = gη · gη
gξ · gη = 0 = gη · gξ.

(3.44)

Les vecteurs gξ et gη sont des vecteurs de TxS2
a. Il existe A, B, C et D tels que :{

gξ = Agξ +Bgη
gη = Cgξ +Dgη

(3.45)

En e�ectuant des produit scalaires de (3.45) par gξ et gη, on obtient :[
A B
C D

]
×
[
gξ · gξ gξ · gη
gη · gξ gη · gη

]
=

[
1 0
0 1

]
. (3.46)

On en déduit : [
A B
C D

]
=

[
gξ · gξ gξ · gη
gη · gξ gη · gη

]−1

. (3.47)

Dé�nition 3.8. La matrice G est la métrique associée à (gξ,gη) en x :

G =

[
gξ · gξ gξ · gη
gη · gξ gη · gη

]
. (3.48)

Proposition 3.5. La métrique G est invariante par changement de panel.

Démonstration. Soit x un point d'un panel (k) de la Cubed-Sphere de coordonnées gnomoniques (X,Y )
et x′ un point d'un autre panel (k′) de la Cubed-Sphere ayant les mêmes coordonnées gnomoniques
(X,Y ). Il existe une rotation Rf qui permet de transformer tout point du panel (k) en un point du
panel (k′) de mêmes coordonnées gnomoniques. De là, il découle :

x′ = Rfx. (3.49)

Cette rotation est indépendante de ξ et de η. Donc :

g′ξ =
∂

∂ξ
(Rfx) = Rf

∂x

∂ξ
= Rfgξ. (3.50)

De même, on a g′η = Rfgη. Ainsi, si G est la métrique en x et G′ la métrique en x′, on a :

G′ =

[
g′ξ · g′ξ g′ξ · g′η
g′η · g′ξ g′η · g′η

]
=

[
Rfgξ ·Rfgξ Rfgξ ·Rfgη
Rfgη ·Rfgξ Rfgη ·Rfgη

]
=

[
gξ ·RTf Rfgξ gξ ·RTf Rfgη
gη ·RTf Rfgξ gη ·RTf Rfgη

]
=

[
gξ · gξ gξ · gη
gη · gξ gη · gη

]
= G.

Donc la métrique G est invariante par changement de panel.
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L'expression de la métrique G en fonction de (X,Y ) est

G =

[
G1,1 G1,2

G2,1 G2,2

]
= a2 (1 +X2)(1 + Y 2)

δ4

[
1 +X2 −XY
−XY 1 + Y 2

]
. (3.51)

De même, on a

G−1 =

[
G1,1 G1,2

G2,1 G2,2

]
=

δ2

a2(1 +X2)(1 + Y 2)

[
1 + Y 2 XY
XY 1 +X2

]
. (3.52)

La base duale (gξ,gη) sur le panel (I) est donnée par :

{
gξ = G1,1gξ +G1,2gη
gη = G2,1gη +G2,2gη

(3.53)

d'où :

gξ =
1

x(1 +X2)

−X1
0

 et gη =
1

x(1 + Y 2)

−Y0
1

 . (3.54)

Les champs de vecteur (gξ,gη) et (gξ,gη) sont tangents à la sphère et sont fonctions de ξ et η. On
dé�nit les symboles de Christo�el par :

Dé�nition 3.9. Les symboles de Christo�el Γτκ,ν (avec κ, ν et τ dans {ξ, η}), sont dé�nis par :



∂gξ
∂ξ

= Γξξ,ξgξ + Γηξ,ξgη + Γrξ,ξn

∂gξ
∂η

= Γξη,ξgξ + Γηη,ξgη + Γrη,ξn

∂gη
∂ξ

= Γξξ,ηgξ + Γηξ,ηgη + Γrξ,ηn

∂gη
∂η

= Γξη,ηgξ + Γηη,ηgη + Γrη,ηn

(3.55)

où n est le vecteur unitaire normal extérieur à la sphère S2
a :

n =
x

a
. (3.56)

Les symboles de Christo�el s'écrivent en fonction de gξ, gη ainsi que de gξ, gη et de la normale
extérieure n grâce à la proposition suivante :
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Panel Coord. Gnomoniques (X,Y ) Bases (gξ,gη) et
(
gξ,gη

)

(I) X =
y

x
, Y =

z

x

gξ =
1 +X2

δ2

 −y
x(1 + Y 2)
−yY

 ,gη =
1 + Y 2

δ2

 −z
−zX

x(1 +X2)


gξ =

1

x(1 +X2)

−X1
0

 et gη =
1

x(1 + Y 2)

−Y0
1



(II) X = −x
y
, Y =

z

y

gξ =
1 +X2

δ2

−y(1 + Y 2)
x
xY

 , gη =
1 + Y 2

δ2

 zX
−z

y(1 +X2)


gξ =

1

y(1 +X2)

−1
−X

0

 , gη =
1

y(1 + Y 2)

 0
−Y
1



(III) X = −y
x
, Y = − z

x

gξ =
1 +X2

δ2

 −y
x(1 + Y 2)

yY

 , gη =
1 + Y 2

δ2

 −z
−zX

x(1 +X2)


gξ =

1

x(1 +X2)

−X1
0

 , gη =
1

x(1 + Y 2)

−Y0
−1



(IV ) X =
x

y
, Y = −z

y

gξ =
1 +X2

δ2

−y(1 + Y 2)
x
−xY

 , gη =
1 + Y 2

δ2

 −zX
z

−y(1 +X2)


gξ =

1

y(1 +X2)

−1
−X

0

 , gη =
1

y(1 + Y 2)

 0
−Y
−1



(V ) X =
y

z
, Y =

x

z

gξ =
1 +X2

δ2

 −yY
z(1 + Y 2)
−y

 , gη =
1 + Y 2

δ2

−z(1 +X2)
xX
x


gξ =

1

z(1 +X2)

 0
1
−X

 , gη =
1

z(1 + Y 2)

−1
0
−Y



(V I) X = −y
z
, Y = −x

z

gξ =
1 +X2

δ2

 −yY
−z(1 + Y 2)

y

 , gη =
1 + Y 2

δ2

−z(1 +X2)
−xX
x


gξ =

1

z(1 +X2)

 0
−1
−X

 , gη =
1

z(1 + Y 2)

−1
0
−Y



Table 3.1 � Coordonnées gnomoniques en fonction de x, y et z et bases (gξ,gη) et
(
gξ,gη

)
en fonction

de x, y et z sur chaque panel, avec δ =
√

1 +X2 + Y 2.
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3.2. Coordonnées Gnomoniques

Proposition 3.6. Les relations suivantes sont véri�ées :

Γξξ,ξ =

[
∂gξ
∂ξ

]
· gξ = −

[
∂gξ

∂ξ

]
· gξ

Γηξ,ξ =

[
∂gξ
∂ξ

]
· gη = −

[
∂gη

∂ξ

]
· gξ

Γξξ,η =

[
∂gη
∂ξ

]
· gξ = −

[
∂gξ

∂ξ

]
· gη

Γηξ,η =

[
∂gη
∂ξ

]
· gη = −

[
∂gη

∂ξ

]
· gη

Γηη,η =

[
∂gη
∂η

]
· gη = −

[
∂gη

∂η

]
· gη

Γξη,η =

[
∂gη
∂η

]
· gξ = −

[
∂gξ

∂η

]
· gη

Γrη,η =

[
∂gη
∂η

]
· n = −1

a
|gη|2

Γrξ,ξ =

[
∂gξ
∂ξ

]
· n = −1

a
|gξ|2

Γrξ,η =

[
∂gη
∂ξ

]
· n = −1

a
gη · gξ.

(3.57)

Démonstration. Nous ne démontrons que la première égalité, les autres s'obtiennent de la même ma-
nière. [

∂gξ
∂ξ

]
· gξ =

[
Γξξ,ξgξ + Γηξ,ξgη + Γrξ,ξn

]
· gξ. (3.58)

Or gξ · gξ = 1 et gη · gξ = 0, d'où la première partie :

Γξξ,ξ =

[
∂gξ
∂ξ

]
· gξ. (3.59)

D'autre part, on a :

Γξξ,ξ =

[
∂gξ
∂ξ

]
· gξ =

∂

∂ξ

(
gξ · gξ

)
︸ ︷︷ ︸

=1

−
[
∂gξ

∂ξ

]
· gξ = −

[
∂gξ

∂ξ

]
· gξ (3.60)

et la relation est démontrée.

Remarque 3.1. On note que Γξη,ξ = Γξξ,η et Γηη,ξ = Γηξ,η.
En e�et :

Γηξ,η =

(
∂gη
∂ξ

)
· gη =

(
∂

∂ξ

∂x

∂η

)
· gη =

(
∂

∂η

∂x

∂ξ

)
· gη =

(
∂gξ
∂η

)
· gη = Γηη,ξ

de même pour Γξη,ξ = Γξξ,η et Γrη,ξ = Γrξ,η.

Les symboles de Christo�el s'obtiennent en fonction des coordonnées gnomoniques (X,Y ) de la
façon qui suit. On peut calculer les dérivées suivantes :

∂gξ

∂ξ
=

1

δ2x(1 +X2)

 X2Y 2 − δ2

−X(Y 2 + δ2)
0

 et
∂gξ

∂η
=

1 + Y 2

δ2x2(1 +X2)

−X1
0

 (3.61)

de même :

∂gη

∂ξ
=

X(1 +X2)

xδ2(1 + Y 2)

−Y0
1

 et
∂gη

∂η
=

1

xδ2(1 + Y 2)

 X2Y 2 − δ2

0
−Y (X2 − δ2)

 (3.62)
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d'où les symboles de Christo�el :

Γξξ,η = −Y (1 + Y 2)

δ2
,

Γηξ,η = −X(1 +X2)

δ2
,

Γξη,η = 0,
Γηξ,ξ = 0,

Γηη,η =
2X2Y

δ2
,

Γξξ,ξ =
2XY 2

δ2
,

Γrξ,ξ = −a(1 + Y 2)(1 +X2)2

δ4
,

Γrη,η = −a(1 + Y 2)2(1 +X2)

δ4
,

Γrξ,η = aXY
(1 +X2)(1 + Y 2)

δ4
.

(3.63)

De plus, la proposition suivante permet de donner une expression des symboles de Christo�el sur
chaque panel.

Proposition 3.7. Les symboles de Christo�el sont invariants par changement de panel.

Démonstration. Soit x un point d'un panel (k) de la Cubed-Sphere de coordonnées gnomoniques (X,Y )
et x′ un point d'un autre panel (k′) de la Cubed-Sphere ayant les mêmes coordonnées gnomoniques
(X,Y ). Il existe une rotation Rf qui permet de transformer tout point du panel (k) en un point du
panel (k′) de mêmes coordonnées gnomoniques :

x′ = Rfx. (3.64)

Cette rotation est indépendante de ξ et de η.
Soient τ , υ ∈ {ξ, η}. On a :(

∂

∂τ
Rfgτ

)
· (Rfgυ) =

(
Rf

∂

∂τ
gτ

)
· (Rfgυ)

=

(
∂

∂τ
gτ

)
·
(
R−1
f Rfgυ

)
=

(
∂

∂τ
gτ

)
· (gυ)

donc :
Γττ,µ(x) = Γττ,µ(x′). (3.65)

D'où l'invariance par changement de panel.

Proposition 3.8. Les égalités suivantes sont véri�ées :

∂gξ

∂ξ
= −Γξξ,ξg

ξ − Γξξ,ηg
η − 1

a
n

∂gξ

∂η
= −Γξξ,ηg

ξ − Γξη,ηgη

∂gη

∂η
= −Γηξ,ηg

ξ − Γηη,ηgη −
1

a
n

∂gη

∂ξ
= −Γηξ,ξg

ξ − Γηξ,ηg
η.

(3.66)
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Démonstration. (gξ,gη,n) forme une base de R3, donc il existe Aξ, Aη et Ar tels que

∂gξ

∂ξ
= Aξg

ξ +Aηg
η +Arn. (3.67)

Par produit scalaire, on a
∂gξ

∂ξ
· gξ = Aξ = −Γξξ,ξ. (3.68)

De la même manière, on a
∂gξ

∂ξ
· gη = Aη = −Γξξ,η, (3.69)

ainsi que
∂gξ

∂ξ
· n = Ar = −gξ · ∂n

∂ξ
= −1

a
gξ · gξ = −1

a
. (3.70)

De la même manière, il existe Bξ, Bη et Br tels que

∂gξ

∂η
= Bξg

ξ +Bηg
η +Brn (3.71)

et on a, par produit scalaire

Bξ = −Γξξ,η et Bη = −Γξη,η. (3.72)

De plus

Br =
∂gξ

∂η
· n = −1

a
gξ · gη = 0. (3.73)

Les résultats pour
∂gη

∂η
et
∂gη

∂ξ
se démontrent de la même manière.

G et G−1 Symboles de Christo�els

Γξξ,η = −Y (1 + Y 2)

δ2

Γηξ,η = −X(1 +X2)

δ2

Γξη,η = 0

G = a2 (1 +X2)(1 + Y 2)

δ4

[
1 +X2 −XY
−XY 1 + Y 2

]
Γηξ,ξ = 0

Γηη,η =
2X2Y

δ2

Γξξ,ξ =
2XY 2

δ2

G−1 =
δ2

a2(1 +X2)(1 + Y 2)

[
1 + Y 2 XY
XY 1 +X2

]
Γrξ,ξ = −a(1 + Y 2)(1 +X2)2

δ4

Γrη,η = −a(1 + Y 2)2(1 +X2)

δ4

Γrξ,η = aXY
(1 + Y 2)(1 +X2)

δ4

Table 3.2 � Quelques invariants par changement de panels
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Proposition 3.9. (Contraction des symboles de Christo�el) Les égalités suivantes sont véri�ées :
Γηη,ξ + Γξξ,ξ =

1√
det(G)

∂

∂ξ

(√
det(G)

)
Γξξ,η + Γηη,η =

1√
det(G)

∂

∂η

(√
det(G)

)
.

(3.74)

Démonstration. Soient i, j, k ∈ {ξ, η}. En dérivant gi,j = gi · gj par rapport à k, on trouve :

∂k(gi,j) = (∂kgi) · gj + (∂kgj) · gi

=
(

Γξk,igξ + Γηk,igη + Γrk,in
)
· gj +

(
Γξk,jgξ + Γηk,jgη + Γrk,jn

)
· gi

= Γξk,igξ,j + Γηk,igη,j + Γξk,jgξ,i + Γηk,jgη,i.

De la même manière, on a

∂i(gj,k) = Γξi,jgξ,k + Γηi,jgη,k + Γξi,kgξ,j + Γηi,kgη,j , (3.75)

ainsi que
∂k(gk,i) = Γξj,kgξ,i + Γηj,kgη,i + Γξj,igξ,k + Γηj,igη,k. (3.76)

En combinant ces trois relations, on obtient

∂k(gi,j) + ∂i(gj,k)− ∂j(gk,i) = 2Γξk,igξ,j + 2Γηk,igη,j . (3.77)

Ainsi en considérant les cas j = ξ et j = η, on trouve le système :{
1
2 (∂k(gi,ξ) + ∂i(gξ,k)− ∂ξ(gk,i)) = Γξk,igξ,ξ + Γηk,igη,ξ
1
2 (∂k(gi,η) + ∂i(gη,k)− ∂η(gk,i)) = Γξk,igξ,η + Γηk,igη,η.

(3.78)

En remarquant que [
gξ,ξ gξ,η
gη,ξ gη,η

]−1

=

[
gξ,ξ gξ,η

gη,ξ gη,η

]
, (3.79)

on trouve 
1

2
gξ,ξ(∂kgi,ξ + ∂igξ,k − ∂ξgk,i) +

1

2
gξ,η(∂kgi,η + ∂igη,k − ∂ηgk,i) = Γξk,i

1

2
gξ,η(∂kgi,ξ + ∂igξ,k − ∂ξgk,i) +

1

2
gη,η(∂kgi,η + ∂igη,k − ∂ηgk,i) = Γηk,i.

(3.80)

En particulier, en prenant k = i = ξ dans la première équation ainsi que k = η et i = ξ dans la
seconde on trouve 

1

2
gξ,ξ∂ξgξ,ξ +

1

2
gξ,η (2∂ξgξ,η − ∂ηgξ,ξ) = Γξξ,ξ

1

2
gξ,η∂ηgξ,ξ +

1

2
gη,η∂ξgη,η = Γηη,ξ.

(3.81)

On somme ces deux équations pour obtenir l'équation suivante

Γηη,ξ + Γξξ,ξ =
1

2

(
gξ,ξ∂ξgξ,ξ + 2gξ,η∂ξgξ,η + gη,η∂ξgη,η

)
. (3.82)

Or, le calcul de gξ,ξ, gη,ξ et gη,η peut se faire grâce aux relations suivantes :

G−1 =

[
gξ,ξ gξ,η

gξ,η gη,η

]
=

1

det(G)
comat(G)T

=
1

det(G)

[
gη,η −gξ,η
−gξ,η gξ,ξ

]
.
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Donc par identi�cation on a

Γηη,ξ + Γξξ,ξ =
1

2 det(G)
[gη,η∂ξgξ,ξ − 2gξ,η∂ξgξ,η + gξ,ξ∂ξgη,η]

=
1

2 det(G)
∂ξ
(
gξ,ξgη,η − g2

ξ,η

)
=

1

2 det(G)
∂ξ det(G)

=
1√

det(G)
∂ξ(
√

det(G)).

La seconde égalité se montre de la même manière.

3.3 Calcul intrinsèque sur la Cubed-Sphere

On a vu dans la section 3.2 que les coordonnées gnomoniques (X,Y ) ainsi que les coordonnées

(ξ, η) forment des systèmes de coordonnées admissibles sur chaque panel. Pour tout point x
(k)
i,j ∈ S2

a du

panel (k) de la Cubed-Sphere, il existe deux cercles C(1)
i et C(2)

j tels que :

x
(k)
i,j ∈ C

(1)
i ∩ C

(2)
j . (3.83)

L'angle α est l'angle géodésique entre x
(k)
i,j et x

(k)
0,j le long de C(2)

j . L'angle β est l'angle géodésique

entre x
(k)
i,j et x

(k)
i,0 mesuré le long de C(1)

i (voir Fig. 3.10). Des angles géodésiques α et β peuvent être
construits sur chaque panel, l'orientation de ces angles est donnée en Figure 3.11. Ainsi, chaque panel
est construit à partir de sections de grands cercles.

C
(2)
0

C
(1)
0

C
(2)
j

C
(1)
i

•

•

••

•
x

(k)
i,j•

x
(k)
0,j

•
x

(k)
i,0

α

β

Figure 3.10 � Angles géodésiques α et β pour le point x(k)
i,j .

Soit x
(I)
i,j un point du panel (I) de coordonnées (x, y, z) dans R3. Alors les relations suivantes sont

véri�ées : 
x = a cosα cos η = a cosβ cos ξ
y = a sinα = a cosβ sin ξ
z = a cosα sin η = a sinβ.

(3.84)

Des relations similaires existent sur tous les panels (voir Table 3.3).
Pour chaque panel, on peut déduire de (3.84) les expressions de α et β en fonction de ξ et η.
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α

β

(IV )

α

β

(I)

α

β

(II)

α

β

(III)

α

β

(V )

α

β

(V I)

Figure 3.11 � Patron de la Cubed-Sphere avec orientation des directions α et β par panel.

Panel (x, y, z) fonction de (α, η) et de (ξ, β)

x = a cosα cos η = a cosβ cos ξ
(I) y = a sinα = a cosβ sin ξ

z = a cosα sin η = a sinβ

x = −a sinα = −a cosβ sin ξ
(II) y = a cosα cos η = a cosβ cos ξ

z = a cosα sin η = a sinβ

x = −a cosα cos η = a cosβ cos ξ
(III) y = −a sinα = −a cosβ sin ξ

z = a cosα sin η = a sinβ

x = a sinα = a cosβ sin ξ
(IV ) y = −a cosα cos η = −a cosβ cos ξ

z = a cosα sin η = a sinβ

x = −a cosα sin η = −a sinβ
(V ) y = a sinα = a cosβ sin ξ

z = a cosα cos η = a cosβ cos ξ

x = a cosα sin η = a sinβ
(V I) y = a sinα = a cosβ sin ξ

z = −a cosα cos η = −a cosβ cos ξ

Table 3.3 � Coordonnées cartésiennes (x, y, z) en fonction des angles (α, η) et de (ξ, β) sur chaque
panel.
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Théorème 3.2. Les systèmes (α, η) et (ξ, β) sont des systèmes de coordonnées admissibles sur chaque
panel.

Démonstration. Sur le panel (I) (d'après l'équation (3.84) et le tableau 3.3), on a :
x = a cosα cos η
y = a sinα
z = a cosα sin η

(3.85)

Or x 6= 0 sur le panel (I) donc tan η =
z

x

sinα =
y

a

(3.86)

et par construction de la Cubed-Sphere, η ∈ [−π/4, π/4] et α ∈ I ⊂ [−π/4, π/4]. L'application

ϕ : (α, η) ∈
[
−π

4
,
π

4

]2
7→ (x, y, z) ∈ R3 (3.87)

donnée par (3.85) est injective. La réciproque ϕ−1 : (x, y, z) ∈ Im(ϕ) 7→ (α, η) ∈
[
−π

4
,
π

4

]2
est, d'après

(3.86), donnée par α = arcsin(y/a) et η = arctan(z/x) car sin et tan sont des bijections sur
[
−π

4
,
π

4

]
.

Comme (x, y, z) est un système de coordonnées admissible sur le panel (I) alors (α, η) en est un aussi.
De plus, on a le même type de relations sur les autres panels.

La démonstration est la même pour montrer que (ξ, β) est un système de coordonnées admissible
par panel.

Proposition 3.10. Les angles α et β s'expriment en fonction des angles ξ et η par
α(ξ, η) = arctan

[
tan ξ√

1 + tan2 η

]

β(ξ, η) = arctan

[
tan η√

1 + tan2 ξ

]
.

(3.88)

Démonstration. D'après l'équation (3.85), on a

x2 + y2 = a2 cos2 β, (3.89)

ainsi que
z2 = a2 sin2 β, (3.90)

d'où on déduit facilement :

tan2 β =
z2

x2 + y2

=
Y 2

1 +X2
.

L'expression de β suivante se déduit

β(ξ, η) = arctan

[
tan η√

1 + tan2 ξ

]
. (3.91)

De la même manière on obtient :

α(ξ, η) = arctan

[
tan ξ√

1 + tan2 η

]
. (3.92)

De plus, ces équations se retrouvent sur chaque panel.
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Théorème 3.3. Les angles (α, β) forment un système de coordonnées admissible par panel.

Démonstration. On dé�nit l'application ϕ permettant de passer des coordonnées gnomoniques (X,Y ) =
(tan ξ, tan η) à (α, β). Cette application est donnée par

ϕ :

{
[−1, 1]2 → Im(ϕ)
(X,Y ) 7→ (α(X,Y ), β(X,Y ))

(3.93)

avec α(X,Y ) et β(X,Y ) véri�ant :

α(X,Y ) = arctan

[
X√

1 + Y 2

]
, et β(X,Y ) = arctan

[
Y√

1 +X2

]
. (3.94)

L'application ϕ est continue, [−1, 1]2 est connexe donc Im(ϕ) est connexe. De plus, l'inclusion suivante
est véri�ée :

Im(ϕ) ⊂
[
−π

4
,
π

4

]2
. (3.95)

L'application ϕ est surjective par construction. Montrons qu'elle est injective. Supposons qu'il existe
(X1, Y1) et (X2, Y2) dans [−1, 1]2 tels que

ϕ(X1, Y1) = ϕ(X2, Y2). (3.96)

Comme arctan est bijective de [−1, 1] dans [−π/4, π/4], cette relation est équivalente à
X1√

1 + Y 2
1

=
X2√

1 + Y 2
2

Y1√
1 +X2

1

=
Y2√

1 +X2
2

.

(3.97)

On pose a =
X1√

1 + Y 2
1

et b =
Y1√

1 +X2
1

. Le système (3.97) implique :

{
X2

2 − a2Y 2
2 = a2

−b2X2
2 + Y 2

2 = b2.
(3.98)

Le système (3.98) est un système linéaire en (X2
2 , Y

2
2 ). De plus, ce système est inversible, en e�et pour

que le système ne soit pas inversible, il faudrait que

0 = det

[
1 −a2

−b2 1

]
= 1− a2b2.

En remplaçant a et b par leur valeur, cette dernière relation implique

0 = 1 +X2
1 + Y 2

1 , (3.99)

ce qui est impossible. Donc le système (3.98) admet une unique solution et cette dernière est donnée
par 

X2
2 =

a2(b2 + 1)

1− a2b2
= X2

1

Y 2
2 =

b2(a2 + 1)

1− a2b2
= Y 2

1 .

(3.100)

Donc on obtient X1 = ±X2 et Y1 = ±Y2. Or si X1 = −X2, on a

X1√
1 + Y 2

1

= − X1√
1 + Y 2

2

, (3.101)
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Figure 3.12 � L'ensemble (Iα) de grands cercles correspond aux isolignes η constant du panel (I) et
du panel (III).

d'où on déduit directement √
1 + Y 2

1 = −
√

1 + Y 2
2 , (3.102)

ce qui est absurde. Donc on ne peut pas avoir X1 = −X2. De la même manière, on ne peut pas avoir
Y1 = −Y2. On en déduit que (X1, Y1) = (X2, Y2) et l'application ϕ est bijective.

En�n on a vu que (X,Y ) est un système de coordonnées admissible par panel donc (α, β) est un
système de coordonnées admissible par panel.

Chacune des sections de grand cercle peut être complétée en un grand cercle. Le grand cercle C(1)
i

correspond à une isoligne ξ constante et le grand cercle C(2)
j à une isoligne η constante. Considérons

l'isoligne η constante sur le panel (I). Sur ce panel, l'angle α est tel que :

− α0(η) ≤ α ≤ α0(η) avec α0(η) = arctan

(√
2

2
tan η

)
. (3.103)

Le grand cercle C(2)
j traverse sur les panels (II), (III) et (IV ) dans cet ordre. On peut prolonger α

comme étant l'angle curviligne le long du grand cercle complet. Sur le panel (II), le grand cercle C(2)
j

coupe d'autres grands cercles (ceux permettant de construire le panel (II)) en Mk (−N/2 ≤ k ≤ N/2)
de coordonnées (ξEk = k∆ξ, ηEk ). Il coupe aussi le panel (III) mais correspond aux points de maillage
par symétrie, soit le grand cercle du panel (III) correspondant à l'isoligne ηBk = π

2 − η. En�n, le grand
cercle C(2)

j traverse le panel (IV ) aux points de coordonnées (ξWk = k∆ξ, ηWk ).

De la même manière, le grand cercle C(1)
i traverse les panels (V ), (III) et (V I) dans cet ordre et

est paramétré par l'angle β.
Les autres panels (II), (III), (IV ), (V ), (V I) sont traités de la même manière. Compte tenu des

symétries de la Cubed-Sphere, six familles de grands cercles sont à considérer. On dé�nit les familles
de grands cercles suivants :

• (Iα) et (Iβ) sont les grands cercles passant par le panel (I). Ils sont dé�nis comme les isolignes
en η et en ξ (du panel (I)) respectivement,

• (IIα) et (IIβ) sont les grands cercles passant par le panel (II). Ils sont dé�nis comme les isolignes
en η et en ξ (du panel (II)) respectivement,

• (Vα) et (Vβ) sont les grands cercles passant par le panel (V ). Ils sont dé�nis comme les isolignes
en η et en ξ (du panel (V )) respectivement.

La structure de la Cubed-Sphere décrite par des grands cercles est à la base du procédé de calcul
des dérivées hermitiennes que nous utilisons dans ce travail. Le calcul du gradient suit la procédure
suivante :
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1. Construction de données le long de grands cercles complets,

2. Calcul des dérivées hermitiennes sur les grands cercles,

3. Assemblage pour obtenir le gradient.

Pour calculer
∂h

∂α |C1

et
∂h

∂β |C2

aux points de maillage, il est utile de connaître les coordonnées des

points d'intersections de grands cercles entre les panels.
Soit h(k)

i,j donné avec −N/2 ≤ i, j ≤ N/2 et (k) = (I), (II), (III), (IV ), (V ), (V I). Considérons le

grand cercle C1 ∈ (Iα). Il correspond à l'isoligne η = ηF0 = j0∆η. Les valeurs hFi,j0 sont localisée sur un
grand cercle avec −N/2 ≤ i ≤ N/2. Le cercle C1 traverse le panel (II) sur lequel il faut interpoler les
données pour compléter les valeurs le long de C1 sur le panel (II). Le cercle C1 coupe chaque isoligne
ξ = ξEi0 = i0∆ξ au point de coordonnées (ξEi0 , βi0,j0) dans le système de coordonnées (ξE , β) du panel
(II). Un point x(x, y, z) ∈ R3 d'un cercle de la famille (IIβ) satisfait les relations :

x = −a cosβ sin ξE

y = a cosβ cos ξE

z = a sinβ.
(3.104)

Le point x(x, y, z) se situe à l'intersection de C1 (isocline ηFj0 du panel (I)) avec le grand cercle corres-
pondant à l'isocline ξ = ξEi0 = i0∆ξ. Alors x, y et z sont solutions du système suivant :

x = a cosαi0,j0 cos ηFj0 = a cosβi0,j0 cos ξEi0
y = a sinαi0,j0 = a cosβi0,j0 cos ξEi0
z = a cosαi0,j0 sin ηFj0 = a sinβi0,j0 .

(3.105)

De là, il découle :
z

x
= tan ηFj0 = − sinβi0,j0

cosβi0,j0 sin ξEi0
(3.106)

donc :
βi0,j0 = arctan

[
− tan ηFj0 sin ξEi0

]
. (3.107)

Ainsi, le point du panel (II) de coordonnées (ξ, β), représentant l'intersection de l'isocline ηFj0 du
panel (I) avec l'isocline ξEi0 du panel (II), est donné par (ξEi0 , βi0,j0). En général, il ne s'agit pas d'un

point de la Cubed-Sphere. Nous utilisons une méthode de spline cubique pour obtenir des valeurs u(II)
i0,j

interpolées sur la totalité de C. En continuant ce procédé, nous obtenons des valeurs sur le cercle C.

On calcule à présent les dérivées partielles
∂h

∂α |C1

et
∂h

∂β |C2

en fonction des paramètres ξ et η. Par

composition, les relations suivantes sont véri�ées :

∂h

∂α |C1

=
1

∂α
∂ξ |C1

∂h

∂ξ |C1

∂h

∂β |C2

=
1

∂β
∂η |C2

∂h

∂η |C2

(3.108)

car η 7→ α est constant le long de C2 ∈ (Iα) et ξ 7→ β est constant le long de C1 ∈ (Iβ).
On calcule les vecteurs gα, gβ , gα et gβ en fonction de gξ, gη, gξ et gη :

Proposition 3.11. Les expressions suivantes sont véri�ées :

• eα =
1

∂α
∂ξ |C1

gξ le long de C1,
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• eβ =
1

∂β
∂η |C2

gη le long de C2,

• eα =
∂α

∂ξ |C1

gξ le long de C1,

• eβ =
∂β

∂η |C2

gη le long de C2.

Démonstration. • Par dé�nition et composition, le long de C1, on a :

gξ =
dx

dξ |η

=
∂α

∂ξ |η

∂x

∂α |η
+
∂β

∂ξ |η

∂x

∂β |η

=
∂α

∂ξ |η

∂x

∂α |η
.

De cette dernière relation, il découle la première égalité :

eα =
1

∂α
∂ξ |η

gξ. (3.109)

De la même manière :

eβ =
1

∂β
∂η |ξ

gη. (3.110)

• On pose u =
∂α

∂ξ |η
gξ et v =

∂β

∂η |ξ
gη. Donc le long de C1, on a :

eα · u =

∂α
∂ξ |η
∂α
∂ξ |η

gξ · gξ = 1. (3.111)

De plus :

eβ · u =

∂α
∂ξ |η
∂β
∂η |ξ

gη · gξ = 0 (3.112)

Donc eα = u. De la même manière, on montre que eβ = v le long de C2.

Théorème 3.4. Soit h : S2
a → R une fonction régulière. Alors :

∇Th =
∂h

∂ξ |η=η̄

gξ +
∂h

∂η |ξ=ξ̄
gη. (3.113)

Démonstration. Les égalités suivantes sont véri�ées grâce à la proposition 3.11 et aux équations (3.108) :

∂h

∂α |C1

eα =
1

α′(ξ)

∂h

∂ξ |η=η̄

α′(ξ)gξ =
∂h

∂ξ |η=η̄

gξ (3.114)

De même on a :
∂h

∂β |C2

eβ =
∂h

∂η |ξ=ξ̄
gη (3.115)

d'où le résultat à l'aide de la formule (3.10).
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3.4 Harmoniques Sphériques sur la Cubed-Sphere

Pour résoudre des problèmes sur la sphère, les harmoniques sphériques jouent un rôle particuliè-
rement important [5, 37]. On les utilise pour décomposer des fonctions de carré intégrable. On note
Yl
m les harmoniques sphériques avec l ∈ N et |m| ≤ l, m ∈ Z. Les harmoniques sphériques sur S2

a

s'expriment en fonction de (λ, θ), les coordonnées longitude-latitude, par

Yl
m(x) = Yl

m(λ, θ) =
(−1)m

a

√
(2l + 1)

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

P
|m|
l (sin(θ)) exp (imλ) , (3.116)

où Pml désignent les polynômes de Legendre associés [5, 57]. Ils s'expriment grâce à la formule

Pml (x) =
1

2ll!
(1− x2)m/2

dl

dxl

(
(x2 − 1)l

)
. (3.117)

En particulier, on a

Y0
0(x) =

1

a
√

4π
. (3.118)

Toute fonction f : x ∈ S2
a 7→ f(x) de carré intégrable s'écrit comme combinaison linéaire des

harmoniques sphériques. Autrement dit, il existe une famille (fm,l)l∈N,|m|≤l de C telle que

f =
∑
l∈N

l∑
m=−l

fm,lY
l
m. (3.119)

Les harmoniques sphériques Yl
m forment une famille orthonormée de L2(S2

a) [5], c'est à dire∫
S2a

Yl
m(x)Ȳl′

m′(x)dσ(x) = δm,m′δl,l′ (3.120)

où δp,q désigne le symbole de Kronecker de p et q.
Dans cette partie, on s'intéresse à la version discrète sur la Cubed-Sphere de ces résultats. Pour

cela nous dé�nissons un produit scalaire pondéré sur le maillage et analysons la version discrète de
l'équation (3.120). La conception et l'étude d'un produit scalaire sur la Cubed-Sphere sont liées à la
conception d'une méthode de quadrature. Une étude a déjà été réalisée dans [70] dans le cadre de
méthodes permettant d'approcher l'intégrale.

3.4.1 Produit scalaire discret sur la Cubed-Sphere

Sur un panel (k) = (I), · · · , (V I) donné, on note I(k)(f) l'intégrale d'une fonction f : x ∈ S2
a 7→

f(x) ∈ C (supposée intégrable) :

I(k)(f) =

∫
(k)
f(x)dσ(x). (3.121)

Proposition 3.12. Soit f : x ∈ S2
a 7→ f(x) ∈ C une fonction intégrable sur la sphère S2

a. Alors pour
tout panel (k) = (I), · · · , (V I), nous avons

I(k) =

∫
[−π/4,π/4]2

f(ξ, η)
√

det(G)dξdη. (3.122)

où (ξ, η) sont les coordonnées d'un point du panel dé�nies dans la section 3.2.

Démonstration. On dé�nit ψ(k) l'application permettant de passer des coordonnées (ξ, η) associées au
panel (k) aux coordonnées cartésiennes . L'application ψ(k) est bien dé�nie car (ξ, η) est un système
de coordonnées admissibles sur le panel (k). On a

ψ(k) : (ξ, η) ∈
[
−π

4
,
π

4

]2
7→ x(ξ, η) ∈ (k). (3.123)
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Par exemple, sur le panel (I) on a :

ψ(I) : (ξ, η) ∈
[
−π

4
,
π

4

]2
7→ x(ξ, η) = (x, y, z) ∈ (I) ⊂ R3, (3.124)

or les relations suivantes sont véri�ées : 
X = tan ξ =

y

x

Y = tan η =
z

x
a2 = x2 + y2 + z2.

(3.125)

Donc x(x, y, z) est donné par 

x =
a√

1 + tan2(ξ) + tan2(η)

y =
a tan(ξ)√

1 + tan2(ξ) + tan2(η)

z =
a tan(η)√

1 + tan2(ξ) + tan2(η)
.

(3.126)

Des relations similaires peuvent être déduites sur tous les panels.∫
(k)
f(x)dσ(x) =

∫
[−π/4,π/4]2

fk(ψ(k)(ξ, η))|det Jψ(k)
(ξ, η)|dξdη

=

∫
[−π/4,π/4]2

f(ψ(k)(ξ, η))
√

det(G)dξdη

avec Jψ(k)
la matrice Jacobienne de ψ(k). En notant fk = f ◦ ψ(k), on a

I(k) =

∫
[−π/4,π/4]2

fk(ξ, η)
√

det(G)dξdη. (3.127)

Les panels (I), · · · , (V I) couvrent la totalité de la Cubed-Sphere et sont disjoints. Donc en notant

I(f) =

∫
S2a
f(x)dσ(x), (3.128)

on obtient la relation

I(f) =

(V I)∑
(k)=(I)

I(k)(f). (3.129)

Par analogie avec l'intégrale, nous nous intéressons à des produits scalaires de la forme

< u, v >CS=

(V I)∑
(k)=(I)

∆ξ∆η

N/2∑
i=−N/2

N/2∑
j=−N/2

ωi,ju
(k)
i,j v̄

(k)
i,j

√
Ḡi,j

 (3.130)

où u et v sont des fonctions de grille sur la Cubed-Sphere. De plus, nous notons Ḡi,j = det(G(ξi, ηj)).
Pour tout −N/2 ≤ i, j ≤ N/2, on note ωi,j > 0 un poids donné.

Proposition 3.13. < ·, · >CS dé�nit un produit scalaire hermitien sur l'espace des fonctions de grille
sur la Cubed-Sphere.
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3.4.2 Harmoniques sphériques sur la Cubed-Sphere

Pour les produits scalaires de la forme < ·, · >CS, on analyse l'orthogonalité des harmoniques
sphériques restreintes au maillages. Pour cela, on commence par observer les propriétés de symétrie
suivantes :

Lemme 3.1. Soit l ∈ N et m tel que |m| ≤ l. Alors à tout harmonique sphérique Yl
m, si (λ, θ) ∈

]0, 2π]×] − π/2, π/2[ représente les coordonnées longitude-latitude, on a les relations de symétrie sui-
vantes :

• Yl
m(λ, θ) = (−1)m+lYl

m(λ,−θ),

• Yl
m(λ+ α, θ) = eimαYl

m (λ, θ),

• Yl
m(λ, θ) = Ȳl

m(−λ, θ).

En tenant compte de ces symétries sur les harmoniques sphériques, il su�t d'ajouter des symétries
semblables aux poids ωi,j dans la dé�nition du produit scalaire < ·, · >CS pour que des compensations
apparaissent entre les panels de la Cubed-Sphere. On a le résultat suivant :

Théorème 3.5. Soient Yl
m et Yl′

m′ deux harmoniques sphériques avec l, l′ ∈ N, |m| ≤ l et |m′| ≤ l′.
On suppose que pour tout −N/2 ≤ i, j ≤ N/2, les poids (ωi,j)−N/2≤i,j≤N/2 satisfont

ωi,j = ω−i,j = ω−i,−j = ωi,−j > 0 (3.131)

alors les fonctions de grilles restreintes à la Cubed-Sphere Yl,∗
m et Yl′,∗

m′ satisfont

< Yl,∗
m ,Y

l′,∗
m′ >CS= 0 (3.132)

si m+m′ ou l + l′ est impair. En particulier on a

< Yl,∗
m ,Y

0,∗
0 >CS= 0 (3.133)

lorsque

• m impair ou bien,

• l impair ou bien,

• l pair et m ≡ 2[4].

Démonstration. Soit (k) = (I), · · · , (V I). Nous adoptons la notation

S(k) = ∆ξ∆η

N/2∑
i=−N/2

N/2∑
j=−N/2

ωi,j(Y
l,∗
m )

(k)
i,j (Ȳl′,∗

m′ )
(k)
i,j

√
Ḡi,j . (3.134)

Donc la relation suivante est véri�ée :

S =< Yl,∗
m ,Y

l′,∗
m′ >CS=

(V I)∑
(k)=(I)

S(k). (3.135)

D'après les relations de symétrie sur ωi,j (3.131) et sur les harmoniques sphériques (lemme 3.1), on a

S(I) = ∆ξ∆η

N/2∑
i=−N/2

N/2∑
j=−N/2

ωi,j(Y
l,∗
m )

(I)
i,j (Ȳl′,∗

m′ )
(I)
i,j

√
Ḡi,j

= (−1)l+l
′
∆ξ∆η

N/2∑
i=−N/2

N/2∑
j=−N/2

ωi,j(Y
l,∗
m )

(III)
i,j (Ȳl′,∗

m′ )
(III)
i,j

√
Ḡi,j

= (−1)l+l
′
S(III).

104



3.4. Harmoniques Sphériques sur la Cubed-Sphere

De la même manière, on a
S(II) = (−1)l+l

′
S(IV ). (3.136)

Les panels (V ) et (V I) étant symétriques par rapport à l'équateur, en utilisant le premier point du
lemme 3.1, on a

S(V ) = (−1)m+m′+l+l′S(V I). (3.137)

En combinant (3.136) et (3.137), on montre que

S = (1 + (−1)l+l
′
)(S(I) + S(II)) + (1 + (−1)l+l

′+m+m′)S(V ). (3.138)

Les points du panel (I) se déduisent par rotation d'angle π/2 à partir de ceux du panel (II). De plus,
d'après le lemme 3.1, on a

Yl
m(λ+ π/2, θ) = exp

(
−imπ

2

)
Yl
m(λ, θ). (3.139)

Partant de ces relations entre les panels (I) et (II), on trouve

S = (1 + (−1)l+l
′
)
(

exp
(
−i(m+m′)

π

2

)
+ 1
)
S(I) + (1 + (−1)l+l

′+m+m′)S(V ). (3.140)

Le problème est à présent de savoir si on peut avoir S(I) = 0 ou S(V ) = 0.
Considérons d'abord le panel (I). On a

S(I) = ∆ξ∆η

N/2∑
i=−N/2

N/2∑
j=−N/2

ωi,j(Y
l,∗
m )

(I)
i,j (Ȳl′,∗

m′ )
(I)
i,j

√
Ḡi,j

= S1 + S2 + S3 + S4,

avec S1 donné par

S1 =∆ξ∆η
1∑

i=−N/2

N/2∑
j=1

ωi,j(Y
l,∗
m )

(I)
i,j (Ȳl′,∗

m′ )
(I)
i,j

√
Ḡi,j

+
∆ξ∆η

2

1∑
i=−N/2

ωi,0(Yl,∗
m )

(I)
i,0 (Ȳl′,∗

m′ )
(I)
i,0

√
Ḡi,0

+
∆ξ∆η

2

N/2∑
j=1

ω0,j(Y
l,∗
m )

(I)
0,j (Ȳ

l′,∗
m′ )

(I)
0,j

√
Ḡ0,j

+
∆ξ∆η

4
(Yl,∗

m )
(I)
0,0(Ȳl′,∗

m′ )
(I)
0,0

√
Ḡ0,0,

S2 donné par

S2 =∆ξ∆η

1∑
i=−N/2

1∑
j=−N/2

ωi,j(Y
l,∗
m )

(I)
i,j (Ȳl′,∗

m′ )
(I)
i,j

√
Ḡi,j

+
∆ξ∆η

2

1∑
i=−N/2

ωi,0(Yl,∗
m )

(I)
i,0 (Ȳl′,∗

m′ )
(I)
i,0

√
Ḡi,0

+
∆ξ∆η

2

1∑
j=−N/2

ω0,j(Y
l,∗
m )

(I)
0,j (Ȳ

l′,∗
m′ )

(I)
0,j

√
Ḡ0,j

+
∆ξ∆η

4
(Yl,∗

m )
(I)
0,0(Ȳl′,∗

m′ )
(I)
0,0

√
Ḡ0,0,
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S1

S2 S3

S4

(Oy)

(Oz)

Figure 3.13 � Représentation schématique des zones S1 à S4 sur le panel (I)

S3 donné par

S3 =∆ξ∆η

N/2∑
i=1

1∑
j=−N/2

ωi,j(Y
l,∗
m )

(I)
i,j (Ȳl′,∗

m′ )
(I)
i,j

√
Ḡi,j

+
∆ξ∆η

2

N/2∑
i=1

ωi,0(Yl,∗
m )

(I)
i,0 (Ȳl′,∗

m′ )
(I)
i,0

√
Ḡi,0

+
∆ξ∆η

2

1∑
j=−N/2

ω0,j(Y
l,∗
m )

(I)
0,j (Ȳ

l′,∗
m′ )

(I)
0,j

√
Ḡ0,j

+
∆ξ∆η

4
(Yl,∗

m )
(I)
0,0(Ȳl′,∗

m′ )
(I)
0,0

√
Ḡ0,0,

S4 donné par

S4 =∆ξ∆η

N/2∑
i=1

N/2∑
j=1

ωi,j(Y
l,∗
m )

(I)
i,j (Ȳl′,∗

m′ )
(I)
i,j

√
Ḡi,j

+
∆ξ∆η

2

N/2∑
i=1

ωi,0(Yl,∗
m )

(I)
i,0 (Ȳl′,∗

m′ )
(I)
i,0

√
Ḡi,0

+
∆ξ∆η

2

N/2∑
j=1

ω0,j(Y
l,∗
m )

(I)
0,j (Ȳ

l′,∗
m′ )

(I)
0,j

√
Ḡ0,j

+
∆ξ∆η

4
(Yl,∗

m )
(I)
0,0(Ȳl′,∗

m′ )
(I)
0,0

√
Ḡ0,0.

Une représentation des zones attribuées à S1, S2, S3 et S4 sur le panel (I) est donnée en Figure 3.13.
Compte tenu des symétries des harmoniques sphériques ainsi que des symétries des poids ωi,j , on a

S3 = S̄1

S4 = S̄2

S̄1 = (−1)m+m′+l+l′S1

(3.141)
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(Oy)

(Ox)

Sa

Sb

Figure 3.14 � Représentation schématique des zones Sa et Sb sur le panel V

donc il vient :

S(I) = S1 + S2 + S3 + S4

= S1 + S2 + S̄1 + S̄2

= (1 + (−1)l+l
′+m+m′)(S1 + S2)

De plus, on a le même type de résultat pour S(II).
Pour le panel (V ), on nomme Sa et Sb les quantités suivantes :

Sa =∆ξ∆η

1∑
i=−N/2

N/2∑
j=−N/2

ωi,j(Y
l,∗
m )

(I)
i,j (Ȳl′,∗

m′ )
(I)
i,j

√
Ḡi,j

+
∆ξ∆η

2

N/2∑
j=−N/2

ω0,j(Y
l,∗
m )

(I)
0,j (Ȳ

l′,∗
m′ )

(I)
0,j

√
Ḡ0,j ,

Sb est donné par la relation suivante

Sb =∆ξ∆η

N/2∑
i=1

N/2∑
j=−N/2

ωi,j(Y
l,∗
m )

(I)
i,j (Ȳl′,∗

m′ )
(I)
i,j

√
Ḡi,j

+
∆ξ∆η

2

N/2∑
j=−N/2

ω0,j(Y
l,∗
m )

(I)
0,j (Ȳ

l′,∗
m′ )

(I)
0,j

√
Ḡ0,j .

Les zones attribuées à Sa et Sb sont représentées schématiquement dans la Figure 3.14.
On note que :

S(V ) = Sa + Sb

= Sa + (−1)l−l
′
Sa

= (1 + (−1)l+l
′
)Sa.
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En faisant le bilan et en considérant les égalités démontrées, on obtient :

S = (1 + (−1)l+l
′
)
(

exp
(
−i(m+m′)

π

2

)
+ 1
)

(1 + (−1)l+l
′+m+m′)(S1 + S2) + ...

...+ (1 + (−1)l+l
′+m+m′)(1 + (−1)l+l

′
)Sa. (3.142)

Donc S = 0 si m+m′ est impair ou si l + l′ est impair.
Dans le cas où m = 0 et l = 0, on a

< Yl,∗
m ,Y

0,∗
0 >CS= (1+(−1)l)

(
1 + exp

(
−imπ

2

))
(1+(−1)l+m)(S1+S2)+(1+(−1)l+m)(1+(−1)l)Sa.

(3.143)
On a déjà vu que < Yl,∗

m ,Y
0,∗
0 >CS= 0 si l est impair ou m impair. Dans le cas où l ≡ 2[4], on a

< Yl,∗
m ,Y

0,∗
0 >CS= 4Sa. (3.144)

De plus Sa = 0 d'après le second point du lemme 3.1. Le résultat est alors prouvé.

Dans le cas où m+m′ et l+ l′ sont pairs, le produit scalaire < Yl
m,Y

l′
m′ >CS n'est a priori pas nul.

Un choix judicieux des coe�cients (ωi,j)−N/2≤i,j≤N/2 permet d'assurer que cette quantité reste faible
lorsque m 6= m′ et l 6= l′. C'est l'objet de la prochaine section.

3.4.3 Quadrature sur la sphère

Les équations que nous allons résoudre sur la sphère sont des relations de conservation. De manière
à étudier les propriétés de conservation du schéma utilisé, il est utile de connaître une formule de
quadrature adaptée. Dans [3, 34], la méthode de quadrature est conçue pour être adaptée aux harmo-
niques sphériques, voir aussi [62] ou les livres [5, 47]. Les méthodes de quadratures considérées visent
à approcher l'intégrale

I(f) =

∫
S2a
f(x)dσ(x). (3.145)

On note que lorsque f = Yl
m est une harmonique sphérique, il s'agit d'un cas particulier de la formule

(3.120) avec m′ = l′ = 0. Ainsi, on a
I(Yl

m) = 0 (3.146)

sauf si m = l = 0. Pour approcher I(f), on considère des méthodes de quadrature de la forme

Q(f) =
∑
p

ωpf(xp) (3.147)

où f : x ∈ S2
a 7→ f(x) ∈ C est une fonction dé�nie sur la sphère. Les points (xp)p représentent un

nombre �ni de points de S2
a, les valeurs (ωp)p sont des poids permettant d'approcher (3.145).

Compte tenu de la structure de la Cubed-Sphere, il est possible de construire des méthodes de
quadrature par panel. On cherche des formules de quadrature proches du produit scalaire < ·, · >CS

car si f : S2
a 7→ C est une fonction de L2(S2

a,C) alors∫
S2a
f(x)dσ(x) =< f, 1 >L2(S2a,C) . (3.148)

On utilise donc des formules de quadrature de la forme

Q(f) =

(V I)∑
(k)=(I)

Q(k)(f) (3.149)
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avec Q(k)(f∗) une formule de quadrature par panel de la forme

Q(k)(f) = ∆ξ∆η

N/2∑
i=−N/2

N/2∑
j=−N/2

ωi,jf
(k)
i,j

√
Ḡi,j ≈

∫
(k)
f(x)dσ(x) (3.150)

avec Ḡi,j = det(Gi,j). Ces formules de quadratures sont étudiées dans [70] et donnent de très bon
résultats grâce aux symétries de la Cubed-Sphere. De plus, il est possible de les améliorer en perturbant
les valeurs de (ωi,j)−N/2≤i,j≤N/2. Le lien avec le produit scalaire du chapitre 3 peut être fait directement
en notant que

Q(f) =< f, 1 >CS, (3.151)

où 1 est la fonction de grille constante égale à 1. Or, 1 = a
√

4πY0,∗
0 , donc en utilisant le théorème 3.5,

on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 3.1. Toute formule de quadrature Q véri�ant

ωi,j = ω−i,j = ωi,−j = ω−i,−j (3.152)

pour tout −N/2 ≤ i, j ≤ N/2 satisfait exactement la relation

Q
(
Yl,∗
m

)
= 0, (3.153)

avec l ∈ N et |m| ≤ l, si

• m est impair ou,

• l impair ou,

• l pair et m ≡ 2[4].

pour tout N paramètre de la Cubed-Sphere.

Dans la suite de ce chapitre, nous étudions di�érents choix de (ωi,j)−N/2≤i,j≤N/2 donnant des
formules de quadratures (3.147) sur la sphère S2

a.

3.4.4 Formules de quadrature de type trapèze

Soient f̃ : (ξ, η) ∈ R2 7→ f̃(ξ, η) ∈ C une fonction régulière et (a, b) ∈ R2 deux réels tels que a < b.
Alors il existe un unique polynôme P (ξ, η) ∈ C[ξ, η] de degré 1 en ξ et 1 en η tel que

P (a, a) = f̃(a, a)

P (a, b) = f̃(a, b)

P (b, a) = f̃(b, a)

P (b, b) = f̃(b, b).

(3.154)

Ce polynôme est égal à, pour tous (ξ, η) ∈ R2,

P (ξ, η) =
f̃(b, b)

(a− b)2
(ξ−a)(η−a)− f̃(a, b)

(a− b)2
(ξ−a)(η−b)− f̃(b, a)

(a− b)2
(ξ−b)(η−a)+

f̃(a, a)

(a− b)2
(ξ−b)(η−b).

(3.155)
L'idée de la méthode des trapèzes est d'approcher l'intégrale de f̃ à l'aide de l'intégrale de P , c'est à
dire ∫

[a,b]2
f̃(ξ, η)dξdη ≈ (b− a)2 f̃(a, a) + f̃(a, b) + f̃(b, a) + f̃(b, b)

4
. (3.156)
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La méthode des trapèzes composite consiste à juxtaposer un ensemble de carrés pour calculer une
intégrale. Plus le nombre de carrés est grand, plus l'intégrale approchée sera précise. On remarque que∫

[−π/4,π/4]2
f̃(ξ, η)dξdη =

N/2−1∑
i=−N/2

N/2−1∑
j=−N/2

∫ ξi+1

ξi

∫ ηi+1

ηi

f̃(ξ, η)dξdη, (3.157)

avec ξi =
π

4
+ i∆ξ et ηj =

π

4
+ j∆η. Les pas d'espace ∆ξ et ∆η sont

∆ξ = ∆η =
π

2N
. (3.158)

On souhaite approcher l'intégrale ∫
[−π/4,π/4]2

f̃(ξ, η)dξdη (3.159)

en considérant la formule (3.156) sur chaque carré [ξi, ξi+1]× [ηi, ηi+1]. La formule de quadrature prend
alors la forme suivante :∫

[−π/4,π/4]2
f̃(ξ, η)dξdη ≈ ∆ξ∆η

N/2−1∑
i=−N/2

N/2−1∑
j=−N/2

f̃(ξi, ηj) + f̃(ξi+1, ηj) + f̃(ξi, ηj+1) + f̃(ξi+1, ηj+1)

4

= ∆ξ∆η

N/2−1∑
i=−N/2+1

N/2−1∑
j=−N/2+1

f̃(ξi, ηj) + ...

...+
∆ξ∆η

2

 N/2−1∑
i=−N/2+1

(
f̃(ξi, ηN/2) + f̃(ξi, η−N/2)

)+ ...

...+
∆ξ∆η

2

 N/2−1∑
j=−N/2+1

(
f̃(ξN/2, ηj) + f̃(ξ−N/2, ηj)

)+ ...

...+
∆ξ∆η

4

(
f̃(ξN/2, ηN/2) + f̃(ξ−N/2, ηN/2) + f̃(ξN/2, η−N/2) + f̃(ξ−N/2, η−N/2)

)
= ∆ξ∆η

N/2∑
i=−N/2

N/2∑
j=−N/2

ωi,j f̃(ξi, ηj).

Les coe�cients (ωi,j)−N/2≤i,j≤N/2 sont donnés par

• ω−N
2
,−N

2
= ωN

2
,−N

2
= ω−N

2
,N
2

= ωN
2
,N
2

= 1
4 ,

• ωi,N
2

= ωi,−N
2

= 1
2 pour −N

2 + 1 ≤ i ≤ N
2 − 1,

• ωN
2
,j = ω−N

2
,j = 1

2 pour −N
2 + 1 ≤ j ≤ N

2 − 1,

• ωi,j = 1 dans tous les autres cas.

Soit f : x ∈ S2
a 7→ f(x) ∈ C une fonction régulière. On peut appliquer la méthode des trapèzes

composites à la fonction f̃ dé�nie par

f̃(ξ, η) = f(ξ, η)
√

det(G(ξ, η)) avec − π/4 ≤ ξ, η ≤ π/4. (3.160)

On obtient la formule de quadrature Qtpz agissant sur les fonctions de grille sur la Cubed-Sphere et
dé�nie par

Qtpz(f) =

(V I)∑
(k)=(I)

Q
(k)
tpz(f). (3.161)
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Pour tout (k) = (I), ..., (V I), on a

Q
(k)
tpz(f) = ∆ξ∆η

N/2∑
i=−N/2

N/2∑
j=−N/2

ωi,jf
(k)
i,j

√
Ḡi,j , (3.162)

où Ḡi,j = det(G(ξi, ηj)) pour tout −N/2 ≤ i, j ≤ N/2.

Théorème 3.6. La formule Qtpz est consistante à l'ordre 2. De plus, pour toute fonction f : x ∈ S2
a 7→

f(x) ∈ C régulière, on a∫
(k)
f(x)dσ(x) = Q

(k)
tpz(f

∗) + ...

...+
∆ξ3

12

 N/2−1∑
i=−N/2+1

(
∂ηf̃i,N/2 − ∂ηf̃i,−N/2

)
+

N/2−1∑
j=−N/2+1

(
∂ηf̃N/2,j − ∂ηf̃−N/2,j

)− ...
...− ∆ξ3

24

(
∂ηf̃−N/2,N/2 − ∂ηf̃−N/2,−N/2 + ∂ηf̃N/2,N/2 − ∂ηf̃N/2,−N/2

)
− ...

...− ∆ξ3

24

(
∂ξ f̃N/2,N/2 + ∂ξ f̃N/2,−N/2 − ∂ξ f̃−N/2,N/2 − ∂ξ f̃−N/2,−N/2

)
+ ...

...+O
(
∆ξ4

)
.

en notant que ∆ξ = ∆η ainsi que ∂ξfi,j = ∂ξf(ξi, ηj) et ∂ηfi,j = ∂ηf(ξi, ηj) pour tous −N/2 ≤ i, j ≤
N/2, et

f̃(ξ, η) = f(ξ, η)
√

det(G(ξ, η)) avec − π/4 ≤ ξ, η ≤ π/4. (3.163)

Démonstration. La fonction f̃ est régulière sur [−π/4, π/4]2 comme produit de fonctions régulières. La
formule d'Euler MacLaurin [27, 45, 63] permet de donner une estimation de l'intégrale sur [a, b] ⊂ R :

1

b− a

∫ b

a
f̃(x)dx =

f̃(a) + f̃(b)

2
−

n∑
j=1

(b− a)2j−1 b2j
(2j)!

(
f̃ (2j−1)(b)− f̃ (2j−1)(a)

)
+O

(
(b− a)2n+2

)
(3.164)

avec (b2j) les nombres de Bernoulli [21]. En particulier on note que b2 = 1/6, donc

1

b− a

∫ b

a
f̃(x)dx =

f̃(a) + f̃(b)

2
− (b− a)2

6 · 2!

(
f̃ ′(a)− f̃ ′(b)

)
− (b− a)3

30 · 4!

(
f̃ (3)(a)− f̃ (3)(b)

)
+O

(
(b− a)4

)
.

(3.165)
Ainsi, la formule suivante est véri�ée :∫ π/4

−π/4
f̃(ξ, η)dξ =

N/2−1∑
i=−N/2

∫ ξi+1

ξi

f̃(ξ, η)dξ

=
∆ξ

2
f̃(ξ−N/2, η) + ∆ξ

N/2−1∑
−N/2+1

f̃(ξi, η) +
∆ξ

2
f̃(ξN/2, η)− ...

...− ∆ξ3

24

 N/2−1∑
i=−N/2+1

(
∂ηf̃i,N/2 − ∂ηf̃i,−N/2

)
+

N/2−1∑
j=−N/2+1

(
∂ηf̃N/2,j − ∂ηf̃−N/2,j

)− ...
...− ∆ξ2

12

(
∂ξ f̃(ξN/2, η)− ∂ξ f̃(ξ−N/2, η)

)
+ ...

...− ∆ξ3

720

(
∂

(3)
ξ f̃(ξN/2, η)− ∂(3)

ξ f̃(ξ−N/2, η)
)

+O
(
∆ξ4

)
.
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On intègre cette dernière relation par rapport à η ∈ [−π/4, π/4] et en utilisant à nouveau la formule
d'Euler-MacLaurin, on obtient∫

(k)
f(x)dσ(x) = Q

(k)
tpz(f

∗) + ...

...+
∆ξ3

12

 N/2−1∑
i=−N/2+1

(
∂ηf̃i,N/2 − ∂ηf̃i,−N/2

)
+

N/2−1∑
j=−N/2+1

(
∂ηf̃N/2,j − ∂ηf̃−N/2,j

)− ...
...− ∆ξ3

24

(
∂ηf̃−N/2,N/2 − ∂ηf̃−N/2,−N/2 + ∂ηf̃N/2,N/2 − ∂ηf̃N/2,−N/2

)
− ...

...− ∆ξ3

24

(
∂ξ f̃N/2,N/2 + ∂ξ f̃N/2,−N/2 − ∂ξ f̃−N/2,N/2 − ∂ξ f̃−N/2,−N/2

)
+ ...

...+O
(
∆ξ4

)
.

Cette dernière relation permet d'obtenir

Qtpz(f
∗)−

∫
(k)
f(x)dσ(x) = O(∆ξ2). (3.166)

Alors par somme sur (k), on montre que la formule Qtpz est consistante avec l'intégrale à l'ordre 2.

Remarque 3.2. On note que si −N/2 ≤ i, j ≤ N/2 alors on a

ωi,j = ω−i,j = ωi,−j = ω−i,−j > 0 (3.167)

donc le corollaire 3.1 est véri�é pour la formule de quadrature Qtpz.

3.4.5 Formule de quadrature de type Simpson

Dans cette section, on considère N pair. La formule de quadrature de Simpson est basée sur une
approximation polynomiale de f̃ en trois points. L'approximation de Simpson s'exprime sous la forme :∫ b

a
f̃(ξ, η)dξ ≈ b− a

6

(
f̃(a, η) + 4f̃

(
a+ b

2
, η

)
+ f̃(b, η)

)
(3.168)

Il s'agit d'une approximation plus précise que la méthode des trapèzes. En e�et si g : x ∈ [a, b] 7→
g(x) ∈ C alors ∫ b

a
g(x)dx− b− a

6

(
g(a) + 4g

(
a+ b

2

)
+ g(b)

)
= O((b− a)5). (3.169)

Il s'agit d'une méthode classique d'approximation d'intégrale [44].
Ainsi, la formule de Simpson composite s'obtient en juxtaposant des intervalles de la forme [ξi−1, ξi+1]

pour calculer l'intégrale sur
[
−π

4
,
π

4

]
:

∫ π/4

−π/4
f̃(ξ, η)dξ =

N/2∑
i=−N/2,pair

∫ ξi+1

ξi−1

f̃(ξ, η)dξ. (3.170)

En considérant l'approximation de Simpson sur chaque intervalle [ξi−1, ξi+1], on obtient

∫ π/4

−π/4
f̃(ξ, η)dξ =

∆ξ

3

f̃(ξ−N/2, η) + 2

N/4∑
i=−N/4−1

f̃(ξ2i, η) + 4

N/4∑
i=−N/4

f̃(ξ2i−1, η) + f̃(ξN/2, η)

+O
(
∆ξ4

)
.

(3.171)
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On intègre cette équation par rapport à η et on utilise la même approximation dans la direction η :

∫ π
4

−π
4

∫ π
4

−π
4

f̃(ξ, η)dξdη = ∆ξ∆η

N/2∑
i=−N/2

N/2∑
j=−N/2

ωi,j f̃(ξi, ηj) +O
(
∆ξ4

)
(3.172)

où les coe�cients (ωi,j)−N/2≤i,j≤N/2 sont donnés par

• ωN
2
,N
2

= ωN
2
,−N

2
= ω−N

2
,N
2

= ω−N
2
,−N

2
= 1/9,

• ωN
2
,i = ω−N

2
,i = ωi,N

2
= ωi,−N

2
= 4/9 si i est pair,

• ωN
2
,i = ω−N

2
,i = ωi,N

2
= ωi,−N

2
= 2/9 si i est impair,

• ωi,j = 16/9 si i et j sont pairs,

• ωi,j = 4/9 si i et j sont impairs,

• ωi,j = 8/9 dans les autres cas.

On déduit la formule de quadrature sur la sphère. Soit f̃ la fonction dé�ni par

f̃(ξ, η) = f(ξ, η)
√

det(G(ξ, η). (3.173)

On trouve la formule de quadrature de type Simpson, pour tout (k) = (I), ..., (V I), on a

Q(k)
sps(f) = ∆ξ∆η

N/2∑
i=−N/2

N/2∑
j=−N/2

ωi,jf
(k)
i,j

√
Ḡi,j , (3.174)

où Ḡi,j = det(G(ξi, ηj)) pour tout −N/2 ≤ i, j ≤ N/2. On note aussi la formule de quadrature

Qsps(f) =

(V I)∑
(k)=(I)

Q(k)
sps(f). (3.175)

La formule Qsps est consistante à l'ordre 4 au sens du théorème suivant :

Théorème 3.7. Soit f : x ∈ S2
a 7→ f(x) ∈ C une fonction régulière, alors∫

S2a
f(x)dσ(x)−Qsps(f

∗) = O
(
∆ξ4

)
, (3.176)

ainsi que pour (k) = (I), ..., (V I)∫
(k)
f(x)dσ(x)−Q(k)

sps(f
∗) = O

(
∆ξ4

)
, (3.177)

lorsque N est pair.

Remarque 3.3. Comme pour la formule de quadrature Qtpz, si −N/2 ≤ i, j ≤ N/2 alors on a

ωi,j = ω−i,j = ωi,−j = ω−i,−j > 0 (3.178)

donc le corollaire 3.1 est véri�é pour la formule de quadrature Qsps.
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3.4.6 Formule de quadrature de type Qα

La formule de quadrature Qtpz est précise à l'ordre 2. De plus, elle ne dépend pas de la parité de
N le paramètre de la Cubed-Sphere. Dans cette partie, nous considérons la formule de quadrature Qα
basée sur une perturbation de Qtpz.

Dé�nition 3.10. On dé�nit Qα la formule de quadrature agissant sur les fonctions de grilles sur la
Cubed-Sphere f par

Qα(f) =

(V I)∑
(k)=(I)

Q(k)
α (f) (3.179)

où Q(k)
α est la règle de quadrature par panel donnée par

Q(k)
α (f) =

N
2∑

i=−N
2

N
2∑

j=−N
2

∆ξ∆ηωi,jf
(k)
i,j

√
Ḡ(k)(ξi, ηj). (3.180)

Les coe�cients (ωi,j)−N/2≤i,j≤N/2 véri�ent :

• ω−N
2
,−N

2
= ωN

2
,−N

2
= ω−N

2
,N
2

= ωN
2
,N
2

= α,

• ωi,N
2

= ωi,−N
2

= 1
2 pour −N

2 + 1 ≤ i ≤ N
2 − 1,

• ωN
2
,j = ω−N

2
,j = 1

2 pour −N
2 + 1 ≤ j ≤ N

2 − 1,

• ωi,j = 1 dans tous les autres cas.

Le paramètre α est un paramètre qui permettra d'optimiser cette formule de quadrature. En par-
ticulier, on a

Qtpz = Q1/4. (3.181)

La formule ainsi perturbée permet de retrouver des résultats de précision semblables à ceux que
Qtpz. En e�et, on a la proposition suivante :

Proposition 3.14. Soit f : x ∈ S2
a → f(x) ∈ C une fonction régulière alors :

I(k)(f)−Q(k)
α (f∗) = O

(
∆ξ2

)
(3.182)

pour tout (k) ∈ {(I), ..., (V I)}. De plus, on a

I(f)−Qα(f∗) = O(∆ξ2). (3.183)

Démonstration. La fonction f est régulière, donc on a

I(k)(f)−Q(k)
α (f∗) = I(k)(f)−Q(k)

tpz(f
∗) +Q

(k)
tpz(f

∗)−Q(k)
α (f∗)

= Q
(k)
tpz(f

∗)−Q(k)
α (f∗) +O(∆ξ2)

= 3∆ξ∆η

(
1

4
− α

) ∑
(ξ,η)∈C

f(ξ, η)
√

det(G(ξ, η)) +O(∆ξ2)

où C désigne l'ensemble des coins de la Cubed-Sphere.
De plus (ξ, η) ∈ [−π/4, π/4]2 7→ f(ξ, η)

√
det(G(ξ, η)) est continue sur un compact donc bornée.

Ainsi
I(k)(f)−Q(k)

α (f∗) = O(∆ξ2). (3.184)

En sommant cette formule sur chaque panel, on montre la consistance de Qα avec l'intégrale sur la
sphère S2

a.
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Proposition 3.15. La méthode Qα est d'ordre 2.

Démonstration. La preuve de ce résultat consiste à montrer que la formule Qα est d'ordre 2 mais pas
d'ordre supérieur. On pose

Ḡ(x) = det(G(x)). (3.185)

On choisit f tel que pour tout x ∈ S2
a, on ait f(x) =

1√
G(x)

. Alors on sait que l'égalité suivante est

exactement véri�ée pour tout N paramètre de maillage de la Sphère.

Qtpz(f
∗)− I(f) = 0 (3.186)

De plus pour tout (ξ, η) ∈ C = {(π/4, π/4), (−π/4, π/4), (π/4,−π/4), (−π/4,−π/4)}, on a :

f(ξ, η)

√
G(ξ, η = 1 (3.187)

d'où :

Qα(f∗)−Qtpz(f) = 3∆ξ∆η

(
α− 1

4

) ∑
(ξ,η)∈C

f(ξ, η)

√
G(ξ, η)

= 24∆ξ∆η

(
α− 1

4

)
,

donc :

Qα(f∗)− I(f) = Qα(f∗)−Qtpz(f
∗) +Qtpz(f

∗)− I(f)

= 24∆ξ∆η

(
α− 1

4

)
+O

(
∆ξ2

)
La méthode de quadrature Qα ne peut donc pas être d'un ordre supérieur à 2.

Proposition 3.16. Soit (k) = (I), · · · , (V I) un panel �xé. Le coe�cient α = 1/3 optimise la quantité

|Q(k)
α (1)− I(k)(1)| (3.188)

au sens où
|Q(k)

1/3(1)− I(k)(1)| = O
(
∆ξ4

)
. (3.189)

Démonstration. On pose f =
√

det(G), alors par comparaison avec la méthode des trapèzes, on a

Q(k)
α (1)− I(k)(1) = Qα(1)−Qtpz(1) +Qtpz(1)− I(k)(1)

= ∆ξ2

(
α− 1

4

)(
fN/2,N/2 + f−N/2,N/2 + fN/2,−N/2 + f−N/2,−N/2

)
+ ...

...+
∆ξ3

12

 N/2−1∑
i=−N/2+1

(
∂ηf̃i,N/2 − ∂ηf̃i,−N/2

)
+

N/2−1∑
j=−N/2+1

(
∂ηf̃N/2,j − ∂ηf̃−N/2,j

)− ...
...− ∆ξ3

24

(
∂ηf̃−N/2,N/2 − ∂ηf̃−N/2,−N/2 + ∂ηf̃N/2,N/2 − ∂ηf̃N/2,−N/2

)
− ...

...− ∆ξ3

24

(
∂ξ f̃N/2,N/2 + ∂ξ f̃N/2,−N/2 − ∂ξ f̃−N/2,N/2 − ∂ξ f̃−N/2,−N/2

)
+ ...

...+O
(
∆ξ4.

)
.

On note en particulier que

fN/2,N/2 = f−N/2,N/2 = fN/2,−N/2 = f−N/2,−N/2 =
√

Ḡ(π/4, π/4) =
4a2

3
√

3
(3.190)
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en posant Ḡ = det(G).

De plus, en dérivant
√

Ḡ = a2 (1 +X2)(1 + Y 2)

(1 +X2 + Y 2)3/2
avec X = tan(ξ) et Y = tan(η) on obtient les

relations suivantes :

∂ξf = X

(
3Y 2

1 +X2 + Y 2
− 1

)√
Ḡ (3.191)

∂ηf = Y

(
3X2

1 +X2 + Y 2
− 1

)√
Ḡ. (3.192)

Ainsi :

• ∂ξfN/2,j = −∂ξf−N/2,j = 4
Y 4 − 1

(Y 2 + 2)5/2
a2,

• ∂ηfi,N/2 = −∂ηfi,−N/2 = 4
X4 − 1

(X2 + 2)5/2
a2.

d'où le terme d'ordre 2 est

∆ξ2a2

(
α− 1

4

)
16

3
√

3
+

4

3
S (3.193)

avec S = ∆ξ

N/2−1∑
i=−N/2+1

g(i∆ξ) avec g la fonction g : x 7→ g(x) =
tan(x)4 − 1

(tan(x)2 + 2)5/2
.

Comme g
(
−π

4

)
= g

(
π
4

)
= 0 et par propriété de la formule des trapèzes, on note que :

S =
g
(
−π

4

)
+ g

(
π
4

)
2

+

∫ π/4

−π/4
g(x)dx+O

(
∆ξ2

)
= − 1

3
√

3
+O

(
∆ξ2

)
. (3.194)

Donc le terme d'ordre 2 s'annule à condition que :(
α− 1

4

)
16

3
√

3
− 4

9
√

3
= 0. (3.195)

Cette condition est véri�ée pour α = 1/3.
Le terme d'ordre 3 s'écrit

− ∆ξ3

24

[
∂ηf−N

2
,N
2
− ∂ηf−N

2
,−N

2
+ ∂ηfN

2
,N
2
− ∂ηfN

2
,−N

2

]
− ∆ξ3

24

[
∂ξfN

2
,N
2

+ ∂ξfN
2
,−N

2
− ∂ξf−N

2
,N
2
− ∂ξf−N

2
,−N

2

]
(3.196)

on note que :
∂ηfN

2
,N
2

= ∂ηf−N
2
,N
2

= ∂ηfN
2
,−N

2
= ∂ηf−N

2
,−N

2
= 0. (3.197)

De la même manière, en ξ :

∂ξfN
2
,N
2

= ∂ξf−N
2
,N
2

= ∂ξfN
2
,−N

2
= ∂ξf−N

2
,−N

2
= 0 (3.198)

d'où le résultat :
|Q(k)

1/3(1)− I(k)(1)| = O
(
∆ξ4

)
(3.199)

Remarque 3.4. Ce résultat d'optimalité s'écrit également sur la sphère S2
a :

|Q1/3(1)− I(1)| = O
(
∆ξ4

)
. (3.200)

Remarque 3.5. La formule de quadrature Qα véri�e le corollaire 3.1.
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3.4.7 Résultats numériques pour les formules de quadratures

Pour tester numériquement les performances des formules de quadrature introduites dans les sec-
tions précédentes, on s'intéresse à un ensemble de fonctions sur la sphère dont l'intégrale est connue.
Ces fonctions sont utilisées pour tester la précision des formules de quadrature sphériques [34]. Elles
sont données pour (x, y, z) ∈ S2

a par

• f0(x, y, z) = 1, ∫
S2a
f0(x)dσ(x) = 4πa2, (3.201)

• f1(x, y, z) = 1 + x+ y2 + y · x2 + x4 + y5 + x2 · y2 · z2,∫
S2a
f1(x)dσ(x) =

216π

35
a2, (3.202)

• la fonction f2 véri�e

f2(x, y, z) =
3

4
exp

[
−(9x− 2)2

4
− (9y − 2)2

4
− (9z − 2)2

4

]
+ ...

...+
3

4
exp

[
−(9x+ 1)2

49
− 9y + 1

10
− 9z + 1

10

]
+ ...

...+
1

2
exp

[
−(9x− 7)2

4
− (9y − 3)3

4
− (9z − 5)2

4

]
+ ...

...+
1

5
exp

[
−(9x− 4)2 − (9y − 7)2 − (9z − 5)2

]
(3.203)

et s'intègre : ∫
S2a
f2(x)dσ(x) = a2 · 6.6961822200736179523... (3.204)

• f3(x, y, z) = 1+tanh(−9x−9y+9z)
9 , ∫

S2a
f3(x)dσ(x) =

4π

9
a2, (3.205)

• f4(x, y, z) = 1+sign(−9x−9y+9z)
9 , ∫

S2a
f4(x)dσ(x) =

4π

9
a2, (3.206)

• f5(x, y, z) = 1−sign(πx+y)
ν , ∫

S2a
f5(x)dσ(x) =

4π

ν
a2. (3.207)

Dans les tests e�ectués, nous choisissons ν = 7.

On note en particulier que la fonction f1 est polynomiale donc régulière et elle ne fait intervenir
qu'un nombre �ni d'harmoniques sphériques dans sa décomposition. Les fonctions f2 et f3 font inter-
venir un plus grand nombre d'harmoniques sphériques et sont régulières. Les fonctions f4 et f5 sont
discontinues.

Pour chacune de ces fonctions, on mesure l'erreur relative donnée par

er(f) =
|I(f)−Q(f∗)|
|I(f)|

(3.208)

où I(f) représente l'intégrale exacte sur la sphère S2
a, Q(f∗) est la valeur approchée obtenue par une

formule de quadrature. Nous retenons l'erreur maximale obtenue après 1000 rotations aléatoires de f .
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Chapitre 3. Grille Cubed-Sphere

Figure 3.15 � Taux de convergence pour di�érentes méthodes de quadratures pour les fonctions tests
(fp)0≤p≤5. Nous retenons l'erreur maximale après 1000 rotations aléatoires pour chaque grille Cubed-
Sphere de paramètre N = 8, N = 16, N = 32, N = 64, N = 128 et N = 256. De haut en bas et de
gauche à droite, les fonctions sont f0, f1, f2, f3, f4 et f5. Le taux de convergence est proche de 4 pour
Qsps et Q1/3, il est proche de 2 pour Qtpz et Q1.
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3.4. Harmoniques Sphériques sur la Cubed-Sphere

Cette erreur est mesurée pour di�érentes grilles Cubed-Sphere de taille N × N × 6 avec N = 8,
N = 16, N = 32, N = 64, N = 128 et N = 256. On peut ainsi mesurer l'ordre de convergence. Les
résultats sont donnés dans la �gure 3.15.

Les taux de convergence observées sont ceux attendus. Pour Qtpz et Qα avec α = 1, le taux de
convergence est proche de 2. Pour la formule de quadrature Qsps, l'ordre de convergence est proche de
4. La formule de quadrature Qα avec α = 1/3 présente de meilleurs résultats que ceux attendus. On
observe que la méthode est d'ordre 4 pour tous les tests e�ectués.

Nous avons étudié ici di�érents type de formules de quadrature sur la grille Cubed-Sphere qui sera
utilisée pour la résolution des équations. Toutes les formules étudiées dé�nissent un produit scalaire
possédant de bonnes propriétés d'orthogonalité des harmoniques sphériques.

La formule Qtpz est basée sur la formule des trapèzes composites, cette formule est consistante
avec l'intégrale à l'ordre 2. La formule Qsps est conçue à partir de la méthode de Simpson, elle est
consistante à l'ordre 4 lorsque N est pair. Cette propriété de précision est fausse lorsque N est impair.
Les formules de quadrature Qα sont des perturbations de la formule Qtpz. Le paramètre α > 0 permet
de pondérer les coins de la Cubed-Sphere. Quel que soit le choix de α, la formule Qα est consistante
avec l'intégrale au moins à l'ordre 2. Lorsque α = 1/3, on prouve que la méthode est plus précise pour
intégrer les fonctions constantes.

Lors des tests numériques, nous avons pu véri�er les ordres de convergence théoriques. De plus, la
formule Q1/3 semble particulièrement e�cace puisqu'une convergence à l'ordre 4 est observée.

Dans la suite de ce travail, nous retenons la formule de quadrature Qα avec α = 1/3 pour étudier
les propriétés de conservation des schémas numériques utilisés.

"En mathématiques, on ne comprend pas les choses, on s'y habitue." , John Von Neumann.
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Chapitre 4

Approximation des opérateurs

di�érentiels sur la Cubed-Sphere

4.1 Opérateurs di�érentiels sur la Cubed-sphere

4.1.1 Dé�nition des opérateurs

Opérateur Gradient

Soit x
(k)
i,j un point de la Cubed-Sphere avec −N/2 ≤ i, j ≤ N/2 et (k) = (I) · · · (V I). Il existe deux

grands cercles C(1)
i et C(2)

j tels que x
(k)
i,j ∈ C

(1)
i ∩ C

(2)
j . Les angles α et β paramètrent respectivement

C
(1)
i et C(2)

j .

Le gradient en x
(k)
i,j de la fonction régulière h : x ∈ S2

a 7→ h(x) s'exprime par

∇Th =
∂h

∂α |C(2)
j

gα +
∂h

∂β |C(1)
i

gβ. (4.1)

Le cercle C(1)
i (resp. C(2)

j ) est l'isoligne ξ = ξi (resp η = ηj). D'après le théorème 3.4, le gradient
s'exprime également par

∇Th =
∂h

∂ξ |ηj
gξ +

∂h

∂η |ξi
gη. (4.2)

Donc si on sait calculer des approximations des dérivées partielles ∂ξh et ∂ηh le long des grands cercles,
alors on dispose d'une approximation du gradient.

Opérateurs divergence et rotationnel

Soit v : x ∈ S2
a 7→ v(x) ∈ TxS2

a un champ de vecteur tangent à la sphère. On dé�nit la divergence
et le rotationnel de v, notés ∇T · v et ∇T ∧ v par

Dé�nition 4.1. Soit v : x ∈ S2
a 7→ v(x) ∈ TxS2

a un champ de vecteur régulier sur la sphère. Alors la

divergence de v en x ∈ C(1)
i ∩ C

(2)
j est donnée par :

∇T · v =
∂v

∂α |C(2)
j

· gα +
∂v

∂β |C(1)
i

· gβ. (4.3)

La notation · désigne le produit scalaire usuel dans R3 dans le terme de droite.

Dé�nition 4.2. Soit v : x ∈ S2
a 7→ v(x) ∈ TxS2

a un champ de vecteur régulier sur la sphère. Alors le

rotationnel de v en x ∈ C(1)
i ∩ C

(2)
j est donné par

∇T ∧ v = gα ∧ ∂v

∂α |C(2)
j

+ gβ ∧ ∂v

∂β |C(1)
i

(4.4)
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Chapitre 4. Approximation des opérateurs di�érentiels sur la Cubed-Sphere

où ∧ désigne le produit vectoriel dans le terme de droite.

Les opérateurs gradient, divergence, rotationnel donnés ici sont écrits en coordonnées (α, β) [75].
Elles sont intrinsèques à la sphère. Dans les équations de la climatologie, l'opérateur vorticité est utilisé.

Dé�nition 4.3. La vorticité du champ de vecteurs v est la composante normale du rotationnel :

vort(v) = (∇T ∧ v) · n (4.5)

avec n le vecteur unitaire extérieur à la sphère en x ∈ S2
a. Le vecteur n est

n(x) =
1

a
x. (4.6)

On déduit de la proposition 3.11 les expressions suivantes :

Théorème 4.1. Soit h : x ∈ S2
a 7→ h(x) une fonction régulière et v : x ∈ S2

a 7→ v(x) ∈ TxS2
a un champ

de vecteurs régulier. Alors en xki,j, un point de la Cubed-Sphere, les égalités suivantes sont satisfaites :

• Gradient :
∇Th =

∂h

∂ξ |ηj
gξ +

∂h

∂η |ξi
gη, (4.7)

• Divergence :

∇T · v =
∂v

∂ξ |ηj
· gξ +

∂v

∂η |ξi
· gη, (4.8)

• Vorticité :

vort(v) = (∇T · v) · n =

(
gξ ∧ ∂v

∂ξ |ηj
+ gη ∧ ∂v

∂η |ξi

)
· n. (4.9)

Pour calculer une valeur approchée des opérateurs gradient, divergence et vorticité aux points du
maillage de la Cubed-Sphere, il faut calculer une valeur approchée de la dérivée d'une fonction le long
d'un grand cercle. C'est à dire, il faut évaluer δ̃Hξ f

(k)
i,j et δ̃Hη f

(k)
i,j tels que{

δ̃Hξ f
(k)
i,j → ∂ξf(xki,j) lorsque ∆ξ → 0

δ̃Hη f
(k)
i,j → ∂ηf(xki,j) lorsque ∆η → 0

(4.10)

Dans la section suivante, on détaille une procédure numérique pour calculer ces dérivées partielles
approchées. De plus, on détermine l'erreur de troncature associée.

4.1.2 Approximation de dérivées sur les grands cercles

Soit f : x ∈ S2
a 7→ f(x) la fonction que l'on souhaite dériver le long des grands cercles aux points

du maillage de la Cubed-Sphere. Si x
(k)
i,j est un point de la Cubed-Sphere avec (k) = (I) · · · (V I), ainsi

que −N/2 ≤ i, j ≤ N/2, on souhaite calculer une valeur approchée de ∂ξf(x
(k)
i,j ) et ∂ηf(x

(k)
i,j ). On

suppose (k) = (I), la méthode étant identique sur les autres panels. Il existe deux grands cercles de la

Cubed-Sphere C(1)
i ∈ (Iβ) et C(2)

j ∈ (Iα) tels que

x
(k)
i,j ∈ C

(1)
i ∩ C

(2)
j . (4.11)

C
(1)
i est une isoligne en ξ = ξi et C

(2)
j est une isoligne en η = ηj . Pour calculer une valeur approchée

de ∂ξf(x
(I)
i,j ), on souhaite connaître des données de f en un ensemble de points le long du cercle C(2)

j .

On note mp avec 0 ≤ p ≤ 4N − 1 les points de C(2)
j construits de la manière suivante :
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(IV ) (I)

(II) (III)

(V )

(V I)
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Cercles de (IVβ)

Figure 4.1 � Grands cercles C(2)
j (horizontaux) et C(1)

i verticaux. Ces grands cercles sont associés aux
panels (I) et (III). Ces cercles ne passent pas par des points du la Cubed-Sphere sur les panels (II)
et (IV ).

• si 0 ≤ p ≤ N alors mp = x
(I)
p−N/2,j , il s'agit des points du cercle C(2)

j associés au panel (I) sur le
maillage. Ils sont représentés par des ronds bleus sur les Figures 4.1 et 4.2,

• si N + 1 ≤ p ≤ 2N − 1 alors les points ne font pas partie du maillage. Il s'agit des points
d'intersections de C(2)

j avec les isolignes ξ = ξ
(II)
i du panel (II), c'est à dire l'intersection de C(2)

j

avec les cercles de (IIβ). Ces points sont représentés par des carrés bleus dans les Figures 4.1 et
4.2. Les coordonnées sont calculées dans (3.107),

• si 2N ≤ p ≤ 3N alors mp = x
(III)
p−3N/2. Il s'agit des points de la Cubed-Sphere du panel (III)

représentés par des ronds bleus sur la Figure 4.1,

• si 3N + 1 ≤ p ≤ 4N − 1 alors les points mp sont les points d'intersection de C(2)
j avec les cercles

de (IVβ). Il ne s'agit pas de points de la grille. Ces points sont représentés par des carrés bleus
dans la Figure 4.1.

La périodicité sur les grands cercles permet d'assurer que mp = mp+4N pour tout p ∈ Z. De plus,
la construction de la Cubed-Sphere permet d'assurer un paramétrage du grand cercle C(2)

j . Chaque
point est associé à des coordonnées (ξp, ηp). Les valeurs de ξp donnent un paramétrage des points mp

le long du grand cercle. On a de plus
ξp+1 = ξp + ∆ξ. (4.12)

Supposant les valeurs fp = f(mp) connues pour tout p véri�ant 0 ≤ p ≤ 4N−1 alors on peut évaluer la

dérivée approchée δ̃Hξ f
(k)
i,j de ∂ξf(x

(k)
i,j ) à l'ordre 4 grâce à la formule de dérivation hermitienne (1.127)

δ̃Hξ f
(k)
i,j = δH4,ξfp. (4.13)

Cependant, les valeurs de fp ne sont pas toutes connues car les points mp ne sont pas des points du
maillage lorsque N + 1 ≤ p ≤ 2N − 1 ou 3N + 4 ≤ p ≤ 4N − 1. Il faut donc construire un procédé
permettant d'obtenir des valeurs en ces points. Le procédé utilisé dans ce travail est basé sur une
interpolation à l'aide de Splines Cubiques [2].
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Lignes d'interpolations

Panel (II)

Figure 4.2 � Un grand cercle C(2)
j . La ligne bleue représente une isoligne η = ηj du panel (I) vue

depuis le panel (II). Les cercles bleus représentent des points de la Cubed-Sphere et de l'isoligne η = ηj .
Les carrés bleus ne sont pas sur la Cubed-Sphere. Il s'agit de l'isoligne η = ηj et de portions de grands
cercles du panel (II).

On souhaite évaluer une valeur fp approchant f(mp) avec N + 1 ≤ p ≤ 2N − 1 ou 3N + 4 ≤ p ≤
4N − 1. Bien que mp ne soit pas un point de la Cubed-Sphere, on sait que

mp ∈ C(2)
j ∩ C (4.14)

où C(2)
j est une isoligne pour η = ηj constant pour le panel (I) et C est une isoligne ξ constant pour

le panel (II) (si N + 1 ≤ p ≤ 2N − 1) ou pour le panel (IV ) si 3N + 4 ≤ p ≤ 4N − 1 (lignes en gras
sur les Figures 4.1.et 4.2). La méthode consiste à utiliser les points de la Cubed-Sphere présents sur
le cercle C pour construire une fonction d'interpolation de type Spline Cubique puis d'évaluer cette
fonction au point du maillage mp. Si on note PC la fonction d'interpolation en question, on a alors
fp = PC(mp). L'interpolation s'e�ectuant sur un grand cercle, il s'agit d'une fonction d'interpolation
en dimension 1. On utilise l'interpolation par splines cubiques. On a alors [2] :

fp = PC(mp) = f(mp) +O(∆η4). (4.15)

La fonction PC ne dépend pas du point mp mais uniquement des données aux points de la Cubed-Sphere
sur le panel choisi et le long du cercle C (voir Fig. 4.3).

Le procédé est symétrique pour reconstruire les données sur un grand cercle C(1)
i ou le grand cercle

d'un autre panel. Une fois les données (fp)0≤p≤4N−1 construites, on peut calculer l'approximation de la
dérivée grâce à ∂ξfp ≈ δH∆ξfp que l'on restreint aux points du maillage. Pour tout −N/2 ≤ i, j ≤ N/2,
on a {

δ̃Hξ f
(I)
i,j = δH4,ξfi−N/2

δ̃Hη f
(III)
i,j = δH4,ξfi+3N/2

pour C(2)
j �xé. (4.16)

L'algorithme de calcul des dérivées hermitiennes en ξ sur un panel (k) est donné par l'algorithme
7.
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Panel (II)

Figure 4.3 � Grand cercle C(2)
j et portions de grands cercles du panel (II). La ligne bleue représente

une isoligne η = ηj du panel (I) vue depuis le panel (II). Les cercles bleus représentent des points de
la Cubed-Sphere contenus dans l'isoligne η = ηj . Les carrés bleus sont des points de l'isoligne η = ηj
qui ne sont pas sur la Cubed-Sphere. En vert, une section du grand cercle utilisée pour l'interpolation
spline cubique.

Algorithme 7 : Calcul de δ̃Hξ f
(I)
i,j et δ̃Hξ f

(III)
i,j

1: for j = −N/2, . . . , N/2, do

2: pour un grand cercle C(2)
j �xé,

3: for p = 0, 1, . . . 4N − 1 dé�nir les points mp ∈ C
(2)
j du grand

cercle bleu do
4: mp = m

(I)
p−N/2,j pour 0 ≤ p ≤ N donc fp = f(mp),

5: fp = PCp(mp), où PCp est la fonction d'interpolation utilisant

les points de l'isoligne ξ = ξ
(II)
p−N/2+1 pour N + 1 ≤ p ≤ 2N − 1,

6: mp = m
(III)
p−3N/2,j pour 2N ≤ p ≤ 3N − 1 donc fp = f(mp),

7: fp = PCp(mp), où PCp est la fonction d'interpolation utilisant

les points de l'isoligne ξ = ξ
(V I)
p−3N/2+1 pour 3N + 1 ≤ p ≤ 4N − 1.

8: end for
9: Calcul de δH4,ξ(fp)p,

10: A�ectation δ̃Hξ f
(I)
i,j = δH4,ξfi+N/2 pour tout −N/2 ≤ i ≤ N/2,

11: A�ectation δ̃Hξ f
(III)
i,j = δH4,ξfi+3N/2 pour tout −N/2 ≤ i ≤ N/2.

12: end for

De la même manière, l'algorithme de construction des dérivées approchées en η sur les panels (I) et
(III) est donné par l'algorithme 8.
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Algorithme 8 : Calcul de δ̃Hη f
(I)
i,j et δ̃Hη f

(III)
i,j

1: for i = −N/2, . . . , N/2, do

2: pour un grand cercle C(1)
i �xé,

3: for p = 0, 1, . . . 4N − 1 dé�nir les points mp ∈ C(1)
i do

4: mp = m
(I)
i,p−N/2 pour 0 ≤ p ≤ N donc fp = f(mp),

5: fp = PCp(mp), où PCp est la fonction d'interpolation utilisant

les points de l'isoligne η = η
(V )
p−N/2+1 pour N + 1 ≤ p ≤ 2N − 1,

6: mp = m
(III)
i,5N/2−p pour 2N ≤ p ≤ 3N − 1 donc fp = f(mp)

(Attention à l'orientation sur les panels),
7: fp = PCp(mp), où PCp est la fonction d'interpolation utilisant

les points de l'isoligne η = η
(V I)
p−3N/2+1 pour 3N + 1 ≤ p ≤ 4N − 1.

8: end for
9: Calcul de δH4,ηfp,

10: A�ectation δ̃Hη f
(I)
i,j = δH4,ηfi+N/2 pour tout −N/2 ≤ j ≤ N/2,

11: A�ectation δ̃Hη f
(III)
i,j = δH4,ηfi+3N/2 pour tout −N/2 ≤ j ≤ N/2.

12: end for

Le processus est utilisé sur chaque panel (k) = (I), . . . , (V I). On obtient alors les approximations des

dérivées en ξ et en η sur chaque point du maillage Cubed-Sphere x
(k)
i,j avec −N/2 ≤ i, j ≤ N/2.

Théorème 4.2. Pour tous −N/2 ≤ i, j ≤ N/2 et (k) = (I), . . . , (V I) et pour f : x ∈ S2
a 7→ f(x) ∈ R

une fonction régulière, on a {
δ̃Hξ f

(k)
i,j = ∂ξf(x

(k)
i,j ) +O(∆η3)

δ̃Hη f
(k)
i,j = ∂ηf(x

(k)
i,j ) +O(∆ξ3)

(4.17)

Démonstration. La preuve est la même sur chaque panel, on se restreint ici au panel (I). De plus, par
symétrie, nous ne montrons que le premier résultat :

δ̃Hξ f
(k)
i,j = ∂ξf(x

(k)
i,j ) +O(∆η3). (4.18)

Le procédé de construction des valeurs sur un grand cercle C(2)
j , aux points mp avec 0 ≤ p ≤ 4N − 1

donne
fp = f(mp) +O(∆η4) (4.19)

car nous utilisons une interpolation Spline cubique.
Donc dans le calcul de la dérivée Hermitienne, on a

δξfp =
fp+1 − fp−1

2∆ξ
=
f(mp+1)− f(mp−1)

2∆ξ
+O

(
∆η4

∆ξ

)
. (4.20)

On a ∆ξ = ∆η = π/(2N). Alors en composant par σ−1
ξ , on a

δH4,ξfp = σ−1
ξ ◦ δ2,ξfp

= σ−1
ξ ◦

(
f(mp+1)− f(mp−1)

2∆ξ
+O

(
∆η3

))
= σ−1

ξ ◦
(
f(mp+1)− f(mp−1)

2∆ξ

)
+O

(
∆η3

)
= ∂ξf(mp) +O

(
∆η3

)
+O

(
∆ξ4

)
= ∂ξf(mp) +O

(
∆ξ3

)
.
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4.2. Opérateur gradient discret

On assigne les dérivées aux points des panels à l'aide de mp = x
(k)
p−N/2,j pour p = 0 . . . N . Le résultat

est alors :

δ̃Hξ f
(k)
i,j = δH4,ξfi+N/2 = ∂ξf(x

(k)
i+N/2,j) +O

(
∆ξ3

)
. (4.21)

Le résultat concernant la dérivée en η est obtenu de la même manière.

D'après le théorème 4.2, la méthode de calcul est d'ordre au moins 3. Cependant, on note que
l'interpolation (cause d'une possible perte de précision) n'intervient qu'en dehors des panels où l'on

souhaite calculer la dérivée. Lorsque l'on souhaite calculer une approximation de ∂ξf(x
(I)
i,j ), l'interpola-

tion intervient sur les panels (II) et (IV ) mais pas sur le panel (I). Dans la pratique, on s'attend à ce
que la méthode soit d'ordre 4, en particulier loin des bords des panels et c'est bien ce qui est observé.

4.2 Opérateur gradient discret

4.2.1 Construction et consistance de l'opérateur gradient discret

Soit h : x ∈ S2
a 7→ h(x) ∈ R une fonction régulière sur la sphère. On note h(k)

i,j = h(x
(k)
i,j ), avec

−N/2 ≤ i, j ≤ N/2 et (k) = (I), . . . , (V I), la valeur de h au point x
(k)
i,j de la Cubed-Sphere. Nous

notons (gξ)
(k)
i,j = gξ(x

(k)
i,j ) et (gη)

(k)
i,j = gη(x

(k)
i,j ).

Dé�nition 4.4. On dé�nit l'opérateur gradient discret par

∇T,∆h(k)
i,j = δ̃Hξ h

(k)
i,j (gξ)

(k)
i,j + δ̃Hη h

(k)
i,j (gη)

(k)
i,j (4.22)

avec −N/2 ≤ i, j ≤ N/2 et (k) = (I), . . . , (V I) ainsi que δ̃Hξ h
(k)
i,j et δ̃Hη h

(k)
i,j obtenus grâce aux algo-

rithmes 7 et 8.

L'opérateur gradient discret de h, ∇T,∆h(k)
i,j donne une approximation du gradient en x

(k)
i,j . En e�et,

le résultat de consistance suivant est véri�é :

Proposition 4.1. Soit h : x ∈ S2
a 7→ h(x) ∈ R une fonction régulière sur la sphère. Pour tous

−N/2 ≤ i, j ≤ N/2 et (k) = (I), . . . , (V I), on a

∇T,∆h(k)
i,j − (∇Th)

∗,(k)
i,j = O

(
∆ξ3

)
(4.23)

où ∗ désigne l'opérateur de restriction à la Cubed-Sphere et ∆ξ = ∆η.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence immédiate de la linéarité du gradient discret et du
théorème 4.2.

De plus, on note que par construction

∇T,∆h(k)
i,j ∈ T

x
(k)
i,j

S2
a. (4.24)

Une valeur du gradient est associée à chaque point de chaque panel. Lorsque le point appartient à
plusieurs panels, on adopte la moyenne des di�érentes valeurs de gradient. Si le point est à l'intersection
d'exactement deux panels, il s'agit d'une demi-somme. Si le point est un coin de la Cubed-Sphere, il
s'agit d'un tiers de somme.
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4.2.2 Tests numériques

Nous testons numériquement l'algorithme de gradient présenté ici pour évaluer son comportement.
On se donne une fonction h : x ∈ S2

a 7→ h(x) tel que le gradient ∇Th est connu. Nous comparons le
gradient approché et le gradient exact. Si h est une fonction sphérique de carré intégrable, alors h se
décompose comme une somme d'harmoniques sphériques. De plus, les harmoniques sphériques sont des
restrictions de polynômes sur la Sphère S2

a. Un test pertinent est donc de choisir h de type monomiale :{
ĥ(x, y, z) = xpyqzr,

h = ĥ|S2a .
avec p, q, r ∈ N. (4.25)

En se basant sur la proposition 3.3, le gradient de h est obtenu grâce à la relation

∇Th = ∇R3 ĥ− n
(
n · ∇R3 ĥ

)
(4.26)

avec n(x) = x/a la normale extérieure en x ∈ S2
a. Le gradient ∇R3 ĥ est donné dans la base (i, j,k) par

∇R3 ĥ =
∂ĥ

∂x
i +

∂ĥ

∂y
j +

∂ĥ

∂z
k

= pxp−1yqzri + qxpyq−1zrj + rxpyqzr−1k.

Si u est une fonction vectorielle dé�nie sur la Cubed-Sphere, alors

u
(k)
i,j = u

(k)
i,j i + v

(k)
i,j j + w

(k)
i,j k (4.27)

On dé�nit la norme N par

N (u) = max
−N/2≤i,j≤N/2

max
(k)=(I)...(V I)

max(|u(k)
i,j |, |v

(k)
i,j |, |w

(k)
i,j |). (4.28)

On mesure l'erreur faite sur le calcul du gradient approché par

e∆ =
N (∇T,∆(h∗)− (∇Th)∗)

N ((∇Th)∗)
. (4.29)

Sur la Figure 4.4, on trace le logarithme décimal de l'erreur en fonction du logarithme décimal de
πa
2N = a∆ξ = a∆η. La pente de cette courbe donne l'ordre de convergence de la méthode sur le test
e�ectué. On observe que les points sont parfaitement alignés. De plus les niveaux d'erreurs observés
sont très bons, même sur les grilles les plus grossières avec N = 32 et N = 64.

Les ordres estimés sont meilleurs que l'ordre 3 montré dans la proposition 4.1. Lorsque (p, q, r) =
(1, 2, 3), l'ordre de convergence calculé est 3.8787, il est de 3.8868 lorsque (p, q, r) = (2, 2, 2). Cela
con�rme l'ordre démontré et nous donne un ordre proche de 4 dans la pratique. Les erreurs e�ectives
sont données en fonction de N dans la Table 4.1.

4.2.3 Une variante de l'opérateur de gradient discret

Gradient discret utilisant un schéma compact d'ordre 8

Une variante pour le calcul du gradient approché est d'utiliser un schéma aux di�érences �nies en
dimension 1 d'ordre plus élevé que δH4,x (qui est d'ordre 4). L'opérateur centré hermitien δH8,x (1.130)
est un opérateur d'approximation de la dérivée première d'ordre 8. On remplace δH4,ξ et δ

H
4,η dans les

algorithmes 7 et 8 de calcul de dérivées sur les grands cercles par δH8,ξ et δ
H
8,η, le reste étant inchangé.

Le nouveau gradient approché véri�e toujours la proposition 4.1, le facteur limitant la montée en ordre
étant, comme précédemment, la fonction d'interpolation de type spline.
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4.2. Opérateur gradient discret

Figure 4.4 � Erreur sur le gradient en fonction de ∆ = a∆ξ. Convergence du gradient de (4.25) avec
(p, q, r) = (1, 2, 3) à gauche et avec (p, q, r) = (2, 2, 2) à droite.

N (1,2,3) (2,2,2)

16 1.8636(−4) 3.1368(−4)
32 1.3545(−5) 2.3910(−5)
64 9.7564(−7) 1.6716(−6)
128 6.5592(−8) 1.1088(−7)
256 4.2563(−9) 7.1437(−9)
511 2.7115(−10) 4.5361(−10)

ordre estimé 3.88 3.89

Table 4.1 � Table des erreurs en fonction du paramètre de maillage N pour le calcul du gradient. On
mesure l'erreur relative pour le calcul du gradient de (4.25) avec (p, q, r) = (1, 2, 3) à gauche et avec
(p, q, r) = (2, 2, 2) à droite.

Figure 4.5 � Erreur sur le calcul du gradient en fonction de ∆ = a∆ξ. La convergence du gradient
de (4.25) avec (p, q, r) = (1, 2, 3) est à gauche et avec (p, q, r) = (2, 2, 2) est à droite. Nous comparons
l'utilisation de δH4,x en trait plein avec l'utilisation de δH8,x en pointillés. L'ordre de convergence du
gradient utilisant δH8,x est plus faible que celui utilisant δH4,x.
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(p,q, r) = (1,2,3) (p,q, r) = (2,2,2)

N δH4,x δH8,x δH4,x δH8,x

16 1.8636(−4) 1.8475(−5) 3.1368(−4) 3.1349(−5)
32 1.3545(−5) 2.0130(−6) 2.3910(−5) 3.4020(−6)
64 9.7564(−7) 2.1919(−7) 1.6716(−6) 3.9216(−7)
128 6.5592(−8) 2.4346(−8) 1.1088(−7) 4.7945(−8)
256 4.2563(−9) 2.9159(−9) 7.1437(−9) 3.8473(−9)
511 2.7115(−10) 3.5643(−10) 4.5361(−10) 7.2161(−10)

ordre estimé 3.88 3.14 3.89 3.13

Table 4.2 � Table de convergence du gradient approché de (4.25) utilisant δH8,x ou δH4,x. L'ordre de
convergence du gradient utilisant δH8,x est plus faible que celui utilisant δH4,x. Pour un maillage plus
grossier (N = 32 ou N = 64), l'erreur est plus faible pour le gradient utilisant δH8,x.

Sur la Figure 4.5, nous présentons les courbes de convergence comparant le schéma utilisant δH4,x et
δH8,x. On constate que le premier schéma est meilleur en ordre que le schéma utilisant δH8,x. En revanche,
l'erreur pour des petites valeurs de N est plus faible pour le schéma utilisant δH8,x comme on le voit sur
la Table 4.2.

On souhaite connaître la localisation spatiale sur la sphère de l'erreur de manière à connaître les
zones dans lesquelles le gradient approché est le moins performant. Pour cela, nous représentons sur la
Figure 4.6, l'erreur spatiale

x
(k)
i,j 7→

maxu=i,j,k |
(
∇T,apph(k)

i,j −∇Th
(k)
i,j

)
· u|

maxu=i,j,k

(
|∇Th(k)

i,j · u|
) (4.30)

où ∇T,apph(k)
i,j désigne le gradient approché calculé en utilisant δH8,x la dérivée Hermitienne d'ordre 8

et x
(k)
i,j est un point de la Cubed-Sphere, (k) = (I), . . . , (V I) et −N/2 ≤ i, j ≤ N/2. L'erreur est

Figure 4.6 � Erreur relative pour le calcul du gradient ∇T,apph(k)
i,j avec N = 63 et h(x, y, z) = xy2z3.

plus importante là où l'interpolation est la plus mauvaise. Sur les grands cercles associés aux isolignes
ξ = ±π

4 ou η = ±π
4 ou ξ = 0 ou η = 0, il n'y a pas d'interpolation car ces grands cercles passent
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4.2. Opérateur gradient discret

exactement à des points de grilles sur tous les panels. Il s'agit des grands cercles passant sur les
bords des panels ainsi que les grands cercles équatoriaux. L'erreur introduite par l'interpolation est
particulièrement visible loin de ces cercles. Elle reste cependant limitée.

Gradient sans interpolation

Nous avons vu que la méthode de calcul du gradient approché repose sur le calcul de dérivées
hermitiennes périodiques le long de grands cercles. L'utilisation de splines cubiques empêche de passer
à un ordre supérieur à 3 en changeant l'ordre de la dérivée Hermitienne. Il est légitime de se demander si
un schéma décentré au bord des panels ne donne pas des résultats comparables de manière à n'utiliser
que les points intérieurs du panel (k) pour calculer le gradient en x

(k)
i,j avec (k) = (I), . . . , (V I) et

−N/2 ≤ i, j ≤ N/2. Un tel schéma est naturellement beaucoup plus simple que la méthode utilisant
les splines cubiques présentée précédemment.

Soit (up)−N/2≤p≤N/2 une fonction de grille. On dé�nit l'opérateur explicite δdéc,x par
δdéc,xup =

1

2h
(up+1 − up−1) si −N/2 + 1 ≤ p ≤ N/2− 1

δdéc,xup =
1

h

(
−103

72
up +

91

36
up+1 −

7

4
up+2 +

29

36
up+3 −

11

72
up+4

)
si p = −N/2

δdéc,xup =
1

h

(
103

72
up −

91

36
up+1 +

7

4
up+2 −

29

36
up+3 +

11

72
up+4

)
si p = N/2

(4.31)
ainsi que l'opérateur σdéc,x par

σdéc,xup =
1

6
up+1 +

4

6
up +

1

6
up−1 si −N/2 + 1 ≤ p ≤ N/2− 1

σdéc,xup =
1

6
up−1 +

4

6
up si p = −N/2

σdéc,xup =
4

6
up +

1

6
up−1 si p = N/2

(4.32)

L'opérateur décentré au bord est construit de manière à être d'ordre 4 en conservant la structure
tridiagonale de la partie implicite σdéc,x. Grâce à cette structure, le système à résoudre peut être résolu
en utilisant l'algorithme de Thomas [20, 72].

L'opérateur hermitien δHdéc,x = σ−1
déc,x◦δdéc,x est un opérateur d'approximation de la dérivée première

d'ordre 4. Son décentrement au bord des panels permet d'obtenir une nouvelle procédure de calcul des
dérivées approchées de ∂ξh(x

(k)
i,j ) et ∂ηh(x

(k)
i,j ) donnée par{

∂ξh(x
(k)
i,j ) ≈ δHdéc,∆ξh

(k)
i,j j �xé,

∂ξh(x
(k)
i,j ) ≈ δHdéc,∆ηh

(k)
i,j i �xé.

(4.33)

Puisque δHdéc,x est un opérateur d'ordre 4, le gradient approché donné par

∇T,déch
(k)
i,j = δHdéc,∆ξh

(k)
i,j (gξ)

(k)
i,j + δHdéc,∆ηh

(k)
i,j (gη)

(k)
i,j (4.34)

est un gradient d'ordre 4. Nous observons sur la Figure 4.7 la convergence de ce gradient ∇T,déch
(k)
i,j en

comparaison au gradient∇T,∆h(k)
i,j . Les ordres de convergence sont pratiquement les mêmes. Cependant,

les niveaux d'erreurs à N �xé sont bien plus faibles pour ∇T,∆ qu'avec ∇T,déc comme on peut le voir
sur la Table 4.3.

Le gradient décentré au bord des panels ∇T,déc possède des propriétés de convergence semblables
à celles du gradient ∇T,∆. Cependant, les niveaux d'erreurs sont plus élevés. Le gradient utilisant
les splines cubiques est plus précis sur un maillage �xé. Dans la suite de ce travail, nous retenons le
gradient ∇T,∆ pour la résolution des équations aux dérivées partielles.
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Figure 4.7 � Erreur sur le calcul du gradient en fonction de ∆ = a∆ξ. La convergence du gradient
approché avec (p, q, r) = (1, 2, 3) est à gauche et avec (p, q, r) = (2, 2, 2) à droite. Nous comparons le
gradient ∇T,déc en pointillés et le gradient ∇T,∆ en trait plein.

(p,q, r) = (1,2,3) (p,q, r) = (2,2,2)

N ∇T,∆ ∇T,déc ∇T,∆ ∇T,déc
16 1.8636(−4) 5.0425(−3) 3.1368(−4) 1.1437(−2)
32 1.3545(−5) 3.9160(−4) 2.3910(−5) 9.7399(−4)
64 9.7564(−7) 3.1917(−5) 1.6716(−6) 6.6478(−5)
128 6.5592(−8) 2.2341(−6) 1.1088(−7) 4.2363(−6)
256 4.2563(−9) 1.4700(−7) 7.1437(−9) 2.6521(−7)
511 2.7115(−10) 9.4135(−9) 4.5361(−10) 1.6554(−8)

ordre estimé 3.88 3.80 3.89 3.90

Table 4.3 � Erreur pour le calcul du gradient en fonction du paramètre de la Cubed-Sphere N . Table
de convergence des gradients approchés ∇T,∆ et ∇T,déc.
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4.3. Opérateur divergence discret

4.3 Opérateur divergence discret

4.3.1 Construction et consistance de l'opérateur divergence discret

Soit v : x ∈ S2
a 7→ v(x) ∈ TxS2

a un champ de vecteurs régulier sur la sphère. Il existe u, v et w des
fonctions de coordonnées régulières de S2

a dans R telles que

v(x) = u(x)i + v(x)j + w(x)k (4.35)

où (i, j,k) est la base canonique de R3 et x ∈ S2
a. On dé�nit δ̃Hξ v

(k)
i,j et δ̃Hη v

(k)
i,j par{

δ̃Hξ v
(k)
i,j = δ̃Hξ u

(k)
i,j i + δ̃Hξ v

(k)
i,j j + δ̃Hξ w

(k)
i,j k

δ̃Hη v
(k)
i,j = δ̃Hη u

(k)
i,j i + δ̃Hη v

(k)
i,j j + δ̃Hη w

(k)
i,j k

pour −N/2 ≤ i, j ≤ N/2, (k) = (I), . . . , (V I). (4.36)

où les fonctions de grille (δ̃Hξ u
(k)
i,j ), (δ̃Hη u

(k)
i,j ), . . . sont construites grâce aux algorithmes 7 et 8.

Dé�nition 4.5. On dé�nit l'opérateur divergence discrète par

∇T,∆ · v(k)
i,j = δ̃Hξ v

(k)
i,j · (g

ξ)
(k)
i,j + δ̃Hη v

(k)
i,j · (g

η)
(k)
i,j (4.37)

avec −N/2 ≤ i, j ≤ N/2 et (k) = (I), . . . , (V I).

Si un point x
(k)
i,j appartient à plusieurs panels, on y calcule plusieurs divergences approchées. Si le

point est à l'intersection de deux panels, on conserve la moyenne des valeurs associées à chaque panel.
Si le point est un coin de la Cubed-Sphere, on conserve la moyenne des trois valeurs. L'opérateur
divergence discret de (v

(k)
i,j ) est une approximation de la divergence en x

(k)
i,j . En e�et :

Proposition 4.2. Soit v : x ∈ S2
a 7→ v(x) ∈ TxS2

a un champ de vecteur régulier sur la sphère. Alors
pour tout −N/2 ≤ i, j ≤ N/2 et (k) = (I), . . . , (V I), on a

∇T,∆ · v(k)
i,j − (∇T · v)

∗,(k)
i,j = O

(
∆ξ3

)
(4.38)

où ∗ désigne l'opérateur de restriction à la Cubed-Sphere et ∆ξ = ∆η.

Démonstration. L'opérateur divergence étant linéaire, on utilise le théorème 4.2 pour démontrer le
résultat.

4.3.2 Tests numériques

Pour construire un test permettant d'évaluer les performances de la divergence approchée ∇T,∆·,
on utilise les propriétés suivantes :

Lemme 4.1. Soit w : x 7→ w(x) ∈ R3 un champ de vecteurs. On note n(x) = x/a le vecteur normal
unitaire à S2

a. Si x ∈ S2
a, on a

F(x) = n(x) ∧w(x) ∈ TxS2
a. (4.39)

Soit f : x ∈ S2
a 7→ f(x) ∈ C une fonction régulière sur la sphère, alors la proposition suivante est

véri�ée :

Proposition 4.3. Pour tout x ∈ S2
a, on pose F(x) = n(x)∧ (f(x)u) avec u ∈ R3 un vecteur constant.

Alors
∇T · F = ∇T f · (n ∧ u) (4.40)

où n est le vecteur unitaire extérieur à S2
a.
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Démonstration. • Soit x ∈ S2
a, alors

∂

∂ξ
n(x) =

1

a

∂x

∂ξ

=
1

a
gξ ∈ TxS2

a

De même,
∂

∂η
n(x) =

1

a
gη ∈ TxS2

a.

• On considère le terme en gξ de la divergence

∂

∂ξ
F · gξ =

∂

∂ξ
(n ∧ fw) · gξ

=

(
∂n

∂ξ
∧ fw + n ∧ ∂

∂ξ
(fw)

)
· gξ

= (n ∧w) · ∂f
∂ξ

gξ

car n ∈ TxS2
a et w est un vecteur constant. De la même manière, pour le terme en η, on a

∂

∂η
F · gη = (n ∧w) · ∂f

∂η
gη.

• D'après (4.1), la divergence est :

∇T · F =
∂

∂ξ
F · gξ +

∂

∂η
F · gη

= (n ∧w) · ∂f
∂ξ

gξ + (n ∧w) · ∂f
∂η

gη

= ∇T f · (n ∧ u) .

De plus, l'opérateur divergence est à moyenne nulle :∫
S2a
∇T · u(x)dσ(x) = 0. (4.41)

On a choisi de tester la divergence approchée ∇T,∆· de la dé�nition 4.5 sur le champ de vecteurs

F(x) = xpyqzrn(x) ∧ u, (4.42)

avec p, q, r ∈ N et u = [1, 1, 1]T . La divergence d'un tel champ de vecteurs est donnée par la proposition
4.3 et la proposition 3.3. On mesure l'erreur relative :

‖ (∇T,∆ · F∗)− (∇T · F)∗ ‖l
‖ (∇T · F)∗ ‖l

(4.43)

avec l ∈ {1, 2,∞}. ∗ désigne la restriction à la Cubed-Sphere. On mesure aussi l'erreur sur la conser-
vation, c'est à dire la valeur approchée de l'intégrale (4.41). Les résultats sont donnés dans les tables
4.4 et 4.5. Ils permettent de con�rmer l'ordre 3 minimum obtenu théoriquement et donnent un ordre
4 numérique aussi bien sur l'erreur de la divergence que sur la conservation. La Table 4.5 présente une
erreur de conservation proche de l'erreur machine quel que soit le maillage. Ce résultat est attribué
aux symétries de h lorsque (p, q, r) = (1, 1, 1).

Les courbes de convergence en Figure 4.8 sont pratiquement confondues et ont une pente proche
de 4. De plus les points sont parfaitement alignés.
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N norme 1 norme 2 norme ∞ conservation

16 3.3707(−4) 3.1674(−4) 3.7839(−4) 1.6810(−6)
32 2.0751(−5) 1.9593(−5) 2.5503(−5) 1.1083(−7)
64 1.2964(−6) 1.2274(−6) 1.8238(−6) 7.0272(−9)
128 8.1231(−8) 7.6985(−8) 1.2133(−7) 4.4093(−10)
256 5.0903(−9) 4.8271(−9) 7.8110(−9) 2.7597(−11)
512 3.1888(−10) 3.0280(−10) 4.9564(−10) 1.7256(−12)

ordre estimé 4.00 4.00 3.90 3.98

Table 4.4 � Erreur pour le calcul de la divergence approchée ∇T,∆· en fonction de N le paramètre de
la Cubed-Sphere. On calcule l'erreur lors du calcul de la divergence de (4.42) avec (p, q, r) = (1, 2, 3)
en normes 1, 2 et in�nie. On véri�e aussi la conservation (4.41).
.

N norme 1 norme 2 norme ∞ conservation

16 4.4656(−5) 5.2622(−5) 1.1018(−4) 2.2965(−18)
32 2.9404(−6) 3.4964(−6) 8.9432(−6) 9.5834(−18)
64 1.8859(−7) 2.2566(−7) 6.3993(−7) 6.9334(−18)
128 1.1972(−8) 1.4352(−8) 4.2842(−8) 7.5356(−18)
256 7.5548(−10) 9.0630(−10) 2.7721(−9) 1.3528(−17)
512 4.7499(−11) 5.7106(−11) 1.7640(−10) 1.7256(−18)

ordre estimé 3.97 3.97 3.86 −

Table 4.5 � Erreur pour le calcul de la divergence approchée ∇T,∆· en fonction de N le paramètre de
la Cubed-Sphere. On calcule l'erreur lors du calcul de la divergence de (4.42) avec (p, q, r) = (1, 1, 1)
en normes 1, 2 et in�nie. On véri�e aussi la conservation (4.41).

Figure 4.8 � Convergence de la divergence approchée ∇T,∆ avec (p, q, r) = (1, 2, 3) à gauche et avec
(p, q, r) = (1, 1, 1) à droite avec di�érentes normes en fonction de ∆ = a∆ξ.
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4.3.3 Variante de l'opérateur de divergence discret

La divergence utilisée dans la formule (4.5) est coûteuse en calcul. Il faut calculer six dérivées
hermitiennes. Une méthode basée sur une divergence approchée moins coûteuse en calculs est donnée
dans [25]. Cette méthode est basée sur l'égalité suivante :

Proposition 4.4. Si F : x ∈ S2
a 7→ F(x) ∈ TxS2

a est un champ de vecteurs réguliers sur la sphère,

alors l'égalité suivante est véri�ée en x
(k)
i,j :

∇T · F =
1√
Ḡ

[
∂

∂ξ

(√
ḠF · gξ

)
η=ηj

+
∂

∂η

(√
ḠF · gη

)
ξ=ξi

]
(4.44)

Démonstration. L'égalité suivante est véri�ée :

1√
Ḡ

∂

∂ξ

(√
ḠF · gξ

)
= gξ · ∂F

∂ξ
+ F · gξ 1√

Ḡ

∂
√

Ḡ

∂ξ
+ F · ∂gξ

∂ξ

= gξ · ∂F

∂ξ
+ F · gξ

(
Γηη,ξ + Γξξ,ξ

)
+ F ·

(
−Γξξ,ξg

ξ − Γξξ,ηg
η − 1

a
n

)
d'après les propositions 3.9 et 3.8 ,

= gξ · ∂F

∂ξ
+ F · gξΓηη,ξ − F · gηΓξξ,η car F est tangent à S2

a.

De la même manière, on a

1√
Ḡ

∂

∂η

(√
ḠF · gη

)
= gη · ∂F

∂η
+ F · gηΓξξ,η − F · gξΓηη,ξ. (4.45)

En combinant ces deux égalités, on trouve

∇T · F =
1√
Ḡ

[
∂

∂ξ

(√
ḠF · gξ

)
η=ηj

+
∂

∂η

(√
ḠF · gη

)
ξ=ξi

]
, (4.46)

ce qui conclut la preuve.

Si l'on utilise la forme de la divergence (4.44) au lieu (4.8), il n'y a que deux dérivées hermitiennes
à calculer au lieu de six. On se concentre sur le panel (I) pour détailler la procédure permettant de
calculer une valeur approchée du terme

∂

∂ξ

(√
ḠF · gξ

)
η=ηj

. (4.47)

On utilise encore une fois la structure en grands cercles. La fonction

ξ 7→
√

ḠF · gξ (4.48)

est bien dé�nie sur le panel (I) et peut s'étendre facilement au panel (III). En e�et, si x(x, y, z) ∈ S2
a

on a

gξ(x) =
1

1 + y2

x2

− y
x2
1
x
0

 ainsi que
√

Ḡ = a2 (1 +X2)(1 + Y 2)

(1 +X2 + Y 2)3/2
(4.49)

avec X = y
x et Y = z

|x| . Cependant, sur les panels (II) et (IV ), l'abscisse x s'annule (en (0,±a, 0)),
ce qui interdit d'utiliser l'expression (4.49). On remplace les fonctions x 7→ 1/x et x 7→ 1/|x| par des
prolongements de classe C2 au voisinage de 0 :

ψ1(x) =

{
1
x si |x| ≥ sa,
1
s6
x5 − 3

s4
x3 + 3

s2
x si |x| ≤ sa. (4.50)
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4.3. Opérateur divergence discret

ψ2(x) =

{ 1
|x| si |x| ≥ sa,
3

8s5
|x|4 − 5

4s3
|x|2 + 15

8s si |x| ≤ sa,
(4.51)

où s est un paramètre de seuillage permettant de peu a�ecter la fonction initiale. Dans la pratique,
nous utilisons s = 0.05 ce qui permet de peu perturber les fonctions initiales. On remplace dans (4.49)
les termes en 1/x et 1/|x| par ψ1(x) et ψ2(x). Ainsi, on pose

g̃ξ(x) =
1

1 + (yψ2(x))2

−yψ1(x2)
ψ1(x)

0

 , g̃η(x) =
1

1 + (zψ2(x))2

−zψ1(x2)
0

ψ1(x)

 et
√

G̃ = a2 (1 + X̃2)(1 + Ỹ 2)

(1 + X̃2 + Ỹ 2)3/2

(4.52)

avec X̃ = yψ1(x) et Ỹ = zψ2(x). En remplaçant gξ, gη et
√

Ḡ par g̃ξ, g̃η et
√

G̃ données par (4.52),

on dé�nit l'opérateur de divergence approchée en x
(k)
i,j

∇T,∆,2 · F =
1√
G̃

[
δ̃Hξ

(√
G̃F · g̃ξ

)
+ δ̃Hη

(√
G̃F · g̃η

)]
, (4.53)

où δ̃Hξ f et δ̃Hη f désignent les dérivées hermitiennes en ξ et en η de f obtenues en utilisant les algorithmes
7 et 8.

De même que précédemment, on teste la précision de cette dernière sur le champ de vecteurs (4.42).
Les résultats sont donnés dans les Tables 4.6 et 4.7.

N norme 1 norme 2 norme ∞ conservation

16 4.4464(−4) 4.2619(−4) 5.7206(−4) 7.2201(−6)
32 2.7567(−5) 2.6414(−5) 4.3945(−5) 4.4825(−7)
64 1.7319(−6) 1.6606(−6) 3.0870(−6) 2.7976(−8)
128 1.0886(−8) 1.0438(−7) 2.0521(−7) 1.7475(−9)
256 6.8327(−9) 6.5488(−9) 1.3242(−8) 1.0921(−10)
512 4.2837(−10) 4.1045(−10) 8.4121(−10) 6.8258(−12)

ordre estimé 4.00 4.00 3.88 4.00

Table 4.6 � Table de convergence pour la divergence ∇T,∆,2 de (4.42) avec (p, q, r) = (1, 2, 3) en
normes 1, 2 et in�nie. On véri�e aussi la conservation (4.41).

N norme 1 norme 2 norme ∞ conservation

16 9.5570(−5) 1.1354(−4) 2.5127(−4) 9.9325(−18)
32 6.2727(−6) 7.4509(−6) 1.9429(−5) 9.0737(−18)
64 4.0293(−7) 4.7991(−7) 1.3703(−6) 1.4538(−17)
128 2.5561(−8) 3.0505(−8) 9.1295(−8) 1.0589(−17)
256 1.6119(−9) 1.9247(−9) 5.8964(−9) 2.2899(−18)
512 1.0140(−10) 1.2102(−10) 3.7487(−10) 1.0804(−17)

ordre estimé 3.97 3.97 3.88 −

Table 4.7 � Table de convergence pour la divergence ∇T,∆,2 de (4.42) avec (p, q, r) = (1, 1, 1) en
normes 1, 2 et in�nie ainsi que l'erreur de conservation (4.41).

Les résultats numériques obtenus sur la divergence approchée ∇T,∆· (dé�nition 4.5) et ceux obtenus
sur ∇T,∆,2· (4.53) sont particulièrement proches l'un de l'autre. Le calcul de la divergence ∇T,∆·
nécessite l'évaluation de 6 dérivées hermitiennes alors que l'évaluation de ∇T,∆· n'en nécessite que
deux. Nous ne disposons pas de résultat théorique pour garantir la consistance de ∇T,∆,2· avec la
divergence.
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Les erreurs sont semblables pour chacune des divergences approchées et les ordres de convergences
sont les mêmes. Cependant, nous disposons d'un résultat de consistance pour l'opérateur ∇T,∆·. Dans
la suite de ce travail, nous retiendrons l'opérateur divergence approchée ∇T,∆· pour la résolution des
équations aux dérivées partielles.

4.4 Opérateur rotationnel discret

4.4.1 Construction et consistance de l'opérateur rotationnel discret

Soit v : x ∈ S2
a 7→ v(x) ∈ TxS2

a un champ de vecteur régulier sur la sphère. En tout point de la

Cubed-Sphere x
(k)
i,j , avec −N/2 ≤ i, j ≤ N/2 et (k) = (I), ..., (V I), les dérivées partielles approchées

de v sont données par (4.36). On dé�nit donc le rotationnel approché suivant

Dé�nition 4.6. On dé�nit l'opérateur rotationnel discret par

rot∆(v
(k)
i,j ) = (∇T,∆ ∧ v

(k)
i,j ) · n =

(
(gξ)

(k)
i,j ∧ δ̃

H
ξ v

(k)
i,j + (gη)

(k)
i,j ∧ δ̃

H
η v

(k)
i,j

)
· n(x

(k)
i,j ) ∈ C (4.54)

avec −N/2 ≤ i, j ≤ N/2 et (k) = (I), . . . , (V I).

Le théorème 4.2 permet de montrer la consistance de cet opérateur d'approximation :

Proposition 4.5. Soit v : x ∈ S2
a 7→ v(x) ∈ TxS2

a un champ de vecteurs régulier sur S2
a. Pour tous

−N/2 ≤ i, j ≤ N/2 et (k) = (I), ..., (V I), on a

rot∆((v∗)
(k)
i,j )− rot(v)

∗,(k)
i,j = O

(
∆ξ3

)
(4.55)

où ∗ désigne l'opérateur de restriction à la Cubed-Sphere et ∆ξ = ∆η.

Si un point x
(k)
i,j appartient à plusieurs panels (c'est à dire i ou j vaut ±N/2) alors plusieurs

rotationnels approchés sont calculés en ce point. Si x
(k)
i,j est à l'intersection de deux panels, deux

valeurs du rotationnel sont obtenues, nous retenons la moyenne de ces deux valeurs. Si x
(k)
i,j est à

l'intersection de trois panels, nous conservons la moyenne des trois valeurs.

4.4.2 Tests numériques

Pour tester le rotationnel discret rot∆, on mesure l'erreur relative en norme l donnée par

el =
‖rot(v)∗ − rot∆(v∗)‖l

‖rot(v)∗‖l
(4.56)

avec l ∈ {1, 2,∞}.
Soit v un champ de vecteurs sur la sphère. Il existe vλ et vθ tels que

v = vλeλ + vθeθ (4.57)

où (λ, θ) ∈]0, 2π]×]− π/2, π/2[ représentent les coordonnées longitude-latitude et (eλ, eθ) les vecteurs
de base donnés (voir Annexe).

Supposons que v est un champ de vecteurs de la forme "champ zonal" :

v(λ, θ) = cosα(θ)eλ (4.58)

alors le rotationnel de v est donné par

rot(v) =
α+ 1

a
cosα−1 θ sin θ. (4.59)
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N norme 1 norme 2 norme ∞
8 2.9158(−4) 3.3039(−4) 6.7103(−4)
16 1.7719(−5) 1.9906(−5) 4.0648(−5)
32 1.1025(−6) 1.2416(−6) 2.5207(−6)
64 6.9056(−8) 7.7821(−8) 1.6433(−7)
128 4.3244(−9) 4.8755(−9) 1.0822(−8)
256 2.7061(−10) 3.0522(−10) 6.9474(−10)

ordre estimé 4.01 4.01 3.97

Table 4.8 � Erreur pour le calcul du rotationnel approché rot∆ en fonction de N le paramètre de la
Cubed-Sphère. Table de convergence rot∆(v) avec v(λ, θ) = cos3(θ) eλ en normes 1, 2 et ∞.

Figure 4.9 � Erreur pour le calcul du rotationnel approché rot∆ en fonction de ∆ = a∆ξ. Convergence
rot∆(v) avec v(λ, θ) = cos3(θ) eλ en normes 1, 2 et ∞.

139



Chapitre 4. Approximation des opérateurs di�érentiels sur la Cubed-Sphere

On choisit α = 3 pour avoir un champ régulier aux pôles. Un tel champ représente un écoulement
stationnaire zonale sur la sphère. La valeur maximale de ce dernier est atteinte à l'équateur et il
s'atténue rapidement aux pôles. La Table 4.8 et la Figure 4.9 associée permettent de mettre en évidence
une convergence à l'ordre 4.

Supposons un champ de vecteurs v dé�ni dans R3 et tangent à la sphère :

v : x ∈ R3 7→ v(x) ∈ R3. (4.60)

Alors le rotationnel sphérique rot et la vorticité de R3 sont liés par la proposition suivante :

Proposition 4.6. Soit v : x ∈ R3 7→ v(x) ∈ R3 un champ de vecteurs. Soit v̂ la restriction de v à
S2
a. On suppose que v̂ est un champ de vecteurs tangents à la sphère pour que rot(v̂) soit dé�ni. Alors

en tout point de la sphère S2
a on a

rot(v̂) = (∇R3 ∧ v) · n (4.61)

avec n la normale extérieure à la sphère n = x/a et x ∈ S2
a.

Démonstration. Le rotationnel d'un champ de vecteur de v s'exprime par

∇R3 ∧ v = gξ ∧ ∂v

∂ξ
+ gη ∧ ∂v

∂η
+ n ∧ ∂v

∂r
(4.62)

avec r la coordonnée radiale. Or, la dernière composante est tangente à la sphère

n ∧ ∂v

∂r
∈ TS2

a (4.63)

donc (
n ∧ ∂v

∂r

)
· n = 0. (4.64)

Ainsi, on retrouve en tout point de la sphère S2
a :

(∇R3 ∧ v) · n =

(
gξ ∧ ∂v

∂ξ
+ gη ∧ ∂v

∂η
+ n ∧ ∂v

∂r

)
· n (4.65)

=

(
gξ ∧ ∂v

∂ξ
+ gη ∧ ∂v

∂η

)
· n (4.66)

= rot(v). (4.67)

De plus, si F = Fxi + Fyj + Fzk, alors

∇R3 ∧ F =

∂yFz − ∂zFy∂zFx − ∂xFz
∂xFy − ∂yFx

 . (4.68)

On choisit, pour le second test numérique, le champ de vecteurs tangents à la sphère suivant :

v(x, y, z) = n(x, y, z) ∧

exp(y/a)
exp(x/a)
exp(z/a)

 =

(y/a) exp(y/a)− (z/a) exp(x/a)
(z/a) exp(z/a)− (x/a) exp(y/a)
(y/a) exp(x/a)− (y/a) exp(z/a)

 (4.69)

avec (x, y, z) ∈ R3. On a v ∈ TS2
a. La vorticité de v est donnée par

∇R3 ∧ v =
1

a

−(2 + z/a) exp(z/a)
−(2 + x/a) exp(x/a)
−(2 + y/a) exp(y/a)

 . (4.70)
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N norme 1 norme 2 norme ∞
8 1.0377(−4) 1.2588(−4) 3.6670(−4)
16 6.3236(−6) 7.4682(−6) 2.2222(−5)
32 3.9444(−7) 4.6278(−7) 1.3713(−6)
64 2.4726(−8) 2.8931(−8) 8.5415(−8)
128 1.5500(−9) 1.8111(−9) 5.3339(−9)
256 9.7139(−11) 1.1342(−10) 3.3330(−10)

ordre estimé 4.00 4.01 4.01

Table 4.9 � Erreur pour le calcul du rotationnel discret rot∆ en fonction du paramètre de la Cubed-
Sphere N . La table de convergence de rot∆(v) avec v donné par (4.69) en normes 1, 2 et∞. On observe
l'ordre 4 du rotationnel approché rot∆.

Figure 4.10 � Erreur pour le calcul du rotationnel discret rot∆ en fonction de ∆ = a∆ξ. La convergence
de rot∆(v) avec v est donnée par (4.69) en normes 1, 2 et ∞.
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On déduit le rotationnel sphérique de v :

rot(v) = −1

a

[x
a

(
2 +

z

a

)
exp

(z
a

)
+
y

a

(
2 +

x

a

)
exp

(x
a

)
+
z

a

(
2 +

y

a

)
exp

(y
a

)]
, (4.71)

avec (x, y, z) ∈ S2
a. On compare le rotationnel rot(v) avec le rotationnel approché rot∆(v), la conver-

gence de la méthode est donnée dans la Table 4.9.
On compare à présent dans la proposition suivante l'opérateur rot(∇Tv) avec le champ nul.

Proposition 4.7. Soit h : x ∈ S2
a 7→ h(x) une fonction régulière. Alors

∇T ∧∇Th =
1

a
n ∧∇Th. (4.72)

En particulier, dans la direction de n :
rot(∇Th) = 0. (4.73)

Démonstration. En coordonnées (ξ, η), on a

∇T ∧∇Th = gξ ∧ ∂

∂ξ

(
∂h

∂ξ
gξ +

∂h

∂η
gη
)

+ gη ∧ ∂

∂η

(
∂h

∂ξ
gξ +

∂h

∂η
gη
)
. (4.74)

En utilisant la dé�nition 3.9 des symboles de Christo�el, on a

gξ ∧ ∂

∂ξ
∇Th = −Γξξ,η

∂h

∂ξ
− 1

a

∂h

∂ξ
gξ ∧ n +

∂2h

∂ξ∂η
gξ ∧ gη − Γηξ,η

∂h

∂η
gξ ∧ gη. (4.75)

De la même manière, on a

gη ∧ ∂

∂η
∇Th = −Γηη,ξ

∂h

∂η
− 1

a

∂h

∂η
gη ∧ n +

∂2h

∂ξ∂η
gη ∧ gξ − Γξη,ξ

∂h

∂ξ
gη ∧ gξ. (4.76)

En sommant ces deux égalités et en utilisant

gξ ∧ gη = −gη ∧ gξ, (4.77)

on obtient

∇T ∧∇Th =
1

a
n ∧

(
∂h

∂ξ
gξ +

∂h

∂η
gη
)

=
1

a
n ∧∇Th. (4.78)

La seconde formule est obtenue en e�ectuant le produit scalaire par n.

Soit une fonction h : S2
a → R quelconque, on évalue numériquement la précision de la proposition

4.7. Dans la direction normale n, on a :

rot (∇Th) = (∇T ∧∇Th) · n = 0. (4.79)

La convergence associée à ce résultat est donnée dans la Table 4.10 où l'on donne

es =
1

l
√

4πa2
‖rot∆ (∇T,∆h∗)− rot (∇Th)∗ ‖l (4.80)

si l = 1, 2, et
e∞ = ‖rot∆ (∇T,∆h∗)− rot (∇Th)∗ ‖∞ (4.81)

en fonction de N , le paramètre du maillage. La fonction h choisie est

h(λ, θ) = cos5(θ) sin(30λ). (4.82)

avec (λ, θ) les coordonnées longitudes et latitudes. La présence de cos5(θ) permet d'éviter les problèmes
de singularités aux pôles. Le terme sin(30λ) introduit des oscillations importantes dans la direction
équatoriale ce qui rend la fonction di�cile à représenter sur un maillage trop grossier.

La table 4.10 permet d'illustrer la convergence du gradient et de l'opérateur rotationnel. L'ordre
de convergence est proche de 4 dès que le maillage est su�samment �n. Si on considère la convergence
avec un maillage plus grossier, la fonction h est mal représentée.
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4.4. Opérateur rotationnel discret

N norme 1 norme 2 norme ∞
8 1.3263(−15) 2.2772(−15) 6.6711(−15)
16 1.0786(−13) 1.4654(−13) 4.9935(−13)
32 1.5870(−14) 2.0840(−14) 4.5428(−14)
64 8.5848(−16) 1.0911(−15) 2.6199(−15)
128 5.0055(−17) 6.3036(−17) 1.3325(−16)
256 3.0563(−18) 3.8445(−18) 9.4033(−18)

ordre estimé (1) 2.32 2.40 2.49

ordre estimé (2) 3.85 3.88 3.98

Table 4.10 � Table de convergence rot∆ (∇T,∆h) avec h(λ, θ) = cos5(θ) sin(30λ) pour di�érentes
normes. On donne en (1) l'ordre estimé prenant en compte tous les maillages et en (2) celui ne prenant
pas en compte N = 8 car h est di�cile à représenter sur un maillage grossier.

Figure 4.11 � Convergence rot∆ (∇T,∆h) avec h(λ, θ) = cos5(θ) sin(30λ) et di�érentes normes. Pour
N = 8, on constate que la fonction h est mal représentée. Dès que N = 16, la précision numérique de
la relation rot(∇Th) = 0 est excellente sur cet exemple.
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4.5 Opérateur de �ltrage

4.5.1 Dé�nition des opérateurs de �ltrage

Les opérateurs de �ltrages en ξ et en η, respectivement notés F̃ξ et F̃η, sont construits de manière
très similaire aux opérateurs de dérivations donnés par les algorithmes 7 et 8 en remplaçant l'opérateur
hermitien δH4,ξ (ou δ

H
4,η) par un opérateur de �ltrage F2J,ξ (ou F2J,η) dé�nis par (1.163).

Soit h : x ∈ S2
a 7→ h(x) ∈ R une fonction régulière. L'opérateur de �ltrage F̃ξ agit sur les fonctions

de grille grâce à un algorithme similaire à celui utilisé pour la dérivation (algorithme 7). On remplace,
sur chaque grand cercle l'opérateur de dérivation hermitien δH4,ξ par un opérateur de �ltrage F2J,ξ. On

dé�nit F̃ξ l'opérateur de �ltrage dans la direction ξ par l'algorithme 9.

Algorithme 9 : Calcul de F̃ξ(h)
(I)
i,j et F̃ξ(h)

(III)
i,j

1: for j = −N/2, . . . , N/2, do

2: pour un grand cercle C(2)
j �xé,

3: for p = 0, 1, . . . 4N − 1 dé�nir les points mp, do

4: mp = m
(I)
p−N/2,j pour 0 ≤ p ≤ N donc hp = h(mp),

5: hp = PCp(mp), où PCp est la fonction d'interpolation utilisant

les points de l'isoligne ξ = ξ
(II)
p−N/2+1 pour N + 1 ≤ p ≤ 2N − 1,

6: mp = m
(III)
p−3N/2,j pour 2N ≤ p ≤ 3N − 1 donc hp = h(mp),

7: hp = PCp(mp), où PCp est la fonction d'interpolation utilisant

les points de l'isoligne ξ = ξ
(V I)
p−3N/2+1 pour 3N + 1 ≤ p ≤ 4N − 1.

8: end for
9: Calcul de F2J,ξ(hp),

10: A�ectation F̃ξ(h
(I)
ξ,i,j) = F2J,ξ(h)i+N/2 pour −N/2 ≤ i ≤ N/2,

11: A�ectation F̃ξ(h
(III)
ξ,i,j ) = F2J,ξ(h)i+3N/2 pour −N/2 ≤ i ≤ N/2.

12: end for

F2J,ξ désigne un opérateur de �ltrage 1D de la forme (1.163). Dans la direction de η, on dé�nit
l'opérateur de �ltrage F̃η agissant sur les fonctions de grille sur la Cubed-Sphere. L'algorithme 10
décrit l'opérateur F̃η :

Algorithme 10 : Calcul de F̃η(h)
(I)
i,j et F̃ξ(h)

(III)
i,j

1: for i = −N/2, . . . , N/2, do

2: pour un grand cercle C(1)
i �xé,

3: for p = 0, 1, . . . 4N − 1 dé�nir les points mp, do

4: mp = m
(I)
i,p−N/2 pour 0 ≤ p ≤ N donc hp = h(mp),

5: hp = PCp(mp), où PCp est la fonction d'interpolation utilisant

les points de l'isoligne η = η
(II)
p−N/2+1 pour N + 1 ≤ p ≤ 2N − 1,

6: mp = m
(III)
i,p−3N/2 pour 2N ≤ p ≤ 3N − 1 donc hp = h(mp),

7: hp = PCp(mp), où PCp est la fonction d'interpolation utilisant

les points de l'isoligne η = η
(V I)
p−3N/2+1 pour 3N + 1 ≤ p ≤ 4N − 1.

8: end for
9: Calcul de F2J,η(hp),

10: A�ectation F̃η(h(I)
i,j ) = F2J,η(h)j+N/2 pour −N/2 ≤ j ≤ N/2,

11: A�ectation F̃η(h(III)
i,j ) = F2J,η(h)j+3N/2 pour −N/2 ≤ j ≤ N/2.

12: end for
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Les opérateurs F̃ξ et F̃η dé�nissent des perturbations de l'identité.

Proposition 4.8. Pour toute fonction h : x ∈ S2
a 7→ h(x) ∈ R régulière, on a

F̃ξ(h∗)
(k)
i,j = h(x

(k)
i,j ) +O

(
∆ξmin(4,2J)

)
, (4.83)

et dans la direction η :

F̃η(h∗)(k)
i,j = h(x

(k)
i,j ) +O

(
∆ηmin(4,2J)

)
, (4.84)

pour tout −N/2 ≤ i, j ≤ N/2 et (k) = (I), · · · , (V I). L'ordre choisi pour l'opérateur de �ltrage 1D est
2J et ∆ξ = ∆η désigne le pas du maillage le long de l'équateur.

Démonstration. Par symétrie, on démontre seulement l'équation (4.83). Après la procédure d'interpo-
lation, on a {

hp = h(mp) si mp est un point de (I) ou (III),
hp = h(mp) +O(∆η4) si mp est un point de (II) ou (IV),

(4.85)

sur chaque grand cercle. De plus, on a, après �ltrage

F2J,ξ(hp) = hp +O(∆ξ2J), (4.86)

donc

F2J,ξ(hp) = h(mp) +O(∆ξ2J) +O(∆η4)

= h(mp) +O
(

∆ξmin(4,2J)
)
.

En particulier, si mp est un point du panel (I) ou (III), on obtient

F̃ξ(h∗)
(k)
i,j = h(x

(k)
i,j ) +O

(
∆ξmin(4,2J)

)
. (4.87)

On souhaite �ltrer dans les directions ξ et η sur chaque panel. Si h est une fonction sur la Cubed-
Sphere, on calcule F̃ξ(h∗) le �ltrage de h∗ dans la direction ξ. En�n on calcule la version �ltrée en η :
F̃η(F̃ξ(h∗)), on compose les �ltres F̃ξ et F̃η. Par composition, en tout point de la Cubed-Sphere, on a

Proposition 4.9. Pour toute fonction h : x ∈ S2
a 7→ h(x) ∈ R régulière, on a

F̃η(F̃ξ(h∗)
(k)
i,j ) = h(x

(k)
i,j ) +O

(
∆ξmin(4,2J)

)
, (4.88)

ainsi que

F̃ξ(F̃η(h∗)
(k)
i,j ) = h(x

(k)
i,j ) +O

(
∆ξmin(4,2J)

)
, (4.89)

pour tout −N/2 ≤ i, j ≤ N/2 et (k) = (I), · · · , (V I), ∆ξ = ∆η.

Démonstration. D'après la proposition 4.8, on a

F̃ξ(F̃η(h∗))
(k)
i,j − h(x

(k)
i,j ) = F̃ξ(F̃η(h∗))

(k)
i,j − F̃η(h

∗)
(k)
i,j + F̃η(h∗)(k)

i,j − h(x
(k)
i,j )

= F̃ξ(F̃η(h∗))
(k)
i,j − F̃η(h

∗)
(k)
i,j +O

(
∆ξmin(4,2J)

)
d'après (4.83)

= O
(

∆ξmin(4,2J)
)

d'après (4.84),

d'où (4.88). De la même manière, on montre (4.89).

145



Chapitre 4. Approximation des opérateurs di�érentiels sur la Cubed-Sphere

Figure 4.12 � Tracé de F̃ξ(F̃η(h∗))− F̃η(F̃ξ(h∗)) avec h donné par (4.90) et N = 16.

Noter que les opérateurs F̃ξ et F̃η ne commutent pas. En e�et si

h(x, y, z) = exp
(x
a

)
+ exp

(y
a

)
+ exp

(z
a

)
(4.90)

pour tout (x, y, z) ∈ S2
a, on représente sur la Figure 4.12, la fonction de grille

F̃ξ(F̃η(h∗))− F̃η(F̃ξ(h∗)). (4.91)

On observe numériquement qu'elle est non nulle. On dé�nit donc l'opérateur de �ltrage F agissant sur
les fonctions de grilles sur la Cubed-Sphere de façon symétrique par

F =
1

2

(
F̃ξ ◦ F̃η + F̃η ◦ F̃ξ

)
. (4.92)

L'opérateur F est une perturbation de l'identité au sens de la proposition suivante :

Proposition 4.10. Pour toute fonction h : x ∈ S2
a 7→ h(x) ∈ R régulière, on a

F(h∗)
(k)
i,j = h(x

(k)
i,j ) +O

(
∆ξmin(4,2J)

)
, (4.93)

pour tout −N/2 ≤ i, j ≤ N/2 et (k) = (I), · · · , (V I), ∆ξ = ∆η.

Démonstration. D'après la proposition 4.9, chacun des opérateurs F̃ξ◦F̃η et F̃η◦F̃ξ est une perturbation
de l'identité. Par moyenne, on déduit l'équation (4.93) des équations (4.88) et (4.89).

L'opérateur de �ltrage F �ltre les données indépendamment dans la direction ξ et dans la direction
η. Il dépend de l'ordre 2J choisi pour l'opérateur de �ltrage de dimension 1 dans les algorithmes 9 et
10.

4.5.2 Résultats numériques pour l'opérateur de �ltrage

Dans cette section, on évalue numériquement l'opérateur de �ltrage F donné par (4.92). Pour cela,
on mesure l'erreur

el =
‖F(h∗)− h∗‖l
‖h∗‖l

(4.94)

pour di�érentes fonctions h dé�nies sur la sphère. On rappelle que ∗ désigne l'opérateur de restriction
d'une fonction à la Cubed-Sphere. On considère les trois fonctions suivantes :
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• Fonction polynomiale :

h(x, y, z) =
(x
a

)2 (y
a

)3 (z
a

)4
, (4.95)

avec (x, y, z) ∈ S2
a,

• Fonction de type exponentielle :

h(x, y, z) = exp
(x
a

)
+ exp

(y
a

)
+ exp

(z
a

)
(4.96)

avec (x, y, z) ∈ S2
a,

• Fonction oscillante :
h(λ, θ) = cos5(θ) sin(30λ) (4.97)

avec (λ, θ) les coordonnées d'un point dans le système longitude-latitude.

On compare, sur la Table 4.11, la valeur, pour di�érents maillages, de l'erreur relative en norme
1, en norme 2 et en norme in�nie. On observe un ordre de convergence supérieur à 4. Les droites de
régressions sont de pente supérieure à 4 comme on l'observe sur la Figure 4.13.

N norme 1 norme 2 norme ∞
32 6.1250(−11) 2.0702(−10) 3.3071(−9)
64 1.7509(−12) 9.3707(−12) 2.1368(−10)
128 5.3780(−14) 4.2192(−13) 1.3738(−11)
256 1.7839(−15) 1.8822(−14) 8.6376(−13)
512 1.7228(−16) 8.5616(−16) 5.4099(−14)

ordre estimé 4.68 4.47 3.98

Table 4.11 � Table de convergence pour le �ltre F utilisant le �ltrage d'ordre 10 pour la fonction
(4.96).

Figure 4.13 � Taux de convergence pour le �ltre F utilisant le �ltrage d'ordre 10 pour la fonction
(4.96) en fonction de ∆ = a∆ξ.

Dans la Figure 4.14, on trace la fonction (4.96) ainsi que la fonction de grille

|F(h∗)− h∗|
‖h∗‖∞

(4.98)

associée aux �ltres d'ordre 2, 4, 6, 8 et 10. On constate que plus l'ordre du �ltre est élevé moins
la fonction est a�ectée par l'opérateur de �ltrage F . Pour les �ltres d'ordre 8 et 10, on constate que
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Figure 4.14 � De haut en bas et de gauche à droite, erreur (4.98) pour la fonction (4.96) associée à
des �ltrages 1D d'ordres 2, 4, 6, 8 et 10 pour N = 32. La première �gure représente la fonction à �ltrer.
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Filtre : 2J Fonction test norme 1 norme 2 norme ∞
(4.95) 2.0767(−2) 2.0663(−2) 2.6936(−2)

ordre 2 (4.96) 3.8365(−4) 3.8031(−4) 5.9219(−4)
(4.97) 8.8026(−1) 8.3750(−1) 8.2422(−1)

(4.95) 4.4489(−4) 4.0346(−4) 5.5585(−4)
ordre 4 (4.96) 5.8873(−7) 7.1369(−7) 1.6257(−6)

(4.97) 2.7916(−1) 2.6217(−1) 2.5533(−1)

(4.95) 1.1255(−5) 9.7115(−6) 1.5661(−5)
ordre 6 (4.96) 3.3056(−9) 4.3617(−9) 1.7010(−8)

(4.97) 1.1461(−1) 1.0549(−1) 1.0099(−1)

(4.95) 4.2370(−7) 3.8887(−7) 1.3487(−6)
ordre 8 (4.96) 8.4402(−11) 2.1848(−10) 3.3268(−9)

(4.97) 5.2179(−2) 4.6915(−2) 4.3154(−2)

(4.95) 1.2671(−7) 2.5518(−7) 1.3316(−6)
ordre 10 (4.96) 6.1250(−11) 2.0702(−10) 3.3071(−9)

(4.97) 2.5576(−2) 2.2919(−2) 2.8680(−2)

Table 4.12 � Erreur relative pour di�érentes normes avec N = 32. La fonction (4.96) est la moins
a�ectée par l'opérateur de �ltrage. Les fonctions (4.95) et (4.97) sont beaucoup plus a�ectées, en
particulier la fonction (4.97) oscille beaucoup et est �ltrée de manière importante quel que soit l'ordre
du �ltre utilisé. Comme on s'y attendait, plus l'ordre du �ltre est bas, plus la fonction est a�ectée par
l'opérateur de �ltrage.

l'erreur est particulièrement présente sur les bords de la Cubed-Sphere là où l'opérateur d'interpolation
est le moins précis. C'est donc l'opérateur d'interpolation qui est ici la principale source d'erreur.

La Table 4.12 permet de con�rmer que plus l'ordre du �ltre est élevé, moins la fonction est a�ectée
par l'opérateur de �ltrage. La fonction (4.97) est fortement a�ectée par l'opérateur de �ltrage, en e�et
la fonction oscille beaucoup et contient beaucoup de hautes fréquences.

En utilisant les mêmes grilles que sur la Table 4.11 et sur la Figure 4.13, on évalue l'ordre de
convergence. Les résultats sont donnés pour la fonction (4.95) sur la Table 4.13, pour la fonction (4.96)
sur la Table 4.14 et pour la fonction (4.97) sur la Table 4.15.

Ordre du �ltre : 2J 2 4 6 8 10

norme 1 2.00 4.00 5.91 4.81 4.68
norme 2 2.00 4.00 5.57 4.48 4.47
norme ∞ 2.00 3.97 4.49 3.98 3.98

Table 4.13 � Ordre de convergence pour di�érents ordres des �ltres F2J,ξ et F2J,η et pour la fonction
(4.95). On utilise les paramètres de grille N = 32, N = 64, N = 128, N = 256 et N = 512.

"Je n'ai pas échoué. J'ai simplement trouvé 10000 solutions qui ne marchent pas.", Thomas Edisson.
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Ordre du �ltre : 2J 2 4 6 8 10

norme 1 2.00 3.99 5.96 5.53 5.12
norme 2 2.00 4.00 5.82 4.69 4.57
norme ∞ 2.00 4.00 4.92 4.05 4.04

Table 4.14 � Ordre de convergence pour di�érents ordres des �ltres F2J,ξ et F2J,η et pour la fonction
(4.96). On utilise les paramètres de grille N = 32, N = 64, N = 128, N = 256 et N = 512.

Ordre du �ltre : 2J 2 4 6 8 10

norme 1 2.12 3.92 5.67 6.66 6.80
norme 2 2.12 3.94 5.56 5.86 5.84
norme ∞ 2.11 3.91 4.79 4.75 4.75

Table 4.15 � Ordre de convergence pour di�érents ordres des �ltres F2J,ξ et F2J,η et pour la fonction
(4.97). On utilise les paramètres de grille N = 32, N = 64, N = 128, N = 256 et N = 512.
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Chapitre 5

Equations d'advection sphériques

5.1 Equations d'advection linéaires sur la sphère

Dans cette section, on s'intéresse à l'équation d'advection (5.1) :{
∂h

∂t
+ c(t,x) · ∇Th = 0

h(0,x) = h0(x)
pour tout x ∈ S2

a et t ≥ 0, (5.1)

sur la sphère S2
a. Le rayon terrestre est a = 6371220m. La fonction c : (t,x) ∈ R+×S2

a 7→ c(t,x) ∈ TxS2
a

désigne un champ de vecteurs tangents à la sphère S2
a.

5.1.1 Résolution numérique

L'équation (5.1) est résolue par la méthode des lignes en utilisant l'opérateur gradient discret ∇T,∆
(dé�nition 4.4). On pose J∆ l'application agissant sur une fonction de grille h donnée au temps t par

J∆(t, h) = −c(t, ·)∗ · ∇T,∆h. (5.2)

En chaque point x
(k)
i,j de la Cubed-Sphere, on a

J∆(t, h)
(k)
i,j = −c(t,x

(k)
i,j ) · (∇T,∆h)

(k)
i,j (5.3)

pour tous −N/2 ≤ i, j ≤ N/2 et (k) = (I), ..., (V I). La résolution en temps se fait par un algorithme
de type RK4 couplé à un opérateur de �ltrage F donné par (4.92). Cet algorithme est analogue à
l'algorithme 4. Il est donné par :

Algorithme 11 : Schéma en temps RK4 avec étape de �ltrage pour
l'équation (5.1)

1: h0 = h∗0 connu,
2: for n = 0, 1, . . . do
3: K(1) = J∆(tn, hn),
4: K(2) = J∆

(
tn + ∆t

2 , h
n + ∆t

2 K
(1)
)
,

5: K(3) = J∆

(
tn + ∆t

2 , h
n + ∆t

2 K
(2)
)
,

6: K(4) = J∆

(
tn + ∆thn + ∆tK(3)

)
,

7: hn+1 = F
(
hn +

∆t

6

(
K(1) + 2K(2) + 2K(3) +K(4)

))
.

8: end for
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La donnée hn désigne une approximation de (h(tn, ·))∗ solution au temps tn = n∆t de (5.1). La
solution de l'équation (5.1) étant connue dans les tests e�ectués, nous mesurons l'erreur relative au
temps tn par

enl =
‖hn − h(tn, ·)∗‖l
‖h(tn, ·)∗‖l

(5.4)

où l ∈ {1, 2,∞} et ‖ · ‖l désigne la norme 1, 2 ou ∞ calculée par

‖q‖l =
(
Q(|q|l)

)1/l
avec l = 1, 2 (5.5)

et Q un opérateur de quadrature numérique introduit dans [70], Q = Q1/3. Pour la norme ‖ · ‖∞, on
note

‖q‖∞ = max
−N/2≤i,j≤N/2

max
(k)=(I)...(V I)

|q(k)
i,j |, (5.6)

pour q fonction de grille.
Dans les simulations numériques e�ectuées, le pas de temps ∆t est proportionnel à ∆ξ. La relation

de proportionnalité est donnée par la condition

CFL =
u0∆t

a∆ξ
= Cste, (5.7)

la valeur de u0 est donnée par le contexte lors du test e�ectué.

5.1.2 Test de rotation solide

On considère d'abord le test numéro 1 de [85]. Il s'agit d'une rotation sans déformation de la
condition initiale au cours du temps autour d'un axe incliné.

On considère (λ, θ) les coordonnées longitude-latitude associées au pôle Nord noté N et (λ′, θ′) les
coordonnées longitude-latitude associées à un pôle Nord déplacé en P de coordonnées (λP , θP ). La
proposition suivante énonce le lien entre (λ, θ) et (λ′, θ′) :

Proposition 5.1. Le changement de variables (λ, θ) 7→ (λ′, θ′) est donné par : θ′ = arcsin [sin(θ) sin(θP ) + cos(θ) cos(θP ) cos(λ− λP )]

λ′ = arctan

[
cos(θ) sin(λ− λP )

cos(θ) cos(λ− λP ) sin(θP )− sin(θ) cos(θP )

]
.

(5.8)

Le changement de variables inverse (λ′, θ′) 7→ (λ, θ) est donné par : θ = arcsin [sin(θ′) sin(θP )− cos(θ′) cos(θP ) cos(λ′)]

λ = λP + arctan

[
cos(θ′) sin(λ′)

sin(θ′) cos(θP ) + cos(θ′) cos(λ′) sin(θP )

]
.

(5.9)

Démonstration. Un point x ∈ S2
a a pour coordonnées (λ, θ) en longitude-latitude associées au pôle

Nord et (λ′, θ′) en coordonnées latitude-longitude associées à un pôle déplacé en P . Le lien entre ces
coordonnées se fait par rotations successives. En considérant les rotations liées au changement de pôle
Nord, on acos θ′ cosλ′

cos θ′ sinλ′

sin θ′

 =

 cos(θP − π/2) 0 sin(θp − π/2)
0 1 0

− sin(θP − π/2) 0 cos(θP − π/2)

 cosλP sinλP 0
− sinλP cosλP 0

0 0 1

cos θ cosλ
cos θ sinλ

sin θ

 (5.10)

=

sin θP cosλP sin θP sinλP − cos θP
− sinλP cosλP 0

cos θP cosλP cos θP sinλP sin θP

cos θ cosλ
cos θ sinλ

sin θ

 . (5.11)
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La seconde ligne de (5.11) donne

cos θ′ ∈ λ′ = − sinλP cos θ cosλ+ cosλP cos θ sinλ

= cos θ(cosλP sinλ− sinλP cosλ)

= cos θ sin(λ− λP )

ce qui donne l'équation :
cos θ′ sinλ′ = cos θ sin(λ− λP ). (5.12)

De la même manière, la troisième ligne de (5.11) permet d'obtenir

sin θ′ = cos θP cos θ cos(λ− λP ) + sin θP sin θ. (5.13)

D'après la première ligne de (5.11) :

cos θ′ cosλ′ = sin θP cosλP cos θ cosλ+ sin θP sinλP cos θ sinλ− cos θP sin θ

= sin θP cos θ cos(λ− λP )− cos θP sin θ

= sin θP
sin θ′ − sin θP sin θ

cos θP
− cos θP sin θ d'après (5.13)

=
sin θP sin θ′ − sin θ

cos θP
.

D'où une troisième équation

sin θ = sin θP sin θ′ − cos θ′ cosλ′ cos θP . (5.14)

Les équations démontrées sont les suivantes :
sin(θ) = sin(θP ) sin(θ′)− cos(θP ) cos(θ′) cos(λ′)
sin(θ′) = sin(θ) sin(θP ) + cos(θ) cos(θP ) cos(λ− λP )

cos(θ) sin(λ− λP ) = cos(θ′) sin(λ′).
(5.15)

En utilisant (5.15.b), la formule suivante est immédiate :

θ′ = arcsin [sin(θ) sin(θP ) + cos(θ)cos(θP )cos(λ− λP )] . (5.16)

De plus, (5.15.a) et (5.15.c) donnent :{
cos(θ) sin(λ− λP ) = cos(θ′) sin(λ′)

cos(θ) cos(λ− λP ) = sin(θ′) sin(θP )−sin(θ)
cos(θP ) .

(5.17)

Or :

cos(θ) cos(λ− λP ) =
sin(θ′) sin(θP )− sin(θ)

cos(θP )

=
sin(θ)(sin2(θP )− 1)

cos(θP )
+ cos(θ) cos(λ− λP ) sin(θP )

= cos(θ) cos(λ− λP ) sin(θP )− sin(θ) cos(θP ).

En utilisant

tan(λ′) =
cos(θ′) sin(λ′)

cos(θ′) cos(λ′)
(5.18)

on obtient le changement de coordonnées (5.8) : θ′ = arcsin [sin(θ) sin(θP ) + cos(θ) cos(θP ) cos(λ− λP )]

λ′ = arctan

[
cos(θ) sin(λ− λP )

cos(θ) cos(λ− λP ) sin(θP )− sin(θ) cos(θP )

]
.

(5.19)
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Inversement et par une démonstration similaire, on obtient θ = arcsin [sin(θ′) sin(θP )− cos(θ′) cos(θP ) cos(λ′)]

λ = λP + arctan

[
cos(θ′) sin(λ′)

sin(θ′) cos(θP ) + cos(θ′) cos(λ′) sin(θP )

]
.

(5.20)

Proposition 5.2. La solution de l'équation d'advection sur la sphère (5.1) avec

c(x) = c(λ, θ) = u0 cos θeλ (5.21)

est donnée pour t ≥ 0 par
h(x, t) = h(λ, θ, t) = h0(λ− ωst, θ) (5.22)

avec u0 = aωs et x un point de la sphère S2
a de coordonnées longitude-latitude (λ, θ). On a également

h(x, t) = h0(R−tx) (5.23)

où R−t est la matrice de rotation

R−t =

cos(−ωst) − sin(−ωst) 0
sin(−ωst) cos(−ωst) 0

0 0 1

 . (5.24)

Démonstration. On résout cette équation par la méthode des caractéristiques. Soit X : t ∈ R+ 7→
X(t) = (λ(t), θ(t)) ∈ S2

a solution de {
dX

dt
= c(X(t))

X(0) = x0 = (λ0, θ0).
(5.25)

D'après le théorème de Cauchy-Lipschitz, il existe une telle courbe X solution maximale.
Si h est solution de (5.1), h est constante le long de X. En e�et

dh

dt
(X(t), t) =

∂h

∂t
(X(t), t) +

dX

dt
(t) · ∇Th(X(t), t)

=
∂h

∂t
(X(t), t) + c(X(t)) · ∇Th(X(t), t)

= 0.

En exprimant X en coordonnée latitude-longitude, on obtient la formule

dX

dt
= a cos θ

dλ

dt
eλ + a

dθ

dt
eθ. (5.26)

En identi�ant les termes dans le problème de Cauchy, on obtient
dλ

dt
= ωs

dθ

dt
= 0

(5.27)

d'où {
λ(t) = ωst+ λ0

θ(t) = θ0.
(5.28)

La fonction h est constante le long de la caractéristique t 7→ (λ(t), θ(t)), donc

h(λ(t), θ(t), t) = h0(λ0, θ0) = h0(λ− ωst, θ), (5.29)

ce qui termine la preuve.
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Si (λP , θP ) = (π, π/2−α), alors la matrice de rotation pour passer d'un système de coordonnées à
l'autre est

Pα =

− cosα 0 − sinα
0 −1 0

− sinα 0 cosα

 (5.30)

et on a le théorème suivant :

Théorème 5.1. La solution de l'équation (5.1) avec

cs(x) = c(x) = c(λ, θ) = u0 (cos θ cosα+ sin θ cosλ sinα) eλ − u0 sinλ sinαeθ (5.31)

est donnée pour t ≥ 0 par
h(x, t) = h0(P−1

α R−tPαx) (5.32)

où R−t est la matrice de rotation

R−t =

cos(−ωst) − sin(−ωst) 0
sin(−ωst) cos(−ωst) 0

0 0 1

 (5.33)

, où ωs = u0/a et x est un point de la sphère S2
a.

Démonstration. La rotation Pα est inversible donc x 7→ Pαx réalise une bijection de S2
a dans S2

a.
Soit g : (x, t) ∈ S2

a × R+ 7→ g(x, t) la solution de{
∂g

∂t
+ cg · ∇T g = 0

g(x, 0) = h0(P−1
α x).

(5.34)

D'après la proposition 5.2, en tout point x ∈ S2
a, on a

g(x, t) = h0(R−tP
−1
α x). (5.35)

En posant h(x, t) = g(Pαx, t), alors h est solution de (5.1) avec (5.31), en e�et

∂h

∂t
(x, t) + c(x) · ∇Th(x, t) =

∂g

∂t
(Pαx, t) + Pαc(x) · ∇T g(Pαx, t)

=
∂g

∂t
(Pαx, t) + Pcg(x) · ∇T g(Pαx, t)

=
∂g

∂t
(Pαx, t) + u0 cos θeλ · ∇T g(Pαx, t)

= 0,

car g est solution du problème (5.34). De plus, on a bien h(x, 0) = g(Pαx, 0) = h0(x), donc en tout
point x ∈ S2

a, on a

h(x, t) = g(Pαx, t)

= g0(R−tPαx)

= h0(P−1
α R−tPαx)

ce qui conclut la preuve.

Le test numéro 1 présenté dans [85] consiste à comparer la solution numérique obtenue pour la
résolution de (5.1) avec le champ de vitesse c donné par (5.31) et la donnée initiale donnée par la
fonction localisée :

h0(λ, θ) =

{
(h0/2)(1 + cos(πr/R)) si r < R

0 si r ≥ R (5.36)
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avec h0 = 1000m et R = a/3. La fonction r représente la distance sur la sphère entre le point de
coordonnées (λ, θ) et le point de coordonnées (λC , θC). Elle est donnée par

r = a arccos (sin θC sin θ + cos θC cos θ cos(λ− λC)) , (5.37)

(λC , θC) = (3π/2, 0) est la position initiale du Bump. Dans ce test, on a ωs = u0/a = 2π/12 jours−1.
Il s'agit d'une condition initiale de classe C1, elle n'est pas de classe C2. Dans les sections 5.1.3, les
tests sont consacrés à des solutions plus régulières. Des tests existent avec des solutions initiales moins
régulières (voir [65]), mais ici, nous nous limitons à (5.36).

Les Tables 5.1 et 5.2 donnent l'erreur obtenue sur 12 jours avec di�érentes tailles de grilles avec
α = 0 et α = π/4. Le taux de convergence est compris entre 1.5 et 2.5. La convergence d'ordre 3 au
moins était attendue en supposant la solution su�samment régulière ce qui n'est pas le cas ici puisque
la solution est seulement de classe C1.

Dans la Figure 5.2, on observe la localisation spatiale de l'erreur h(tn, ·)∗ − hn après une rotation
complète de la solution initiale, au temps t = 12 jours ainsi que l'erreur relative au cours du temps
pour N = 40. L'erreur est principalement localisée là où la fonction h est la moins régulière.

N e1 e2 e∞

40 4.3043(−2) 2.4784(−2) 2.0921(−2)
50 2.4403(−2) 1.4917(−2) 1.3748(−2)
60 1.5367(−2) 9.9131(−3) 1.0476(−3)
80 7.5508(−3) 5.3960(−3) 6.2646(−3)
100 4.3709(−3) 3.3958(−3) 4.4360(−3)
150 1.6538(−3) 1.4917(−3) 2.2885(−3)

Ordre estimé 2.47 2.12 1.67

Table 5.1 � Erreur et taux de convergence pour la rotation solide sur l'équation (5.1) en norme 1, 2
et ∞ pour α = 0 et CFL = 0.7. Le �ltre utilisé est le �ltre d'ordre 10.

N e1 e2 e∞

40 3.7638(−2) 2.0633(−2) 1.4639(−2)
50 2.1323(−2) 1.2496(−2) 1.0056(−2)
60 1.3546(−2) 8.4518(−3) 7.3167(−3)
80 6.6905(−3) 4.6505(−3) 4.6060(−3)
100 3.9119(−3) 2.9448(−3) 3.1809(−3)
150 1.4922(−3) 1.3019(−3) 1.6341(−3)

Ordre estimé 2.44 2.08 1.66

Table 5.2 � Erreur et taux de convergence pour la rotation solide sur l'équation (5.1) en norme 1, 2
et ∞ pour α = π/4 et CFL = 0.7. Le �ltre utilisé est le �ltre d'ordre 10.

Les valeurs obtenues par le schéma sont comparables à celles obtenues par [81, 80] à l'aide d'un
schéma volumes �nis d'ordre 4. La comparaison est donnée dans la Table 5.3. On constate que les
valeurs des erreurs sont tout à fait comparables.

Pour analyser l'e�et dissipatif de l'opérateur de �ltrage, on compare la valeur du maximum de h0

pour di�érents opérateurs de �ltrage. Les résultats sont donnés sur la Table 5.4 et sur la Figure 5.3.
On constate qu'un �ltre d'ordre 2 est trop dissipatif et ne permet pas de conserver correctement la
hauteur de h. Le �ltre d'ordre 10 donne de bons résultats. On note sur la Figure 5.4 que sans �ltrage,
des oscillations parasites apparaissent et perturbent le calcul.
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Figure 5.1 � Taux de convergence pour la rotation solide sur l'équation (5.1) en normes ‖ · ‖1, ‖ · ‖2
et ‖ · ‖∞ en fonction de ∆ = a∆ξ pour α = 0 (gauche) et α = π/4 (droite) et CFL = 0.7. Le taux de
convergence est quasiment identique pour α = π/4 et α = 0. Le �ltre utilisé est le �ltre d'ordre 10.

Figure 5.2 � Erreur relative pour l'équation (5.1) en norme 1, 2 et ∞ pour α = π/4 (gauche) et
localisation spatiale de l'erreur au temps t = 12 jours (droite) avec CFL = 0.7 et N = 40. Le �ltre
utilisé est le �ltre d'ordre 10.

e1 e2 e∞
CFL α [81] Algo. 11 [81] Algo. 11 [81] Algo. 11
1.0 α = 0 4.4262(−2) 5.4173(−2) 2.6982(−2) 3.2511(−2) 2.3012(−2) 2.6469(−2)

α = π/4 4.2173(−2) 5.1187(−2) 2.3674(−2) 2.9114(−2) 1.8696(−2) 2.2722(−2)

0.5 α = 0 3.8326(−2) 4.0429(−2) 2.3194(−2) 2.2452(−2) 1.9969(−2) 1.8989(−2)
α = π/4 3.5096(−2) 3.4451(−2) 1.9601(−2) 1.8444(−2) 1.4171(−2) 1.4138(−2)

Table 5.3 � Erreur relative pour la rotation solide sur l'équation (5.1) en norme 1, 2 et ∞ pour
α = π/4 ainsi que α = 0. Le pas de temps est issu de la condition CFL = u0∆t/a∆ξ, le �ltre est
d'ordre 10. Les résultats obtenus sont pratiquement identiques à ceux obtenus par volumes �nis d'ordre
4 dans [81]. Le paramètre de grille est N = 40.

157



Chapitre 5. Equations d'advection sphériques

N 20 40 80

Maxi. théorique 1000 1000 1000
Filtre d'ordre 10 968.87 990.68 997.45
Filtre d'ordre 8 915.22 995.34 996.77
Filtre d'ordre 6 767.00 996.30 996.86
Filtre d'ordre 4 436.37 795.56 969.92
Filtre d'ordre 2 47.52 91.45 170.70

Table 5.4 � Maximum au temps t = 12 jours de hn pour l'équation (5.1) discrétisée par l'algorithme
11 avec α = π/4 et CFL = 0.7.

Figure 5.3 � Coupe au niveau de l'équateur du test 1 de [85] pour l'équation (5.1) au temps t = 12
jours avec α = π/4 et CFL = 0.7. Les tailles de maillage sont N = 20 (haut, gauche), N = 40 (haut,
droite) et N = 80 (bas). Plus l'ordre du �ltre est bas, plus la solution est dissipée.
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Figure 5.4 � Calcul de la solution au temps t = 12 jours sans opérateur de �ltrage avec N = 40 et
CFL = 0.7. Solution obtenue (gauche), erreur hn − h(tn, ·)∗ (droite) lorsque α = π/4. On observe que
sans �ltrage, des oscillations sont présentes alors qu'elles ne le sont pas lorsque le �ltrage est présent
(voir Fig. 5.2).

5.1.3 Propagation d'un vortex

Vortex statique

Dorénavant, nous utilisons le �ltrage d'ordre 10 lors de la résolution. Le test précédent est un test
de déplacement sans déformation de la solution initiale. Dans [66], un autre test est construit pour que
la condition initiale soit déformée au �l du temps. On considère (λC , θC) ∈ S2

a un point de la sphère.
Le test consiste à suivre la propagation de deux vortex diamétralement opposés dont l'un est situé
en (λC , θC). Les deux vortex s'enroulent autour de leurs centres respectifs au �l du temps, rendant la
solution de plus en plus di�cile à représenter sur un maillage �xe.

L'objectif est de résoudre l'équation (5.1) avec le champ c donné par l'équation :

cr(x) = c(x) = ureλ + vreθ (5.38)

où ur, vr : (x) ∈ S2
a 7→ ur(x), vr(x) ∈ R sont les fonctions dé�nies par{

ur(λ, θ) = aωr(θ
′) [sin θC cos θ − cos θC cos(λ− λC) sin θ]

vr(λ, θ) = aωr(θ
′) [cos θC sin(λ− λC)]

(5.39)

où (λ′, θ′) sont les coordonnées longitude-latitude associées au pôle Nord placé en (λC , θC). On déduit
ces valeurs grâce aux équations (5.8). La vitesse de rotation du vortex est dé�nie par aωr(θ′) avec la
fonction ωr dé�nie par

ωr(θ
′) =

{
V/aρ si ρ 6= 0

0 sinon.
(5.40)

où ρ = ρ0 cos(θ′) est une pseudo-distance au centre du vortex et V = u0
3
√

3

2
sech2(ρ)tanh(ρ). Noter

que
3
√

3

2
est une constante de normalisation. On choisit u0 = 2πa/(12jours) et ρ0 = 3.

Une solution exacte de (5.1) est donnée par

h(t, λ, θ) = 1− tanh

[
ρ

γ
sin(λ′ − ωr(θ′)t)

]
(5.41)

où γ est une constante in�uençant le gradient de la solution. Comme dans l'article [66], on choisit
γ = 5.
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N e1 e2 e∞

40 1.2170(−3) 5.2773(−3) 3.8615(−2)
50 4.4810(−4) 2.1100(−3) 1.6306(−2)
60 1.6313(−4) 8.2236(−4) 6.5687(−3)
80 2.8658(−5) 1.4710(−4) 1.4042(−3)
100 8.7526(−6) 4.1919(−5) 4.1512(−4)
150 1.1105(−6) 5.7646(−6) 6.2903(−5)

Ordre estimé 5.40 5.30 4.98

Table 5.5 � Erreur et taux de convergence pour le test du vortex stationnaire sur 12 jours pour
l'équation (5.1) en normes ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 et ‖ · ‖∞, CFL = 0.7 [66], le �ltre est d'ordre 10. Le vortex est
localisé en (λC , θC) = (π/4, π/4). La convergence se fait à un ordre supérieur ou égal à 5.

Figure 5.5 � Erreur et taux de convergence pour le test du vortex stationnaire sur l'équation (5.1) en
normes ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 et ‖ · ‖∞ et en fonction de ∆ = a∆ξ, avec CFL = 0.7 [66], le �ltre est d'ordre 10.
Le vortex est localisé en (λC , θC) = (π/4, π/4). L'ordre de convergence est d'environ 5 pour la norme
‖ · ‖∞ et supérieur pour les normes ‖ · ‖1 et ‖ · ‖2.
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Sur la Table 5.5 et la Figure 5.5, on donne la convergence pour ce test avec (λC , θC) = (π/4, π/4).
Les centres des vortex sont alors placés proches des coins de la Cubed-Sphere. La convergence se fait
à un ordre supérieur ou égal à 5.

Sur une grille grossière (N = 36 correspondant à l'équateur à ∆λ = 2.5deg.), on compare l'erreur
au cours du temps pour deux valeurs di�érentes du pas de temps ∆t. Les résultats sont donnés sur
la Figure 5.6. Lorsque CFL = u0∆t/a∆ξ = 0.5, il y a 288 pas de temps pour arriver au temps �nal.
Lorsque CFL = u0∆t/a∆ξ = 0.05, il y a 2880 pas de temps. Les erreurs obtenues sont tout a fait
comparables à celles obtenues par la méthode de Galerkin Discontinu [64]. Avec 288 pas de temps,
les erreurs spatiales et temporelles sont observées simultanément. L'erreur est sensiblement meilleure
lorsque 2880 pas de temps sont utilisés.

Figure 5.6 � Evolution de l'erreur sur t = 12 jours pour le cas test du vortex [66] avec (λC , θC) =
(π/4, π/4). Les paramètres numériques sont N = 40, le �ltrage utilisé est d'ordre 10. Le pas de temps
est déduit des relations CFL = 0.5 (gauche), et CFL = u0∆t/∆ξ = 0.05 (droite).

Sur la Figure 5.7, on représente la solution hn au temps t = 12 jours ainsi que l'erreur spatiale
hn − h(tn, ·)∗ sur un maillage de paramètre N = 40. L'erreur est localisée au centre du vortex. Ce
résultat était attendu, le vortex devient de plus en plus �n lorsque t grandit et la solution devient sous
résolue. On véri�e cela sur la Figure 5.8 : on représente, au temps t = 12 jours, une coupe le long
de l'équateur de la solution lorsque (λC , θC) = (3π/4, 0). On observe qu'avec une grille de paramètre
N = 25, la solution est sous représentée en comparaison à une grille de paramètre N = 50.

Figure 5.7 � Solution au temps t = 12 jours pour le vortex statique [66] avec (λC , θC) = (π/4, π/4).
Les paramètres numériques sont N = 40 et CFL = 0.7, le �ltrage utilisé est d'ordre 10. La solution hn

(gauche), erreur spatiale hn − h(tn, ·)∗ (droite).
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Figure 5.8 � Coupe le long de l'équateur de la solution au temps t = 12 jours pour le cas test du
vortex [66] avec (λC , θC) = (3π/4, 0). Le pas de temps est issu de CFL = 0.7 et �ltrage d'ordre 10. La
solution sur grille grossière est moins bien représentée que celle sur grille �ne.

Vortex avec rotation solide

Une variante du test [66] consiste à combiner la vitesse de rotation solide cs (5.31) avec la vitesse
de rotation du vortex cr (5.38). Il s'agit du test présenté dans [64]. On considère l'équation d'advection
(5.1) munie du champ de vitesse

c(t,x) = ueλ + veθ (5.42)

où les fonctions u et v dépendent à présent du temps par{
u(t, λ, θ) = u0 (cos θ cosα+ sin θ cosλ sinα) + aωr (sin θC(t) cos θ − cos θC(t) cos(λ− λC(t)) sin θ)
v(t, λ, θ) = −u0 sinλ sinα+ aωr (cos θC(t) sin(λ− λC(t))) ,

(5.43)
La donnée (λC(t), θC(t)) ∈ S2

a correspond à la position du vortex au �l du temps. Cette dernière est
donnée dans la base "tournée" d'un angle α par{

λ′C(t) = λ′0 + ωst
θ′C(t) = θ′0

(5.44)

avec (λ′0, θ
′
0) la position initiale du vortex statique dans la base associée à (λP , θP ) = (π, π/2 − α).

Dans le système de coordonnées longitude latitude associé au pôle Nord N, on a (λ0, θ0) = (3π/2, 0).
ωs = u0/a est la vitesse de rotation solide du vortex.

La solution exacte est alors donnée par (5.41) en déplaçant la position du vortex au �l du temps
t. On note (λ, θ) les coordonnées longitude-latitude de x ∈ S2

a. La solution exacte en x et au temps
t > 0, notée h(t,x), est calculée de la façon suivante :

1. Calculer (λ′, θ′) les coordonnées longitude-latitude associées au pôle de coordonnées (λP , θP ) =
(π, π/2− α). Pour cela, on utilise la formule (5.8).

2. Déplacer (λ′, θ′) sur la position du vortex par{
λ′s = λ′ − ωst
θ′s = θ′.

(5.45)

Il s'agit de l'action de la rotation solide.

3. Calcul de (λs, θs) en revenant dans le système de coordonnées longitude-latitude grâce à la formule
(5.9) avec (λP , θP ) = (π, π/2− α).
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4. Calcul de (λ′′s , θ
′′
s ) déduit de (λs, θs). Le point de coordonnées longitude latitude (λs, θs) a pour

coordonnées longitude latitude (λ′′s , θ
′′
s ) (pour le pôle de coordonnées (λC , θC) donné par (5.44))

grâce à la formule (5.8).

5. Calculer la solution exacte h(t, λ, θ) par

h(t, λ, θ) = 1− tanh

[
ρ

γ
sin(λ′′s − ωr(θ′′s )t)

]
, (5.46)

avec ωr donné par

ωr =

{
V/(aρ) si ρ 6= 0

0 sinon,
(5.47)

et ρ = ρ0 cos(θ′′s ) ainsi que V = u0
3
√

3

2
sech2(ρ)tanh(ρ).

La solution exacte représente un vortex s'enroulant sur lui même. Les détails sont de plus en plus �ns
et à grille �xée, elle devient di�cile à représenter. De plus, le centre des vortex se déplace sur un grand
cercle de la sphère. En fonction de la valeur de α, les vortex passent plus ou moins loin des coins de la
Cubed-Sphere.

Sur la Figure 5.9, on représente la solution aux temps t = 3, t = 6, t = 9 et t = 12 jours lorsque
α = π/4. On y observe le déplacement des vortex le long d'un grand cercle longeant les panels (V ) et
(V I).

Sur la Table 5.6 et la Figure 5.10, on représente le taux de convergence en utilisant di�érentes
tailles de grilles et en conservant CFL = 0.7. On choisit α = π/4 de manière à ce que les vortex longent
les bords des panels comme c'est visible sur la Figure 5.9. Un tel choix vise à mettre en di�culté la
méthode de résolution en faisant passer les détails �ns de la solution sur les bords des panels. Les
résultats permettent d'observer un ordre de convergence proche de 4 en norme ‖ · ‖1 et ‖ · ‖2. L'ordre
de convergence est proche de 3.5 pour la norme ‖ · ‖∞.

N e1 e2 e∞

40 2.9241(−3) 1.0646(−2) 5.7267(−2)
50 1.3634(−3) 5.3187(−3) 3.3187(−2)
60 6.6453(−4) 2.7522(−3) 1.8792(−2)
80 2.0635(−4) 8.8170(−4) 6.3350(−3)
100 8.2353(−5) 3.5454(−4) 2.7479(−3)
150 1.6044(−5) 7.0918(−5) 5.9455(−4)

Ordre estimé 3.98 3.84 3.52

Table 5.6 � Erreur pour le test vortex avec rotation solide. On donne di�érentes erreurs et taux de
convergence pour l'équation (5.1) avec le champ de vitesse (5.43) en norme 1, 2 et ∞, CFL = 0.7. On
choisit α = π/4 et le temps �nal t = 12 jours. Nous utilisons l'opérateur de �ltrage d'ordre 10.

On a vu que le vortex statique est di�cile à représenter lorsque t augmente. Le vortex en rotation
représente la même fonction se déplaçant sur la sphère. La solution du vortex en rotation est aussi
di�cile à représenter lorsque t croît. Sur la Figure 5.11, on représente l'historique de l'erreur relative
jusqu'à t = 24 jours. Le temps �nal pour ce test est usuellement t = 12 jours, mais on observe
le comportement du schéma sur un temps plus long. Les résultats sont obtenus avec CFL = 0.7,
l'obtention de résultats pour 24 jours sont obtenus après 457 pas de temps. Pour la grille de taille
40×40×6, l'erreur �nale est de 15.95% en norme ‖ · ‖∞, 3.67% pour la norme ‖ · ‖2 et 1.36% en norme
‖ · ‖1. Pour la grille 80 × 80 × 6, on e�ectue 914 pas de temps pour arriver au temps t = 24 jours.
L'erreur �nale est de 9.63% en norme ‖ · ‖∞, 1.69% pour la norme ‖ · ‖2 et 0.45% en norme ‖ · ‖1.

Les erreurs au temps t = 12 jours sont comparables à celles obtenues par la méthode de Galerkin
discontinue [64]. Nous comparons aussi notre schéma à des schémas de type volumes �nis d'ordre élevé
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Figure 5.9 � Vortex avec rotation solide de [64]. On représente la solution (5.46) de l'équation de
transport (5.1) avec le champ de vitesse (5.43) avec une grille de paramètre N = 40. On représente la
solutions aux temps t = 3, t = 6, t = 9 et t = 12 jours (dans cet ordre, de haut en bas). En plus du
déplacement des tourbillons, on observe que lors de la formation du vortex, la solution devient di�cile
à représenter.
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Figure 5.10 � Erreur pour le vortex avec rotation solide en fonction de ∆ = a∆ξ. On représente
l'erreur et le taux de convergence pour l'équation (5.1) avec le champ de vitesse (5.43) en norme 1, 2
et ∞, CFL = 0.7, l'opérateur de �ltrage est d'ordre 10. L'angle α est α = π/4 et le temps �nal t = 12
jours. L'odre de convergence est proche de 4 pour les normes ‖ · ‖1 et ‖ · ‖2. Il est proche de 3.5 pour
la norme ‖ · ‖∞.

Figure 5.11 � Historique de l'erreur pour le test du vortex avec rotation solide. On représente l'histo-
rique de l'erreur pour l'équation (5.1) avec le champ de vitesse (5.43) en norme ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 et ‖ · ‖∞
avec CFL = 0.7, le �ltrage est d'ordre 10. On choisit α = π/4. Le temps �nal est t = 24 jours. La grille
est 40 × 40 × 6, 457 pas de temps (gauche), la grille est 80 × 80 × 6, l'algorithme e�ectue 914 pas de
temps (droite). Sur la grille 80× 80× 6, l'erreur est en dessous de 10% ce qui demeure acceptable.
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Chapitre 5. Equations d'advection sphériques

[51]. Nous comparons les résultats au temps t = 12 jours. Les schémas volumes �nis sont nommés
WENO5 et KL4 dans [51]. Nous utilisons toujours α = π/4. Sur la grille 80 × 80 × 6 et après 750
pas de temps, le schéma WENO5 donne les erreurs relatives suivantes : e1 = 0.0021, e2 = 0.0043 et
e∞ = 0.0191. Le schéma KL4 obtient, dans le même contexte, les erreurs e1 = 0.0021, e2 = 0.0043
et e∞ = 0.0194. Avec notre schéma, on obtient e1 = 1.67(−4), e2 = 7.23(−4) et e∞ = 5.75(−3). Les
niveaux d'erreurs obtenus sont plus faibles que ceux obtenus par les méthodes de volumes �nis WENO5
et KL4.

5.2 Equations de conservation non linéaire

L'équation d'advection (5.1) est un problème linéaire. Dans cette section, on s'intéresse à une
équation non linéaire de type "Burgers" sphérique [10]. Les tests e�ectués concernent l'équation{

∂h

∂t
+∇T · F (h) = 0

h(0,x) = h0(x)
avec x ∈ S2

a et t ≥ 0. (5.48)

Nous choisissons a = 1. L'application F : h 7→ F (h) ∈ TS2 transforme une fonction en un champ de
vecteurs tangent à la sphère.

En particulier, on note que (5.48) est une loi de conservation. La relation suivante est véri�ée :

d

dt

∫
S2
h(t,x)dσ(x) = 0. (5.49)

On a vu dans le lemme 4.1 que si w : x ∈ S2 7→ w ∈ R3 est un champ de vecteurs de R3 et si n est
la normale extérieure à la sphère, alors F = n ∧w est un champ de vecteurs tangent à la sphère. On
considère ici des champs de vecteurs de cette forme avec

w = f1i + f2j + f3k =

f1

f2

f3

 , (5.50)

où fp : h ∈ L2(S2
a,R) 7→ fp(h) pour 1 ≤ p ≤ 3.

Dans ce qui suit, on s'intéresse à deux tests pour cette équation, introduits dans [10]. Le premier
permet d'analyser le comportement d'un schéma numérique lors de l'apparition d'un choc. Le second
permet d'étudier la conservation d'une solution stationnaire.

5.2.1 Résolution numérique

Pour résoudre l'équation (5.48), on considère l'application J∆ dé�nie pour toute fonction de grille
h sur la sphère par

J∆(t, h) = −∇T,∆F (h). (5.51)

Nous couplons cet opérateur d'approximation spatiale à un algorithme de résolution en temps. L'algo-
rithme permettant la résolution de (5.48) est analogue à l'algorithme 11. Il s'écrit :

Algorithme 12 : Equation d'advection sphérique non linéaire (5.48)

1: h0 = h∗0 connu,
2: for n = 0, 1, . . . do
3: K(1) = J∆(tn, hn),
4: K(2) = J∆

(
tn + ∆t

2 , h
n + ∆t

2 K
(1)
)
,

5: K(3) = J∆

(
tn + ∆t

2 , h
n + ∆t

2 K
(2)
)
,

6: K(4) = J∆

(
tn + ∆thn + ∆tK(3)

)
,

7: hn+1 = F
(
hn +

∆t

6

(
K(1) + 2K(2) + 2K(3) +K(4)

))
.

8: end for
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5.2. Equations de conservation non linéaire

L'opérateur F est de la forme (4.92) où F̃ξ et F̃η utilisent l'opérateur de �ltrage en dimension 1
d'ordre 10 : F10,x (1.163). Les opérateurs F̃ξ et F̃η sont calculés par les algorithmes 9 et 10.

5.2.2 Solution équatoriale périodique

Pour ce test, inspiré du premier test de [10], on considère les fonctions f1 et f2 nulles :

f1 = f2 ≡ 0. (5.52)

Le champ de vecteurs F est alors donné pour toute fonction h par

F (h) =

xy
z

 ∧
f1(h)
f2(h)
f3(h)

 =

 yf3(h)
−xf3(h)

0

 = −f3(h) cos(θ)eλ. (5.53)

On a en coordonnées longitude-latitude

∇T · F (h) = − ∂

∂λ
f3(h). (5.54)

L'équation (5.48) s'écrit alors en coordonnées longitude-latitude :

∂h

∂t
− ∂

∂λ
f3(h) = 0 en tout x ∈ S2

a et t ≥ 0. (5.55)

Il découle la proposition suivante :

Proposition 5.3. Soit h̃ la solution du problème périodique en dimension 1 ∂h̃

∂t
− ∂

∂λ
f3(h̃) = 0

h̃(0, λ) = h̃0(λ)
pour λ ∈ [0, 2π[ et t > 0, (5.56)

et soit ĥ : θ ∈]− π/2, π/2[7→ ĥ(θ) ∈ R tel que

h0(x) = h̃0(λ)ĥ(θ). (5.57)

Alors la solution du problème (5.48) est donnée par

h(t,x) = h(t, λ, θ) = h̃(t, λ)ĥ(θ), (5.58)

pour t > 0, x ∈ S2 un point de la sphère de coordonnées longitude-latitude (λ, θ).

On pose f3(h) = −πh2. L'équation (5.56) est identique à l'équation (2.175). On compare une coupe
le long de l'équateur de la solution calculée par l'algorithme 12 avec la solution calculée par l'algorithme
6 lorsque {

h̃0(λ) = sinλ,

ĥ0(θ) = 1[−π/12,π/12](θ).
(5.59)

On rappelle que dans ce contexte, la solution de (5.56) est de classe C1 pour t ≤ 1/(2π). Sur la Figure
5.12, on représente la solution aux temps t = 1/(2π) et t = 10/(2π) pour un paramètre de grille N = 32
pour la Cubed-Sphere (128 points de discrétisation sur l'équateur) et 128 points de discrétisation pour
le problème 1D. Le pas de temps est ∆t = 0.005. Les résultats des deux algorithmes sont très semblables
et donnent des résultats satisfaisants même au delà du temps 1/(2π) au delà duquel la solution est
moins régulière. De plus, le �ltre d'ordre 10 est su�sant pour que les oscillations ne dégradent pas
excessivement le résultat.

Sur la Figure 5.13, on représente l'historique de l'erreur de conservation au cours du temps :

|Q(hn)−Q(h(tn, ·)∗|. (5.60)
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Chapitre 5. Equations d'advection sphériques

Figure 5.12 � Coupe de la solution équatoriale. On représente une coupe équatoriale de la solution
de (5.48) et la solution de (5.56) pour le test périodique. On compare la solution au temps t = 1/(2π)
(gauche) et t = 10/(2π) (droite). La grille Cubed-Sphere a pour paramètre N = 32 (128 points de
discrétisation sur l'équateur). Le problème en dimension 1 est résolu avec 128 points de discrétisation.
Le pas de temps est ∆t = 0.005.

Nous n'utilisons pas l'erreur relative car pour les conditions initiales utilisées, on a∫
S2a
h0(x)dσ(x) = 0. (5.61)

L'erreur de conservation est proche de 6.0(−5) lorsque N = 32 et proche de 1.5(−5) lorsque N = 64.
L'erreur est cependant nettement plus importante au temps d'apparition du choc t = 1/(2π) ≈ 0.1592.

Figure 5.13 � Historique de l'erreur de conservation pour la solution équatoriale périodique. On
représente l'erreur de conservation en fonction du temps t pour le test équatorial périodique (5.48). La
grille Cubed-Sphere a pour paramètres N = 32 (gauche) et N = 64 (droite). Le pas de temps est le
même dans les deux cas. On a ∆t = 0.005, la simulation est faite en 318 pas de temps pour le temps
�nal t = 10/(2π). L'erreur n'est pas relative car la masse totale initiale est nulle. La masse totale
mesurée est très bien conservée.

Ce test permet d'analyser le comportement du schéma numérique de l'algorithme 12 en présence
d'un choc. Les résultats sont satisfaisants. Les oscillations qui apparaissent au delà du temps d'appa-
rition du choc ne dégradent pas excessivement le calcul. Le �ltrage d'ordre 10 symétrique est su�sant
pour assurer un bon déroulement de la simulation. De plus, l'erreur sur la conservation de la masse
reste faible au cours du temps.

Nous insistons sur le fait que le calcul e�ectué n'utilise aucun décentrement et aucun traitement de
type reconstruction ou limitation de pente. Il n'est donc pas surprenant d'observer des oscillations non
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5.2. Equations de conservation non linéaire

linéaires (Fig. 5.12, droite). On constate que ces oscillations demeurent très limitées et très localisées.
Une amélioration de ces résultats fera l'objet d'études ultérieures.

5.2.3 Solution stationnaire

Dans cette section, on construit une solution stationnaire de (5.48). Si la condition initiale h0 est
telle que

∇T · F (h0) = 0, (5.62)

alors h0 est une solution stationnaire de (5.48).
On considère les fonctions f1, f2 et f3 identiques, c'est à dire :

f1(h) = f2(h) = f3(h) = f(h) (5.63)

avec h : S2
a → R donnée. Alors, F est donnée par

F (h) = n ∧ (f(h)(i + j + k)) . (5.64)

Le calcul de ∇T · F (h) en fonction de h et f donne

∇T · F (h) = f ′(h)

(
(y − z)∂h

∂x
+ (z − x)

∂h

∂y
+ (x− y)

∂h

∂z

)
. (5.65)

On en déduit que indépendamment du choix de f , si h0(x, y, z) = α(x+ y + z), avec α ∈ R, on a

∇T · F (h0) = 0, (5.66)

et h(t,x) = h0(x) est une solution stationnaire.
Dans [10], le test numéro 3 consiste à choisir

f1(h) = f2(h) = f3(h) =
h2

2
, (5.67)

et la condition initiale
h0(x, y, z) =

x+ y + z√
3

. (5.68)

Cette condition initiale est une solution stationnaire. On compare la solution calculée par l'algorithme
12 avec la solution initiale jusqu'au temps t = 6. On mesure l'erreur relative à chaque itération. Les
résultats de convergence sont donnés sur la Table 5.7 et sur la Figure 5.14. L'ordre de convergence
est proche de 4 en normes ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 et ‖ · ‖∞. La conservation de la masse est véri�ée à un ordre
supérieur à 5.

N e1 e2 e∞ Conservation

16 2.1446(−5) 1.5759(−5) 1.4251(−5) 3.6380(−7)
32 2.2000(−6) 1.1752(−6) 1.0776(−6) 8.3644(−9)
64 1.4092(−7) 7.9823(−8) 7.7308(−8) 9.6391(−11)
128 8.7856(−9) 5.0291(−9) 4.5510(−9) 8.4850(−12)

Ordre estimé 3.94 3.87 3.86 5.18

Table 5.7 � Erreur pour la solution stationnaire. Table de convergence pour le test stationnaire de
l'équation (5.48). Le pas de temps est donné par ∆t = 0.96∆ξ/π. Le temps �nal est t = 6. On
mesure aussi l'erreur sur la conservation de la masse. Le taux de convergence est proche de 4. L'erreur
de conservation mesurée n'est pas relative car la masse totale initiale est nulle. La conservation est
excellente.
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Chapitre 5. Equations d'advection sphériques

Figure 5.14 � Erreur et taux de convergence pour le test stationnaire de l'équation (5.48) en fonction
de ∆ = a∆ξ. Le pas de temps est donné par ∆t = 0.96∆ξ/π. Le temps �nal est t = 6.

Sur la Figure 5.15, on représente l'historique de l'erreur lorsque N = 31 et ∆t = 0.96∆ξ/π = 0.015.
On observe sur ces �gures que l'erreur sur la fonction h est proche de 3× 10−6. L'erreur sur la conser-
vation de la masse est proche de 10−8. Les résultats sont très satisfaisants pour la conservation d'une
solution stationnaire sur une équation non-linéaire. Sur la Figure 5.16, on représente la localisation spa-
tiale de l'erreur ainsi que la solution calculée au temps t = 6. Les oscillations observées s'apparentent
à des oscillations dispersives. Leur amplitude demeure très limitée.

Figure 5.15 � Courbe d'erreur pour la solution stationnaire. L'erreur en norme et l'erreur de conser-
vation est représentée pour le test stationnaire de l'équation (5.48). Le pas de temps est donné par
∆t = 0.96∆ξ/π. Le temps �nal est t = 6. Le paramètre de la Cubed-Sphere est N = 32. L'erreur de
conservation mesurée n'est pas relative car la masse totale initiale est nulle. L'erreur sur la conservation
est très faible.
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5.2. Equations de conservation non linéaire

Figure 5.16 � Solution exacte (haut) et erreur (bas) pour le test stationnaire sur l'équation (5.48). Le
paramètre de la Cubed-Sphere est N = 32. Le pas de temps est donné par ∆t = 0.96∆ξ/π = 0.015.
On représente les fonctions au temps t = 6.

171



Chapitre 5. Equations d'advection sphériques

172



Chapitre 6

Equations Shallow Water sphériques

6.1 Equation Shallow Water linéarisée

6.1.1 Propriétés de l'équation Shallow Water linéarisée

En l'absence de reliefs, l'équation Shallow Water s'écrit
∂u

∂t
+ (u · ∇T ) u + fn ∧ u + g∇Th = 0

∂h

∂t
+∇T · (hu) = 0,

(6.1)

où f désigne la force de Coriolis.
Pour linéariser le système d'équations (6.1) autour de la solution stationnaire (H,u) = (H,0), nous

considérons les solutions de la forme : {
h = H + η̃
u = ũ

(6.2)

où (η̃, ũ) représente une petite perturbation de l'état stationnaire (H,u) = (H,0). En incorporant les
solutions de cette forme à l'équation (6.1), on trouve :

∂ũ

∂t
+ (ũ · ∇T ) ũ + fn ∧ ũ + g∇T η̃ = 0

∂η̃

∂t
+∇T · (η̃ũ) +H∇T ũ = 0.

(6.3)

En négligeant les termes d'ordres 2 : (ũ · ∇T )ũ et ∇T (η̃ũ), on obtient l'équation Shallow Water linéa-
risée : 

∂u

∂t
+ fn ∧ u + g∇T η = 0

∂η

∂t
+H∇T · u = 0.

(6.4)

Cette équation est munie d'une condition initiale. Pour simpli�er les notations, nous notons u au lieu
de ũ et η au lieu de η̃.

L'équation Shallow Water linéarisée (6.4) est une équation de conservation. La masse et l'énergie
sont conservées au cours du temps.

Proposition 6.1. Si (u, η) est solution de (6.4) alors

• Conservation de la masse : la masse totale est conservée au cours du temps :

d

dt

∫
S2a
η(t,x)dσ(x) = 0. (6.5)
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• Conservation de l'énergie : l'énergie est conservée au cours du temps :

d

dt

∫
S2
a

gη2(t,x) +H|u(t,x)|2dσ(x) = 0. (6.6)

Démonstration. Conservation de la masse : nous intégrons sur S2
a la seconde équation de (6.4) alors :

d

dt

∫
S2a
η(t,x)dσ(x) =

∫
S2a

∂η

∂t
(t,x)dσ(x)

= −H
∫
S2a
∇T · u(t,x)dσ(x)

= 0.

Conservation de l'énergie : en ce qui concerne la conservation de l'énergie, nous procédons par
étapes.

• Premièrement, notons que u est orthogonal à n ∧ u alors :∫
S2a

∂u

∂t
· u =

1

2

∂

∂t

∫
S2a
|u|2

= −g
∫
S2a
∇T η · u,

en d'autres termes :
1

2

∂

∂t
‖|u|‖2L2(S2a) = −g

∫
S2a
∇T η · u. (6.7)

• De la même manière, en multipliant par η, on a

∂η

∂t
· η = −Hη∇T · u. (6.8)

En intégrant sur la sphère S2
a, on a

1

2

∂

∂t
‖η‖2L2(S2a) = −H

∫
S2a
η∇ · u (6.9)

• De plus pour tout champ de vecteurs A ∈ TS2
a et pour toute fonction B, on a

∇T · (AB) = (A · ∇T )B + (B∇T ·A) (6.10)

On obtient alors

∂

∂t

∫
S2a

(
gη2 +H|u|2

)
= −2gH

∫
S2a
η∇T · u + u · ∇T ηdσ(x)

= −2gH

∫
S2a
∇T · (ηu)dσ(x)

= 0.

Et l'énergie est bien conservée.
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6.1.2 Résolution numérique

Dans cette section, nous nous intéressons à la résolution numérique de l'équation (6.4) à l'aide d'un
schéma analogue à celui de l'algorithme 12. Les tests que nous e�ectuons sont de deux types. Il s'agit
d'un test stationnaire et d'un test avec second membre. Ainsi, l'équation manipulée est de la forme

∂u

∂t
+ fn ∧ u + g∇T η = Su

∂η

∂t
+H∇Tu = Sη,

(6.11)

où Su : (t,x) ∈ R+ × S2
a 7→ Su(t,x) ∈ TxS2

a et Sη : (t,x) ∈ R+ × S2
a 7→ Sη(t,x) ∈ R sont des fonctions

données.
Pour résoudre (6.11) en utilisant la méthode des lignes, nous dé�nissons la fonction J∆ agissant

sur un couple de fonctions de grilles q = (u, η) par

J∆(t, q) = J∆(t, u, η) =
(
−f∗n∗ ∧ u∗ − g∇T,∆η + S∗u,−H∇T,∆u + S∗η

)
. (6.12)

La résolution en temps est faite en utilisant l'algorithme de Runge-Kutta d'ordre 4 couplé à un opé-
rateur de �ltrage F . L'algorithme 13 est l'algorithme de résolution numérique. Pour tout n ∈ N, il
permet de calculer qn = (un, ηn) où un est une approximation de u(tn, ·)∗ et ηn est une approximation
de η(tn, ·)∗.

Algorithme 13 : Systèmes d'équations (6.11)

1: q0 = (u∗0, η
∗
0) connu,

2: for n = 0, 1, . . . do
3: K(1) = J∆(tn, qn),
4: K(2) = J∆

(
tn + ∆t

2 , q
n + ∆t

2 K
(1)
)
,

5: K(3) = J∆

(
tn + ∆t

2 , q
n + ∆t

2 K
(2)
)
,

6: K(4) = J∆

(
tn + ∆t, qn + ∆tK(3)

)
,

7: qn+1 = F
(
qn +

∆t

6

(
K(1) + 2K(2) + 2K(3) +K(4)

))
.

8: end for

L'opérateur de �ltrage F agit sur chaque composante de qn, il est dé�ni par la relation (4.92).
Dans les tests e�ectués, une solution analytique est disponible. Nous mesurons l'erreur relative sur η
en normes ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 et ‖ · ‖∞ en calculant au temps tn

enl =
‖ηn − η(tn, ·)∗‖l
‖η(tn, ·)∗‖l

, avec l ∈ {1, 2,∞} . (6.13)

L'erreur sur u est calculée au temps tn par

enu =
N (un − u(tn, ·)∗)
N (u(tn, ·)∗)

. (6.14)

La norme N est donnée par l'équation (4.28). Lorsque Sη et Su sont des fonctions nulles, le système
d'équation (6.11) conserve la masse et l'énergie au sens de la proposition 6.1. On véri�e la conservation
de ces quantités en mesurant

Q(un, ηn)−Q(u(tn, ·)∗, η(tn, ·)∗)
Q(u(tn, ·)∗, η(tn, ·)∗)

(6.15)

où Q représente la masse ou l'énergie numérique.
De plus, pour les tests qui suivent, nous choisissons les données physiques suivantes :

• le rayon terrestre : a = 6371220 mètres,
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• la constante de gravité : g = 9.80616m · s−2,

• la hauteur de référence : H = 105 mètres,

• la force de Coriolis : f = 2Ω sin θ avec Ω = 7.292× 10−5s−1 la vitesse angulaire de rotation de la
Terre.

De plus, les tests numériques sont e�ectués en considérant une condition sur les pas de discrétisation
de la forme suivante

CFL =
c∆t

a∆ξ
= Cste, (6.16)

c représente une vitesse caractéristique du système d'équation (6.11). On choisit

c = max (cgrav, ccor) (6.17)

avec cgrav =
√
gH et ccor = aΩ. La constante cgrav est la vitesse caractéristique des ondes de gravité,

ccor caractérise la vitesse de Coriolis et correspond à la vitesse de rotation le long de l'équateur.

6.1.3 Solution stationnaire zonale

Le premier test que nous considérons concerne la conservation d'une solution stationnaire zonale
pour l'équation (6.11) sans forçage, c'est à dire que l'on a Sη et Su des fonctions nulles. Donc le système
d'équations considérées est (6.4). La masse et l'énergie sont conservées.

Dé�nition 6.1. On dit que η et u sont des solution zonales de (6.11) si (u, η) est solution de (6.11)
et si en coordonnées longitude-latitude (λ, θ), on a

• η est indépendant de la latitude λ,

• u(t,x) = u(t, θ)eλ avec u une fonction dé�nie sur la sphère indépendante de λ.

Les solutions stationnaires zonales de (6.4) sont décrites dans la proposition suivante :

Proposition 6.2. Les solution stationnaires zonales (u, η) du système d'équations (6.4) sont données
par η(x) = ηeq −

a

g

∫ θ

0
f(s)u(s)ds

u(x) = u(θ)eλ.

(6.18)

Démonstration. Le couple (u, η) est un couple de solutions stationnaires zonales de (6.4), donc il existe
u : θ ∈ [−π/2, π/2] 7→ u(θ) ∈ R tel que

u(x) = u(θ)eλ (6.19)

et η est indépendant du temps, donc

∂η

∂t
+H∇T · u = H∇T · u

=
H

a cos θ

∂u

∂λ
= 0.

De plus, u est indépendant de t. En considérant la première équation de (6.4), on a

fn ∧ u + g∇T η = 0. (6.20)

Dans la base (eλ, eθ), l'équation (6.20) s'écrit

fueθ +
g

a

(
1

cos θ

∂η

∂λ
eλ +

∂η

∂θ
eθ

)
= 0. (6.21)
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6.1. Equation Shallow Water linéarisée

Or, η est indépendant de λ (car zonale), donc

fu+
g

a

∂η

∂θ
= 0. (6.22)

Le paramètre f ne dépend que de θ donc par intégration de cette équation on obtient

η(x) = ηeq −
a

g

∫ θ

0
f(s)u(s)ds, (6.23)

et la proposition est démontrée.

Dans la suite, nous considérons une solution stationnaire zonale donnée par la proposition 6.2 avec
u : θ ∈]− π/2, π/2[7→ u(θ) ∈ R donné par

u(θ) = u0ψ(θ)eλ, (6.24)

où ψ désigne la fonction, de classe C∞ et à support compact, dé�nie pour θ ∈ [−π/2, π/2] par

ψ(θ) =


0 si θ ≤ θ0

1

en
exp

[
1

(θ − θ0)(θ − θ1)

]
si θ0 ≤ θ ≤ θ1

0 si θ ≥ θ1.

(6.25)

La constante en est une constante de normalisation donnée par en = exp

(
−4

(θ0 − θ1)2

)
. Elle permet

d'assurer que max−π/2≤θ≤π/2 ψ(θ) = 1.
L'intégrale, présente dans la condition initiale, est calculée par la méthode des trapèzes composites

en utilisant un grand nombre de points d'interpolation (ici 1000). Ce choix permet de rapidement
obtenir une erreur très faible de sorte que les erreurs numériques ne soient pas issues du calcul de la
solution initiale.

Sur la �gure 6.1, on représente l'historique de l'erreur relative en normes ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 et ‖ · ‖∞ pour
η au cours du temps ainsi que l'historique de l'erreur de conservation lorsque N = 32 sur 20 jours avec
une condition CFL = 0.9. On constate que même sur un temps long, le comportement de l'erreur ainsi
que celui de la conservation de la masse et de l'énergie est bon.

Figure 6.1 � Erreur pour la solution stationnaire zonale de (6.4). On mesure l'erreur en norme et erreur
de conservation pour le test stationnaire de l'équation (6.4). Le pas de temps est issu de CFL = 0.9.
Le temps �nal est t = 20 jours. Le paramètre de la Cubed-Sphere est N = 32.

L'analyse de convergence est fait sur la Table 6.1 et la Figure 6.2 pour des simulations sur t = 5
jours et CFL = 0.9. Le taux de convergence est supérieur à 3 pour toutes les normes. De plus, la
conservation de la masse et de l'énergie est véri�ée à un ordre proche de 7, ce qui est excellent.
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N e1 e2 e∞ eu Masse Énergie

32 3.4013(−4) 5.0150(−4) 1.8541(−3) 1.0220(−2) 1.2153(−5) 1.9082(−5)
64 1.8727(−5) 3.9000(−5) 1.9349(−4) 1.9720(−3) 1.5016(−7) 1.1257(−6)
128 1.0394(−6) 1.8943(−6) 1.2232(−5) 2.4415(−4) 5.8722(−10) 7.6073(−9)
256 5.1235(−7) 4.7288(−7) 7.3839(−7) 1.3996(−5) 8.5125(−12) 1.8352(−11)

Ordre : 3.23 3.45 3.78 3.16 6.93 6.72

Table 6.1 � Table de convergence pour le test stationnaire de l'équation (6.4). Le pas de temps est
donné par CFL = 0.9. Le temps �nal est t = 5 jours. On mesure également l'erreur sur la conservation
de la masse et de l'énergie.

Figure 6.2 � Convergence pour le test stationnaire de l'équation (6.4) en fonction de ∆ = a∆ξ. Le
pas de temps est donné par CFL = 0.9. Le temps �nal est t = 5 jours.

6.1.4 Solution à décroissance exponentielle

Le test précédent mesure le comportement d'une solution stationnaire. Nous étudions à présent le
comportement d'une solution dépendant du temps de manière à mesurer les e�ets de la discrétisation
en temps. Nous considérons des solutions à décroissance exponentielle : η(t,x) = ψ(θ) exp (−σt)

u(t,x) =

√
gH

10
ψ(θ) exp (−σt) eλ,

(6.26)

la fonction ψ est donnée par (6.25), σ > 0 est le paramètre de décroissance. L'équation résolue est
(6.11). Dans cette dernière Su et Sη sont données et calculées pour que (6.26) représente le couple de
solutions de (6.11).

Pour les simulations numériques, les paramètres choisis sont θ0 = −π/3, θ1 = π/3 et σ = 10−5s−1.
Le temps de demi-vie est ln(2)/σ ≈ 0.8 jour. On étudie le taux de convergence de la solution jusqu'à
t = 1.5 heures avec une condition sur les pas de discrétisation CFL = 0.9 et di�érents paramètres de
grilles. On se limite à un temps court car la décroissance exponentielle vers 0 de la solution rend le
calcul d'erreurs délicat sur des temps plus longs. Au bout de 1.5 heure, la solution a diminué d'environ
5%. Les résultats sont donnés dans la Figure 6.3 et la Table 6.2. Le taux de convergence est supérieur
à 4.

Nous ne mesurons pas l'erreur sur la conservation de la masse ou de l'énergie car ces dernières ne
sont pas conservées lorsque Su et Sη ne sont pas nulles.

Les tests e�ectués nous permettent de mesurer la précision et l'ordre de convergence en combinant
les opérateurs divergence, gradient pour la discrétisation spatiale ainsi que la discrétisation RK4 couplée
à l'opérateur de �ltrage. Les ordres de convergence restent proches de 4 pour l'erreur sur η. L'ordre de
convergence est supérieur à 3 pour l'erreur sur u.
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N e1 e2 e∞ eu

32 2.2494(−2) 4.3922(−2) 2.0509(−1) 2.6585(−3)
64 1.0764(−3) 2.4775(−3) 1.7295(−2) 4.1696(−4)
128 4.7943(−5) 8.7464(−5) 6.2330(−4) 2.8324(−5)

Ordre : 4.44 4.49 4.18 3.28

Table 6.2 � Table de convergence pour le test à décroissance exponentielle de l'équation (6.11). Le
pas de temps est donné par CFL = 0.9. Le temps �nal est t = 1.5 heures.

Figure 6.3 � Convergence pour le test à décroissance exponentielle de l'équation (6.11) en fonction
de ∆ = a∆ξ. Le pas de temps est donné par CFL = 0.9. Le temps �nal est t = 1.5 heures.

6.2 Equation Shallow Water

6.2.1 Propriétés de l'équation Shallow Water

L'équation Shallow Water est déduite de l'équation de Navier-Stokes en dimension 3 en tenant
compte d'une faible profondeur de �uide et de la faible viscosité. Si l'on note hs la fonction décrivant
les reliefs sur la sphère, le système d'équations s'écrit

∂u

∂t
+ (u · ∇T ) u + fn ∧ u + g∇Th = 0

∂h?

∂t
+∇T · (h?u) = 0

(6.27)

avec h? = h−hs. Dans la suite, nous supposons que les reliefs ne se déforment pas avec les mouvements
du �uide. Ainsi hs est indépendant du temps t. A�n d'éviter de discrétiser le terme (u · ∇) u, nous
utilisons l'égalité suivante

(u · ∇T ) u = ∇T
(

1

2
|u|2

)
+ ζn ∧ u (6.28)

où ζ = n · (∇∧ u) la vorticité relative. On note la présence de ∇T ∧ u le rotationnel de u dont nous
avons vu un opérateur de discrétisation dans la dé�nition 4.6.

L'équation (6.27) s'écrit :
∂u

∂t
+∇T

(
gh+

1

2
|u|2

)
+ (ζ + f) n ∧ u = 0

∂h?

∂t
+∇T · (h?u) = 0,

(6.29)

où f est la fonction paramétrant la force de Coriolis. Sauf mention contraire, cette fonction est donnée
par

f(θ) = 2Ω sin θ. (6.30)
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Chapitre 6. Equations Shallow Water sphériques

Dans les équations, les constantes physiques sont données par

• la constante de gravité : g = 9.80616m · s−2,

• la vitesse angulaire de rotation de la sphère : Ω = 7.292× 10−5s−1,

• le rayon terrestre : a = 6.37122× 106m.

Le système d'équations (6.29) est une loi de conservation. Les propriétés de conservations suivantes
sont véri�ées

Proposition 6.3. Si (u, h) est solution de (6.29) alors les relations de conservations suivantes sont
véri�ées :

• Conservation de la masse totale :

d

dt

∫
S2a
h?(t,x)dσ(x) = 0, (6.31)

• Conservation de l'énergie :

d

dt

∫
S2a

1

2
h?(t,x)u(t,x)2 +

1

2
g
(
h2(t,x)− h2

s(x)
)
dσ(x) = 0, (6.32)

• Conservation de l'enstrophie potentielle :

d

dt

∫
S2a

(ζ(t,x) + f)2

h?(t,x)
dσ(x) = 0, (6.33)

• Conservation de la vorticité :
d

dt

∫
S2a
ζ(t,x)dσ(x) = 0, (6.34)

• Conservation de la divergence

d

dt

∫
S2a
∇T · u(t,x)dσ(x) = 0, (6.35)

avec ζ = (∇T ∧ u(t,x)dσ(x)) · n.

Remarque 6.1. Pour prouver qu'une quantité δ est conservée, il su�t de montrer qu'il existe F : x ∈
S2
a 7→ F(x) ∈ TxS2

a tel que :
∂δ

∂t
= ∇T · F (6.36)

puis d'intégrer.

Démonstration. La conservation de la masse est obtenue en intégrant la seconde équation de (6.29).
La conservation de la divergence est immédiate car∫

S2a
∇T · u(t,x)dσ(x) = 0. (6.37)

On pose q =
ζ + f

h?
. En appliquant n · (∇T ∧ ·) à l'équation Shallow Water (6.29), on obtient

∂ζ

∂t
+∇T ∧ (qh?n ∧ u) · n +∇T ∧∇T

(
gh+

1

2
u2

)
· n︸ ︷︷ ︸

=0

= 0. (6.38)
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Or, l'égalité suivante est véri�ée :

∇T ∧ (qh?n ∧ u) = −(∇T ∧ u) · (qh?n), (6.39)

d'où
∂ζ

∂t
+∇ · (qh?u) = 0. (6.40)

En intégrant cette dernière équation sur S2
a, on trouve la conservation de la vorticité.

La fonction f est indépendante du temps, donc :

∂

∂t
(qh?) =

∂

∂t
(ζ + f)

=
∂ζ

∂t

est véri�ée. Donc :
∂

∂t
(qh?) +∇T · (qh?u) = 0 (6.41)

ce qui prouve la conservation de l'enstrophie potentielle.
L'énergie est la somme de l'énergie cinétique Ec donnée par

Ec =
1

2
h?u2, (6.42)

et de l'énergie potentielle Ep donnée par

Ep =
1

2
g(h2 − h2

s). (6.43)

En dérivant Ec et Ep par rapport au temps et comme (u, h) est solution de (6.29), on obtient

∂

∂t
Ec = −1

2
u2∇T · (h?u)− h?u · ∇T

(
1

2
u2 + gh

)
∂

∂t
Ep = −gh∇T · (h?u)− ghs

∂hs
∂t

.

(6.44)

Puisque hs est indépendant du temps, on a

∂

∂t
(Ec + Ep) = −∇T ·

(
1

2
u2 + gh

)
. (6.45)

En intégrant cette équation sur la sphère S2
a, on démontre l'équation de conservation de l'énergie.

On considère à présent (λ′, θ′) les coordonnées longitudes latitude de x ∈ S2
a associées au pôle P de

coordonnées (π, π/2− α). Il est possible de passer de (λ, θ) à (λ′, θ′) en utilisant les équations (5.8) et
inversement en utilisant les équations (5.9). Si la sphère tourne autour de l'axe (OP), alors la fonction
f est donnée par

f(x) = f(θ′) = 2Ω sin θ′. (6.46)

Dans ce cadre, les solutions stationnaires zonales de (6.29) font l'objet de la proposition suivante :

Proposition 6.4. Les solutions stationnaires zonales dans le système de coordonnées longitude-latitude
(λ′, θ′) du système d'équations (6.29) sont données par :

u(θ′) = u(θ′)eλ′

h(θ′) = h0 −
a

g

∫ θ′

u(s)

(
u(s)

tan(s)

a
+ f(s)

)
ds,

(6.47)

avec f(θ′) = 2Ω sin θ′.
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Démonstration. Soit (u, h) solutions stationnaires zonales de (6.29). Alors u et h sont indépendants
de λ′ et du temps t. Il existe u : θ′ ∈ [−π/2, π/2] 7→ u(θ′) ∈ R tel que

u(θ′) = u(θ′)eλ′ . (6.48)

Ce champ de vecteurs u est à divergence nulle par construction, et h est indépendant de t, donc

∂h?

∂t
+∇T · (h?u) = 0. (6.49)

En exprimant la seconde équation de (6.29) dans le système de coordonnées (λ′, θ′), on a

ζ + f = u(θ′)
tan θ′

a
− 1

a
u′(θ′) + f. (6.50)

Ainsi :

(ζ + f) k ∧ u =

(
u2(θ′)

tan θ′

a
− 1

a
u(θ′)u′(θ′) + f(θ′)u(θ′)

)
eθ′ (6.51)

De même, on obtient :

∇T
(
gh+

1

2
|u|2

)
=

g

a cos θ′
∂h

∂λ′
eλ′ +

[
g

a

∂h

∂θ′
+

1

a
u′(θ′)u(θ′)

]
eθ′ (6.52)

Puisque la solution recherchée est stationnaire, h et u sont indépendants de t, d'où :

(ζ + f) n ∧ u +∇
(
gh+

1

2
|u|2

)
= 0. (6.53)

En traitant cette équation composante par composante, on déduit des informations sur h.

• Composante en eλ′ :
g

a cos θ′
∂h

∂λ′
= 0 (6.54)

donc h est indépendant de λ′, ce qui était attendu (h est zonale).

• Composante en eθ′ :

u2(θ′)
tan θ′

a
+ f(θ′)u(θ′) +

g

a
h′(θ′) = 0, (6.55)

d'où l'on déduit :

h′(θ′) = −u(θ′)
a

g

(
u(θ′)

tan θ′

a
+ f(θ′)

)
. (6.56)

En intégrant cette dernière relation, on obtient :

h(θ′) = h0 −
a

g

∫ θ′

u(s)

(
u(s)

tan(s)

a
+ f(s)

)
ds. (6.57)

La proposition est prouvée.

Les solutions stationnaires zonales servent de base à de nombreux tests. En particulier, le second
test de [85] est un cas particulier de cette proposition. Dans le test 5 du même article, il s'agit d'une
perturbation de ce cas par un relief. Le test de J. Galewsky et al. [38] est une perturbation d'une
solution zonale stationnaire instable obtenue en perturbant h initialement.
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6.2. Equation Shallow Water

6.2.2 Résolution numérique de l'équation Shallow Water

L'équation (6.29) est résolue numériquement en utilisant la méthode des lignes. Chaque opérateur
di�érentiel est approché à l'aide des schémas hermitiens. La discrétisation temporelle se fait à l'aide
de la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4 couplée à un �ltre F dé�ni par (4.92). L'opérateur de �ltrage
utilisé est basé sur le �ltre 1D d'ordre 10. On dé�nit J∆ la fonction agissant sur les fonctions de grille
de la Cubed-Sphere q = (u, h) par

J∆(t, q) =

−∇T,∆(gh +
1

2
|u|2
)
− (ζ∆ + f∗)n∗ ∧ u

−∇T,∆(h?u)

 (6.58)

avec ζ∆ = n∗ · (∇T,∆ ∧ u) = vort∆(u). L'algorithme de résolution est analogue à l'algorithme 13, il est
donné par l'algorithme 14.

Algorithme 14 : Systèmes d'équations (6.29)

1: q0 = (u(0, ·)∗, η(0, ·)∗) connu,
2: for n = 0, 1, . . . do
3: K(1) = J∆(tn, qn),
4: K(2) = J∆

(
tn + ∆t

2 , q
n + ∆t

2 K
(1)
)
,

5: K(3) = J∆

(
tn + ∆t

2 , q
n + ∆t

2 K
(2)
)
,

6: K(4) = J∆

(
tn + ∆tqn + ∆tK(3)

)
,

7: qn+1 = F
(
qn +

∆t

6

(
K(1) + 2K(2) + 2K(3) +K(4)

))
.

8: end for

Lorsqu'une solution analytique est disponible, nous mesurons l'erreur

el =
‖hn − h(tn, ·)∗‖l
‖h(tn, ·)∗‖l

, avec l ∈ {1, 2,∞} . (6.59)

De plus, nous avons vu dans la proposition 6.3 que la solution du système (6.29) véri�e des propriétés
de conservation. Pour la conservation de la masse, de l'énergie et de l'enstrophie potentielle, nous
mesurons l'erreur de conservation relative :

Q(u(tn, ·)∗, h(tn, ·)∗)−Q(un, hn)

Q(u(tn, ·)∗, h(tn, ·)∗)
, (6.60)

où Q désigne l'intégrale numérique à conserver. La divergence et la vorticité sont nulles dans le cadre
continu, nous ne mesurons donc pas l'erreur de conservation relative de ces quantités mais l'erreur de
conservation moyenne :

Q(u(tn, ·)∗, h(tn, ·)∗)−Q(un, hn)

4πa2
, (6.61)

où Q désigne une formule de quadrature sphérique appliquée à la divergence ou à la vorticité.
Dans les simulations numériques e�ectuées, le pas de temps ∆t est proportionnel au pas d'espace

∆ξ par la relation

CFL =
c∆t

a∆ξ
= Cste (6.62)

avec c = max(cgrav, ccor, u0), cgrav =
√
gh0 et ccor = aΩ. Les constantes h0 et u0 sont données par la

condition initiale.
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6.2.3 Solution stationnaire zonale

Dans le second test de [85], on considère une solution stationnaire zonale. D'après la proposition
6.4, u est de la forme

u(t,x) = u(θ′)eλ′ . (6.63)

On choisit u(θ′) = u0 cos θ′ ce qui donne

u(t, λ, θ) = u0 (cos θ cosα+ cosλ sin θ sinα) eλ − u0 sinλ sinαeθ. (6.64)

Le paramètre de Coriolis f est une fonction donnée par

f(θ′) = 2Ω sin θ′. (6.65)

En utilisant (5.9), on obtient

f(θ′) = f(λ, θ)

= 2Ω sin θ′

= 2Ω (− cosλ cos θ sinα+ sin θ cosα) .

La fonction h est zonale stationnaire associée à ce choix de u. Elle est donnée par

h(λ′, θ′) = h0 −
a

g

∫ θ′

u0 cos s

(
u0

tan s

a
+ 2Ω sin s

)
ds. (6.66)

Après intégration, on obtient :

h(λ, θ) = h0 −
a

g

(
Ωu0 +

u2
0

2

)
sin2 θ′

= h0 −
a

g

(
Ωu0 +

u2
0

2

)
(− cosλ cos θ sinα+ sin θ cosα)2 .

La fonction h est donnée par :

h(λ, θ) = h0 −
a

g

(
Ωu0 +

u2
0

2

)
(− cosλ cos θ sinα+ sin θ cosα)2 . (6.67)

On utilise h et u comme données initiales avec di�érentes valeurs de α pour observer l'in�uence de
ce paramètre. D'après la proposition 6.4, cette condition initiale est une solution stationnaire.

Les constantes h0, u0 ainsi que les reliefs sur la sphère sont donnés par

• gh0 = 2.94× 104m2 · s−2,

• u0 = 2πa/(12 jours),

• hs ≡ 0 (absence de reliefs sur la sphère).

Sur les �gures 6.4 et 6.6 nous représentons la solution calculée au temps t = 5 avec une grille Cubed-
Sphere de paramètre N = 32 pour α = 0 et α = π/4. Les calculs sont e�ectués sous la condition sur
le pas de temps CFL = 0.9. Nous représentons aussi la localisation spatiale de l'erreur à l'aide de la
fonction de grille :

hn − h(tn, ·)∗

‖h(tn, ·)∗‖∞
. (6.68)

Cette représentation permet de remarquer la faible in�uence des bords et des coins de la Cubed-Sphere.
De plus, l'amplitude de l'erreur relative est très faible, proche de 2.5× 10−6 pour les deux valeurs de
l'angle α considérés.
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Figure 6.4 � Test stationnaire zonal (test numéro 2 de [85]) avec α = 0, le paramètre de la Cubed-
Sphere est N = 32. Le pas de temps est issu de CFL = 0.9. On représente h à t = 6 jours et l'erreur
relative sur h. L'erreur n'est pas localisée aux coins de la Cubed-Sphere. De plus les niveaux d'erreur
sont très bons.
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Figure 6.5 � Test stationnaire zonal (test numéro 2 de [85]) avec α = 0, le paramètre de la Cubed-
Sphère est N = 32. Le pas de temps est donné par CFL = 0.9. On représente l'historique de l'erreur
relative sur la conservation de la masse, l'énergie et l'enstrophie (gauche), erreur sur la conservation
de la divergence et de la vorticité (droite). Les ordres de grandeurs de ces erreurs sont excellents. La
conservation de la vorticité est exacte ce qui est lié aux symétries de la solution sur la sphère.

Sur les Figures 6.5 et 6.7, on présente les résultats de conservation de la masse, de l'énergie, de
l'enstrophie potentielle ainsi que la conservation de la divergence et de la vorticité.

L'historique de l'erreur au cours du temps est donnée Figure 6.8. Pour les normes ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 et
‖ · ‖∞, ces erreurs restent très faibles et se comportent correctement.

Dans les Tables 6.3 et 6.4, on représente l'erreur pour di�érentes grilles lorsque α = 0 et α = π/4.
Les valeurs sont obtenues avec CFL = 0.9. Les valeurs obtenues sur une grille donnée sont comparables
à celles obtenues par la méthode des volumes �nis dans [16] et meilleures que celles obtenues par la
méthode de Galerkin d'ordre élevé dans [56]. Dans les deux cas de �gure, la convergence se fait à l'ordre
4. Dans [80], la convergence obtenue par une méthode de volumes �nis est plus rapide que l'ordre 4.

N e1 e2 e∞

32 1.1422(−6) 1.3885(−6) 2.4469(−6)
64 7.1216(−8) 8.6513(−8) 1.5229(−7)
128 4.4469(−9) 5.4018(−9) 9.5186(−9)

Ordre estimé : 4.00 4.00 4.00

Table 6.3 � Table de convergence pour le test stationnaire zonal de l'équation (6.29). Le pas de temps
est donné par CFL = 0.9. On donne α = 0. Le temps �nal est t = 5 jours. Le taux de convergence est
proche de 4 et est excellent. De plus, les niveaux d'erreurs sont très faibles.

En norme in�nie, e∞, les valeurs obtenues au temps t = 5, sont proches de 2.75 × 10−6 et sont
comparables à 5.86 × 10−6 sur une grille 32 × 32 × 6 obtenue en utilisant un schéma volumes �nis
d'ordre 4 [16]. En extrapolant les données, le schéma volumes �nis utilisé dans [80] donne une erreur
en norme in�nie proche de 1.47× 10−6 en utilisant le �ux numérique de type AUSM+.

6.2.4 Cas test de la montagne isolée

Le test 5 de [85] est une perturbation du précédent. On considère les données initiales (6.64) et
(6.67) avec α = 0. Il s'agit d'une solution stationnaire zonale lorsque hs ≡ 0. On rappelle cette solution
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Figure 6.6 � Test stationnaire zonal (test numéro 2 de [85]) avec α = π/4, le paramètre de la Cubed-
Sphere est N = 32. Le pas de temps est issu de CFL = 0.9. On représente h à t = 6 jours et l'erreur
relative sur h. L'erreur n'est pas localisée aux coins de la Cubed-Sphere. De plus les niveaux d'erreur
sont très bons et les symétries de la solutions sont retrouvées.

N e1 e2 e∞

32 7.5712(−7) 1.0446(−6) 2.7809(−6)
64 4.7213(−8) 6.5124(−8) 1.7387(−7)
128 2.9487(−9) 4.0672(−9) 1.0858(−8)

Ordre estimé : 4.00 4.00 4.00

Table 6.4 � Table de convergence pour le test stationnaire zonal de l'équation (6.29). Le pas de temps
est donné par la contrainte CFL = 0.9. On donne α = π/4. Le temps �nal est t = 5 jours. Les taux
d'erreurs sont proches de 4. L'erreur est très faible.
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Figure 6.7 � Test stationnaire zonal (test numéro 2 de [85]) avec α = π/4, le paramètre de la Cubed-
Sphère est N = 32. Le pas de temps est donné par CFL = 0.9. On représente l'historique de l'erreurs
relative sur la conservation de la masse, l'énergie et l'enstrophie (gauche), erreur sur la conservation de
la divergence et de la vorticité (droite). Les ordres de grandeurs de ces erreurs sont excellents. Comme
pour α = 0, la vorticité est parfaitement conservée grâce aux symétries de la solution et du maillage.

Figure 6.8 � Test stationnaire zonal (second test de [85]) avec le paramètre de la Cubed-Sphere
N = 32 ainsi que CFL = 0.9. On représente l'historique de l'erreur relative au cours du temps α = 0
(gauche) et α = π/4 (droite). Les niveaux d'erreurs sont très faibles.
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6.2. Equation Shallow Water

Figure 6.9 � Convergence pour le test stationnaire zonal de l'équation (6.29) en fonction de ∆ = a∆ξ.
Le pas de temps est donné par la contrainte CFL = 0.9. On donne α = π/4. Le temps �nal est t = 5
jours.

stationnaire :  u(λ, θ) = u0 cos θeλ

h(λ, θ) = h0 −
ah0

g

(
Ω +

u0

2

)
sin2 θ.

(6.69)

La force de Coriolis est donnée par le paramètre f(θ) = 2Ω sin θ. Les données h0 et u0 sont

• h0 = 5960m,

• u0 = 20m · s−1.

Cette condition initiale est perturbée à l'aide d'un "relief". On considère la présence d'une montagne
conique de hauteur hs0 = 2000 mètres donnée par :

hs = hs0

(
1− r

R

)
(6.70)

où R = π/9, r2 = min
[
R2, (λ− λc)2 + (θ − θc)2

]
. Le point (λc, θc) = (3π/2, π/6) correspondant à

la position du sommet de la montagne. Il s'agit d'une perturbation importante, puisque la montagne
représente environ 33% de l'épaisseur du �uide.

Pour ce test, aucune solution analytique n'est disponible. Nous comparons la solution obtenue aux
temps t = 5 jours, 10 jours et 15 jours avec les résultats de la littérature [80, 56]. Pour un paramètre
de Cubed-Sphere N = 32, on obtient les résultats des �gures 6.10. Les résultats sont visuellement
très similaires à ceux obtenus par des méthodes de volumes �nis [51, 16] d'ordre élevé ainsi que ceux
obtenus par des méthodes de Galerkin Discontinu [67]. On note en particulier l'absence d'oscillations
parasites qui pourraient résulter de la forme conique de la montagne.

Les propriétés de conservation sont analysées sur la Figure 6.11. Les résultats sont très bons. Au
jour 15, l'erreur sur l'enstrophie potentielle est proche de −0.9 × 10−4, valeur comparable à celle de
−1.0 × 10−4 obtenue lorsque le paramètre de la Cubed-Sphere est N = 40 avec un schéma volumes
�nis d'ordre 4 dans [81]. L'enstrophie potentielle est di�cile à conserver, le schéma volumes �nis utilisé
dans [16] possède un historique de l'erreur de conservation similaire lorsque N = 32. Au temps t = 15
jour, l'erreur �nale obtenue par [16] sur la conservation de l'enstrophie potentielle est de l'ordre de
−1.1× 10−4.

On représente sur la Figure 6.11 l'erreur de conservation de la divergence et de la vorticité. Les
erreurs sont très faibles, de l'ordre de 2 × 10−11 pour la divergence et 3 × 10−11 pour la vorticité. La
valeur pour la divergence est meilleure que celle obtenue en utilisant des schémas compacts sur une
grille longitude-latitude 128 × 64 dans [68]. En e�et, avec ce schéma, l'erreur sur la conservation de
la divergence est −1.1 × 10−9, l'erreur de conservation pour la vorticité est en revanche meilleure et
proche de 2.2× 10−17.
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Figure 6.10 � Cas de la montagne isolée [85], le paramètre de la Cubed-Sphere est N = 32. On choisit
CFL = 0.9. On représente h aux temps t = 5, 10 et 15 jours (dans cet ordre, de haut en bas). Le cercle
en pointillés désigne la position de la montagne.
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Figure 6.11 � Cas test de la montagne isolée [85] sur une grille 32× 32× 6 avec CFL = 0.9. Erreurs
relatives sur la conservation de la masse, de l'énergie et de l'enstrophie potentielle (gauche), erreur sur
la conservation de la divergence et de la vorticité (droite). Les erreurs de conservation sont très faibles.
L'enstrophie potentielle est la plus di�cile à conserver mais l'erreur reste à un niveau acceptable.

Figure 6.12 � Cas test de la Montagne isolée [85] sur une grille 32 × 32 × 6 avec CFL = 0.9. On
représente la vorticité à 15 jours.
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6.2.5 Cas test barotrope avec instabilité

Introduit dans [38], ce test est similaire aux tests numéro 2 (Stationnaire zonale) et numéro 5
(Montagne isolée) de [85]. La condition initiale est donnée par l'état stationnaire de la proposition 6.4
avec α = 0 que l'on perturbe.

Soit u la fonction dé�nie par :
u(θ) = u0ψ(θ), (6.71)

où ψ est la fonction à support compact dé�nie par l'équation (6.25). Le champ de vitesse considéré est
donné par u = ueλ.

La donnée initiale pour h est donnée par :

h(θ) = h0 −
a

g

∫ θ

−π/2
u(s)

(
u(s)

tan(s)

a
+ f(s)

)
ds (6.72)

Les valeurs des constantes sont les suivantes :

• u0 = 80m · s−1,

• θ0 = π/7,

• θ1 = π/2− θ0,

• h0 est choisi de telle manière que h ait pour moyenne 10000m, soit approximativement h0 ≈
9841.8139m.

Cette condition initiale est une solution stationnaire d'après la proposition 6.4. Cependant, cette
solution stationnaire est instable et les erreurs numériques su�sent à la perturber. Le test repose sur
cette instabilité. On ajoute à la condition initiale h une perturbation locale h′ de la forme :

h′(λ, θ) = ĥ cos(θ) exp

[
−
(
λ2 − λ
α

)2

−
(
θ2 − θ
β

)2
]
. (6.73)

Les constantes de la perturbation sont données par :

• ĥ = 120m, ce qui représente une perturbation de 1.2% de la condition initiale, la perturbation
est donc faible,

• La perturbation est localisée en (λ2, θ2) = (0, π/4),

• α = 1/3,

• β = 1/15.

Ce test consiste à observer la vorticité au �l du temps, en particulier au bout de 2 jours, 4 jours
et 6 jours. La perturbation commence à être visible au bout d'environ 3 jours. Au bout de 6 jours, on
compare la forme de la vorticité numérique avec celle donnée dans la littérature [38, 16]. Ce test est
particulièrement di�cile pour la Cubed-Sphere. En e�et, la perturbation est concentrée sur le bord du
Panel (V ). De plus elle est localisée à l'intersection des panels (I) et (V ) (voir Fig. 6.13).

La vorticité au bout de 2, 4 et 6 jours est donnée en Figure 6.14. On constate que les résultats sont
bons et comparables à ceux de la littérature [16, 38, 67].

La Figure 6.15 est faite en utilisant le schéma compact à 3 points d'ordre 4 δHx,4 et celui d'ordre 4
non compact δx,4 dans le calcul des opérateurs. On constate une di�érence sur la forme de la vorticité,
en particulier dans la région de la Chine et du Japon sur la carte (intersection des panels (II), (III)
et (V )). L'utilisation du schéma compact permet une meilleure représentation des hautes fréquences.
Ce phénomène est visible ici où les tourbillons sont mieux représentés sur un maillage �xé 86× 86× 6.
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Figure 6.13 � Flux barotrope avec instabilité. On représente la condition initiale h+h′ (gauche) et per-
turbation initiale h′ (droite) pour le Flux barotrope, [38]. La perturbation est localisée à l'intersection
de di�érents panels.

En comparant ces résultats avec la Figure 6.17, on constate que le schéma converge plus vite lors de
l'utilisation de δH4,x que lors de l'utilisation de δH4,x.

Sur la Figure 6.16, on représente les erreurs sur la conservation sur la Cubed-Sphere 96 × 96 × 6.
Les propriétés de conservation sont bonnes. Comme cela avait déjà été observé pour la montagne
isolée, l'enstrophie potentielle est di�cile à conserver. On observe une perte importante de l'enstrophie
potentielle lorsque la perturbation commence à être visible sur la vorticité, à partir du jour 4.

La convergence du schéma est visible en ra�nant le maillage. C'est ce que nous représentons sur
la Figure 6.17. La solution est clairement mal représentée sur la grille 32 × 32 × 6, alors que nous ne
distinguons pas de di�érences entre les grilles 96× 96× 6 et 128× 128× 6.

6.2.6 Cas test de type ondes de Rossby-Haurwitz

Les ondes de Rossby-Haurwitz sont des solutions analytiques de l'équation de la vorticité barotrope
[46, 69]. Il s'agit du test 6 de [85]. Cependant, ce ne sont pas des solutions analytiques pour le système
d'équations Shallow Water. On s'attend à observer un déplacement des ondes d'Ouest en Est.

Le champ de vitesse u au temps t = 0 est donné par :

u = ueλ + veθ, (6.74)

avec u et v données par{
u = aω cos θ + aK cosR−1 θ

(
R sin2 θ − cos2 θ

)
cosRλ

v = −aKR cosR−1 θ sin θ sinRλ.
(6.75)

La fonction h est initialement donnée par :

gh = gh0 + a2A(θ) + a2B(θ) cosRλ+ a2C(θ) cos 2Rλ, (6.76)

avec
A(θ) =

ω

2
(2Ω + ω) cos2 θ +

1

4
K2 cos2R θ

[
(R+ 1) cos2 θ + (2R2 −R− 2)− 2R2 cos−2 θ

]
B(θ) =

2(Ω + ω)K

(R+ 1)(R+ 2)
cosR θ

[
(R2 + 2R+ 2)− (R+ 1)2 cos2 θ

]
C(θ) =

1

4
K2 cos2R θ

[
(R+ 1) cos2 θ − (R+ 2)

]
.

(6.77)
Les constantes sont : 

ω = 7.848× 10−6s−1,
K = 7.848× 10−6s−1,
h0 = 8× 103m,
R = 4.

(6.78)
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Figure 6.14 � Cas test du �ux barotrope [38]. Au bout de 2, 4 et 6 jours (dans cet ordre, de haut en
bas), on représente la vorticité. Le paramètre de la Cubed-Sphere est N = 128, le pas de temps est
calculé grâce à la relation CFL = 0.9. La perturbation apparaît sur la vorticité au temps t = 3 jours.
Au temps t = 6 jours, on observe le bon nombre de tourbillons ainsi que leur localisation.
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Figure 6.15 � Cas test barotrope instable [38] à 6 jours sur une grille 86× 86× 6 avec CFL = 0.9. On
représente la vorticité. A gauche, utilisation d'un schéma compact d'ordre 4 : δH4,x. A droite utilisation
d'un schéma explicite d'ordre 4 δ4,x. Les deux solutions ne sont pas identiques, en particulier au niveau
du Japon et de la Chine.

Figure 6.16 � Cas test barotrope instable, le paramètre de la Cubed-Sphere est N = 128, CFL = 0.9.
Historique des erreurs relatives sur la conservation de la masse, de l'énergie et de l'enstrophie potentielle,
erreur sur la conservation de la divergence et de la vorticité. Les niveaux d'erreurs sont très bons mais
l'erreur croît autour du jour 4, lorsque l'instabilité devient visible.
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Figure 6.17 � Cas test barotrope avec di�érentes grilles N × N × 6. On représente la vorticité avec
(de haut en bas) N = 32, N = 64, N = 96 et N = 128. La valeur de la condition CFL est 0.9. Les
solutions lorsque N = 96 et N = 128 sont pratiquement identiques ce qui con�rme la convergence du
schéma.
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Il est connu que cette condition initiale est instable [79]. Le comportement de "déplacement vers
l'ouest" attendu est di�cilement véri�é sur un temps long et les symétries de la condition initiale
peuvent être perdues. C'est pour ces raisons qu'il est intéressant d'observer le comportement en temps
long des simulations.

Sur la Figure 6.18, nous présentons la solution obtenue après résolution numérique aux temps t = 7
jours et t = 14 jours. Les résultats sont similaires avec ceux obtenus par éléments �nis ou volumes �nis
[16, 38]. Les erreurs relatives de conservation pour la masse, l'énergie et l'enstrophie potentielle, ainsi
que les erreurs de conservation pour la divergence et la vorticité sont données en Figure 6.19.

Figure 6.18 � Cas test de Rossby-Haurwitz à 7 (haut) et 14 jours (bas). Le paramètre de la Cubed-
Sphere est N = 80. Le pas de temps est donné par CFL = 0.9. On représente h à di�érents temps. Les
résultats obtenus sont identiques à ceux obtenus dans la littérature [16, 80]

Sur la Figure 6.20, nous représentons le temps de transition entre la solution attendue pour le cas
des ondes de Rossby-Haurwitz et l'instabilité. Comme cela a été également observé dans [80, 81], le
temps de transition est lié aux paramètres numériques, en particulier à la dissipation numérique.
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Figure 6.19 � Cas test des ondes de Rossby-Haurwitz, le paramètre de la Cubed-Sphere est N = 80,
le pas de temps est donné par CFL = 0.9. On représente les historiques des erreurs relatives sur la
conservation de la masse, de l'énergie et de l'enstrophie potentielle (haut). Historique des erreurs sur
la conservation de la divergence et de la vorticité (bas). La conservation de la masse et de l'énergie
est excellente, l'enstrophie potentielle est moins bien conservée mais l'erreur est semblable à l'erreur
obtenue par la méthode de Galerkin ou par les volumes �nis. La divergence et la vorticité sont très
bien conservées grâce aux symétries de la solution.

Figure 6.20 � Cas test des ondes de Rossby-Haurwitz à 45 et 50 jours sur une Cubed-Sphere de
paramètre N = 80 avec CFL = 0.9. Au bout de 50 jours, la solution calculée hn a perdu une grande
partie des symétries qui étaient présentes au temps t = 45.
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Figure 6.21 � Cas test des ondes de Rossby-Haurwitz, le paramètre de la Cubed-Sphere est N = 80,
le pas de temps est donné par CFL = 0.9. On représente les historiques des relatives sur la conservation
de la masse, de l'énergie et de l'enstrophie potentielle (haut). Historique des erreurs sur la conservation
de la divergence et de la vorticité (bas). La conservation de la masse et de l'énergie sont bons même sur
un temps long, l'enstrophie potentielle est moins bien conservée. La divergence et la vorticité sont très
biens conservées grâce aux symétries de la solution. La perte de symétrie a lieu entre 45 et 50 jours.
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Conclusion générale

Dans cette thèse, nous présentons un nouveau schéma aux di�érences �nies pour la résolution
d'équations aux dérivées partielles d'évolution sur la sphère en rotation.

Le schéma est d'abord étudié dans le cadre plan et périodique en dimensions 1 et 2. Notre schéma
est centré en espace. L'approximation en temps est e�ectuée par un schéma de Runge-Kutta RK4. Un
opérateur de �ltrage est ajouté à chaque pas de temps. D'excellents résultats sont obtenus sur l'équation
de transport, sur l'équation des ondes avec paramètre de Coriolis ainsi que sur l'équation de Burgers.
On a observé que l'opérateur de �ltrage est su�sant pour éviter l'apparition d'oscillations parasites. On
observe une excellente conservation numérique de la masse. Le choix de l'ordre de précision est discuté.
Un �ltrage d'ordre 2, 4 ou 6 donne une importante perte de précision et une dissipation numérique de
la solution. Le �ltrage d'ordre 10 est un bon compromis entre stabilité, la précision et l'atténuation
des oscillations parasites.

Di�érents types d'opérateurs di�érentiels discrets ont été mis en ÷uvre. On montre une convergence
à l'ordre 3. Sur les essais numériques e�ectués, nous observons en pratique une convergence à l'ordre
4. Les niveaux d'erreurs observés sont très faibles.

D'autre part, nous avons utilisé ces opérateurs di�érentiels pour l'approximation de systèmes
d'équations du type Shallow Water sphérique. Les tests e�ectués sur l'équation Shallow Water li-
néarisée et l'équation Shallow Water complète donnent des résultats comparables à ceux obtenus par
des méthodes de Galerkin ou de volumes �nis d'ordre élevé. Les niveaux d'erreurs observés avec notre
schéma sont très bons. Bien que le schéma ne soit pas conservatif, les erreurs de conservation sont ex-
cellentes. Pour la masse le comportement est très satisfaisant. Pour l'énergie et l'enstrophie potentielle,
les erreurs sont similaires à celles obtenues par d'autres méthodes y compris sur des tests di�ciles tels
que le test de la montagne isolée.

Les perspectives de ce travail sont les suivantes :

• l'utilisation de splines cubiques limite la montée en ordre du schéma. Nous avons observé que
les splines cubiques représentent la principale source d'erreur des opérateurs di�érentiels discrets
utilisés. L'utilisation d'harmoniques sphériques pour cette phase d'interpolation pourrait être
intéressante.

• La conception d'un schéma implicite en temps est indispensable à la résolution des équations sur
des temps longs ou la simulation de l'acoustique n'est pas prise en compte. Il s'agit de pouvoir
e�ectuer les itérations en temps en utilisant des pas de temps plus grands. La conception d'un
solveur rapide de type FFT serait aussi intéressante.

• Des méthodes de type zoom locaux peuvent permettre d'obtenir une excellente résolution pour
des phénomènes de type tourbillon.

• La résolution de modèle en dimension 3 sur la Cubed-Sphere est également une perspective à
moyen terme.

"Nous tombons pour mieux apprendre à nous relever.", Batman Begins (2005), Christopher Nolan.
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Annexe A

Opérateurs en coordonnées

Longitude-Latitude

A.1 Coordonnées Longitude-Latitude

A.1.1 Système de coordonnées

Un point x de la sphère S2
a = {(x, y, z) ∈ R3 tel que x2+y2+z2 = a2} est repéré par ses coordonnées

longitude-latitude (λ, θ) ∈]0, 2π]×]−π/2, π/2[. La donnée λ est la longitude du point donnée par l'angle
équatorial et θ est l'angle latitudinal (Voir Fig. A.1). Il peut aussi être repéré par ses coordonnées
cartésiennes (x, y, z) ∈ R3.

Les coordonnées cartésiennes (x, y, z) et longitude-latitude (λ, θ) sont liées par :
x = a cos θ cosλ
y = a cos θ sinλ
z = a sin θ.

(A.1)

On construit la base associée sur la sphère. La base (gλ,gθ) est donnée en x(x, y, z) ∈ S2
a par :

gλ =
∂x

∂λ
=

−a cos θ sinλ
a cos θ cosλ

0

 (A.2)

ainsi que

gθ =
∂x

∂θ
=

−a sin θ cosλ
−a sin θ sinλ
a cos θ.

 (A.3)

•

x

y

z

•M

λ

θ

Figure A.1 � Longitude-Latitude
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Remarque A.2. On normalise cette base en eλ =
1

‖gλ‖
gλ et eθ =

1

‖gθ‖
gθ. Si F ∈ TSa alors il existe

Fλ et Fθ tels que F = Fλeλ + Fθeθ.

Ainsi la métrique G est :

G =

[
gλ · gλ gλ · gθ
gθ · gλ gθ · gθ

]
=

[
a2 cos θ 0

0 a2

]
(A.4)

On pose G = det(G) = a4 cos2 θ. La base (gλ,gθ) est telle que :{
gλ = G1,1gλ + G1,2gθ
gθ = G2,1gλ + G2,2gθ,

(A.5)

avec Gi,j =
(
G−1

)
i,j
. De là, il découle : 

gλ =
1

a cos θ
eλ

gθ =
1

a
eθ.

(A.6)

A partir de ces vecteurs élémentaires, on peut obtenir des formules pour calculer des opérateurs
di�érentiels sur la sphère ainsi que l'intégrale sur la surface d'une sphère.

A.1.2 Opérateurs sur la sphère

Soit une fonction h : x ∈ S2
a 7→ h(x) régulière. On peut calculer le gradient de h par :

∇Th =
∂h

∂λ
gλ +

∂h

∂θ
gθ (A.7)

ce qui se traduit en :

∇Th =
1

a cos θ

∂h

∂λ
eλ +

1

a

∂h

∂θ
eθ. (A.8)

Soit un champ de vecteurs sur la sphère F = Fλeλ + Fθeθ régulier. Alors
F · gλ =

1

a cos θ
Fλ

F · gθ =
1

a
Fθ.

(A.9)

La divergence de F est donnée par :

∇T · F =
1√
G

(
∂

∂λ

(√
GF · gλ

)
+

∂

∂θ

(√
GF · gθ

))
(A.10)

d'où :

∇T · F =
1

a cos θ

∂

∂λ
Fλ +

1

a cos θ

∂

∂θ
(cos θFθ) . (A.11)

Le rotationnel de F se calcule grâce au produit vectoriel. Il est donné par :

∇T ∧ F = gλ ∧ ∂

∂λ
F + gθ ∧ ∂

∂θ
F. (A.12)

Après calculs, on obtient :

∇T ∧ F =

[
Fλ

tan θ

a
+

1

a cos θ

∂Fθ
∂λ
− 1

a

∂Fλ
∂θ

]
eR −

Fθ
a

eλ, (A.13)
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avec eR = (cos θ cosλ, cos θ sinλ, sin θ)T . Le Laplacien est la composition des deux opérateurs précé-
dents : ∆Th = ∇T · ∇Th :

∆Th =
1

a2 cos2 θ

∂2h

∂λ2
+

1

a2 cos θ

∂

∂θ

(
cos θ

∂h

∂θ

)
. (A.14)

En plus des opérateurs di�érentiels courants, en utilisant le changement de variable x 7→ (λ, θ) issu de
(A.3), on peut donner une formule d'intégration :∫

S2a
h(x)dσ(x) =

∫ 2π

λ=0

∫ π/2

θ=−π/2
h(λ, θ) a2 cos θ︸ ︷︷ ︸√

G

dθdλ. (A.15)
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Annexe A. Opérateurs en coordonnées Longitude-Latitude
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Résumé

L'enjeu de la simulation de la dynamique atmosphérique et/ou océanographique a pris une impor-
tance accrue avec la question du réchau�ement climatique. Le modèle mathématique complet à simuler
s'obtient en couplant les équations de la mécanique des �uides avec les équations de la thermodyna-
mique.

Au 19ième siècle, le mathématicien Adhémar Barré de Saint-Venant formule un système d'équations
aux dérivées partielles décrivant les mouvements d'un �uide soumis à la gravité et de faible épaisseur.
Cette simpli�cation des équations de Navier-Stokes permet de transformer un problème 3D en un
problème 2D. Dans le contexte de la sphère en rotation, elles décrivent la réponse d'une couche mince de
�uide soumise aux forces de gravité et de Coriolis. Elles permettent de décrire de nombreux phénomènes
(ondes de Kelvin, ondes de Rossby, ...). Bien que représentant un problème simpli�é, ces équations sont
complexes et leur résolution nécessite des méthodes numériques adaptées.

L'objectif de cette thèse est d'étudier une méthode numérique de type di�érences �nies pour ré-
soudre ces équations, les équations Shallow Water, grâce à la grille Cubed-Sphere.

Dans la première partie, on introduit les notations et les schémas utiles à la résolution d'équations
aux dérivées partielles sur la Cubed-Sphere. On étudie les schémas aux di�érences �nies dans le contexte
périodique pour approcher la dérivée première à di�érents ordres. Le schéma utilisé sur la sphère est
un schéma hermitien d'ordre 4. Nous introduisons aussi les schémas de �ltrage. Ces derniers sont
consistants avec l'identité et permettent de supprimer les modes oscillants. Ces schémas permettent
des approximations en espace. La discrétisation en temps est faite par un algorithme de Runge-Kutta
d'ordre 4 explicite couplé à l'opérateur de �ltrage. Nous étudions l'algorithme pour la résolution de
l'équation de transport et de l'équation des ondes.

La seconde partie est dédiée au maillage sur la sphère ainsi qu'à la construction des opérateurs
approchés. Le maillage utilisé est la Cubed-Sphere, introduit en 1972 par Robert Sadourny. Il s'agit du
maillage des faces d'un cube projeté sur la sphère. Chaque face est appelé panel. Il y a de nombreuses
symétries entre les panels, ce qui permet de construire un produit scalaire véri�ant l'orthogonalité d'un
grand nombre d'harmoniques sphériques. De plus, on construit des formules de quadrature précises sur
ce maillage. Les points sur un panel sont des portions de grands cercles. En complétant les données sur
les grands cercles à l'aide de splines cubiques, on construit des opérateurs approchés de la divergence,
du gradient et de la vorticité. Ces opérateurs utilisent les schémas aux di�érences �nis périodiques et
sont analysés.

La troisième partie concerne la résolution numérique d'équations sur la sphère. Les expériences
numériques concernent l'équation d'advection, l'équation ShallowWater linéarisée et l'équation Shallow
Water. La résolution se fait par la méthode des lignes en couplant les opérateurs di�érentiels discrets
avec un schéma de RK4 muni d'un opérateur de �ltrage. Les tests sont issus de la littérature classique.
Sur certains, une solution analytique est disponible. On compare la solution exacte et la solution donnée
par l'algorithme. Les erreurs mesurées con�rment la précision attendue. Lorsqu'il n'y a pas de solution
analytique connue, nous comparons nos résultats numériques avec ceux obtenus par d'autres méthodes.
Nous véri�ons la conservation de la masse et de l'énergie.

Dans notre contexte, les simulations en temps long jouent un rôle important. Les résultats obtenus
sur temps longs sont ceux attendus. Il serait intéressant d'utiliser un algorithme de résolution en temps
implicite pour e�ectuer ce type de simulations. C'est l'une des perspectives de ce travail.

A plus long terme, l'objectif est de simuler un modèle en 3D. Il faudra coupler un tel modèle avec
les équations de la thermodynamique (modèle GCM).

Mots-clés: Equation Shallow Water, Cubed-Sphere, schémas compacts, discrétisation en temps.
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Abstract

The challenge to simulate the atmospheric and/or oceanic �uid dynamics has become crucial
with the climate change problems. The full mathematical model to simulate consists in the coupling
of �uid dynamics with thermodynamics.

In the 19-th century, Adhémar Barré de Saint-Venant �rst formulated the equations describing the
dynamic of a �uid subject to gravity and bottom topography. This equation can be considered as a
bidimensional simpli�cation of the 3D Navier-Stokes system. When expressed in the context of the
rotating sphere, this equation describes the reaction of a �uid thin layer subject to the gravitational
and Coriolis forces. It permits to describe many wave phenomena (Kelvin waves, Rossby waves, ...). Al-
though representing a simpli�ed problem, this equation is di�cult to solve and its numerical resolution
requires suitable numerical schemes.

The goal of this thesis is to study a particular �nite di�erence scheme to solve this equations, (also
called Shallow Water equation) with the Cubed-Sphere grid.

In the �rst part, we introduce notations and schemes used to solve partial di�erential equation
on the Cubed-Sphere. We study �nite di�erence schemes in the periodic context. They allow us to
approximate the �rst derivative with di�erent order of accuracy. The scheme used on the sphere is
the hermitian scheme of order 4. We introduce �ltering schemes. These ones are consistent with the
identity with high order of accuracy and allow us to remove oscillating modes. These schemes allow us
space approximation. The time discretization is made with explicit 4-th order Runge Kutta algorithm
coupled to a �ltering operator. We study this algorithm to solve the advection equation and the wave
equation. The accuracy is proved and the stability is studied. The �ltering operator allows us to reduce
parasitic oscillations which can appear during the resolution of hyperbolic equations by a centered
scheme.

The second part is devoted to the spherical grid and to approximation operators. The mesh used
is the Cubed-Sphere. This mesh was introduced in 1972 by Robert Sadourny. It is the mesh of faces
of a cube projected on the sphere. Each face of this mesh, on the sphere, is named panel. There are
multiple symetries between panels, that allow us to build a scalar product. This product permits us
to check the orthogonality for a large number of spherical harmonics on the mesh. Further more, we
build accurate quadrature formulas on this grid. Panel points are portions of great circles. We build
approximated operators of the divergence, the gradient and the vorticity by completing the data on
great circles with cubic spline. These operators use periodic �nite di�erence schemes and are analyzed.

The third part is devoted to the numerical resolution of partial di�erential equations on the sphere.
Experiments concerne advection equation, linearized Shallow Water equation and Shallow Water equa-
tion. The resolution is made with the lines method by coupling discrete di�erential operators, fourth
order Runge-Kutta algorithm and �ltering operator. Numerical tests are from the classical litterature.
For some, an analytical solution is available. Errors are weak and allow us to con�rm the expected
accuracy. For numerical tests without analytical solution, we compare our numerical results with those
obtained by other methods. Furthermore, we check the conservation of mass and energy.

Our context is the one of simulations over particularly long time. This is why we perform tests
to predict a solution in a distant future. We are satis�ed by the behaviours observed. It would be
interesting to use implicit time algorithm. It is one of the perspectives of this work.

In the longer term, the goal is to simulate a model in dimension 3 coupled with the equations of
thermodynamic (GCM model).

Keywords: Shallow Water equation, Cubed-Sphere, compact scheme, time discretisation.
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