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Introduction

Le soleil, et plus généralement les étoiles, tirent leur énergie de réactions de fusion
nucléaire des noyaux légers présents en leur centre. Dans ces réactions, deux interactions
entrent principalement en jeu : I'interaction électrique, agissant & longue distance et 1'in-
teraction forte, agissant & trés courte distance (moins de 107'%m). Tous les noyaux, étant
constitués d’une assemblée de protons et de neutrons, ont une charge positive : la force
électrique agit donc de maniére répulsive entre eux. En revanche, 'interaction forte, beau-
coup plus intense que la force électrique, va tendre a faire se rapprocher les deux noyaux
lorsque ceux-ci sont trés proches. Ainsi, lorsque qu’une collision met en jeu assez d’énergie
pour rapprocher suffisamment deux noyaux, la force forte, par son role attractif, va les lier
et donner naissance a un élément plus lourd : c’est la fusion nucléaire. L’intérét est que ce
type de réaction peut s’accompagner de 1’émission de protons ou de neutrons possédant
une trés grande énergie cinétique (supérieure a I’énergie cinétique de départ pour obtenir
la réaction). C’est donc un processus exogeéne.

La conversion de 1’énergie de fusion en énergie électrique a été envisagée depuis de
nombreuses années. Cependant, sur Terre, il faut trouver un mécanisme différent de celui
des étoiles pour apporter assez d’énergie cinétique aux noyaux. En effet, les étoiles puisent
cette énergie de leur masse qui, sous l'effet de la gravité, comprime leur centre. La Terre
étant trop légére pour déclencher des réactions de fusion par sa gravité, il est évidemment
impensable d’utiliser cette méthode pour réaliser des réactions de fusion dans un réacteur.
Pour contourner cette difficulté, on a envisagé différents mécanismes, parmi lesquels on
trouve la fusion par confinement magnétique.

L’idée sous-jacente du confinement magnétique est la création d’'un plasma, c’est-a-
dire l'ionisation totale d'un gaz de facon a avoir un milieu chargé avec des noyaux et
des électrons libres. Les particules de ce plasma sont ensuite accélérées avec des champs
électriques® et confinées dans une zone restreinte de 1’espace par un champ magnétique.
Le confinement des particules est indispensable pour augmenter la probabilité d’obtenir
des collisions menant & une réaction de fusion afin d’avoir un réacteur rentable. Dans
les étoiles la gravité joue un double role en fournissant 1’énergie aux particules et en les
confinant au centre.

Il existe différents types de configurations magnétiques envisagées, la plus développée
étant la configuration de type tokamak 2. Le tokamak est constitué d'une chambre a vide

1. On peut également les accélérer avec des faisceaux de particules neutres
2. du russe "TOroidalnaia KAmera MAgnitnymi Katushkami", qui se traduit par "chambre toroidale



INTRODUCTION

de forme toroidale ot se situe le plasma avec une configuration magnétique de méme forme.
Les particules chargées suivent les lignes de champ magnétique, et sont ainsi confinées dans
le tokamak. Cependant (nous le verrons plus en détail dans la suite) en présence d’un tel
champ magnétique, les particules vont lentement dériver verticalement vers le plafond ou
le plancher de la machine détruisant ainsi le confinement. Pour remédier a cela, la solution
proposée dans un tokamak est I’ajout d’'un champ magnétique poloidal pour torsader les
lignes de champ. Cette configuration a été choisie pour le projet international ITER?
[1] qui vise a démontrer la possibilité de l'utilisation de la fusion pour la production
d’électricité dans les réacteurs futurs.

Pour que les réactions nucléaires produites deviennent énergétiquement rentables, il
faut que I'énergie apportée au systéme soit inférieure a 1’énergie qu’elles produisent en
retour. Pour ce faire, on doit vérifier le critére de Lawson [2][3]

L@7" > L@perte (1)

ol 2, est la puissance rayonnée par les réactions de fusion et &, est la puissance
perdue provenant principalement du freinage des électrons, des impuretés et du transport
de particules et de chaleur. Dans les scénarios typiques de fusion nucléaire au deuterium
et tritium, ce critére peut se réécrire [4] :

nT1p > 10*'keV.m 3.5 (2)

ou n. est la densité électronique, T' la température du plasma (de 10 & 20 keV) et 75
le temps de confinement du plasma dans la machine. Dans un tokamak, la température
choisie est celle pour laquelle la probabilité de réaction entre le deutérium et le tritium
est la plus élevée. Cela correspond & une température de 'ordre de 15 keV. Nous n’allons
donc pas jouer sur ce parameétre pour atteindre le critére 2. Voyons ce qu’il en est pour
les deux autres parametres n. et 7. Le plasma peut étre vu comme un gaz sous pression,
le champ magnétique jouant le réle de contenant. Pour ne pas que ce systéme "éclate", il

. L. 2 . L. N .
faut que la pression magnétique de confinement (P, = LB 50it supérieure & la pression

2
cinétique du plasma (P, = nkgT). Il est d’usage d’int“rooduire le parameétre 3, défini
par le rapport de ces deux pressions : § = %. Ainsi, pour maintenir le plasma dans le
tokamak, on doit vérifier § < 1. Les champs maggnétiques utilisés dans un tokamak comme
ITER sont & la limite des technologies actuelles; le facteur limitant est donc la densité
qui impose un maximum a 10?° particules par métre cube (densité de Greenwald [3]). Au
final, pour avoir des réactions de fusion rentables, le seul parameétre sur lequel on peut
jouer pour satisfaire le critére 2 est le temps de confinement 7z. Il est alors nécessaire
de bien comprendre la physique du probléme pour pouvoir se placer dans des conditions
telles que 7 soit le plus long possible.

Dans un tokamak le confinement des particules et de I’énergie n’est pas parfait. En
effet, on observe toujours un transport de type diffusif, du centre vers les bords de la

avec des bobines magnétiques"
3. ITER signifie "le chemin" ou "la voie" en latin



machine, tel que :

on = DAn

ou n et T sont la densité et la température du milieu que 'on regarde. D et x sont les
coefficients de diffusion et de chaleur . Ainsi, pour un tokamak de petit rayon a, au bout
des temps caractéristiques 7,, = % et 7p = %, le transport de chaleur et de particules est
suffisant pour déconfiner totalement le systeme.

Le transport joue un role trés important dans les performances d’un réacteur et fait
donc I'objet d’une recherche intensive pour mieux le comprendre dans I’espoir de le contro-
ler. La théorie du transport collisionnel basé sur la marche aléatoire a tout d’abord été
envisagée [3][5]. Cependant, elle aboutit & un transport de matiére et de chaleur inférieur
de plusieurs ordres de grandeur au transport mesuré expérimentalement dans un toka-
mak comme Tore-Supra, par exemple [6]. Comme nous le verrons dans la suite, dans une
configuration magnétique de type tokamak, plusieurs types de trajectoires peuvent appa-
raitre : les particules piégées oscillant entre deux points par effet de miroir magnétique et
les particules passantes faisant le tour complet de la configuration magnétique. L’étude
des coefficients de transport incluant ces particules piégées et les collisions coulombiennes
fait 'objet de la théorie du transport néoclassique [5]|7][8]. Encore une fois, cette théorie
aboutit & des coefficients de transport inférieurs d’au moins un ordre de grandeur par
rapport & ceux observés expérimentalement. On parle alors de transport anormal de par-
ticules et de chaleur, généré par la turbulence issue des micro-instabilités [9|[10]. Dans
les plasmas de tokamak, les fluctuations du potentiel électrique présentent un trés large
spectre spatio-temporel. Ces fluctuations du champ électrique couplées au champ magné-
tique vont falre derlver les particules avec une vitesse dite "de dérive électrique" définie
par Uy VO x B ot ® représente les fluctuations du potentiel électrique. Ce systéme
forme ce que 'on appelle des "ondes de dérive" [9]. En présence de gradients de densité et
de température, ces ondes peuvent étre déstabilisées et ainsi générer des micro-instabilités.

Ces micro-instabilités, tirant leur nom du fait qu’elles présentent des longueurs d’onde
faibles devant les longueurs de gradients d’équilibre, sont généralement classées en insta-
bilités ioniques et électroniques. Parmi les plus importantes, on trouve les instabilités de
gradient de température ionique (ITG) et électronique (ETG); on peut aussi distinguer
les instabilités de gradient de température dues aux particules piégées ioniques (TIM) et
électroniques (TEM). Pour avoir une classification plus détaillée des micro-instabilités, on
pourra se référer a [8][9][11][12].

Pour bien comprendre ces mécanismes et leur role dans les phénoménes de transport,
il est nécessaire de développer des modéles pour décrire le plasma. Pour cela, plusieurs
approches peuvent étre envisagées, de la plus compléte a celle qui présente le plus d’ap-
proximations, on a :

— La description particulaire faisant appel aux équations de Newton de chaque par-

ticule du plasma, chacune ayant 6 degrés de liberté. On a donc a travailler dans un
espace a 6N dimensions (N représente le nombre de particules du systéme étudié).

3
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— Ensuite, vient la description cinétique basée sur une approche statistique du plasma
avec l'approximation des champs moyens. La hiérarchie BBGKY [13] nous permet
de travailler avec une fonction de distribution a une particule dans un espace a 6
dimensions [14].

— La description fluide ne s’intéresse qu’aux premiers moments de la fonction de dis-
tribution & une particule. Ainsi, le plasma est décrit par I’évolution de ces moments
dans un espace a 3 dimensions.

A ceci s’ajoute la description de I’évolution des champs autocohérents, donnée par les
équations de Maxwell.

Pour pouvoir utiliser ’approche fluide avec peu de moments de la fonction de distri-
bution (en général on travaille avec quatre moments : la densité n, la vitesse fluide U , la
pression P et le flux de chaleur Q), on doit supposer de faibles fluctuations de la fonction
de distribution des particules, ce qui est vrai lorsque le plasma est assez collisionnel. Nous
allons donc écarter cette approche dans I’étude de la turbulence au centre du tokamak ot
les collisions sont négligeables. De plus, cette approche ne permet pas de décrire les inter-
actions ondes-particules, trés importantes pour la formation de la turbulence. Toutefois,
une description fluide des particules piégées avec une réponse adiabatique des particules
passantes a déja été réalisée [15], rendant possible la simulation du transport de particules
et chaleur électronique.

L’approche particulaire ne sera pas non plus utilisée, bien qu’elle soit la plus compléte.
En effet le nombre de particules dans un tokamak étant de l'ordre de 10** dans ITER,
il n’est pas envisageable de résoudre un tel systéme, méme avec toutes les ressources
numériques accessibles actuellement ou dans un futur proche.

Dans un plasma de fusion de type tokamak, I’énergie cinétique des particules (15
keV) est beaucoup plus grande que I’énergie potentielle moyenne entre particules. Ainsi
le plasma a un comportement collectif, ce qui est le cadre idéal pour utiliser le modéle
cinétique. On remarque également que la fréquence de collision est plus faible que la
fréquence caractéristique de la turbulence conduite par les ondes de dérive 9], on peut
négliger les collisions. Ainsi, on décrit I’évolution de la fonction de distribution de chaque
espéce du plasma, via ’équation de Vlasov :

Df

B =
Le modéle cinétique permet de décrire des phénomeénes couvrant une large gamme tempo-
relle allant du temps de confinement de 'ordre de la seconde a la période cyclotronique,
et une large gamme spatiale allant de la dimension de la machine au rayon de Larmor
électronique.

0 (4)

Les observations expérimentales de plasma de cceur ont montré que la relation d’ordre
entre la fréquence caractéristique de la micro-turbulence wy,,; et la fréquence cyclotronique
¢lectronique we . suit : % ~ O(€) ot € = %= <« 1, avec L la taille caractéristique de la
machine et p.. le rayon de Larmor électronique. Ainsi, I’étude de la micro-turbulence peut

se réaliser en ne s’intéressant qu’au mouvement du centre guide des particules, c’est-a-

4



dire en moyennant les équations sur le mouvement cyclotron. On obtient ainsi un modéle
réduit 5D : le modéle gyro-cinétique [16].

Le modéle gyro-cinétique a fait ’objet de nombreuses études. L’analyse linéaire de ce
modeéle est maintenant bien connue et peut prédire les conditions dans lesquelles le plasma
devient instable et développe les micro-instabilités de type ITG, ETG ,TEM, TIM.

Ce modele a permis au fil des années de dresser un portrait assez complet des mé-
canismes de saturation des instabilités menant a la turbulence des plasmas magnétisés.
On sait par exemple que la turbulence s’auto-organise via la génération de structures a
grande échelle. Les plus connues sont les écoulements zonaux [17]| (structures constantes
sur les surfaces magnétiques) qui semblent étre responsables de la saturation des ITG et
régulent le transport ionique [17][18]. Le modéle gyro-cinétique prédit également 'exis-
tance de "streamers" qui sont des structures allongées dans la direction radiale favorisant
le transport. Enfin, les phénoménes de relaxation des gradients d’équilibre via des pro-
cessus d’avalanche jouent également un grand role dans le transport et font 'objet de
nombreuses études [19].

De nombreuses simulations ont montré que les ITG et les TIM sont principalement
responsables du transport de chaleur ionique alors que les TEM sont les principaux can-
didats au transport de particules et de chaleur électronique [20]|21][22]. Pour arriver a ces
résultats, les simulations ont été réalisées principalement avec des modéles cinétiques ne
décrivant qu’une seule espéce cinétique, a I'instar du code global (décrivant tout le plasma
du tokamak) GYSELA-5D électrostatique [23] actuellement développé a I'TRFM-CEA
(Cadarache). Ce code permet une bonne description de la turbulence ionique, aussi bien
sur la caractérisation de la micro-turbulence, que sur I’auto-organisation de la turbulence a
grande échelle (barriére de transport, confinement amélioré, avalanche,...) [24][25][26]|27].
Ainsi, la compréhension de la turbulence ionique est, a ce jour, bien avancée et constitue
méme un test de validation des codes simulant cette turbulence. En revanche, le trans-
port engendré par les modeles gyro-cinétiques décrivant les ETG et TEM est encore mal
compris [22].

Comme on vient de le voir, les ions (via les ITG et les TIM) et les électrons (via les
TEM) jouent un réle majeur dans ’établissement du transport de particules et de chaleur.
Il est donc nécessaire de décrire 'interaction entre ces trois types d’instabilités pour avoir
une description compléte du transport anormal.

Les échelles caractéristiques ioniques et électroniques étant trés différentes, la descrip-
tion des deux espéces de maniére cinétique est, encore actuellement, un challenge numé-
rique. En effet, on a une séparation d’échelle pour les deux espeéces de 'ordre p.; ~ 60 p.,
Wee ~ 3600 w,; avec p. s le rayon de Larmor et w, s la pulsation cyclotronique. Cependant,
les simulations incluant a la fois les ions et les électrons (piégés et passants) commencent
a apparaitre depuis quelques années [21]]28][29]. La plupart de ces modéles s’appuient sur
des géométries de type "tube de flux" s’intéressant a la turbulence locale autour d’une
surface magnétique. Cette méthode permet de réduire la taille du systéme étudié mais ne
permet pas I’étude des phénoménes de transport a grande échelle. Ce type de modéle prédit
également un transport présentant des coefficients de diffusion inversement proportionnels
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au carré du champ magnétique et a la taille du systéme : c¢’est la diffusion gyro-Bohm [30].
Les codes gyro-cinétiques globaux ont confirmé qu’en augmentant la taille du systéme,
on passe d’une diffusion Bohm, inversement proportionnelle au champ magnétique, & une
diffusion gyro-Bohm, c’est-a-dire & un confinement amélioré |31][32][33].

Un autre moyen de simplifier la résolution du modéle gyro-cinétique est 1'utilisation
de codes "0f" dont I’étude se base sur I’évolution des fluctuations de la fonction de
distribution autour d'un équilibre Maxwellien. C’est le cas, par exemple, du code GEM
(Gyrokinetic ElectroMagnetic) [34] ou ORB 5 [32].

A ce jour, a l'échelle de tokamak, aucune simulation numérique globale "full f",
incluant & la fois les ions et les électrons, n’arrive a décrire simultanément la micro-
turbulence et les phénomeénes de transport a grande échelle générés par son auto-organisation.

Le travail qui va suivre présente un code global et "full f", c’est-a-dire décrivant
totalement les fonctions de distribution (contrairement au code " f" introduit plus haut),
mais incluant uniquement les ions piégés cinétiques et les électrons piégés cinétiques. Un
des intéréts de la description cinétique des particules piégées est la possibilité de réduire
la dimension du probléme. En effet, en s’intéressant seulement a ces particules, on peut
moyenner le systéme sur le mouvement de rebond, comme on I’a fait dans le modéle gyro-
cinétique sur le mouvement cyclotronique. Ainsi, le modéle que 'on obtient au final est
4D mais, évidemment, il ne permet pas une bonne description des particules passantes qui
seront prises adiabatiques. Cependant, les particules piégées ont un impact non négligeable
sur la turbulence et ce modéle permet I’étude d’un grand nombre de phénomeénes présents
dans les modéles gyro-cinétiques complets.

Le travail réalisé durant cette thése, résumé sur le schéma 1, a été le suivant : nous
sommes partis d'un code cinétique dans lequel seuls les ions piégés étaient décrits de ma-
niére cinétique [35][36][37]. Le premier objectif a été d’inclure dans le modéle les électrons
piégés cinétiques, ce qui a fait 'objet d’un travail analytique. Le second objectif a été
d’obtenir les seuils de déclenchement des instabilités du systéme et les taux de croissance
linéaires associés. Pour cela, un premier travail a abouti a I'obtention de la relation de
dispersion du modeéle a partir de sa linéarisation. Puis, la résolution de cette relation de
dispersion a fait 'objet de I’écriture d'un code linéaire & 1'aide du logiciel Matlab. Le
troisiéme objectif a été d’intervenir dans le code non-linéaire existant TERESA-4D pour
prendre en compte les électrons piégés cinétiques, en ajoutant la résolution de I’'équation
de Vlasov pour cette nouvelle population et en modifiant I’équation de quasi-neutralité
en conséquence. Une fois le code modifié, I'objectif a été de comparer ses résultats dans la
phase linéaire avec les résultats du modele linéaire. Enfin, le dernier objectif de ce travail
a été d’étudier I'auto-organisation de la turbulence grace a ce nouveau code non-linéaire
TERESA-4D.

Dans la premiére partie de ce travail, nous présenterons les équations du modéle 4D dé-
crivant les particules piégées cinétiques et les particules passantes adiabatiques. D’abord,
nous regarderons le mouvement d’une particule chargée dans une configuration magné-
tique donnée. Puis, nous écrirons les équations de Vlasov décrivant nos populations ci-
nétiques. Enfin, nous écrirons la relation de quasi-neutralité qui décrit 1’évolution du



potentiel électrique.

Dans la deuxieme partie, nous étudierons la stabilité linéaire de ce modéle. Puis, nous
décrirons les outils numériques utilisés dans le code TERESA-4D pour résoudre le systéme
de fagon non-linéaire. Enfin, nous validerons le code TERESA-4D dans sa phase linéaire.

Dans la troisiéme et derniére partie, nous nous intéresserons a la phase de saturation et
a la turbulence donnée par le code TERESA-4D. Nous nous intéresserons ensuite a I’auto-
organisation de la turbulence menant a la formation de différentes structures comme les
streamers et les écoulements zonaux. Finalement, nous étudierons les flux de particules et
de chaleur en présence de ces différentes structures.
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Situation de départ

Code GYSELA
IRFM-CEA
Tons piégés et ions circulants : cinétiques
Electrons : adiabatiques

Code TERESA
IRFM-CEA et IJL Nancy
Tons piégés : cinétiques
Tons circulants et électrons : adiabatiques

Travail réalisé pendant la thése

Travail analytique
Enrichissement du modéle par I’ajout de
la réponse cinétique des électrons piégés.

Travail analytique
Linéarisation du modéle
— Relation de dispersion

Travail numérique
Ecriture d'un code linéaire
— Résolution de la dispersion

Calcul
— des seuils de déclenchement des TIM
et des TEM

— taux de croissance et pulsation
TIM/TEM

Travail numérique
Modification de TERESA-4D
Inclusion des électrons piégés

Modéle N espéces

— Reéécriture de la quasi-neutralité
— Parallélisation sur chaque espéce

Travail numérique
Utilisation du cluster local IJL (ASTERIX)
Vérification du code dans sa phase linéaire
— Comparaison avec le code linéaire

Etude des simulations
Utilisation de TERESA-4D
dans la phase non-linéaire
— Etude de 'auto-organisation
de la turbulence TIM/TEM

FIGURE 1 — Schéma récapitulatif du travail effectué au cours de cette these.



Premiére partie

Modéle cinétique pour la description
des particules piégées dans une
configuration magnétique de type
tokamak






Cette partie est dédiée a la construction d’'un modeéle pouvant décrire de maniére
cinétique toutes les particules piégées d’un plasma, dans une configuration magnétique de
type Tokamak.

Dans un premier temps, nous décrirons briévement 1’allure du champ magnétique dans
lequel on se place. Dans une telle configuration, le mouvement d’une particule chargée
n’est pas trivial. En effet, on peut distinguer plusieurs types de trajectoire et différents
comportements selon les échelles de temps regardées. L’étude de ce mouvement fera ’objet
de ce premier chapitre.

Le deuxiéme chapitre sera consacré a la description d’'un ensemble de particules for-
mant notre plasma. Pour cela nous utiliserons une description statistique basée sur la
fonction de distribution des particules évoluant selon I’équation de Vlasov. Pour réduire
la dimension de notre probléme, nous allons nous appuyer sur les séparations d’échelles
spatio-temporelle du mouvement des particules piégées. En effet, dans ce travail, on va
s'intéresser au régime d’instabilités des TIM et des TEM [38] dont le role dans le transport
anormal est encore discuté [32]|. Ces instabilités ayant des fréquences caractéristiques de
l'ordre de la précession toroidale des piégées (identique pour les deux espéces), nous pour-
rons ainsi moyenner nos équations sur cette fréquence et ajouter une réponse adiabatique
des passantes.

De plus, le modéle sera intéressant & écrire et a résoudre dans le formalisme Hamilto-
nien, nous permettant de définir et d’utiliser les variables d’angle et d’action [35][36](37]
[38].

Pour terminer cette partie, nous allons écrire la relation reliant les deux populations ;
ionique et électronique. Dans ce travail, nous nous placons dans un cadre électrostatique,
les fluctuations magnétiques seront donc négligées. Comme nous le verrons, la relation de
quasi-neutralité nous permettra de faire le lien entre les différentes populations du plasma.
La fin de cette partie sera dédiée a la normalisation des équations et au récapitulatif des
principaux résultats.
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Chapitre 1

Mouvement des particules dans un
tokamak

Sommaire
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1.2.1  Mouvement cyclotronique . . . . .. ... ... oL 18
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1.4 Lien entre les coordonnées du centre-guide et les variables
d’angle et d’action des particules piégées . . .. .. ... ... 28
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1.5.1 Grandeurs spatiales . . . .. ... ... ... ... ... .. .. 30
1.5.2  Grandeurs temporelles . . . . . . .. ... L. 30
1.5.3 Bilan des grandeurs pour ITER . . . . . . ... ... ... ... 32

La forme du champ magnétique d’une configuration de type tokamak n’est pas simple
et donne aux particules chargées des trajectoires assez complexes, ce qui fait 'objet de ce

chapitre.

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser a la description du champ ma-
gnétique qui sera utilisé pour établir les équations du modéle. On utilisera une forme
simplifiée du champ magnétique dont les surfaces magnétiques sont des tores emboités

concentriques.

Dans cette configuration nous verrons qu’il existe deux types de trajectoire : les trajec-
toires passantes, pour lesquelles la particule peut faire le tour complet de la configuration
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magnétique, et les trajectoires piégées ou les particules oscillent entre deux points-miroirs
de la configuration.

Pour ce dernier type de trajectoire, nous verrons que I’on peut définir trois mouvements
quasi-périodiques : le mouvement cyclotronique, le mouvement de rebond, le mouvement
de précession toroidal. C’est dans ce cadre que nous allons définir les variables d’angle et
d’action bien adaptées a ce type de probléme.

Enfin, nous regarderons les grandeurs spatio-temporelles associées a chacun des trois
mouvements des particules piégées. Nous remarquerons notamment que les échelles sont
bien séparées, aussi bien du point de vue spatial que temporel.

1.1 Configuration magnétique

Dans ce travail nous utiliserons une forme de champ magnétique dite "circulaire
concentrique". Une telle configuration est caractérisée par des surfaces magnétiques to-
riques centrées sur I’axe magnétique dont les sections poloidales sont circulaires. L’écriture
de ce champ se fera a ’aide du systéme de coordonnées toroidales classiques [r,0,¢] centré
sur l'axe de symétrie du tokamak (fig.1.1) ou @ est 'angle poloidal et ¢ 1’angle toroidal.

1.1.1 Structure du champ magnétique

Un champ magnétique de type tokamak de forme trés générale, présentant néanmoins
des surfaces magnétiques, peut s’écrire sous la forme [39] (annexe A.1) :

B= -V, x V(gpyn - &) (L.1)

Ici, on utilise les coordonnées toroidales généralisées [p(r,0,0), n(r,0,p), £(r,0,0)]; q(p) est
le facteur de sécurité que I'on explicitera plus en détail par la suite et ¥,; le flux poloidal
interne. Cette derniére quantité est définie par

qui représente le flux du champ magnétique poloidal & travers la surface .%;(p,n) délimitée
par 'axe magnétique et par la surface magnétique labellisée par p. Il est trés important
de remarquer que le flux poloidal n’est fonction que de la variable radiale généralisée
Up;, =Up,;(p) (annexe A.1).

Ainsi, dans notre choix de configuration simplifiée "circulaire concentrique", ou les
coordonnées généralisées sont confondues avec les coordonnées classiques (p = r, n =
0, £ = ), le champ magnétique peut s’écrire [40] :

B=V(p—qf) x Vi (1.3)
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X

FIGURE 1.1 — Systéme de coordonnées et forme du champ magnétique de type "circulaire
concentrique". En rouge, une ligne de champ s’appuyant sur la surface magnétique en
bleu. I’axe magnétique est défini par le cercle dans le plan (zOy) de centre O et passant
par O'.

oll on a posé : P = q;—fr Il est intéressant de faire le lien entre la base utilisée pour établir
I’équation 1.3 et la base usuelle présentée sur la figure 1.1 :

R

ou R représente le grand rayon du tokamak. Le flux poloidal étant uniquement fonction du
rayon, il est clair, d’aprés ’équation 1.3, que le champ magnétique n’a pas de composante
suivant u,. Le champ s’écrit alors sous la forme :

B = Bg,V0 + Bg, Vg = Byiiy + Byii, (1.5)

[Vr,VO,Ve] — [ﬁ@u—‘”} (1.4)
T

Il est temps d’expliciter plus en détail le facteur de sécurité que I'on a vu apparaitre dans
I’équation 1.1. Les relations 1.3 et 1.5 nous permettent d’écrire :

BV =— (61/} X ﬁg@) Vo = (ﬁw X ﬁ@) ﬁgo

BVo=gq (w X ve) N = qB.V0o
Le facteur de sécurité est ainsi défini par :
é.ﬁgp B,r
q(r) 50~ BoR (1.7)
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Cette quantité mesure le nombre de tours toroidaux qu’'une ligne de champ doit parcourir

pour faire un tour poloidal. On peut négliger sa dépendance en # et ainsi supposer que
le facteur de sécurité ne dépend que du rayon. Sur la figure 1.1, par exemple, la ligne
de champ (en rouge) semble faire six tours poloidaux sur un tour toroidal, le facteur de
sécurité de cette configuration est donc ¢ = %. Cette valeur ¢ a été choisie uniquement
pour des raisons de lisibilité de figure, en effet dans un tokamak les valeurs de facteur de
sécurité rencontrées sont plutdt de 'ordre de 'unité au centre a quelques unités sur les
bords.

1.1.2 Expression des composantes du champ magnétique

Dans cette partie, nous nous intéressons a la forme des composantes By et B, du
champ. Définissons tout d’abord le paramétre ¢ = 7i; qui représente I'inverse du rapport

d’aspect & = % aux bords du tokamak. A 1’équilibre, le théoréme d’Ampére permet
d’écrire la composante du champ magnétique selon ¢ sous la forme ref.[39] :
By
B,(rf) = ——— 1.8
o(19) 1+ . cos(f) (18)

ou By est le champ sur 1’axe magnétique (en r = 0). La figure 1.2 montre 'intensité du
champ magnétique B, (r,d) sur une coupe poloidale du tokamak en posant By = 47T qui
est la valeur opérationnelle pour le Tokamak ITER. En utilisant I’approximation ¢ < 1,
on peut écrire le champ sous une forme légérement différente au premier ordre en —- :

Ro °
By, (1,0) = Bimin(r) [1 + €(1 — cos(0))] = Bpin(r)h(r,0) (1.9)
ot Bpn(r) = lB—JrOE est le champ sur 'axe 6 = 0; cette valeur correspond au champ

magnétique toroidal minimal & rayon fixé. Cette approximation n’est valide pour tous
r donnés qu’a la condition que l'on ait & > 1 (ceci est plus ou moins vérifié dans les
tokamaks comme ITER ou £ ~ 3,1, ou comme Tore Supra ou & ~ 2,8). Cependant cette
approximation reste acceptable prés de ’axe magnétique, i-e si on ne s’intéresse qu’aux
régions du cceur du tokamak. Pour des raisons de commodité de calcul, nous garderons
I'expression 1.9 du champ magnétique. En effet, dans la suite, on va se placer sur des
surfaces magnétiques (r = C%) ou le champ magnétique minimal sur ces surfaces est
déterminant pour le calcul des propriétés des particules piégées, comme par exemple le
parameétre de piégeage.

Calculons finalement la composante poloidale du champ magnétique. La définition du
facteur de sécurité (eq.1.7), nous donne directement :

r
By(r,0) = ——=B,(r,0 1.10

9<T7 ) q(?")R @(T7 ) ( )

ou R = Ry + rcos(f). Au premier ordre en RLO ona ;= RLO, le facteur ¢ étant de 'ordre

de I'unité, on peut en conclure que le champ magnétique est essentiellement dirigé selon
¢, on pourra alors utiliser : |B| >~ B,,.
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FIGURE 1.2 — Vue dans une coupe poloidale de I'intensité du champ magnétique toroidal
B, (avec B =4 T au centre r = 0).

Nous verrons dans la suite qu’il sera préférable d’utiliser la variable de flux poloidal
1 plutot que le rayon r. Il nous faut donc écrire la relation qui lie ces deux grandeurs.
Pour ce faire, nous utilisons la définition de flux 1.2, pour laquelle I'intégrale sur I'angle
© contenu dans d_S’i vaut 27 et ot B .dTSYi x Eg.ﬁg < 0, comme on peut le voir sur la figure
1.1. Ainsi, en faisant 'approximation R ~ Ry, on a :

Y(r)=— /T ByR(r")dr' ~ —ByoRy /’” dr'. (1.11)

0 0
Ici, on a négligé la dépendance radiale de la composante poloidale du champ magnétique
en introduisant la quantité By ¢ définie par la valeur de la composante poloidale du champ
magnétique sur une surface magnétique de référence.

Au premier ordre en RLO on a donc :

W = —ByRor (1.12)

La variable 1 que 1'on a choisie ici est inversement proportionnelle a la variable radiale,
il est important de retenir cela pour la suite ol nous utiliserons plus souvent ¢ que r.

1.2 Mouvement des particules

A présent, intéressons nous au mouvement d’une particule de charge g, (ne pas confondre
avec ¢ le facteur de sécurité) et de masse m, dans le champ magnétique que nous venons
d’introduire. Nous verrons qu’il existe deux classes de trajectoires : les passantes et les pié-
gées, dans cette partie nous étudierons uniquement le mouvement des particules piégées.
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Dans un premier temps nous allons décrire les différents mouvements de ces particules
piégées : mouvement cyclotronique rapide autour des lignes de champ, mouvement de
rebond paralléle aux lignes de champ et mouvement lent de dérive. Ensuite, nous verrons
I'intérét d’utiliser les variables d’angle et d’action dans ce type de probléme. Enfin nous
donnerons l'expression et un ordre de grandeur des différentes quantités associées aux
mouvements de la particule (fréquences, longueurs caractéristiques).

1.2.1 Mouvement cyclotronique

En présence d'un champ magnétique homogéne éo, la trajectoire d’une particule de
masse mg et de charge ¢, forme un mouvement hélicoidal autour des lignes de champ
sous l'effet de la force de Laplace F,, = qsU X By, ou v est la vitesse de la particule. Ce

mouvement est appelé "mouvement cyclotronique” caractérisé par sa période de rotation

W, = qsl 3| et son rayon de courbure p;, = %=, ol v, est la vitesse de la particule perpen-

dlculalre au champ magnétique. On peut con81derer ce mouvement comme une boucle de
courant d’intensité : [ = dq = (552 se déplagant parallelement aux lignes de champ. Cette
boucle crée un champ magnethue opposé au champ appliqué BO (Ce phénomeéne est a
'origine du caractére diamagnétique d’un plasma), on peut donc lui associer un moment
magnétique colinéaire et opposé a éo de norme :

We mgv?
p=1.5 G55 TPL 25

ol S est la surface intérieure & la boucle de courant .
Dans la suite, on va se placer sous 'hypothése de champ magnétique adiabatique, c’est-a-
dire, que 'on consideére les variations du champ comme lentes devant la période cyclotro-
nique et I’évolution spatiale comme grande devant le rayon de Larmor (0;log B < w, et
|%’ < pr). On peut montrer [41] que sous cette hypothése le moment magnétique est un

(1.13)

invariant adiabatique (qui est constant au premier ordre en temps) tel que ‘fl—’: =0+0 (wic)

1.2.2 Mouvement paralléle aux lignes de champ

Dans la direction paralléle au champ homogéne, la force de Laplace n’agit pas ( = O) ,

ainsi la particule est libre de se déplacer le long des lignes de champ. L’expression de la
force (diamagnétique) s’appliquant sur une boucle de courant en présence d’un champ
inhomogene est analogue a celle de la force agissant sur un dipole électrique [42]; on
Pécrit : F = ﬁ(/jg) Il est aisé de voir que cette force dérive du potentiel magnétique
Emag = — ﬁé . D’aprés la forme du moment magnétique créé par le mouvement cyclotro-
nique, on a : . B
F = v, (1B))

Py (1.14)

1. Dans la suite, nous utiliserons souvent la notation : B = |B|
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—

B
_ |B|
( on utilisera V| pour gradient perpendiculaire). Il est a noter que 1’énergie définie en
1.14 représente le contenu énergétique de la particule pour la boucle de courant, c¢’est-a-
dire I’énergie cinétique de la particule perpendiculaire au champ magnétique. L’éq. 1.13
aboutit a la relation &, = %mvi. Ainsi en I'absence de force extérieure, ’énergie d’une
particule chargée de masse m, s’écrit :

ot V| désigne le gradient dans la direction du champ magnétique® défini par b =

E= %msvjn + 15 B(z7). (1.15)
Ici, nous avons utilisé les coordonnées dites de centre-guide 2, = (r,,0,,0,) qui définissent
la position du centre de rotation cyclotronique. Dans la suite, on ne regardera plus la
trajectoire exacte des particules mais la trajectoire de leur centre-guide; le mouvement
cyclotronique perpendiculaire rapide sera désormais intégré via 'invariant .

Comme on I’a vu dans la partie 1.1, les lignes de champ de la configuration magnétique
choisie sont enroulées autour d’une surface magnétique de telle sorte qu’en suivant ces
lignes une particule explore des zones de champ fort (coté interne du tore) et des zones
de champ faible (coté externe) (voir fig.1.2). Qualitativement, cette alternance peut étre
représentée par un champ de la forme B(2;) = By [1 + (1 — cos(6))] que I'on a tracé sur
la figure 1.3 & gauche. L’expression de 1’énergie dans une telle configuration est similaire
a I’hamiltonien du pendule rigide. On peut donc utiliser les résultats du pendule pour
décrire le mouvement de la particule. Ici, nous faisons donc ’analogie entre 6 et ’angle
que fait le pendule avec la verticale et entre vy et la vitesse du pendule. Il existe donc
trois types de trajectoires : oscillantes, de révolution (le pendule fait un tour complet) et
séparatrices. On a tracé ces trois types de trajectoires sur la figure 1.3 & droite. C’est ici
que nous ferons la distinction entre les particules dites piégées présentant une trajectoire
oscillante et les particules passantes dont les trajectoires font tout le tour du tore. Nous
ne définissons pas de classe de particules pour les séparatrices qui sont des trajectoires
impossibles a réaliser expérimentalement.

Pour distinguer quantitativement les deux types de trajectoires de particules que nous
venons de définir, introduisons le paramétre de piégeage \ = %ﬂw). D’aprés ’équation
1.15, I’énergie minimale que peut posséder une particule est F,.;, = 4 Bmin, cela corres-
pond a la situation ou la particule ne posseéde pas de vitesse paralléle aux points ou le
champ est le plus faible. En ces points, on a alors A = 1 qui correspond aux points fixes de
notre analogie au pendule. Placons nous ensuite sur le point particulier de la trajectoire
ou le champ est maximal, B,,,,. Si I’énergie d'une particule est plus petite que uB 4z
alors la particule ne posséde pas assez d’énergie cinétique paralléle pour dépasser ce point,
elle est alors piégée. Dans le cas contraire, on dit qu’elle est passante ou circulante, ces
deux situations sont résumeées sur la figure 1.3 de gauche. D’apreés 1’équation 1.9, le champ
magnétique maximum sur une ligne de champ vaut Bi,u = Bpin(1 + 2¢). On rappelle
qu’ici nous nous plagons sur une surface magnétique donnée, on a donc Bjuazr = Binax (7).

2. En régle générale dans toute la suite les termes "paralléle" et "perpendiculaire" feront référence a
I’orientation par rapport au champ magnétique.
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CHAPITRE 1. MOUVEMENT DES PARTICULES DANS UN TOKAMAK

Passantes
E,

UBmax

Ei-

UBminA

FIGURE 1.3 — A gauche : Energie perpendiculaire donnée par le champ magnétique aux
particules en fonction de ’angle poloidal.
A droite : Portrait de phase du pendule simple.

Si la particule posséde exactement cette énergie, son paramétre de piégeage vaut A\ = ﬁ

Cette situation correspond aux séparatrices dans notre analogie au pendule. Enfin, I’éner-
gie de la particule peut prendre des valeurs arbitrairement grandes par rapport & B4z
et uBpin, on a alors A — 0.

Finalement, une particule est piégée lorsque son énergie correspond au critére de pié-
geage défini par :

1
1+ 2¢

~1l—-2e <A<, (1.16)

Ici, on a utilisé I’hypothése € < 1. Le critére de piégeage évolue avec le rayon et on peut
constater qu’au centre du Tokamak (¢ = 0) on a 1 < A < 1, c’est-a-dire que trés peu de
particules sont piégées prés du centre.

Les équations 1.9 et 1.15 nous permettent d’écrire la vitesse parallele sous la forme :

2F
Vg = £/ o 1= Ah(f,r) =£V/1—Ah(0,r) (1.17)

ou a l'aide de cette expression 1.17, on peut donner un ordre de grandeur du critére de
piégeage en 6 = 03 :

A < vae (1.18)

0=0

V1

3. Le critére de piégeage nous permet d’écrire :

1
— <A =

<142
1+ 2¢ wBmin +ee
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1.2. MOUVEMENT DES PARTICULES

Le dernier point que nous traiterons ici sera la position des points de rebroussement
définis par ’annulation de la vitesse paralléle. Pour une particule piégée a E, p fixés et a
un rayon v, donné, on pose +60, les angles poloidaux des deux points de rebroussement.
En ces points, I'expression de la vitesse parallele V| = +Vy/1 — M(£6p,¢0) = 0 méne a
la relation :

1
=
Nous verrons par la suite que cette relation sera trés utile pour le calcul de la fréquence

de rebond. On verra alors qu’il sera plus intéressant de travailler avec un autre parameétre
de piégeage qui, lui, ne dépendra pas du rayon ot ’on se place.

h(=£0,) (1.19)

1.2.3 Mouvement de dérive du centre guide

En présence d’'un champ magnétique inhomogéne sous ’hypothése adiabatique, lorsque
I’on moyenne les équations du mouvement sur la période cyclotronique, on obtient I’équa-
tion d’évolution du centre-guide :

dz,

— = vy b + Ty (1.20)

ot b = g est le vecteur unitaire le long du champ magnétique et ou v, représente la vitesse
de dérive des centres-guides a travers les lignes de champ. Dans la limite ou § < 1, cette
vitesse peut s’écrire sous la forme [3]| [39] [41] [43] :

v\ -
o om (B ) pxvn
Vg =
‘ qsB(xg) B

(1.21)

De manieére qualitative on peut montrer que dans un tokamak la dérive des centres-
guides est principalement verticale [3]. Pour montrer cela, attachons un repére direct

Avec E = lms(vﬁ +v2) et 1.13 on a alors :

2
2
(“l) 1
On

En utilisant la forme du champ magnétique 1.9 on a alors :

)

En 6 = 0 la condition de piégeage s’écrit donc :

B

—_— <142
Bmin e

< 14e(1 + cos(0)) + O(e%)

v
i < V2

0=0

v
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CHAPITRE 1. MOUVEMENT DES PARTICULES DANS UN TOKAMAK

[€:,€y,€>] & la particule. Avec €, semblable a ,, €, semblable & @, (voir fig. 1.1). On
prend €, normal & €, et paralléle au plan (zOy) de la figure 1.1, de telle sorte que €, =
cos(0)u, — sin(f)uy. Le champ magnétique est principalement orienté selon i, on peut
donc écrire : B o . Le gradient du champ est essentiellement dirigé vers le centre O
du tokamak ce qui Correspond a peu prés a —u, sous ’hypothése d’un grand rapport
d’aspect. Ainsi bx VB —1y X Uy = Uy X Uy = U, les centres-guides dérivent donc bien
selon la direction verticale.

Pour une trajectoire de va-et-vient : sur le trajet "aller" une particule va dériver
verticalement d’un c6té de la ligne de champ ; sur le trajet "retour" la particule va subir
un gradient de champ opposé a la situation précédente ; d’aprés ’équation 1.21 la dérive
verticale sera opposée. La forme de la trajectoire de rebond aura donc une forme de banane
autour d’'une surface magnétique.

Il existe une dérive assez faible dans la direction toroidale due aux gradients de la
composante poloidale du champ dans la direction ;. Cette dérive est responsable du fait
qu’apres chaque mouvement de va et vient la particule ne se retrouve pas exactement a la
position d’ou elle était partie : on observe un léger décalage dans la direction toroidale. Sur
de trés nombreux rebonds c’est ce décalage qui est responsable de la précession toroidale
des bananes.

1.3 Variables d’angle et d’action.

Dans la configuration magnétique axisymétrique que nous avons choisie (eq. 1.1), on
peut montrer que le mouvement des particules est intégrable et quasi-périodique [44] [39].
Il est alors intéressant de passer des coordonnées d’espace (Z,p) aux coordonnées d’angle et
d’action (& ,j ). En effet une des caractéristiques importantes de ce systéme de coordonnées
est I'indépendance de I’hamiltonien vis a vis des variables d’angle : H = H (j ). Ainsi, les
équations de Hamilton vérifient :

dJ; 0H
_ 91 1.22

dai o0H
ity A (1.23)

ou les w; sont les fréquences caractéristiques du mouvement : w,, wy, wy (respectivement,
fréquence cyclotronique, de rebond et de précession). Ainsi les trois angles associés s’écrivent :

a1 = wc(j)t + 10

a= Qg = wb(J)t + Qg0 (124)
g3 — wd(J)t -+ Q30

1

Dans le cadre de la mécanique hamiltonienne, on peut montrer [41] qu’a un mouvement
périodique on peut associer une action qui est un invariant du probléme. Il est égale-
ment possible d’associer une action & un mouvement quasi-périodique, cette action sera
constante aux premiers ordres définissant alors un invariant adiabatique.
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1.3. VARIABLES D’ANGLE ET D’ACTION.

Recherche des invariants de notre modéle

Nous rappelons ici un résultat important qui va nous permettre de chercher les inva-
riants de notre modéle.

Soit P et 7 les variables oscillantes canoniquement conjuguées, alors I'action s’obtient
en calculant [41] :

L d7 .
fP%ﬁ:%PM:Cﬁ (1.25)

ou l'intégration est faite sur une période du mouvement dans ’espace des phases. Si les
parameétres de I’hamiltonien changent sur une échelle de temps 71" qui est trés grande com-
parée a ’échelle de temps du mouvement périodique de période Q71 la quantité 1.25 est
conservée avec une précision de l'ordre de exp(—QT).

Il n’est pas nécessaire de résoudre les équations de Hamilton pour décrire le mouve-
ment, nous connaissons déja les trois mouvements quasi-périodiques d’une particule dans
notre configuration magnétique. Ici, nous allons uniquement chercher les invariants J;
associés a ces mouvements.

Premier invariant

Calculons I'action associée au mouvement cyclotronique, pour cela placons nous dans
un systéme de coordonnées cylindriques ou le champ magnétique est selon €, (B = B.¢€).
Bx7
: A==
généralisé peut s’écrire P = mv + ¢sA ([41]) donc d’aprés 1.25, on doit calculer :

Dans une telle configuration on a : A = = %ég. Comme on le verra, le moment

1 —. —
J=— j{(mﬁc + qsA).dl (1.26)
2m

ou l'intégrale se fait sur une trajectoire cyclotron (cercle de rayon pr, voir chapitre 1.2).
On a dl = prdbey et U, = —prw.€y, d’ou :

do

1 2T 1 27 q p2B
J=—— 2 wedf) + — L=
LT o /0 s

2 2
mu; qs B v

We 2 w_g
m2v?  m?v?
ey

QS BZ 2q5 BZ

En utilisant la définition du moment magnétique (éq.1.13), on trouve :

Iy = —q@y (1.27)
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CHAPITRE 1. MOUVEMENT DES PARTICULES DANS UN TOKAMAK

Second invariant

Pour construire la deuxiéme action associée au mouvement de rebond, on va calculer
Iintégrale 1.25 sur une trajectoire "banane"

1 — —
Jo = — j[(mﬁ—f— qsA).dl (1.28)
2

Sur cette trajectoire, on a : T.dl ~ vg ds, ol s représente l'abscisse curviligne le long
de la ligne de champ. On peut également remarquer que l'intégrale de A est égale au
flux du champ magnétique a travers la surface définie par le contour de la banane. L’aire
décrite par ce contour est trés petite. En effet, la particule ne s’écarte que de quelques
rayons de Larmor de la surface magnétique. De plus, le champ magnétique est quasi
perpendiculaire au vecteur normal & la surface de la "banane", on peut donc négliger la
contribution du terme § qsg.cﬁ. Qualitativement, cela revient & dire que les contributions
"aller" et "retour" de la particule s’annulent. Ainsi :

1
Jy = o fmvgds (1.29)

Remarque : Dans le cas des particules passantes, la projection des trajectoires sur un
plan poloidal ne forme pas de "banane". En effet, ces particules ont une vitesse paral-
lele assez grande pour faire un tour poloidal complet. Leurs trajectoires sont donc des
cercles décentrés par rapport aux surfaces magnétiques. Ainsi, en premiére approxima-
tion, l'intégrale de A sur ces trajectoires est égale au flux de B a travers une surface
circulaire poloidale qui n’est autre que le flux toroidal ¥ défini dans 'annexe A.1. Pour
les passantes, le second invariant s’écrit ainsi : J, = % § mugds + g5

Troisiéme invariant

Pour obtenir cet invariant, on va s’aider du lagrangien d’une particule dans un champ
¢lectrique et magnétique [39] :
. m . . —
ZL(7,7) = 552 + ¢ 7. A — g, (1.30)

—

ot: B=VAAet E=—-24_V®. Le moment canonique est défini par :

Bt
= aL
P

2%1|

On a donc : B B
P =mu + ¢A. (1.31)
Dans le systéme de coordonnées toroidales défini précédemment, on a :
T = (Rycos(f) +1)é, — Rosin(6)ég (1.32)
7 =76 +1r0c + (Ry + 7 cos(h)) €,

-~

R
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1.3. VARIABLES D’ANGLE ET D’ACTION.

d’ou
2 =i? 4+ 1%0° + R2Y? (1.33)
T.A=71A +10A) + ROA, (1.34)
On peut donc écrire :
& = %(ﬁ + 720 + R*G%) + g, (FA, +10Ag + RYA,) — ¢, (1.35)

Une des forces de I'approche lagrangienne réside dans le fait que si le lagrangien ne dépend
pas d’une variable, alors le moment canonique associé est une constante. Notre systéme
étant considéré comme axisymétrique (ne dépend pas de ¢), le moment canonique P, sera
constant.

En effet : 5L
P,=—=0

dp

. oL
2 .
p¢: % =mR QO"‘QSRALP

En utilisant les coordonnées toriques dans un systéme axisymétrique, on peut exprimer la
composante poloidale du champ magnétique sous la forme By = (rot(A))y = — %% (RA,).
La définition du flux poloidal (éq. 1.11) (¢ = — [ BgRdr), nous permet ainsi d’écrire

Y = RA,. De plus, si on néglige la vitesse de dérive dans la direction du champ par
rapport a la vitesse parallele, on a Ry ~ v d’ou :

P, =mRuy + q¥p = J3 (1.36)
Cet invariant, appelé moment cinétique toroidal, est associé au mouvement de précession
toroidale des particules dans le tokamak. Pour les trajectoires piégées, il est alors intéres-

sant d’écrire cet invariant aux points de rebroussement. En ces points de coordonnées 7y,
v =0, on a alors :

Jz = qs1(70). (1.37)
On peut montrer (voir annexe A.1) que le flux poloidal ne dépend que du rayon, ainsi
() = ¥(rg) = 1p. D’oit, au final

J3 = qstho (1.38)

Comme on I’a déja mentionné dans la partie 1.1, dans la suite de ce travail, la variable 1)
sera utilisée comme variable radiale.
Au final, on a donc le systéme de variables d’actions suivant :

J1 = —%N
J=|J = §Melgs (1.39)
Jz = qs¥o
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CHAPITRE 1. MOUVEMENT DES PARTICULES DANS UN TOKAMAK

Largeur banane

Nous avons déja vu de facon qualitative que la dérive des particules donne une forme
de banane a la trajectoire de rebond. Le troisiéme invariant adiabatique va permettre de
voir de fagon plus quantitative ce comportement. En un point quelconque de la trajectoire
d’un particule piégée, (1.36) et (1.38) nous donnent :

s (V(@y) — o) = —msR(zy)vy. (1.40)
R
P

La quantité @ représente la distance du centre guide a la surface magnétique sur laquelle
la banane s’appuie (fig.1.4). Cette distance peut ainsi s’écrire :

1; _ _msR(x;)ng' (1.41)
s

La vitesse parallele d'une particule piégée changeant alternativement de signe au cours

du mouvement, le centre-guide passe d’un coté a l'autre de la surface magnétique 1)g.

Projetée sur un plan poloidal, cette trajectoire a donc bien une forme de banane. On a

tracé une de ces trajectoires sur la figure 1.4.
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1.3. VARIABLES D’ANGLE ET D’ACTION.

|

FIGURE 1.4 - Projection d’une trajectoire banane dans un plan poloidal du tore. Ce
shéma permet de visualiser la définition des variables vy, ¥, ¥y, 0, 04, ¢, 0., et ¢..
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CHAPITRE 1. MOUVEMENT DES PARTICULES DANS UN TOKAMAK

1.4 Lien entre les coordonnées du centre-guide et les
variables d’angle et d’action des particules piégées

Pour finir notre présentation des variables d’angle et d’action, nous allons donner le
lien entre ces variables et les coordonnées de 1’espace réel. Pour plus de détails, on pourra
se référer a la référence [43] ou a I’annexe B.

La trajectoire du centre-guide dans le plan poloidal est résumée sur la figure 1.4, on
peut écrire :

b = Po 4+ + e (1.42)
0 =6,+0, (1.43)
P = @g (1-44)

ou g4 est 'angle toroidal du centre guide.

Mouvement cyclotronique

Dans le cas du mouvement cyclotronique, d’apres la figure 1.4, on a directement :

e = pe(J1) cos(ay) et 0. = sin(ay ) (1.45)

ol o = . est I'angle associé au premier invariant.

Mouvement banane

Les trajectoires banane n’étant pas circulaires, la situation est beaucoup plus compli-
quée a traiter que dans le cas précédent. Pour ce mouvement, un point de la trajectoire
est défini par ¢, = ¢y + 1) et par I'angle oo (valant 0 et 7 la ot la banane est la plus large
et)valant 7 et —F aux points de rebroussement v, = 15y). On peut alors montrer (Annexe
B) que :

df b dp
dOéQ = quOwb— s Qg = qORowb/ — (146)

Ug0| 8o Ug0l|

Ainsi, d’aprés B.7, on obtient :

g0 day 5
6 :/ Ygoll 4y _ 4 1.47
“Jo @R we (147)

Cette fonction est périodique en g et dépend des trois actions via la vitesse paralléle,
soit 0, = 6(J,az) qui ne dépend pas de oy, déja intégré dans le mouvement cyclotronique
(on ne s’intéresse qu’au centre guide), et ne dépend pas de as.
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1.4. LIEN ENTRE LES COORDONNEES DU CENTRE-GUIDE ET LES VARIABLES D’ANGLE
ET D’ACTION DES PARTICULES PIEGEES

Précession toroidale

Le mouvement toroidal se calcule en introduisant la variable : &, = ¢, — qoby, ol qo
est le facteur de sécurité sur la surface magnétique 1. Ainsi, en utilisant 1.47 on a :

g =&+ qof (1.48)
On peut montrer que :
Py =03+ ¢+ qof (1.49)
ou ¢ est ’écart a la précession réguliére défini par :

Ugl|0

A Ugllo 0
Y= / {Udgp + awawoqog—}%) — qoUVap — <Ud§0 + awawo qORol/J - qovd9>] dt (150)

ol les crochets représentent une moyenne sur ’angle as <( f)= % 027r f da2>.

Lorsque 'on projette I'équation 1.20 sur [¢),, 0,, ¢4, en négligeant la vitesse de dérive
du centre guide en @ (voir annexe B), on obtient :

do v
s - il (1.51)
dt  qoRo
A T'aide de cette expression et des équations 1.46, on peut écrire 'intégrale sur le temps
az d;qé

en fonction de ap comme suit : f(f dt' = |, o On peut donc dire que, tout comme é, la
fonction ¢ dépend des variables d’action et est périodique en asy. Cette méme conclusion
s’applique au mouvement radial, en effet d’aprés 1.20 on a :

dy
Ik 1.52
o = Vavo (1.52)
oll Vgy.0 est la composante selon 1 de la vitesse de dérive. Ainsi :
R t a2 dO/
77/) = / Ud¢0dt = / wa() 2 (153)
0 0 Wh

ol Vg0 est la vitesse de dérive radiale sur I'axe magnétique.

Bilan

En résumé, le systéme de coordonnées de centre-guide des particules piégées peut
s’écrire :

by = 1o + ¥ (J ) (1.54)
0, = 0(J,a2) (1.55)
0y =as+ Qw0(J,az) + ¢(J,a) (1.56)
Dans la suite, on néglige ¢ devant a3 et q(]@g(j,ag), on a donc :
a3 = @g — qoby (1.57)

Dans la suite on posera a = as.
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CHAPITRE 1. MOUVEMENT DES PARTICULES DANS UN TOKAMAK

1.5 Caractérisation des trois mouvements

1.5.1 Grandeurs spatiales

Mouvement cyclotronique

La grandeur spatiale associée au mouvement cyclotronique est le rayon de rotation
appelé rayon de Larmor que nous avons déja défini dans la partie 1.2.1 :

pp = = = 2 (1.58)
We q5|B’

Largeur banane

Il est intéressant de donner un ordre de grandeur de la largeur des "bananes". Pour
cela, plagons nous en # = 0 (endroit ou la "banane" est la plus large) et écrivons J; sur les
bords intérieur et extérieur. D’apres I'invariance de J3 et son expression donnée en 1.36,
on a:

g5 (g) + msR(wg)vg = qsth (g + 20p) — ms(R(z,) + 203)vy)| (1.59)

ol 9y est la largeur de la "banane" et le signe moins vient du fait que la vitesse change de
signe d'un bord a 'autre. En utilisant I’hypotheése R > 4, et x, > §,, on peut écrire :

0
g5 (9) + msR(24)vg = qs1(24) + 2650 a—:{} — msR(z4)vy) (1.60)
On a alors :
R
s W’mg

D’apres le criteére de piégeage 1.18 on a v ~ v/2ev, (pour la plus large des "bananes' :
a la limite passante/piégée) et en utilisant 1.12 et 1.7, on obtient :

qopc
0p = 1.62
=22 (162
Remarque : Ici la largeur "banane" a été définie comme le rayon maximal de la trajec-
toire en ¢ = 0. Dans 'annexe D on donne une autre expression de cette longueur. Il est a
noter que dans certains ouvrages, on peut voir apparaitre un facteur 2, tout dépend de la
définition de cette largeur (rayon ou diamétre).

1.5.2 Grandeurs temporelles

Nous venons de voir qualitativement que les trajectoires des centres-guides présentent
une forme de banane qui elle-méme a un mouvement de précession autour de ’axe toroidal.
Calculons maintenant quantitativement les fréquences associées a ces deux mouvements

ref.[37].
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1.5. CARACTERISATION DES TROIS MOUVEMENTS

Fréquence de rebond

Pour calculer la pulsation de rebond wy, 5, on utilise la formule 1.46 avec pour expression
de la vitesse paralléle ’équation 1.17, on obtient ainsi :

0o
2m :2‘/”"8/ _ lhdd (1.63)
Wh,s 28 ) 6, /1 — Xb(0,r)

En annexe C on donne le détail du calcul de 1.63; au final, on obtient :

\/%- (1.64)

Wy
g0

Wy,s =

)

avec W, = \/g #(K) qui est indépendant du choix de l'espéce décrite et ou # (k) est la

1-)
2eX’

fonction elliptique de premiére espéce? et k =

Fréquence de précession

De la méme fagon, on va calculer la fréquence de précession des "bananes" autour de
'axe toroidal. Pour cela on va utiliser la variable £, définie précédemment (1.48). En effet
on a dit que la pulsation de précession était égale a la moyenne par rapport a ay de la

dérivée de &, :
d
Wq,s = <%> (1.66)

Le calcul de ce terme développé dans I'annexe C nous donne :

b B
s = To QSBminRO i (167)
avec
_ 28(k) E(K)
= —14+4 — -1 1.
Wy ,%/(FL) + 4sg (,%/(KJ) + K ( 68)

ol s¢ est le cisaillement magnétique :

(W)t
i (@) @) e

4. La fonction elliptique de premiére espéce est définie par :

2 )—/1 di (1.65)
S A ey oy '
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CHAPITRE 1. MOUVEMENT DES PARTICULES DANS UN TOKAMAK

Et ot & (k) est la fonction elliptique de seconde espéce ® Dans la suite on écrira la fréquence
de précession sous la forme :

E
wWys = = 1.71
d,s Zs d ( )
avec Z, le degré d’ionisation de l'espéce étudiée (on prend Z, = —1 pour les électrons),
_ —~ 1 — o —19 212 .
Qg = B ReeWd = Wwd, et e = 4+1.6.10 C la charge élémentaire du proton.

Ainsi, 2; ne dépend pas de I'espéce étudiée.

1.5.3 Bilan des grandeurs pour ITER

Ici, nous donnons une évaluation des différentes fréquences et longueurs caractéris-
tiques pour les ions et les électrons piégés. Pour cela, on prend les parameétres caractéris-
tiques de ITER : T'=15keV, B=53T, a =2m, Ry = 6,2 m et go(r) ~ 3. On donne ces
différentes grandeurs dans le tableau 1.1 pour un proton de masse My oton = 1,67.107%7
kg et pour les électrons de masse m, = 9,1.1073! kg.

proton | électron
Mouvement cyclotronique :
Peo (M) 3,3.107% | 7,8.107°
w, (rad.s™1) 5,1.10% | 9,3.101
T. (s) 1,2.107% | 6,7.10712
fe (Hz) 8,3.10" | 1,5.10"
Mouvement de rebond :
dpo (m) 1,8.1072 | 4,1.107*
wp (rad.s™ 1) 3,7.10* | 1,6.10°
Ty (s) 1,7.107% | 3,9.10°°¢
f» (Hz) 5,8.10% | 2,6.10°
Mouvement de précession :
wq (rad.s™1) 777 T
Tq (s) 8,1.107% | 8,1.1073
fa (Hz) 123 123

TABLE 1.1 — Valeurs des grandeurs temporelles et spatiales caractéristiques des ions et
électrons piégés pour les paramétres d’'ITER.

5. La fonction elliptique de seconde espéce est définie par :

1 1 — k22

= dt
0o V1— k221 — 2

& (k) (1.70)
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1.5. CARACTERISATION DES TROIS MOUVEMENTS

Nous connaissons le mouvement d’une particule piégée dans la configuration magné-
tique choisie et nous avons observé une grande différence d’échelle temporelle et spatiale
pour les trois mouvements. Intéressons nous maintenant au comportement collectif du

plasma via 1’équation de Vlasov et la quasi-neutralité.
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Chapitre 2

Description cinétique du plasma
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Maintenant que nous connaissons le comportement dune particule chargée dans la
configuration magnétique choisie, nous pouvons nous intéresser a la description d’une
assemblée de particules chargées formant le plasma.

Dans un premier temps, nous utiliserons une description statistique des particules
basée sur la fonction de distribution & une particule. Dans le modéle présenté ici, nous
négligerons les collisions, ce qui est légitime dans les plasmas de coeur ; ’évolution de la
fonction de distribution est alors décrite par I’équation de Vlasov.

Nous verrons ensuite la procédure a utiliser pour réduire la dimension du systéme et
étudier le mouvement sur des échelles de temps de 1'ordre de la précession toroidale des
particules piégées. En utilisant les variables d’angle et d’action et les invariants décrits
précédemment, nous pourrons ainsi réduire le nombre d’opérateurs différentiels présents
dans I’équation de Vlasov.

Nous allons ici négliger les fluctuations magnétiques : seul le champ électrique pourra
évoluer et sera piloté par la relation de quasi-neutralité. L’expression de cette relation
nécessite de connaitre la densité dans les coordonnées d’angle et d’action. L’obtention de
I’expression de la densité dans ces variables est un des points délicats de ce modéle. Inclure
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CHAPITRE 2. DESCRIPTION CINETIQUE DU PLASMA

les électrons et d’autres espéces ioniques, en plus de la seule espéce ionique initialement
présente, a été le premier objectif de ce travail.

Finalement, une réponse adiabatique des particules passantes sera incluse dans la
quasi-neutralité.

2.1 Equation de Vlasov

Les particules d’une méme espéce s sont décrites par une fonction de distribution
fs(7,U,t). Dans cette partie, nous nous intéressons a ’équation d’évolution de cette fonc-
tion. On se place dans le cadre des plasmas chauds non collisionnels, fs est donc solution
de I’équation de Vlasov :

afs 0g; Of Op; O f .
Z ot 0g; 12: ot Op; (2.1)

avec (¢;,p;) les variables canoniquement conjuguées du systéme. On peut également écrire
sous une forme plus compacte :

Ofs
ot

ou H, est I’hamiltonien des particules de ’espéce s, le crochet de Poisson est défini par
1f,9] = 20, 00, fO5,9 — 0,905, f . Lors de Vintroduction des variables d’angle et d’action
de la partie 1.3, on a vu que ’hamiltonien d’équilibre H,, ne dépendait que des actions
J;. Ainsi :

- [Hsafs] =0 (22>

aJ doy

Le modéle peut se simplifier en remarquant que la période de précession des "bananes"
est beaucoup plus grande que le mouvement cyclotronique et de rebond. Pour étudier des
phénoménes évoluant sur des temps de l'ordre de la période de précession toroidale, nous
pouvons moyenner le mouvement cyclotronique et le mouvement de rebond : cela revient
a faire une moyenne sur les angles a; et as. Ce faisant, on fait apparaitre un opérateur de
gyro-moyenne que nous développerons dans la section suivante et dans ’annexe D. Pour
le moment, on se contente de surmonter de deux barres les grandeurs gyro-moyennées.
La fonction de distribution gyro-moyennée (fonction de distribution des "bananes") f, ne
dépend donc plus que de la variable angulaire a; et des trois invariants adiabatiques. Ainsi
seul le terme en gﬁl gi = gubsiste dans la relation 2.3. A I’équilibre, en utilisant ’expression
de J; (1.38), on obtient :

of, | 1 0H 8],
82& ds a¢0 8063

=0 (2.4)
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2.1. EQUATION DE VLASOV

D’apres I'équation 1.23, on a :

1 0H
= Wy, 2.5
BZS 8% wd, ( )
On rappelle que Z est le degré d’ionisation de l'espéce s étudiée (avec Z, = —1 pour

les électrons) et que e est la charge élémentaire du proton. Si 'on considére que wy s ne
dépend pas du rayon [36], en utilisant I’équation 1.71 on peut écrire ’hamiltonien sous la
forme :

H = eZwg by + C* = e EQqpy + C* (2.6)

ou FE est I'énergie des particules de la population étudiée et ou la constante C% est
indépendante de v)9. On pourra prendre par commodité C¢ = E, d’ou :

H = E(1+ eQqty) (2.7)

Bien que le champ électrique soit pris nul a 1’équilibre, nous autorisons ses fluctuations. Il
faut donc rajouter un terme d’énergie électrostatique a 'hamiltonien. L’énergie apportée
aux particules par un champ électrique de potentiel ® s’écrit &;.. = ¢qsP. Ce potentiel élec-
trique dépendant des variables J; et a;, nous devons également lui appliquer la moyenne
sur les deux angles pour réduire sa dépendance aux J; et a 3. Ainsi, on a :

H, = E(1+ eQqby) + eZ,®(J,as) (2.8)

L’équation de Vlasov de I'espéce s s’écrit alors :

of, [eQuE 0\ 0f, 0P Of,
_ =0 2.9
81& + ( GZS + 8w0> 8043 8043 8¢0 ( )
On peut finalement écrire I’équation de Vlasov sous la forme :
Of, =21 QuEOf,
ot [Q)’fs] + Z, dag 0 (2.10)

Pour résumer, en moyennant sur les deux mouvements rapides des particules piégées,
on passe d’'un modéle & six dimensions & un modeéle a deux dimensions («g,J1,.Jo,J3). Les
J1 et Jy étant des invariants, ils seront vus par la suite plutét comme des paramétres ; il
est & noter que l'on peut relier J; & k et J, a E. Une population s du plasma sera donc
décrite par une fonction de distribution ne dépendant que de az et J3 pour chaque valeur
des paramétres k et E.
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CHAPITRE 2. DESCRIPTION CINETIQUE DU PLASMA

L’évolution de la fonction de distribution induit une évolution du champ électrosta-
tique ®. Nous devons donc coupler I'équation de Vlasov & l'équation de Poisson (ou
équation d’électroneutralité) décrivant I’évolution de ®. Toute la suite de cette partie est
consacrée a I'obtention de I’équation d’électroneutralité. Mais, auparavant, définissons la
forme de 'opérateur de gyro-moyenne.

2.2 Forme de 'opérateur de gyro-moyenne

Soit G une fonction des variables d’angle et d’action. Dans cette partie, on cherche
la forme de 'opérateur _#, a appliquer sur G pour obtenir sa moyenne G a la fois sur
le mouvement cyclotronique et sur le mouvement de rebond (G = _#,G). Au vu de la
configuration magnétique, on peut admettre que G ne dépend que de ¥ et ¢ — q(¥)0 :
G(¢,0 — q(1)0,t). Cela consiste a supposer que les perturbations sont constantes le long
des lignes de champ : c’est I'hypothese flute (V| = 0). D’aprés les relations 1.43 et 1.57

on peut écrire : ¢ — q(¢)0 = o — q(¢)0..
Tout d’abord, écrivons G a 'aide des séries de Fourier :

Gt — q()0,0) =Y Gty + e )e™ M eeilnaet) (2.11)

ou les n sont les modes angulaires dans la direction «, w les pulsations temporelles et
Gy la transformée de Fourier de G qui ne dépend que de . On cherche alors la double

gyromoyenne de Gy, (¢) = nw(z/zo + 1) + e )e~ina(o)fe .

2 dp. da
G / / Gl (g + 1) )e~ma0)0 er 2; (2.12)

On développe cette expression en utilisant la représentation de Fourier en 1, ce qui nous

donne :
= “+0o0 2 27
G / / / k(o+1p+1e)—ng(o)0 )dgpc dovy (2.13)
e 2 27

Pcs

D’aprés la figure 1.4 on a : 1. = p. s cos(p.) et 0, = sm(gpc) (ici les rayons de Larmor

sont exprimés en unité de ¢). On peut donc écrire 2. 13 sous la forme :

= +00 2m 2m R
Goo= [ Gl [ cLlmeotorntiinem)] e [ i (10
— 0

. 2w Jo 2w
Vv TV
A B

Dans un premier temps, on va calculer le terme A. Pour cela on introduit le vecteur d’onde
perpendiculaire aux lignes de champ :

WI(%) o

];J_:ké’wg— 2/} €p
0

(2.15)

c
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2.2. FORME DE L’OPERATEUR DE GYRO-MOYENNE

Ou €y, et €, sont les vecteurs unitaires selon 1. et 0. respectivement (figure 1.4). Ainsi
on a:

2 2m

ik p, d c i d c

A= / e[zl@pc,s] ZQD _ / elikLpe,s cos(pc)] YPc _ Jo(klpc,s) (2.16)
0 T 0 2m

Ou Jy est la fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre zéro. En remarquant que
2.2
k* = k*+ ¢ (Wo) on a, 4 Pordre 2 en kipes :

¥3
_ L/ n’¢* (o)
A=1-— 1 (k + 1/1—8 Pe,s (2.17)

Une démonstration plus détaillée du calcul de I'opérateur de gyromoyenne est donnée dans
I'annexe D. Calculons maintenant le terme B de I'équation (2.14). Pour cela on utilise

les relations 1.46 qui nous donnent : das = 2wbsq(¢° Ry Ud‘? et 'équation 1.17 permet
d’écrire :
do = 2 (%) db _ de
Qg = 2Wp s Wy —F——==
,/ £ /T—Xb(0 V1= 2b(0)
D’ou :
o do i
B=2[ @p—————c* (2.18)

oy /1= Nb(0)

En utilisant ’expression de 1& eq.1.41 et de v eq.1.17 , on a :

B=2 ” iy S — {—zk—\/QmsE\/l — Ab( )} (2.19)

—6o 7T\/1 — Ab(6

En injectant 1'expression de @, (B.6) et en développant ’exponentielle au second ordre,
on trouve :

do
1— \b(0)

Rim E
qz

{1 — k? (1— Ab(@))] (2.20)

/GOIGO m/1 )\b )
Rem,E [ 99 (1 — \b(6)]>

=1-k - .
q3 Too T - A0(0)] 2

(2.21)

Ici, seuls les termes pairs du développement sont conservés, en effet lorsqu’on les intégre,
les termes impairs ménent & un résultat nul. On introduit une largeur banane thermique,
définie par :
90 do z
R? - L — Ab(0)]
b0 dg -3
q3 ‘;O 1= Ab(0)] 2

020 = AmTog s —2 (2.22)
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Au final, on a :

E
B=|1- —k2 )
|: 4 Teq . b,0,8:|

Donc, en utilisant (2.17) et (2.23) on obtient (en négligeant les termes en k* qui sont d’un
ordre supérieur a notre développement) :

(2.23)

A e ; 1 E 1 5q%(¢o)
o = no(R)E™0 1T — k> p2 4+ ——0F 1—~n? 2 1 dk. (2.24
G /OO G ( )6 |: 4 <loc,s + TquS b,O,s):| |: 4” Q,DS pc,s ( )

s
Souvent on négligera le rayon de Larmor devant la largeur banane. Nous venons d’obtenir
I’expression de 'opérateur de gyro-moyenne sur le mouvement cyclotronique et de rebond

Yo dans 'espace de Fourier. Pour obtenir son expression dans l’espace réel, on réalise la
substitution : k* — 97 et n* — 02. Au final, 'opérateur de double gyro-moyenne s’écrit :

Fos = [1 + (iTi 5b08> aj] [1 + qu(;g‘))pis) 82} . (2.25)

Il nous reste encore un point a régler : 'opérateur de gyro-moyenne a tendance a
amortir les grands nombres d’ondes. Or le développement a l'ordre 2 que nous avons
réalisé fait perdre ce comportement a 'opérateur. Pour remédier a cela, nous pouvons
utiliser un développement de Padé [36] qui, lui, maintient le comportement asymptotique
pour les grands nombres d’ondes.

pe ()] ()] o

En introduisant, comme pour la largeur banane, un rayon de Larmor thermique telle
que Peos = Teq *pes €t en négligeant la dépendance en rayon de la gyromoyenne, on a au

final :
1 E ! 1 E ¢, 1
/05: 1- 4T 5b03 81/1 1— 4T QPCOS aoz : (227)
eq,s eq,s @

Ici, nous avons choisi de faire apparaitre la taille radiale du systéme ay, le rayon de
Larmor et la largeur banane en unité de 1.

2.3 Electroneutralité

Pour obtenir I’équation de quasi neutralité, on part de I’équation de Maxwell-Gauss :

div(E) = 2 (2.28)

€0
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2.3. ELECTRONEUTRALITE

ot E est le champ électrique et p la densité de charges du plasma. Dans la suite, on notera
la densité de charge de l'espéce s comme : p; = eZsn, (avec e la charge élémentaire, Z
le nombre de charges et n, la densité de 1'espéce). En utilisant la définition du potentiel
électrique ®, on obtient :

A =L (2.29)

€0

En utilisant les notations précédentes, on peut écrire :

p=e (Z Zinj — ne> => b (2.30)

ou N est le nombre d’espéces ioniques présentes dans notre modéle. Remarque : A
I’équilibre, la densité de charge est nulle, en prenant n.,. = n., on peut donc écrire :

N
Neg = ZjNeg, (2.31)
j=1

O j représente une espéce ionique parmi les N présentes dans le plasma. L’équation 2.29
peut se mettre sous la forme :

ed e’n n 1 &
A = —= < — Zin; 2.32
Teq,e 6Ol-req,e (neq Negq ; ! J) ( )
Ici, on voit apparaitre la longueur de Debye électronique définie par \p = Egﬁ;;q <. Ainsi
N
ed n 1
MDA =|—- Zin; 2.33
D Teq,e (neq Neq le ]n]> ( )

Maintenant on va faire apparaitre les fluctuations de densité en notant pour une espéce
S:

Ns = Negq,s + 1 (234)
On a alors I’équation de Poisson :
- N
ed n 1
AHA =|— - Zinj 2.35
D Te%e <neq Neq ; ]n]> ( )

Arrétons nous quelques instants et anticipons brievement ce que I'on va développer dans
la suite. L’équation 2.35 fait apparaitre les fluctuations de densité de toutes les particules
(aussi bien piégées que passantes) des différentes espéces présentes dans le plasma. Dans
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la suite, nous décrirons la réponse des particules passantes de maniére adiabatique. Ainsi
les fluctuations de densité peuvent s’écrire comme la somme de la fluctuation de la densité
des piégées n, et de la fluctuation adiabatique des passantes qui sera proportionnelle a ®.
D’ou

~ _QSneq,s(I) + 7”;/

s = 2.36
n Too ‘ (2.36)
On a donc :
~ N N
ed ed n/ 1 ENeq i P 1 ~
LA = + —=+ 73— Zimn'; (2.37)
P e (Teq,e Teg  Tleg ; 7 Ty Teq ; Y
N ~ N
ed T. Neq; | €P n' 1 ~
AEA — 14+ == 722 ) = & Zn'; (2.38)
Tege ( Neg ; T Teqi ) Teqe Meqg  MNeg ; ity

Dans 'espace de Fourier (ou @ = [ (bkei’z'fdk‘) le membre de gauche de cette équation
peut s’écrire :

T, al Neg i ed
14 =2e N g2ead 4o p2 g2 ) Tk (2.39)
( Teq ; T Teq P Tegpe

Dans un tokamak, les échelles caractéristiques des fluctuations du potentiel électrique
sont supérieures au rayon de Larmor ionique. Or, dans un plasma de fusion la longueur de
Debye électronique est au moins un ordre de grandeur plus petite que le rayon de Larmor
des ions; on est alors dans une configuration ou A\5k? < 1. La somme des deux premiers
termes de la parenthése étant supérieure a 1 on peut négliger le terme A\5k? < 1. A partir

de I’équation 2.35, on obtient au final ’équation de quasi neutralité :

7 1 &
: >z (2.40)
7j=1

Neqg — Meq 4=

Cette équation traduit le fait que dans un tokamak le plasma reste a peu prés neutre. Pour
obtenir le potentiel électrique, indispensable au calcul de ’équation de Vlasov, il nous faut
alors connaitre les fluctuations de densité des particules. Or, dans notre systéme, nous
n’avons accés qu’a la fonction de distribution des centres-bananes; seule la densité de
bananes est donc obtenue simplement. Dans la suite, nous allons développer les différentes
procédures utiles au calcul des fluctuations de densité des particules.

2.3.1 Calcul de la densité d’une population a partir de sa fonction
de distribution

On vient de le voir, I’équation d’électroneutralité s’exprime en fonction des fluctuations
de densité du plasma. Une des difficultés de I'obtention de I’équation de quasi-neutralité
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2.3. ELECTRONEUTRALITE

est le calcul de ces fluctuations de densité a partir de la fonction de distribution des centres-
bananes. De fagon générale la densité d’une espéce s s’obtient en intégrant la fonction de
distribution des particules de cette espeéce (fs) sur la vitesse : ny = [ f5(Z,0,t)d*v. Dans
un premier temps, trouvons la relation entre f, la fonction de distribution des particules,
et la fonction de distribution des centres-banane f;.

Ici, nous donnerons la relation cherchée par une approche intuitive basée sur des effets
géométriques (un développement plus rigoureux est donné en annexe E). Pour des raisons
de simplicité, nous raisonnons uniquement sur la gyro-moyenne cyclotronique & un rayon
de Larmor donné p, ; le résultat sur la double gyro-moyenne découlera de lui-méme. Il est
connu que la gyro-moyenne associe & un point de ’espace des centres-guides la moyenne des
points formés par le cercle de rayon py, centré sur ce point. Cette situation est montrée dans
la partie supérieure de la figure 2.1 : 'opérateur de gyro-moyenne peut alors étre vu comme
la projection d'une fonction de 'espace des particules vers ’espace des centres-guides.
Connaissant, grace a 1’équation de Vlasov, la fonction de distribution gyro-moyennée,
il nous faut connaitre 'application inverse pour obtenir la fonction dans I'espace des
particules. Il est clair qu’en un point de ’espace réel est associée une infinité de trajectoires
cyclotroniques de rayon py, (les centres de ces trajectoires étant les centres-guides formant
un cercle autour de ce point). Une deuxiéme application de 'opérateur de gyro-moyenne
projette donc de 'espace des centres-guides vers 'espace des particules. Cette situation
est montrée dans la partie inférieure de la figure 2.1. D’apres ce raisonnement, on a donc

fs:/O.fs et :

na(F) = / Aoful (2.41)

Sur la figure 2.1, il est clair que 'application des opérations décrites précédemment
sur la quantité G nous fait passer de G a _Z7G. Ces deux quantités ne sont pas égales,
en effet I'opérateur _#Z, n’est pas égal & son inverse ( _Z, # _#, ). Utilisons le poten-
tiel électrique pour estimer l'écart entre ® et #Z®. Les variations du potentiel sur le
mouvement cyclotronique peuvent étre reliées au moment magnétique, nous permettant
ainsi de quantifier ’erreur commise lors de la moyenne (Annexe E). Cet écart se quantifie
simplement par (1— _#7)®(Z). Appliqué a la fonction de distribution a I'équilibre, il nous
permet donc d’estimer l'erreur entre f, et _#,fs par [22] [16] :

(1= 75) @(2)feq (2.42)

Ainsi, pour calculer la densité, il ne nous reste qu’a intégrer et a retrancher ce terme a
I’expression 2.41 :

//Ofs Tao,py))d*v — Te% / (1= 75) ®(Z) feqsd’v (2.43)

ou on a rajouté z=“— pour des raisons de dimension. Le terme de correction que l'on vient
de retrancher dans T expression 2.43 est appelé "densité de polarisation". De maniére plus
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CHAPITRE 2. DESCRIPTION CINETIQUE DU PLASMA

physique, on peut voir ce terme comme l'effet de la polarisation fictive du plasma, du fait
de l'erreur entre le potentiel réel et le potentiel gyro-moyenné.

FIGURE 2.1 — Procédure utilisée pour le passage de ’espace des particules a 1’espace des
centres bananes et inversement. Les points de la grille du haut et du bas représentent la
position des particules et les cercles représentent la trajectoire cyclotronique ou banane.
Les points de la grille du milieu représentent la position des centres-guides ou des centres
bananes.

2.3.2 Expression de la densité en variables d’angle et d’action

Pour calculer la densité il nous faut intégrer sur la vitesse; il est alors temps de
trouver la relation liant la vitesse et les variables d’angle et d’action. Partons du volume
¢lémentaire de 'espace des phases écrit a l'aide de la définition des variables d’angle et
d’action 1.39, on a :

mgdp

(27)2dasd® ] = —(27)*das dJoqsdibg (2.44)

S

ot le facteur (27)? vient de la gyro-moyenne sur a; et ap. On montre d’aprés F qu’en
variables d’angle et d’action le volume élémentaire dans I'espace des vitesses s’écrit :

_3 dX\
d*v = 47/ 2ms 2E1/2dET

Wh

(2.45)
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La densité d'une espéce s peut donc s’écrire d’aprés 2.43 :

3 1—2¢ d)\ +o0o _
ng(T) = 4mv2ms * ( / SosfsEY2dE
1

4 Jo
_ /lzeﬁ +OO(1—/2)<I>(f)f EV2dE)
Teq7s 1 4(1)() 0 OS €4
(2.46)

__E_
Si I'on suppose que la fonction d’équilibre est de la forme : fo, s = T3/2¢ Teq,s . on peut

eq,s

montrer ref.[36] que 'étude dans espace de Fourier de 'intégrale en énergie du terme
(1— _#¢) permet d’écrire le dernier terme de 2.46 sous la forme d’un opérateur laplacien
défini par :

2
A, = s—gpc()sais + 80502 (2.47)
v
On a
1—2¢ +oo
qs d>\ 2 — 1/2 QSneq sz X
a2 1= 72 O(F) foy BV2dE = — LT R (@ 2.48
= a5 e, pella@ @

oll on a posé fr = 2—;25 la fraction de particules piégées, on verra plus tard que ce terme
a un lien avec A. Ainsi, on peut écrire la densité sous la forme :

1—2¢ +oo
1

4(:1{) 0 eq,s

Nlw

(%) = 4mV/2ms

2.3.3 Reéponse des particules circulantes

Dans ce modéle, nous allons également inclure les particules passantes dans 1’équation
d’électroneutralité. Nous ne pouvons pas ajouter une réponse cinétique des particules
passantes sans augmenter le nombre de variables de notre systéme. Ainsi on perdrait
I’avantage de ne prendre en compte que les particules piégées. Nous souhaitons ainsi
obtenir une réponse approchée des particules passantes. La linéarisation de 1’équation de
Vlasov gyro-cinétique va nous permettre d’obtenir cette réponse approchée (les détails de
ces calculs sont donnés en annexe G). Le résultat principal est que 'on peut modéliser
la réponse des passantes par un comportement adiabatique. Ainsi, les fluctuations de la
fonction de distribution des particules passantes de l'espéce s s’écrit :

fc,s 6(1 - fT)

=z g e, (D), 2.50
5 7 (@) (2:50)

ou (®), représente la moyenne du potentiel sur la surface magnétique (c’est le mode n = 0
du potentiel dans la direction «) et ol €, une est constante que 'on doit déterminer. fr
étant la fraction de particules piégées, 1 — fr représente la fraction de particules passantes.
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CHAPITRE 2. DESCRIPTION CINETIQUE DU PLASMA

Lorsque €45 = 0, les particules passantes ont une réponse adiabatique pour tous les
modes. En revanche, lorsque €, = 1, les passantes ne répondent pas au mode 0 ((®),).
En effet, pour ce mode qu = 0. Ces deux valeurs de €, doivent étre convenablement
choisies en fonction du régime de la turbulence étudiée : ionique (ITG et TIM) ou élec-
tronique (ETG et TEM) [22]. Dans une turbulence ITG, le rayon de Larmor électronique
est négligeable par rapport a I’échelle spatiale du potentiel moyenné le long des surfaces
magnétiques. Ainsi, on peut négliger la réponse des électrons & ce champ moyen, d’ou
%ﬁ = Ce(® — (®),). Dans la situation ETG-TEM [22|[36] les ions sont pris comme adia-
batiques mais leur extension radiale du fait de leur grand rayon de Larmor comparé aux
électrons leur permet de répondre au mode moyen. Ainsi la réponse ionique est de la
forme %’ = C.®. Dans notre cas (nous avons a la fois des passantes ioniques et des pas-
santes électroniques), la valeur de €p ; va dépendre de 'espéce et des caractéristiques de
la turbulence. Le détail de la réponse en fonction de la turbulence est donné dans ’annexe

H.1.

2.3.4 Calcul de la fluctuation de densité d’une espéce s

Exprimons finalement les fluctuations de densité n, d’une espéce s telle que ng =
Neq,s + 5. Précédemment, on a montré 2.49 que la densité des piégées s’écrit :

[SJIe]

_ 1-2¢ d\ +oo Moo s 3
o — dmv/2m. ( / el fSEl/QdE> 4 s T A () (2.51)
1 b Jo

T

Ot ngr est la densité totale de piégées. On pose ng, = ng. + ngr avec ng. la densité de
passantes. Les fluctuations de densité peuvent donc s’écrire :

Mg = Nge + N7 — Neg,s (2.52)
Calculons alors la densité de passante n, . pour cela on écrit :

ngr = ﬁsT + aneq s
- ' 2.53
Nge = Nge T (1 - fT)neq,s ( )

En utilisant la réponse des particules passantes calculée précédemment 2.50, on a :

nSC

neq,s

La perturbation de densité d’une espéce s s’écrit donc :

et ([T s ) [0 - L@ o]
1 T

Neg,s Neq,s 4@6 0 eq,s ( )
2.55

En utilisant le paramétre x défini dans 'annexe C et la définition de wy, on a :
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2.3. ELECTRONEUTRALITE

/1125 A _ _QF /01 kK (K)dk = —fr /01 kA (K)dk (2.56)

4o
Dans la suite de ce travail, nous simplifierons les calculs en posant : fllf% 4‘1—“;\1) = fr
1
/ kK (Kk)dk ~ 1 (2.57)
0

Au final, on écrit les fluctuations de la densité :

_3
ne A7t7/2ms 2 fr

ne(Ls n6q75

1 fr
fr

e gsfr | %
/O /OsfsEl/QdEJrjf— {As(fb) (D — €4.4(D))| —fr (2.58)

€q,s

2.3.5 Expression finale de la quasi-neutralité

Nous pouvons finalement écrire 'expression de la quasi-neutralité dans notre systéme
de coordonnées :

4 2 - +o00 _
W_—mZ/O JofEVAE — £A® — LI (@ (0)) — 1

neq’i Tﬁqi fT

3
dmy/2me? [T - L=
_ Amyom® Soe[.EV?dE + T3A€<I> + M(‘I’ ~€oe(®) — 1

Teq,efT
(2.59)

3
2

Neg.e 0
qui peut se mettre sous la forme :

3 3
4 2 oo T2 oo
dnvam, * ( / SoifiEV*dE — (—m“’) /oefeE1/2dE)
0 0

77feq,i m;
1
=7 (e (A + 7AD) + Cog(P — €4(D)))
eq,t
(2.60)

N T _ 1—f7) _ €pitTEp e
ou T = C’ad——e(fTT (1+7) et € = =252

C’est cette derniére expression que nous utiliserons par la suite pour I’analyse linéaire
du modéle et pour ’écriture de TERESA-4D dans sa version multi-espéces.
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Chapitre 3

Normalisation et modéle final

Sommaire
3.1 Normalisation. . . . . . ... ... it 50
3.2 Bilan . . . . . . e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 51
3.3 Modéle N espéces . . . . . v v v v v i v vt it e e e e e e 52

Dans ce dernier chapitre de la premiére partie, nous allons normaliser les différentes
variables de notre systéme avec des quantités typiques rencontrées dans ce type de pro-
bléme.

Ensuite, nous résumerons le systéme d’équations normalisées décrivant le modéle élec-
trostatique d’ions et d’électrons cinétiques piégés avec des passantes adiabatiques.

Finalement, nous allons présenter une extension de ce modeéle pouvant décrire un
nombre arbitraire d’espéces cinétiques.
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CHAPITRE 3. NORMALISATION ET MODELE FINAL

3.1 Normalisation

— L’énergie est normalisée & un température de référence Ty :

)
EF=— 1
TO (31)

— Le temps est adimensionné avec la fréquence de référence wy = représentant

To
eRng ?
la fréquence de précession toroidale ionique a la température Ty (a l'aide de ces

notations on a {2, = QzOTO), ainsi :

t = wot (3.2)
— Les distances sont normalisées a la taille radiale du probléme en unité de 1) :

Y
@/)—L—w (3.3)

avec Ly, = a ‘%‘ = alRyBy.
— Le potentiel électrique est normalisé a woL, :

)

o=
wOLw

(3.4)

On normalise la fonction de distribution de la maniére suivante :

_ ! (27(@)73 (3.5)

Nno,s e

1>

»

oll ng est une densité de référence et f, est sans dimension.

Remarque : le facteur 27 vient du fait que I'on veut que 'intégrale de fs a l’équilibre
soit égale & 1 dans le programme que nous développerons dans la seconde partie de ce
manuscrit.

Dans la suite nous ne travaillerons uniquement avec les grandeurs normalisées, pour alléger
les notations nous pouvons donc retirer les " " "dans nos équations.

L’équation de Vlasov normalisée s’écrit :

a7, 1 EQq0f,
(] B0
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3.2. BILAN

L’équation normalisée de quasi-neutralité d’un plasma avec des ions (une fois ioniseés,
Zs = 1) et des électrons piégeés cinétiques et des particules passantes adiabatiques, s’écrit :

2 -‘rOO _ 1 +OO — 1 —_
0 fiE'*dE — / OefeEl/QdE> = Caa(® = €4(P)) — CporAise(P)
\/7_Tneq < 0 / 0 / Teq,i [ ¢ ' " ]
(3.7)
avec Cpy = %OL“”, Coqg = W(l +7) et €y = 6"”?%. Ici, nous avons introduit

Popérateur A;y. défini par Ay o(®) = Ay(P) + 7A(D).

3.2 Bilan

Pour conclure cette partie, voici le récapitulatif des équations du modeéle décrivant les
ions (une fois ionisés, Z; = 1) et les électrons piégés de maniére cinétique et incluant un
réponse adiabatique des particules passantes.

2 +oo  _ +oo  _ 1 _
”Ede—/ J.EVAE ) = Cod(® — €5(P)) — CpoilAiye (P
([ i [ i T [Cu® — c6(8) ~ Cpii (0]
(3.8a)
of; - ofi _
5 - | A0 | + QuE 5 =" (3.8b)
8fe r 8fe o
- [ Foc®, fe] ~ QEZE =0 (3.8¢)
ot le crochet de Poisson est défini par [f,g] = 0nfO0pg — 0agOyf et avec Cpy = ew;OL‘”,
Cad = —Cpol(fljjfT)(l + 7_), E¢ = —6¢’i::¢’e et Ai-ﬁ-e(@) = Al(®) + 7A6(®)'
Les opérateurs sont définis par :
E 4 E ¢p;
— 1 »S 2 1 C,S 2 )
Hos ( T 6¢) ( T e 02 (3.9)
et
2
A 4Pc,s 2 2 92
Ay = 0 1
< o ) O + 05,50, (3.10)

Encore une fois, il est important de remarquer que les quantités p.s, 0ps €t a, sont en
unité de . Pour simplifier les notations on a noté ici : p.s = peo.s € Ops = 0p0,s-
Pour avoir une idée plus précise de 'ordre de grandeur des termes de notre modéle, on

peut définir p* = 22 o p,; est le rayon de Larmor de 1'espéce ionique de référence. Ainsi
[lw ’

617,5

en introduisant la nouvelle notation ¢, = o,
c,s

qui ne dépend pas de I'espéce, on a :
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CHAPITRE 3. NORMALISATION ET MODELE FINAL

omg B 07 2ms E ¢
(g B0 ms B a g 3.11
s ( bt 20 w)( bt ) (3.11)

on peut également définir 'opérateur, indépendant de 1’espéce, intervenant dans la
polarisation :

A, = (qQag + 5583) (3.12)
Le terme de polarisation de 1’équation 3.8a peut donc s’écrire :
CpolAi+e = polp*QA(q)) H (313)

s

Ainsi, il est clair que ce terme est d’ordre p*? et que la contribution des électrons dans ce
terme est négligeable.

3.3 Modéle N espéces

Dans le cadre de ce travail, le modéle décrivant N espéces cinétiques de particules pié-
gées a été développé. Ce modeéle est intéressant par plusieurs aspects, voici trois exemples
de situations encore mal comprises faisant intervenir au moins 3 espéces de particules :

— Les interactions entre le plasma et les parois du tokamak créent des impuretés qui
peuvent polluer le plasma et réduire les performances de la machine. La compré-
hension du transport de ces impuretés et leur role dans la turbulence sont donc
trés importants.

— La réaction de fusion choisie pour 'expérience ITER est la collision entre deux
isotopes de I’hydrogéne : le tritum et le deuterium. La simulation de ces deux
éléments et de la population électronique est donc également intéressante.

— Enfin, les réactions de fusion produisent des particules alpha qui, si elles restent au
centre du plasma, réduisent elles aussi les performances du réacteur. D’ou 'utilité
de tenir compte de cette population et d’étudier leur transport.

L’écriture de I’équation de Vlasov associée a chaque espéce s’obtient juste en changeant
la charge électrique. L’écriture de la quasi-neutralité est plus délicate mais suit exactement
le méme raisonnement que celui donné au chapitre précédent. Ainsi on obtient le systéme
constitué des N équations de Vlasov de chaque espéce s :

3fs

=} QdEﬁfs

7 0 =" (3.14)

- | A0®

ZZ%[ 27 ( /lwwdm ?OSﬁEWdEﬂ—Cad1<1>—0adz<<1>>—§]v:0 ot Da(®
Vs eq 0 s=1 "
(3.15)
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avec .
s Z2 fr
Cpol,s =(C==

s,eq

Coat = >0 10” (1—fr)
Cod2 = Zs 10%2 (1_fT)6¢,

ewo L
ou 6, = "Eq * est la concentration de 'espéce s et C' = ;  la constante de normali-

sation. Ici, la somme se fait aussi bien sur les ions que sur les électrons.

Dans cette premiére partie, nous avons développé le modéle analytique décrivant toutes
les particules piégées de maniére cinétique avec des particules passantes adiabatiques. Nous
pouvons maintenant nous intéresser a la résolution de ce modéle, ce qui est fait dans la
partie suivante.
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Deuxiéme partie

Résolution linéaire du modéle et

développement du code non-linéaire
TERESA
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Le modéle décrivant un plasma avec des ions cinétiques, des électrons cinétiques et
un fond de particules passantes adiabatiques étant désormais bien posé, nous devons
maintenant le résoudre et étudier son comportement vis-a-vis des parameétres du plasma.

Dans un premier temps le comportement linéaire de ce systéme sera étudié, nous
verrons alors l'influence des parameétres du plasma sur les seuils de déclenchement des
instabilités TIM et TEM. Un code linéaire permettant de résoudre la relation de dispersion
a été écrit.

La résolution du systéme complet non-linéaire a fait 'objet du développement d’un
code non-linéaire appelé TERESA-4D. Dans le cadre de cette thése nous avons développé
et enrichi un code existant dans lequel seuls les ions piégés étaient cinétiques. TERESA-
4D permet maintenant de prendre en compte également les électrons piégés cinétiques.
Les moyens numériques mis en ceuvre pour ’écriture de ce code seront donnés dans cette
partie.

Enfin, nous validerons la phase linéaire de TERESA-4D, en comparant ses résultats
aux résultats donnés par le code linéaire.
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Chapitre 4

Linéarisation

Sommaire
4.1 Recherche de la relation de dispersion du systéme. . . . . . . 60
4.1.1 Fonction de distribution & I’équilibre . . . . . . . .. .. .. .. 60
4.1.2 Linéarisation de I’équation de Vlasov . . . . . .. ... ... .. 61
4.1.3 Linéarisation de I’équation de quasi-neutralité . . . . . . . . .. 62
4.1.4 Relation de dispersion . . . . . . . .. ... ... ... ... 62
4.2 Reésolution de ’équation de dispersion . . . . .. ... ... .. 63
4.2.1 Seuil de stabilité . . . . .. ... oL 63
4.2.2 Pulsations et taux de croissance . . . . . . . ... ... 70
4.3 Meécanisme de formation des instabilités . . . . . ... ... .. 73

Dans ce chapitre, nous allons rechercher la relation de dispersion de notre modele
décrit précédemment (éq. 3.8). Pour cela, nous allons linéariser les équations du systéme
autour d'un équilibre ne présentant pas de champ électrique initial.

Ensuite, nous allons résoudre la relation de dispersion obtenue. Dans un premier temps,
on va chercher, en fonction des paramétres du plasma, les seuils de déclenchement des
deux instabilités pouvant apparaitre dans ce systéme : les TIM (Trapped Ion Modes) et
les TEM (Trapped Electron Modes). On remarquera notamment que les TEM sont plus
instables que les TIM avec T; = T, et on retrouvera le caractéere stabilisant des gradients
de densité observé pour I'instabilité TIM seule [36].

Dans tout ce travail, nous nous intéresserons uniquement au cas ot les ions et les
¢lectrons présentent les mémes profils de température et de densité ( kr; = ke = K1) et
(Kni = Fne = Kn).

Nous étudierons ensuite les taux de croissance et les pulsations des TIM et des TEM
pour différentes configurations xr, k, et % = 7 données.

Remarque : On rappelle que dans la suite de ce travail, nous utilisons uniquement
des grandeurs adimensionnées.
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CHAPITRE J. LINEARISATION

4.1 Recherche de la relation de dispersion du systéme

Les solutions du systéme d’équations 3.8 ne peuvent pas s’obtenir de fagon analytique,
a part, bien sir, pour des cas triviaux inintéressants du point de vue physique. Dans
cette partie, il s’agit d’obtenir I’évolution du systéme autour d’une position que 'on aura
choisie comme équilibre en linéarisant les équations. Ici, toutes les grandeurs utilisées sont
normalisées. Ecrivons, tout d’abord, la fonction de distribution et le potentiel comme la
somme de leur valeur d’équilibre et d’une perturbation.

:S_ Fe S+NS
fo= Jaat] (4.1)

Ici, nous avons considéré un plasma parfaitement neutre a I’équilibre. Ce qui nous permet
d’écrire ®., = 0.

4.1.1 Fonction de distribution a I’équilibre

On peut montrer que les solutions ne dépendant pas de la variable o sont solutions de
I’équation de Vlasov a I’équilibre. En effet, si I'on injecte dans I’équation de Vlasov 3.8¢
ou 3.8c une fonction de distribution ne dépendant que de 1, il apparait directement que
O, f() = 0. Ceci est également vrai en présence d'un potentiel électrique d’équilibre ne
dépendant également que de 1. On choisit une fonction de distribution a 1’équilibre de
forme maxwellienne pour chaque espéce s :

eq,s He S
Fogs(¥) = nq_w) exp (—M) (4.2)
Teqs(¥)2 Teq.s(¥)
Au vu de la forme de I’hamiltonien d’équilibre 2.7, il est pratique de définir les quantités
T _ Teq,s — _ Neq,s .
Ty = 1565 et s = ot On a alors :
7, r
o B oy () s
T2 () +(¥)

Ici, on choisit un profil linéaire en ¢ correspondant au développement de la fonction
4.3 autour de ¥ = 0 au premier ordre. On obtient alors :
(4.4)
=0

+< E 3) 1 0T,
=0 Teq,s 2 TO,S 81/1

1 Onegs

E
Fegs = —5exp <_ ) L+
q TO%S TO,s [ n075 81#
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4.1. RECHERCHE DE LA RELATION DE DISPERSION DU SYSTEME

ot T4(0) = T.,.5(0) = Ty et 7i5(0) = ney5(0) = ng s sont les valeurs de la température et
de la densité de l'espéce s en ¥ = 0. Les profils de densité et de température peuvent étre

A ; 1. _1 Onegs _ 1 Teqs _
caractérisés par leur longueur de gradient * : T = Kn,s(1) et T o = krs(1).

Au final, le profil a I’équilibre s’écrit :

o E E 3
Feq,s = 0§’ exp (_T ) |:1 + w (K/n,s(o> + (T - 5) KT,S(O)>:| (45)
T02,S 078 O,S

4.1.2 Linéarisation de I’équation de Vlasov

Maintenant que nous avons une solution pour notre équilibre, linéarisons 1’équation
de Vlasov de 'espéce s :

o, -1 QuE8f,
aJ; NG 7 8{x =0 (4.6)

Développons, tout d’abord, le second terme de cette équation en utilisant les relations 4.1

| IO J| = [ Fos Fugs] + [ A0 (4.7)

Le second terme, faisant intervenir un double produit des quantités perturbées, va étre
a l'origine de la non linéarité du systéeme. Dans le but de linéariser nos équations, nous
allons donc le négliger. Ecrivons les quantités perturbées dans I’espace de Fourier :

fs - Z fs,n,w(,@b)ei(na_wt) (48)
O =) B, (0)ern (4.9)
On a alors :
= ~ . aFﬂeq,s i(na—wt)
[/OS(I)afS} = [/Osq)aFeq,s] = Zln/n,swq)mw(d})e (4‘1())

D’aprés 'expression du profil a ’équilibre 4.5 :

[ J0s®, fs} ~ ;m InsFeqs(0) [HH,S(O) + fi1,5(0) ( Ti - ;)} D, (1) et (4.11)

1. En présence de profils exponentiels tels que : neq s = no.s exp(%) et Tegs = To.s exp(%), on a

1
Rn,s = D

= et kr s = w%, ces grandeurs représentent donc 'inverse de la longueur de gradient des profils.

n
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CHAPITRE J. LINEARISATION

Injectons alors ce résultat dans 1’équation de Vlasov :

E 3
_wfs,n,w(¢)_njn,sFeq,s(0) |:/{n,s<0) + KT,S(O) (TO - §>:| an,w(¢)+Zs_andEfs,n,w<¢> =0
’ (4.12)
Finalement, ’expression de la perturbation de la fonction de distribution s’écrit :
0 [ s(0) + 7. (0) (72 — )|
= = 4.1
fs,n,w(w) (Z;andE _w) jns nw( ) eq, 3(0) ( 3)

4.1.3 Linéarisation de I’équation de quasi-neutralité

Etant donné que nous nous sommes placés dans le cas d’un plasma neutre a 1’équilibre
4.1, d’aprés ’équation de quasi-neutralité 3.7, on en conclut que les densités a I'équilibre
des deux espéces s’annulent. Seules les fonctions de distribution perturbées vont donc
intervenir dans la quasi-neutralité linéarisée. On a :

Coa(® — €0 (®)) — Cosyo(® ne“ / Foifi BB — rieae / I EYE (4.14)
eq eq 0
avee Cpop = “00 (g = Sl (1 7y e, = ttToor o A (B) = Ay(D) + TAL(D).

Ecrivons 4.14 dans l'espace de Fourier :

Te 7 > 1 Te e > 1
4, / i finwlE2dE — Tn—q’/ e finwE2dE (4.15)
0 0

Teq eq

qu)n,w -

ou 'on a défini 'opérateur C,, par :

2 2 2
™ 4" \Pc;i + TPce
Cn = —\/2_ Cad (14 €50n) + Cpal ( 2 )n2 = ot (05 + T(S,ie)@i)] - (416)
(]

4.1.4 Relation de dispersion

Pour obtenir la relation de dispersion il ne nous reste plus qu’a injecter 4.13 dans 4.15,
ce qui nous donne :

T "inz "‘/‘QT,L(O)( El —§>:|
" / L 72, () P BAE (417)
0

(Z7'nWE — w)

_%)} IR, () Fog E3dE (4.18)

Teq e "in e + KTe(()) (TEe
/0 Z 1TLQdE W)
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4.2. RESOLUTION DE L’EQUATION DE DISPERSION

La relation de dispersion du systéme s’écrit donc :

00 [Hn -+ KT (é‘l - %)} /37i¢n7we_§i£i%d€i

@zozcnqbw—/
0

Qq (& — 4)
I;;s
* [+ (& —3)] . el
. O, e L2de (4.19
L e iay St 1)
Ele:trrons

ol on a posé T, = %eté}-:E
,€

T b = Tor

Avant de résoudre la relation de dispersion 4.19, observons la de maniére qualitative.
On remarque que lorsque, la partie réelle de x; est positive et que sa partie imaginaire est
nulle, I'intégrale sur les ions présente une singularité alors que l'intégrale sur les électrons
reste bien définie. Physiquement, x; positif correspond & une onde de pulsation w, positive
qui peut échanger de I’énergie avec les ions, dont la pulsation associée a leur précession
est également positive. Ce gain ou cette perte d’énergie via les interactions onde-particule
est quantifié par la valeur imaginaire de z; (dans la suite on pose w = w, + 7). Lorsque
v est positif, les ions cédent leur énergie a 'onde qui peut alors croitre : on est face a
"I'instabilité d’ions piégés" (TIM pour Trapped Ion Mode) de type résonante. Le cas
opposé se présente lorsque la partie réelle de x,. est négative, on a alors affaire & une onde
qui se propage dans le sens de précession des électrons : dans ce cas, il peut se former une
instabilité résonante d’électrons piégés (TEM pour Trapped Electron Mode). Par ailleurs,
les TIM et les TEM présentent également une branche non résonante.

4.2 Résolution de I’équation de dispersion

Cherchons maintenant les solutions de la relation 4.19. Tout d’abord, on peut montrer
(Annexe I) que le mode radial k le plus instable correspond au mode de plus grande
longueur d’onde satisfaisant aux conditions de bords (potentiel nul aux bords du domaine
radial de résolution), c’est-a-dire k = ﬁ ol Ly, est la taille radiale du domaine. Ici, nous
allons donc fixer k = ﬁ, puis chercher la pulsation w, et le taux de croissance 7y des
modes angulaires du potentiel électrique avec lesquels on excite le plasma. Ce plasma sera
caractérisé par : les différents profils x,, et k7, le rapport de température 7, les rayons de

Larmor et les largeurs banane ionique et électronique.

4.2.1 Seuil de stabilité

Cherchons, tout d’abord, les seuils de déclenchement de l'instabilité, c¢’est-a-dire les
parameétres du plasma pour lesquels les instabilités se déclenchent. Pour cela on va chercher
les solutions de la relation de dispersion pour lesquelles v = 0. Comme on ’a déja vu plus
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haut, pour des valeurs réelles, la relation présente des singularités : nous allons donc faire
tendre gamma vers 0 et utiliser la formule de Plemelj?.

Expression du seuil pour les ondes de pulsation positive

Détaillons la résolution pour fe(w) > 0, les solutions pour Re(w) < 0 en découleront
naturellement. Appliquons la formule de Plemelj sur 'intégrale résonante :

e ([ T i) o o ) i

B 00 [/in + K (66 — _):| _ge !
7/0 O (60 + 20) FreSedde, (4.21)

ou & () représente la valeur principale. Ici nous avons utilisé le principe de causalité (les
fluctuations doivent s’annuler lorsque ¢ — oo) aussi appelé prescription Landau pour le
choix du signe de la partie imaginaire. Pour que cette formule soit nulle, il faut annuler
sa partie réelle et sa partie imaginaire. Pour ce qui est de la partie imaginaire, on a :

in [ (- 3) | p2emal =0 (122)

Ce qui nous donne :

o = Ky (; - x) (4.93)

Injectons alors ce résultat dans la partie réelle :

(/ S 8 dg’) ng /000 Eée e;j“ “Geglde, =0 (4.24)

En fixant les valeurs de x;, n et k, il est possible de trouver, a 'aide d’un logiciel
comme Matlab, la valeur de k1 solution de I’équation 4.24. Par suite, a 1'aide de 4.23 on
obtient simplement k,. Pour obtenir la relation k,, = f(kr), solution de 4.19 définissant
la courbe de seuil de stabilité pour un mode donné dans le plan (k,,x7), nous réalisons
la méme démarche que précédemment en balayant sur toutes les valeurs de x; positives.

2. Soit f(x) une fonction analytique sur tout le domaine étudié, pour zp € R on a :

[T fle)
lim T
e—0Jy  (x—x0) L ie

+oo T
dx = Fim f(xo) + @/0 (xf( ;0) dx (4.20)

ou & représente la valeur principale.
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Expression du seuil pour les ondes de pulsation négative

Le cas Re(w) < 0 est trés similaire, en appliquant le méme raisonnement que précé-
demment, on obtient des relations légérement différentes :

Kn = KT (xe + ;) (4.25)

et :

Cp— — mT (/ Fr.e —fe§5d56> d/o g“”; BAFS 2d52_0 (4.26)

Dans ce cas, la courbe k,, = f(k7) est obtenue en balayant sur les x; négatifs.

Allure des seuils de stabilité en fonction des paramétres du systéme

5b e Pe,i Pe,e Cn Qd Teq k

)

01 2103 001 210* 01 1 1 7

TABLE 4.1 — Paramétres principaux utilisés pour la recherche des seuils de stabilité li-
néaire.

Observons maintenant I'allure des seuils de stabilité avec les paramétres donnés dans le
tableau 4.1.

La figure 4.1 montre une partie du diagramme de stabilité pour le mode n = 40. On
distingue deux courbes qui décrivent les situations w, > 0 et w, < 0, délimitant trois zones
distinctes : la zone sous la courbe bleue pour laquelle les TIM et les TEM sont stables, la
zone entre les deux courbes ot seuls les TEM sont instables et enfin la zone au-dessus de
la courbe rouge dans laquelle TIM et TEM sont instables.

Sur la figure 4.2, maintenant, on peut voir le diagramme de stabilité du mode n = 340.
Pour cette valeur de mode, 'opérateur de gyro-moyenne amortit complétement la réponse
ionique ; seule I'instabilité TEM persiste. On remarque également que plus le mode est
élevé, plus les gradients doivent étre forts pour déstabiliser le systéme. Ainsi, avec x,, = 0,
le mode n = 1 se déstabilise pour des gradients de température kr > 0,14, alors que le
mode n = 340 nécessite kK > 1,35.

La figure 4.3, enfin, montre le diagramme de seuil absolu, c’est-a-dire le seuil pour
lequel au moins un mode est instable (TIM ou TEM). Pour la région x, < 0, ce seuil est
piloté par le mode n = 1 et, pour les régions x, > 0, on constate ’effet stabilisant d’un
gradient positif de densité en accord avec les travaux précédents [45],[36],[35].

Affinons un peu plus notre étude en regardant plus particuliérement le cas k,, = 0 qui
sera utilisé dans la suite de ce travail. Dans ce cas, on obtient facilement, & partir des
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FIGURE 4.1 — Diagramme de stabilité dans le plan (k,, k7) du mode n = 40 avec les
parameétres donnés dans le tableau 4.1.
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FIGURE 4.3 — Diagramme de stabilité absolue dans le plan (k,, kr) avec les paramétres
donnés dans le tableau 4.1.

équations 4.23 et 4.25, les expressions des pulsations :

Weeuil = %n pour les modes TIM
(4.27)
Weewil = —%g pour les modes TEM

On peut alors écrire le gradient de température au seuil de l'instabilité (que 'on
appellera par la suite "gradient de température critique") :

QdC’n
f() fnz _55 d£+7—f0

KJT,(TIM) (428)

N\W

S s

w\ﬂ

Q C’n
/{T,(TEM) d (429)

TJy e € d§+f0 2, eS¢ dg

La figure 4.4 montre I’évolution du gradient de température critique en fonction du
mode présent dans le plasma. On remarque que, globalement, pour déstabiliser des modes
de plus en plus grands, il faut augmenter le gradient de température. Il est également clair
que, pour tous les modes, les électrons sont déstabilisés par des gradients de température
plus faibles que pour les ions. Tout ceci est en parfait accord avec ce qui a été montré
précédemment.

Regardons maintenant 1'effet du rapport de température entre les ions et les électrons
T = % (ce travail a été réalisé dans le cadre du stage de M2 de Mathieu Sarrat [46]).

La figure 4.5 représente 1’évolution des gradients de température critique en fonction

du mode injecté dans le plasma pour 7 = 0,5 (c’est-a-dire pour des électrons plus chauds
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FIGURE 4.4 — Gradient de température critique en fonction du mode injecté dans le plasma
avec les parameétres donnés dans le tableau 4.1 et 7 = 1, avec k, = 0.

que les ions) et pour k, = 0. Pour les modes de faible nombre d’onde (n < 105), on
constate, contrairement au cas 7 = 1, que les ions sont déstabilisés par des gradients
de température plus faibles que pour les électrons. Cependant, cette situation s’inverse
au-dela du mode n = 105. Dans la situation 7 > 1, que nous n’avons pas tracée ici, on
observe un comportement similaire au cas 7 = 1 : I’évolution des gradients critiques reste
la méme. On constate tout de méme que le gradient critique des TEM est globalement
plus faible.

Pour finir, montrons 'effet du paramétre 7 sur le diagramme de stabilité dans le plan
(Kn,KT)-

La figure 4.6 montre les seuils de stabilité du mode n = 80 dans les configurations :
7=15 7=1et 7 =0,5. Comme nous 'avons déja mentionné, les situations 7 = 1 et
7 = 1,5 sont assez similaires a ceci prés que des gradients de température plus faibles
suffisent & déstabiliser le systéme dans le cas 7 = 1,5. Le cas 7 = 0,5 est complétement
différent : en effet, on constate qu’en jouant sur le gradient de densité, on peut changer la
nature de I'instabilité qui se déclenche avec le gradient de température le plus faible. Dans
la situation présentée sur la figure 4.6 pour —0,8 < k,, < 0,2 les TEM se déclenchent pour
des gradients de température plus faibles; la situation opposée se produit pour x,, < —0,8.

Il est utile de remarquer que les pulsations de la perturbation au seuil sont proportion-
nelles au nombre d’onde n. Cela implique que pour les grands nombres d’onde la validité
du modéle est mise en défaut par le fait que la relation w < wy, n’est plus respectée. Les
données du tableau 1.1 montrent que ce sont les ions qui fixent la valeur maximale du

nombre d’onde des perturbations ( :jz ~ 50 < %)
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FIGURE 4.5 — Gradient de température critique en fonction du mode injecté dans le plasma
avec les paramétres donnés dans le tableau 4.1 et 7 = 0,5, avec k,, = 0.
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FIGURE 4.6 — Diagramme de stabilité dans le plan (k,, k7) du mode n = 80 avec les
parameétres donnés dans le tableau 4.1 pour 7 = 1,5, 7 =1 et 7 = 0,5.
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FIGURE 4.7 — Pulsation des TIM (courbe rouge) et des TEM (courbe bleue) en fonction
du mode n avec les parameétres donnés dans le tableau 4.2 pour 7 =1

4.2.2 Pulsations et taux de croissance

Maintenant que nous connaissons les paramétres nécessaires au déclenchement des in-
stabilités, analysons les taux de croissance et les pulsations associées aux modes instables.
Pour ce faire, on fixe la configuration (kn, k1, pcs, 0ps) du plasma que 'on veut étudier
avec les valeurs données dans le tableau 4.2. On résout la relation de dispersion pour un
mode n donné (éq. 4.19) en balayant le plan complexe (w,,y) pour trouver la ou les solu-
tions w = w, + %y qui annulent avec la précision machine la relation de dispersion. Pour
cela, on utilise une fonction de Matlab basée sur une méthode simplexe [47], recherchant
le minimum d’une fonction scalaire & plusieurs variables.

6b,i 517,6 Pe,i Pc,e On Qd Teq k Hn(i,e) /{T(i,e) T
0,1 2.107% 0,01 2.107* 0,1 1 1 m 0,0 0,17 1

TABLE 4.2 — Parameétres principaux utilisés pour la recherche des pulsations et des taux
de croissance des instabilités linéaires (TIM et TEM).

Dans un premier temps, fixons les paramétres donnés dans le tableau 4.2. On obtient
deux solutions pour les valeurs réelles de w que ’on a tracées sur la figure 4.7. On constate
que méme au-dela du seuil de stabilité, la pulsation suit la courbe w, = j:%n (éq. 4.27).
On rappelle que w, > 0 correspond aux TIM, et w, < 0 correspond aux TEM.

A partir de la figure 4.4, essayons de prévoir les taux de croissance que nous devons
obtenir. Sur cette figure, nous avons tracé en pointillé la courbe kr = 0,17. Pour ce
gradient, on observe que :

— pour 0 < n < 35, TIM et TEM sont instables : les taux de croissance associés a

ces instabilités doivent donc étre positifs,
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Yr (wO)

FIGURE 4.8 — Taux de croissance des TIM (courbe rouge) et des TEM (courbe bleue) en
fonction du mode n avec les paramétres donnés dans le tableau 4.2 pour 7 = 1.

— pour 35 < n < 57, seuls les TEM sont instables : les taux de croissance associés
aux TIM doivent donc étre négatifs,
— pour 57 < n < 400, TIM et TEM sont stables : les taux de croissance associés a
ces instabilités doivent donc étre négatifs.
La figure 4.8 montre les taux de croissance TIM et TEM, solutions de 4.19 que nous
obtenons en fonction de n. On observe exactement les comportements attendus.

Nous souhaitons maintenant faire une étude pour des valeurs différentes du parameétre
7. La figure 4.9 montre les pulsations TIM et TEM en fonction de n pour 7 = 0,5 avec
kr = 0,4 et kK = 0,6. Les pulsations suivent toujours les courbes solutions au seuil de
I'instabilité (w, = j:%n pour les ions et w, = j:%n pour les électrons) avec, tout de méme,
un écart plus important en s’éloignant des gradients au seuil, c’est ce que 'on peut voir
pour s = 0,6.

Enfin, toujours avec 7 = 0,5, la figure 4.10 montre les taux de croissance TIM et TEM
en fonction de n pour ces mémes valeurs de k7. On observe :

— pour 75 < n < 88, seuls les TIM sont instables avec kp = 0,4,

— pour 110 < n < 120, seuls les TEM sont instables avec kpr = 0,6.

Ces deux comportements sont en accord parfait avec les résultats de la figure 4.5.

Ici, nous avons observé le comportement de la relation de dispersion pour des valeurs
de pei, Pee, Obi €t Ope fixées. Comme on peut le voir sur les équations 4.28 et 4.29, ces
paramétres (dont les valeurs sont petites devant I'unité) n’ont que trés peu d’influence
sur les seuils. Cependant, via l'opérateur de gyro-moyenne et le terme de polarisation
(présent dans C),), ces paramétres vont avoir un impact sur les taux de croissance des
modes excités. En effet, plus les valeurs de ces parameétres sont élevées, plus la gyro-
moyenne et la polarisation vont amortir des modes de faible nombre d’onde. Ainsi, en

71



CHAPITRE J. LINEARISATION

400 ] T T T
— Wy, K7 =04 ——Wre, k7 =04
-~ W, K7=06 --- Wre k7 =0.6
200 |- wr=%n - wrz—%n §

w; (W)

=200

_400 | | | | |

FIGURE 4.9 — Pulsations des TIM (courbe rouge) et des TEM (courbe bleue) en fonction
du mode n avec les paramétres donnés dans le tableau 4.1 et 7 = 0,5 pour kK = 0,4 (traits
pleins) et kK = 0,6 (traits pointillés)
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FIGURE 4.10 — Taux de croissance des TIM (courbes rouges) et des TEM (courbes bleues)
en fonction du mode n avec les paramétres donnés dans le tableau 4.1 et 7 = 0,5 pour
kr = 0,4 (traits pleins) et kK = 0,6 (traits pointillés).
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augmentant les rayons de Larmor et les largeurs banane, on va jouer sur la valeur maximale
du mode pouvant étre déstabilisé dans le cas TIM (pour les paramétres ioniques) et TEM
(pour les paramétres électroniques). Cependant, on a constaté que 'amortissement des
modes est principalement causé par la polarisation. Les parameétres électroniques étant,
en général, plus petits que les parameétres ioniques, l'effet de 'opérateur de polarisation
Cpolg—znz (P2, +7p2.)+Cpak? (67, + T07.)) est piloté par les parameétres ioniques. On peut
résumer cela en disant que plus les valeurs de p.; et de d,; seront grandes, moins les modes
excités dans notre systéme seront nombreux.

Les différents résultats montrés dans cette partie sont assez difficiles & comparer avec
les résultats obtenus par d’autres modéles. En effet, dans la plupart des modéles la ré-
ponse des ions passants n’est pas adiabatique, ce qui implique une déstabilisation plus
importante des ions via les ITG.

4.3 Meécanisme de formation des instabilités

Nous venons de voir que, sous certaines conditions, le modéle pouvait déclencher les
instabilités TIM et TEM. Avant de décrire la fagon dont nous allons résoudre numérique-
ment notre modéle linéaire, nous allons essayer dans ce paragraphe de décrire qualitati-
vement l'origine de ces instabilités. Elles peuvent étre associées aux instabilités de type
Rayleigh-Bénard [48] [49].

Pour décrire ce type d’instabilité, placons nous dans une situation ot nous chauffons
par le bas un fluide soumis a la gravité (cette situation se retrouve typiquement lorsque 1’'on
chauffe de I’eau dans une casserole). La densité du fluide étant inversement proportionnelle
a la température, on a alors un fluide plus dense au-dessus d’un fluide moins dense.
Cette configuration n’est pas stable. Imaginons un élément du fluide légérement plus
chaud (donc moins dense) que son environnement, il va s’élever sous leffet de la poussée
d’Archiméde et rencontrer des zones encore plus froides, ce qui va amplifier son ascension.
Un raisonnement similaire s’applique a un élément fluide plus froid que son environnement
qui a, alors, un mouvement descendant. La convection des éléments fluides dans ce systéme
est donc source d’instabilité.

Deux processus vont avoir un effet stabilisant sur la convection : la dissipation vis-
queuse, qui tend a freiner I’élément fluide dans son mouvement ascensionnel ou descen-
dant, et la diffusion de la chaleur, qui diminue I’écart de température entre I’élément fluide
observé et son voisinage. Lorsque I'écart AT de température, entre le bas et la surface
du fluide, est assez faible, ces deux processus stabilisent le systéme. Le flux conductif
de chaleur, généré par ’énergie que 1'on apporte au systéme, suffit donc & maintenir le
systéme au repos. Si AT dépasse le seuil critique AT,, alors le systéme devient instable
et les flux convectifs apparaissent.

L’équation de Vlasov que I'on a écrit en 3.8b et 3.8c peut décrire cette instabilité. Le

terme QdE%J; décrivant la convection de fs a la vitesse diamagnétique remplace le terme

faisant apparaitre la gravité, c’est donc un élément favorisant l'instabilité. Le transport
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convectif est, quant a lui, décrit par le terme [ HosP, fs} couplé a la quasi-neutralité.

Nous avons également un gradient de température aux bords de notre domaine qui, s’il
dépasse le seuil k7, rend instable le systéme. On peut noter également qu’ici ce sont les
interactions ondes/particules via le couplage avec la quasi-neutralité qui déterminent le
seuil de stabilité. Au contraire, dans le cas fluide présenté plus haut ce sont les collisions,
via la diffusion de chaleur et la dissipation visqueuse, qui déterminent le seuil.

Sur la figure 4.11, on a schématisé le mécanisme de I'instabilité. A gauche, ou le plasma
est plus chaud, les particules dérivent avec une vitesse v; proportionnelle a la température
donc plus grande qu’a droite, ot le plasma est plus froid. Une légére perturbation de
température, associée a cette différence de vitesse, permet ainsi de créer une différence
de charge entre les zones froides et chaudes a l'interface : d’ou 'apparition de champs
électriques. Le champ magnétique étant perpendiculaire & ces champs électriques, les
particules vont dériver avec la vitesse Ex B perpendiculairement & vy, cela va amplifier
la perturbation et générer de nouveaux champs, et ainsi de suite. Ce systéme est donc
bien instable.

Avec les outils développés dans cette partie, nous pouvons donc connaitre les seuils de
déclenchement des instabilités et accéder aux valeurs des taux de croissance, en fonction
des paramétres du plasma étudié. Nous sommes préts a écrire un programme capable de
résoudre le systéme complet 3.8 non linéaire, ¢’est ce que nous allons faire maintenant.
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FIGURE 4.11 — Schéma représentatif de I'instabilité causée par un gradient de température.
A gauche, on a la zone chaude ou les particules dérivent verticalement avec la vitesse
vg o< T et a droite, on a la zone froide ou les particules dérivent verticalement avec une
vitesse inférieure. On apporte une perturbation a I'interface de ces deux zones. A cause de
I’écart de vitesse, des différences de charges apparaissent créant des champs électriques.
Les particules dérivent alors avec la vitesse Ex B , ce qui, dans la configuration présentée
ici, amplifie la perturbation.
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Chapitre 5

Résolution numérique du systéme
d’1ons et d’électrons piégés
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La résolution du modéle non-linéaire décrivant les ions cinétiques piégés avec un fond
d’électrons adiabatiques a fait 1’objet de I’écriture du code a trois dimension TIM-3D
(deux variables d’espace « et 1 et le paramétre d’énergie F) développé a Nancy [37]
basé sur la méthode de résolution semi-lagrangienne [50]. Ce code a subi plusieurs évolu-
tions [36],[35], parmi lesquelles on trouve I'ajout d’une dimension (TIM-4D) par la prise en
compte du paramétre de piégeage k qui permet I’étude de 'influence du shear magnétique.
Récemment, TIM-4D a fait 'objet d’une réécriture afin d’optimiser ses performances et
de pouvoir bénéficier des avantages des ordinateurs massivement paralléles. Cette réécri-
ture a été réalisée au sein de 'IRFM du CEA Cadarache [51] et a conduit au changement
de nom de TIM-4D en TERESA-4D pour "Trapped Element REduction in Semi lagran-
gian Approach". Le langage utilisé pour cette version est le fortran-90, cependant les
diagnostics du code ont été entiérement écrits en Python.

Un des objectifs du travail présenté ici est I’écriture d’une nouvelle version de TERESA-
4D incluant, a la fois les ions piégés cinétiques et les électrons piégés cinétiques. Le déve-
loppement de cette version a été réalisé en collaboration avec 'IRFM-CEA Cadarache. En
plus de I'ajout de la prise en compte des électrons cinétiques, nous avons écrit cette ver-
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sion de maniére & pouvoir inclure d’autres espéces cinétiques a 1’aide du modéle N-espéces
présenté en 3.3. La nouvelle version de TERESA a été installée sur le cluster ASTERIX
de 'IIL (Nancy).

Dans cette section nous allons décrire briévement les différentes étapes numériques
utiles a la résolution du systéme 3.8, telle que la méthode semi-lagrangienne [50|. Nous
présenterons également les changements et les difficultés apportés par ’ajout d’une nou-
velle espéce cinétique dans le systéme. Finalement nous verrons les conditions initiales et
les conditions de bords que nous pourrons utiliser.

5.1 Schéma numérique

5.1.1 Reésolution de I’équation de Vlasov

Attachons nous, tout d’abord & la résolution de ’équation de Vlasov qui consiste a
trouver la fonction de distribution f(¢,a,E) a t (avec 0t le pas de temps) a partir de
f au temps t — dt. On voit que les équations de Vlasov 3.8b et 3.8c ne fait intervenir
aucun opérateur différentiel de la variable d’énergie. La seule dépendance en énergie de
I’équation de Vlasov est la multiplication par £ du dernier terme du membre de gauche.
En prenant N valeurs d’énergie F = {0 < E,, < Epq:}, on peut donc découper la fonction
de distribution f(¢,a,E) en N fonctions de distribution fg, (1,a) & énergie E, fixe. Il ne
nous reste donc plus qu’a résoudre N équations de Vlasov dans I'espace (v, 1)).

Un raisonnement similaire s’applique lorsque 'on travaille avec la quatriéme dimen-
sion qui est le paramétre . En effet, la dépendance des équations de Vlasov 3.8b et 3.8¢
vis-a-vis de ce paramétre se fait a travers Iexpression de la quantité , (reliée a la fré-
quence de précession). Comme pour ’énergie, on peut prendre M valeurs de paramétre
de piégeage k = {0 < Ky, < Kmae} et ainsi découper la fonction de distribution en N x M
fonctions fg, ., (¥,c) & énergie E,, et k,, fixes (attention : dans ce modeéle 4, < 1 pour
décrire les particules piégées). Dans ce travail, comme nous I’avons déja mentionné lors
de I'établissement des équations du modéle, nous n’utiliserons pas la dimension k. Nous
travaillerons avec une seule valeur de k telle que ,; = 1.

Méthode semi-lagrangienne

Pour résoudre ces équations, nous allons utiliser la méthode dite semi-lagrangienne
[50]. Commengons par écrire une de nos équations de Vlasov sous forme advective :

O fm, +V.0gfg, =0 (5.1)

ol )?(t) = () et V est le champ d’advection V(a,z/},t) = (waEy, + 0y, —049).
On peut montrer ! que la fonction de distribution est constante le long des trajectoires

1. Preuve de la constance de f le long des caractéristiques : fg, = f&, (th),t) donc d]:ft” =0 fE, +
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définies par :
aX o -
- = V(X)) (5.3)

Cette équation définit les caractéristiques de la fonction de distribution.
On connait les valeurs de f en tout point d’une grille fixe a la n™¢ itération i-e fz =

fE., (X' ,not). Résoudre I'équation de Vlasov revient a connaitre fg:“l en tout point de cette
grille. Pour connaitre la fonction de distribution en un point Z;( f5+'(Z;)), il faut trouver
la position 7 ot la fonction de distribution avait la méme valeur au temps n. Connaissant
la valeur de f7 en tout point et notamment en ce point #, nous obtenons donc la valeur
de f(%,) = I, ().

Toute la difficulté de cette méthode est donc de trouver la position Z. Notons X (t +
0t; Z,t) la caractéristique qui a pour valeur Z; au temps ¢ + 6t et Z au temps ¢. Comme on
peut le voir sur la figure 5.1, on écrit :

—

Fo (X(t+ 060t +6t) = fo (X(tT8)+ 6.t + 6t)
= fEn (fvt)

En effet, X'(t;f,t) = 7. Nous arrivons donc a la relation )Z'(t + 0t; xt) — X(t;x,t) = 0%
qui, en utilisant 1’éq.5.3, se traduit par [50] [23] :

(5.4)

t+At L.
0r = / V(X (s;2,t),s)ds (5.5)
¢

La solution de cette équation est obtenue par la méthode des points fixes avec un
algorithme de Newton [51]. Il ne nous reste plus qu’a réitérer la procédure pour tous les
points de la grille ainsi nous connaissons désormais la fonction de distribution au temps
t + ot. Dans la majorité des cas, la position Z ne se trouve pas exactement sur un point
de la grille : on calcule alors fg; () par une interpolation avec les quatre points voisins
par la méthode de spline bicubique [52].

Cette méthode de résolution (basée sur la recherche des caractéristiques sur une grille
fixe), dite méthode semi-lagrangienne, [50] est résumée dans la figure 5.1.

5.1.2 Résolution de I’équation de quasi-neutralité

L’équation de quasi-neutralité 3.8a fait intervenir les dérivées secondes du potentiel
électrique en v et en . Nous allons utiliser les différences finies dans la direction v et une

%.ﬁgf];n. Les caractéristiques sont définies par % = V(Xft),t). Ainsi :
d dX - Lo
J;}i" =0 fE, + E'V)ZfEn =0 fg, +V(X(t),t).V¢fe, =0 (5.2)
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Temps,

t+0t -

FIGURE 5.1 — Schéma récapitulatif de la méthode semi-lagrangienne.
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5.2. POTENTIEL ELECTRIQUE INITIAL

décomposition en mode Fourier dans la direction périodique « sur une grille comportant
Ny points dans la direction ¢ et IV, points dans la direction a.
On pose ainsi :

(o) = Y pa(th)e

on(a) = ZZjann(q/;)e—ma (5.6)

ol on = \/ﬁneq < 0+°° JofiEVE — f0+°° /OefeEl/QdE>. Ainsi, ’équation de quasi-neutralité

s’écrit pour chaque mode n :

2
Caa (1= 00065) = Cporg (92 + T02) 1 = Cpat (9, + 707,)05) @ = Gmn(¥)  (5.7)
¥

ol 0,0 est le symbole de Kronecker valant 1 pour le mode n = 0, correspondant a la
moyenne dans la direction «, et 0 pour tous les autres modes. On est donc amené &
résoudre (N, —1)/2+1 systémes indépendants de taille N, au lieu d'un systéme de taille
Ny Ny. Une des nouveautés, par rapport aux versions antérieures, est la réécriture du terme
de gauche de I’équation 5.8 pour prendre en compte les différentes réponses possibles des
N espéces et notamment des électrons cinétiques. Cette modification procéde par ajout
d’interrupteurs. La principale difficulté de modification de I’équation 5.8 pour inclure
d’autres espéces cinétiques est I’écriture du terme on qui fait intervenir les fonctions de
distribution de chaque espéce et leur gyro-moyenne. En effet, ce terme peut étre a ’origine
d’un champ électrique initial parasite.

5.2 Potentiel électrique initial

Nous donnons, en entrée du code, la forme des deux fonctions de distribution des
centres-bananes ioniques et électroniques. Le premier pas de temps est dédié a la pertur-
bation de ces fonctions puis au calcul du potentiel électrique a I’aide de la quasi-neutralité.
Lors du calcul de la quasi-neutralité, il faut gyro-moyenner les deux fonctions de distri-
bution avec 'opérateur de gyro-moyenne associé a chaque espéce. Ces deux opérateurs
étant différents pour les ions et les électrons, on observe un champ parasite dés le premier
pas de temps. Pour supprimer ce champ initial qui pourrait fausser nos simulations, on
peut envisager plusieurs solutions. En supprimant 'opérateur de gyro-moyenne _#; = 1,
on constate bien que ce champ disparait ; évidemment il est exclu de travailler sans opé-
rateur de gyro-moyenne. On pourrait entrer, comme parameétre du code, une forme des
fonctions de distribution telle que _Zo;feqi = _Zoefeqe. Nous allons utiliser un solution
plus simple en consacrant le premier pas de temps a la recherche de ces fonctions. Pour
ce faire, on modifie légérement I’équation de quasi-neutralité :

2
Caq (1 — 6no€g) — CPOlq_Q (P2, 4+ 7)) n* = Coot (055 + 763 )05) Py = 611, (V) — S0 0(¥)

Ay
(5.8)
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ou 0ny, (1) est la différence de densité initiale. Ainsi, comme voulu, seules les fluctuations
que 'on ajoute aux profils d’équilibre vont créer un champ potentiel électrique. Par suite,
lors du premier calcul de I’équation de Vlasov, la correction sur le champ initial sera faite
et ainsi on aura directement les fonctions de distribution voulues.

5.3 Parallélisation

Les fonctions de distribution & 3 ou & 4 dimensions (si on prend en compte le paramétre
de piégeage) peuvent rapidement dépasser la capacité de stockage-mémoire des processeurs
actuels (de quelques Mo pour les ordinateurs personnels a quelques Go pour les super-
calculateurs). La parallélisation du code, en plus du gain de temps de calcul, est donc
indispensable du point de vue de la mémoire.

Comme nous l'avons déja remarqué dans la section 5.1.1, les opérateurs différentiels
ne s’appliquent qu’aux variables ¢ et «, permettant ainsi de découper la fonction de dis-
tribution en N fonctions & énergie fixée. Nous allons donc garder entiérement la grille
(1,a) sur chaque processeur et distribuer les valeurs d’énergie. En effet, le cott de com-
munication entre les processeurs sera minimal dans ce cas, puisque ces N équations sont
indépendantes. Dans notre modéle, I’équation de Vlasov d'une espéce ne fait pas interve-
nir la fonction de distribution des autres espéces cinétiques. Ceci nous autorise a réaliser
une deuxiéme parallélisation au niveau de la résolution de Vlasov en définissant deux
groupes distincts de processeurs, I'un traitant les ions, l'autre les électrons. Dans le but
de trouver la densité de chaque espéce, on somme sur un seul processeur les différentes
fonctions de distribution calculées sur les autres. Le potentiel électrique obtenu & partir de
la quasi-neutralité, est ici encore parallélisé sur les (N, — 1)/2+ 1 systémes indépendants.
Un résumé de ces étapes est donné sur la figure 5.2.
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Résolution
de Vlasov

— T

Communications

Ions Electrons

E, E; Es En

LLEL,

‘ Ey E, Es En

LLES.

on=[fidE- [ f.dE

Résolution
()]
n(Y) | * * — * Iquasi—neutralité

D (y), $o®

T

E, E, E En

TTE

E, E E En

\/

Résolution
de Vlasov

Ions Electrons

FIGURE 5.2 — Résumé du fonctionnement de TERESA. Les carrés noirs représentent les
processeurs et les traits les reliant représentent les communications.
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5.4 Zones-Tampons

Nous verrons par la suite que le systéme Vlasov-Poisson, décrit précédemment, peut
étre a l'origine d’instabilités numériques sur les bords non périodiques de la boite de
simulation. Il est alors conseillé de créer des zones-tampons pour assurer une meilleure
connexion entre notre systéme et les bords radiaux. Ces zones vont également permettre
de ne pas avoir de discontinuité de flux de chaleur ou de particules sur les bords du
domaine de simulation.

Dans I’équation de type Fokker-Plank, les collisions peuvent étre décrites par la diffu-
sion de la vitesse v des particules via le terme : 9,(D0, f) [53][54], ou D est le coefficient
de diffusion. Dans notre modéle, nous choisissons de décrire les zones-tampons par de
la diffusion radiale. Les flux sortant du domaine seront diffusés permettant ainsi de les
quantifier et assurer la conservation du nombre de particules et de 1’énergie du systéme.
Ainsi, avec 'ajout du terme diffusif, I’équation de Vlasov s’écrit :

o~ [ o] + 2

avec Dy le coefficient de diffusion de la forme :

Dy (¢) = Dy (1 — tanh (¢ ; %) + tanh (W)) (5.10)

Oufs = 0y(Dy0yfs) (5.9)

D

avec Dy une constante qui donne lintensité du coefficient de diffusion sur les bords (en
Y = 0et ¢p = Ly), Lp une constante définissant la taille des zones-tampons et ¥ le
parameétre donnant la taille de la transition entre la zone-tampon et le reste de la boite
(ou Dy, =~ 0). La figure 5.3 montre le profil de D,, avec Dy = 0,2, Lp = 0,005 et ¥ = 0,025.
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0.3

0.2

D(y)

0.1 u

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
v

FIGURE 5.3 — Coefficient de diffusion en fonction de ¢ avec Dy = 0,2, Lp = 0,005 et
Uy = 0,025.

5.5 Conditions initiales et conditions de bords

Décrivons briévement les conditions utilisées sur les bords de la boite de simulation de
taille L, x L. Nous travaillerons avec Ly = 1 et L, = 2m. Tout d’abord, la périodicité du
systéme est obtenue en imposant ¢g(1,0) = g(¢,27) a toutes les quantités g. La condition
de forgage par un bain thermique est utilisée dans la direction ¢. Ce type de condition
est basé sur le fait que l'on fixe définitivement les valeurs des champs aux deux bords de
la boite. On a donc ®(0) = ®(L,s) = 0 & tout instant de la simulation. Un second type
de condition que 'on peut utiliser est le forcage par le flux ou la valeur des champs est
fixée en 1) = 0 et ol la dérivée premiére du champ est annulée en ¢ = Ly, (0,P(1) = 0).
Dans la suite, nous n’utiliserons que le for¢age par le bain thermique.

Pour initialiser le systéme, nous devons insérer la forme de la fonction de distribution a
I’équilibre et définir les perturbations que I'on veut lui apporter. Dans le but d’approcher
les conditions du modéle linéaire décrit précédemment, nous prenons un profil de fonction
de distribution sous la forme 4.5, que 'on rappelle ici :

s E E 3
Fegs = n% exp (_T ) {1 + (Kn,s(O) + (T — 5) KT7S(O)):| (5.11)
T02,s 0,s 0,s

Les profils d’équilibre pourront aussi étre de la forme :

~ny(Y) oo [ ——E
Fogs = Ts% ) p ( Ts(¢)) (5.12)

Il nous reste alors & choisir un profil de température et de densité. On peut choisir trois
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types de profils de température :

Ti(h) = Tos exp(rrt)) (5.13a)

1199 = o s (2] s

Ty(4) = Tos + %T (1 4 Lp [log(cosh (7” ;T\I“)) ~ log(cosh (w - (LLwT_ M))D
(5.13¢)

avec Tj s une température caractéristique du profil, ¥; et Ly sont deux constantes qui
vont piloter la taille des zones ot le gradient de température sera faible. Les deux derniers
profils seront plus particuliérement utilisés en présence de zones-tampons. En effet, ils ont
I’avantage de présenter des gradients quasi-nuls sur les bords ce qui permet une trés bonne
connexion entre les zones-tampons et le reste de la boite de simulation. Sur la figure 5.4,
on a tracé un exemple de profil de température avec 'expression 5.13c, Ly = 0,025 et
v, =0,1.
On peut également choisir trois types de profil de densité d’expression similaire aux
profils 5.13 en substituant x; par x, et Ly par L,.

1.25

1.2
<]
S

-E; 1.15
T
NP
Q

E 1.1
Q
et

1.05

FIGURE 5.4 — Forme du profil de température 5.13c en fonction de ¢ avec Ly = 0,025 et
‘Ifl - O,l

Finalement, on perturbe les fonctions de distribution en ajoutant au profil d’équilibre
le terme f, donné par :

fs = Z A e sin(na) sin(le:w) (5.14)
P

n,k
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ot As,, ; est 'amplitude du mode excité. Plusieurs scénario sont possibles pour perturber
le systéeme :
— exciter un seul mode n;y et ky : A, = 0 pour tous n # ny et k # ky
— exciter une gamme de modes n = [Nin,e-e, Mmaz] €6 kK = [Kmins---s Kmaz]-
— exciter du systéme par un bruit blanc généré par un processus de nombre aléatoire
suivant la loi normale.
— on peut également mettre tous les coefficients Ay, = 0, la seule perturbation
présente dans le systéme est donc le bruit numérique.
Enfin, il est également possible de perturber les deux fonctions de distribution de maniére
indépendante.
A T’aide de ce que nous avons développé dans la partie 4, testons maintenant le code
dans sa phase linéaire.
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Chapitre 6

Vérification du code TERESA dans sa
phase linéaire

Sommaire
6.1 Vérification avec les ions cinétiques et les électrons adiaba-
tiques (Mode TIM) . . . . . ... i it i .. 90
6.2 Vérification avec les ions et les électrons cinétiques (Modes
TIM et TEM) . . . .0 00 ittt et e e e e e 92
6.3 Vérification de la phase linéaire en fonctionde 7, . . . . . .. 99
6.4 Conservation des moments . . . . . . ... ... ... ... 99

Avec l'outil de simulation que nous venons de développer, nous pouvons étudier la
turbulence générée par les interactions non-linéaires entre les modes d’ions piégés et les
modes d’électrons piégés. De plus, le faible coiit numérique de TERESA-4D nous permet
une étude sur des temps relativement longs, de l'ordre du temps de confinement. Mais
avant d’aller aussi loin, assurons nous du bon fonctionnement du code.

Dans un premier temps, nous allons utiliser la possibilité de décrire avec TERESA les
électrons adiabatiques et deux espéces ioniques cinétiques. Nous pourrons alors comparer
les résultats avec les précédents travaux réalisés avec le code TIM-3D et TIM-4D [37] [36]
[35]. Cela nous permettra de valider numériquement ’ajout d’une seconde fonction de
distribution dans le code.

Pour valider le modéle qui nous intéresse avec les ions et les électrons cinétiques, nous
allons utiliser les résultats obtenus au chapitre 4 dans lequel nous avons pu prédire les
seuils de stabilité et les taux de croissance des TIM et des TEM, dans une configuration
donnée.

Enfin, nous allons regarder la stabilité de notre méthode en nous assurant que des
quantités invariantes, comme les intégrales sur tout le volume simulé des moments de la
fonction de distribution, restent bien conservées dans nos simulations.
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6.1 Vérification avec les ions cinétiques et les électrons
adiabatiques (Mode TIM)

Comme nous 'avons vu dans la partie précédente, le travail principal réalisé sur la nou-
velle version de TERESA est la prise en compte d’une nouvelle fonction de distribution.
Pour tester cet ajout, nous allons nous appuyer sur les précédents résultats du code TIM
traitant uniquement les ions cinétiques et les électrons adiabatiques [37],[36],[35]. La nou-
velle version de TERESA est écrite de fagon & pouvoir simuler plusieurs espéces ioniques
de maniére cinétique, les électrons pouvant étres choisis cinétiques ou adiabatiques.

Plagons nous dans une configuration simulant deux populations cinétiques ioniques
identiques de densité respective n; = "Qeq et des électrons adiabatiques. Dans cette si-
tuation, seules les instabilités TIM peuvent étre décrites. Ce systéme est en tous points
similaire au modeéle du code TIM décrivant une seule espéce cinétique d’ions de densité
neq avec des électrons adiabatiques.

TABLE 6.1 — Parameétres principaux utilisés pour la comparaison avec le modéle linéaire
dans le cas a deux populations ioniques cinétiques identiques avec des électrons adiaba-
tiques.

Kn@e) KTGe) Obi Pei  Cpa Caa a Ty Ny No Np € K 5o
0,0 0,25 0,1 003 0,1 0,1 1 1 129 257 96 O O O

Une simulation est réalisée avec les paramétres donnés dans le tableau 6.1 et avec
excitation des 20 premiers modes angulaires d’amplitude 10~7. Il est & noter que nous
avons pris un rayon de Larmor trois fois supérieur a celui utilisé pour I’étude linéaire afin
d’utiliser moins de points de grille. En effet, comme nous I’avons vu, plus la valeur du
paramétre p.; est élevée, plus les modes de grand nombre d’ondes sont amortis. Ainsi, le
nombre d’ondes des modes instables étant faible, il suffit de peu de points pour les décrire.

Lors de la résolution du systéme linéaire, nous avons introduit le potentiel sous la
forme ¢, oc e = e~ pour v > 0 nous nous attendons & voir le mode n croitre
de maniére exponentielle. La figure 6.1 montre ’évolution temporelle de quelques modes
angulaires au centre de la boite. On observe clairement la croissance exponentielle de ces
modes pour des temps compris entre t = 0w, ' et t = 3wy '. La croissance exponentielle
se traduisant par une croissance linéaire en échelle logarithmique, nous utiliserons plutot
le terme de croissance linéaire et de phase ou régime linéaire lorsque les termes linéaires
peuvent étre négligés.

On peut mesurer le taux de croissance des 20 premiers modes instables et les comparer
aux résultats de I'analyse linéaire donnée dans [37], [36]. La figure 6.2 montre les taux de
croissance donnés par le modéle linéaire (courbe rouge) et par TERESA (points noirs) en
fonction des modes n. On observe un trés bon accord entre ces deux modéles.
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(MODE TIM)
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FIGURE 6.1 — Evolution temporelle de 5 modes TIM instables, avec les paramétres du
tableau 6.1, avec les électrons adiabatiques et avec deux populations ioniques cinétiques
identiques.
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n
FIGURE 6.2 — Comparaison entre les taux de croissance des modes TIM donnés par le mo-
déle linéaire et par TERESA en fonction des modes n avec les paramétres du tableau 6.1.

Les électrons sont adiabatiques, et on travaille avec deux populations ioniques cinétiques
identiques.
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La figure 6.3 montre I’évolution temporelle du potentiel électrique de cette simulation
en fonction «, tracée en échelle logarithmique. On voit trés bien une propagation dans
le sens des « croissants correspondant a la pulsation attendue pour le mode TIM le plus
instable n = 11.

0O 1 2 3 4 5 6

FIGURE 6.3 — Evolution temporelle du potentiel électrique en fonction de o avec les para-
meétres du tableau 6.1, avec des électrons adiabatiques et avec deux populations ioniques
cinétiques identiques.

Ce premier test valide donc I’ajout d’une seconde équation de Vlasov avec une nouvelle
fonction de distribution dans le code TERESA.

6.2 Vérification avec les ions et les électrons cinétiques
(Modes TIM et TEM)

Nous pouvons maintenant comparer les résultats du code TERESA avec des popu-
lations d’ions et d’électrons cinétiques, dans la phase linéaire. Pour s’approcher au plus
prés des conditions du modéle linéaire, nous n’utilisons pas de zones-tampons et nous
initialisons les fonctions de distribution ionique et électronique avec les profils éq.4.5 :

Ici, on prendra k,;(0) = K, (0) = 0 et k7,;(0) = Krr(0) = 0,25. Les autres parameétres
des simulations de cette partie sont donnés dans le tableau 6.2. Initialement, on a donc
un profil de densité plat et un profil de température ionique et électronique présentant un
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TEM)

gradient k7 = 0.25. Nous avons choisi cette valeur de kr car d’aprés le modeéle linéaire ce
gradient permet, avec les parameétres du tableau 6.2, de déstabiliser les TIM et les TEM.

La démarche utilisée pour valider le code est la suivante : on lance plusieurs simu-
lations avec les conditions que nous venons d’expliciter dans lesquelles nous excitons un
mode différent du plasma avec une amplitude de I’ordre de 107%. Ensuite nous pouvons
comparer ’évolution de I'amplitude en fonction du temps (qui nous renseigne sur le taux
de croissance) et la propagation du mode dans le plan («,t) (qui nous renseigne sur la
pulsation) avec les résultats donnés par le code linéaire.

/iniye '%Ti,e 5b,i (sb,e Pe,i Pe,e Cpol Cad Qd Teqw Nw Na NE €p K So

0,0 025 01 00l 003 00l 01 01 1 1 257 257 96 0 0 0

TABLE 6.2 — Parameétres principaux utilisés pour la comparaison avec le modéle linéaire
dans le cas avec des électrons cinétiques, des ions cinétiques et les particules passantes
adiabatiques.

La figure 6.4 montre I'évolution temporelle du mode n = 23 du potentiel électrique.
Ici encore, on observe trés rapidement une croissance linéaire de ce mode avec un taux
v = 358w, entre t = 0,5w," et t = 3wy’ 1l est également intéressant de tracer le
potentiel électrique en fonction de 'angle v et du temps, c¢’est ce que nous avons fait sur
la figure 6.5. On voit clairement la propagation du mode n = 23 vers la gauche, ce qui
correspond a une pulsation négative donc a une instabilité de type TEM avec w, = —34 wy.
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FIGURE 6.4 — Evolution temporelle du mode TEM n = 23 du potentiel électrique pour la
simulation lancée avec les paramétres du tableau 6.2.
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FIGURE 6.5 — Evolution temporelle du mode TEM n = 23 du potentiel électrique en
fonction de I'angle o pour la simulation lancée avec les paramétres du tableau 6.2.

En réitérant cette procédure sur tous les modes que nous avons excités, nous pouvons
trouver leur taux de croissance et leur pulsation. La figure 6.6 montre les pulsations et les
taux de croissance donnés par le modéle linéaire (courbes rouge et bleue) et par TERESA
(points noirs) en fonction des modes n. Nous obtenons un accord quasi parfait entre les
deux modéles montrant que les TEM sont plus instables que les TIM et vont donc dominer
la dynamique du plasma. On constate tout de méme que, pour les faibles nombres d’ondes,
le taux donné par TERESA s’écarte du taux électronique donné par le modéle linéaire
(ce qui clair pour le mode n = 3).

Sur la figure 6.7 est tracée 1’évolution temporelle des modes n = 9 et n = 3. Ces
modes croissent avec les taux électroniques correspondants donnés fig. 6.6 ; cependant, on
observe une oscillation qui semble étre plus importante pour n = 3. Cela vient du fait que
la différence entre les taux de croissance électronique et ionique est faible pour ce nombre
d’onde. En effet, dans le cas qui est le notre ou la relation de dispersion présente les deux
solutions w; et w., un mode n du potentiel électrique s’écrit :

Gy, OC W Tl — il gYil | ol pel (6.2)

En appliquant a 6.2 les valeurs du tableau 6.3 données par le modeéle linéaire, on obtient
I’évolution temporelle des modes n = 3 et n = 9 tracée sur la figure 6.8. On voit bien
que les oscillations observées avec TERESA s’expliquent parfaitement a 1’aide du modéle
linéaire.

Sur les figures 6.9 et 6.10 on peut voir ’évolution du potentiel au centre de la boite
(¢ = 0) en fonction de « et du temps pour les modes n = 9 et n = 3, tracée en échelle
linéaire (& gauche) et en échelle logarithmique (a droite). Pour le mode 9, on remarque
qu’au début de la simulation I'onde semble stationnaire puis les électrons I’emportent
assez vite, parce qu’ils ont un taux de croissance beaucoup plus fort. Pour le mode 3, la
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FIGURE 6.6 — a)Pulsations en fonction du mode n associées aux TIM (courbe rouge) et
au TEM (courbe bleue) données par le modéle linéaire et par TERESA (Point noirs) avec
les parameétres du tableau 6.2. En pointillé les valeurs de pulsation attendues aux seuils
TIM et TEM w, = j:%n.

b) Taux de croissance du mode n associés aux TIM (courbe rouge) et au TEM (courbe
bleue) donnés par le modéle linéaire et par TERESA (Point noirs) avec les paramétres du
tableau 6.2.
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Mode 3 9 23
wri 4,92 14,65 26,62
wre 4,89 -14,60 -35,77
Vi 1,43 3,26 <0

v 167 434 357

TABLE 6.3 — Valeurs des taux de croissance et des pulsations pour les modes n =3, n =9
et n = 23 obtenues par le modéle linéaire avec les paramétres du tableau 6.2.

propagation est dans le sens des ions pour les temps inférieurs a 2,5 wy ', puis elle s’inverse
dans le sens des électrons. Les ondes se propagent dans le sens des ions au début de la
simulation, du fait qu’initialement nous n’avons excité que la fonction de distribution
ionique ; mais au bout d’un certain temps, comme ~v; < 7., les TEM prennent le dessus,
la propagation se fait dans le sens des électrons. Lorsque l'on excite le systéme sur la
fonction de distribution électronique, la propagation se fait alors uniquement dans le sens
des électrons. La figure 6.11, montrant 1’évolution du potentiel en fonction de « et du
temps du mode n = 3 excité sur les électrons, I'illustre bien.
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FIGURE 6.7 — Evolution temporelle des modes n = 9 (courbe bleue) et n = 3 (courbe
rouge) donnée par TERESA avec les paramétres du tableau 6.2. L’évolution temporelle
du mode TEM attendu par le modéle linéaire (tableau 6.3) pour ces deux modes est tracé
en pointillé.
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FIGURE 6.8 — Evolution temporelle des modes n = 9 (courbe fine bleue) et n = 3 (courbe
fine rouge) donnée par TERESA avec les paramétres du tableau 6.2. En gras, Evolution
temporelle des mode n = 9 (courbe fine bleue) et n = 3 (courbe fine rouge) donnée par
I’équation 6.2 avec les parameétres du tableau 6.3
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FIGURE 6.9 — Evolution temporelle du potentiel électrique en fonction de o au centre de
la boite en rayon (i) = %p) donnée par TERESA avec les paramétres du tableau 6.2 et
la perturbation initiale du mode n = 9 de la fonction de distribution ionique, tracé en
échelle linéaire (a gauche) et logarithmique (& droite).

97



CHAPITRE 6. VERIFICATION DU CODE TERESA DANS SA PHASE LINEAIRE

4 107
F T
sk 1 FRo05
~ | 0 o
5 2r 1 3
= 05
1 - -
[ ~1
0 1 1 PR T | IR T |

0 1 2 3 4 5 6
«

FIGURE 6.10 — Evolution temporelle du potentiel électrique en fonction de o au centre
de la boite en rayon (¢ = %) donnée par TERESA avec les paramétres du tableau 6.2
et la perturbation initiale du mode n = 3 de la fonction de distribution ionique, tracé en
échelle linéaire (& gauche) et logarithmique (a droite).

1 [ ' . . ' \ 1 -
00 1 2 3 4 5 6

FIGURE 6.11 — Evolution temporelle du potentiel électrique en fonction de o au centre de
la boite en rayon (¢ = %‘b) donnée par TERESA avec les paramétres du tableau 6.2 et la
perturbation initiale du mode n = 3 de la fonction de distribution électronique, tracé en
échelle logarithmique.
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6.3 Vérification de la phase linéaire en fonction de T,

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a l’évolution des taux de croissance
en fonction de la température électronique 7,. On réalise plusieurs simulation dans les
mémes conditions que précédemment en fixant la température ionique 7; et en faisant
évoluer la température électronique de T, = 1 & T, = 5. On a tracé sur la figure 6.12
I’évolution des taux de croissance du mode n = 15 donnés par le modéle linéaire en
fonction de Te = 77! (TIM en rouge et des TEM en bleu). Pour ce mode, on peut voir

qu’a ?’j < 1,5 les TEM possédent un taux de croissance supérieur aux TIM, ils vont donc

dominer la phase linéaire dans ce régime. Au contraire lorsque % > 1,5 ce sont les TIM
qui dominent la phase linéaire. Sur la figure 6.12, on a représenté ézgalement les valeurs des
taux de croissance du mode n = 15 donnés par TERESA (points noirs). On observe bien
la transition de TEM vers TIM pour des valeurs de % > 1,5 et, ici encore, on constate un

trés bon accord entre les valeurs des taux de croissance observées dans TERESA et celles
données par le modéle linéaire.

16
: /N/W/K/W ° 1
¢
| - 7
12 /6/
=
§ N
| N
—Yl1in,TEM
— Yiin,TIM |
® YTERESA
‘ |
4 5 5
I,
T;

FIGURE 6.12 — Taux de croissance en fonction du rapport L du mode n = 15 pour les
TIM (courbe rouge) et pour les TEM (courbe bleue) donnes par le modéle linéaire et par
TERESA (Point noirs) avec les paramétres du tableau 6.2.

6.4 Conservation des moments

Pour finir, nous allons regarder si le code TERESA conserve bien, dans la phase
linéaire, des quantités invariantes de notre probléme. Mais avant toute chose, cherchons
ces quantités.

Reprenons notre équation de Vlasov 3.8 :
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Q.E 8f,

afs — [ A0, 1] + 7 5 =0 (6.3)

Intégrons cette expression sur ’énergie :

2fr [ 0fs sy 2r 2fr [ QE df,
VT o Ot \/_ VT o Zs Oas

on pose ny g = 2L fo f,EY2dF 1a densité des centres-bananes. Ainsi :

EY2dE =0 (6.4)

[/Osop,fs] EV24E +

anb,s i % [/Oség‘f:s] El/QdE Qd 2fT afs
0

ot NS Z, T Jo Doy

Pour avoir le nombre total de bananes dans notre boite, intégrons 6.5 sur ¢ et « :

2 E32AE =0 (6.5)

anbs _2fT / Qd 2fT afs /
/ 50 dbda / / H0s®, fs dypdaE* 2dE+ / / 8a3E3 2dEd¢d(o; ;>0

Le second terme est nul (Annexe J); le troisiéme l'est également : en effet, il fait
ofs

apparaitre fo ~da qui, d’aprés nos conditions de bords, est nul. Ainsi en notant N =
fOL” di) fo nb7sda on a:

ON

ot
Nous devons donc conserver le nombre de particules dans notre boite, n’ayant ajouté ni
sources ni puits de particules dans notre systéeme.

De maniére générale, nous introduisons les moments d’ordre m de la fonction de dis-
tribution par :

=0 (6.7)

My, =T (m + g)fT/ fLE™24E (6.8)
0

ou I'(z) est la fonction Gamma (prolongement de la fonction factorielle), et m commence
a0 (Ay = nps). En utilisant la méme démarche que précédemment, on peut montrer que
tous les moments intégrés sur tout I’espace doivent étre conservés au cours du temps. Sur
la figure 6.13, on a tracé 1’évolution temporelle des trois premiers moments de la fonction
de distribution ionique d’une des simulations précédentes. On observe des fluctuations de
I'ordre de 10~7 qui confirment la conservation attendue. La méme tendance est confirmée
pour les moments de la fonction de distribution électronique.
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FIGURE 6.13 — Evolution des 3 premiers moments de la fonction de distribution ionique
en fonction du temps dans la phase linéaire pour la simulation avec les parameétres du
tableau 6.2.

Dans cette partie, nous avons décrit la mise au point du code TERESA-4D capable
de résoudre le modele d’ions et d’électrons piégés cinétiques avec des particules passantes
adiabatiques. Une étude analytique sur la phase linéaire du modéle a également été réalisée
et nous a permis de connaitre les seuils des instabilités présentes dans le systéme et les taux
de croissance associés. Avec cette étude linéaire nous avons pu valider le code TERESA-
4D. Ainsi nous pouvons donc nous intéresser a la phase non-linéaire donnée par ce code,
c’est ce que nous faisons dans la partie suivante.
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Troisiéme partie

Etudes non-linéaires
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Dans les parties précédentes, nous avons développé le modéle décrivant la physique
cinétique des particules piégées et nous avons écrit un code capable de le résoudre. Main-
tenant que nous nous sommes assurés du bon fonctionnement de TERESA dans sa phase
linéaire, intéressons nous a ce qui se passe sur des temps plus longs : c¢’est ’objet de cette
partie.

La phase suivant la phase linéaire est conduite par les interactions non-linéaires entre
les modes TEM et TIM aboutissant a la turbulence. Comme nous ’avons vu en introduc-
tion, les TEM jouent un grand role dans le transport de particules ; de plus, la dynamique
des TIM devient également importante quand la fréquence des ITG passe en dessous de
la fréquence de rebond ionique. La compréhension de la turbulence issue de l'interaction
de ces deux instabilités est donc importante dans I’étude du transport.

Dans un premier temps, nous allons observer la saturation de la phase linéaire, et
regarder les propriétés spectrales de la turbulence. Ensuite nous nous intéresserons aux
différentes structures (comme les "streamers" et les écoulements zonaux) développées par
I'auto-organisation de la turbulence TIM/TEM.

Enfin, nous nous intéresserons au transport de matiére et de particules présent dans
la phase turbulente.
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Chapitre 7

Phase de saturation et turbulence

Sommaire
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7.3 Profils de température et zones-tampons . ... ... ... .. 115

Dans ce chapitre, nous allons regarder le comportement du plasma au-dela de la phase
linéaire.

Dans un premier temps nous allons regarder l'effet des interactions non-linéaires sur
les modes angulaires présents dans notre systéme. Nous nous assurerons que TERESA
conserve toujours les moments de la fonction de distribution dans cette phase.

Ensuite nous étudierons le spectre en énergie développé par la turbulence 2D de notre
systéme. Nous verrons qu’il est en accord avec les résultats obtenus dans une turbulence
2D fluide. Puis nous regarderons les profils de température, avant et aprés la phase de
saturation. Nous verrons qu’en présence de modes TEM dominants
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7.1 Phase de saturation

Lors de notre analyse linéaire, nous avons vu que nous pouvions décrire I’évolution
temporelle d'un mode instable par une croissance exponentielle :

dpn

Pour réaliser I’étude linéaire nous avons négligé le terme [ /%S(f, fs] qui fait apparaitre

des effets non-linéaires. En général, les échanges non-linéaires ménent a un couplage entre
les différents modes et a un transfert d’énergie des modes instables vers les modes linéaire-
ment stables. Ce transfert peut étre approximé par I’ajout d’un terme phénoménologique
supplémentaire a I’équation 7.1 pour les modes instables [55].

dn

ol le taux de croissance v, et a sont des grandeurs pouvant varier au cours du temps.
Cependant, pour simplifier les interprétations nous les prendrons constantes. On peut
voir que lorsque v, < 0 et a < 0 le mode est linéairement stable mais est excité de fagcon
non linéaire. Le cas v, > 0 et a < 0 conduit a une croissance du mode plus rapide que
la croissance exponentielle. On est alors en présence d’une instabilité catastrophique qui
serait a l'origine des disruptions [56] (pertes de confinement totales du plasma sur des
temps de 'ordre de la milliseconde) et des processus d’éruption solaire. Pour étudier les
modes instables du systéme, nous nous intéressons uniquement au cas ot a > 0 traduisant
le fait que le mode perd de I’énergie pour la transférer vers des modes de plus grands
nombres d’ondes (nous verrons plus tard qu’il existe également un mécanisme de transfert
d’énergie vers les modes de plus faibles nombres d’onde). Dans ce cas le mode croit avec
le taux 7, puis sature a un niveau piloté par le parameétre a.

Sur la figure 7.1, on montre ’évolution temporelle d’'un mode solution de ’expression
7.1 avec v, = 5,3 (correspondant au mode le plus instable de la figure 6.6) et a = 0,1. On
observe clairement la saturation du mode. Cette évolution est trés similaire a celle que
montre la figure 6.4 (partie 6.2) pour le mode n = 23.

Dans la suite, nous nous intéressons a la phase de saturation d’une simulation lancée
avec les paramétres utilisés dans partie 6.1 que 'on rappelle dans le tableau 7.1. Cette
simulation est réalisée sans zone-tampon et avec le profil de fonction de distribution de
la forme F, s = 10 oxp <_Tof(w)> [1 + ((% — %) HT7S(O)>] pour les deux espéces.

T, (1)
Initialement nous avons choisi d’exciter les deux fonctions de distribution avec un bruit

gaussien d’amplitude 10~7. On rappelle également que les conditions aux limites radiales
sont de type "bain thermique", c¢’est-a-dire que I'on fixe la valeur de toutes les grandeurs
aux bords de la boite de simulation (en ¢y =0 et ¢ = 1).

Avant d’aller plus loin, on peut vérifier que cette simulation conserve les moments de
la fonction de distribution également au-dela de la phase saturation, sans quoi, il ne serait
pas envisageable d’étudier cette phase.
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FIGURE 7.1 — Evolution temporelle d’un mode obtenu avec I’expression théorique 7.1 pour
Yo = 9,3 et a = 0,1.
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FIGURE 7.2 — Evolution des 3 premiers moments de la fonction de distribution ionique
en fonction du temps dans la phase linéaire et de saturation pour la simulation avec les
parameétres du tableau 7.1.
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Hm,e K:Ti,e 6b,i 5b,e Pe,i Pe,e Cpol Cad Qd T’e%8 N1/J Na NE € K S0

00 025 01 00l 003 00l 01 01 1 1 257 257 96 0 0 0

TABLE 7.1 — Paramétres principaux utilisés pour I’étude de la phase de saturation.

La figure 7.2 montre ’évolution temporelle de la déviation (en pourcentage) des trois
premiers moments de la fonction de distribution ionique par rapport a leur valeur initiale.
Comme nous 'avons déja vu dans la partie précédente, on observe une trés bonne conser-
vation durant la phase linéaire : entre t = Ow; ' et ¢ ~ 3wy '. A la fin de cette phase, on
observe un pic sur les trois moments allant jusqu’a 0,002% pour le premier moment. Enfin,
pour des temps plus longs, entre ¢t = 10w, ' et t ~ 40w, ', Pévolution de la déviation est
beaucoup plus douce.
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FIGURE 7.3 — Evolution temporelle des modes n = 0,9,15,24,33,50 du potentiel électrique
donné par TERESA avec les parameétres du tableau 7.1 pour lesquels les TEM dominent.

Sur la figure 7.3, on a tracé 1’évolution temporelle de quelques modes angulaires issus
de la simulation définie précédemment. Comme on peut le voir, aprés la phase linéaire,
pendant laquelle, comme attendu, la croissance du mode 15 a dominé, on observe des
couplages non-linéaires qui font croitre des modes stables vis-a-vis de I'analyse linéaire du
systéme : c’est le cas, par exemple, des modes n = 33 et n = 50 (fig. 7.3). Ces couplages
non-linéaires entre modes sont suivis d’une phase de saturation caractérisée par des modes
d’une amplitude non négligeable et quasiment indépendante du temps. Cette excitation
trés large d’échelles spatiales est typique de la turbulence.

On peut utiliser la théorie de la longueur de mélange introduite par Ludwig Prandtl
dans le cadre de la dynamique des fluides [57] pour donner une estimation grossiére du
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niveau de saturation d’une instabilité. La longueur de mélange est définie par la distance
que parcourt, dans un environnement présentant des gradients d’équilibre, un élément
fluide gardant ses parameétres caractéristiques avant d’étre dispersé dans le milieu. En
appliquant cette théorie a la physique des plasmas, on obtient que la turbulence sature
lorsque les gradients & I’équilibre sont égaux aux gradients turbulents. On suppose de
fagon arbitraire que la moitié¢ de 1'énergie présente dans les gradients d’équilibre va se
retrouver dans les gradients turbulents & la saturation. La saturation est supposée étre
atteinte quand il y a équilibre entre ces gradients. Pour la pression, cela se traduit par :

P, -
¢~ Pl (7.3)
P

On peut supposer avec les normalisations utilisées ici que |P| ~ |®|, ainsi :

b~ Leo

~ —4 7.4
L (7.4)

ol ﬁ est la taille typique des fluctuations de pression et L, est la longueur de gradient

de la pression d’équilibre. k| est souvent évalué a partir de la longueur d’onde radiale du
mode linéaire le plus instable [60].

Dans la simulation présentée ici, les fluctuations radiales s’établissent selon le mode
radial le plus instable, c’est-a-dire £, = 7, comme on I’a vu dans la partie linéarisation

(chapitre 4). Ici, on a P.; ~ 1, et, comme k, =0, ona L, = % = ﬁ, on s’attend donc a
obtenir la saturation pour des valeurs de potentiel de I'ordre de ¢ ~ U’ﬂﬁ ~ 8.1072, ce qui

correspond assez bien a ce que 'on observe sur la figure 7.3. Pour prendre en compte le
fait que les fluctuations disparaissent lorsque 1’on passe en dessous du seuil d’instabilité,
on améliore le modeéle donné par 7.5, en prenant en compte les taux de croissance [10]
[58], ce qui conduit a I'expression :

B, ~ I Lo
w* kLLp

(7.5)

ol v, est le taux de croissance du mode n et w* est la fréquence diamagnétique : ces deux
quantités étant de 'ordre de quelques unités, on retrouve bien le méme ordre de grandeur
pour la saturation. Ainsi, les modes du potentiel saturent avec un niveau proportionnel &
leur taux de croissance. Sur la figure 7.3, juste a la fin de la phase de croissance linéaire,
on observe bien que le mode n = 15, qui est le plus instable, sature a un niveau plus élevé
que le mode n =9 ou n = 23 avec y15 > Y9 > Yo3-

Ce résultat est bien entendu & prendre avec précaution et ne doit constituer qu’une
estimation empirique du niveau de saturation des instabilités.

Regardons maintenant plus en détail la forme du potentiel électrique dans la phase

de saturation. La figure 7.4 montre le potentiel en fonction de ¥ et a a quatre instants
différents. Ainsi on observe que :
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— at=3uw;", des petites structures radiales apparaissent a la suite de la croissance
du mode le plus instable n = 15.

—at=13wy et at =39 w;", les effets non-linéaires conduisent & la création de
plus grosses structures.

—at=45w, ! on constate la possibilité de retrouver a nouveau des structures plus
petites dans la phase de saturation.
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FIGURE 7.4 — Carte (¢,a) du potentiel électrique donnée par TERESA avec les paramétres
du tableau 7.1 & 4 instants différents.

Dans le paragraphe suivant nous allons étudier la distribution d’énergie des différents
modes en fonction du temps.

7.2 Analyse spectrale de la turbulence

Avant d’étudier la turbulence engendrée par notre modéle, rappelons quelques grands
résultats de la turbulence en mécanique des fluides. Intéressons nous, tout d’abord, a la
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turbulence a trois dimensions. Soit un milieu turbulent présentant des structures (tour-
billons) de taille typique A\, = k~1. D’apres la théorie de Kolmogorov [59], ces structures
cédent une partie de leur énergie cinétique a des structures plus petites qui, elles-mémes,
cédent une partie de leur énergie & des structures encore plus petites. Ce processus de
création de structure toujours plus petite, que 'on appelle "cascade directe", se répéte
jusqu’a une échelle dite de Kolmogorov ot la diffusion domine et définit ainsi la plus petite
échelle qui puisse exister dans le milieu. En 1941, Kolmogorov prédit que la répartition
d’énergie sur les différentes échelles suit un spectre stationnaire en E(k) oc k~°/3 [60].

Pour une turbulence a deux dimensions, la situation est complétement différente, no-
tamment par le fait qu’en plus de ’énergie, on peut définir un deuxiéme invariant appelé
"enstrophie". L’enstrophie Q est définie par le carré de la vorticité (Q = |V x #]2). Nous
devons donc considérer des échanges entre triade de modes [55] pour satisfaire simulta-
nément la conservation des deux invariants. Cela se traduit par le fait que k& transfére de
I’énergie et de 'enstrophie aux modes p et ¢ voisins (contrairement au cas & trois dimen-
sions otl nous pouvions transférer de I’énergie d’un mode k£ a un mode voisin en respectant
la conservation d’énergie). Si on injecte de ’énergie et de I'enstrophie a la structure &y,
Kraichnan prédit en 1967 [61] Pexistence :

— d’une cascade directe d’enstrophie pour k£ > kj se traduisant par le spectre d’énergie

E(k) o< k73,
— d’une cascade inverse de 'énergie (le transfert d’énergie se faisant des petites

structures vers les grosses) pour k < kj se traduisant par le spectre d’énergie
E(k) oc k=273,
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FIGURE 7.5 — Spectre en énergie des modes angulaires en ¢ = 0.5, moyenné sur le temps
entre t = 13w; "' et t = 30w, " (phase de saturation) de la simulation lancée avec les
paramétres du tableau 7.1. En gris, spectre en énergie des modes angulaires a t = 2w,
(phase linéaire).

Revenons maintenant a notre simulation et voyons si la turbulence engendrée par notre
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modeéle suit le méme comportement que la turbulence fluide vis-a-vis de la répartition
d’énergie aux différentes échelles. Dans la direction «, on peut écrire ’énergie spectrale
sous la forme! : E(n) = n~'v? ou v est, dans notre modeéle, la vitesse de dérive électrique,
et ot n est le mode selon a. Cette vitesse étant proportionnelle au champ électrique, on
peut écrire v oc n® o< n2®,,. On obtient une expression de 1'énergie spectrale en fonction
du spectre du potentiel F(n) = n®®2. Sur la figure 7.5 nous avons tracé le spectre de
I’énergie a partir de ®,,. La courbe grise montre trés bien l'injection d’énergie aux modes
instables et notamment au mode n = 15, le plus instable pendant la phase linéaire. La
courbe bleue est le spectre d’énergie moyenné en temps sur la phase de saturation. On
remarque clairement 1’étalement d’une large gamme de modes excités, comparativement
a la phase linéaire. On observe une cascade inverse pour les modes n < 15 (n = 15
étant le mode principal d’injection de ’énergie dans le systéme) qui semble suivre le
comportement E(n) o< n~°/3 typique de la turbulence 2D. Pour les modes n > 15 on
observe une cascade directe de spectre F(n) oc n™%, qui ne suit pas le comportement
d’une cascade directe d’enstrophie. Cependant, il semblerait [59] qu’avec une résolution
modérée, les simulations numériques présentent bien un spectre E(n) o< n=%. La figure 7.6
montre le spectre en énergie de la méme simulation avec, cette fois, un maillage beaucoup
plus fin en a (N, = 2049). On observe une fois encore la croissance des modes instables
autour de n = 15, la cascade inverse en E(n) oc n=°/3. Ici, la cascade directe d’enstrophie
suit bien le profil E(n) oc n™3, typique de la turbulence 2D.

Nous obtenons donc un spectre en énergie présentant les mémes caractéristiques qu’une
turbulence 2D fluide, ce qui suppose que le modéle cinétique posséde deux invariants non
linéaires. Ce résultat est en accord avec le fait que les spectres des turbulences de plasma
de Tokamak a deux dimensions correspondent assez bien aux spectres des turbulences
2D fluide [55] [60] [62]. Il existe cependant des différences fondamentales entre le modeéle
cinétique et le modéle fluide. En effet, dans le cas fluide la cascade directe peut s’expliquer
par I'introduction d’un coefficient de viscosité provenant des collisions & 1’échelle microsco-
pique, le modéle cinétique développé dans ce travail ne présentant pas de collisions c’est
I'interaction onde-particule qui va jouer ce role. Il existe également un terme dissipatif
dans nos simulations qui va fixer la plus petite échelle pouvant étre décrite (i.e qui peut
gagner ou perdre de I’énergie). Ce terme provient de la dissipation numérique résultant
du nombre fini de points pour mailler le systéme, on voit clairement cette dissipation sur
la figure 7.5 pour n ~ 102

1. On définit Dénergie spectrale par : E = [~ E(n)dn
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FIGURE 7.6 — Spectre en énergie des modes angulaires en ¢ = 0.5, moyenné sur le temps
entre t = 13w, "' et t = 30w, " (phase de saturation) de la simulation lancée avec les
parameétres du tableau 7.1 sauf pour N, = 2049.

7.3 Profils de température et zones-tampons

Regardons enfin les profils de température avant et aprés la phase de saturation. La
figure 7.7 montre le profil radial moyenné en « de la température ionique et électronique
initiale et & t = 3wy ' (fin de phase linéaire). Pour la température électronique, on observe
un gradient plus faible a la fin de la phase linéaire qu’au début de la simulation, alors que
le profil de température ionique ne semble pas avoir évolué. On peut voir que l'instabilité
a "tiré" son énergie du profil de température électronique, ce qui s’explique par le fait que
les TEM sont majoritairement instables avec les parameétres utilisés.

La figure 7.8 montre le profil radial moyenné en « de la température ionique et élec-
tronique initiale et 4 ¢ = 8 wy ' (dans la phase de saturation). On observe des gradients de
température électronique encore plus faibles qu’a t = 3 wy'. Dans la phase de saturation
des modes linéairement stables ont pu croitre en puisant de 1’énergie au gradient de tem-
pérature via les couplages non-linéaires. On remarque également que dans cette phase, le
profil de température ionique a beaucoup évolué, et présente par rapport a la situation
initiale des écarts similaires a ceux du profil électronique. Les ions jouent donc un role
dans les mécanismes de la saturation des TEM.

Sur ces deux figures, et plus particuliérement sur la figure 7.8, on observe de trés forts
gradients de température sur les bords. Pour éviter que ces gradients soient a l'origine
d’effets indésirables (comme des instabilités numériques par exemple), nous allons :

— relancer la méme simulation que dans la partie précédente avec, cette fois, pour les
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FIGURE 7.7 — Profils de température en fonction de v de la population ionique (courbe
rouge) et de la population électronique (courbe bleue) a ¢ = 3wy ! (fin de la phase linéaire)
pour la simulation lancée avec les paramétres du tableau 7.1. Le profil de température
pour les deux populations a I'instant initial est tracé en pointillé.
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FIGURE 7.8 — Profils de température en fonction de ¢ de la population ionique (courbe
rouge) et de la population électronique (courbe bleue) a t = 8 w; ' (phase de saturation)
pour la simulation lancée avec les paramétres du tableau 7.1. Le profil de température
pour les deux populations a I'instant initial est tracé en pointillé.
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deux espéces une fonction de distribution de la forme :

T3 (1)

avec un profil de température 5.13c :

T,(4) = TO,S+%T (1 + Ly [log(cosh <w ZT‘PI)) — log(cosh <¢ - (LLwT_ \I’l)))}
(7.7)

avec Ly = 0,025 et U = 0,1.
— Et, d’autre part, nous allons utiliser les zones-tampons aux bords. Le profil du
coefficient de diffusion des zones-tampons est celui donné en 5.10 :

Dy(¢) = Dy (1 — tanh (1#; %) + tanh (Li"_L—‘I;O_%) (7.8)

D

avec Dy = 0,2, Lp = 0,005 et ¥y = 0,025.

La figure 7.9 montre le profil radial moyenné en « de la température ionique et électro-
nique initiale et a ¢ = 3w, ! (fin de phase linéaire) de la simulation avec les zones-tampons
définies précédemment. On remarque les mémes observations qu’a la figure 7.7, a ceci pres
que la connexion entre les bords et le centre est beaucoup plus douce.
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FIGURE 7.9 — Profils de température en fonction de v de la population ionique (courbe
rouge) et de la population électronique (courbe bleue) &t = 3w; ' (fin de la phase linéaire),
pour la simulation lancée avec les paramétres du tableau 7.1, les profils de température
eq.7.7 et le coefficient de diffusion donné eq.7.8. Le profil de température pour les deux
populations & l'instant initial est tracé en pointillé.
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Chapitre 8

Ecoulements zonaux
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Les écoulements zonaux correspondent a des écoulements le long de la direction pério-
dique du systéme. L’exemple le plus connu, présentant ce type d’écoulement est 'atmo-
sphére de Jupiter. En effet, on observe que la vitesse des vents sur Jupiter est orientée le
long des paralléles de la planéte. La formation de différentes bandes est due, quant a elle,
au déchirement de ce champ de vitesse le long des méridiens. Les études théoriques et les
simulations numériques des plasmas de tokamak ont démontré, depuis de nombreuses an-
nées, l'existence d’écoulements zonaux dans de tels systémes [63]. Cependant, ce n’est que
trés récemment (2004) [64] qu'’ils ont été observés expérimentalement. Ils correspondent
au champ de vitesse de dérive électrique E x B perpendiculaire a la direction radiale de
mode toroidal et poloidal nul (qui correspond au mode n = 0 dans le modéle présenté
dans ce travail). Les écoulements zonaux sont connus pour jouer un role trés important
dans les mécanismes de saturation de la turbulence ionique [17|. Leur dynamique dans le
cas de la turbulence des piégées et des électrons reste encore mal comprise. Néanmoins les
écoulements zonaux sont des phénomeénes majeurs quant a la réduction du transport de
particules et de chaleur dans un tokamak. En effet, ils tirent leur énergie via les couplages
non-linéaires des ondes de dérive et diminuent ainsi leur intensité et donc la turbulence.

Dans ce chapitre, nous allons définir des grandeurs utiles a la caractérisation des
écoulements zonaux et estimer I'impact du parameétre €, sur leur intensité.

Puis, nous étudierons I'influence de ce paramétre sur des simulations lancées avec les
deux valeurs €4 = 0 et ¢, = 1. Nous observerons notamment les cartes du potentiel
électrique, le cisaillement du champ vitesse et les profils de température.
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Nous nous intéresserons également a la formation de ces écoulements zonaux et leur
impact sur le champ de vitesse E x B.

Enfin, 'influence sur ces écoulements du parameétre de largeur banane ¢, sera également
étudiée.

8.1 Définitions

D’aprés ce que nous venons de dire, les écoulements zonaux correspondent a la vitesse
de dérive électrique moyenne le long de la coordonnée périodique «. Ecrivons donc, dans
les variables d’angle et d’action, cette vitesse de dérive électrique 9] définie par Vz =

EBXQE = —V‘géB . Ici, le champ magnétique est perpendiculaire a la direction « et v, on a
donc :
Vi, o< —0,
B of (8.1)
VE’ a XX aw(b
Les écoulements zonaux sont donc caractérisés par Op(@)a, ot () = 0% da est la

moyenne sur la variable a.

Intéressons nous tout d’abord au comportement de (¢),, appelé potentiel d’écoule-
ments zonaux et noté ®zr. Comme nous 'avons déja mentionné dans la partie 2.3.3 la
réponse du fond adiabatique dépend du régime dans lequel on se trouve. Cette différence
de comportement va étre déterminante dans le développement des écoulements zonaux.
Pour montrer cela, on va raisonner sur le systéme ions cinétiques et électrons adiabatiques
comme dans [36],[51]. Dans ce cas, la quasi-neutralité s’écrit sous la forme :

(5ni

- = Cad(¢ - Eqsq)ZF) - CpolAi(¢) (82)

Pour le mode n = 0 moyenné en «, la réponse de la densité ionique s’écrit :

(5ni

o Caa(l = €5)Pzr — Cpor (Ai(9)),, (8.3)

Le dernier terme du membre de droite peut se réécrire C’pol(%ﬁié zr (ou —Cpolég,iﬁ@ 7F
dans l'espace de Fourier). Au final, on obtient un potentiel de flux zonal de I'ordre

(5ni
Cadno(l — E¢) + Opoléiik%o

(8.4)

(I)ZF =

Pour des valeurs de Cyy et Cpy similaires (ce qui est le cas dans la suite de ce travail)
on voit apparaitre deux régimes. En effet, lorsque €, = 0 (ou (1 — €g) > (kdp;)? ) le
potentiel d’écoulements zonaux est fortement amorti par rapport a la situation €, = 1 (ot
(1 —€p) < (kdps)?).
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Revenons maintenant a notre propre modéle avec les électrons cinétiques. La moyenne
de la quasi-neutralité sur o nous donne :

(cadu ) = Gyt (82, 4 762) %) no(d), = (n), — (ons),  (85)

ot (dn;), et (0ne),, sont les densités moyennes des ions et des électrons.
Un raisonnement similaire au cas ionique présenté précédemment permet d’écrire le
potentiel zonal sous la forme :

(0n;),, — (0ne),,
Caano(l — €p) + Cpoik? (531 + 7'5576) no

Les ions et les électrons étant cinétiques, il peut exister un déphasage ou une différence
d’amplitude entre dn. et on,;. Ainsi, méme lorsque €4, = 1, les densités peuvent étre de
méme niveau et réduire grandement I'amplitude des flux zonaux. La différence entre les
simulations €, = 1 et €5 = 0 ne sera donc pas aussi tranchée que dans le cas ou seuls les
ions sont cinétiques. On peut ainsi s’attendre a rencontrer des situations pour lesquelles les
écoulements zonaux sont moins importants que dans le cas d’ions cinétiques et d’électrons
adiabatiques.

Dy ~ (8.6)

8.2 Simulations

Dans cette partie, nous reprenons les résultats de la simulation principale du chapitre
précédent (fig. 7.4), c’est-a-dire la simulation réalisée sans zone-tampon, et ou tous les
modes sont excités avec un bruit gaussien. Les paramétres sont rappelés dans le tableau
8.1. L’objectif est de comparer deux simulations en tous points identiques exceptées pour
le parametre €, qui sera égal a 0 ou 1.

)

’iniﬂe /{Ti,e 6b i 6b,e Pe,i Pc,e CpOl C’ad Qd Teqi,e Nw Na NE €p R S0

0,0 02 0,1 001 003 001 01 01 1 1 257 257 96 0/1 0 O

TABLE 8.1 — Paramétres principaux utilisés pour 1'étude de la phase de saturation avec
€p=1loues=0.

Sur la figure 8.1, on a tracé I’évolution temporelle de quelques modes angulaires issus
de la simulation avec €, = 1. Comme sur la figure 7.3, aprés la phase linéaire, on observe
la phase de saturation créée par les couplages non-linéaires entre les modes. La différence
majeure que l'on constate entre le cas €, = 0 (figure 7.3) et le cas ¢, = 1 (figure 8.1)
se situe au niveau de ®zp, c’est-a-dire le mode n = 0. En effet, dans le cas ¢, = 0 le
mode n = 0 croit via les couplages non-linéaires, puis sature & un niveau similaire aux
autres modes, alors que dans le cas €4 = 1 ce mode sature a un niveau d'un ordre de
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grandeur au-dessus des autres modes. Ce qui est en accord avec les résultats attendus
grace a l’équation 8.6.
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FIGURE 8.1 — Evolution temporelle des modes n = 0,9,15,24,33,50 du potentiel électrique
donnée par TERESA avec les paramétres du tableau 8.1 pour lesquels les TEM dominent
avec €4 = 1.

Pour une visualisation plus compléte, on montre (fig. 8.2) I’évolution temporelle des
trois quantités gb(t,w,%a), Ozr(t) et gb(t,w,%—“) — ¢zp(t,y) pour les deux simulations
€y = 0 et €5 = 1. Ici aussi, on voit trés clairement 'effet de €, sur le potentiel de flux
zonal ; en effet, dans le cas ¢, = 0, ®zp est négligeable par rapport aux autres modes,
alors qu’il est comparable aux autres modes dans le cas €4 = 1.

Nous avons réalisé ces mémes simulations avec, cette fois, les électrons adiabatiques
[38]. On observe, dans ce cas, plus d'un ordre de grandeur entre ¢z et 'amplitude des
autres modes ; cette tendance semble confirmée dans [36], [65]. Ces résultats sont en accord
avec I'analyse donnée en début de chapitre.

Observons maintenant I’énergie présente dans les deux configurations montrées sur la

figure 8.2, o1 ¢4 = 0 et €5 = 1. L’énergie totale du systéme peut étre décomposée en
différentes contributions : I’énergie cinétique des ions, ’énergie cinétique des électrons et
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FIGURE 8.2 — Evolution temporelle du potentiel électrique total (en haut), du potentiel
moyenné en « et du potentiel moins le potentiel moyen (en bas) en fonction de 1 en
a = L—;‘ Les résultats de la simulation lancée avec les paramétres du tableau 8.1 et avec
€, = 0 sont présentés a gauche et les résultats de la simulation lancée avec les parametres
du tableau 8.1 et avec €5 = 1 sont présentés a droite.
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FIGURE 8.3 — Evolution temporelle de 'énergie les résultats de la simulation lancée avec
les parametres du tableau 8.1 et avec €, = 0 sont présentés a gauche et les résultats de
la simulation lancée avec les parametres du tableau 8.1 et avec €, = 1 sont présentés a
droite.

I'énergie potentielle du champ électrique. On définit ces différentes énergies par [36] [66] :

2 00 _
Eini = 2fr8k / / / ﬁEB/ZdE] Ydipdo (8.7)
0
2w oo _
Epine = 2fTQd / / feE?’/sz} vdibda (8.8)
0
2 1
Epot = %T /0 /0 [Caa(® — €4P)D + Cpoulire] dipder (8.9)

En toute rigueur nous devrions ajouter une énergie de dissipation due aux zones-tampons,
mais ces zones étant nulles pour les simulations étudiées, nous n’en tiendrons pas compte.
La figure 8.3 montre 1’évolution temporelle des fluctuations de I’énergie cinétique ionique
et électronique, de 1’énergie potentielle et de I’énergie totale du systéme, pour les deux
simulations présentées plus haut avec les parameétres du tableau 8.1 et avec ¢, = 0 (&
gauche) et €5 = 1 (& droite). On observe, premiérement, que 1'énergie totale du systéme
se conserve bien dans les deux cas; un calcul nous donne une erreur sur la conservation
inférieure a 0,01 %. Deuxiémement, on constate clairement dans les deux cas que les élec-
trons ceédent leur énergie cinétique au champ électrique dés le début de la simulation,
contrairement aux ions qui, eux, commencent a intervenir un peu plus tard. On rappelle
qu’avec les parameétres utilisés dans ces simulations ce sont les TEM qui dominent durant
la phase linéaire, ce qui explique bien I’évolution de I'énergie cinétique électronique. Dans
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le cas €, = 0, on observe la croissance exponentielle du potentiel puis, vers t = 3w T les
premiers effets non-linéaires apparaissent et les ions donnent, eux aussi, de ’énergie au
champ. Enfin, aprés cette phase de forts couplages non-linéaires, vers ¢t = 15wy ' on ob-
serve, dans la phase de saturation, que les énergies oscillent autour d’un niveau constant.
Ces oscillations pourraient s’expliquer par la rotation des particules dans les structures
radiales. Dans le cas €4 = 1, la situation est différente. En effet, une fois la phase linéaire
terminée, les ions prennent de I’énergie au potentiel et on observe une phase assez longue,
entre t = 4wy’ et t = 24w, ' ot 'énergie potentielle est presque constante et plus élevée
que sa valeur a t > 24w, . Des études plus poussées doivent étre menées pour expliquer
la différence de comportement entre €, = 0 et €5 = 1.

On a déja mentionné, en introduction a ce chapitre, que la caractérisation des bandes
de Jupiter pouvait se faire via I’étude du déchirement du champ de vitesse dans la direction
des écoulements zonaux. Tragons donc le déchirement radial du champ de vitesse créé par
®p pour les deux valeurs du parametre €,. Dans notre systéme, le déchirement est défini
par Biq) zr qui est tracé en fonction de ¢ sur la figure 8.4. Dans le cas €, = 1 pour lequel
les écoulements zonaux sont importants, on observe bien les deux bandes présentes sur la
figure 8.2. On remarque également que le déchirement de vitesse est environ 9 fois plus
¢levé dans le cas €4 = 1 que dans le cas ¢, = 0.

,,,64):1
—€p=0]]
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FIGURE 8.4 — Cisaillement du champ électrique moyenné en « et sur le temps (entre
t=10w," et t = 25wy ") en fonction de 1) pour les simulations lancées avec les paramétres
du tableau 8.1 ot €, = 1 (trait pointillé) et €, = 0 (trait plein).

Terminons cette comparaison par 'observation des différents profils de température.
La figure 8.5 représente le profil de température ionique en fonction de ¢ moyenné sur le
temps dans la phase de saturation de t = 10w, " a t = 20w; !, dans les deux cas e5 = 1
et €, = 0. Dans le cas ou les streamers dominent (e, = 0), on observe un gradient de
température plus faible que celui présent initialement. En revanche, dans le cas ou les
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CHAPITRE 8. ECOULEMENTS ZONAUX

écoulements zonaux sont dominants (e, = 1), on observe un gradient de température
plus fort qu’a t = Owy* entre ¥ ~ 0,3 et ¥ ~ 0,7. Dans ce cas, on remarque également
deux zones de part et d’autre du fort gradient ou la température présente deux plateaux
de faible gradient. Ces zones correspondent aux deux bandes ®;r que I'on peut voir sur
le potentiel (fig. 8.2). On obtient une situation identique pour le profil de température
électronique.

| I
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FIGURE 8.5 — Profils de température ionique moyennée en « et sur le temps (entre t =
10w, et t = 20wy ') en fonction de 1 pour les simulations lancées avec les paramétres
du tableau 8.1 ol €5 = 1 (trait en pointillé rouge) et €, = 0 (trait plein rouge). Le profil
de température des deux populations & I'instant initial est tracé en pointillé noir.

8.3 Formation des écoulements zonaux

Observons plus en détail la formation de ces écoulements zonaux. La figure 8.6 montre
les cartes (1,a) du potentiel électrique & trois instants de la simulation précédemment
observée avec les parameétres du tableau 8.1, et €, = 1. At = 15w, ! on observe, comme
dans le cas €5 = 0, la formation des structures radiales issues de I'instabilité TEM. A ¢ =
2,8wy ! correspondant & la fin de la phase linéaire, on voit que ces streamers commencent
a se briser au centre de la boite en rayon. Enfin, 4 t = 5w; ', on observe deux "bandes" de
potentiel, une positive (en rouge) et une négative (en bleue), qui contiennent des streamers
plus petits qu’initialement. C’est cette brisure de symétrie par rapport a ¢ = 0,5 qui
semble étre a 'origine de la formation des écoulements zonaux.

Voyons la forme du champ de vitesse électrique pour les deux simulations introduites
précédemment avec €, = 0 et €5 = 1. La figure 8.7 montre ce champ en fonction de « et
at=15wy" (phase linéaire) pour €y = 1. On peut observer des vortex allongés dans la
direction radiale, appelés "streamers" que I'on a déja observés dans le chapitre précédent.
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FIGURE 8.6 — Carte (¢,a) du potentiel électrique donnée par TERESA avec les parameétres
du tableau 8.1 ot ¢, = 1, &t = 1.5w," (en haut), t = 2.8w, " (au milieu) et t = 5w’
(en bas). Sur la figure du milieu, on a représenté la droite ¢ = 0,5 et les deux fléches

montrent deux structures asymétriques par rapport a ¢ = 0,5.
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CHAPITRE 8. ECOULEMENTS ZONAUX

En présence de ces structures, on remarque un écoulement reliant les deux bords de la
boite de simulation. D’une structure a l'autre, on observe également un sens de rotation
différent résultant du signe de la variation du potentiel électrique selon «. La figure 8.7
montre dix structures, rapporté sur toute la taille de la boite, nous obtenons donc bien a
peu prés n = 15 qui est le mode le plus instable. Pour le méme instant, on retrouve un
champ trés similaire dans le cas €5 = 0. Ceci est en accord avec ce que nous avons déja
observé, a savoir que la croissance de ¢z est un effet non-linéaire qui est donc négligeable
dans la phase linéaire.

La figure 8.8 montre le champ de vitesse pour les deux simulations & ¢ = 20w !
lorsque les deux écoulements zonaux sont bien établis dans le cas e, = 1 (voir fig 8.2).
Dans le cas €, = 0, on observe toujours des streamers reliant les deux bords de la boite
avec cette fois-ci un mode n ~ 5 qui semble étre dominant dans la phase de saturation. Par
contre, dans le cas €, = 1 la situation est trés différente ; en effet, on voit clairement que
les structures radiales ont disparu laissant place & des écoulements perpendiculaires a la
direction radiale allant dans des directions opposées. Sur la figure 8.8 on observe également
la présence de vortex entre deux écoulements se déplacant dans des directions opposées.
Ici encore le systéme ressemble a Jupiter, ces vortex représentant les célébres taches entre
deux bandes de I’atmosphere de la planete. Finalement, dans le cas €, = 1 les structures
générées lors de la saturation ne relient plus les deux bords dans la direction radiale. Nous
étudierons plus en détail les flux de chaleur et de particules dans le prochain chapitre,
mais on peut déja imaginer que la forme de cet écoulement va diminuer le transport vers
les parois.
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FIGURE 8.7 — Carte du champ de vitesse F x B dans la phase linéaire en fonction de
et a pour la simulation avec les parameétres du tableau 8.1 et ¢, = 1,8t =1,5 wyt. Ici on
ne trace qu’une partie de la boite en angle de a« = 0 a a = 2.
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CHAPITRE 8. ECOULEMENTS ZONAUX

Une observation plus précise de la transition entre streamers et écoulements zonaux
montre que les streamers basculent dans la direction « puis se brisent. Ce comportement
se retrouve pour les instabilités de type Kelvin-Helmoltz qui semblent étre responsables
de la formation des écoulements zonaux [67]. En effet, les instabilités de type interchange
(TIM, TEM) ameénent le systéme dans une configuration telle qu'une seconde instabilité
de type Kelvin-Helmoltz peut se déclencher et saturer le systéme, le cas €, = 1 favorisant
I’apparition de cette seconde instabilité.

Pour aller plus loin, nous pourrions reprendre le systéme linéaire en incluant la possi-
bilité d’avoir un potentiel électrique initial. Ensuite, il faudrait inclure le potentiel obtenu
a la fin de la phase linéaire comme nouvelle condition initiale de notre modéle, on ob-
tiendrait alors des informations sur la phase linéaire de la seconde instabilité (taux de
croissance, mode radial le plus instable).

8.4 Influence du paramétre 9,

Terminons cette partie par I’étude du parameétre 9, sur les écoulements zonaux. Nous
avons choisi de regarder l'influence de ce paramétre car d’aprés la relation 8.6 il semble
jouer un role important sur le cisaillement de 1’écoulement.

Pour cette étude, nous avons réalisé des simulations avec les parameétres donnés dans
le tableau 8.1, €, = 1 et les mémes zones-tampons utilisées dans la partie 7.3, c’est-a-dire
avec un profil de température et un coefficient de diffusion :

T

Dy(¢) = Dy (1 — tanh (‘b ; %) + tanh (M)) (8.10D)

D LD

T,(¢) = Ty, + %T (1 + Ly {log(cosh (1/’ Z %)) — log(cosh (w — (LL’ﬁT_ Wl)))D
(8.10a)

avec Ly = 0,025, ¥, = 0,1, Dy = 0,2, Lp = 0,005 et ¥y = 0,025. Pour ces simulations,

nous avons pris différentes valeurs de largeur banane ionique sans toucher aux valeurs
¢lectroniques : d,; = [0,1 0,06 0,04 0,02]. Pour caractériser les écoulements zonaux, nous
allons ici encore observer le cisaillement radial de la vitesse 6’;@ zr. D’aprés I'expression
des écoulement zonaux, introduite plus haut (éq. 8.6), on peut estimer le cisaillement
radial de vitesse, pour €4 = 1, avec I'expression :

(0n;), — (0ne),, (0n;),, — (0ne),,
Chork? (522 + 7513,@) no  Chol ((513Z + 7(5576) no

On s’attend, ainsi, a ce que I'intensité du cisaillement radial de vitesse augmente quand la
quantité (552 + 7'55’6) diminue. La figure 8.9 montre le cisaillement de la vitesse en fonction
du rayon pour les différentes valeurs de 4, ;. Comme attendu, on constate bien que, plus
la largeur banane est faible, plus le cisaillement est grand. On peut remarquer que les

Pyp ~ K (8.11)
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8.4. INFLUENCE DU PARAMETRE §3

zones-tampons ont bien joué leur role sur les bords. En effet, contrairement a la figure
8.4, le cisaillement est nul aux bords. D’aprés la figure 8.9, il est également important
de noter que la diminution de ¢, entraine une augmentation du nombre d’écoulements
zonaux. Cette tendance se voit trés bien sur la figure 8.10 ot 'on a tracé le potentiel en
fonction du temps et de 1 en a = 7 pour d; = 0,04 et §,; = 0,01.

On peut expliquer cette dépendance du nombre d’écoulements zonaux avec le mode
radial k£ en reprenant I'équation 8.6 et en supposant que le niveau de saturation de ces
écoulements change peu en fonction de d,; (I'observation des simulations justifie cette
hypothese). Ainsi, le terme (63, + 70;,) k? doit étre constant. Pour la simulation présen-
tée sur la figure 8.2, on observe deux écoulements donc k& = 27. Pour que la quantité
(5@. + 7'5,376) k? reste constante, on doit donc avoir k = 47 lorsque I'on divise les largeurs
banane par 2 et k = 87 lorsque 'on divise les largeurs banane par 4. On a relancé les
deux simulations avec €4 = 1, les parameétres du tableau 8.1, mais avec des largeurs ba-
nane telles que la quantité (531 + 75576) soit deux fois et quatre fois plus faible qu’avec les
largeurs bananes données dans le tableau 8.1. On observe bien, comme attendu k = 47
et k = 8.

La largeur banane ionique a également cet effet sur le nombre de structures angulaires
lorsque les électrons sont adiabatiques [65].

L’analyse linéaire de la seconde instabilité de type Kelvin-Helmoltz, introduite plus
tot, pourrait également prédire le mode radial le plus instable en fonction de la valeur de
Op.i-

— 55, =01 _
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FIGURE 8.9 — Cisaillement du champ électrique dans le cas de simulations réalisées avec
les parameétres du tableau 8.1 pour différentes valeurs de d; (6,; = [0,1 0,06 0,04 0,02]),
€p = 1 et les zones-tampons données en 8.10.
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t (wyh)
t (wyh)

-0.2
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FIGURE 8.10 — Evolution temporelle du potentiel moyenné en o (®zF) en fonction de ¢
pour des simulations réalisées avec les parameétres du tableau 8.1, §,; = 0,04 (a gauche),
O = 0,01 (& droite) et des profils donnés en 8.10.

Nous avons vu dans ce chapitre I'importance du parameétre €4 sur l'apparition des
écoulements zonaux, ainsi que I'influence de la longueur banane sur l'intensité et le nombre
de ces écoulements. Dans le chapitre suivant, nous allons nous intéresser aux conséquences
des écoulements sur le transport de chaleur et de particules.
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Chapitre 9

Transport de chaleur et de particules

Sommaire
9.1 Définition . . . . . . . i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 134
9.2 Flux de chaleur dans une instabilité TIM ... .. ... .. .. 136

9.3 Flux de chaleur en présence d’ions et d’électrons cinétiques . 138

9.4 Influence du paramétre 7 sur lesflux. .. ... ... ... ... 141

Nous venons de voir que les écoulements zonaux pouvaient isoler certaines zones
du plasma des bords du tokamak, contrairement aux streamers qui, eux, favorisent la
connexion vers les parois. Il est donc probable que les écoulements zonaux vont réduire
fortement le transport radial de chaleur et de particules. Nous allons ainsi étudier les flux
de chaleur et de particules présents dans nos simulations. Une des avancées du modéle
décrit dans ce travail avec les électrons cinétiques est la possibilité d’étudier également le
transport de particules. En effet, comme nous le verrons, lorsque que les électrons sont
adiabatiques, le transport de particules est impossible.

Dans ce chapitre, nous allons d’abord définir la fagon dont les flux sont calculés a
partir des équations de notre modele.

Nous étudierons, dans un premier temps, le transport de chaleur, avec uniquement les
ions piégés décrits de maniére cinétique et les électrons adiabatiques, dans des configura-
tions présentant ou non des écoulements zonaux dominants.

Nous étudierons par la suite le transport de chaleur avec les ions piégés et les électrons
piégés décrits de maniére cinétique pour les cas €, = 1 et €5 = 0. Et nous verrons l'intérét
de décrire les électrons de facon cinétique pour ’étude du transport de particules.

Enfin, nous observerons l'influence du paramétre % sur le transport.
k2
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CHAPITRE 9. TRANSPORT DE CHALEUR ET DE PARTICULES

9.1 Définition

Avant de regarder les flux présents dans les simulations, nous allons définir leur expres-
sion dans notre modéle et montrer I'importance des zones-tampons pour bien les décrire.

Reprenons les équations de la partie conservation des moments 6.4 et développons les.
Nous définissons la pression de centre-banane a partir de 6.8 :

3 2fr [ = 4
“h.="2 JES2AE. 1
2" ﬁ/o I O

Ainsi I’'équation d’évolution de la densité 6.5 s’écrit :

6nbs 2fT & = 1 3Qd8Pbs
s 2T WO f | BV2dE + /522 = 2
ot v ), Ead "t 97, Doy " (9:2)

ol ny, 5 est la densité de centre-banane de l'espéce s, définie par ny, ; = 2 fo fSEl/QdE

Intégrons la sur la variable angulaire . Etant donné l'égalité! f02 [ HosP, fs} da =

% <ﬂ’§3& fs> , la densité moyenne peut s’écrire sous la forme :
«

0 <nb,5>a o 2fr [ (Fos® ) 1/2 _

rank —aw 7 ) < o s>a E/“dE =0 (9.7)
8 <’I”Lb7s>a 8F5 .

5t 5 = 0 (9.8)

ou ['y est le flux de densité de 'espéce s qui s’écrit donc :
2 s
r,= -2t / / j HI0®) 7 pr2g g (9.9)

Nous pouvons maintenant décrire I’évolution de la pression moyenne en « (P, ), en
multipliant ’équation de Vlasov par Ef, puis en 'intégrant sur la variable d’énergie et la
variable .. On obtient alors :

1. En utilisant l'intégration par partie on a :

/0 " | Fo0s®. S| da = /0 N (a(/gffq)) ‘3{; - a({;@) %if) do 23
) /Ozﬂ (8(“5‘;5 ) 0, fseﬂé{gs ))da_ {;SWKTF (9.4)
0 (0 fos )
_ /O aw( /gz fé) (9.5)
- (AL (9.6
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0 (Pys) 0Q
e =0 9.10
ot o (9.10)
ou (), est le flux de chaleur de I'espéce s qui est défini par :
2
Qs = 2/ / / /05 L 07 £ B32dEdo (9.11)

Nous avons déja vu dans la partie 6.4 que I’équation conservait les moments, en par-
ticulier la densité et la pression. En intégrant les équations 9.9 et 9.10 sur la variable
radiale, on obtient les relations :

1
%Qsdw _ 0
Olaf‘i - (9.12)
o O

Les conditions de simulation imposent un flux nul aux bords dans la direction radiale et,
au vu des relations 9.12, notre systéme ne peut développer aucun flux global radial.

Comme vu plus tot (partie 5.4) nous pouvons mettre des zones-tampons aux extrémités
radiales de notre boite de simulation pour empécher des instabilités numériques de se
développer. Ces zones-tampons nous permettent également d’étudier les flux présents
dans notre systéme. En effet, en les prenant en compte dans les équations précédentes, on
obtient :

a S S S
(Nbs) N O(ls+Tpys) _ 0
ot o
(9.13)
0 <Pb,8>a 0 (Qs + QD,S) — 0
ot o
ouI'p et Qps sont les flux diffusifs de densité et de chaleur de 'espéce s liés aux zones-
tampons :
2 9 (1,5
pa— 201 / / D afsEl/ngd D(@z))% (9.14)
C2fr [T 0 (P,s
= T / / D afs 50 " D(w)% (9.15)

Ainsi, aux bords de notre domaine, les ﬂux de chaleur et de particules sont convertis
en flux diffusifs dans les zones-tampons.

Pour finir, définissons une quantité intéressante pour la suite : le flux de chaleur
conduit, noté ¢. Il est défini comme la différence entre le flux total de chaleur et le
flux convectif de chaleur (dt au transport des particules); on a donc :

- Q, T, (9.16)
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9.2 Flux de chaleur dans une instabilité TIM

Nous allons étudier dans un premier temps les flux de particules et de chaleur présents
dans les simulations, pour les cas €5 = 0 et €, = 1, et ol seuls les ions sont cinétiques.
Pour cela nous prenons les paramétres du tableau 9.1 identiques a la partie vérification
des TIM (partie 6.1) et nous ajoutons des zones-tampons ayant la méme forme que ceux
utilisés a la fin du chapitre précédent, a savoir des profils de température de la forme 8.10a
et un coefficient de diffusion de la forme 8.10.

Bn;. KT, 5b i Pe,i C(pol Cad Qd Teqi,e sz Na NE €p K S0

)

0,0 025 01 003 01 0,1 1 1 129 257 96 0 0 O

TABLE 9.1 — Paramétres principaux utilisés pour I’étude des flux dans le cas d’une instabi-
lité TIM, avec des électrons adiabatiques. Ces paramétres sont identiques a la comparaison
avec le modéle linéaire dans le cas a deux populations ioniques cinétiques identiques avec
des électrons adiabatiques.

Dans un modéle de plasma décrivant une espéce de fagon cinétique avec un fond
neutralisant adiabatique, il ne peut pas y avoir de flux de particules. Pour montrer ce
résultat nous allons faire I’hypothése #y¢ ~ ¢. Ainsi on peut écrire le flux de particules
sous la forme I'y ~ (nb,SVEW)a. Cette hypothése va nous permettre de simplifier les calculs
de la démonstration mais, comme nous le verrons, le résultat général reste valable. Posons
les expressions du potentiel et de la densité des particules cinétiques sous la forme ¢ =
S G (1)ei Mot ety = 57 A ()X TR ot of et @7, sont des phases quelconques
et an(@b), 1, (1) des quantités réelles. Ainsi le flux de particules s’écrit :

2
r, ~ / S 3 ()i (et D) T (9.17)
S i () () ) (9.18)
N ind ()it (1) Fh ) (9.19)

n

Il est alors clair que si la densité est en phase avec le potentiel, alors I'y = 0 : le flux de
particules est impossible. Or, lorsque notre systéme décrit une particule cinétique avec
un fond adiabatique, nous avons une relation de dispersion du type Z—O = % . les deux
quantités sont donc en phase. D’ou ¢, = Q).

A présent, regardons en détail le comportement des flux dans nos simulations. Tout
d’abord nous avons vérifié la conservation des flux énoncée plus haut (éq. 9.13). Ainsi I'in-
tégrale sur le rayon de la quantité (Qs + Qp ) ne dépasse pas 1072 dans les simulations.
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La figure 9.1 montre I’évolution temporelle des flux de chaleur (en rouge) et de par-
ticules (en bleu) dans les cas €5 = 0 (traits pleins) et e, = 1 (traits pointillés). Comme
attendu, les flux de particules sont nuls : on trouve une valeur moyenne de l'ordre de
10~7. Pour ce qui est des flux de chaleur, on constate une grande différence d’amplitude
moyenne entre les deux situations : dans le cas €, = 0 (ou les streamers sont dominants)
on mesure un flux moyen sur la saturation de —4.107*, alors que dans le cas €5 = 1 le flux
est un ordre de grandeur plus faible soit —4.107°. Les écoulements zonaux diminuent donc
de facon significative le transport de chaleur. Les valeurs négatives des flux s’expliquent
par le choix de la variable ¢, opposée a la variable radiale r. Ici, une valeur négative de
flux correspond donc a un flux de chaleur du centre (températures plus élevées) vers les
parois (températures plus faibles).
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FIGURE 9.1 — Evolution temporelle des flux de chaleur (courbes rouges) et des flux de
particules (courbes bleues) moyennée en ¢ et o pour les simulations réalisées avec les
paramétres du tableau 9.1, avec €, = 0 (traits pleins) et e, = 1 (traits pointillés).

La figure 9.2 montre le comportement radial des flux moyennés sur la phase de sa-
turation. Ici encore, on peut voir la différence d’amplitude du flux en présence, ou non,
d’écoulements zonaux. Sur cette figure, nous avons également tracé le flux diffusif dans
les zones-tampons (en rouge) pour le cas €, = 0, on observe alors nettement la conversion
de flux turbulent en flux diffusif dans la zone-tampon.
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FIGURE 9.2 — Profil radial du flux diffusif ionique généré par les zones-tampons (courbe
rouge) et des flux de chaleur ioniques (courbes bleues), moyennés en « et sur la phase de
saturation pour les simulations réalisées avec les paramétres du tableau 9.1, avec €, = 0
(traits pleins) et €, = 1 (traits pointillés).

9.3 Flux de chaleur en présence d’ions et d’électrons
cinétiques

Etudions maintenant le flux de chaleur et de particules en présence d’ions et d’élec-
trons cinétiques. Les simulations présentées dans cette partie sont similaires aux deux
simulations principales avec €5 = 1 et €5 = 0 de la partie 8.2 (les paramétres sont rappelés
dans le tableau 9.2). Comme nous venons de le mentionner, il est indispensable d’ajouter
des zones-tampons pour étudier le transport, ainsi nous ajoutons aux deux simulations des
zones-tampons identiques a celles présentées précédemment. Contrairement a la situation
précédente, la relaxation de contrainte adiabatique des électrons permet un déphasage
entre les densités et le potentiel électrique : un flux de particules peut alors se développer
dans ces simulations.

/{ni,e /{Ti,e 6b,i 5b,e Pe,i Pc,e Cpol C’ad Qd Teqi,e Nw Na NE €p R S

0,0 02 0,1 001 003 001 01 01 1 1 257 257 96 0/1 0 O

TABLE 9.2 — Paramétres principaux utilisés pour I’étude des flux en présence de TIM et
de TEM.

La figure 9.3 montre le flux radial de particules ioniques et électroniques moyenné
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en temps sur la phase de saturation pour les deux situations ¢, = 0 et €, = 1. Pre-
miérement, on constate bien la présence d’un flux de particules non nul. Deuxiémement,
on observe qu’en présence d’écoulements zonaux, les flux de particules sont négligeables
comparativement au cas ot les streamers sont dominants (e5 = 0).
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FIGURE 9.3 — Profils radiaux des flux de particules électroniques (courbes bleues) et
ioniques (courbes rouges), moyennés en « et en temps sur la phase de saturation pour
les simulations réalisées avec les parameétres du tableau 9.2, avec €, = 0 (traits pleins) et
€5 = 1 (traits pointillés).

La figure 9.4 montre I'évolution temporelle des flux de chaleur conduits, ionique et
¢lectronique, dans les cas €, = 0 et €, = 1. Cette fois encore, on voit clairement que
les écoulements zonaux diminuent les flux de chaleur. La figure 9.5, présentant les flux
conduits moyens en fonction de v, confirme également cette situation. On observe des flux
radiaux de l'ordre de ¢, = —6.10* pour les deux espéces, dans le cas oil les streamers
dominent et de l'ordre de ¢, = —5.107%, dans le cas o les écoulements zonaux dominent.

Nous avons vu au chapitre précédent que la diminution du paramétre 9, augmente
le nombre d’écoulement zonaux. Il est important de noter ici qu’on a pu voir sur les
simulations que plus le nombre d’écoulements était élevé, plus le transport conduit de
chaleur était réduit.
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FIGURE 9.4 — Evolution temporelle des flux de chaleur conduits électroniques (courbes
bleues) et ioniques (courbes rouges) moyennés en ¥ et o pour les simulations réalisées
avec les parameétres du tableau 9.1, avec €, = 0 (traits pleins) et €, = 1 (traits pointillés).
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FIGURE 9.5 — Profils radiaux des flux de chaleur électroniques (courbes bleues) et ioniques
(courbes rouges), moyennées en « et sur la phase de saturation pour les simulations

réalisées avec les paramétres du tableau 9.2, avec €, = 0 (traits pleins) et e, = 1 (traits
pointillés).
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9.4 Influence du parameétre 7 sur les flux

Finalement, nous avons réalisé une étude du comportement du flux de chaleur conduit
en fonction du rapport de la température ionique sur la température électronique 7.
L’étude de ce paramétre est assez importante. En effet, dans des expériences comme
celles menées dans le Tokamak ASDEX Upgrade [68], le chauffage des électrons conduit a
des décharges avec des électrons chauds découplés des ions froids. Le role du paramétre 7
sur la saturation de la turbulence par les écoulements zonaux fait encore débat. Certains
travaux semblent indiquer que ces écoulements ont un faible role dans la saturation alors
que dans les références [28] et [69], leur influence dépend sensiblement des gradients de
température et du paramétre 7.

Comme on 'a vu dans la partie 8.1, le potentiel des flux zonaux peut s’écrire :

(0n;),, — (0ne),,
Cadng(l — €¢) -+ nOC’pole((Sii + T5§’e)

®yp ~ (9.20)

le paramétre 7 peut avoir une influence sur le déphasage entre (dn;), et (dn.),, sur leur
amplitude, et avoir un effet important sur 'intensité des écoulements zonaux. Ici, nous
présentons (ﬁg 9.6) le résultat de 7 simulations obtenues avec les paramétres du tableau
92,6, =letl=2=[1 15 2 25 3 35 4] La figure 9.6 montre le flux conduit

pour ces snnulatlons On observe que le flux présente un minimum pour = L. — 3. Pour ce
parameétre les écoulements zonaux ne semblent plus jouer leur role dans la diminution du
transport : la valeur du flux est de ’ordre de celle obtenue pour une situation ot les strea-
mers dominent (fig. 9.4 et fig. 9.5). La présence d’un maximum sur le flux en fonction de
7 est en accord avec les résultats obtenus dans [28] avec le code GEM simulant également
les ions et les électrons de facon cinétique mais dans une configuration de type tube de
flux [34]. On peut noter qu’a partir de % > 2 les TIM sont plus instables que les TEM,
comme attendu par le modéle linéaire. '

On peut relier le flux de chaleur conduit a la conductivité thermique y, de 1'espéce s
en utilisant la loi de Fourier :
qs = _nsXsawTs (921)

Calculons la conductivité thermique électronique x., dans le but de comparer les résultats

de la figure 9.6 avec les résultats obtenus avec le code GEM dans la référence [28|. Pour

cela, on doit diviser ¢, par 9yT. ~ 0,25 et par ’)“—‘T/“”

, ou Vi, = ,/% est la vitesse
thermique et Ly, = H— est la longueur de gradient de température électronique. On obtient

un ordre de grandeur de 18 % pour x.. Cet ordre de grandeur est bien comparable a
celui observé figure 14 de la référence [28].

Pour compléter cette étude, on a représenté sur la figure 9.7 le potentiel électrique
®,p en fonction de ¢ et du temps, en @ = 7 (centre de la boite) pour la situation
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FIGURE 9.6 — Flux de chaleur conduit électronique, moyenné en v et «, en fonction du
parameétre %, pour des simulations réalisées avec les parametres du tableau 9.2 et €, = 1.

T, = 37T;. Nous observons au début de la phase de saturation 'apparition d’écoulements
zonaux, puis leur amortissement. La disparition des écoulements zonaux donnant lieu a
une situation ou les streamers sont dominants explique bien I'augmentation du flux de
chaleur conduit pour 7, = 37;.

Ce phénomeéne d’amortissement peut étre plus ou moins important en fonction de %
K2

T.
T,

stables dans le temps, alors que, pour % > 2, les écoulements zonaux semblent entrer en
compétition avec un autre phénomeéne uni conduit a leur amortissement plus ou moins
rapide. Une étude plus poussée doit étre réalisée pour comprendre les phénoménes res-
ponsables de cet amortissement. Néanmoins, pour avancer dans la compréhension de ce
phénoméne, on peut regarder I'allure des densités de chaque espéce dans le cas T, = 3T;.

En effet, pour des valeurs faibles de on constate la formation d’écoulements zonaux

On peut voir, sur la figure 9.8, ’évolution temporelle de la densité ionique (en rouge) et
électronique (en bleu) en ¢ = 0,15 (trait noir de la figure 9.7). Avec les parameétres utilisés
pour cette simulation, les TIM sont dominants : on le voit bien sur la figure 9.8 ot la densité
ionique présente une plus grande amplitude que la densité électronique pour ¢ < 5wy ™.
En utilisant la formule 9.20, I'écart entre les deux densités, pour 3w V<t <15 Wy !
explique bien la présence des écoulements zonaux. Ensuite, le niveau de la densité ionique
rejoint celui de la densité électronique, d’otui la disparition de ces écoulements. C’est cette
évolution du niveau de la densité ionique, aprés apparition des écoulements zonaux, qui
reste a expliquer. On observe finalement que lorsque les densités se rejoignent, la densité
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FIGURE 9.7 — Evolution temporelle du potentiel électrique en fonction de 1 et du temps
pour des simulations réalisées avec les parametres du tableau 9.2, ¢, = 1 et T, = 37T;.
Le trait noir en ¢ = 0,15 symbolise I’endroit oti nous observerons les densités a la figure
suivante.

électronique se met a osciller avec une fréquence réguliére correspondant aux structures
périodiques que I'on observe sur la figure 9.7 pour ¢ < 30w .
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FIGURE 9.8 — Evolution temporelle de la densité électronique (en bleu) et de la densité
ionique (en rouge) en ¥ = 0,15 pour des simulations réalisées, avec les paramétres du
tableau 9.2, ¢, = 1 et T, = 37T;.

Pour résumer, dans cette partie nous avons vu que le code TERESA-4D permet main-
tenant d’étudier le transport de particules, contrairement a la précédente version ou seuls
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les ions étaient décrits de maniére cinétique. On a pu voir I'importance des écoulements
zonaux dans la réduction du transport. Nous avons également observé que le paramétre %

1
avait une influence sur I'amortissement des écoulements zonaux et donc sur le transport.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons mis au point un modeéle gyro-cinétique électrostatique
simplifié décrivant de fagon cinétique les ions et les électrons piégés. Comparé aux mo-
deles gyro-cinétiques classiques, la simplification du modéle a été apportée par la moyenne
des équations sur le mouvement de rebond des particules piégées, ce qui nous a permis
de réduire la dimension du probléme a 4D, alors qu’il était initialement & 5D. De plus,
I'utilisation des variables d’angle et d’action nous a permis de transformer 2 des 4 opéra-
teurs différentiels de ’équation de Vlasov. Les variables d’énergie E et de paramétre de
piégeage k apparaissent ainsi sous la forme de paramétres, permettant d’écrire f sous la
forme fg . (¥,0.t).

L’analyse linéaire de ce modele permet de déterminer les seuils de déclenchement des
instabilités TIM et TEM en fonction des différents paramétres du probléme. Ces seuils
et les taux de croissance des instabilités ont été retrouvés a 'aide du code non-linéaire
TERESA-4D résolvant le modeéle complet. Nous avons observé que dans la plupart des
cas, et notamment avec 7 = 1, les modes électroniques sont plus instables que les modes
ioniques, contrairement aux résultats observés dans les modéles gyro-cinétiques complets.
Cette différence s’explique par le fait que, dans notre modéle, nous ne décrivons pas les
particules passantes, et donc les instabilités qui leurs sont associées, notamment les ITG
et les ETG.

A T'aide du code TERESA-4D, on a pu observer quelques propriétés de la turbulence
issue de l'interaction entre les TIM et les TEM. La turbulence 2D générée par ce modéle
présente un spectre énergétique conforme a ce qu’on attend pour une turbulence fluide 2D.
L’observation des structures spatiales développées par la turbulence TEM /TIM a montré
I’apparition d’écoulements zonaux & un méme niveau que les streamers alors que, dans le
cas ot seuls les ions sont décrits de maniére cinétique, ces écoulements dominent clairement
la turbulence TIM. Il a été observé que les écoulement zonaux réduisent considérablement
le transport ionique et électronique. Il a aussi été montré que le rapport de température

L — 7 a un role important sur le transport et sur 'organisation des structures spatiales

gee la turbulence TIM/TEM. En effet, en fonction de 7, on observe la possibilité ou non
d’amortir les écoulements zonaux et ainsi d’augmenter ou de diminuer le transport.

Le code TERESA-4D ne permet pas la description cinétique des particules passantes.
Cependant, les études réalisées dans ce travail montrent qu’il peut décrire certains phéno-
meénes importants de la turbulence des plasmas magnétisés. De plus, le grand avantage de

ce code est son treés faible cotit numérique par rapport aux codes globaux gyro-cinétiques
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5D. En effet, I'introduction des électrons a été peu cotiteuse en termes numériques. Comme
les TEM et les TIM ont une fréquence voisine de wy, la résolution temporelle n’a pas eu
a étre affinée. En revanche, les TEM sont instables sur une plus large gamme de modes n
que les TIM, ce qui nous oblige & affiner légérement la grille spatiale dans la direction a.

Sans modification de la version actuelle de TERESA, plusieurs travaux peuvent étre
réalisés pour compléter I’étude présentée ici. Les mécanismes de formation des écoulements
zonaux sont encore mal compris. Un modéle linéaire sur la formation de l'instabilité
Kelvin-Helmoltz pourrait permettre une meilleure compréhension de ce phénomeéne. De
plus, le role du parameétre 7 sur 'amortissement des écoulements zonaux reste inexpliqué,
méme si cet amortissement semble lié au fait que les fluctuations électroniques et ioniques
atteignent petit a petit le méme niveau au cours de cet amortissement.

Dans ce travail, nous avons étudié uniquement 'impact du rapport de température,
mais les profils ont toujours été pris identiques xr; = rr.. Cependant, dans les expé-
riences réalisées avec un chauffage des électrons, on peut avoir des profils de température
¢lectroniques différents des profils ioniques : kr; # k7 [68]. Il serait donc pertinent de
faire une étude allant dans ce sens, le code TERESA-4D étant actuellement parfaitement
capable de travailler avec kr; # K.

On peut réaliser également une étude systématique avec des gradients de densité ini-
tiaux non nuls (k, # 0), pouvant avoir un role non négligeable sur le transport de parti-
cules.

Dans ce travail nous nous sommes fixés une valeur du parameétre de piégeage . Pour
exploiter pleinement notre modéle 4D, nous pouvons donc aller plus loin en utilisant plu-
sieurs valeurs de parameétre de piégeage. La prise en compte d’un cisaillement magnétique
non nul va non seulement permettre de décrire une configuration plus réaliste, mais va
aussi avoir un impact important sur le fréquence de précession en fonction du paramétre
de piégeage k (éq. 1.68).

On peut également aller plus loin en incluant une troisiéme espéce cinétique. Par
exemple, il serait trés intéressant d’inclure une population d’ions lourds peu denses et
d’étudier leur transport dans la turbulence générée par les particules piégées (modélisation
des impuretés).

Le forgage par le gradient thermique, utilisé ici, peut étre remplacé par le forcage par
le flux, qui est une condition plus réaliste et permet a la turbulence de se développer avec
moins de contraintes. Cependant, cette méthode n’est pas encore au point dans la version
TERESA-4D avec au moins deux espéces cinétiques, et nécessite une légére adaptation.
Elle oblige a considérer le probléme des sources et des puits de particules dans le systéme.

Une modification importante & apporter 8 TERESA pour améliorer la description du
plasma, est de prendre en compte la dépendance radiale des quantités avec lesquelles nous
travaillons, comme la fréquence de précession, les rayons de Larmor, les largeurs banane
ou le facteur de sécurité.

Finalement, on peut envisager également d’inclure une réponse des particules passantes
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a l'aide d’'un modeéle "i¢" pour une meilleure description des ITG sans augmenter les
ressources numériques utiles a la résolution du modéle.

En plus de la description de la turbulence TIM /TEM, ce travail s’inscrit dans le projet
visant a inclure une réponse plus précise des électrons dans le code global électrostatique
GYSELA-5D. En effet, actuellement, ce code décrit les ions piégés et passants de ma-
niére cinétique avec des électrons adiabatiques et permet d’étudier la turbulence ionique
induite par les instabilités de type ITG et TIM. L’ajout dans GYSELA-5D d’une seconde
population cinétique pour décrire les électrons piégés et passants demande trop de res-
sources numériques. Il est donc envisageable d’écrire une version hybride de GYSELA-5D
avec une description cinétique des ions (piégés et passants) et d’y inclure dans un premier
temps uniquement les électrons piégés cinétiques de maniére identique & TERESA-4D.
L’avantage de cette procédure est la possibilité de décrire la turbulence ITG/TIM/TEM
et le transport de matiére associé sans surcoiit numeérique (ou trés peu) par rapport a la
version actuelle de GYSELA.
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Annexe A

Expression du champ magnétique

A.1 Représentation de flux

Cette annexe est consacrée & l’écriture de ’expression d’'un champ magnétique de
forme toroidale. Nous définirons les flux magnétiques associés & ce champ. Finalement,
nous montrerons que les flux ne dépendent que d’une variable radiale. Les démonstrations
développées dans cette annexe suivent en grande partie celles développées dans la référence
[39].

L’utilisation d’un systéme de coordonnées composé d’une variable radiale et de deux
variables angulaires, a l'instar des coordonnées toroidales, est bien adaptée a I’étude du
champ magnétique généré dans les Tokamaks. En effet, comme on ’a vu dans I'introduc-
tion, la configuration magnétique de type tokamak est essentiellement de forme toroidale.
Avec x,y,z les coordonnées cartésiennes classiques, on choisit p(z,y,z) la coordonnée ra-
diale généralisée et n(x,y,z), {(z,y,2) les coordonnées angulaires généralisées du systéme
de coordonnées curvilignes telles que la base associée a ce systéme (Vp,Vn,VE) soit
directe, i.e. que le jacobien de la transformation soit positif ¢ = Vp.Vn x V& > 0.

Ecrivons le potentiel vecteur :

A=AVp+ A, Vn+ A VE (A1)

Sans perte de généralité, on peut introduire la fonction G(p,n.£) = [* A,(p',n.€)dp’ ; ainsi,
le potentiel vecteur s’écrit?® :

A =VG+orVn— 6pVE (A.2)
ou 'on a défini ¢ = < n— —77> et op = (% — A5>. D’aprés la définition du champ
magnétique B =V x A, on a alors :?2

B=V¢r x Vnp—Vop x VE (A.3)

L. Eneffet : VG = §EVp+ G5V + GZVE et 55 = A,
2. En utilisant les 1dent1tes vectorielles : V X (fA) fVA+AVfet VXV f=0ouf est un scalaire
et A un vecteur.
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FIGURE A.1 — Représentation des différentes surfaces d’intégration sur lesquelles sont
calculés les champs.

Cette formulation est connue sous le nom de représentation de flux du champ magnétique.
Il est & noter que cette expression du champ est trés générale ; c¢’est-a-dire qu’elle est valide
méme lorsque que le champ ne présente pas de surfaces magnétiques.

A.2 Définition des flux magnétiques et représentation
de Clebsh-Euler

La variable p est choisie de telle sorte que si la configuration magnétique présente des
surfaces magnétiques, alors ces surfaces sont repérées par p = C'* (p est un label des
surfaces magnétiques, voir figure A.1). On a donc :

B.Vp=0. (A.4)
On peut définir le flux du champ magnétique a travers deux surfaces (fig. A.1) :

Up = f%(p,n) B.dS;

U, — B.dS; (A.5)

yT(ng)

On pourrait également définir le flux poloidal dit "externe" du champ magnétique a
travers une surface .7, (fig. A.1) mais dans la suite nous n’utiliserons que le flux poloidal
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dss

SO

ds;

FIGURE A.2 — Section poloidale et orientation de différentes surfaces d’intégration.

dit "interne". A priori le flux poloidal Wp est une fonction de p et n et le flux toroidal
W est fonction de p et £&. Cependant on peut montrer que les flux ne dépendent que de
p; pour cela, calculons la dérivée :

oo BdS; — [, B.dS;
a\I]P — lim ffz(ﬂﬂl) ‘[/Z(PJH"E) ' (AG)

n e—0 €

Pour ce faire, nous allons utiliser le théoréme de la divergence sur le volume défini par
les surfaces .7;(p,n) et Zi(p,n+ €) (voir figure A.2). Pour orienter correctement la surface
délimitant ce volume, il faut inverser la direction de .%;(p,n) de telle sorte que les vecteurs
normaux aux surfaces pointent vers 'extérieur du volume :

/VBdV:—/ B.dSl+/ B.dS2+/ B.dS; =0 (A7)
v 5"’1 =72 5”3

D’aprés la relation (A.4) la troisiéme intégrale est nulle puisque dsz o< Vp. On peut
écrire : fé’z B.dS, = f% B.dS, = fy-(p ) B.dS; = fy‘-(p ") B.dS;. On arrive alors a la
relation : - e

ovp

Un raisonnement similaire conduit a % =0et ‘%T =0.

Ainsi les flux ne sont fonctions que de la variable p.

Expression du flux poloidal et toroidal

Prenons tout d’abord le volume total défini par une surface magnétique de label p.
Pour cela, on va prendre deux surfaces poloidales séparées, non de €, mais de 27 — € (voir
fig. A.3). La propriété de divergence nulle du champ magnétique nous permet d’écrire :
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B.Vn=V(Bn).
/ B.VndV = —/ nB.dS; +/ nB.dS, (A.9)
V4 Zi(pmo) i (pmo+2m—e)
Lorsque € tend vers 0, on a dS; = dS,. Ainsi :
/ B.VndV = / (n+ 27 —n)B.dS; (A.10)
v Fi(p.mo)
D’aprés la définition A.5 :
/ B.VndV = 2nV¥p. (A.11)
4

Un raisonnement similaire pour le flux toroidal conduit & :
/ B.V&dV = 2n0 . (A.12)
V4

En tenant compte du fait que dV = _# 'dpdnd¢ et en utilisant la représentation du
champ (A.3), on a :

2rWp = / B.Vy_# 'dpdnd¢ = — / Vop x VEVY_Z  dpdndé (A.13)
v v

Le seul terme qui ne s’annule pas en développant Vop est ag;;Vp x VEVN et vaut
[o20} [N
_8_;/’ d’otu :

2V p = / %dpdndf = 4n%¢p (A.14)
v Op

En procédant de la méme maniére pour le flux toroidal, on obtient :
\pr = 27T¢P, ‘IJT = 27T¢T <A15)

Au final, on peut écrire le champ magnétique sous la forme :
1
T

On définit le facteur de sécurité par :

AUy

Al
a0, (A.17)

q

d’ou

B = iV\pr x V(gn—¢§) (A.18)
2m
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FIGURE A.3 — Section poloidale et orientation de différentes surfaces d’intégration utiles
au calcul des flux poloidaux et toroidaux.
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Annexe B

Lien entre les coordonnées du
centre-guide et les variables
angles-actions des particules piégées

Dans cette annexe, on va exprimer les coordonnées de centre-guide en fonction des
variables d’angle et d’action (pour plus de détails du développement, on pourra se référer
a [43] ). Pour cela, on va décomposer la variable radiale 1, a 'aide de 1.42, on a alors :
Yy = 1/10+1/A). On rappelle que g est le rayon de la surface magnétique sur laquelle s’appuie
la "banane" étudiée et zﬁ est la petite excursion radiale de la particule autour de cette
surface qui est a l'origine de la forme de la "banane" (voir figure 1.4). Tout d’abord, on
projette I’équation du mouvement du centre-guide 1.20 dans la base [¢,,0,,0,]. @ZAJ étant
de l'ordre de quelques rayons de Larmor, on peut développer ces équations a l'ordre 1 en

¥, ce qui nous donne :

)
d—,lle)dd,o (Bl)
dfy, v ( Vg ) -

8= Oy 5 Ny B.2
dt — @R " \q)R wow e (B2)
dog Vg0 Vgl 4

= o ()b (B.3)

Tous les termes sont calculés en 1 = 1y et nous n’avons pas fait apparaitre les dérivées
des vitesses de dérive qui sont d’ordre 2 en ).
Remarque : Il est clair qu’il est impossible de faire ce développement prés du centre du

tokamak, en effet a cet endroit 1y ~ lﬂ On peut remarquer que les vitesses dues a la
courbure du champ magnétique sont petites devant la vitesse paralléle. A 'ordre le plus
bas en g—;, I’équation B.2 devient alors :

by vgo|

= B.4
dt  qoRy (B-4)
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ANNEXE B. LIEN ENTRE LES COORDONNEES DU CENTRE-GUIDE ET LES VARIABLES
ANGLES-ACTIONS DES PARTICULES PIEGEES

olt go = q(v0) et vy la vitesse paralléle en 1)y.
La fréquence de rebond des particules piégées wj, est définie par :

2 s dt de
2 :/ dt :7{_619 — ?{ %oy (B.5)
wy i do Ugo]

ou T est le temps que met le centre-guide pour parcourir toute la "banane", c’est la
période de rebond. Comme la vitesse paralléle change de signe au cours de la trajectoire
"banane", on a :

2_7T _ /00 q0R0d9 B /_00 quOdQ _ 2/00 qOR0d9 (86)
(%

Wh -0 Vg0 0 Ugo|| -0 Ug0|

ol #y est 'angle défini en 1.19.
En utilisant la formule fow das = m et B.6, on peut exprimer 1’angle associé au mouve-
ment de rebond comme suit :

do b dg
dag = qoRowp—— ; Qg = CIORowb/ — (B.7)
Ugol| —0o Vg0||
Ainsi en intégrant B.4 par rapport au temps, d’aprés B.7, on obtient :
2 Vo1 dal -
0, = / Zo0ll %2 _ 4 (B.8)
0o qoRo wp

Cette fonction est périodique en ay et dépend des trois actions via la vitesse parallele. On
af = é(j,aQ) (Pangle cyclotronique «; n’intervient jamais puisque ’on étudie uniquement
le mouvement des centres-guides).

Le mouvement toroidal se calcule en introduisant la variable : §; = ¢, — qotl,. Ainsi,
en utilisant B.8 on a :

bg = &g + g0 (B.9)

Il nous faut maintenant calculer ;. Pour cela, on utilise les équations B.2 et B.3, obtenues
a partir du développement autour de 1y de I'équation du mouvement 1.20. Ainsi, on
obtient :

dé,

’n = Vago + Opq ()],

v “
qogjl_;)otb — qoVdgo (B.10)

Finalement, dans le but d’intégrer cette équation, il est intéressant de l'écrire sous la
forme :
Ygllo 7

déy Ugllo »
—= = 0. — 19, g
It <Ud¢>o + 0yl quow qud90> + Vago + Opqlyo quo¢

Vgllo »
— qoVdgo — <qu50 + 3¢Q|wog—|l - QOUd90>
qoRo
(B.11)
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ou les crochets représentent une moyenne sur 'angle am (( f) = % 0% fda2>. A Taide

d’une intégration par parties et en notant que ’(/A} s’annule en 0, = £6), le terme moyenné
s'écrit : (Vag + Opqlyo0vay — qovas). Ce terme exprime la vitesse angulaire moyenne des
termes de dérive sur une période banane, il peut donc étre confondu avec la pulsation de
précession toroidale wy. L’intégration de ce terme par rapport au temps nous donne donc
I’angle a3 parcouru par une "banane" du fait de sa dérive, on retrouve cette formule dans
le systéme 1.24. Ainsi on a :

g = a3+ <13 + QOé (B.12)

ol QAS est I’écart a la précession réguliére, il est défini par :
~ v 0 » v 0 »
¢ = / |:?Jd¢ + 8¢q|¢og—‘| — qoUdp — <qu§ + 6¢q|¢og—‘| - qovd9>:| dt (B13)
q0 R qoRo

. . . . . . t
On a vu que l'intégrale sur le temps peut s’écrire en fonction de as comme suit : fo dt’ =

9% on peut donc dire que, tout comme A, a fonction ¢ épend des variables d’action
o t donc d tout 0, 1a fonction ¢ dépend d bles d’act
et est périodique en ay. Cette méme conclusion s’applique trivialement au mouvement
radial : en effet, d’aprés B.1, on a :

. t a2 do
(G :/ Vayodl I/ Vapo— (B.14)
0 0 W

En résumé, le systéme de coordonnées de centre guide des particules piégées peut
s’écrire :

by = o + U(J,az) (B.15)
0, = 0(Jaz) (B.16)
g = as + qob(Ja2) + &(T2) (B.17)

Dans la suite on néglige ngS, on a donc o = az = ¢4 — qol,.
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Annexe C

Calcul des fréquences

Dans cette annexe nous développons les calculs pour obtenir la fréquence de rebond
wy et la fréquence de précession wgs.

C.1 Fréquence de rebond wy ,

Pour commencer, calculons la fréquence de rebond des particules piégées. Partons de
I’équation B.7 :

b qp
Qg = QORowb,s/ (C-l)
—6o Yglls
En 6, = 0y on a ay = 7, on peut donc écrire :
b do
™= QoRowb,s/ (C.2)
—8o Vgl
En utilisant expression de la vitesse paralléle (éq. 1.17), on a :
Vi
Wp,s = Wp C.3
qoRo (C3)

1

do

—0p T/ 1 — )\b(@)

b(0) =1+ #-(1 —cos(f)) =1+ 2¢ sin®(%). Calculons le dénominateur de @, :

avec Wy = . D’aprés la forme de notre champ magnétique, on a vu que :
b 9o )

/eo \/1— — 2)esin?(2)

’/T\/Q_)\E / Siﬂ2(§> (04)
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ANNEXE C. CALCUL DES FREQUENCES

Remarque : En 0, = 0, la vitesse paralléle s’annule ; on a donc :
.. 92 00
1 —X—2Xesin (5) =0

d’ou :
=sin“(—) =k
2\e ( 2 )
ou l'on a posé k le paramétre de piégeage. D’aprés 1.16, on a : 0 > k > 1 pour les
particules piégées.
On réalise le changement de variable suivant :

(C.5)

00 0
sin(% cos(s
_ ) gy o el (C.6)
sin(%) 2 8111(7)
On peut noter que : cos*(%) =1 —sin®(4) = 1 — x%2.
L’intégrale s’écrit alors :
I / 2sin(%)
TV2Ae /1 — sin? % cos( %
_ / 2/
™V 2)\e V K \/ sin? % \/1 — /€2t2
sin? —0
- - ()
71'\/2)\6 V1 =241 — K22 '
Comme la fonction est paire, on a :
4 ! dt
I= (C.8)

V2 e Jo V1 — 121 — K22

Cette intégrale est l'intégrale elliptique de premiére espéce, notée £ (k). D’ou :

2v2

I—W\/_

(k) (C.9)

Ainsi la fréquence de rebond s’écrit :

Vi Ve
qORO \/5 2%(/1)

D’aprés C.5, on a : VA = (1 + 2ek2)”" ~ 1. Cette hypothése vaut pour € < 1 ou pour les
particules profondément piégées (k < 1). d’ou :

Ve [E 1 T
Whs = 2 mg qORo %(Ii) (Cll>
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C.2. FREQUENCE DE PRECESSION wp s

C.2 Fréquence de précession wy g

A présent, calculons la fréquence de précession des particules piégées. On a vu que
I'on pouvait écrire en négligeant I’écart a la précession réguliére (¢) :

az ~ @, — qob (C.12)

dag .

Calculons Tl

dog _dpy _dao, _ d0y

— = _0_

dt — dt dt 7 dt
_ dyg  dgo dz/ze do,

—= C.13
at  dpdt ¢ Pa (C.13)
D’aprés B.2 et B.3 on a:
dog _ vg))s  dqo Uglls
o8 _ 20 _9lls.
7 Ry a0 Vaypolg — qo e + Vago
d

= qu Vayoly — qovao (C.14)

En développant ’expression des vitesses de dérive, aprés quelques hypothéses, on peut
trouver [39] :

E
Vdyo = m Sln(@ ) (C15)
E cos b,
= C.16
o quminRO 1/)0 ( )
Qualitativement, on retrouve le fait qu'en 6, = 0 la dérive radiale est extrémale. On
obtient ainsi :
das E qu o
= 0 — 0
dt quminRO (dw ( ) * 7/10 COS( )
qQF Yo dqo :
= — 0, sin(0,) + cos(0 C.17
QSBminR(JwO <(J0 d?/f ( 9) ( 9)) ( )
On pose s = 2 Cfiqo : le cisaillement magnétique. Ainsi :
q0 ) o
dOég o qu

dt Gs Bmin ot (COS(G‘(}) T SQQ Sln(eg» (Clg)

On a vu dans le chapitre sur le mouvement des particules que I'on pouvait écrire :
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iy

das Qb . _
= (= = — 0 0 0 = 1
e < dt >a2 s BminRoro (cos(fy) + 56 sin( g)>9 QSBminROTOWd (C-19)
ou :
/00 cos(f) + sb sin(Q)da
_ /1 —Xb(6
pg="0 " - © (C.20)
/_90 /1 — Ab(0)
On a
%o _cos()
\/1—/\b b0 1 —2sin?(Z
i ! / 172508 g (e
/ 0 do —0o T/ 1 — Ab(0)
6o W\/l—/\b —0o T/ 1 — \b(0)
D’apres C.5 et C.6, on a :
o do 4 /1 dt
—0o T/1 = Ab(0)  TV2Xe Jo V1—12V1— K22
et sin®(%) = k%2, d'ou :
1 b1 -2k
n=— / " dt (C.22)
/ dt 0o V1— k221 —¢?
0 V=PI — 2P
On définit I'intégrale de seconde espéce par :
1 — k%2
& (k) = dt C.23
(%) V1 — k221 — 2 (©.23)
Comme 1 — 2r%t* = 2(1 — x*?*) — 1, on a :
& (k)
11=2 -1 C.24
) (C.24)
Calculons maintenant 72 :
6o .
12— — 1 50 sin(0) o
0 do —0o ™/ 1 — Ab(0)
—0o T/ 1 — Ab(6
90
_ Osin(f) (C.25)
/ 00 sz g
Sln2 0
ssllnnz(
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% fsin(0)
sin? (%)

sin2(%)

On va intégrer par parties le terme : / df. On peut remarquer que :

d sin2(8 1 sin(4) cos (&
Ay (92) _ - in(3) cos() (C.26)
do sin (70) 2 sin (70) 1— SmZ(%)
sm2(970)
et comme : sin(?) cos(¢) = sin(9)
2 2) = 2
d 200 1 in(0
Aoy L sin@) (C.27)
df sin”( ) 4K _sin?(9)
sin2(970)
donc
Oo
0o O sin(f in(6 % in*(4
/ S(0) g — | aeg— 500 +4,.@/ 1= 3006 b (g
0, 1 sinz(g) B sin2(5) 0o s (20)
sin2(970) sin?( 020 ) 0,
0

En utilisant le méme changement de variable que précédemment, on a :

1 ! \/1—152
1 dt V11— /<;2t2
0 \/1—t2\/1—1{2t2

12 = 4ks

s 1 / 11—t
! dt o V1— kK221 —¢2
0o V1 —12y/1— K2t2
4 1 L - |
! dt o V1—r22y/1—¢2
0 — 12¢/1 — K2t2

(g

Au final, on a donc :

q@F ~ Q@F ( E(kK) ( 8 (k) ))
Wis = g = 2 —1+4s +x—-1 C.30
& quminRowo ¢ QSBminRowO ( )

) (C.29)

163



ANNEXE C. CALCUL DES FREQUENCES

164



Annexe D

GGyro-moyenne

Dans cette annexe, nous allons détailler I’'obtention de 'opérateur de gyro-moyenne sur
le mouvement cyclotronique. Nous nous servirons de ce résultat pour étendre la procédure
a la moyenne du mouvement de rebond. Finalement nous obtiendrons un résultat similaire

a celui développé dans la partie 2.2.

D.1 Moyenne sur le mouvement cyclotronique

Ici, nous allons donner le détail du calcul de la gyro-moyenne sur le mouvement cyclo-

tronique faisant apparaitre les fonctions de Bessel.

Pour des raisons de simplicité, on se place dans le plan (zOy) dans lequel le mouvement
cyclotronique se déroule. Soit h(7,t) une fonction de R%. On veut calculer sa moyenne sur
une gyro-période, pour cela on définit 'opérateur de gyro-moyenne _#; :

I
I
h
=
=
Ql
8

1 27
= — / h(Z,t)dp,
0

21

On peut décomposer & de la maniére suivante (voir fig. D.1) :

avec T, = (pc,s Cf)s(%)) )

Pe,s sin(pe)
Prenons la transformée de Fourier de h, soit k € R? :

?(fz)(lg) :/ B(fcg)e_i]z'fccdfcg
R2

d’apreés 'expression de la gyro-moyenne D.1, on a :

(D.1)

(D.2)

2T
h) (k) = // Ce _”””Cde ce (D.3)
]R2
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Le théoréme de Fubini nous permet de "séparer" les intégrations. D’autre part, z. ne
dépend pas de Z¢g, on peut donc utiliser la formule de translation de la transformée de
Fourier.

NB : Z(f(Z + a))(d) = F(f(2))(d)e™*
D’ou :
2
= /0 dp. /RQ Tog)e —ik.(Fog—1c) dZca (D.A)

zk: T QO - —ik.% =
— c h C’Gd
[ [onmeae s

Pour calculer lg.fc on va utiliser la figure D.1, on a alors :

- - LT
k.2, = |k|pcs cos(pe — O) = |k|pe.s Sln(E + pe — Op)

On définit les fonctions de Bessel de premiére espéce J, ;de la maniére suivante :

+oo
ei§ sin(z) _ Z Jn,s (é;)emx (D5)

et

eiésin(ngsDc*(sk) — Z Jnﬁ(f)ein%ein@cefimsk (D6)

_ Z Zan s(f) nee —znék

On a donc :

27 27
Rz [T iRl sin(5+pe—sy) CPe
0 2m 0 2m

27 00
. A dop,
— [ Rpegenere R
0o = 2m

+oo 2T
- . d
= E i" n,s(|]{5|pc,s)€_m&lC / e'"e _(;Dc
—00 0 2m

Or, on sait que : f em% = d(n), avec 6(n) la fonction de Dirac, ainsi :

2r d .
/ 2 y([Flpe) 0.7
0
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D.1. MOYENNE SUR LE MOUVEMENT CYCLOTRONIQUE

Au final on trouve :
F(h)(E) = Jo,s(|F|pe,s)F (h) (K) (D.8)

On vient de voir que notre opérateur de gyro-moyenne dans ’espace de Fourier est équi-
valent a multiplier notre fonction par la fonction de Bessel d’ordre zéro. Essayons mainte-
nant d’exprimer cet opérateur dans I’espace réel. Pour cela, on va développer Jj s en série
entiére.

D’aprés D.7 on a : fO% et Sin(“’)g—f = Jos(z). En utilisant le développement de Taylor de la
fonction exponentielle, on trouve :

27 +o0 2n 27
Joys(q;) _ /0 Z " x™ sin™ d¢ Z /O Sin2n<g0)62i—(p (D9)

v
n=0

En effet, 'intégrale des puissances impaires du sinus sur une période est nulle, ainsi seuls
les termes pairs contribuent a la série. Les intégrales de Wallis sont définies par : W, =
f0§ sin"(¢)d¢, on peut les calculer par récurrence, en utilisant la formule valable pour
n>2:

n—1

W= W (D.10)

Avec Wy = Z et Wy =1
On peut donc écrire :

21
Ainsi :
2 o 2"
= — 1) —W 11
oala) = 2 3 (D.1)

Pour calculer 'opérateur de gyro-moyenne dans l’espace réel, on prend la transformée
inverse de Fourier et en utilisant D.8 puis D.11 on a :

Sosh = F T (Foh)) (D.12)
= Z (Jo|klpe.s) Z (h)(k))
2,k

e <;2<—1> iy o <h><z¥>>

n=0

9

La multiplication par k dans I'espace de Fourier se traduit par l'opérateur —i0z dans
I'espace réel, donc k? devient : (—1)Az.
Ainsi on peut donner 'expression de _#; dans l'espace réel :

ron (o) o
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On va maintenant donner une approximation de cet opérateur. Calculons _¢yh au second
ordre, c’est-a-dire en ne prenant que les deux premiers termes du développement D.29.
Pour n = 0, le développement vaut 1 et pour n = 1 en s’aidant de D.10, on trouve

2
pc,s A ) .
" Az.- Donc a l'ordre 2 on a :

2
pc,s

Ay

Xc f

be 5 «

3

Xeg
(0]
FI1GURE D.1 — Mouvement cyclotronique.
On peut définir un rayon de Larmor thermique pour I’espéce s peos, tel que :
Uth,
Pc0s = 2 (D15)

c,s

Avec vy, la vitesse thermique on a alors :

VT eqsmsro (D.16)

¢s90Bs Ro

Ou T, est la température a ’équilibre. Si I'on écrit ce rayon en unité de 1, d’aprés 1.12
il faut multiplier les termes par ByRy, on obtient alors :

\/ 2T eq.smsTo (D 17)

4dsq0

Pc0s =

Pc0s =
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D.2. MOYENNE SUR LE MOUVEMENT DE REBOND

Si on fait I'approximation v, s ~ fn—E, on peut écrire le rayon de Larmor d’une
S

particule d’énergie £ comme :

E
Pes = ,I,_IOCOS (D18)
eq,s
L’opérateur de gyro-moyenne s’écrit alors :
E 2
HJosh = <1 + T %Afcc> h (D.19)
eq,s

D.2 Moyenne sur le mouvement de rebond

On souhaite maintenant trouver I'opérateur de moyenne sur le mouvement de rebond.
Une difficulté vient du fait que le mouvement de rebond n’est pas un simple cercle comme
le mouvement cyclotronique. Pour réutiliser les résultats obtenus précédemment, nous
allons essayer de transformer une trajectoire "banane" dans I’espace réel en une trajectoire
circulaire. Pour cela, plagons nous en variables angles-actions ol ces trajectoires sont
paramétrées par ap et ¢y (proportionnel au troisiéme invariant adiabatique M). On va
définir une distance moyenne entre la position du centre guide et 1y ; cette valeur sera prise
comme la norme .22 de la fonction ¥(ay). On vient donc de transformer le mouvement

de rebond en un cercle de rayon 1/ (¢)?) (voir fig.D.2). En utilisant les équations B.7 on
a:

1918 = (0% = 5 [ das (D.20)
T
0o m2R2 d9
= 2— quRowb7s (D21)
21 ) gy @ Yol Vglls
2 RS Oo
:2wbsm/ Vg0 (D.22)
' 27”]? —bo

Or d’apres 1'éq.B.6, on a : wys = —g5—oms— qOROdO et vgs = \/ \/ 1 — Ab(0

% vg||s
ainsi :

2Em,R2 [ (1— \b(6))2dd

W= % (1= b))

(D.23)

Cette quantité représente un rayon moyen de la "banane" ; elle est égale a la largeur "ba-
nane" ( <1/A)2> = 5575) que I'on a définie dans le premier chapitre ot sa valeur approximative
a été donnée en 1.62. On peut maintenant utiliser le méme développement que pour la
moyenne du mouvement cyclotronique. On décompose le vecteur oo en deux parties
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(figure D.2) : Zoq = @ + Zy. L'opérateur de gyro-moyenne et de moyenne sur le rebond
s’écrit :

h— Zoh(i) = (2;2 /0 ’ /O " (i ) dgdos (D.24)

avec T, = (pc,s C.OS(%)) et 7y = <6b’s C.()S(a2))

Pe,s Sln(@c) 5b,s SIH(OQ)
Reprenons la transformée de Fourier de h, soit keR?:

F(R)(E) = /R 2 R(Z)e R0 47, (D.25)

D’apreés I'expression de la gyro-moyenne D.24, on a :

. 2 2 d d
Z(h)(F) / / / % 0‘2 *Moczx (D.26)
R2

2
dgp da2 / i
— ik Te c ik.Z Ly e h — ’Lk‘.mod"
/0 e o / e 2 e (Zo)e o

En utilisant le méme raisonnement que précédemment, on a :

E.y = K]0, cos(as = 6c) = Kl sin(5 + az — 6,)

On utilise ensuite les fonctions de Bessel définies plus haut ; on obtient ainsi un résultat
du type D.7 :

2w d .
/ R E02 (K8, (D.27)
0 2T ’
Au final, on a donc :

F (R)(E) = Jo([Fpes) Jo(F6s,5)-Z () () (D.28)

Dans 'espace réel on a, de la méme maniére que D.29 :

2 X Wonp2" 2 X Wom g™

S —1)* SN - —1)2m A" D.29
/0 (7‘(‘ ;)( ) (271)' Zo ﬂ_mzzo( ) <2m)| Zo ( )

Dans le plan du mouvement cyclotronique, le vecteur Z, équivaut a la variable ¥y ou M
des variables d’angle et d’action. A 'ordre 2 on a :

pcs 52,5
HSosh = Aw 1+ 4Aw h (D.30)

pc,s 513,5
~ 1+ 1 + 1 Ay, | (D.31)
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Pour simplifier 'opérateur, on peut négliger le rayon cyclotronique devant la largeur "ba-
nane", on a donc :

(52
Hosh = <1 + Z’SA%) h (D.32)

Ici aussi, on peut introduire une largeur "banane" thermique pour une espéce s. En
s’aidant de 1.62 et D.18, on a :

qoPcos
Opos = D.33
e = 258 (D.33)

ol 0 s est donné en unité de 1. La largeur banane pour une particule d’énergie E peut
donc s’écrire :

E
Opos = O, D.34
o=\ (D.34)

Ainsi, 'opérateur de double gyro-moyenne s’écrit :

E 6203
Hosh = L+ 7] Ay, | B (D.35)
eq,s
8p o< /(P2
551//
> AN >

FIGURE D.2 — Passage de la trajectoire réelle des centres-guides a un cercle.
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Raffinement :

Comme une fonction h est périodique en ¢ — ¢(¢)f, on peut prendre en compte la
correction entre le 0 réel de la particule et §,. Comme on l'a vu, on a : ¢ — q(¢)f =

0y —q()8, —q(¥)0. = a3 — q()f.. Ainsi, on peut noter :

L’angle 6. est petit, on peut donc faire un développement de Taylor a 'ordre 2 autour de
a3 .

oh  ¢*(¥)02 &*h

h(¢)a3 - Q(qu))ec) = h(¢7043) - Q(q/})ecaag + 9 aag

Sur la figure 1.4 on voit que : sin(f,.) ~ p“fp% ~ ¢. Donc :

h(v,as — q(¥)0:) = h(¥,as3) — qo Maaoz + q(Q]ZCQS sin (900)1];

La moyenne sur ’angle . nous donne :

0Pz 02
h(v,05 = q(¥)0.) = h(v,0s) + 58
On a alors une correction de l'opérateur _#; :

E &3 E ¢ p?
h = 1 bOsA 0 cOsA h D.
/OS ( - Teq s 4 ) ( T eq s 4¢0 ) ( 36)
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Annexe E

Lien entre f et la densité des particules

Cette annexe est consacrée a l'obtention plus rigoureuse de la densité des particules
de l'espéce s & partir de la fonction de distribution des centres-bananes f;. Comme on
I'a vu, I’équation d’électroneutralité s’exprime en fonction de la densité de particules du
plasma, il est donc nécessaire de trouver cette densité en fonction de fs.

La densité d'une espéce s s’obtient en intégrant la fonction de distribution (fs) de
cette espeéce sur la vitesse : ng = [ fo(Z,0,t)d*v. Dans la suite, nous nous intéresserons
uniquement au modéle moyenné sur le mouvement cyclotronique (modéle gyro-cinétique),
on verra que l'on pourra étendre ce résultat a notre modéle doublement gyro-moyenné. Un
tel modeéle ne nous donne pas acces a la fonction de distribution réelle de ’espéce étudiée
mais a une fonction de distribution gyro-moyennée solution de I’équation de Vlasov gyro-
moyennée. Nous allons essayer d’approcher la fonction de distribution réelle avec cette
fonction gyro-moyennée pour pouvoir calculer son intégrale.

A l'aide de 'invariant adiabatique p (éq. 1.13), 'ensemble de variables (z.,y,2,0,,0,,0.)
qui décrit un point dans I’espace des phases peut étre remplacé par (zgeo.yac,2Go:1,Pe,V)))-
On note alors :

f<f717> = f(fGCnua(bc’UH)-
On note f(Zao,u,v)) la fonction de distribution gyro-moyennée, c’est-a-dire la fonction
de distribution des centres-guides.
On peut écrire d’aprés D.36 :

f(fGCnu’Qscva) = f(fGC7/~L7U|I> + ﬁ(f(gbt:))

Au premier ordre, la fonction f ne dépend donc pas de ¢, :

f(fGC7,ua¢cavH) = f(fG07M7U|\)']1(¢C)' (El)

ot 1(¢.) est I'opérateur identité de dimension ¢.. On peut alors calculer la densité :
n(z) = /f(a?,ﬁ)d% (E.2)
= /f(fGCaN>UI)1(¢c)d3U (E.3)
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ANNEXE E. LIEN ENTRE F ET LA DENSITE DES PARTICULES

On peut écrire d*v = dv;d@.|v, |d|v.| et on a (voir annexe D) _# h(Z) = fo% h(Z — )%
avec ¥ — T, = Tcg. On a alors :

n(f)—//of(f,u,vn)d% (E.4)

ot d*v = 2mduy|v|d|v.]|.
Au second ordre, on prend en compte une correction venant du fait que g n’est pas un
invariant exact (cette correction est appelée perturbation adiabatique) :

f a r ? I CH
F(Zaompv)) 1(¢e) = f(Zacmdevy) + f(xGC@llj )

Pour une population a énergie constante, on peut relier du & la variation du potentiel
électrique, en utilisant la relation :

E =uB+ q,® (E.6)

dp. (E.5)

qui nous donne :
dy = —%dcp (E.7)

Pour d®, on prendra la différence entre le potentiel a la position réelle de la particule
O () et le potentiel moyenné au centre-guide ®(Zgc). Pour plus de simplicité, on dérive
la fonction de distribution moyennée sur les positions a I'équilibre feq(p,v)). On a alors :

F %afeq(ﬂ)

f(fGC'7M7U||)]1(¢C) = f(fGC’hu’QSC?/UH) - B 8u (@(f) - (i)<fGC')) (E8)

On peut donc écrire :

9s afeq(ﬂ) P

f(Zacpdev)) = F(Zacpvy)L(de) + B on (2(2) — ®(Ta0)) (E.9)
%mvﬁ«huB
On pose : feq(p,v)) = Yzzq% e Teas  donc 8ff9‘L(”) = _Ti,sfeq‘
d’ou :
- /o qs — =,
f(xGC7/’L7¢C’UH) - f(IG07M7U||)]l(¢C) - T (CD(J}) - q)(xGC)) feq (E10>
eq,s

Intégrons maintenant f sur la vitesse pour obtenir la densité. On a :

n(.f):/f(f,ﬁ)d% (E.11)

-/ (f(fcc,u,m)n(qsc) - 7 (80d) — B(dc) feq) & (E.12)
= /J?(fcc,mvn)]l(cbc)d% — qu / (®(Z) — ©(Zac)) fegd’v (E.13)
(E.14)
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Le premier terme de cette équation est égal a la densité au premier ordre 2.41, pour le
second terme on fixe Z (puisqu’on veut la densité au point Z) et on fait varier Z¢q et Z,

on a alors :
n(r) = / Iof (Zaopv))dPv — TZ; / (B(Z) — (T — Z.)) feqd®v (E.15)
_ / FoF Facyv)d — qu / (B(F) — _£oB(@)) fogds (E.16)

Comme & est une fonction qui ne dépend que de ’espace, on a au final :

n(r) = / Fof (Zaopvy)d*v — qu / (0(Z) — _220(Tc)) fogd®v (E.17)
://Of(fgc,u,m)d%— Tz;/(l—/g)@(f)feqd% (E.18)
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Annexe F

Volume élémentaire de 'espace des
variables d’angle et d’action.
(Expression de dv en fonction de E et \)

Exprimons le volume élémentaire de I'espace des phases avec les variables E et A\. En
utilisant la définition des variables angles-actions 1.39, on a :

mgdp

dad®] = —(27)*das dJoqsdiby (F.1)

S

Le facteur (27)? vient de la gyro-moyenne sur oy et as. D’aprés I'équation 1.23 et comme
d\ = —d“%’"i”, on a :

E H
d)\d &

min Wh,s

dPad®] = —(27)*m,das dapg (F.2)

On fait I'approximation H., ~ E et on utilise la relation (éq. 1.64). De plus, d’aprés la

définition du flux (éq. 1.11), on a dip = —ByRydr. Ainsi le volume élémentaire se met sous
la forme :
27)? RyB d\
Fad® = T3 g 0208 g p A (F.3)
\/§ Bmm Wp
————

o

On remarque que d*z = 2nrodr Rydag et m3d>xd®v = d®*ad?®J donc :

dX
BPad®J = dranV2m P EYV2dE—— (F.4)
Whp
D’ou :
3 13 3/2 11/2 dA
m3d®v = 4nv/2m3?E B — (F.5)
Wp
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ANNEXE F. VOLUME ELEMENTAIRE DE L’ESPACE DES VARIABLES D’ANGLE ET
D’ACTION.
(EXPRESSION DE DV EN FONCTION DE E ET \)

et au final

s d\
& = 4nv/2m; gEl/QdEF (F.6)
Whp

d3v = |J|dEd\ (F.7)

avec |J| le déterminant du jacobien du changement de variable.
La densité d'une espéce s peut donc s’écrire d’aprés, 2.43 :

~ 3 1—2¢ d)\ —+00 B 1/2
ns(a:) = 47T\/§rnS 2 (/1 - /OsfsE dFE

4wy Jo
1-2e¢ 400
qs d\ ) B s )
B N 1= (L) foqs B'?dE
Teq,s/l o ), (17 S0) 2@
(F.8)

__E_
Si I'on suppose que la fonction d’équilibre est de la forme : f, s = "¢ Teas, on peut
2

€q,s

montrer ref.[36] que 'étude dans I'espace de Fourier de l'intégrale en énergie du terme
(1— _#§) permet de d’écrire le dernier terme de F.8 sous la forme d’un opérateur laplacien
défini par :

2
A 4q
As = a—gpcosﬁig + (5(70583) (Fg)
On a :

1—2e¢ +o0
qs d)\ 2 — 1/2 anequ
— 1-— S(7) foE/dE = — Ay (D F.10
Teq,s/l 4@12 0 ( jO) ( )fO Teq,s ( ) ( )

oll on a posé fr = 2—;26 la fraction de particules piégées; on verra plus tard que ce terme
a un lien avec A. Ainsi, on peut écrire la densité comme :

3 1—2¢ d)\ “+o00 _ B
ne(Z) = 4mv/2m; ? / T g F AR ) 4 Bl TR @y ()
1 4&}[) 0 Teq75
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Annexe G

Réponse des particules passantes

Dans cette annexe, nous allons essayer d’exprimer la densité des particules passantes
pour les inclure dans notre équation d’électroneutralité. Pour ce faire, nous n’allons ajouter
que leur réponse linéaire au champ électrique.

Tout d’abord, on va linéariser I’équation de Vlasov 2.2 :

OF,
ot

— [H, F,] =0 (G.1)

Pour 'espéce s, ou H est ’'Hamiltonien du systéme a 1’équilibre, on a :

OF.q s
ot

— [Hegs,Feqs) =0 (G.2)

Comme on 'a vu 1.22, H,, 5 est une fonction des variables d’actions et on prend une forme
standard pour la fonction de distribution & I’équilibre :

N _ n€q7S<J3> ox _Heq,s( H) + QSq)eq,s(J3)
Feq,s(J) - (27TmsTeq,s(J3)) p( Teq’s(J3) ) (GB)

Nlo

Dans la suite, on prendra : ®.,; = 0. On va calculer la solution linéaire de 1’équation
de Vlasov en perturbant la solution d’équilibre. On pose :

o (G4)

ou 'on définit :



ANNEXE G. REPONSE DES PARTICULES PASSANTES

En utilisant 2.2 et G.4, I’équation de Vlasov perturbée devient :
o
ot

Le deuxiéme terme du membre de gauche est un terme d’ordre 2 qui peut étre négligé.
D’aprés G.4 et G.5, on a :

= [1.fs) = [Hegso fs] = [Feq.:h] (G.6)

Of D
L S il e
7 OH.q,s - = 7 i(7.ad—w
[Heq,57fs] = _a—;. Zans’ﬁM( )6( ’ t) (G?)
7 a-Fe s .o A i(h.a—
[Feq,sah] = _—8} .thﬁ,w( )el(n'a wt)
Donce G.6 devient :
o — a]—-le s b= L aFe s =
—iw fsiw(J) + i1, an],’ fomw(J) — i 8}7 hiw(J) =0 (G.8)
Ainsi :
n.0:F.,
fs,ﬁ,w - _%hﬁ,w (G9>
w—1m.07H.q

Calculons les dérivées des grandeurs a 1’équilibre par rapport aux J. On sait d’apres 1.23
que :

aHeq,s aI{eq,s o Q a]—qu,s
o.J, 0Jy, P 0Js

ou les €2; sont les différentes fréquences associées au mouvement des particules dans le
tokamak. Pour Fi, s, on a d’apres G.10 et G.3 :
aFeq7s _ Feqys aHeQ7S Feq’s aFequ _ Feq»s

aJl Teq,s aJl Teq,s b aJ2 Teq,s 2

:Ql = We,

La dérivée par rapport a .J; est un peu plus compliquée! :

a176(1,5 Feq,s aneq,s + Feq,s ( E 3) aTeq,s o Feq,s a1T—[eq,s

8J3 Neg,s an Teq75 Teq75 2 8J3 T5q78 8J3
Fe S *
= 7 (- Q) (G.11)
eq,s

. =3 =3
1. La dérivée par rapport a T de T?e(_%) est —%T; e(_%) + E?f e(_%). De plus, on a noté E

I'énergie cinétique de la particule (E = Heg s + qPeq,s)
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Negq,s BJB Teq,s
(0,0,92%), on a alors :

o T, = )
avec (23 = Tog s [ 1 Meqs 4 1 ( £ _ %) 8‘;5} . Notons €2* le vecteur de coordonnées :

—n.
Soit :
F... Fopo [w—1i.0F
fs,ﬁ,w = _ihﬁ,w + & d n s hﬁ’w (G.12)
Teqs Tegs \ w—1.0Q

L’Hamiltonien du systéme est perturbé par les fluctuations du potentiel électrique; on
prendra : hg,, = qséﬁ,w On peut décomposer la fonction de distribution en deux parties :
une associée aux particules piégées (T pour trapped) et 'autre associée aux passantes (c
pour circulating).

F=Fr+F, (G.13)

Pour les particules piégées, on va appliquer une double gyro-moyenne et une simple
gyro-moyenne pour les passantes, ce qui nous donne :

w— i O w—n3. GsFeq s =
fs,ﬁ,w = |—1+ fc ——»~J0 + f (— 0) L qDﬁ,w G.14
w—1.Q i w— 77,3.93 / Teq,s ( )
ou ' = (0,nq,n3), Jo est 'opérateur de gyro-moyenne sur le mouvement cyclotronique

et _#, sur le mouvement cyclotronique et de rebond. fr (resp. f.) représente la fraction
de particules piégées (resp. passantes), on a : f. = 1 — fr. Notre modéle de particules
piégées nous permet de connaitre la réponse linéaire et non-linéaire de ces particules au
potentiel électrique. Il est donc plus précis que le modéle linéaire présenté ci dessus. Seule
la réponse linéaire des particules passantes va donc nous intéresser ici :

QSFeq s z
—d G.15
Togs (G-15)

fc787n2 7n3 7w

L’intégration de cette fonction de distribution nous donne les fluctuations de densité des
particules circulantes de 'espéce s :

w — i . 9
o <mj
ou les crochets représentent la moyenne en vitesse sur la fonction de distribution d’équi-
libre, qui fait apparaitre une seconde fois 'opérateur de gyro-moyenne.

qsP
Teq,s

Ns.c

(G.16)

n€q78
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Annexe H

Réponse des particules passantes en

fonction de I’échelle caractéristique de

la turbulence

H.1 Ordre de grandeur

— La fréquence du phénomeéne turbulent w du mode de particules piégées de 'espéce

Pes\?
s est de l'ordre de |w s ( : )
a

— Les fréquences associées aux écarts a I’équilibre thermodynamique Q* (eq.G.11)

sont du méme ordre de grandeur :

Pes\ 2
wc,s
a

— Les fréquences propres du Hamiltonien se divisent en deux parties : la partie haute

, Pe,s . , .,
fréquence 0j9H., de l'ordre de |w, s ( et la partie basse fréquence associée au

a

mouvement de précession 0y3H,, de I'ordre de

On a :
>1
d’otu :
QQ,@ ~ Wee
Qe ~ wes ( a
Ainsi :

We,s (

Pe,s\ 2

a

mq )

N
Z

a

~ s



ANNEXE H. REPONSE DES PARTICULES PASSANTES EN FONCTION DE L’ECHELLE
CARACTERISTIQUE DE LA TURBULENCE

H.2 Les différents régimes

H.2.1 Turbulence dominée par les modes d’ions piégés

Nous nous plagons, ici, dans le cas d’une turbulence de mode d’ions piégés (i-e w ~
c,t 2
We.i (pa‘ ) et kip; ~1).

— Reéponse des électrons passants (g, = —¢)
— Pour 7 # 0 et d’aprés les relations H.3 :

. N\ 2 ) . N\ 2
w— 1.0 =w—nyQy — n3Qz ~ We,i <pc,l> B ﬂWc,i (@> — Weyi <@>
a \ me a a
. . -\ 2
~ ﬁwm (pcn) > Wey (&) (H4)
\/ m. a a

e c,t 2
et w —1'.Q0* est un terme de l'ordre de w,; (pa‘ ) .
_i! O , , . . .
On a donc : % ”ﬁ;% — 0. La réponse électronique est alors adiabatique :
w—n".

fs,ﬁ’,w,n27£0 = Teq q)ﬁ,w
— pour 7 =0:

—

w—i A =w=w—i 0 (H.5)

mi

de plus, comme k,p; ~ 1 — kip. = /™k,p; < 1 donc Jy. — 1. Ainsi

JoeZ — 1, la réponse des électrons est donc nulle.
Remarque : le cas 7 = 0 correspond aux grandeurs moyennes. En effet (4) = [ A%2

s’écrit dans espace de Fourier : (A) = S (Aze™) = 3" Azd; = Ag. On peut écrire
sous forme compacte la réponse des électrons :

iR.a eFeg = na  eleg:
ch,e,ﬁ’e ’ :Z T qq)ﬁle — T qq)o (H6)

que 'on écrit dans I’espace réel :

fee € =
£, Teq(q) —(®)) (H.7)

— Réponse des ions passants (¢s = ¢)
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H.2. LES DIFFERENTS REGIMES

— Pour m#0:

=1 Pe,i 2 Pe,i Pe,i 2
w—1.0=w—nolls —ngls ~we; | —) —wes — We,i
a a a

, N 2 .
; (pc,z) > Wei (pc’l> ~w—m.Q" (H.S8)
a a

N —n/ G* 2 2 . . .
D’ou ‘Z}j%;% — 0. La réponse électronique est alors adiabatique : fs 7w no20 =
i eFeq 5

Teq W

— pour 7 =0:

w0 =w=w—n9 (H.9)

. _ =2 O*
Comme pour les électrons, on a : & ”q,'% — 1. En revanche, comme k, p; ~ 1,
w—n'.

L ) ) Fog &
Joi = 1. Ainsi, la réponse des électrons est f;—o, = (1 — fCJ07i)‘}TP;CI>O7O,w .

Sous forme compacte, on peut écrire (voir calcul précédent) :

fc,i__e 5 &
= (B coi(®) (H.10)

H.2.2 Turbulence dominée par les modes d’électrons piégés

Nous nous plagons, ici, dans le cas d’une turbulence de mode d’électrons piégés (i-e

W~ Wee (p;"i)2 et kype ~1).

— Reéponse des électrons passants (¢; = —e¢)
— Pour m #0:

=/ A Pc,e 2 Pe,e Pee 2
w—1.80=w—n90y —n3Qls ~ we, — Wepe — Wee
a a a

2 —
NWW(’)>Mm@“)~w—ﬂﬂ*muq
a a

w—r' .0
eFeq F
Teq (I)n,w
— Pour 77 =
—/ ~
w—1.0=w=w—n (H.12)
, _ 2 O*
Comme pour les électrons, on a : ¢ ”q,'% — 1. En revanche, comme k, p, ~ 1,
w—n'.
o ) , Feg &
Joe - 1. Ainsi, la réponse des électrons est f, -0, = —(1 — fCJ07e)iFTe;®070,w.
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CARACTERISTIQUE DE LA TURBULENCE

ANNEXE H. REPONSE DES PARTICULES PASSANTES EN FONCTION DE L’ECHELLE

Sous forme compacte on peut écrire (voir calcul précédent) :

fce X =z
L8 — (D — ey (P
o= 7@ (@)

— Reéponse des ions passants (¢; = ¢) Comme k p. ~ 1 — k, p; =
1 donc Jy; — 0.

D’ott une réponse adiabatique des ions :

fc,i
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Annexe 1

Recherche du mode radial le plus

instable

Dans cette annexe, on cherche le mode radial le plus instable de la relation de dispersion

donnée en 4.19.
On a la relation :

. ° [/in + RT (fz )} —¢&
e /0 e L i

Vv
Tons

B 00 [/{n + K (fe )} e,k B
7'j§ e Pnwe de=0 (L1)

Qd (5@ + xe)

Electrons

On peut approximer 'opérateur de gyro-moyenne & :

O B O O

d’on :

4 bFe 32 b C
2 3 4
|:€ 54 54 2 2_|_ 65 54 4 4:| ad} (13)

2
n2+ chn4 [fs _552p2n2+ 552 4 4:| aq/}

IFA
RS
o N

Ssp
16

/r?,s:l_

390 e 256t Pe
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ANNEXE I. RECHERCHE DU MODE RADIAL LE PLUS INSTABLE

Posons :

Qq (& — i)

A, = /OO [“n + A7 (éi - %)] e’f’fl-% 5152 2‘252 p2n? + 13 Si g2 ant| g,
A — /Oo Kn + KT fz_%) —&-6% 25 + S z 4 2 9 54 de,
’ 0 Qa (& — i) i 16™ T g %l T
* |Kkn + KT éz ) _e oA 54 51
A _ 2 & 2 |3 4 4 2 2 d S
R = 2 ‘
* [Ky +kr (& —2)] _
B &e 2de,
! /0 Qd (56 + xe) 3 § 5 5
B2 — / ['%” + Kt (66 B 5)} 6_5653% 555{) e 52 2 2 g_e(sgpzln4 dfe
0 Qd (Se + xe) 32 (15)
B — /'OO [’in—i_’iT (ge_g)}efﬁeé}% 654 254 2 2+ 53 54 4 4 df
’ o Q&+ T 167 TP T g et | e
* et rr (e —3)] . 2 [E &
B, — beg2 |Se apa _ Se 202 g
4 /0 Qd (56 _ x@) € 5 16pc pc f
De plus, d’aprés 'expression de la polarisation, on a :
Cn®,. = (C), + 6583)@)”,“ (1.6)
Plagons nous a k,, = 0, on peut donc écrire ’équation 1.1 sous la forme :
cl 0?P oo
— - (A1 4+ A B4+ By) | ®pp+ (02 — Ay + By) —22 4 (By — A3) —22 =0
(RT (A1 + Ay) + (B + 4)) ,+(b 2 1 2) BIE + (Bs 3) B

\]
~—

(L.
On peut trouver les solutions analytiques satisfaisant aux condition de bord ®(0)
®(Ly) = 0; elles s’écrivent :

D, ., = Qo sin(ky) avec k = mm, ot m est un entier.

(C—/ — (Al + A4> (Bl + B4)) @0&87171(]677’@[))- ((53 — AQ + BQ) k:2<I>07k5m(k7r¢)

KT
+ (By — A3) k'®g ysin(kry) =0 (1.8)
Au final, on a :

c,
T A+ A — (Bi+ Ba) + (0 — Ay + Bo) K + (A3 — By) K

(1.9)
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Lorsque 'on se place a la solution marginale du systéme, c’est-a-dire & zy = :I:%, on
obtient pour les TIM et les TEM ((A; + Ay) — (B1+ By)) > 0, (67 — Ay + By) < 0 et
(A3 — B3) > 0. Ainsi, le mode radial le plus instable associé¢ au gradient de température
kr critique le plus faible, correspond & k = 7.
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Annexe J

Intégration du crochet de Poisson

Soit f(1,a) et g(1,a) deux fonctions quelconques présentant les conditions de bord :

f(0,0) = f(La)=g(0,0) = g(L,a) = 0
f(@,0) = f(1,2m) (J.1)
9(¥,0) = g(4,2m).

On cherche & connaitre :

/01 /O%[f,g]dadw:/ol /0% gi gg dadi — / /%ﬁ 99 jadp.  (1.2)

Calculons tout d’abord le premier membre de 1’équation J.2; pour cela, on peut com-
mencer par l'intégration en ¢ et 'intégration par parties nous donne :

=0

Bt (1.3)

On peut remarquer que si 'on procéde de la méme maniére sur le deuxiéme membre
de I’équation J.2, mais en commencant cette fois par I'intégration en «, on a :

1 21 o2 g dg 2m
. da — | f=— d
L e [rae), | #o= [ [ ra
=0
Les deux membres de 1’équation J.2 sont donc égaux, ainsi :

/ 1 / T gldady = 0 (1.5

L’intégration du crochet de Poisson sur tout le domaine est donc nulle.

(J.4)
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