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Introduction

Le soleil, et plus généralement les étoiles, tirent leur énergie de réactions de fusion
nucléaire des noyaux légers présents en leur centre. Dans ces réactions, deux interactions
entrent principalement en jeu : l’interaction électrique, agissant à longue distance et l’in-
teraction forte, agissant à très courte distance (moins de 10−15m). Tous les noyaux, étant
constitués d’une assemblée de protons et de neutrons, ont une charge positive : la force
électrique agit donc de manière répulsive entre eux. En revanche, l’interaction forte, beau-
coup plus intense que la force électrique, va tendre à faire se rapprocher les deux noyaux
lorsque ceux-ci sont très proches. Ainsi, lorsque qu’une collision met en jeu assez d’énergie
pour rapprocher suffisamment deux noyaux, la force forte, par son rôle attractif, va les lier
et donner naissance à un élément plus lourd : c’est la fusion nucléaire. L’intérêt est que ce
type de réaction peut s’accompagner de l’émission de protons ou de neutrons possédant
une très grande énergie cinétique (supérieure à l’énergie cinétique de départ pour obtenir
la réaction). C’est donc un processus exogène.

La conversion de l’énergie de fusion en énergie électrique a été envisagée depuis de
nombreuses années. Cependant, sur Terre, il faut trouver un mécanisme différent de celui
des étoiles pour apporter assez d’énergie cinétique aux noyaux. En effet, les étoiles puisent
cette énergie de leur masse qui, sous l’effet de la gravité, comprime leur centre. La Terre
étant trop légère pour déclencher des réactions de fusion par sa gravité, il est évidemment
impensable d’utiliser cette méthode pour réaliser des réactions de fusion dans un réacteur.
Pour contourner cette difficulté, on a envisagé différents mécanismes, parmi lesquels on
trouve la fusion par confinement magnétique.

L’idée sous-jacente du confinement magnétique est la création d’un plasma, c’est-à-
dire l’ionisation totale d’un gaz de façon à avoir un milieu chargé avec des noyaux et
des électrons libres. Les particules de ce plasma sont ensuite accélérées avec des champs
électriques 1 et confinées dans une zone restreinte de l’espace par un champ magnétique.
Le confinement des particules est indispensable pour augmenter la probabilité d’obtenir
des collisions menant à une réaction de fusion afin d’avoir un réacteur rentable. Dans
les étoiles la gravité joue un double rôle en fournissant l’énergie aux particules et en les
confinant au centre.

Il existe différents types de configurations magnétiques envisagées, la plus développée
étant la configuration de type tokamak 2. Le tokamak est constitué d’une chambre à vide

1. On peut également les accélérer avec des faisceaux de particules neutres
2. du russe "TOroïdalnaïa KAmera MAgnitnymi Katushkami", qui se traduit par "chambre toroïdale

1



INTRODUCTION

de forme toroïdale où se situe le plasma avec une configuration magnétique de même forme.
Les particules chargées suivent les lignes de champ magnétique, et sont ainsi confinées dans
le tokamak. Cependant (nous le verrons plus en détail dans la suite) en présence d’un tel
champ magnétique, les particules vont lentement dériver verticalement vers le plafond ou
le plancher de la machine détruisant ainsi le confinement. Pour remédier à cela, la solution
proposée dans un tokamak est l’ajout d’un champ magnétique poloïdal pour torsader les
lignes de champ. Cette configuration a été choisie pour le projet international ITER 3

[1] qui vise à démontrer la possibilité de l’utilisation de la fusion pour la production
d’électricité dans les réacteurs futurs.

Pour que les réactions nucléaires produites deviennent énergétiquement rentables, il
faut que l’énergie apportée au système soit inférieure à l’énergie qu’elles produisent en
retour. Pour ce faire, on doit vérifier le critère de Lawson [2][3]

Pr > Pperte (1)

où Pr est la puissance rayonnée par les réactions de fusion et Pperte est la puissance
perdue provenant principalement du freinage des électrons, des impuretés et du transport
de particules et de chaleur. Dans les scénarios typiques de fusion nucléaire au deuterium
et tritium, ce critère peut se réécrire [4] :

neTτE > 1021keV.m−3.s (2)

où ne est la densité électronique, T la température du plasma (de 10 à 20 keV) et τE
le temps de confinement du plasma dans la machine. Dans un tokamak, la température
choisie est celle pour laquelle la probabilité de réaction entre le deutérium et le tritium
est la plus élevée. Cela correspond à une température de l’ordre de 15 keV. Nous n’allons
donc pas jouer sur ce paramètre pour atteindre le critère 2. Voyons ce qu’il en est pour
les deux autres paramètres ne et τE. Le plasma peut être vu comme un gaz sous pression,
le champ magnétique jouant le rôle de contenant. Pour ne pas que ce système "éclate", il
faut que la pression magnétique de confinement (Pmag = B2

2µ0
) soit supérieure à la pression

cinétique du plasma (Pgaz = nkBT ). Il est d’usage d’introduire le paramètre β, défini
par le rapport de ces deux pressions : β = Pgaz

Pmag
. Ainsi, pour maintenir le plasma dans le

tokamak, on doit vérifier β < 1. Les champs magnétiques utilisés dans un tokamak comme
ITER sont à la limite des technologies actuelles ; le facteur limitant est donc la densité
qui impose un maximum à 1020 particules par mètre cube (densité de Greenwald [3]). Au
final, pour avoir des réactions de fusion rentables, le seul paramètre sur lequel on peut
jouer pour satisfaire le critère 2 est le temps de confinement τE. Il est alors nécessaire
de bien comprendre la physique du problème pour pouvoir se placer dans des conditions
telles que τE soit le plus long possible.

Dans un tokamak le confinement des particules et de l’énergie n’est pas parfait. En
effet, on observe toujours un transport de type diffusif, du centre vers les bords de la

avec des bobines magnétiques"
3. ITER signifie "le chemin" ou "la voie" en latin
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machine, tel que :

∂tn = D∆n
∂tT = χ∆T

(3)

où n et T sont la densité et la température du milieu que l’on regarde. D et χ sont les
coefficients de diffusion et de chaleur . Ainsi, pour un tokamak de petit rayon a, au bout
des temps caractéristiques τn = a2

D
et τT = a2

χ
, le transport de chaleur et de particules est

suffisant pour déconfiner totalement le système.
Le transport joue un rôle très important dans les performances d’un réacteur et fait

donc l’objet d’une recherche intensive pour mieux le comprendre dans l’espoir de le contrô-
ler. La théorie du transport collisionnel basé sur la marche aléatoire a tout d’abord été
envisagée [3][5]. Cependant, elle aboutit à un transport de matière et de chaleur inférieur
de plusieurs ordres de grandeur au transport mesuré expérimentalement dans un toka-
mak comme Tore-Supra, par exemple [6]. Comme nous le verrons dans la suite, dans une
configuration magnétique de type tokamak, plusieurs types de trajectoires peuvent appa-
raître : les particules piégées oscillant entre deux points par effet de miroir magnétique et
les particules passantes faisant le tour complet de la configuration magnétique. L’étude
des coefficients de transport incluant ces particules piégées et les collisions coulombiennes
fait l’objet de la théorie du transport néoclassique [5][7][8]. Encore une fois, cette théorie
aboutit à des coefficients de transport inférieurs d’au moins un ordre de grandeur par
rapport à ceux observés expérimentalement. On parle alors de transport anormal de par-
ticules et de chaleur, généré par la turbulence issue des micro-instabilités [9][10]. Dans
les plasmas de tokamak, les fluctuations du potentiel électrique présentent un très large
spectre spatio-temporel. Ces fluctuations du champ électrique couplées au champ magné-
tique vont faire dériver les particules avec une vitesse dite "de dérive électrique" définie
par ~vd ∝ ~∇Φ̃ × ~B où Φ̃ représente les fluctuations du potentiel électrique. Ce système
forme ce que l’on appelle des "ondes de dérive" [9]. En présence de gradients de densité et
de température, ces ondes peuvent être déstabilisées et ainsi générer des micro-instabilités.

Ces micro-instabilités, tirant leur nom du fait qu’elles présentent des longueurs d’onde
faibles devant les longueurs de gradients d’équilibre, sont généralement classées en insta-
bilités ioniques et électroniques. Parmi les plus importantes, on trouve les instabilités de
gradient de température ionique (ITG) et électronique (ETG) ; on peut aussi distinguer
les instabilités de gradient de température dues aux particules piégées ioniques (TIM) et
électroniques (TEM). Pour avoir une classification plus détaillée des micro-instabilités, on
pourra se référer à [8][9][11][12].

Pour bien comprendre ces mécanismes et leur rôle dans les phénomènes de transport,
il est nécessaire de développer des modèles pour décrire le plasma. Pour cela, plusieurs
approches peuvent être envisagées, de la plus complète à celle qui présente le plus d’ap-
proximations, on a :

— La description particulaire faisant appel aux équations de Newton de chaque par-
ticule du plasma, chacune ayant 6 degrés de liberté. On a donc à travailler dans un
espace à 6N dimensions (N représente le nombre de particules du système étudié).

3



INTRODUCTION

— Ensuite, vient la description cinétique basée sur une approche statistique du plasma
avec l’approximation des champs moyens. La hiérarchie BBGKY [13] nous permet
de travailler avec une fonction de distribution à une particule dans un espace à 6
dimensions [14].

— La description fluide ne s’intéresse qu’aux premiers moments de la fonction de dis-
tribution à une particule. Ainsi, le plasma est décrit par l’évolution de ces moments
dans un espace à 3 dimensions.

A ceci s’ajoute la description de l’évolution des champs autocohérents, donnée par les
équations de Maxwell.

Pour pouvoir utiliser l’approche fluide avec peu de moments de la fonction de distri-
bution (en général on travaille avec quatre moments : la densité n, la vitesse fluide ~U , la
pression P et le flux de chaleur Q), on doit supposer de faibles fluctuations de la fonction
de distribution des particules, ce qui est vrai lorsque le plasma est assez collisionnel. Nous
allons donc écarter cette approche dans l’étude de la turbulence au centre du tokamak où
les collisions sont négligeables. De plus, cette approche ne permet pas de décrire les inter-
actions ondes-particules, très importantes pour la formation de la turbulence. Toutefois,
une description fluide des particules piégées avec une réponse adiabatique des particules
passantes a déjà été réalisée [15], rendant possible la simulation du transport de particules
et chaleur électronique.

L’approche particulaire ne sera pas non plus utilisée, bien qu’elle soit la plus complète.
En effet le nombre de particules dans un tokamak étant de l’ordre de 1023 dans ITER,
il n’est pas envisageable de résoudre un tel système, même avec toutes les ressources
numériques accessibles actuellement ou dans un futur proche.

Dans un plasma de fusion de type tokamak, l’énergie cinétique des particules (15
keV) est beaucoup plus grande que l’énergie potentielle moyenne entre particules. Ainsi
le plasma a un comportement collectif, ce qui est le cadre idéal pour utiliser le modèle
cinétique. On remarque également que la fréquence de collision est plus faible que la
fréquence caractéristique de la turbulence conduite par les ondes de dérive [9], on peut
négliger les collisions. Ainsi, on décrit l’évolution de la fonction de distribution de chaque
espèce du plasma, via l’équation de Vlasov :

Df

Dt
= 0 (4)

Le modèle cinétique permet de décrire des phénomènes couvrant une large gamme tempo-
relle allant du temps de confinement de l’ordre de la seconde à la période cyclotronique,
et une large gamme spatiale allant de la dimension de la machine au rayon de Larmor
électronique.

Les observations expérimentales de plasma de cœur ont montré que la relation d’ordre
entre la fréquence caractéristique de la micro-turbulence ωturb et la fréquence cyclotronique
électronique ωc,e suit : ωturb

ωc,e
∼ O(ǫ) où ǫ = ρc,e

L
≪ 1, avec L la taille caractéristique de la

machine et ρc,e le rayon de Larmor électronique. Ainsi, l’étude de la micro-turbulence peut
se réaliser en ne s’intéressant qu’au mouvement du centre guide des particules, c’est-à-
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dire en moyennant les équations sur le mouvement cyclotron. On obtient ainsi un modèle
réduit 5D : le modèle gyro-cinétique [16].

Le modèle gyro-cinétique a fait l’objet de nombreuses études. L’analyse linéaire de ce
modèle est maintenant bien connue et peut prédire les conditions dans lesquelles le plasma
devient instable et développe les micro-instabilités de type ITG, ETG ,TEM, TIM.

Ce modèle a permis au fil des années de dresser un portrait assez complet des mé-
canismes de saturation des instabilités menant à la turbulence des plasmas magnétisés.
On sait par exemple que la turbulence s’auto-organise via la génération de structures à
grande échelle. Les plus connues sont les écoulements zonaux [17] (structures constantes
sur les surfaces magnétiques) qui semblent être responsables de la saturation des ITG et
régulent le transport ionique [17][18]. Le modèle gyro-cinétique prédit également l’exis-
tance de "streamers" qui sont des structures allongées dans la direction radiale favorisant
le transport. Enfin, les phénomènes de relaxation des gradients d’équilibre via des pro-
cessus d’avalanche jouent également un grand rôle dans le transport et font l’objet de
nombreuses études [19].

De nombreuses simulations ont montré que les ITG et les TIM sont principalement
responsables du transport de chaleur ionique alors que les TEM sont les principaux can-
didats au transport de particules et de chaleur électronique [20][21][22]. Pour arriver à ces
résultats, les simulations ont été réalisées principalement avec des modèles cinétiques ne
décrivant qu’une seule espèce cinétique, à l’instar du code global (décrivant tout le plasma
du tokamak) GYSELA-5D électrostatique [23] actuellement développé à l’IRFM-CEA
(Cadarache). Ce code permet une bonne description de la turbulence ionique, aussi bien
sur la caractérisation de la micro-turbulence, que sur l’auto-organisation de la turbulence à
grande échelle (barrière de transport, confinement amélioré, avalanche,...) [24][25][26][27].
Ainsi, la compréhension de la turbulence ionique est, à ce jour, bien avancée et constitue
même un test de validation des codes simulant cette turbulence. En revanche, le trans-
port engendré par les modèles gyro-cinétiques décrivant les ETG et TEM est encore mal
compris [22].

Comme on vient de le voir, les ions (via les ITG et les TIM) et les électrons (via les
TEM) jouent un rôle majeur dans l’établissement du transport de particules et de chaleur.
Il est donc nécessaire de décrire l’interaction entre ces trois types d’instabilités pour avoir
une description complète du transport anormal.

Les échelles caractéristiques ioniques et électroniques étant très différentes, la descrip-
tion des deux espèces de manière cinétique est, encore actuellement, un challenge numé-
rique. En effet, on a une séparation d’échelle pour les deux espèces de l’ordre ρc,i ∼ 60 ρc,e,
ωc,e ∼ 3600ωc,i avec ρc,s le rayon de Larmor et ωc,s la pulsation cyclotronique. Cependant,
les simulations incluant à la fois les ions et les électrons (piégés et passants) commencent
à apparaître depuis quelques années [21][28][29]. La plupart de ces modèles s’appuient sur
des géométries de type "tube de flux" s’intéressant à la turbulence locale autour d’une
surface magnétique. Cette méthode permet de réduire la taille du système étudié mais ne
permet pas l’étude des phénomènes de transport à grande échelle. Ce type de modèle prédit
également un transport présentant des coefficients de diffusion inversement proportionnels
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au carré du champ magnétique et à la taille du système : c’est la diffusion gyro-Bohm [30].
Les codes gyro-cinétiques globaux ont confirmé qu’en augmentant la taille du système,
on passe d’une diffusion Bohm, inversement proportionnelle au champ magnétique, à une
diffusion gyro-Bohm, c’est-à-dire à un confinement amélioré [31][32][33].

Un autre moyen de simplifier la résolution du modèle gyro-cinétique est l’utilisation
de codes "δf" dont l’étude se base sur l’évolution des fluctuations de la fonction de
distribution autour d’un équilibre Maxwellien. C’est le cas, par exemple, du code GEM
(Gyrokinetic ElectroMagnetic) [34] ou ORB 5 [32].

A ce jour, à l’échelle de tokamak, aucune simulation numérique globale "full f",
incluant à la fois les ions et les électrons, n’arrive à décrire simultanément la micro-
turbulence et les phénomènes de transport à grande échelle générés par son auto-organisation.

Le travail qui va suivre présente un code global et "full f", c’est-à-dire décrivant
totalement les fonctions de distribution (contrairement au code "δf" introduit plus haut),
mais incluant uniquement les ions piégés cinétiques et les électrons piégés cinétiques. Un
des intérêts de la description cinétique des particules piégées est la possibilité de réduire
la dimension du problème. En effet, en s’intéressant seulement à ces particules, on peut
moyenner le système sur le mouvement de rebond, comme on l’a fait dans le modèle gyro-
cinétique sur le mouvement cyclotronique. Ainsi, le modèle que l’on obtient au final est
4D mais, évidemment, il ne permet pas une bonne description des particules passantes qui
seront prises adiabatiques. Cependant, les particules piégées ont un impact non négligeable
sur la turbulence et ce modèle permet l’étude d’un grand nombre de phénomènes présents
dans les modèles gyro-cinétiques complets.

Le travail réalisé durant cette thèse, résumé sur le schéma 1, a été le suivant : nous
sommes partis d’un code cinétique dans lequel seuls les ions piégés étaient décrits de ma-
nière cinétique [35][36][37]. Le premier objectif a été d’inclure dans le modèle les électrons
piégés cinétiques, ce qui a fait l’objet d’un travail analytique. Le second objectif a été
d’obtenir les seuils de déclenchement des instabilités du système et les taux de croissance
linéaires associés. Pour cela, un premier travail a abouti à l’obtention de la relation de
dispersion du modèle à partir de sa linéarisation. Puis, la résolution de cette relation de
dispersion a fait l’objet de l’écriture d’un code linéaire à l’aide du logiciel Matlab. Le
troisième objectif a été d’intervenir dans le code non-linéaire existant TERESA-4D pour
prendre en compte les électrons piégés cinétiques, en ajoutant la résolution de l’équation
de Vlasov pour cette nouvelle population et en modifiant l’équation de quasi-neutralité
en conséquence. Une fois le code modifié, l’objectif a été de comparer ses résultats dans la
phase linéaire avec les résultats du modèle linéaire. Enfin, le dernier objectif de ce travail
a été d’étudier l’auto-organisation de la turbulence grâce à ce nouveau code non-linéaire
TERESA-4D.

Dans la première partie de ce travail, nous présenterons les équations du modèle 4D dé-
crivant les particules piégées cinétiques et les particules passantes adiabatiques. D’abord,
nous regarderons le mouvement d’une particule chargée dans une configuration magné-
tique donnée. Puis, nous écrirons les équations de Vlasov décrivant nos populations ci-
nétiques. Enfin, nous écrirons la relation de quasi-neutralité qui décrit l’évolution du
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potentiel électrique.
Dans la deuxième partie, nous étudierons la stabilité linéaire de ce modèle. Puis, nous

décrirons les outils numériques utilisés dans le code TERESA-4D pour résoudre le système
de façon non-linéaire. Enfin, nous validerons le code TERESA-4D dans sa phase linéaire.

Dans la troisième et dernière partie, nous nous intéresserons à la phase de saturation et
à la turbulence donnée par le code TERESA-4D. Nous nous intéresserons ensuite à l’auto-
organisation de la turbulence menant à la formation de différentes structures comme les
streamers et les écoulements zonaux. Finalement, nous étudierons les flux de particules et
de chaleur en présence de ces différentes structures.
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Code GYSELA
IRFM-CEA

Ions piégés et ions circulants : cinétiques
Électrons : adiabatiques

Code TERESA
IRFM-CEA et IJL Nancy
Ions piégés : cinétiques

Ions circulants et électrons : adiabatiques

Situation de départ

Travail analytique
Enrichissement du modèle par l’ajout de
la réponse cinétique des électrons piégés.

Calcul
— des seuils de déclenchement des TIM

et des TEM
— taux de croissance et pulsation

TIM/TEM

Travail analytique
Linéarisation du modèle
→ Relation de dispersion

Travail numérique
Ecriture d’un code linéaire

→ Résolution de la dispersion

Travail numérique
Modification de TERESA-4D
Inclusion des électrons piégés

Modèle N espèces
→ Réécriture de la quasi-neutralité
→ Parallélisation sur chaque espèce

Travail numérique
Utilisation du cluster local IJL (ASTERIX)
Vérification du code dans sa phase linéaire

→ Comparaison avec le code linéaire

Etude des simulations
Utilisation de TERESA-4D
dans la phase non-linéaire

→ Etude de l’auto-organisation
de la turbulence TIM/TEM

Travail réalisé pendant la thèse

Figure 1 – Schéma récapitulatif du travail effectué au cours de cette thèse.
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Modèle cinétique pour la description
des particules piégées dans une

configuration magnétique de type
tokamak
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Cette partie est dédiée à la construction d’un modèle pouvant décrire de manière
cinétique toutes les particules piégées d’un plasma, dans une configuration magnétique de
type Tokamak.

Dans un premier temps, nous décrirons brièvement l’allure du champ magnétique dans
lequel on se place. Dans une telle configuration, le mouvement d’une particule chargée
n’est pas trivial. En effet, on peut distinguer plusieurs types de trajectoire et différents
comportements selon les échelles de temps regardées. L’étude de ce mouvement fera l’objet
de ce premier chapitre.

Le deuxième chapitre sera consacré à la description d’un ensemble de particules for-
mant notre plasma. Pour cela nous utiliserons une description statistique basée sur la
fonction de distribution des particules évoluant selon l’équation de Vlasov. Pour réduire
la dimension de notre problème, nous allons nous appuyer sur les séparations d’échelles
spatio-temporelle du mouvement des particules piégées. En effet, dans ce travail, on va
s’intéresser au régime d’instabilités des TIM et des TEM [38] dont le rôle dans le transport
anormal est encore discuté [32]. Ces instabilités ayant des fréquences caractéristiques de
l’ordre de la précession toroïdale des piégées (identique pour les deux espèces), nous pour-
rons ainsi moyenner nos équations sur cette fréquence et ajouter une réponse adiabatique
des passantes.

De plus, le modèle sera intéressant à écrire et à résoudre dans le formalisme Hamilto-
nien, nous permettant de définir et d’utiliser les variables d’angle et d’action [35][36][37]
[38].

Pour terminer cette partie, nous allons écrire la relation reliant les deux populations ;
ionique et électronique. Dans ce travail, nous nous plaçons dans un cadre électrostatique,
les fluctuations magnétiques seront donc négligées. Comme nous le verrons, la relation de
quasi-neutralité nous permettra de faire le lien entre les différentes populations du plasma.
La fin de cette partie sera dédiée à la normalisation des équations et au récapitulatif des
principaux résultats.
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Chapitre 1

Mouvement des particules dans un
tokamak

Sommaire
1.1 Configuration magnétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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1.2 Mouvement des particules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.2.1 Mouvement cyclotronique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.2.2 Mouvement parallèle aux lignes de champ . . . . . . . . . . . . 18

1.2.3 Mouvement de dérive du centre guide . . . . . . . . . . . . . . 21

1.3 Variables d’angle et d’action. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.4 Lien entre les coordonnées du centre-guide et les variables

d’angle et d’action des particules piégées . . . . . . . . . . . . 28
1.5 Caractérisation des trois mouvements . . . . . . . . . . . . . . 30

1.5.1 Grandeurs spatiales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.5.2 Grandeurs temporelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.5.3 Bilan des grandeurs pour ITER . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

La forme du champ magnétique d’une configuration de type tokamak n’est pas simple
et donne aux particules chargées des trajectoires assez complexes, ce qui fait l’objet de ce
chapitre.

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser à la description du champ ma-
gnétique qui sera utilisé pour établir les équations du modèle. On utilisera une forme
simplifiée du champ magnétique dont les surfaces magnétiques sont des tores emboîtés
concentriques.

Dans cette configuration nous verrons qu’il existe deux types de trajectoire : les trajec-
toires passantes, pour lesquelles la particule peut faire le tour complet de la configuration

13



CHAPITRE 1. MOUVEMENT DES PARTICULES DANS UN TOKAMAK

magnétique, et les trajectoires piégées où les particules oscillent entre deux points-miroirs
de la configuration.

Pour ce dernier type de trajectoire, nous verrons que l’on peut définir trois mouvements
quasi-périodiques : le mouvement cyclotronique, le mouvement de rebond, le mouvement
de précession toroïdal. C’est dans ce cadre que nous allons définir les variables d’angle et
d’action bien adaptées à ce type de problème.

Enfin, nous regarderons les grandeurs spatio-temporelles associées à chacun des trois
mouvements des particules piégées. Nous remarquerons notamment que les échelles sont
bien séparées, aussi bien du point de vue spatial que temporel.

1.1 Configuration magnétique

Dans ce travail nous utiliserons une forme de champ magnétique dite "circulaire
concentrique". Une telle configuration est caractérisée par des surfaces magnétiques to-
riques centrées sur l’axe magnétique dont les sections poloïdales sont circulaires. L’écriture
de ce champ se fera à l’aide du système de coordonnées toroïdales classiques [r,θ,ϕ] centré
sur l’axe de symétrie du tokamak (fig.1.1) où θ est l’angle poloïdal et ϕ l’angle toroïdal.

1.1.1 Structure du champ magnétique

Un champ magnétique de type tokamak de forme très générale, présentant néanmoins
des surfaces magnétiques, peut s’écrire sous la forme [39] (annexe A.1) :

~B =
1

2π
~∇Ψpi × ~∇(q(ρ)η − ξ) (1.1)

Ici, on utilise les coordonnées toroïdales généralisées [ρ(r,θ,ϕ), η(r,θ,ϕ), ξ(r,θ,ϕ)] ; q(ρ) est
le facteur de sécurité que l’on explicitera plus en détail par la suite et Ψpi le flux poloïdal
interne. Cette dernière quantité est définie par

Ψpi =

∫

Si(ρ,η)

~B. ~dSi (1.2)

qui représente le flux du champ magnétique poloïdal à travers la surface Si(ρ,η) délimitée
par l’axe magnétique et par la surface magnétique labellisée par ρ. Il est très important
de remarquer que le flux poloïdal n’est fonction que de la variable radiale généralisée
ΨP,i = ΨP,i(ρ) (annexe A.1).

Ainsi, dans notre choix de configuration simplifiée "circulaire concentrique", où les
coordonnées généralisées sont confondues avec les coordonnées classiques (ρ ≡ r, η ≡
θ, ξ ≡ ϕ), le champ magnétique peut s’écrire [40] :

~B = ~∇(ϕ− qθ)× ~∇ψ (1.3)
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x

z

yO

O′

~ur
~uθθ

φ

~B

Figure 1.1 – Système de coordonnées et forme du champ magnétique de type "circulaire
concentrique". En rouge, une ligne de champ s’appuyant sur la surface magnétique en
bleu. L’axe magnétique est défini par le cercle dans le plan (xOy) de centre O et passant
par O′.

où on a posé : ψ =
Ψpi
2π

. Il est intéressant de faire le lien entre la base utilisée pour établir
l’équation 1.3 et la base usuelle présentée sur la figure 1.1 :

[~∇r,~∇θ,~∇ϕ] →
[

~ur,
~uθ
r
,
~uϕ
R

]

(1.4)

où R représente le grand rayon du tokamak. Le flux poloïdal étant uniquement fonction du
rayon, il est clair, d’après l’équation 1.3, que le champ magnétique n’a pas de composante
suivant ~ur. Le champ s’écrit alors sous la forme :

~B = B~∇θ
~∇θ +B~∇ϕ

~∇ϕ = Bθ~uθ +Bϕ~uϕ (1.5)

Il est temps d’expliciter plus en détail le facteur de sécurité que l’on a vu apparaître dans
l’équation 1.1. Les relations 1.3 et 1.5 nous permettent d’écrire :

~B.~∇θ = −
(

~∇ψ × ~∇ϕ
)

.~∇θ =
(

~∇ψ × ~∇θ
)

.~∇ϕ
~B.~∇ϕ = q

(

~∇ψ × ~∇θ
)

.~∇ϕ = q ~B.~∇θ
(1.6)

Le facteur de sécurité est ainsi défini par :

q(r) =
~B.~∇ϕ
~B.~∇θ

=
Bϕr

BθR
. (1.7)

15



CHAPITRE 1. MOUVEMENT DES PARTICULES DANS UN TOKAMAK

Cette quantité mesure le nombre de tours toroïdaux qu’une ligne de champ doit parcourir
pour faire un tour poloïdal. On peut négliger sa dépendance en θ et ainsi supposer que
le facteur de sécurité ne dépend que du rayon. Sur la figure 1.1, par exemple, la ligne
de champ (en rouge) semble faire six tours poloïdaux sur un tour toroïdal, le facteur de
sécurité de cette configuration est donc q = 1

6
. Cette valeur q a été choisie uniquement

pour des raisons de lisibilité de figure, en effet dans un tokamak les valeurs de facteur de
sécurité rencontrées sont plutôt de l’ordre de l’unité au centre à quelques unités sur les
bords.

1.1.2 Expression des composantes du champ magnétique

Dans cette partie, nous nous intéressons à la forme des composantes Bθ et Bϕ du
champ. Définissons tout d’abord le paramètre ε = r

R0
qui représente l’inverse du rapport

d’aspect ξ = R0

a
aux bords du tokamak. A l’équilibre, le théorème d’Ampère permet

d’écrire la composante du champ magnétique selon ϕ sous la forme ref.[39] :

Bϕ(r,θ) =
B0

1 + ε. cos(θ)
(1.8)

où B0 est le champ sur l’axe magnétique (en r = 0). La figure 1.2 montre l’intensité du
champ magnétique Bϕ(r,θ) sur une coupe poloïdale du tokamak en posant B0 = 4T qui
est la valeur opérationnelle pour le Tokamak ITER. En utilisant l’approximation ε ≪ 1,
on peut écrire le champ sous une forme légèrement différente au premier ordre en r

R0
:

Bϕ(r,θ) = Bmin(r) [1 + ε(1− cos(θ))] = Bmin(r)h(r,θ) (1.9)

où Bmin(r) = B0

1+ε
est le champ sur l’axe θ = 0 ; cette valeur correspond au champ

magnétique toroïdal minimal à rayon fixé. Cette approximation n’est valide pour tous
r donnés qu’à la condition que l’on ait ξ ≫ 1 (ceci est plus ou moins vérifié dans les
tokamaks comme ITER où ξ ∼ 3,1, ou comme Tore Supra où ξ ∼ 2,8). Cependant cette
approximation reste acceptable près de l’axe magnétique, i-e si on ne s’intéresse qu’aux
régions du cœur du tokamak. Pour des raisons de commodité de calcul, nous garderons
l’expression 1.9 du champ magnétique. En effet, dans la suite, on va se placer sur des
surfaces magnétiques (r = Cst) où le champ magnétique minimal sur ces surfaces est
déterminant pour le calcul des propriétés des particules piégées, comme par exemple le
paramètre de piégeage.

Calculons finalement la composante poloïdale du champ magnétique. La définition du
facteur de sécurité (eq.1.7), nous donne directement :

Bθ(r,θ) =
r

q(r)R
Bϕ(r,θ) (1.10)

où R = R0 + r cos(θ). Au premier ordre en r
R0

on a r
R
= r

R0
, le facteur q étant de l’ordre

de l’unité, on peut en conclure que le champ magnétique est essentiellement dirigé selon
ϕ, on pourra alors utiliser : | ~B| ≃ Bϕ.
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Figure 1.2 – Vue dans une coupe poloïdale de l’intensité du champ magnétique toroïdal
Bϕ (avec B = 4 T au centre r = 0).

Nous verrons dans la suite qu’il sera préférable d’utiliser la variable de flux poloïdal
ψ plutôt que le rayon r. Il nous faut donc écrire la relation qui lie ces deux grandeurs.
Pour ce faire, nous utilisons la définition de flux 1.2, pour laquelle l’intégrale sur l’angle
ϕ contenu dans ~dSi vaut 2π et où ~B. ~dSi ∝ ~Bθ.~uθ < 0, comme on peut le voir sur la figure
1.1. Ainsi, en faisant l’approximation R ∼ R0, on a :

ψ(r) = −
∫ r

0

BθR(r
′)dr′ ∼ −Bθ,0R0

∫ r

0

dr′. (1.11)

Ici, on a négligé la dépendance radiale de la composante poloïdale du champ magnétique
en introduisant la quantité Bθ,0 définie par la valeur de la composante poloïdale du champ
magnétique sur une surface magnétique de référence.

Au premier ordre en r
R0

on a donc :

ψ = −BθR0r (1.12)

La variable ψ que l’on a choisie ici est inversement proportionnelle à la variable radiale,
il est important de retenir cela pour la suite où nous utiliserons plus souvent ψ que r.

1.2 Mouvement des particules

A présent, intéressons nous au mouvement d’une particule de charge qs (ne pas confondre
avec q le facteur de sécurité) et de masse ms dans le champ magnétique que nous venons
d’introduire. Nous verrons qu’il existe deux classes de trajectoires : les passantes et les pié-
gées, dans cette partie nous étudierons uniquement le mouvement des particules piégées.
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CHAPITRE 1. MOUVEMENT DES PARTICULES DANS UN TOKAMAK

Dans un premier temps nous allons décrire les différents mouvements de ces particules
piégées : mouvement cyclotronique rapide autour des lignes de champ, mouvement de
rebond parallèle aux lignes de champ et mouvement lent de dérive. Ensuite, nous verrons
l’intérêt d’utiliser les variables d’angle et d’action dans ce type de problème. Enfin nous
donnerons l’expression et un ordre de grandeur des différentes quantités associées aux
mouvements de la particule (fréquences, longueurs caractéristiques).

1.2.1 Mouvement cyclotronique

En présence d’un champ magnétique homogène ~B0, la trajectoire d’une particule de
masse ms et de charge qs forme un mouvement hélicoïdal autour des lignes de champ
sous l’effet de la force de Laplace ~Fm = qs~v × ~B0, où ~v est la vitesse de la particule. Ce
mouvement est appelé "mouvement cyclotronique" caractérisé par sa période de rotation

ωc =
qs| ~B|
ms

et son rayon de courbure ρL = v⊥
ωc

, où v⊥ est la vitesse de la particule perpen-
diculaire au champ magnétique. On peut considérer ce mouvement comme une boucle de
courant d’intensité : I = dq

dt
= qs

ωc
2π

se déplaçant parallèlement aux lignes de champ. Cette

boucle crée un champ magnétique opposé au champ appliqué ~B0 (Ce phénomène est à
l’origine du caractère diamagnétique d’un plasma), on peut donc lui associer un moment
magnétique colinéaire et opposé à ~B0 de norme :

µ = I.S = qs
ωc
2π
πρL =

msv
2
⊥

2| ~B|
(1.13)

où S est la surface intérieure à la boucle de courant 1.
Dans la suite, on va se placer sous l’hypothèse de champ magnétique adiabatique, c’est-à-
dire, que l’on considère les variations du champ comme lentes devant la période cyclotro-
nique et l’évolution spatiale comme grande devant le rayon de Larmor (∂t logB ≪ ωc et
∣
∣∇B
B

∣
∣≪ ρL). On peut montrer [41] que sous cette hypothèse le moment magnétique est un

invariant adiabatique (qui est constant au premier ordre en temps) tel que dµ
dt

= 0+O( t
ωc
).

1.2.2 Mouvement parallèle aux lignes de champ

Dans la direction parallèle au champ homogène, la force de Laplace n’agit pas
(
dv‖
dt

= 0
)

,

ainsi la particule est libre de se déplacer le long des lignes de champ. L’expression de la
force (diamagnétique) s’appliquant sur une boucle de courant en présence d’un champ
inhomogène est analogue à celle de la force agissant sur un dipôle électrique [42] ; on
l’écrit : ~F = ~∇(~µ. ~B). Il est aisé de voir que cette force dérive du potentiel magnétique
Emag = −~µ. ~B. D’après la forme du moment magnétique créé par le mouvement cyclotro-
nique, on a :

~F = −µ∇‖(| ~B|)
Emag = µ.B

(1.14)

1. Dans la suite, nous utiliserons souvent la notation : B = | ~B|
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1.2. MOUVEMENT DES PARTICULES

où ∇‖ désigne le gradient dans la direction du champ magnétique 2 défini par ~b =
~B

| ~B|
( on utilisera ~∇⊥ pour gradient perpendiculaire). Il est à noter que l’énergie définie en
1.14 représente le contenu énergétique de la particule pour la boucle de courant, c’est-à-
dire l’énergie cinétique de la particule perpendiculaire au champ magnétique. L’éq. 1.13
aboutit à la relation Emag =

1
2
mv2⊥. Ainsi en l’absence de force extérieure, l’énergie d’une

particule chargée de masse ms s’écrit :

E ≡ 1

2
msv

2
g|| + µsB( ~xg). (1.15)

Ici, nous avons utilisé les coordonnées dites de centre-guide ~xg = (rg,θg,φg) qui définissent
la position du centre de rotation cyclotronique. Dans la suite, on ne regardera plus la
trajectoire exacte des particules mais la trajectoire de leur centre-guide ; le mouvement
cyclotronique perpendiculaire rapide sera désormais intégré via l’invariant µs.

Comme on l’a vu dans la partie 1.1, les lignes de champ de la configuration magnétique
choisie sont enroulées autour d’une surface magnétique de telle sorte qu’en suivant ces
lignes une particule explore des zones de champ fort (côté interne du tore) et des zones
de champ faible (côté externe) (voir fig.1.2). Qualitativement, cette alternance peut être
représentée par un champ de la forme B( ~xg) = Bmin [1 + ε(1− cos(θ))] que l’on a tracé sur
la figure 1.3 à gauche. L’expression de l’énergie dans une telle configuration est similaire
à l’hamiltonien du pendule rigide. On peut donc utiliser les résultats du pendule pour
décrire le mouvement de la particule. Ici, nous faisons donc l’analogie entre θ et l’angle
que fait le pendule avec la verticale et entre vg|| et la vitesse du pendule. Il existe donc
trois types de trajectoires : oscillantes, de révolution (le pendule fait un tour complet) et
séparatrices. On a tracé ces trois types de trajectoires sur la figure 1.3 à droite. C’est ici
que nous ferons la distinction entre les particules dites piégées présentant une trajectoire
oscillante et les particules passantes dont les trajectoires font tout le tour du tore. Nous
ne définissons pas de classe de particules pour les séparatrices qui sont des trajectoires
impossibles à réaliser expérimentalement.

Pour distinguer quantitativement les deux types de trajectoires de particules que nous
venons de définir, introduisons le paramètre de piégeage λ = µBmin(ψ)

E
. D’après l’équation

1.15, l’énergie minimale que peut posséder une particule est Emin = µBmin, cela corres-
pond à la situation où la particule ne possède pas de vitesse parallèle aux points où le
champ est le plus faible. En ces points, on a alors λ = 1 qui correspond aux points fixes de
notre analogie au pendule. Plaçons nous ensuite sur le point particulier de la trajectoire
où le champ est maximal, Bmax. Si l’énergie d’une particule est plus petite que µBmax

alors la particule ne possède pas assez d’énergie cinétique parallèle pour dépasser ce point,
elle est alors piégée. Dans le cas contraire, on dit qu’elle est passante ou circulante, ces
deux situations sont résumées sur la figure 1.3 de gauche. D’après l’équation 1.9, le champ
magnétique maximum sur une ligne de champ vaut Bmax = Bmin(1 + 2ε). On rappelle
qu’ici nous nous plaçons sur une surface magnétique donnée, on a donc Bmax = Bmax(r).

2. En règle générale dans toute la suite les termes "parallèle" et "perpendiculaire" feront référence à
l’orientation par rapport au champ magnétique.
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θ

E

µB(θ)Piégées

E2
Passantes

µBmax

E1

θ0−θ0

µBmi n

0

θ0−θ0

θ

θ̇

Figure 1.3 – A gauche : Énergie perpendiculaire donnée par le champ magnétique aux
particules en fonction de l’angle poloïdal.
A droite : Portrait de phase du pendule simple.

Si la particule possède exactement cette énergie, son paramètre de piégeage vaut λ = 1
1+2ε

.
Cette situation correspond aux séparatrices dans notre analogie au pendule. Enfin, l’éner-
gie de la particule peut prendre des valeurs arbitrairement grandes par rapport à µBmax

et µBmin, on a alors λ→ 0.
Finalement, une particule est piégée lorsque son énergie correspond au critère de pié-

geage défini par :

1

1 + 2ε
∼ 1− 2ε < λ < 1. (1.16)

Ici, on a utilisé l’hypothèse ε≪ 1. Le critère de piégeage évolue avec le rayon et on peut
constater qu’au centre du Tokamak (ε = 0) on a 1 < λ < 1, c’est-à-dire que très peu de
particules sont piégées près du centre.

Les équations 1.9 et 1.15 nous permettent d’écrire la vitesse parallèle sous la forme :

vg|| = ±
√

2E

ms

√

1− λh(θ,r) = ±V
√

1− λh(θ,r) (1.17)

où à l’aide de cette expression 1.17, on peut donner un ordre de grandeur du critère de
piégeage en θ = 0 3 :

v||
v⊥

∣
∣
∣
∣
θ=0

<
√
2ε (1.18)

3. Le critère de piégeage nous permet d’écrire :

1

1 + 2ε
< λ → E

µBmin
< 1 + 2ε
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1.2. MOUVEMENT DES PARTICULES

Le dernier point que nous traiterons ici sera la position des points de rebroussement
définis par l’annulation de la vitesse parallèle. Pour une particule piégée à E, µ fixés et à
un rayon ψ0 donné, on pose ±θ0 les angles poloïdaux des deux points de rebroussement.
En ces points, l’expression de la vitesse parallèle V|| = ±V

√

1− λh(±θ0,ψ0) = 0 mène à
la relation :

h(±θ0) =
1

λ
. (1.19)

Nous verrons par la suite que cette relation sera très utile pour le calcul de la fréquence
de rebond. On verra alors qu’il sera plus intéressant de travailler avec un autre paramètre
de piégeage qui, lui, ne dépendra pas du rayon où l’on se place.

1.2.3 Mouvement de dérive du centre guide

En présence d’un champ magnétique inhomogène sous l’hypothèse adiabatique, lorsque
l’on moyenne les équations du mouvement sur la période cyclotronique, on obtient l’équa-
tion d’évolution du centre-guide :

d~xg
dt

= vg||~b+ ~vd (1.20)

où~b =
~B
B

est le vecteur unitaire le long du champ magnétique et où ~vd représente la vitesse
de dérive des centres-guides à travers les lignes de champ. Dans la limite où β ≪ 1, cette
vitesse peut s’écrire sous la forme [3] [39] [41] [43] :

~vd =
ms

(

v2g|| +
v2⊥
2

)

qsB(xg)

~b× ~∇B
B

(1.21)

De manière qualitative on peut montrer que dans un tokamak la dérive des centres-
guides est principalement verticale [3]. Pour montrer cela, attachons un repère direct

Avec E = 1

2
ms(v

2

|| + v2⊥) et 1.13 on a alors :

B

Bmin

[(
v||

v⊥

)2

+ 1

]

< 1 + 2ε

En utilisant la forme du champ magnétique 1.9 on a alors :
[(

v||

v⊥

)2

+ 1

]

< 1 + ε(1 + cos(θ)) + O(ε2)

En θ = 0 la condition de piégeage s’écrit donc :

v||

v⊥

∣
∣
∣
∣
θ=0

<
√
2ε
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CHAPITRE 1. MOUVEMENT DES PARTICULES DANS UN TOKAMAK

[~ex,~ey,~ez] à la particule. Avec ~ez semblable à ~uz, ~ey semblable à ~uφ (voir fig. 1.1). On
prend ~ex normal à ~ey et parallèle au plan (xOy) de la figure 1.1, de telle sorte que ~ex =
cos(θ)~ur − sin(θ)~uθ. Le champ magnétique est principalement orienté selon ~uφ on peut
donc écrire : ~B ∝ ~uy. Le gradient du champ est essentiellement dirigé vers le centre O
du tokamak ce qui correspond à peu près à −~ux sous l’hypothèse d’un grand rapport
d’aspect. Ainsi ~b× ~∇B ∝ −~uy × ~ux = ~ux × ~uy = ~uz, les centres-guides dérivent donc bien
selon la direction verticale.

Pour une trajectoire de va-et-vient : sur le trajet "aller" une particule va dériver
verticalement d’un côté de la ligne de champ ; sur le trajet "retour" la particule va subir
un gradient de champ opposé à la situation précédente ; d’après l’équation 1.21 la dérive
verticale sera opposée. La forme de la trajectoire de rebond aura donc une forme de banane
autour d’une surface magnétique.

Il existe une dérive assez faible dans la direction toroïdale due aux gradients de la
composante poloïdale du champ dans la direction ~uφ. Cette dérive est responsable du fait
qu’après chaque mouvement de va et vient la particule ne se retrouve pas exactement à la
position d’où elle était partie : on observe un léger décalage dans la direction toroïdale. Sur
de très nombreux rebonds c’est ce décalage qui est responsable de la précession toroïdale
des bananes.

1.3 Variables d’angle et d’action.

Dans la configuration magnétique axisymétrique que nous avons choisie (eq. 1.1), on
peut montrer que le mouvement des particules est intégrable et quasi-périodique [44] [39].
Il est alors intéressant de passer des coordonnées d’espace (~x,~p) aux coordonnées d’angle et
d’action (~α, ~J). En effet une des caractéristiques importantes de ce système de coordonnées
est l’indépendance de l’hamiltonien vis à vis des variables d’angle : H = H( ~J). Ainsi, les
équations de Hamilton vérifient :

dJi
dt

= −∂H
∂αi

= 0 (1.22)

dαi
dt

=
∂H

∂Ji
= ωi (1.23)

où les ωi sont les fréquences caractéristiques du mouvement : ωc, ωb, ωd (respectivement,
fréquence cyclotronique, de rebond et de précession). Ainsi les trois angles associés s’écrivent :

~α =





α1 = ωc( ~J)t+ α10

α2 = ωb( ~J)t+ α20

α3 = ωd( ~J)t+ α30



 (1.24)

Dans le cadre de la mécanique hamiltonienne, on peut montrer [41] qu’à un mouvement
périodique on peut associer une action qui est un invariant du problème. Il est égale-
ment possible d’associer une action à un mouvement quasi-périodique, cette action sera
constante aux premiers ordres définissant alors un invariant adiabatique.
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1.3. VARIABLES D’ANGLE ET D’ACTION.

Recherche des invariants de notre modèle

Nous rappelons ici un résultat important qui va nous permettre de chercher les inva-
riants de notre modèle.

Soit ~P et ~x les variables oscillantes canoniquement conjuguées, alors l’action s’obtient
en calculant [41] :

∮

~P .
d~x

dt
dt =

∮

~P .d~x = Cst (1.25)

où l’intégration est faite sur une période du mouvement dans l’espace des phases. Si les
paramètres de l’hamiltonien changent sur une échelle de temps T qui est très grande com-
parée à l’échelle de temps du mouvement périodique de période Ω−1, la quantité 1.25 est
conservée avec une précision de l’ordre de exp(−ΩT ).

Il n’est pas nécessaire de résoudre les équations de Hamilton pour décrire le mouve-
ment, nous connaissons déjà les trois mouvements quasi-périodiques d’une particule dans
notre configuration magnétique. Ici, nous allons uniquement chercher les invariants Ji
associés à ces mouvements.

Premier invariant

Calculons l’action associée au mouvement cyclotronique, pour cela plaçons nous dans
un système de coordonnées cylindriques où le champ magnétique est selon ~ez ( ~B = Bz~ez).
Dans une telle configuration on a : ~A =

~B×~r
2

= rBz
2
~eθ. Comme on le verra, le moment

généralisé peut s’écrire ~P = m~v + qs ~A ([41]) donc d’après 1.25, on doit calculer :

J1 =
1

2π

∮

(m~vc + qs ~A).~dl (1.26)

où l’intégrale se fait sur une trajectoire cyclotron (cercle de rayon ρL, voir chapitre 1.2).
On a ~dl = ρLdθ~eθ et ~vc = −ρLωc~eθ, d’où :

J1 = − 1

2π

∫ 2π

0

mρ2Lωcdθ +
1

2π

∫ 2π

0

qsρ
2
LBz

2
dθ

= −mv
2
c

ωc
+
qsBz

2

v2c
ω2
c

= −m
2v2c

qsBz

+
m2v2c
2qsBz

En utilisant la définition du moment magnétique (éq.1.13), on trouve :

J1 = −m
qs
µ (1.27)
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Second invariant

Pour construire la deuxième action associée au mouvement de rebond, on va calculer
l’intégrale 1.25 sur une trajectoire "banane" :

J2 =
1

2π

∮

(m~v + qs ~A).~dl (1.28)

Sur cette trajectoire, on a : ~v.~dl ∼ vG||ds, où s représente l’abscisse curviligne le long
de la ligne de champ. On peut également remarquer que l’intégrale de ~A est égale au
flux du champ magnétique à travers la surface définie par le contour de la banane. L’aire
décrite par ce contour est très petite. En effet, la particule ne s’écarte que de quelques
rayons de Larmor de la surface magnétique. De plus, le champ magnétique est quasi
perpendiculaire au vecteur normal à la surface de la "banane", on peut donc négliger la
contribution du terme

∮
qs ~A.~dl. Qualitativement, cela revient à dire que les contributions

"aller" et "retour" de la particule s’annulent. Ainsi :

J2 =
1

2π

∮

mvG||ds (1.29)

Remarque : Dans le cas des particules passantes, la projection des trajectoires sur un
plan poloïdal ne forme pas de "banane". En effet, ces particules ont une vitesse paral-
lèle assez grande pour faire un tour poloïdal complet. Leurs trajectoires sont donc des
cercles décentrés par rapport aux surfaces magnétiques. Ainsi, en première approxima-
tion, l’intégrale de ~A sur ces trajectoires est égale au flux de ~B à travers une surface
circulaire poloïdale qui n’est autre que le flux toroïdal ψT défini dans l’annexe A.1. Pour
les passantes, le second invariant s’écrit ainsi : J2 = 1

2π

∮
mvG||ds+ qsψT .

Troisième invariant

Pour obtenir cet invariant, on va s’aider du lagrangien d’une particule dans un champ
électrique et magnétique [39] :

L (~x,~̇x) =
m

2
~̇x2 + qs~̇x. ~A− qsΦ (1.30)

où : ~B = ~∇∧ ~A et ~E = −∂ ~A
∂t

− ~∇Φ. Le moment canonique est défini par :

~P ≡ ∂L

∂~̇x

On a donc :
~P = m~v + qs ~A. (1.31)

Dans le système de coordonnées toroïdales défini précédemment, on a :

~x = (R0 cos(θ) + r)~er −R0 sin(θ)~eθ (1.32)

~̇x = ṙ ~er + rθ̇ ~eθ + (R0 + r cos(θ))
︸ ︷︷ ︸

R

~eϕ
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d’où

~̇x2 = ṙ2 + r2θ̇2 +R2ϕ̇2 (1.33)

~̇x. ~A = ṙAr + rθ̇Aθ +Rϕ̇Aϕ (1.34)

On peut donc écrire :

L =
m

2
(ṙ2 + r2θ̇2 +R2ϕ̇2) + qs(ṙAr + rθ̇Aθ +Rϕ̇Aϕ)− qsΦ (1.35)

Une des forces de l’approche lagrangienne réside dans le fait que si le lagrangien ne dépend
pas d’une variable, alors le moment canonique associé est une constante. Notre système
étant considéré comme axisymétrique (ne dépend pas de ϕ), le moment canonique Pϕ sera
constant.
En effet :

Ṗϕ =
∂L

∂ϕ
= 0

et

Pϕ =
∂L

∂ϕ̇
= mR2ϕ̇+ qsRAϕ

En utilisant les coordonnées toriques dans un système axisymétrique, on peut exprimer la
composante poloïdale du champ magnétique sous la forme Bθ = ( ~rot( ~A))θ = − 1

R
d
dr
(RAϕ).

La définition du flux poloïdal (éq. 1.11) (ψ = −
∫
BθRdr), nous permet ainsi d’écrire

ψ = RAϕ. De plus, si on néglige la vitesse de dérive dans la direction du champ par
rapport à la vitesse parallèle, on a Rϕ̇ ≃ v|| d’où :

Pϕ = mRv|| + qsψ = J3 (1.36)

Cet invariant, appelé moment cinétique toroïdal, est associé au mouvement de précession
toroïdale des particules dans le tokamak. Pour les trajectoires piégées, il est alors intéres-
sant d’écrire cet invariant aux points de rebroussement. En ces points de coordonnées ~r0,
v‖ = 0, on a alors :

J3 = qsψ(~r0). (1.37)

On peut montrer (voir annexe A.1) que le flux poloïdal ne dépend que du rayon, ainsi
ψ(~r0) = ψ(r0) = ψ0. D’où, au final

J3 = qsψ0 (1.38)

Comme on l’a déjà mentionné dans la partie 1.1, dans la suite de ce travail, la variable ψ
sera utilisée comme variable radiale.

Au final, on a donc le système de variables d’actions suivant :

~J =









J1 = −ms
qs
µ

J2 =
∮ msvG||

2π
ds

J3 = qsψ0









(1.39)
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Largeur banane

Nous avons déjà vu de façon qualitative que la dérive des particules donne une forme
de banane à la trajectoire de rebond. Le troisième invariant adiabatique va permettre de
voir de façon plus quantitative ce comportement. En un point quelconque de la trajectoire
d’un particule piégée, (1.36) et (1.38) nous donnent :

qs (ψ( ~xg)− ψ0)
︸ ︷︷ ︸

ψ̂

= −msR( ~xg)vg||. (1.40)

La quantité ψ̂ représente la distance du centre guide à la surface magnétique sur laquelle
la banane s’appuie (fig.1.4). Cette distance peut ainsi s’écrire :

ψ̂ = −msR( ~xg)vg||
qs

. (1.41)

La vitesse parallèle d’une particule piégée changeant alternativement de signe au cours
du mouvement, le centre-guide passe d’un côté à l’autre de la surface magnétique ψ0.
Projetée sur un plan poloïdal, cette trajectoire a donc bien une forme de banane. On a
tracé une de ces trajectoires sur la figure 1.4.
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r,ψ0

ψ̂

θc

θ

θg

ψ0

ψg

ψc

ϕc

r,ψ0

Figure 1.4 – Projection d’une trajectoire banane dans un plan poloïdal du tore. Ce
shéma permet de visualiser la définition des variables ψ0, ψ̂, ψg, θ, θg, ψc, θc, et φc.
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1.4 Lien entre les coordonnées du centre-guide et les
variables d’angle et d’action des particules piégées

Pour finir notre présentation des variables d’angle et d’action, nous allons donner le
lien entre ces variables et les coordonnées de l’espace réel. Pour plus de détails, on pourra
se référer à la référence [43] ou à l’annexe B.

La trajectoire du centre-guide dans le plan poloïdal est résumée sur la figure 1.4, on
peut écrire :

ψ = ψ0 + ψ̂ + ψc (1.42)

θ = θg + θc (1.43)

ϕ = ϕg (1.44)

où ϕg est l’angle toroïdal du centre guide.

Mouvement cyclotronique

Dans le cas du mouvement cyclotronique, d’après la figure 1.4, on a directement :

ψc = ρc(J1) cos(α1) et θc =
ρc(J1)

ψ
sin(α1) (1.45)

où α1 ≡ ϕc est l’angle associé au premier invariant.

Mouvement banane

Les trajectoires banane n’étant pas circulaires, la situation est beaucoup plus compli-
quée à traiter que dans le cas précédent. Pour ce mouvement, un point de la trajectoire
est défini par ψg = ψ0+ ψ̂ et par l’angle α2 (valant 0 et π là où la banane est la plus large
et valant π

2
et −π

2
aux points de rebroussement ψg = ψ0). On peut alors montrer (Annexe

B) que :

dα2 = q0R0ωb
dθ

vg0||
, α2 = q0R0ωb

∫ θg

−θ0

dθ

vg0||
(1.46)

Ainsi, d’après B.7, on obtient :

θg =

∫ α2

0

vg0||
q0R0

dα′
2

ωb
= θ̂ (1.47)

Cette fonction est périodique en α2 et dépend des trois actions via la vitesse parallèle,
soit θg = θ̂( ~J,α2) qui ne dépend pas de α1, déjà intégré dans le mouvement cyclotronique
(on ne s’intéresse qu’au centre guide), et ne dépend pas de α3.
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1.4. LIEN ENTRE LES COORDONNÉES DU CENTRE-GUIDE ET LES VARIABLES D’ANGLE

ET D’ACTION DES PARTICULES PIÉGÉES

Précession toroïdale

Le mouvement toroïdal se calcule en introduisant la variable : ξg = ϕg − q0θg, où q0
est le facteur de sécurité sur la surface magnétique ψ0. Ainsi, en utilisant 1.47 on a :

ϕg = ξg + q0θ̂ (1.48)

On peut montrer que :

ϕg = α3 + ϕ̂+ q0θ̂ (1.49)

où ϕ̂ est l’écart à la précession régulière défini par :

ϕ̂ =

∫ [

vdϕ + ∂ψq|ψ0

vg||0
q0R0

ψ̂ − q0vdθ −
〈

vdϕ + ∂ψq|ψ0

vg||0
q0R0

ψ̂ − q0vdθ

〉]

dt (1.50)

où les crochets représentent une moyenne sur l’angle α2

(

〈f〉 = 1
2π

∫ 2π

0
fdα2

)

.

Lorsque l’on projette l’équation 1.20 sur [ψg, θg, φg], en négligeant la vitesse de dérive
du centre guide en θ (voir annexe B), on obtient :

dθg
dt

=
vg‖,0
q0R0

(1.51)

A l’aide de cette expression et des équations 1.46, on peut écrire l’intégrale sur le temps
en fonction de α2 comme suit :

∫ t

0
dt′ =

∫ α2

0

dα′
2

ωb
. On peut donc dire que, tout comme θ̂, la

fonction ϕ̂ dépend des variables d’action et est périodique en α2. Cette même conclusion
s’applique au mouvement radial, en effet d’après 1.20 on a :

dψ

dt
= vdψ,0 (1.52)

où vdψ,0 est la composante selon ψ de la vitesse de dérive. Ainsi :

ψ̂ =

∫ t

0

vdψ0dt =

∫ α2

0

vdψ0
dα′

2

ωb
(1.53)

où vdψ0 est la vitesse de dérive radiale sur l’axe magnétique.

Bilan

En résumé, le système de coordonnées de centre-guide des particules piégées peut
s’écrire :

ψg = ψ0 + ψ̂( ~J,α2) (1.54)

θg = θ̂( ~J,α2) (1.55)

ϕg = α3 + q0θ̂( ~J,α2) + ϕ̂( ~J,α2) (1.56)

Dans la suite, on néglige ϕ̂ devant α3 et q0θg( ~J,α2), on a donc :

α3 = ϕg − q0θg (1.57)

Dans la suite on posera α ≡ α3.
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CHAPITRE 1. MOUVEMENT DES PARTICULES DANS UN TOKAMAK

1.5 Caractérisation des trois mouvements

1.5.1 Grandeurs spatiales

Mouvement cyclotronique

La grandeur spatiale associée au mouvement cyclotronique est le rayon de rotation
appelé rayon de Larmor que nous avons déjà défini dans la partie 1.2.1 :

ρL =
v⊥
ωc

=
v⊥ms

qs| ~B|
(1.58)

Largeur banane

Il est intéressant de donner un ordre de grandeur de la largeur des "bananes". Pour
cela, plaçons nous en θ = 0 (endroit où la "banane" est la plus large) et écrivons J3 sur les
bords intérieur et extérieur. D’après l’invariance de J3 et son expression donnée en 1.36,
on a :

qsψ(xg) +msR(xg)vg|| = qsψ(xg + 2δb)−ms(R(xg) + 2δb)vg|| (1.59)

où δb est la largeur de la "banane" et le signe moins vient du fait que la vitesse change de
signe d’un bord à l’autre. En utilisant l’hypothèse R ≫ δb et xg ≫ δb, on peut écrire :

qsψ(xg) +msR(xg)vg|| = qsψ(xg) + 2qsδb
∂ψ

∂r

∣
∣
∣
∣
xg

−msR(xg)vg|| (1.60)

On a alors :

δb =
msR(xg)vg||

qs
∂ψ
∂r

∣
∣
xg

(1.61)

D’après le critère de piégeage 1.18 on a v|| ∼
√
2εv⊥ (pour la plus large des "bananes" :

à la limite passante/piégée) et en utilisant 1.12 et 1.7, on obtient :

δb =
q0ρc√
ε

(1.62)

Remarque : Ici la largeur "banane" a été définie comme le rayon maximal de la trajec-
toire en θ = 0. Dans l’annexe D on donne une autre expression de cette longueur. Il est à
noter que dans certains ouvrages, on peut voir apparaître un facteur 2, tout dépend de la
définition de cette largeur (rayon ou diamètre).

1.5.2 Grandeurs temporelles

Nous venons de voir qualitativement que les trajectoires des centres-guides présentent
une forme de banane qui elle-même a un mouvement de précession autour de l’axe toroïdal.
Calculons maintenant quantitativement les fréquences associées à ces deux mouvements
ref.[37].
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1.5. CARACTÉRISATION DES TROIS MOUVEMENTS

Fréquence de rebond

Pour calculer la pulsation de rebond ωb,s, on utilise la formule 1.46 avec pour expression
de la vitesse parallèle l’équation 1.17, on obtient ainsi :

2π

ωb,s
= 2

√
ms

2E

∫ θ0

−θ0

q0R0dθ
√

1− λb(θ,r)
(1.63)

En annexe C on donne le détail du calcul de 1.63 ; au final, on obtient :

ωb,s =

√

2 E
ms

q0R0

ω̄b (1.64)

avec ω̄b =
√

ε
2

π
2K (κ)

qui est indépendant du choix de l’espèce décrite et où K (κ) est la

fonction elliptique de première espèce 4 et κ = 1−λ
2ελ

.

Fréquence de précession

De la même façon, on va calculer la fréquence de précession des "bananes" autour de
l’axe toroïdal. Pour cela on va utiliser la variable ξg définie précédemment (1.48). En effet
on a dit que la pulsation de précession était égale à la moyenne par rapport à α2 de la
dérivée de ξg :

ωd,s =

〈
dξg
dt

〉

(1.66)

Le calcul de ce terme développé dans l’annexe C nous donne :

ωd,s =
q0
r0

E

qsBminR0

ω̄d (1.67)

avec

ω̄d =
2E (κ)

K (κ)
− 1 + 4s0

(
E (κ)

K (κ)
+ κ− 1

)

(1.68)

où s0 est le cisaillement magnétique :

s0 =
r

q

(
dq

dr

)

r=r0

=
ψg
q

(
dq

dψ

)

ψ=ψ0

(1.69)

4. La fonction elliptique de première espèce est définie par :

K (κ) =

∫ 1

0

dt√
1− t2

√
1− κ2t2

(1.65)
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CHAPITRE 1. MOUVEMENT DES PARTICULES DANS UN TOKAMAK

Et où E (κ) est la fonction elliptique de seconde espèce 5 Dans la suite on écrira la fréquence
de précession sous la forme :

ωd,s =
E

Zs
Ωd (1.71)

avec Zs le degré d’ionisation de l’espèce étudiée (on prend Ze = −1 pour les électrons),
Ωd = q0

r0BminR0e
ω̄d = 1

eR0( dψdr )
ω̄d, et e = +1.6.10−19 C la charge élémentaire du proton.

Ainsi, Ωd ne dépend pas de l’espèce étudiée.

1.5.3 Bilan des grandeurs pour ITER

Ici, nous donnons une évaluation des différentes fréquences et longueurs caractéris-
tiques pour les ions et les électrons piégés. Pour cela, on prend les paramètres caractéris-
tiques de ITER : T = 15 keV, B = 5,3 T, a = 2 m, R0 = 6,2 m et q0(r) ∼ 3. On donne ces
différentes grandeurs dans le tableau 1.1 pour un proton de masse mproton = 1,67.10−27

kg et pour les électrons de masse me = 9,1.10−31 kg.

proton électron
Mouvement cyclotronique :

ρc,0 (m) 3,3.10−3 7,8.10−5

ωc (rad.s−1) 5,1.108 9,3.1011

Tc (s) 1,2.10−8 6,7.10−12

fc (Hz) 8,3.107 1,5.1011

Mouvement de rebond :
δb,0 (m) 1,8.10−2 4,1.10−4

ωb (rad.s−1) 3,7.104 1,6.106

Tb (s) 1,7.10−4 3,9.10−6

fb (Hz) 5,8.103 2,6.105

Mouvement de précession :
ωd (rad.s−1) 777 777

Td (s) 8,1.10−3 8,1.10−3

fd (Hz) 123 123

Table 1.1 – Valeurs des grandeurs temporelles et spatiales caractéristiques des ions et
électrons piégés pour les paramètres d’ITER.

5. La fonction elliptique de seconde espèce est définie par :

E (κ) =

∫ 1

0

1− κ2t2√
1− κ2t2

√
1− t2

dt (1.70)

32



1.5. CARACTÉRISATION DES TROIS MOUVEMENTS

Nous connaissons le mouvement d’une particule piégée dans la configuration magné-
tique choisie et nous avons observé une grande différence d’échelle temporelle et spatiale
pour les trois mouvements. Intéressons nous maintenant au comportement collectif du
plasma via l’équation de Vlasov et la quasi-neutralité.
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Chapitre 2

Description cinétique du plasma
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Maintenant que nous connaissons le comportement d’une particule chargée dans la
configuration magnétique choisie, nous pouvons nous intéresser à la description d’une
assemblée de particules chargées formant le plasma.

Dans un premier temps, nous utiliserons une description statistique des particules
basée sur la fonction de distribution à une particule. Dans le modèle présenté ici, nous
négligerons les collisions, ce qui est légitime dans les plasmas de cœur ; l’évolution de la
fonction de distribution est alors décrite par l’équation de Vlasov.

Nous verrons ensuite la procédure à utiliser pour réduire la dimension du système et
étudier le mouvement sur des échelles de temps de l’ordre de la précession toroïdale des
particules piégées. En utilisant les variables d’angle et d’action et les invariants décrits
précédemment, nous pourrons ainsi réduire le nombre d’opérateurs différentiels présents
dans l’équation de Vlasov.

Nous allons ici négliger les fluctuations magnétiques : seul le champ électrique pourra
évoluer et sera piloté par la relation de quasi-neutralité. L’expression de cette relation
nécessite de connaître la densité dans les coordonnées d’angle et d’action. L’obtention de
l’expression de la densité dans ces variables est un des points délicats de ce modèle. Inclure
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CHAPITRE 2. DESCRIPTION CINÉTIQUE DU PLASMA

les électrons et d’autres espèces ioniques, en plus de la seule espèce ionique initialement
présente, a été le premier objectif de ce travail.

Finalement, une réponse adiabatique des particules passantes sera incluse dans la
quasi-neutralité.

2.1 Équation de Vlasov

Les particules d’une même espèce s sont décrites par une fonction de distribution
fs(~r,~v,t). Dans cette partie, nous nous intéressons à l’équation d’évolution de cette fonc-
tion. On se place dans le cadre des plasmas chauds non collisionnels, fs est donc solution
de l’équation de Vlasov :

∂fs
∂t

+
3∑

i=1

∂qi
∂t

∂fs
∂qi

+
3∑

i=1

∂pi
∂t

∂fs
∂pi

= 0 (2.1)

avec (qi,pi) les variables canoniquement conjuguées du système. On peut également écrire
sous une forme plus compacte :

∂fs
∂t

− [Hs,fs] = 0 (2.2)

où Hs est l’hamiltonien des particules de l’espèce s, le crochet de Poisson est défini par
[f,g] =

∑3
i=1 ∂αif∂Jig − ∂αig∂Jif . Lors de l’introduction des variables d’angle et d’action

de la partie 1.3, on a vu que l’hamiltonien d’équilibre Heq ne dépendait que des actions
Ji. Ainsi :

∂fs
∂t

+
3∑

i=1

∂H

∂Ji

∂fs
∂αi

= 0 (2.3)

Le modèle peut se simplifier en remarquant que la période de précession des "bananes"
est beaucoup plus grande que le mouvement cyclotronique et de rebond. Pour étudier des
phénomènes évoluant sur des temps de l’ordre de la période de précession toroïdale, nous
pouvons moyenner le mouvement cyclotronique et le mouvement de rebond : cela revient
à faire une moyenne sur les angles α1 et α2. Ce faisant, on fait apparaître un opérateur de
gyro-moyenne que nous développerons dans la section suivante et dans l’annexe D. Pour
le moment, on se contente de surmonter de deux barres les grandeurs gyro-moyennées.
La fonction de distribution gyro-moyennée (fonction de distribution des "bananes") ¯̄fs ne
dépend donc plus que de la variable angulaire α3 et des trois invariants adiabatiques. Ainsi
seul le terme en ∂ ¯̄H

∂J3

∂ ¯̄fs
∂α3

subsiste dans la relation 2.3. A l’équilibre, en utilisant l’expression
de J3 (1.38), on obtient :

∂ ¯̄fs
∂t

+
1

qs

∂ ¯̄H

∂ψ0

∂ ¯̄fs
∂α3

= 0 (2.4)
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2.1. ÉQUATION DE VLASOV

D’après l’équation 1.23, on a :

1

eZs

∂ ¯̄H

∂ψ0

= ωd,s (2.5)

On rappelle que Zs est le degré d’ionisation de l’espèce s étudiée (avec Ze = −1 pour
les électrons) et que e est la charge élémentaire du proton. Si l’on considère que ωd,s ne
dépend pas du rayon [36], en utilisant l’équation 1.71 on peut écrire l’hamiltonien sous la
forme :

¯̄H = eZsωd,sψ0 + Cte = eEΩdψ0 + Cte (2.6)

où E est l’énergie des particules de la population étudiée et où la constante Cte est
indépendante de ψ0. On pourra prendre par commodité Cte = E, d’où :

¯̄H = E(1 + eΩdψ0) (2.7)

Bien que le champ électrique soit pris nul à l’équilibre, nous autorisons ses fluctuations. Il
faut donc rajouter un terme d’énergie électrostatique à l’hamiltonien. L’énergie apportée
aux particules par un champ électrique de potentiel Φ s’écrit Eelec = qsΦ. Ce potentiel élec-
trique dépendant des variables Ji et αi, nous devons également lui appliquer la moyenne
sur les deux angles pour réduire sa dépendance aux Ji et à α3. Ainsi, on a :

¯̄Hs = E(1 + eΩdψ0) + eZs
¯̄Φ( ~J,α3) (2.8)

L’équation de Vlasov de l’espèce s s’écrit alors :

∂ ¯̄fs
∂t

+

(

eΩdE

eZs
+
∂ ¯̄Φ

∂ψ0

)

∂ ¯̄fs
∂α3

− ∂ ¯̄Φ

∂α3

∂ ¯̄fs
∂ψ0

= 0 (2.9)

On peut finalement écrire l’équation de Vlasov sous la forme :

∂ ¯̄fs
∂t

−
[
¯̄Φ, ¯̄fs

]

+
ΩdE

Zs

∂ ¯̄fs
∂α3

= 0 (2.10)

Pour résumer, en moyennant sur les deux mouvements rapides des particules piégées,
on passe d’un modèle à six dimensions à un modèle à deux dimensions (α3,J1,J2,J3). Les
J1 et J2 étant des invariants, ils seront vus par la suite plutôt comme des paramètres ; il
est à noter que l’on peut relier J1 à κ et J2 à E. Une population s du plasma sera donc
décrite par une fonction de distribution ne dépendant que de α3 et J3 pour chaque valeur
des paramètres κ et E.
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CHAPITRE 2. DESCRIPTION CINÉTIQUE DU PLASMA

L’évolution de la fonction de distribution induit une évolution du champ électrosta-
tique Φ. Nous devons donc coupler l’équation de Vlasov à l’équation de Poisson (ou
équation d’électroneutralité) décrivant l’évolution de Φ. Toute la suite de cette partie est
consacrée à l’obtention de l’équation d’électroneutralité. Mais, auparavant, définissons la
forme de l’opérateur de gyro-moyenne.

2.2 Forme de l’opérateur de gyro-moyenne

Soit G une fonction des variables d’angle et d’action. Dans cette partie, on cherche
la forme de l’opérateur J0 à appliquer sur G pour obtenir sa moyenne ¯̄G à la fois sur
le mouvement cyclotronique et sur le mouvement de rebond ( ¯̄G = J0G). Au vu de la
configuration magnétique, on peut admettre que G ne dépend que de ψ et ϕ − q(ψ)θ :
G(ψ,ϕ− q(ψ)θ,t). Cela consiste à supposer que les perturbations sont constantes le long
des lignes de champ : c’est l’hypothèse flute (∇‖ = 0). D’après les relations 1.43 et 1.57
on peut écrire : ϕ− q(ψ)θ = α− q(ψ)θc.
Tout d’abord, écrivons G à l’aide des séries de Fourier :

G(ψ,ϕ− q(ψ)θ,t) =
∑

nω

Ĝnω(ψg + ψc)e
−inq(ψ0)θcei(nα−ωt) (2.11)

où les n sont les modes angulaires dans la direction α, ω les pulsations temporelles et
Ĝnω la transformée de Fourier de G qui ne dépend que de ψ. On cherche alors la double
gyromoyenne de Gnω(ψ) = Ĝnω(ψ0 + ψ̂ + ψc)e

−inq(ψ0)θc :

¯̂̄
Gnω =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

Ĝnω(ψg + ψc)e
−inq(ψ0)θc

dϕc
2π

dα2

2π
(2.12)

On développe cette expression en utilisant la représentation de Fourier en ψ, ce qui nous
donne :

¯̂̄
Gnω =

∫ +∞

−∞

∫ 2π

0

∫ 2π

0

Ĝnω(k)e
i(k(ψ0+ψ̂+ψc)−nq(ψ0)θc)

dϕc
2π

dα2

2π
(2.13)

D’après la figure 1.4 on a : ψc = ρc,s cos(ϕc) et θc =
ρc,s
ψ0

sin(ϕc) (ici les rayons de Larmor
sont exprimés en unité de ψ). On peut donc écrire 2.13 sous la forme :

¯̂̄
Gnω =

∫ +∞

−∞
Ĝnω(k)e

ikψ0

∫ 2π

0

e

[

i
(

kρc,s cos(ϕc)−n q(ψ0)ψ0
ρc,s sin(ϕc)

)]

dϕc
2π

︸ ︷︷ ︸

A

∫ 2π

0

dα2

2π
eikψ̂

︸ ︷︷ ︸

B

(2.14)

Dans un premier temps, on va calculer le terme A. Pour cela on introduit le vecteur d’onde
perpendiculaire aux lignes de champ :

~k⊥ = k~eψc −
nq(ψ0)

ψ0

~eθc (2.15)
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Où ~eψc et ~eθc sont les vecteurs unitaires selon ψc et θc respectivement (figure 1.4). Ainsi
on a :

A =

∫ 2π

0

e[i
~k⊥~ρc,s]dϕc

2π
=

∫ 2π

0

e[ik⊥ρc,s cos(ϕc)]
dϕc
2π

= J0(k⊥ρc,s) (2.16)

Où J0 est la fonction de Bessel de première espèce d’ordre zéro. En remarquant que
k2⊥ = k2 + n2q2(ψ0)

ψ2
0

, on a, à l’ordre 2 en k⊥ρc,s :

A = 1− 1

4

(

k2 +
n2q2(ψ0)

ψ2
0

)

ρc,s (2.17)

Une démonstration plus détaillée du calcul de l’opérateur de gyromoyenne est donnée dans
l’annexe D. Calculons maintenant le terme B de l’équation (2.14). Pour cela on utilise
les relations 1.46 qui nous donnent : dα2 = 2ωb,s

q(ψ0)
ψ0

R0
dθ
vg||,s

et l’équation 1.17 permet
d’écrire :

dα2 = 2ωb,s
q(ψ0)

ψ0

R0
dθ

√
2E
ms

√

1− λb(θ)
= 2ω̄b

dθ
√

1− λb(θ)

D’où :

B = 2

∫ θ0

−θ0
ω̄b

dθ

π
√

1− λb(θ)
eikψ̂ (2.18)

En utilisant l’expression de ψ̂ eq.1.41 et de v|| eq.1.17 , on a :

B = 2

∫ θ0

−θ0
ω̄b

dθ

π
√

1− λb(θ)
exp

[

−ikR0

qs

√

2msE
√

1− λb(θ)

]

(2.19)

En injectant l’expression de ω̄b (B.6) et en développant l’exponentielle au second ordre,
on trouve :

B =

∫ θ0

−θ0

1
∫ θ0
−θ0

dθ

π
√

1−λb(θ)

dθ

π
√

1− λb(θ)

[

1− k2
R2

0msE

q2s
(1− λb(θ))

]

(2.20)

= 1− k2
R2

0msE

q2s

∫ θ0
−θ0

dθ
π
[1− λb(θ)]

1
2

∫ θ0
−θ0

dθ
π
[1− λb(θ)]−

1
2

(2.21)

Ici, seuls les termes pairs du développement sont conservés, en effet lorsqu’on les intègre,
les termes impairs mènent à un résultat nul. On introduit une largeur banane thermique,
définie par :

δ2b,0,s = 4msTeq,s
R2

0

q2s

∫ θ0
−θ0

dθ
π
[1− λb(θ)]

1
2

∫ θ0
−θ0

dθ
π
[1− λb(θ)]−

1
2

(2.22)

39



CHAPITRE 2. DESCRIPTION CINÉTIQUE DU PLASMA

Au final, on a :

B =

[

1− 1

4
k2

E

Teq,s
δ2b,0,s

]

(2.23)

Donc, en utilisant (2.17) et (2.23) on obtient (en négligeant les termes en k4 qui sont d’un
ordre supérieur à notre développement) :

¯̂̄
Gnω =

∫ +∞

−∞
Ĝnω(k)e

ikψ0

[

1− 1

4
k2
(

ρ2c,s +
E

Teq,s
δ2b,0,s

)][

1− 1

4
n2 q

2(ψ0)

ψ2
0

ρ2c,s

]

︸ ︷︷ ︸

J0s

dk. (2.24)

Souvent on négligera le rayon de Larmor devant la largeur banane. Nous venons d’obtenir
l’expression de l’opérateur de gyro-moyenne sur le mouvement cyclotronique et de rebond
J0 dans l’espace de Fourier. Pour obtenir son expression dans l’espace réel, on réalise la
substitution : k2 → ∂2ψ et n2 → ∂2α. Au final, l’opérateur de double gyro-moyenne s’écrit :

J0s =

[

1 +

(
1

4

E

Teq,s
δ2b,0,s

)

∂2ψ

] [

1 +

(
1

4

q2(ψ0)

ψ2
0

ρ2c,s

)

∂2α

]

. (2.25)

Il nous reste encore un point à régler : l’opérateur de gyro-moyenne a tendance à
amortir les grands nombres d’ondes. Or le développement à l’ordre 2 que nous avons
réalisé fait perdre ce comportement à l’opérateur. Pour remédier à cela, nous pouvons
utiliser un développement de Padé [36] qui, lui, maintient le comportement asymptotique
pour les grands nombres d’ondes.

J0s =

[

1−
(
1

4

E

Teq,s
δ2b,0,s

)

∂2ψ

]−1 [

1−
(
1

4

q2(ψ0)

ψ2
0

ρ2c,s

)

∂2α

]−1

. (2.26)

En introduisant, comme pour la largeur banane, un rayon de Larmor thermique telle
que ρc,0,s =

Teq,s
E
ρc,s et en négligeant la dépendance en rayon de la gyromoyenne, on a au

final :

J0s =

[

1−
(
1

4

E

Teq,s
δ2b,0,s

)

∂2ψ

]−1
[

1−
(

1

4

E

Teq,s

q20
a2ψ
ρ2c,0,s

)

∂2α

]−1

. (2.27)

Ici, nous avons choisi de faire apparaître la taille radiale du système aψ, le rayon de
Larmor et la largeur banane en unité de ψ.

2.3 Electroneutralité

Pour obtenir l’équation de quasi neutralité, on part de l’équation de Maxwell-Gauss :

div( ~E) =
ρ

ǫ0
(2.28)
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où ~E est le champ électrique et ρ la densité de charges du plasma. Dans la suite, on notera
la densité de charge de l’espèce s comme : ρs = eZsns (avec e la charge élémentaire, Zs
le nombre de charges et ns la densité de l’espèce). En utilisant la définition du potentiel
électrique Φ, on obtient :

∆Φ = − ρ

ǫ0
(2.29)

En utilisant les notations précédentes, on peut écrire :

ρ = e

(
N∑

j=1

Zjnj − ne

)

=
∑

s

ρs (2.30)

où N est le nombre d’espèces ioniques présentes dans notre modèle. Remarque : A
l’équilibre, la densité de charge est nulle, en prenant neq,e = neq on peut donc écrire :

neq =
N∑

j=1

Zjneq,j (2.31)

Où j représente une espèce ionique parmi les N présentes dans le plasma. L’équation 2.29
peut se mettre sous la forme :

∆
eΦ

Teq,e
=

e2neq
ǫ0Teq,e

(

ne
neq

− 1

neq

N∑

j=1

Zjnj

)

(2.32)

Ici, on voit apparaître la longueur de Debye électronique définie par λD =
√

ǫ0Teq,e
e2neq

. Ainsi :

λ2D∆
eΦ

Teq,e
=

(

ne
neq

− 1

neq

N∑

j=1

Zjnj

)

(2.33)

Maintenant on va faire apparaître les fluctuations de densité en notant pour une espèce
s :

ns = neq,s + ñs (2.34)

On a alors l’équation de Poisson :

λ2D∆
eΦ

Teq,e
=

(

ñe
neq

− 1

neq

N∑

j=1

Zjñj

)

(2.35)

Arrêtons nous quelques instants et anticipons brièvement ce que l’on va développer dans
la suite. L’équation 2.35 fait apparaître les fluctuations de densité de toutes les particules
(aussi bien piégées que passantes) des différentes espèces présentes dans le plasma. Dans

41



CHAPITRE 2. DESCRIPTION CINÉTIQUE DU PLASMA

la suite, nous décrirons la réponse des particules passantes de manière adiabatique. Ainsi
les fluctuations de densité peuvent s’écrire comme la somme de la fluctuation de la densité
des piégées ñ′

s et de la fluctuation adiabatique des passantes qui sera proportionnelle à Φ.
D’où

ñs = −qsneq,sΦ
Teq,s

+ ñ′
s (2.36)

On a donc :

λ2D∆
eΦ

Teq,e
=

(

eΦ

Teq,e
+
ñ′
e

neq
+

1

neq

N∑

j=1

Z2
j

eneq,jΦ

Teq,j
− 1

neq

N∑

j=1

Zjñ′
j

)

(2.37)

λ2D∆
eΦ

Teq,e
−
(

1 +
Teq,e
neq

N∑

j=1

Z2
j

neq,j
Teq,j

)

eΦ

Teq,e
=
ñ′
e

neq
− 1

neq

N∑

j=1

Zjñ′
j (2.38)

Dans l’espace de Fourier (où Φ =
∫
Φke

i~k.~xdk) le membre de gauche de cette équation
peut s’écrire :

(

1 +
Teq,e
neq

N∑

j=1

Z2
j

neq,j
Teq,j

+ λ2Dk
2

)

eΦk

Teq,e
(2.39)

Dans un tokamak, les échelles caractéristiques des fluctuations du potentiel électrique
sont supérieures au rayon de Larmor ionique. Or, dans un plasma de fusion la longueur de
Debye électronique est au moins un ordre de grandeur plus petite que le rayon de Larmor
des ions ; on est alors dans une configuration où λ2Dk

2 ≪ 1. La somme des deux premiers
termes de la parenthèse étant supérieure à 1 on peut négliger le terme λ2Dk

2 ≪ 1. A partir
de l’équation 2.35, on obtient au final l’équation de quasi neutralité :

ñe
neq

=
1

neq

N∑

j=1

Zjñj (2.40)

Cette équation traduit le fait que dans un tokamak le plasma reste à peu près neutre. Pour
obtenir le potentiel électrique, indispensable au calcul de l’équation de Vlasov, il nous faut
alors connaitre les fluctuations de densité des particules. Or, dans notre système, nous
n’avons accès qu’à la fonction de distribution des centres-bananes ; seule la densité de
bananes est donc obtenue simplement. Dans la suite, nous allons développer les différentes
procédures utiles au calcul des fluctuations de densité des particules.

2.3.1 Calcul de la densité d’une population à partir de sa fonction
de distribution

On vient de le voir, l’équation d’électroneutralité s’exprime en fonction des fluctuations
de densité du plasma. Une des difficultés de l’obtention de l’équation de quasi-neutralité
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2.3. ELECTRONEUTRALITÉ

est le calcul de ces fluctuations de densité à partir de la fonction de distribution des centres-
bananes. De façon générale la densité d’une espèce s s’obtient en intégrant la fonction de
distribution des particules de cette espèce (fs) sur la vitesse : ns =

∫
fs(~x,~v,t)d

3v. Dans
un premier temps, trouvons la relation entre fs, la fonction de distribution des particules,
et la fonction de distribution des centres-banane ¯̄fs.

Ici, nous donnerons la relation cherchée par une approche intuitive basée sur des effets
géométriques (un développement plus rigoureux est donné en annexe E). Pour des raisons
de simplicité, nous raisonnons uniquement sur la gyro-moyenne cyclotronique à un rayon
de Larmor donné ρc ; le résultat sur la double gyro-moyenne découlera de lui-même. Il est
connu que la gyro-moyenne associe à un point de l’espace des centres-guides la moyenne des
points formés par le cercle de rayon ρL centré sur ce point. Cette situation est montrée dans
la partie supérieure de la figure 2.1 : l’opérateur de gyro-moyenne peut alors être vu comme
la projection d’une fonction de l’espace des particules vers l’espace des centres-guides.
Connaissant, grâce à l’équation de Vlasov, la fonction de distribution gyro-moyennée,
il nous faut connaître l’application inverse pour obtenir la fonction dans l’espace des
particules. Il est clair qu’en un point de l’espace réel est associée une infinité de trajectoires
cyclotroniques de rayon ρL (les centres de ces trajectoires étant les centres-guides formant
un cercle autour de ce point). Une deuxième application de l’opérateur de gyro-moyenne
projette donc de l’espace des centres-guides vers l’espace des particules. Cette situation
est montrée dans la partie inférieure de la figure 2.1. D’après ce raisonnement, on a donc
fs = J0

¯̄fs et :

ns(~x) =

∫

J0
¯̄fsd

2v (2.41)

Sur la figure 2.1, il est clair que l’application des opérations décrites précédemment
sur la quantité G nous fait passer de G à J 2

0 G. Ces deux quantités ne sont pas égales,
en effet l’opérateur J0 n’est pas égal à son inverse ( J0 6= J −1

0 ). Utilisons le poten-
tiel électrique pour estimer l’écart entre Φ et J 2

0 Φ. Les variations du potentiel sur le
mouvement cyclotronique peuvent être reliées au moment magnétique, nous permettant
ainsi de quantifier l’erreur commise lors de la moyenne (Annexe E). Cet écart se quantifie
simplement par (1−J 2

0 )Φ(~x). Appliqué à la fonction de distribution à l’équilibre, il nous
permet donc d’estimer l’erreur entre fs et J0

¯̄fs par [22] [16] :

(
1− J 2

0

)
Φ(~x)feq (2.42)

Ainsi, pour calculer la densité, il ne nous reste qu’à intégrer et à retrancher ce terme à
l’expression 2.41 :

ns(~x) =

∫

J0
¯̄fs(~xGC ,µ,v||)d

2v − qs
Teq,s

∫
(
1− J 2

0

)
Φ(~x)feq,sd

2v (2.43)

où on a rajouté qs
Teq,s

pour des raisons de dimension. Le terme de correction que l’on vient
de retrancher dans l’expression 2.43 est appelé "densité de polarisation". De manière plus

43
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physique, on peut voir ce terme comme l’effet de la polarisation fictive du plasma, du fait
de l’erreur entre le potentiel réel et le potentiel gyro-moyenné.

a

a

a

J0

φ(~x)

φ̄(~xcg ) =J0φ(~xcg )

=J 2
0
φ(~x)

O

O

O

J0

Figure 2.1 – Procédure utilisée pour le passage de l’espace des particules à l’espace des
centres bananes et inversement. Les points de la grille du haut et du bas représentent la
position des particules et les cercles représentent la trajectoire cyclotronique ou banane.
Les points de la grille du milieu représentent la position des centres-guides ou des centres
bananes.

2.3.2 Expression de la densité en variables d’angle et d’action

Pour calculer la densité il nous faut intégrer sur la vitesse ; il est alors temps de
trouver la relation liant la vitesse et les variables d’angle et d’action. Partons du volume
élémentaire de l’espace des phases écrit à l’aide de la définition des variables d’angle et
d’action 1.39, on a :

(2π)2dα3d
3J = −(2π)2dα3

msdµ

qs
dJ2qsdψ0 (2.44)

où le facteur (2π)2 vient de la gyro-moyenne sur α1 et α2. On montre d’après F qu’en
variables d’angle et d’action le volume élémentaire dans l’espace des vitesses s’écrit :

d3v = 4π
√
2m

− 3
2

s E1/2dE
dλ

4ω̄b
(2.45)
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La densité d’une espèce s peut donc s’écrire d’après 2.43 :

ns(~x) = 4π
√
2m

− 3
2

s (

∫ 1−2ǫ

1

dλ

4ω̄b

∫ +∞

0

J0s
¯̄fsE

1/2dE

− qs
Teq,s

∫ 1−2ǫ

1

dλ

4ω̄b

∫ +∞

0

(
1− J 2

0s

)
Φ(~x)feq,sE

1/2dE )

(2.46)

Si l’on suppose que la fonction d’équilibre est de la forme : feq,s =
neq,s

T
3/2
eq,s

e
− E
Teq,s , on peut

montrer ref.[36] que l’étude dans l’espace de Fourier de l’intégrale en énergie du terme
(1−J 2

0 ) permet d’écrire le dernier terme de 2.46 sous la forme d’un opérateur laplacien
défini par :

∆̄s ≡
q20
a2ψ
ρc0s∂

2
α3

+ δb0s∂
2
ψ (2.47)

On a :

qs
Teq,s

∫ 1−2ǫ

1

dλ

4ω̄b

∫ +∞

0

(
1− J 2

0

)
Φ(~x)feq,sE

1/2dE = −qsneq,sfT
Teq,s

∆̄s(Φ) (2.48)

où on a posé fT = 2
√
2ǫ
π

la fraction de particules piégées, on verra plus tard que ce terme
a un lien avec λ. Ainsi, on peut écrire la densité sous la forme :

ns(~x) = 4π
√
2m

− 3
2

s

(∫ 1−2ǫ

1

dλ

4ω̄b

∫ +∞

0

J0sf̄sE
1/2dE

)

+
qsneq,sfT
Teq,s

∆̄s(Φ) (2.49)

2.3.3 Réponse des particules circulantes

Dans ce modèle, nous allons également inclure les particules passantes dans l’équation
d’électroneutralité. Nous ne pouvons pas ajouter une réponse cinétique des particules
passantes sans augmenter le nombre de variables de notre système. Ainsi on perdrait
l’avantage de ne prendre en compte que les particules piégées. Nous souhaitons ainsi
obtenir une réponse approchée des particules passantes. La linéarisation de l’équation de
Vlasov gyro-cinétique va nous permettre d’obtenir cette réponse approchée (les détails de
ces calculs sont donnés en annexe G). Le résultat principal est que l’on peut modéliser
la réponse des passantes par un comportement adiabatique. Ainsi, les fluctuations de la
fonction de distribution des particules passantes de l’espèce s s’écrit :

f̃c,s
Feq

= −Zs
e(1− fT )

Teq
(Φ− ǫφ,s〈Φ〉α) (2.50)

où 〈Φ〉α représente la moyenne du potentiel sur la surface magnétique (c’est le mode n = 0
du potentiel dans la direction α) et où ǫφ,s une est constante que l’on doit déterminer. fT
étant la fraction de particules piégées, 1−fT représente la fraction de particules passantes.
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Lorsque ǫφ,s = 0, les particules passantes ont une réponse adiabatique pour tous les
modes. En revanche, lorsque ǫφ,s = 1, les passantes ne répondent pas au mode 0 (〈Φ〉α).
En effet, pour ce mode f̃c,s = 0. Ces deux valeurs de ǫφ,s doivent être convenablement
choisies en fonction du régime de la turbulence étudiée : ionique (ITG et TIM) ou élec-
tronique (ETG et TEM) [22]. Dans une turbulence ITG, le rayon de Larmor électronique
est négligeable par rapport à l’échelle spatiale du potentiel moyenné le long des surfaces
magnétiques. Ainsi, on peut négliger la réponse des électrons à ce champ moyen, d’où
δne
n0

= Ce(Φ− 〈Φ〉α). Dans la situation ETG-TEM [22][36] les ions sont pris comme adia-
batiques mais leur extension radiale du fait de leur grand rayon de Larmor comparé aux
électrons leur permet de répondre au mode moyen. Ainsi la réponse ionique est de la
forme δni

n0
= CeΦ. Dans notre cas (nous avons à la fois des passantes ioniques et des pas-

santes électroniques), la valeur de ǫΦ,s va dépendre de l’espèce et des caractéristiques de
la turbulence. Le détail de la réponse en fonction de la turbulence est donné dans l’annexe
H.1.

2.3.4 Calcul de la fluctuation de densité d’une espèce s

Exprimons finalement les fluctuations de densité ñs d’une espèce s telle que ns =
neq,s + ñs. Précédemment, on a montré 2.49 que la densité des piégées s’écrit :

nsT = 4π
√
2m

− 3
2

s

(∫ 1−2ǫ

1

dλ

4ω̄b

∫ +∞

0

J0sf̄sE
1/2dE

)

+
qsneq,sfT

Ts
∆̄s(Φ) (2.51)

Où nsT est la densité totale de piégées. On pose ns = nsc + nsT avec nsc la densité de
passantes. Les fluctuations de densité peuvent donc s’écrire :

ñs = nsc + nsT − neq,s (2.52)

Calculons alors la densité de passante ns,c pour cela on écrit :

nsT = ñsT + fTneq,s
nsc = ñsc + (1− fT )neq,s

(2.53)

En utilisant la réponse des particules passantes calculée précédemment 2.50, on a :

nsc
neq,s

= −(1− fT )

(
qs
Teq,s

(Φ− ǫφ,s〈Φ〉α)− 1

)

(2.54)

La perturbation de densité d’une espèce s s’écrit donc :

ñs
neq,s

=
4π

√
2m

− 3
2

s

neq,s

(∫ 1−2ε

1

dλ

4ω̄b

∫ +∞

0

J0s
¯̄fsE

1/2dE

)

+
qsfT
Teq,s

[

∆̄s(Φ)−
1− fT
fT

(Φ− ǫφ,s〈Φ〉α)
]

−fT .
(2.55)

En utilisant le paramètre κ défini dans l’annexe C et la définition de ωb, on a :
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∫ 1−2ε

1

dλ

4ω̄b
= −2

√
2ǫ

π

∫ 1

0

κK (κ)dκ = −fT
∫ 1

0

κK (κ)dκ (2.56)

Dans la suite de ce travail, nous simplifierons les calculs en posant :
∫ 1−2ǫ

1
dλ
4ω̄b

= fT

∫ 1

0

κK (κ)dκ ≃ 1 (2.57)

Au final, on écrit les fluctuations de la densité :

ñs
neq,s

=
4π

√
2m

− 3
2

s fT
neq,s

∫ +∞

0

J0s
¯̄fsE

1/2dE+
qsfT
Teq,s

[

∆̄s(Φ)−
1− fT
fT

(Φ− ǫφ,s〈Φ〉)
]

−fT (2.58)

2.3.5 Expression finale de la quasi-neutralité

Nous pouvons finalement écrire l’expression de la quasi-neutralité dans notre système
de coordonnées :

4π
√
2m

− 3
2

i

neq,i

∫ +∞

0

J0i
¯̄fiE

1/2dE − e
Ti
∆iΦ− e(1−fT )

TeqifT
(Φ− ǫφ,i〈Φ〉)− 1

=
4π

√
2m

− 3
2

e

neq,e

∫ +∞

0

J0e
¯̄feE

1/2dE +
e

Te
∆eΦ +

e(1− fT )

Teq,efT
(Φ− ǫφ,e〈Φ〉)− 1

(2.59)
qui peut se mettre sous la forme :

4π
√
2m

− 3
2

i

neq,i

(
∫ +∞

0

J0i
¯̄fiE

1/2dE −
(
me

mi

)− 3
2
∫ +∞

0

J0e
¯̄feE

1/2dE

)

=
1

Teq,i
(e (∆iΦ + τ∆eΦ) + Cad(Φ− ǫφ〈Φ〉))

(2.60)
où τ = Ti

Te
, Cad =

e(1−fT )
fT

(1 + τ) et ǫφ =
ǫφ,i+τǫφ,e

1+τ
.

C’est cette dernière expression que nous utiliserons par la suite pour l’analyse linéaire
du modèle et pour l’écriture de TERESA-4D dans sa version multi-espèces.
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Chapitre 3

Normalisation et modèle final

Sommaire
3.1 Normalisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.2 Bilan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.3 Modèle N espèces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

Dans ce dernier chapitre de la première partie, nous allons normaliser les différentes
variables de notre système avec des quantités typiques rencontrées dans ce type de pro-
blème.

Ensuite, nous résumerons le système d’équations normalisées décrivant le modèle élec-
trostatique d’ions et d’électrons cinétiques piégés avec des passantes adiabatiques.

Finalement, nous allons présenter une extension de ce modèle pouvant décrire un
nombre arbitraire d’espèces cinétiques.
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3.1 Normalisation

— L’énergie est normalisée à un température de référence T0 :

Ê =
E

T0
(3.1)

— Le temps est adimensionné avec la fréquence de référence ω0 =
T0

eR2
0Bθ

, représentant

la fréquence de précession toroïdale ionique à la température T0 (à l’aide de ces
notations on a Ω̂d =

ΩdT0
ω0

), ainsi :

t̂ = ω0t (3.2)

— Les distances sont normalisées à la taille radiale du problème en unité de ψ :

ψ̂ =
ψ

Lψ
(3.3)

avec Lψ = a
∣
∣dψ
dr

∣
∣ = aR0Bθ.

— Le potentiel électrique est normalisé à ω0Lψ :

Φ̂ =
Φ

ω0Lψ
(3.4)

On normalise la fonction de distribution de la manière suivante :

ˆ̄̄
fs =

1

n0,s

(

2π
T0,s
ms

) 3
2
¯̄fs (3.5)

où n0 est une densité de référence et ˆ̄̄
fs est sans dimension.

Remarque : le facteur 2π vient du fait que l’on veut que l’intégrale de ˆ̄̄
fs à l’équilibre

soit égale à 1 dans le programme que nous développerons dans la seconde partie de ce
manuscrit.

Dans la suite nous ne travaillerons uniquement avec les grandeurs normalisées, pour alléger
les notations nous pouvons donc retirer les "ˆ"dans nos équations.

L’équation de Vlasov normalisée s’écrit :

∂ ¯̄fs
∂t

−
[

J0sΦ,
¯̄fs

]

+
EΩd

Zs

∂ ¯̄fs
∂α

= 0 (3.6)
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L’équation normalisée de quasi-neutralité d’un plasma avec des ions (une fois ionisés,
Zs = 1) et des électrons piégés cinétiques et des particules passantes adiabatiques, s’écrit :

2√
πneq

(∫ +∞

0

J0i
¯̄fiE

1/2dE −
∫ +∞

0

J0e
¯̄feE

1/2dE

)

=
1

Teq,i

[
Cad(Φ− ǫφ〈Φ〉)− Cpol∆̄i+e(Φ)

]

(3.7)
avec Cpol =

eω0Lψ
T0

, Cad =
Cpol(1−fT )

fT
(1 + τ) et ǫφ =

ǫφ,i+τǫφ,e
1+τ

. Ici, nous avons introduit
l’opérateur ∆̄i+e défini par ∆̄i+e(Φ) = ∆̄i(Φ) + τ∆̄e(Φ).

3.2 Bilan

Pour conclure cette partie, voici le récapitulatif des équations du modèle décrivant les
ions (une fois ionisés, Zs = 1) et les électrons piégés de manière cinétique et incluant un
réponse adiabatique des particules passantes.

2√
πneq

(∫ +∞

0

J0i
¯̄fiE

1/2dE −
∫ +∞

0

J0e
¯̄feE

1/2dE

)

=
1

Teq,i

[
Cad(Φ− ǫΦ〈Φ〉)− Cpol∆̄i+e(Φ)

]

(3.8a)

∂ ¯̄fi
∂t

−
[

J0iΦ,
¯̄fi

]

+ ΩdE
∂ ¯̄fi
∂α

= 0 (3.8b)

∂ ¯̄fe
∂t

−
[

J0eΦ,
¯̄fe

]

− ΩdE
∂ ¯̄fe
∂α

= 0 (3.8c)

où le crochet de Poisson est défini par [f,g] = ∂αf∂ψg − ∂αg∂ψf et avec Cpol =
eω0Lψ
T0

,

Cad =
Cpol(1−fT )

fT
(1 + τ), ǫφ =

ǫφ,i+τǫφ,e
1+τ

et ∆̄i+e(Φ) = ∆̄i(Φ) + τ∆̄e(Φ).
Les opérateurs sont définis par :

J0s =

(

1 +
E

Teq,s

δ2b,s
4
∂2ψ

)(

1 +
E

Teq,s

q2ρ2c,s
4a2ψ

∂2α

)

(3.9)

et

∆̄s =

(
qρc,s
aψ

)2

∂2α + δ2b,s∂
2
ψ (3.10)

Encore une fois, il est important de remarquer que les quantités ρc,s, δb,s et aψ sont en
unité de ψ. Pour simplifier les notations on a noté ici : ρc,s = ρc,0,s et δb,s = δb,0,s.
Pour avoir une idée plus précise de l’ordre de grandeur des termes de notre modèle, on
peut définir ρ⋆ = ρc,i

aψ
où ρc,i est le rayon de Larmor de l’espèce ionique de référence. Ainsi

en introduisant la nouvelle notation δ̄b =
δb,s
ρc,s

, qui ne dépend pas de l’espèce, on a :
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CHAPITRE 3. NORMALISATION ET MODÈLE FINAL

J0s =

(

1 + ρ⋆
2ms

mi

E

Teq,s

δ̄2b
4
∂2ψ

)(

1 + ρ⋆
2ms

mi

E

Teq,s

q2

4
∂2α

)

(3.11)

on peut également définir l’opérateur, indépendant de l’espèce, intervenant dans la
polarisation :

∆̄s =
(

q2∂2α + δ̄2b∂
2
ψ̂

)

(3.12)

Le terme de polarisation de l’équation 3.8a peut donc s’écrire :

Cpol∆̄i+e = Cpolρ
⋆2∆̄(Φ)

∑

s

ms

mi

(3.13)

Ainsi, il est clair que ce terme est d’ordre ρ⋆2 et que la contribution des électrons dans ce
terme est négligeable.

3.3 Modèle N espèces

Dans le cadre de ce travail, le modèle décrivant N espèces cinétiques de particules pié-
gées a été développé. Ce modèle est intéressant par plusieurs aspects, voici trois exemples
de situations encore mal comprises faisant intervenir au moins 3 espèces de particules :

— Les interactions entre le plasma et les parois du tokamak créent des impuretés qui
peuvent polluer le plasma et réduire les performances de la machine. La compré-
hension du transport de ces impuretés et leur rôle dans la turbulence sont donc
très importants.

— La réaction de fusion choisie pour l’expérience ITER est la collision entre deux
isotopes de l’hydrogène : le tritum et le deuterium. La simulation de ces deux
éléments et de la population électronique est donc également intéressante.

— Enfin, les réactions de fusion produisent des particules alpha qui, si elles restent au
centre du plasma, réduisent elles aussi les performances du réacteur. D’où l’utilité
de tenir compte de cette population et d’étudier leur transport.

L’écriture de l’équation de Vlasov associée à chaque espèce s’obtient juste en changeant
la charge électrique. L’écriture de la quasi-neutralité est plus délicate mais suit exactement
le même raisonnement que celui donné au chapitre précédent. Ainsi on obtient le système
constitué des N équations de Vlasov de chaque espèce s :

∂ ¯̄fs
∂t

−
[

J0sΦ,
¯̄fs

]

+
ΩdE

Zs

∂ ¯̄fs
∂α

= 0 (3.14)

N∑

s=1

ZsCs

[
2fT√
πn̂s,eq

(∫ 1

0

κK (κ)dκ

∫ +∞

0

J0s
¯̄fsE

1/2dE

)]

= Cad1Φ−Cad2〈Φ〉−
N∑

s=1

Cpol,s∆̄s(Φ)

(3.15)
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avec :
Cpol,s = C CsZ2

s fT
T̂s,eq

Cad1 =
∑N

s=1C
CsZ2

s

T̂s,eq
(1− fT )

Cad2 =
∑N

s=1C
CsZ2

s

T̂s,eq
(1− fT )ǫφ,s

où Cs =
neq,s
neq

est la concentration de l’espèce s et C =
eω0Lψ
T0

la constante de normali-
sation. Ici, la somme se fait aussi bien sur les ions que sur les électrons.

Dans cette première partie, nous avons développé le modèle analytique décrivant toutes
les particules piégées de manière cinétique avec des particules passantes adiabatiques. Nous
pouvons maintenant nous intéresser à la résolution de ce modèle, ce qui est fait dans la
partie suivante.
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Deuxième partie

Résolution linéaire du modèle et
développement du code non-linéaire

TERESA
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Le modèle décrivant un plasma avec des ions cinétiques, des électrons cinétiques et
un fond de particules passantes adiabatiques étant désormais bien posé, nous devons
maintenant le résoudre et étudier son comportement vis-à-vis des paramètres du plasma.

Dans un premier temps le comportement linéaire de ce système sera étudié, nous
verrons alors l’influence des paramètres du plasma sur les seuils de déclenchement des
instabilités TIM et TEM. Un code linéaire permettant de résoudre la relation de dispersion
a été écrit.

La résolution du système complet non-linéaire a fait l’objet du développement d’un
code non-linéaire appelé TERESA-4D. Dans le cadre de cette thèse nous avons développé
et enrichi un code existant dans lequel seuls les ions piégés étaient cinétiques. TERESA-
4D permet maintenant de prendre en compte également les électrons piégés cinétiques.
Les moyens numériques mis en œuvre pour l’écriture de ce code seront donnés dans cette
partie.

Enfin, nous validerons la phase linéaire de TERESA-4D, en comparant ses résultats
aux résultats donnés par le code linéaire.
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Chapitre 4

Linéarisation

Sommaire
4.1 Recherche de la relation de dispersion du système . . . . . . . 60
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4.3 Mécanisme de formation des instabilités . . . . . . . . . . . . . 73

Dans ce chapitre, nous allons rechercher la relation de dispersion de notre modèle
décrit précédemment (éq. 3.8). Pour cela, nous allons linéariser les équations du système
autour d’un équilibre ne présentant pas de champ électrique initial.

Ensuite, nous allons résoudre la relation de dispersion obtenue. Dans un premier temps,
on va chercher, en fonction des paramètres du plasma, les seuils de déclenchement des
deux instabilités pouvant apparaître dans ce système : les TIM (Trapped Ion Modes) et
les TEM (Trapped Electron Modes). On remarquera notamment que les TEM sont plus
instables que les TIM avec Ti = Te et on retrouvera le caractère stabilisant des gradients
de densité observé pour l’instabilité TIM seule [36].

Dans tout ce travail, nous nous intéresserons uniquement au cas où les ions et les
électrons présentent les mêmes profils de température et de densité ( κT,i = κT,e = κT ) et
(κn,i = κn,e = κn).

Nous étudierons ensuite les taux de croissance et les pulsations des TIM et des TEM
pour différentes configurations κT , κn et Ti

Te
= τ données.

Remarque : On rappelle que dans la suite de ce travail, nous utilisons uniquement
des grandeurs adimensionnées.
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4.1 Recherche de la relation de dispersion du système

Les solutions du système d’équations 3.8 ne peuvent pas s’obtenir de façon analytique,
à part, bien sûr, pour des cas triviaux inintéressants du point de vue physique. Dans
cette partie, il s’agit d’obtenir l’évolution du système autour d’une position que l’on aura
choisie comme équilibre en linéarisant les équations. Ici, toutes les grandeurs utilisées sont
normalisées. Écrivons, tout d’abord, la fonction de distribution et le potentiel comme la
somme de leur valeur d’équilibre et d’une perturbation.

¯̄fs = Feq,s + f̃s
Φ = Φ̃

(4.1)

Ici, nous avons considéré un plasma parfaitement neutre à l’équilibre. Ce qui nous permet
d’écrire Φeq = 0.

4.1.1 Fonction de distribution à l’équilibre

On peut montrer que les solutions ne dépendant pas de la variable α sont solutions de
l’équation de Vlasov à l’équilibre. En effet, si l’on injecte dans l’équation de Vlasov 3.8c
ou 3.8c une fonction de distribution ne dépendant que de ψ, il apparaît directement que
∂tf(ψ) = 0. Ceci est également vrai en présence d’un potentiel électrique d’équilibre ne
dépendant également que de ψ. On choisit une fonction de distribution à l’équilibre de
forme maxwellienne pour chaque espèce s :

Feq,s(ψ) =
neq,s(ψ)

Teq,s(ψ)
3
2

exp

(

−Heq,s(ψ)

Teq,s(ψ)

)

(4.2)

Au vu de la forme de l’hamiltonien d’équilibre 2.7, il est pratique de définir les quantités
T̄s =

Teq,s
1+Ωdψ

et n̄s =
neq,s

(1+Ωdψ)
3
2
. On a alors :

Feq,s =
n̄s(ψ)

T̄
3
2
s (ψ)

exp

(

− E

T̄s(ψ)

)

(4.3)

Ici, on choisit un profil linéaire en ψ correspondant au développement de la fonction
4.3 autour de ψ = 0 au premier ordre. On obtient alors :

Feq,s =
n0,s

T
3
2
0,s

exp

(

− E

T0,s

)[

1 + ψ

(

1

n0,s

∂neq,s
∂ψ

∣
∣
∣
∣
ψ=0

+

(
E

Teq,s
− 3

2

)
1

T0,s

∂Teq,s
∂ψ

∣
∣
∣
∣
ψ=0

)]

(4.4)
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où T̄s(0) = Teq,s(0) = T0,s et n̄s(0) = neq,s(0) = n0,s sont les valeurs de la température et
de la densité de l’espèce s en ψ = 0. Les profils de densité et de température peuvent être
caractérisés par leur longueur de gradient 1 : 1

neq,s

∂neq,s
∂ψ

= κn,s(ψ) et 1
Teq,s

∂Teq,s
∂ψ

= κT,s(ψ).
Au final, le profil à l’équilibre s’écrit :

Feq,s =
n0,s

T
3
2
0,s

exp

(

− E

T0,s

)[

1 + ψ

(

κn,s(0) +

(
E

T0,s
− 3

2

)

κT,s(0)

)]

(4.5)

4.1.2 Linéarisation de l’équation de Vlasov

Maintenant que nous avons une solution pour notre équilibre, linéarisons l’équation
de Vlasov de l’espèce s :

∂ ¯̄fs
∂t

−
[

J0sΦ,
¯̄fs

]

+
ΩdE

Zs

∂ ¯̄fs
∂α

= 0 (4.6)

Développons, tout d’abord, le second terme de cette équation en utilisant les relations 4.1

[

J0sΦ,
¯̄fs

]

=
[

J0sΦ̃,Feq,s

]

+
[

J0sΦ̃,f̃s

]

(4.7)

Le second terme, faisant intervenir un double produit des quantités perturbées, va être
à l’origine de la non linéarité du système. Dans le but de linéariser nos équations, nous
allons donc le négliger. Écrivons les quantités perturbées dans l’espace de Fourier :

f̃s =
∑

n,ω

fs,n,ω(ψ)e
i(nα−ωt) (4.8)

Φ̃ =
∑

n,ω

Φn,ω(ψ)e
i(nα−ωt) (4.9)

On a alors :

[

J0sΦ,
¯̄fs

]

≃
[

J0sΦ̃,Feq,s

]

=
∑

n,ω

inJn,s
∂Feq,s
∂ψ

Φn,ω(ψ)e
i(nα−ωt) (4.10)

D’après l’expression du profil à l’équilibre 4.5 :

[

J0sΦ,
¯̄fs

]

≃
∑

n,ω

inJn,sFeq,s(0)

[

κn,s(0) + κT,s(0)

(
E

T0,s
− 3

2

)]

Φn,ω(ψ)e
i(nα−ωt) (4.11)

1. En présence de profils exponentiels tels que : neq,s = n0,s exp(
ψ
ψn

) et Teq,s = T0,s exp(
ψ
ψT

), on a

κn,s =
1

ψn

et κT,s = 1

ψT

, ces grandeurs représentent donc l’inverse de la longueur de gradient des profils.
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Injectons alors ce résultat dans l’équation de Vlasov :

−ωfs,n,ω(ψ)−nJn,sFeq,s(0)

[

κn,s(0) + κT,s(0)

(
E

T0,s
− 3

2

)]

Φn,ω(ψ)+Z
−1
s nΩdEfs,n,ω(ψ) = 0

(4.12)
Finalement, l’expression de la perturbation de la fonction de distribution s’écrit :

fs,n,ω(ψ) =
n
[

κn,s(0) + κT,s(0)
(

E
Teq,s

− 3
2

)]

(Z−1
s nΩdE − ω)

Jn,sΦn,ω(ψ)Feq,s(0) (4.13)

4.1.3 Linéarisation de l’équation de quasi-neutralité

Étant donné que nous nous sommes placés dans le cas d’un plasma neutre à l’équilibre
4.1, d’après l’équation de quasi-neutralité 3.7, on en conclut que les densités à l’équilibre
des deux espèces s’annulent. Seules les fonctions de distribution perturbées vont donc
intervenir dans la quasi-neutralité linéarisée. On a :

Cad(Φ− ǫΦ〈Φ〉)− Cpol∆̄i+e(Φ) =
Teq,i
neq

∫ ∞

0

J0if̃iE
1
2dE − τ

Teq,e
neq

∫ ∞

0

J0ef̃eE
1
2dE (4.14)

avec Cpol =
eω0Lψ
T0

, Cad =
Cpol(1−fT )

fT
(1 + τ), ǫφ =

ǫφ,i+τǫφ,e
1+τ

et ∆̄i+e(Φ) = ∆̄i(Φ) + τ∆̄e(Φ).

Écrivons 4.14 dans l’espace de Fourier :

CnΦn,ω =
Teq,i
neq

∫ ∞

0

Jn,i fi,n,ωE
1
2dE − τ

Teq,e
neq

∫ ∞

0

Jn,e fi,n,ωE
1
2dE (4.15)

où l’on a défini l’opérateur Cn par :

Cn =

√
π

2

[

Cad (1 + ǫφδn) + Cpol
q2
(
ρ2c,i + τρ2c,e

)

a2ψ
n2 − Cpol

(
δ2b,i + τδ2b,e)∂

2
ψ

)

]

. (4.16)

4.1.4 Relation de dispersion

Pour obtenir la relation de dispersion il ne nous reste plus qu’à injecter 4.13 dans 4.15,
ce qui nous donne :

CnΦn,ω =
Teq,i
neq

∫ ∞

0

n
[

κn,i(0) + κT,i(0)
(

E
T0,i

− 3
2

)]

(
Z−1
i nΩdE − ω

) J 2
n,iΦn,ω(ψ)Feq,iE

1
2dE (4.17)

−τ Teq,e
neq

∫ ∞

0

n
[

κn,e(0) + κT,e(0)
(

E
T0,e

− 3
2

)]

(Z−1
e nΩdE − ω)

J 2
n,eΦn,ω(ψ)Feq,eE

1
2dE (4.18)
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La relation de dispersion du système s’écrit donc :

D = 0 = CnΦn,ω −
∫ ∞

0

[
κn + κT

(
ξi − 3

2

)]

Ωd (ξi − xi)
J 2

n,iΦn,ωe
−ξiξ

1
2
i dξi

︸ ︷︷ ︸

Ions

− τ

∫ ∞

0

[
κn + κT

(
ξe − 3

2

)]

Ωd (ξe + xe)
J 2

n,eΦn,ωe
−ξeξ

1
2
e dξ

︸ ︷︷ ︸

Electrons

(4.19)

où on a posé xs = ω
nΩdTeq,s

, ξe = E
T0,e

et ξi = E
T0,i

.
Avant de résoudre la relation de dispersion 4.19, observons la de manière qualitative.

On remarque que lorsque, la partie réelle de xi est positive et que sa partie imaginaire est
nulle, l’intégrale sur les ions présente une singularité alors que l’intégrale sur les électrons
reste bien définie. Physiquement, xi positif correspond à une onde de pulsation ωr positive
qui peut échanger de l’énergie avec les ions, dont la pulsation associée à leur précession
est également positive. Ce gain ou cette perte d’énergie via les interactions onde-particule
est quantifié par la valeur imaginaire de xi (dans la suite on pose ω = ωr + iγ). Lorsque
γ est positif, les ions cèdent leur énergie à l’onde qui peut alors croître : on est face à
"l’instabilité d’ions piégés" (TIM pour Trapped Ion Mode) de type résonante. Le cas
opposé se présente lorsque la partie réelle de xe est négative, on a alors affaire à une onde
qui se propage dans le sens de précession des électrons : dans ce cas, il peut se former une
instabilité résonante d’électrons piégés (TEM pour Trapped Electron Mode). Par ailleurs,
les TIM et les TEM présentent également une branche non résonante.

4.2 Résolution de l’équation de dispersion

Cherchons maintenant les solutions de la relation 4.19. Tout d’abord, on peut montrer
(Annexe I) que le mode radial k le plus instable correspond au mode de plus grande
longueur d’onde satisfaisant aux conditions de bords (potentiel nul aux bords du domaine
radial de résolution), c’est-à-dire k = π

Lψ
où Lψ est la taille radiale du domaine. Ici, nous

allons donc fixer k = π
Lψ

, puis chercher la pulsation ωr et le taux de croissance γ des
modes angulaires du potentiel électrique avec lesquels on excite le plasma. Ce plasma sera
caractérisé par : les différents profils κn et κT , le rapport de température τ , les rayons de
Larmor et les largeurs banane ionique et électronique.

4.2.1 Seuil de stabilité

Cherchons, tout d’abord, les seuils de déclenchement de l’instabilité, c’est-à-dire les
paramètres du plasma pour lesquels les instabilités se déclenchent. Pour cela on va chercher
les solutions de la relation de dispersion pour lesquelles γ = 0. Comme on l’a déjà vu plus
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haut, pour des valeurs réelles, la relation présente des singularités : nous allons donc faire
tendre gamma vers 0 et utiliser la formule de Plemelj 2.

Expression du seuil pour les ondes de pulsation positive

Détaillons la résolution pour ℜe(ω) > 0, les solutions pour ℜe(ω) < 0 en découleront
naturellement. Appliquons la formule de Plemelj sur l’intégrale résonante :

0 = Cn−P

(
∫ ∞

0

[
κn + κT

(
ξi − 3

2

)]

Ωd (ξi − xi)
J 2

n,ie
−ξiξ

1
2
i dξi

)

− iπ

Ωd

[

κn + κT

(

xi −
3

2

)]

J 2
n,ie

−xix
1
2
i

− τ

∫ ∞

0

[
κn + κT

(
ξe − 3

2

)]

Ωd (ξe + xe)
J 2

n,ee
−ξeξ

1
2
e dξe (4.21)

où P () représente la valeur principale. Ici nous avons utilisé le principe de causalité (les
fluctuations doivent s’annuler lorsque t → ∞) aussi appelé prescription Landau pour le
choix du signe de la partie imaginaire. Pour que cette formule soit nulle, il faut annuler
sa partie réelle et sa partie imaginaire. Pour ce qui est de la partie imaginaire, on a :

−iπ
[

κn + κT

(

xi −
3

2

)]

J 2
n,ie

−xix
1
2
i = 0 (4.22)

Ce qui nous donne :

κn = κT

(
3

2
− xi

)

(4.23)

Injectons alors ce résultat dans la partie réelle :

Cn −
κT
Ωd

(∫ ∞

0

J 2
n,ie

−ξiξ
1
2
i dξi

)

− τκT
Ωd

∫ ∞

0

(ξe − xi)

(ξe + xe)
J 2

n,ee
−ξeξ

1
2
e dξe = 0 (4.24)

En fixant les valeurs de xi, n et k, il est possible de trouver, à l’aide d’un logiciel
comme Matlab, la valeur de κT solution de l’équation 4.24. Par suite, à l’aide de 4.23 on
obtient simplement κn. Pour obtenir la relation κn = f(κT ), solution de 4.19 définissant
la courbe de seuil de stabilité pour un mode donné dans le plan (κn,κT ), nous réalisons
la même démarche que précédemment en balayant sur toutes les valeurs de xi positives.

2. Soit f(x) une fonction analytique sur tout le domaine étudié, pour x0 ∈ R
∗
+ on a :

lim
ǫ→0

∫ +∞

0

f(x)

(x− x0)± iǫ
dx = ∓iπf(x0) + P

∫ +∞

0

f(x)

(x− x0)
dx (4.20)

où P représente la valeur principale.
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Expression du seuil pour les ondes de pulsation négative

Le cas ℜe(ω) < 0 est très similaire, en appliquant le même raisonnement que précé-
demment, on obtient des relations légèrement différentes :

κn = κT

(

xe +
3

2

)

(4.25)

et :

Cn −
τκT
Ωd

P

(∫ ∞

0

J 2
n,ee

−ξeξ
1
2
e dξe

)

− κT
Ωd

∫ ∞

0

(ξi + xe)

(ξi − xi)
J 2

n,ie
−ξiξ

1
2
i dξi = 0 (4.26)

Dans ce cas, la courbe κn = f(κT ) est obtenue en balayant sur les xi négatifs.

Allure des seuils de stabilité en fonction des paramètres du système

δb,i δb,e ρc,i ρc,e Cn Ωd Teq k

0,1 2.10−3 0,01 2.10−4 0,1 1 1 π

Table 4.1 – Paramètres principaux utilisés pour la recherche des seuils de stabilité li-
néaire.

Observons maintenant l’allure des seuils de stabilité avec les paramètres donnés dans le
tableau 4.1.

La figure 4.1 montre une partie du diagramme de stabilité pour le mode n = 40. On
distingue deux courbes qui décrivent les situations ωr > 0 et ωr < 0, délimitant trois zones
distinctes : la zone sous la courbe bleue pour laquelle les TIM et les TEM sont stables, la
zone entre les deux courbes où seuls les TEM sont instables et enfin la zone au-dessus de
la courbe rouge dans laquelle TIM et TEM sont instables.

Sur la figure 4.2, maintenant, on peut voir le diagramme de stabilité du mode n = 340.
Pour cette valeur de mode, l’opérateur de gyro-moyenne amortit complètement la réponse
ionique ; seule l’instabilité TEM persiste. On remarque également que plus le mode est
élevé, plus les gradients doivent être forts pour déstabiliser le système. Ainsi, avec κn = 0,
le mode n = 1 se déstabilise pour des gradients de température κT > 0,14, alors que le
mode n = 340 nécessite κT > 1,35.

La figure 4.3, enfin, montre le diagramme de seuil absolu, c’est-à-dire le seuil pour
lequel au moins un mode est instable (TIM ou TEM). Pour la région κn < 0, ce seuil est
piloté par le mode n = 1 et, pour les régions κn > 0, on constate l’effet stabilisant d’un
gradient positif de densité en accord avec les travaux précédents [45],[36],[35].

Affinons un peu plus notre étude en regardant plus particulièrement le cas κn = 0 qui
sera utilisé dans la suite de ce travail. Dans ce cas, on obtient facilement, à partir des
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Figure 4.1 – Diagramme de stabilité dans le plan (κn, κT ) du mode n = 40 avec les
paramètres donnés dans le tableau 4.1.
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Figure 4.2 – Diagramme de stabilité dans le plan (κn, κT ) du mode n = 340 avec les
paramètres donnés dans le tableau 4.1.
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Figure 4.3 – Diagramme de stabilité absolue dans le plan (κn, κT ) avec les paramètres
donnés dans le tableau 4.1.

équations 4.23 et 4.25, les expressions des pulsations :

ωseuil = 3
2
n pour les modes TIM

ωseuil = −3
2
n
τ

pour les modes TEM
(4.27)

On peut alors écrire le gradient de température au seuil de l’instabilité (que l’on
appellera par la suite "gradient de température critique") :

κT,(TIM) =
ΩdCn

∫∞
0

J 2
n,ie

−ξξ
1
2dξ + τ

∫∞
0

(ξ− 3
2)

(ξ+ 3τ
2 )

J 2
n,ee

−ξξ
1
2dξ

(4.28)

κT,(TEM) =
ΩdCn

τ
∫∞
0

J 2
n,ee

−ξξ
1
2dξ +

∫∞
0

(ξ− 3
2)

(ξ+ 3
2τ )

J 2
n,ie

−ξξ
1
2dξ

(4.29)

La figure 4.4 montre l’évolution du gradient de température critique en fonction du
mode présent dans le plasma. On remarque que, globalement, pour déstabiliser des modes
de plus en plus grands, il faut augmenter le gradient de température. Il est également clair
que, pour tous les modes, les électrons sont déstabilisés par des gradients de température
plus faibles que pour les ions. Tout ceci est en parfait accord avec ce qui a été montré
précédemment.

Regardons maintenant l’effet du rapport de température entre les ions et les électrons
τ = Ti

Te
(ce travail a été réalisé dans le cadre du stage de M2 de Mathieu Sarrat [46]).

La figure 4.5 représente l’évolution des gradients de température critique en fonction
du mode injecté dans le plasma pour τ = 0,5 (c’est-à-dire pour des électrons plus chauds
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Figure 4.4 – Gradient de température critique en fonction du mode injecté dans le plasma
avec les paramètres donnés dans le tableau 4.1 et τ = 1, avec κn = 0.

que les ions) et pour κn = 0. Pour les modes de faible nombre d’onde (n < 105), on
constate, contrairement au cas τ = 1, que les ions sont déstabilisés par des gradients
de température plus faibles que pour les électrons. Cependant, cette situation s’inverse
au-delà du mode n = 105. Dans la situation τ > 1, que nous n’avons pas tracée ici, on
observe un comportement similaire au cas τ = 1 : l’évolution des gradients critiques reste
la même. On constate tout de même que le gradient critique des TEM est globalement
plus faible.

Pour finir, montrons l’effet du paramètre τ sur le diagramme de stabilité dans le plan
(κn,κT ).

La figure 4.6 montre les seuils de stabilité du mode n = 80 dans les configurations :
τ = 1,5, τ = 1 et τ = 0,5. Comme nous l’avons déjà mentionné, les situations τ = 1 et
τ = 1,5 sont assez similaires à ceci près que des gradients de température plus faibles
suffisent à déstabiliser le système dans le cas τ = 1,5. Le cas τ = 0,5 est complètement
différent : en effet, on constate qu’en jouant sur le gradient de densité, on peut changer la
nature de l’instabilité qui se déclenche avec le gradient de température le plus faible. Dans
la situation présentée sur la figure 4.6 pour −0,8 < κn < 0,2 les TEM se déclenchent pour
des gradients de température plus faibles ; la situation opposée se produit pour κn < −0,8.

Il est utile de remarquer que les pulsations de la perturbation au seuil sont proportion-
nelles au nombre d’onde n. Cela implique que pour les grands nombres d’onde la validité
du modèle est mise en défaut par le fait que la relation ω ≪ ωb n’est plus respectée. Les
données du tableau 1.1 montrent que ce sont les ions qui fixent la valeur maximale du
nombre d’onde des perturbations (ωb,i

ωd,i
∼ 50 ≪ ωb,e

ωd,e
).
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Figure 4.5 – Gradient de température critique en fonction du mode injecté dans le plasma
avec les paramètres donnés dans le tableau 4.1 et τ = 0,5, avec κn = 0.
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Figure 4.6 – Diagramme de stabilité dans le plan (κn, κT ) du mode n = 80 avec les
paramètres donnés dans le tableau 4.1 pour τ = 1,5, τ = 1 et τ = 0,5.
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Figure 4.7 – Pulsation des TIM (courbe rouge) et des TEM (courbe bleue) en fonction
du mode n avec les paramètres donnés dans le tableau 4.2 pour τ = 1

4.2.2 Pulsations et taux de croissance

Maintenant que nous connaissons les paramètres nécessaires au déclenchement des in-
stabilités, analysons les taux de croissance et les pulsations associées aux modes instables.
Pour ce faire, on fixe la configuration (κn, κT , ρc,s, δb,s) du plasma que l’on veut étudier
avec les valeurs données dans le tableau 4.2. On résout la relation de dispersion pour un
mode n donné (éq. 4.19) en balayant le plan complexe (ωr,γ) pour trouver la ou les solu-
tions ω = ωr + iγ qui annulent avec la précision machine la relation de dispersion. Pour
cela, on utilise une fonction de Matlab basée sur une méthode simplexe [47], recherchant
le minimum d’une fonction scalaire à plusieurs variables.

δb,i δb,e ρc,i ρc,e Cn Ωd Teq k κn(i,e) κT (i,e) τ

0,1 2.10−3 0,01 2.10−4 0,1 1 1 π 0,0 0,17 1

Table 4.2 – Paramètres principaux utilisés pour la recherche des pulsations et des taux
de croissance des instabilités linéaires (TIM et TEM).

Dans un premier temps, fixons les paramètres donnés dans le tableau 4.2. On obtient
deux solutions pour les valeurs réelles de ω que l’on a tracées sur la figure 4.7. On constate
que même au-delà du seuil de stabilité, la pulsation suit la courbe ωr = ±3

2
n (éq. 4.27).

On rappelle que ωr > 0 correspond aux TIM, et ωr < 0 correspond aux TEM.
A partir de la figure 4.4, essayons de prévoir les taux de croissance que nous devons

obtenir. Sur cette figure, nous avons tracé en pointillé la courbe κT = 0,17. Pour ce
gradient, on observe que :

— pour 0 < n < 35, TIM et TEM sont instables : les taux de croissance associés à
ces instabilités doivent donc être positifs,
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Figure 4.8 – Taux de croissance des TIM (courbe rouge) et des TEM (courbe bleue) en
fonction du mode n avec les paramètres donnés dans le tableau 4.2 pour τ = 1.

— pour 35 < n < 57, seuls les TEM sont instables : les taux de croissance associés
aux TIM doivent donc être négatifs,

— pour 57 < n < +∞, TIM et TEM sont stables : les taux de croissance associés à
ces instabilités doivent donc être négatifs.

La figure 4.8 montre les taux de croissance TIM et TEM, solutions de 4.19 que nous
obtenons en fonction de n. On observe exactement les comportements attendus.

Nous souhaitons maintenant faire une étude pour des valeurs différentes du paramètre
τ . La figure 4.9 montre les pulsations TIM et TEM en fonction de n pour τ = 0,5 avec
κT = 0,4 et κT = 0,6. Les pulsations suivent toujours les courbes solutions au seuil de
l’instabilité (ωr = ±3

2
n pour les ions et ωr = ± 3

2τ
n pour les électrons) avec, tout de même,

un écart plus important en s’éloignant des gradients au seuil, c’est ce que l’on peut voir
pour κT = 0,6.

Enfin, toujours avec τ = 0,5, la figure 4.10 montre les taux de croissance TIM et TEM
en fonction de n pour ces mêmes valeurs de κT . On observe :

— pour 75 < n < 88, seuls les TIM sont instables avec κT = 0,4,
— pour 110 < n < 120, seuls les TEM sont instables avec κT = 0,6.

Ces deux comportements sont en accord parfait avec les résultats de la figure 4.5.
Ici, nous avons observé le comportement de la relation de dispersion pour des valeurs

de ρc,i, ρc,e, δb,i et δb,e fixées. Comme on peut le voir sur les équations 4.28 et 4.29, ces
paramètres (dont les valeurs sont petites devant l’unité) n’ont que très peu d’influence
sur les seuils. Cependant, via l’opérateur de gyro-moyenne et le terme de polarisation
(présent dans Cn), ces paramètres vont avoir un impact sur les taux de croissance des
modes excités. En effet, plus les valeurs de ces paramètres sont élevées, plus la gyro-
moyenne et la polarisation vont amortir des modes de faible nombre d’onde. Ainsi, en
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Figure 4.9 – Pulsations des TIM (courbe rouge) et des TEM (courbe bleue) en fonction
du mode n avec les paramètres donnés dans le tableau 4.1 et τ = 0,5 pour κT = 0,4 (traits
pleins) et κT = 0,6 (traits pointillés)
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Figure 4.10 – Taux de croissance des TIM (courbes rouges) et des TEM (courbes bleues)
en fonction du mode n avec les paramètres donnés dans le tableau 4.1 et τ = 0,5 pour
κT = 0,4 (traits pleins) et κT = 0,6 (traits pointillés).
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augmentant les rayons de Larmor et les largeurs banane, on va jouer sur la valeur maximale
du mode pouvant être déstabilisé dans le cas TIM (pour les paramètres ioniques) et TEM
(pour les paramètres électroniques). Cependant, on a constaté que l’amortissement des
modes est principalement causé par la polarisation. Les paramètres électroniques étant,
en général, plus petits que les paramètres ioniques, l’effet de l’opérateur de polarisation
Cpol

q2

a2
n2
(
ρ2c,i + τρ2c,e

)
+Cpolk

2
(
δ2b,i + τδ2b,e)

)
est piloté par les paramètres ioniques. On peut

résumer cela en disant que plus les valeurs de ρc,i et de δb,i seront grandes, moins les modes
excités dans notre système seront nombreux.

Les différents résultats montrés dans cette partie sont assez difficiles à comparer avec
les résultats obtenus par d’autres modèles. En effet, dans la plupart des modèles la ré-
ponse des ions passants n’est pas adiabatique, ce qui implique une déstabilisation plus
importante des ions via les ITG.

4.3 Mécanisme de formation des instabilités

Nous venons de voir que, sous certaines conditions, le modèle pouvait déclencher les
instabilités TIM et TEM. Avant de décrire la façon dont nous allons résoudre numérique-
ment notre modèle linéaire, nous allons essayer dans ce paragraphe de décrire qualitati-
vement l’origine de ces instabilités. Elles peuvent être associées aux instabilités de type
Rayleigh-Bénard [48] [49].

Pour décrire ce type d’instabilité, plaçons nous dans une situation où nous chauffons
par le bas un fluide soumis à la gravité (cette situation se retrouve typiquement lorsque l’on
chauffe de l’eau dans une casserole). La densité du fluide étant inversement proportionnelle
à la température, on a alors un fluide plus dense au-dessus d’un fluide moins dense.
Cette configuration n’est pas stable. Imaginons un élément du fluide légèrement plus
chaud (donc moins dense) que son environnement, il va s’élever sous l’effet de la poussée
d’Archimède et rencontrer des zones encore plus froides, ce qui va amplifier son ascension.
Un raisonnement similaire s’applique à un élément fluide plus froid que son environnement
qui a, alors, un mouvement descendant. La convection des éléments fluides dans ce système
est donc source d’instabilité.

Deux processus vont avoir un effet stabilisant sur la convection : la dissipation vis-
queuse, qui tend à freiner l’élément fluide dans son mouvement ascensionnel ou descen-
dant, et la diffusion de la chaleur, qui diminue l’écart de température entre l’élément fluide
observé et son voisinage. Lorsque l’écart ∆T de température, entre le bas et la surface
du fluide, est assez faible, ces deux processus stabilisent le système. Le flux conductif
de chaleur, généré par l’énergie que l’on apporte au système, suffit donc à maintenir le
système au repos. Si ∆T dépasse le seuil critique ∆Tc, alors le système devient instable
et les flux convectifs apparaissent.

L’équation de Vlasov que l’on a écrit en 3.8b et 3.8c peut décrire cette instabilité. Le
terme ΩdE

∂ ¯̄fs
∂α

décrivant la convection de ¯̄fs à la vitesse diamagnétique remplace le terme
faisant apparaître la gravité, c’est donc un élément favorisant l’instabilité. Le transport
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convectif est, quant à lui, décrit par le terme
[

J0sΦ,
¯̄fs

]

couplé à la quasi-neutralité.

Nous avons également un gradient de température aux bords de notre domaine qui, s’il
dépasse le seuil κT , rend instable le système. On peut noter également qu’ici ce sont les
interactions ondes/particules via le couplage avec la quasi-neutralité qui déterminent le
seuil de stabilité. Au contraire, dans le cas fluide présenté plus haut ce sont les collisions,
via la diffusion de chaleur et la dissipation visqueuse, qui déterminent le seuil.

Sur la figure 4.11, on a schématisé le mécanisme de l’instabilité. A gauche, où le plasma
est plus chaud, les particules dérivent avec une vitesse ~vd proportionnelle à la température
donc plus grande qu’à droite, où le plasma est plus froid. Une légère perturbation de
température, associée à cette différence de vitesse, permet ainsi de créer une différence
de charge entre les zones froides et chaudes à l’interface : d’où l’apparition de champs
électriques. Le champ magnétique étant perpendiculaire à ces champs électriques, les
particules vont dériver avec la vitesse ~E × ~B perpendiculairement à ~vd, cela va amplifier
la perturbation et générer de nouveaux champs, et ainsi de suite. Ce système est donc
bien instable.

Avec les outils développés dans cette partie, nous pouvons donc connaître les seuils de
déclenchement des instabilités et accéder aux valeurs des taux de croissance, en fonction
des paramètres du plasma étudié. Nous sommes prêts à écrire un programme capable de
résoudre le système complet 3.8 non linéaire, c’est ce que nous allons faire maintenant.
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Figure 4.11 – Schéma représentatif de l’instabilité causée par un gradient de température.
A gauche, on a la zone chaude où les particules dérivent verticalement avec la vitesse
~vd ∝ T et à droite, on a la zone froide où les particules dérivent verticalement avec une
vitesse inférieure. On apporte une perturbation à l’interface de ces deux zones. A cause de
l’écart de vitesse, des différences de charges apparaissent créant des champs électriques.
Les particules dérivent alors avec la vitesse ~E× ~B, ce qui, dans la configuration présentée
ici, amplifie la perturbation.
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Résolution numérique du système
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La résolution du modèle non-linéaire décrivant les ions cinétiques piégés avec un fond
d’électrons adiabatiques a fait l’objet de l’écriture du code à trois dimension TIM-3D
(deux variables d’espace α et ψ et le paramètre d’énergie E) développé à Nancy [37]
basé sur la méthode de résolution semi-lagrangienne [50]. Ce code a subi plusieurs évolu-
tions [36],[35], parmi lesquelles on trouve l’ajout d’une dimension (TIM-4D) par la prise en
compte du paramètre de piégeage κ qui permet l’étude de l’influence du shear magnétique.
Récemment, TIM-4D a fait l’objet d’une réécriture afin d’optimiser ses performances et
de pouvoir bénéficier des avantages des ordinateurs massivement parallèles. Cette réécri-
ture a été réalisée au sein de l’IRFM du CEA Cadarache [51] et a conduit au changement
de nom de TIM-4D en TERESA-4D pour "Trapped Element REduction in Semi lagran-
gian Approach". Le langage utilisé pour cette version est le fortran-90, cependant les
diagnostics du code ont été entièrement écrits en Python.

Un des objectifs du travail présenté ici est l’écriture d’une nouvelle version de TERESA-
4D incluant, à la fois les ions piégés cinétiques et les électrons piégés cinétiques. Le déve-
loppement de cette version a été réalisé en collaboration avec l’IRFM-CEA Cadarache. En
plus de l’ajout de la prise en compte des électrons cinétiques, nous avons écrit cette ver-
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sion de manière à pouvoir inclure d’autres espèces cinétiques à l’aide du modèle N-espèces
présenté en 3.3. La nouvelle version de TERESA a été installée sur le cluster ASTERIX
de l’IJL (Nancy).

Dans cette section nous allons décrire brièvement les différentes étapes numériques
utiles à la résolution du système 3.8, telle que la méthode semi-lagrangienne [50]. Nous
présenterons également les changements et les difficultés apportés par l’ajout d’une nou-
velle espèce cinétique dans le système. Finalement nous verrons les conditions initiales et
les conditions de bords que nous pourrons utiliser.

5.1 Schéma numérique

5.1.1 Résolution de l’équation de Vlasov

Attachons nous, tout d’abord à la résolution de l’équation de Vlasov qui consiste à
trouver la fonction de distribution f(ψ,α,E) à t (avec δt le pas de temps) à partir de
f au temps t − δt. On voit que les équations de Vlasov 3.8b et 3.8c ne fait intervenir
aucun opérateur différentiel de la variable d’énergie. La seule dépendance en énergie de
l’équation de Vlasov est la multiplication par E du dernier terme du membre de gauche.
En prenant N valeurs d’énergie E = {0 < En < Emax}, on peut donc découper la fonction
de distribution f(ψ,α,E) en N fonctions de distribution fEn(ψ,α) à énergie En fixe. Il ne
nous reste donc plus qu’à résoudre N équations de Vlasov dans l’espace (α, ψ).

Un raisonnement similaire s’applique lorsque l’on travaille avec la quatrième dimen-
sion qui est le paramètre κ. En effet, la dépendance des équations de Vlasov 3.8b et 3.8c
vis-à-vis de ce paramètre se fait à travers l’expression de la quantité Ωd (reliée à la fré-
quence de précession). Comme pour l’énergie, on peut prendre M valeurs de paramètre
de piégeage κ = {0 < κm < κmax} et ainsi découper la fonction de distribution en N ×M
fonctions fEn,κm(ψ,α) à énergie En et κm fixes (attention : dans ce modèle κmax < 1 pour
décrire les particules piégées). Dans ce travail, comme nous l’avons déjà mentionné lors
de l’établissement des équations du modèle, nous n’utiliserons pas la dimension κ. Nous
travaillerons avec une seule valeur de κ telle que Ωd = 1.

Méthode semi-lagrangienne

Pour résoudre ces équations, nous allons utiliser la méthode dite semi-lagrangienne
[50]. Commençons par écrire une de nos équations de Vlasov sous forme advective :

∂tfEn + ~V .∂ ~XfEn = 0 (5.1)

où ~X(t) = (α,ψ) et ~V est le champ d’advection ~V (α,ψ,t) = (ωdEn + ∂ψφ,−∂αφ).
On peut montrer 1 que la fonction de distribution est constante le long des trajectoires

1. Preuve de la constance de f le long des caractéristiques : fEn
= fEn

( ~X(t),t) donc dfEn

dt
= ∂tfEn

+
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définies par :
d ~X

dt
= ~V ( ~X(t),t) (5.3)

Cette équation définit les caractéristiques de la fonction de distribution.
On connaît les valeurs de f en tout point d’une grille fixe à la nme itération i-e fnEn =

fEn( ~X,nδt). Résoudre l’équation de Vlasov revient à connaître fn+1
En

en tout point de cette
grille. Pour connaître la fonction de distribution en un point ~xj( f

n+1
En

(~xj)), il faut trouver
la position ~x où la fonction de distribution avait la même valeur au temps n. Connaissant
la valeur de fnEn en tout point et notamment en ce point ~x, nous obtenons donc la valeur
de fn+1

En
(~xj) = fnEn(~x).

Toute la difficulté de cette méthode est donc de trouver la position ~x. Notons ~X(t +
δt; ~x,t) la caractéristique qui a pour valeur ~xj au temps t+ δt et ~x au temps t. Comme on
peut le voir sur la figure 5.1, on écrit :

fEn( ~X(t+ δt; ~x,t),t+ δt) = fEn( ~X(t; ~x,t) + ~δx,t+ δt)
= fEn(~x,t)

(5.4)

En effet, ~X(t; ~x,t) = ~x. Nous arrivons donc à la relation ~X(t + δt; x,t) − ~X(t; x,t) = δ~x
qui, en utilisant l’éq.5.3, se traduit par [50] [23] :

δ~x =

∫ t+∆t

t

~V ( ~X(s; ~x,t),s)ds (5.5)

La solution de cette équation est obtenue par la méthode des points fixes avec un
algorithme de Newton [51]. Il ne nous reste plus qu’à réitérer la procédure pour tous les
points de la grille ainsi nous connaissons désormais la fonction de distribution au temps
t + δt. Dans la majorité des cas, la position ~x ne se trouve pas exactement sur un point
de la grille : on calcule alors fEin(~x) par une interpolation avec les quatre points voisins
par la méthode de spline bicubique [52].

Cette méthode de résolution (basée sur la recherche des caractéristiques sur une grille
fixe), dite méthode semi-lagrangienne, [50] est résumée dans la figure 5.1.

5.1.2 Résolution de l’équation de quasi-neutralité

L’équation de quasi-neutralité 3.8a fait intervenir les dérivées secondes du potentiel
électrique en ψ et en α. Nous allons utiliser les différences finies dans la direction ψ et une

d ~X
dt
.~∇ ~X

fEn
. Les caractéristiques sont définies par d ~X

dt
= ~V ( ~X(t),t). Ainsi :

dfEn

dt
= ∂tfEn

+
d ~X

dt
.~∇ ~X

fEn
= ∂tfEn

+ ~V ( ~X(t),t).~∇ ~X
fEn

= 0 (5.2)
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ψα

•

~δx

+~x

~X (t ;~x, t −δt )

t

t +δt

Temps

Figure 5.1 – Schéma récapitulatif de la méthode semi-lagrangienne.
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décomposition en mode Fourier dans la direction périodique α sur une grille comportant
Nψ points dans la direction ψ et Nα points dans la direction α.

On pose ainsi :
Φ(α,ψ) =

∑

n

φn(ψ)e
−inα

δn(α,ψ) =
∑

n

δnn(ψ)e
−inα (5.6)

où δn = 2√
πneq

(∫ +∞
0

J0if̄iE
1/2dE −

∫ +∞
0

J0ef̄eE
1/2dE

)

. Ainsi, l’équation de quasi-neutralité

s’écrit pour chaque mode n :

Cad (1− δn,0ǫφ)− Cpol
q2

a2ψ

(
ρ2c,i + τρ2c,e

)
n2 − Cpol

(
δ2b,i + τδ2b,e)∂

2
ψ

)
Φn = δnn(ψ) (5.7)

où δn,0 est le symbole de Kronecker valant 1 pour le mode n = 0, correspondant à la
moyenne dans la direction α, et 0 pour tous les autres modes. On est donc amené à
résoudre (Nα−1)/2+1 systèmes indépendants de taille Nψ, au lieu d’un système de taille
NαNψ. Une des nouveautés, par rapport aux versions antérieures, est la réécriture du terme
de gauche de l’équation 5.8 pour prendre en compte les différentes réponses possibles des
N espèces et notamment des électrons cinétiques. Cette modification procède par ajout
d’interrupteurs. La principale difficulté de modification de l’équation 5.8 pour inclure
d’autres espèces cinétiques est l’écriture du terme δn qui fait intervenir les fonctions de
distribution de chaque espèce et leur gyro-moyenne. En effet, ce terme peut être à l’origine
d’un champ électrique initial parasite.

5.2 Potentiel électrique initial

Nous donnons, en entrée du code, la forme des deux fonctions de distribution des
centres-bananes ioniques et électroniques. Le premier pas de temps est dédié à la pertur-
bation de ces fonctions puis au calcul du potentiel électrique à l’aide de la quasi-neutralité.
Lors du calcul de la quasi-neutralité, il faut gyro-moyenner les deux fonctions de distri-
bution avec l’opérateur de gyro-moyenne associé à chaque espèce. Ces deux opérateurs
étant différents pour les ions et les électrons, on observe un champ parasite dès le premier
pas de temps. Pour supprimer ce champ initial qui pourrait fausser nos simulations, on
peut envisager plusieurs solutions. En supprimant l’opérateur de gyro-moyenne J0 = 1,
on constate bien que ce champ disparaît ; évidemment il est exclu de travailler sans opé-
rateur de gyro-moyenne. On pourrait entrer, comme paramètre du code, une forme des
fonctions de distribution telle que J0ifeq,i = J0efeq,e. Nous allons utiliser un solution
plus simple en consacrant le premier pas de temps à la recherche de ces fonctions. Pour
ce faire, on modifie légèrement l’équation de quasi-neutralité :

Cad (1− δn,0ǫφ)− Cpol
q2

a2ψ

(
ρ2c,i + τρ2c,e

)
n2 − Cpol

(
δ2b,i + τδ2b,e)∂

2
ψ

)
Φn = δnn(ψ)− δnn,0(ψ)

(5.8)
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où δnn,0(ψ) est la différence de densité initiale. Ainsi, comme voulu, seules les fluctuations
que l’on ajoute aux profils d’équilibre vont créer un champ potentiel électrique. Par suite,
lors du premier calcul de l’équation de Vlasov, la correction sur le champ initial sera faite
et ainsi on aura directement les fonctions de distribution voulues.

5.3 Parallélisation

Les fonctions de distribution à 3 ou à 4 dimensions (si on prend en compte le paramètre
de piégeage) peuvent rapidement dépasser la capacité de stockage-mémoire des processeurs
actuels (de quelques Mo pour les ordinateurs personnels à quelques Go pour les super-
calculateurs). La parallélisation du code, en plus du gain de temps de calcul, est donc
indispensable du point de vue de la mémoire.

Comme nous l’avons déjà remarqué dans la section 5.1.1, les opérateurs différentiels
ne s’appliquent qu’aux variables ψ et α, permettant ainsi de découper la fonction de dis-
tribution en N fonctions à énergie fixée. Nous allons donc garder entièrement la grille
(ψ,α) sur chaque processeur et distribuer les valeurs d’énergie. En effet, le coût de com-
munication entre les processeurs sera minimal dans ce cas, puisque ces N équations sont
indépendantes. Dans notre modèle, l’équation de Vlasov d’une espèce ne fait pas interve-
nir la fonction de distribution des autres espèces cinétiques. Ceci nous autorise à réaliser
une deuxième parallélisation au niveau de la résolution de Vlasov en définissant deux
groupes distincts de processeurs, l’un traitant les ions, l’autre les électrons. Dans le but
de trouver la densité de chaque espèce, on somme sur un seul processeur les différentes
fonctions de distribution calculées sur les autres. Le potentiel électrique obtenu à partir de
la quasi-neutralité, est ici encore parallélisé sur les (Nα−1)/2+1 systèmes indépendants.
Un résumé de ces étapes est donné sur la figure 5.2.
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E1 E2 E3

...
EN

Ions Résolution
de Vlasov

Résolution
de Vlasov

E1 E2 E3

...
EN

Electrons

E1 E2 E3

...

EN

Electrons

E1 E2 E3

...

EN

Ions

Φn(ψ) Résolution
quasi-neutralité

Communications

δn =

∫
fi dE −

∫
fe dE

Φ(ψ),J0Φ

Figure 5.2 – Résumé du fonctionnement de TERESA. Les carrés noirs représentent les
processeurs et les traits les reliant représentent les communications.
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5.4 Zones-Tampons

Nous verrons par la suite que le système Vlasov-Poisson, décrit précédemment, peut
être à l’origine d’instabilités numériques sur les bords non périodiques de la boîte de
simulation. Il est alors conseillé de créer des zones-tampons pour assurer une meilleure
connexion entre notre système et les bords radiaux. Ces zones vont également permettre
de ne pas avoir de discontinuité de flux de chaleur ou de particules sur les bords du
domaine de simulation.

Dans l’équation de type Fokker-Plank, les collisions peuvent être décrites par la diffu-
sion de la vitesse v des particules via le terme : ∂v(D∂vf) [53][54], où D est le coefficient
de diffusion. Dans notre modèle, nous choisissons de décrire les zones-tampons par de
la diffusion radiale. Les flux sortant du domaine seront diffusés permettant ainsi de les
quantifier et assurer la conservation du nombre de particules et de l’énergie du système.
Ainsi, avec l’ajout du terme diffusif, l’équation de Vlasov s’écrit :

∂t
¯̄fs −

[

J0sΦ,
¯̄fs

]

+
ΩdE

Zs
∂α

¯̄fs = ∂ψ(Dψ∂ψ
¯̄fs) (5.9)

avec Dψ le coefficient de diffusion de la forme :

Dψ(ψ) = D0

(

1− tanh

(
ψ −Ψ0

LD

)

+ tanh

(
Lψ −Ψ0 − ψ

LD

))

(5.10)

avec D0 une constante qui donne l’intensité du coefficient de diffusion sur les bords (en
ψ = 0 et ψ = Lψ), LD une constante définissant la taille des zones-tampons et Ψ0 le
paramètre donnant la taille de la transition entre la zone-tampon et le reste de la boîte
(oùDψ ≃ 0). La figure 5.3 montre le profil deDψ avecD0 = 0,2, LD = 0,005 et Ψ0 = 0,025.
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Figure 5.3 – Coefficient de diffusion en fonction de ψ avec D0 = 0,2, LD = 0,005 et
Ψ0 = 0,025.

5.5 Conditions initiales et conditions de bords

Décrivons brièvement les conditions utilisées sur les bords de la boîte de simulation de
taille Lα×Lψ. Nous travaillerons avec Lψ = 1 et Lα = 2π. Tout d’abord, la périodicité du
système est obtenue en imposant g(ψ,0) = g(ψ,2π) à toutes les quantités g. La condition
de forçage par un bain thermique est utilisée dans la direction ψ. Ce type de condition
est basé sur le fait que l’on fixe définitivement les valeurs des champs aux deux bords de
la boîte. On a donc Φ(0) = Φ(Lpsi) = 0 à tout instant de la simulation. Un second type
de condition que l’on peut utiliser est le forçage par le flux où la valeur des champs est
fixée en ψ = 0 et où la dérivée première du champ est annulée en ψ = Lψ (∂ψΦ(1) = 0).
Dans la suite, nous n’utiliserons que le forçage par le bain thermique.

Pour initialiser le système, nous devons insérer la forme de la fonction de distribution à
l’équilibre et définir les perturbations que l’on veut lui apporter. Dans le but d’approcher
les conditions du modèle linéaire décrit précédemment, nous prenons un profil de fonction
de distribution sous la forme 4.5, que l’on rappelle ici :

Feq,s =
n0,s

T
3
2
0,s

exp

(

− E

T0,s

)[

1 + ψ

(

κn,s(0) +

(
E

T0,s
− 3

2

)

κT,s(0)

)]

(5.11)

Les profils d’équilibre pourront aussi être de la forme :

Feq,s =
ns(ψ)

T
3
2
s (ψ)

exp

(

− E

Ts(ψ)

)

(5.12)

Il nous reste alors à choisir un profil de température et de densité. On peut choisir trois
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types de profils de température :

Ts(ψ) = T0,s exp(κTψ) (5.13a)

Ts(ψ) = T0,s exp

[

κTLT tanh

(
ψ2 −Ψ2

1

L2
T

)]

(5.13b)

Ts(ψ) = T0,s +
κT
2

(

1 + LT

[

log(cosh

(
ψ −Ψ1

LT

)

)− log(cosh

(
ψ − (Lψ −Ψ1)

LT

)

)

])

(5.13c)

avec T0,s une température caractéristique du profil, Ψ1 et LT sont deux constantes qui
vont piloter la taille des zones où le gradient de température sera faible. Les deux derniers
profils seront plus particulièrement utilisés en présence de zones-tampons. En effet, ils ont
l’avantage de présenter des gradients quasi-nuls sur les bords ce qui permet une très bonne
connexion entre les zones-tampons et le reste de la boîte de simulation. Sur la figure 5.4,
on a tracé un exemple de profil de température avec l’expression 5.13c, LT = 0,025 et
Ψ1 = 0,1.

On peut également choisir trois types de profil de densité d’expression similaire aux
profils 5.13 en substituant κT par κn et LT par Ln.
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Figure 5.4 – Forme du profil de température 5.13c en fonction de ψ avec LT = 0,025 et
Ψ1 = 0,1.

Finalement, on perturbe les fonctions de distribution en ajoutant au profil d’équilibre
le terme f̃s donné par :

f̃s =
∑

n,k

As,n,k sin(nα) sin(
π

Lψ
kψ) (5.14)
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où As,n,k est l’amplitude du mode excité. Plusieurs scénario sont possibles pour perturber
le système :

— exciter un seul mode n1 et k1 : As,n,k = 0 pour tous n 6= n1 et k 6= k1
— exciter une gamme de modes n = [nmin,..., nmax] et k = [kmin,..., kmax].
— exciter du système par un bruit blanc généré par un processus de nombre aléatoire

suivant la loi normale.
— on peut également mettre tous les coefficients As,n,k = 0, la seule perturbation

présente dans le système est donc le bruit numérique.
Enfin, il est également possible de perturber les deux fonctions de distribution de manière
indépendante.

A l’aide de ce que nous avons développé dans la partie 4, testons maintenant le code
dans sa phase linéaire.
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Chapitre 6

Vérification du code TERESA dans sa
phase linéaire

Sommaire
6.1 Vérification avec les ions cinétiques et les électrons adiaba-

tiques (Mode TIM) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

6.2 Vérification avec les ions et les électrons cinétiques (Modes
TIM et TEM) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

6.3 Vérification de la phase linéaire en fonction de Te . . . . . . . 99

6.4 Conservation des moments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

Avec l’outil de simulation que nous venons de développer, nous pouvons étudier la
turbulence générée par les interactions non-linéaires entre les modes d’ions piégés et les
modes d’électrons piégés. De plus, le faible coût numérique de TERESA-4D nous permet
une étude sur des temps relativement longs, de l’ordre du temps de confinement. Mais
avant d’aller aussi loin, assurons nous du bon fonctionnement du code.

Dans un premier temps, nous allons utiliser la possibilité de décrire avec TERESA les
électrons adiabatiques et deux espèces ioniques cinétiques. Nous pourrons alors comparer
les résultats avec les précédents travaux réalisés avec le code TIM-3D et TIM-4D [37] [36]
[35]. Cela nous permettra de valider numériquement l’ajout d’une seconde fonction de
distribution dans le code.

Pour valider le modèle qui nous intéresse avec les ions et les électrons cinétiques, nous
allons utiliser les résultats obtenus au chapitre 4 dans lequel nous avons pu prédire les
seuils de stabilité et les taux de croissance des TIM et des TEM, dans une configuration
donnée.

Enfin, nous allons regarder la stabilité de notre méthode en nous assurant que des
quantités invariantes, comme les intégrales sur tout le volume simulé des moments de la
fonction de distribution, restent bien conservées dans nos simulations.
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6.1 Vérification avec les ions cinétiques et les électrons
adiabatiques (Mode TIM)

Comme nous l’avons vu dans la partie précédente, le travail principal réalisé sur la nou-
velle version de TERESA est la prise en compte d’une nouvelle fonction de distribution.
Pour tester cet ajout, nous allons nous appuyer sur les précédents résultats du code TIM
traitant uniquement les ions cinétiques et les électrons adiabatiques [37],[36],[35]. La nou-
velle version de TERESA est écrite de façon à pouvoir simuler plusieurs espèces ioniques
de manière cinétique, les électrons pouvant êtres choisis cinétiques ou adiabatiques.

Plaçons nous dans une configuration simulant deux populations cinétiques ioniques
identiques de densité respective ni = neq

2
et des électrons adiabatiques. Dans cette si-

tuation, seules les instabilités TIM peuvent être décrites. Ce système est en tous points
similaire au modèle du code TIM décrivant une seule espèce cinétique d’ions de densité
neq avec des électrons adiabatiques.

Table 6.1 – Paramètres principaux utilisés pour la comparaison avec le modèle linéaire
dans le cas à deux populations ioniques cinétiques identiques avec des électrons adiaba-
tiques.

κn(i,e) κT (i,e) δb,i ρc,i Cpol Cad Ωd Ti Nψ Nα NE ǫφ κ s0

0,0 0,25 0,1 0,03 0,1 0,1 1 1 129 257 96 0 0 0

Une simulation est réalisée avec les paramètres donnés dans le tableau 6.1 et avec
excitation des 20 premiers modes angulaires d’amplitude 10−7. Il est à noter que nous
avons pris un rayon de Larmor trois fois supérieur à celui utilisé pour l’étude linéaire afin
d’utiliser moins de points de grille. En effet, comme nous l’avons vu, plus la valeur du
paramètre ρc,i est élevée, plus les modes de grand nombre d’ondes sont amortis. Ainsi, le
nombre d’ondes des modes instables étant faible, il suffit de peu de points pour les décrire.

Lors de la résolution du système linéaire, nous avons introduit le potentiel sous la
forme φn ∝ e−iωt = e−iωrteγt ; pour γ > 0 nous nous attendons à voir le mode n croître
de manière exponentielle. La figure 6.1 montre l’évolution temporelle de quelques modes
angulaires au centre de la boîte. On observe clairement la croissance exponentielle de ces
modes pour des temps compris entre t = 0ω−1

0 et t = 3ω−1
0 . La croissance exponentielle

se traduisant par une croissance linéaire en échelle logarithmique, nous utiliserons plutôt
le terme de croissance linéaire et de phase ou régime linéaire lorsque les termes linéaires
peuvent être négligés.

On peut mesurer le taux de croissance des 20 premiers modes instables et les comparer
aux résultats de l’analyse linéaire donnée dans [37], [36]. La figure 6.2 montre les taux de
croissance donnés par le modèle linéaire (courbe rouge) et par TERESA (points noirs) en
fonction des modes n. On observe un très bon accord entre ces deux modèles.
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Figure 6.1 – Évolution temporelle de 5 modes TIM instables, avec les paramètres du
tableau 6.1, avec les électrons adiabatiques et avec deux populations ioniques cinétiques
identiques.
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Figure 6.2 – Comparaison entre les taux de croissance des modes TIM donnés par le mo-
dèle linéaire et par TERESA en fonction des modes n avec les paramètres du tableau 6.1.
Les électrons sont adiabatiques, et on travaille avec deux populations ioniques cinétiques
identiques.
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La figure 6.3 montre l’évolution temporelle du potentiel électrique de cette simulation
en fonction α, tracée en échelle logarithmique. On voit très bien une propagation dans
le sens des α croissants correspondant à la pulsation attendue pour le mode TIM le plus
instable n = 11.

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

α

t
(ω

−
1

0
)

−2

−4

−6

−8

Figure 6.3 – Évolution temporelle du potentiel électrique en fonction de α avec les para-
mètres du tableau 6.1, avec des électrons adiabatiques et avec deux populations ioniques
cinétiques identiques.

Ce premier test valide donc l’ajout d’une seconde équation de Vlasov avec une nouvelle
fonction de distribution dans le code TERESA.

6.2 Vérification avec les ions et les électrons cinétiques
(Modes TIM et TEM)

Nous pouvons maintenant comparer les résultats du code TERESA avec des popu-
lations d’ions et d’électrons cinétiques, dans la phase linéaire. Pour s’approcher au plus
près des conditions du modèle linéaire, nous n’utilisons pas de zones-tampons et nous
initialisons les fonctions de distribution ionique et électronique avec les profils éq.4.5 :

Feq,s =
n0,s(ψ)

T
3
2
0,s(ψ)

exp

(

− E

T0,s(ψ)

)[

1 + ψ

(

κn,s(0) +

(
E

T0,s
− 3

2

)

κT,s(0)

)]

(6.1)

Ici, on prendra κn,i(0) = κn,e(0) = 0 et κT,i(0) = κT,e(0) = 0,25. Les autres paramètres
des simulations de cette partie sont donnés dans le tableau 6.2. Initialement, on a donc
un profil de densité plat et un profil de température ionique et électronique présentant un
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TEM)

gradient κT = 0.25. Nous avons choisi cette valeur de κT car d’après le modèle linéaire ce
gradient permet, avec les paramètres du tableau 6.2, de déstabiliser les TIM et les TEM.

La démarche utilisée pour valider le code est la suivante : on lance plusieurs simu-
lations avec les conditions que nous venons d’expliciter dans lesquelles nous excitons un
mode différent du plasma avec une amplitude de l’ordre de 10−6. Ensuite nous pouvons
comparer l’évolution de l’amplitude en fonction du temps (qui nous renseigne sur le taux
de croissance) et la propagation du mode dans le plan (α,t) (qui nous renseigne sur la
pulsation) avec les résultats donnés par le code linéaire.

κni,e κTi,e δb,i δb,e ρc,i ρc,e Cpol Cad Ωd Teqe,i Nψ Nα NE ǫφ κ s0

0,0 0,25 0,1 0,01 0,03 0,01 0,1 0,1 1 1 257 257 96 0 0 0

Table 6.2 – Paramètres principaux utilisés pour la comparaison avec le modèle linéaire
dans le cas avec des électrons cinétiques, des ions cinétiques et les particules passantes
adiabatiques.

La figure 6.4 montre l’évolution temporelle du mode n = 23 du potentiel électrique.
Ici encore, on observe très rapidement une croissance linéaire de ce mode avec un taux
γ = 3,58ω0, entre t = 0,5ω−1

0 et t = 3ω−1
0 . Il est également intéressant de tracer le

potentiel électrique en fonction de l’angle α et du temps, c’est ce que nous avons fait sur
la figure 6.5. On voit clairement la propagation du mode n = 23 vers la gauche, ce qui
correspond à une pulsation négative donc à une instabilité de type TEM avec ωr = −34ω0.
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Figure 6.4 – Évolution temporelle du mode TEM n = 23 du potentiel électrique pour la
simulation lancée avec les paramètres du tableau 6.2.
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Figure 6.5 – Évolution temporelle du mode TEM n = 23 du potentiel électrique en
fonction de l’angle α pour la simulation lancée avec les paramètres du tableau 6.2.

En réitérant cette procédure sur tous les modes que nous avons excités, nous pouvons
trouver leur taux de croissance et leur pulsation. La figure 6.6 montre les pulsations et les
taux de croissance donnés par le modèle linéaire (courbes rouge et bleue) et par TERESA
(points noirs) en fonction des modes n. Nous obtenons un accord quasi parfait entre les
deux modèles montrant que les TEM sont plus instables que les TIM et vont donc dominer
la dynamique du plasma. On constate tout de même que, pour les faibles nombres d’ondes,
le taux donné par TERESA s’écarte du taux électronique donné par le modèle linéaire
(ce qui clair pour le mode n = 3).

Sur la figure 6.7 est tracée l’évolution temporelle des modes n = 9 et n = 3. Ces
modes croissent avec les taux électroniques correspondants donnés fig. 6.6 ; cependant, on
observe une oscillation qui semble être plus importante pour n = 3. Cela vient du fait que
la différence entre les taux de croissance électronique et ionique est faible pour ce nombre
d’onde. En effet, dans le cas qui est le nôtre où la relation de dispersion présente les deux
solutions ωi et ωe, un mode n du potentiel électrique s’écrit :

φn ∝ e−iωit + e−iωet = e−iωr,iteγit + e−iωr,eteγet (6.2)

En appliquant à 6.2 les valeurs du tableau 6.3 données par le modèle linéaire, on obtient
l’évolution temporelle des modes n = 3 et n = 9 tracée sur la figure 6.8. On voit bien
que les oscillations observées avec TERESA s’expliquent parfaitement à l’aide du modèle
linéaire.

Sur les figures 6.9 et 6.10 on peut voir l’évolution du potentiel au centre de la boîte
(ψ = 0) en fonction de α et du temps pour les modes n = 9 et n = 3, tracée en échelle
linéaire (à gauche) et en échelle logarithmique (à droite). Pour le mode 9, on remarque
qu’au début de la simulation l’onde semble stationnaire puis les électrons l’emportent
assez vite, parce qu’ils ont un taux de croissance beaucoup plus fort. Pour le mode 3, la
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Figure 6.6 – a)Pulsations en fonction du mode n associées aux TIM (courbe rouge) et
au TEM (courbe bleue) données par le modèle linéaire et par TERESA (Point noirs) avec
les paramètres du tableau 6.2. En pointillé les valeurs de pulsation attendues aux seuils
TIM et TEM ωr = ±3

2
n.

b) Taux de croissance du mode n associés aux TIM (courbe rouge) et au TEM (courbe
bleue) donnés par le modèle linéaire et par TERESA (Point noirs) avec les paramètres du
tableau 6.2.
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Mode 3 9 23

ωr,i 4,92 14,65 26,62

ωr,e -4,89 -14,60 -35,77

γi 1,43 3,26 <0

γe 1,67 4,34 3,57

Table 6.3 – Valeurs des taux de croissance et des pulsations pour les modes n = 3, n = 9
et n = 23 obtenues par le modèle linéaire avec les paramètres du tableau 6.2.

propagation est dans le sens des ions pour les temps inférieurs à 2,5ω−1
0 , puis elle s’inverse

dans le sens des électrons. Les ondes se propagent dans le sens des ions au début de la
simulation, du fait qu’initialement nous n’avons excité que la fonction de distribution
ionique ; mais au bout d’un certain temps, comme γi < γe, les TEM prennent le dessus,
la propagation se fait dans le sens des électrons. Lorsque l’on excite le système sur la
fonction de distribution électronique, la propagation se fait alors uniquement dans le sens
des électrons. La figure 6.11, montrant l’évolution du potentiel en fonction de α et du
temps du mode n = 3 excité sur les électrons, l’illustre bien.
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Figure 6.7 – Évolution temporelle des modes n = 9 (courbe bleue) et n = 3 (courbe
rouge) donnée par TERESA avec les paramètres du tableau 6.2. L’évolution temporelle
du mode TEM attendu par le modèle linéaire (tableau 6.3) pour ces deux modes est tracé
en pointillé.
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Figure 6.8 – Évolution temporelle des modes n = 9 (courbe fine bleue) et n = 3 (courbe
fine rouge) donnée par TERESA avec les paramètres du tableau 6.2. En gras, Évolution
temporelle des mode n = 9 (courbe fine bleue) et n = 3 (courbe fine rouge) donnée par
l’équation 6.2 avec les paramètres du tableau 6.3
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Figure 6.9 – Évolution temporelle du potentiel électrique en fonction de α au centre de
la boîte en rayon (ψ =

Lψ
2

) donnée par TERESA avec les paramètres du tableau 6.2 et
la perturbation initiale du mode n = 9 de la fonction de distribution ionique, tracé en
échelle linéaire (à gauche) et logarithmique (à droite).
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Figure 6.10 – Évolution temporelle du potentiel électrique en fonction de α au centre
de la boîte en rayon (ψ =

Lψ
2

) donnée par TERESA avec les paramètres du tableau 6.2
et la perturbation initiale du mode n = 3 de la fonction de distribution ionique, tracé en
échelle linéaire (à gauche) et logarithmique (à droite).
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Figure 6.11 – Évolution temporelle du potentiel électrique en fonction de α au centre de
la boîte en rayon (ψ =

Lψ
2

) donnée par TERESA avec les paramètres du tableau 6.2 et la
perturbation initiale du mode n = 3 de la fonction de distribution électronique, tracé en
échelle logarithmique.
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6.3 Vérification de la phase linéaire en fonction de Te

Dans cette partie, nous allons nous intéresser à l’évolution des taux de croissance
en fonction de la température électronique Te. On réalise plusieurs simulation dans les
mêmes conditions que précédemment en fixant la température ionique Ti et en faisant
évoluer la température électronique de Te = 1 à Te = 5. On a tracé sur la figure 6.12
l’évolution des taux de croissance du mode n = 15 donnés par le modèle linéaire en
fonction de Te

Ti
= τ−1 (TIM en rouge et des TEM en bleu). Pour ce mode, on peut voir

qu’à Te
Ti
< 1,5 les TEM possèdent un taux de croissance supérieur aux TIM, ils vont donc

dominer la phase linéaire dans ce régime. Au contraire lorsque Te
Ti
> 1,5 ce sont les TIM

qui dominent la phase linéaire. Sur la figure 6.12, on a représenté également les valeurs des
taux de croissance du mode n = 15 donnés par TERESA (points noirs). On observe bien
la transition de TEM vers TIM pour des valeurs de Te

Ti
> 1,5 et, ici encore, on constate un

très bon accord entre les valeurs des taux de croissance observées dans TERESA et celles
données par le modèle linéaire.
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Figure 6.12 – Taux de croissance en fonction du rapport Ti
Te

du mode n = 15 pour les
TIM (courbe rouge) et pour les TEM (courbe bleue) donnés par le modèle linéaire et par
TERESA (Point noirs) avec les paramètres du tableau 6.2.

6.4 Conservation des moments

Pour finir, nous allons regarder si le code TERESA conserve bien, dans la phase
linéaire, des quantités invariantes de notre problème. Mais avant toute chose, cherchons
ces quantités.

Reprenons notre équation de Vlasov 3.8 :
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∂ ¯̄fs
∂t

−
[

J0sΦ,
¯̄fs

]

+
ΩdE

Zs

∂ ¯̄fs
∂α

= 0 (6.3)

Intégrons cette expression sur l’énergie :

2fT√
π

∫ ∞

0

∂ ¯̄fs
∂t

E1/2dE− 2fT√
π

∫ ∞

0

[

J0sΦ,
¯̄fs

]

E1/2dE+
2fT√
π

∫ ∞

0

ΩdE

Zs

∂ ¯̄fs
∂α3

E1/2dE = 0 (6.4)

on pose nb,s =
2fT√
π

∫∞
0

¯̄fsE
1/2dE la densité des centres-bananes. Ainsi :

∂nb,s
∂t

− 2fT√
π

∫ ∞

0

[

J0sΦ,
¯̄fs

]

E1/2dE +
Ωd

Zs

2fT√
π

∫ ∞

0

∂ ¯̄fs
∂α3

E3/2dE = 0 (6.5)

Pour avoir le nombre total de bananes dans notre boîte, intégrons 6.5 sur ψ et α :

∫∫
∂nb,s
∂t

dψdα−2fT√
π

∫ ∞

0

∫∫ [

J0sΦ,
¯̄fs

]

dψdαE1/2dE+
Ωd

Zs

2fT√
π

∫∫∫ ∞

0

∂ ¯̄fs
∂α3

E3/2dEdψdα = 0

(6.6)
Le second terme est nul (Annexe J) ; le troisième l’est également : en effet, il fait

apparaître
∫ 2π

0
∂ ¯̄fs
∂α
dα qui, d’après nos conditions de bords, est nul. Ainsi en notant N =

∫ Lψ
0

dψ
∫ 2π

0
nb,sdα on a :

∂N

∂t
= 0 (6.7)

Nous devons donc conserver le nombre de particules dans notre boîte, n’ayant ajouté ni
sources ni puits de particules dans notre système.

De manière générale, nous introduisons les moments d’ordre m de la fonction de dis-
tribution par :

Mm = Γ(m+
3

2
)fT

∫ ∞

0

¯̄fsE
m+1/2dE (6.8)

où Γ(x) est la fonction Gamma (prolongement de la fonction factorielle), et m commence
à 0 (M0 = nb,s). En utilisant la même démarche que précédemment, on peut montrer que
tous les moments intégrés sur tout l’espace doivent être conservés au cours du temps. Sur
la figure 6.13, on a tracé l’évolution temporelle des trois premiers moments de la fonction
de distribution ionique d’une des simulations précédentes. On observe des fluctuations de
l’ordre de 10−7 qui confirment la conservation attendue. La même tendance est confirmée
pour les moments de la fonction de distribution électronique.
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Figure 6.13 – Évolution des 3 premiers moments de la fonction de distribution ionique
en fonction du temps dans la phase linéaire pour la simulation avec les paramètres du
tableau 6.2.

Dans cette partie, nous avons décrit la mise au point du code TERESA-4D capable
de résoudre le modèle d’ions et d’électrons piégés cinétiques avec des particules passantes
adiabatiques. Une étude analytique sur la phase linéaire du modèle a également été réalisée
et nous à permis de connaitre les seuils des instabilités présentes dans le système et les taux
de croissance associés. Avec cette étude linéaire nous avons pu valider le code TERESA-
4D. Ainsi nous pouvons donc nous intéresser à la phase non-linéaire donnée par ce code,
c’est ce que nous faisons dans la partie suivante.
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Troisième partie

Études non-linéaires
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Dans les parties précédentes, nous avons développé le modèle décrivant la physique
cinétique des particules piégées et nous avons écrit un code capable de le résoudre. Main-
tenant que nous nous sommes assurés du bon fonctionnement de TERESA dans sa phase
linéaire, intéressons nous à ce qui se passe sur des temps plus longs : c’est l’objet de cette
partie.

La phase suivant la phase linéaire est conduite par les interactions non-linéaires entre
les modes TEM et TIM aboutissant à la turbulence. Comme nous l’avons vu en introduc-
tion, les TEM jouent un grand rôle dans le transport de particules ; de plus, la dynamique
des TIM devient également importante quand la fréquence des ITG passe en dessous de
la fréquence de rebond ionique. La compréhension de la turbulence issue de l’interaction
de ces deux instabilités est donc importante dans l’étude du transport.

Dans un premier temps, nous allons observer la saturation de la phase linéaire, et
regarder les propriétés spectrales de la turbulence. Ensuite nous nous intéresserons aux
différentes structures (comme les "streamers" et les écoulements zonaux) développées par
l’auto-organisation de la turbulence TIM/TEM.

Enfin, nous nous intéresserons au transport de matière et de particules présent dans
la phase turbulente.
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Chapitre 7

Phase de saturation et turbulence

Sommaire
7.1 Phase de saturation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

7.2 Analyse spectrale de la turbulence . . . . . . . . . . . . . . . . 112

7.3 Profils de température et zones-tampons . . . . . . . . . . . . 115

Dans ce chapitre, nous allons regarder le comportement du plasma au-delà de la phase
linéaire.

Dans un premier temps nous allons regarder l’effet des interactions non-linéaires sur
les modes angulaires présents dans notre système. Nous nous assurerons que TERESA
conserve toujours les moments de la fonction de distribution dans cette phase.

Ensuite nous étudierons le spectre en énergie développé par la turbulence 2D de notre
système. Nous verrons qu’il est en accord avec les résultats obtenus dans une turbulence
2D fluide. Puis nous regarderons les profils de température, avant et après la phase de
saturation. Nous verrons qu’en présence de modes TEM dominants
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7.1 Phase de saturation

Lors de notre analyse linéaire, nous avons vu que nous pouvions décrire l’évolution
temporelle d’un mode instable par une croissance exponentielle :

dφn
dt

= γnφn (7.1)

Pour réaliser l’étude linéaire nous avons négligé le terme
[

J0sΦ̃,f̃s

]

qui fait apparaître

des effets non-linéaires. En général, les échanges non-linéaires mènent à un couplage entre
les différents modes et à un transfert d’énergie des modes instables vers les modes linéaire-
ment stables. Ce transfert peut être approximé par l’ajout d’un terme phénoménologique
supplémentaire à l’équation 7.1 pour les modes instables [55].

dφn
dt

= γnφn − a|φ2
n|φn (7.2)

où le taux de croissance γn et a sont des grandeurs pouvant varier au cours du temps.
Cependant, pour simplifier les interprétations nous les prendrons constantes. On peut
voir que lorsque γn < 0 et a < 0 le mode est linéairement stable mais est excité de façon
non linéaire. Le cas γn > 0 et a < 0 conduit à une croissance du mode plus rapide que
la croissance exponentielle. On est alors en présence d’une instabilité catastrophique qui
serait à l’origine des disruptions [56] (pertes de confinement totales du plasma sur des
temps de l’ordre de la milliseconde) et des processus d’éruption solaire. Pour étudier les
modes instables du système, nous nous intéressons uniquement au cas où a > 0 traduisant
le fait que le mode perd de l’énergie pour la transférer vers des modes de plus grands
nombres d’ondes (nous verrons plus tard qu’il existe également un mécanisme de transfert
d’énergie vers les modes de plus faibles nombres d’onde). Dans ce cas le mode croît avec
le taux γn puis sature à un niveau piloté par le paramètre a.

Sur la figure 7.1, on montre l’évolution temporelle d’un mode solution de l’expression
7.1 avec γn = 5,3 (correspondant au mode le plus instable de la figure 6.6) et a = 0,1. On
observe clairement la saturation du mode. Cette évolution est très similaire à celle que
montre la figure 6.4 (partie 6.2) pour le mode n = 23.

Dans la suite, nous nous intéressons à la phase de saturation d’une simulation lancée
avec les paramètres utilisés dans partie 6.1 que l’on rappelle dans le tableau 7.1. Cette
simulation est réalisée sans zone-tampon et avec le profil de fonction de distribution de

la forme Feq,s =
n0,s(ψ)

T
3
2
0,s(ψ)

exp
(

− E
T0,s(ψ)

) [

1 + ψ
((

E
T0,s

− 3
2

)

κT,s(0)
)]

pour les deux espèces.

Initialement nous avons choisi d’exciter les deux fonctions de distribution avec un bruit
gaussien d’amplitude 10−7. On rappelle également que les conditions aux limites radiales
sont de type "bain thermique", c’est-à-dire que l’on fixe la valeur de toutes les grandeurs
aux bords de la boîte de simulation (en ψ = 0 et ψ = 1).

Avant d’aller plus loin, on peut vérifier que cette simulation conserve les moments de
la fonction de distribution également au-delà de la phase saturation, sans quoi, il ne serait
pas envisageable d’étudier cette phase.

108



7.1. PHASE DE SATURATION

0 2 4 6 8 10
10−7

10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100

101

102

t (ω−1
0

)

|Φ
n
|

Figure 7.1 – Évolution temporelle d’un mode obtenu avec l’expression théorique 7.1 pour
γn = 5,3 et a = 0,1.
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Figure 7.2 – Évolution des 3 premiers moments de la fonction de distribution ionique
en fonction du temps dans la phase linéaire et de saturation pour la simulation avec les
paramètres du tableau 7.1.
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κni,e κTi,e δb,i δb,e ρc,i ρc,e Cpol Cad Ωd Teqi,e Nψ Nα NE ǫφ κ s0

0,0 0,25 0,1 0,01 0,03 0,01 0,1 0,1 1 1 257 257 96 0 0 0

Table 7.1 – Paramètres principaux utilisés pour l’étude de la phase de saturation.

La figure 7.2 montre l’évolution temporelle de la déviation (en pourcentage) des trois
premiers moments de la fonction de distribution ionique par rapport à leur valeur initiale.
Comme nous l’avons déjà vu dans la partie précédente, on observe une très bonne conser-
vation durant la phase linéaire : entre t = 0ω−1

0 et t ≃ 3ω−1
0 . A la fin de cette phase, on

observe un pic sur les trois moments allant jusqu’à 0,002% pour le premier moment. Enfin,
pour des temps plus longs, entre t = 10ω−1

0 et t ≃ 40ω−1
0 , l’évolution de la déviation est

beaucoup plus douce.
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Figure 7.3 – Évolution temporelle des modes n = 0,9,15,24,33,50 du potentiel électrique
donné par TERESA avec les paramètres du tableau 7.1 pour lesquels les TEM dominent.

Sur la figure 7.3, on a tracé l’évolution temporelle de quelques modes angulaires issus
de la simulation définie précédemment. Comme on peut le voir, après la phase linéaire,
pendant laquelle, comme attendu, la croissance du mode 15 a dominé, on observe des
couplages non-linéaires qui font croître des modes stables vis-à-vis de l’analyse linéaire du
système : c’est le cas, par exemple, des modes n = 33 et n = 50 (fig. 7.3). Ces couplages
non-linéaires entre modes sont suivis d’une phase de saturation caractérisée par des modes
d’une amplitude non négligeable et quasiment indépendante du temps. Cette excitation
très large d’échelles spatiales est typique de la turbulence.

On peut utiliser la théorie de la longueur de mélange introduite par Ludwig Prandtl
dans le cadre de la dynamique des fluides [57] pour donner une estimation grossière du
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niveau de saturation d’une instabilité. La longueur de mélange est définie par la distance
que parcourt, dans un environnement présentant des gradients d’équilibre, un élément
fluide gardant ses paramètres caractéristiques avant d’être dispersé dans le milieu. En
appliquant cette théorie à la physique des plasmas, on obtient que la turbulence sature
lorsque les gradients à l’équilibre sont égaux aux gradients turbulents. On suppose de
façon arbitraire que la moitié de l’énergie présente dans les gradients d’équilibre va se
retrouver dans les gradients turbulents à la saturation. La saturation est supposée être
atteinte quand il y a équilibre entre ces gradients. Pour la pression, cela se traduit par :

Peq
LP

∼ P̃ k⊥ (7.3)

On peut supposer avec les normalisations utilisées ici que |P̃ | ∼ |Φ̃|, ainsi :

Φ̃ ∼ Peq
k⊥Lp

(7.4)

où 1
k⊥

est la taille typique des fluctuations de pression et Lp est la longueur de gradient
de la pression d’équilibre. k⊥ est souvent évalué à partir de la longueur d’onde radiale du
mode linéaire le plus instable [60].

Dans la simulation présentée ici, les fluctuations radiales s’établissent selon le mode
radial le plus instable, c’est-à-dire k⊥ = π, comme on l’a vu dans la partie linéarisation
(chapitre 4). Ici, on a Peq ∼ 1, et, comme κn = 0, on a Lp = 1

κT
= 1

0,25
, on s’attend donc à

obtenir la saturation pour des valeurs de potentiel de l’ordre de Φ ∼ 0,25
π

∼ 8.10−2, ce qui
correspond assez bien à ce que l’on observe sur la figure 7.3. Pour prendre en compte le
fait que les fluctuations disparaissent lorsque l’on passe en dessous du seuil d’instabilité,
on améliore le modèle donné par 7.5, en prenant en compte les taux de croissance [10]
[58], ce qui conduit à l’expression :

Φ̃n ∼ γn
ω⋆

Peq
k⊥Lp

(7.5)

où γn est le taux de croissance du mode n et ω⋆ est la fréquence diamagnétique : ces deux
quantités étant de l’ordre de quelques unités, on retrouve bien le même ordre de grandeur
pour la saturation. Ainsi, les modes du potentiel saturent avec un niveau proportionnel à
leur taux de croissance. Sur la figure 7.3, juste à la fin de la phase de croissance linéaire,
on observe bien que le mode n = 15, qui est le plus instable, sature à un niveau plus élevé
que le mode n = 9 ou n = 23 avec γ15 > γ9 > γ23.

Ce résultat est bien entendu à prendre avec précaution et ne doit constituer qu’une
estimation empirique du niveau de saturation des instabilités.

Regardons maintenant plus en détail la forme du potentiel électrique dans la phase
de saturation. La figure 7.4 montre le potentiel en fonction de ψ et α à quatre instants
différents. Ainsi on observe que :
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— à t = 3 ω−1
0 , des petites structures radiales apparaissent à la suite de la croissance

du mode le plus instable n = 15.
— à t = 13 ω−1

0 et à t = 39 ω−1
0 , les effets non-linéaires conduisent à la création de

plus grosses structures.
— à t = 45 ω−1

0 , on constate la possibilité de retrouver à nouveau des structures plus
petites dans la phase de saturation.
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Figure 7.4 – Carte (ψ,α) du potentiel électrique donnée par TERESA avec les paramètres
du tableau 7.1 à 4 instants différents.

Dans le paragraphe suivant nous allons étudier la distribution d’énergie des différents
modes en fonction du temps.

7.2 Analyse spectrale de la turbulence

Avant d’étudier la turbulence engendrée par notre modèle, rappelons quelques grands
résultats de la turbulence en mécanique des fluides. Intéressons nous, tout d’abord, à la
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turbulence à trois dimensions. Soit un milieu turbulent présentant des structures (tour-
billons) de taille typique λr = k−1. D’après la théorie de Kolmogorov [59], ces structures
cèdent une partie de leur énergie cinétique à des structures plus petites qui, elles-mêmes,
cèdent une partie de leur énergie à des structures encore plus petites. Ce processus de
création de structure toujours plus petite, que l’on appelle "cascade directe", se répète
jusqu’à une échelle dite de Kolmogorov où la diffusion domine et définit ainsi la plus petite
échelle qui puisse exister dans le milieu. En 1941, Kolmogorov prédit que la répartition
d’énergie sur les différentes échelles suit un spectre stationnaire en E(k) ∝ k−5/3 [60].

Pour une turbulence à deux dimensions, la situation est complètement différente, no-
tamment par le fait qu’en plus de l’énergie, on peut définir un deuxième invariant appelé
"enstrophie". L’enstrophie Ω est définie par le carré de la vorticité (Ω = |~∇× ~v|2). Nous
devons donc considérer des échanges entre triade de modes [55] pour satisfaire simulta-
nément la conservation des deux invariants. Cela se traduit par le fait que k transfère de
l’énergie et de l’enstrophie aux modes p et q voisins (contrairement au cas à trois dimen-
sions où nous pouvions transférer de l’énergie d’un mode k à un mode voisin en respectant
la conservation d’énergie). Si on injecte de l’énergie et de l’enstrophie à la structure kI ,
Kraichnan prédit en 1967 [61] l’existence :

— d’une cascade directe d’enstrophie pour k > kI se traduisant par le spectre d’énergie
E(k) ∝ k−3,

— d’une cascade inverse de l’énergie (le transfert d’énergie se faisant des petites
structures vers les grosses) pour k < kI se traduisant par le spectre d’énergie
E(k) ∝ k−5/3.
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Figure 7.5 – Spectre en énergie des modes angulaires en ψ = 0.5, moyenné sur le temps
entre t = 13ω−1

0 et t = 30ω−1
0 (phase de saturation) de la simulation lancée avec les

paramètres du tableau 7.1. En gris, spectre en énergie des modes angulaires à t = 2ω−1
0

(phase linéaire).

Revenons maintenant à notre simulation et voyons si la turbulence engendrée par notre
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modèle suit le même comportement que la turbulence fluide vis-à-vis de la répartition
d’énergie aux différentes échelles. Dans la direction α, on peut écrire l’énergie spectrale
sous la forme 1 : E(n) = n−1v2 où v est, dans notre modèle, la vitesse de dérive électrique,
et où n est le mode selon α. Cette vitesse étant proportionnelle au champ électrique, on
peut écrire v ∝ nΦ ∝ n2Φn. On obtient une expression de l’énergie spectrale en fonction
du spectre du potentiel E(n) = n3Φ2

n. Sur la figure 7.5 nous avons tracé le spectre de
l’énergie à partir de Φn. La courbe grise montre très bien l’injection d’énergie aux modes
instables et notamment au mode n = 15, le plus instable pendant la phase linéaire. La
courbe bleue est le spectre d’énergie moyenné en temps sur la phase de saturation. On
remarque clairement l’étalement d’une large gamme de modes excités, comparativement
à la phase linéaire. On observe une cascade inverse pour les modes n < 15 (n = 15
étant le mode principal d’injection de l’énergie dans le système) qui semble suivre le
comportement E(n) ∝ n−5/3, typique de la turbulence 2D. Pour les modes n > 15 on
observe une cascade directe de spectre E(n) ∝ n−4, qui ne suit pas le comportement
d’une cascade directe d’enstrophie. Cependant, il semblerait [59] qu’avec une résolution
modérée, les simulations numériques présentent bien un spectre E(n) ∝ n−4. La figure 7.6
montre le spectre en énergie de la même simulation avec, cette fois, un maillage beaucoup
plus fin en α (Nα = 2049). On observe une fois encore la croissance des modes instables
autour de n = 15, la cascade inverse en E(n) ∝ n−5/3. Ici, la cascade directe d’enstrophie
suit bien le profil E(n) ∝ n−3, typique de la turbulence 2D.

Nous obtenons donc un spectre en énergie présentant les mêmes caractéristiques qu’une
turbulence 2D fluide, ce qui suppose que le modèle cinétique possède deux invariants non
linéaires. Ce résultat est en accord avec le fait que les spectres des turbulences de plasma
de Tokamak à deux dimensions correspondent assez bien aux spectres des turbulences
2D fluide [55] [60] [62]. Il existe cependant des différences fondamentales entre le modèle
cinétique et le modèle fluide. En effet, dans le cas fluide la cascade directe peut s’expliquer
par l’introduction d’un coefficient de viscosité provenant des collisions à l’échelle microsco-
pique, le modèle cinétique développé dans ce travail ne présentant pas de collisions c’est
l’interaction onde-particule qui va jouer ce rôle. Il existe également un terme dissipatif
dans nos simulations qui va fixer la plus petite échelle pouvant être décrite (i.e qui peut
gagner ou perdre de l’énergie). Ce terme provient de la dissipation numérique résultant
du nombre fini de points pour mailler le système, on voit clairement cette dissipation sur
la figure 7.5 pour n ∼ 102.

1. On définit l’énergie spectrale par : E =
∫∞

0
E(n)dn
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Figure 7.6 – Spectre en énergie des modes angulaires en ψ = 0.5, moyenné sur le temps
entre t = 13ω−1

0 et t = 30ω−1
0 (phase de saturation) de la simulation lancée avec les

paramètres du tableau 7.1 sauf pour Nα = 2049.

7.3 Profils de température et zones-tampons

Regardons enfin les profils de température avant et après la phase de saturation. La
figure 7.7 montre le profil radial moyenné en α de la température ionique et électronique
initiale et à t = 3ω−1

0 (fin de phase linéaire). Pour la température électronique, on observe
un gradient plus faible à la fin de la phase linéaire qu’au début de la simulation, alors que
le profil de température ionique ne semble pas avoir évolué. On peut voir que l’instabilité
a "tiré" son énergie du profil de température électronique, ce qui s’explique par le fait que
les TEM sont majoritairement instables avec les paramètres utilisés.

La figure 7.8 montre le profil radial moyenné en α de la température ionique et élec-
tronique initiale et à t = 8 ω−1

0 (dans la phase de saturation). On observe des gradients de
température électronique encore plus faibles qu’à t = 3 ω−1

0 . Dans la phase de saturation
des modes linéairement stables ont pu croître en puisant de l’énergie au gradient de tem-
pérature via les couplages non-linéaires. On remarque également que dans cette phase, le
profil de température ionique a beaucoup évolué, et présente par rapport à la situation
initiale des écarts similaires à ceux du profil électronique. Les ions jouent donc un rôle
dans les mécanismes de la saturation des TEM.

Sur ces deux figures, et plus particulièrement sur la figure 7.8, on observe de très forts
gradients de température sur les bords. Pour éviter que ces gradients soient à l’origine
d’effets indésirables (comme des instabilités numériques par exemple), nous allons :

— relancer la même simulation que dans la partie précédente avec, cette fois, pour les
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Figure 7.7 – Profils de température en fonction de ψ de la population ionique (courbe
rouge) et de la population électronique (courbe bleue) à t = 3ω−1

0 (fin de la phase linéaire)
pour la simulation lancée avec les paramètres du tableau 7.1. Le profil de température
pour les deux populations à l’instant initial est tracé en pointillé.
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Figure 7.8 – Profils de température en fonction de ψ de la population ionique (courbe
rouge) et de la population électronique (courbe bleue) à t = 8 ω−1

0 (phase de saturation)
pour la simulation lancée avec les paramètres du tableau 7.1. Le profil de température
pour les deux populations à l’instant initial est tracé en pointillé.
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deux espèces une fonction de distribution de la forme :

Feq,s =
ns(ψ)

T
3
2
s (ψ)

exp

(

− E

Ts(ψ)

)

(7.6)

avec un profil de température 5.13c :

Ts(ψ) = T0,s+
κT
2

(

1 + LT

[

log(cosh

(
ψ −Ψ1

LT

)

)− log(cosh

(
ψ − (Lψ −Ψ1)

LT

)

)

])

(7.7)
avec LT = 0,025 et Ψ1 = 0,1.

— Et, d’autre part, nous allons utiliser les zones-tampons aux bords. Le profil du
coefficient de diffusion des zones-tampons est celui donné en 5.10 :

Dψ(ψ) = D0

(

1− tanh

(
ψ −Ψ0

LD

)

+ tanh

(
Lψ −Ψ0 − ψ

LD

))

(7.8)

avec D0 = 0,2, LD = 0,005 et Ψ0 = 0,025.

La figure 7.9 montre le profil radial moyenné en α de la température ionique et électro-
nique initiale et à t = 3ω−1

0 (fin de phase linéaire) de la simulation avec les zones-tampons
définies précédemment. On remarque les mêmes observations qu’à la figure 7.7, à ceci près
que la connexion entre les bords et le centre est beaucoup plus douce.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

ψ

T
e

m
p

é
ra

tu
re

Ti = Te à t = 0 ω−1
0

Ti à t = 3 ω−1
0

Te à t = 3 ω−1
0

Figure 7.9 – Profils de température en fonction de ψ de la population ionique (courbe
rouge) et de la population électronique (courbe bleue) à t = 3ω−1

0 (fin de la phase linéaire),
pour la simulation lancée avec les paramètres du tableau 7.1, les profils de température
eq.7.7 et le coefficient de diffusion donné eq.7.8. Le profil de température pour les deux
populations à l’instant initial est tracé en pointillé.
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Chapitre 8

Écoulements zonaux

Sommaire
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8.4 Influence du paramètre δb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

Les écoulements zonaux correspondent à des écoulements le long de la direction pério-
dique du système. L’exemple le plus connu, présentant ce type d’écoulement est l’atmo-
sphère de Jupiter. En effet, on observe que la vitesse des vents sur Jupiter est orientée le
long des parallèles de la planète. La formation de différentes bandes est due, quant à elle,
au déchirement de ce champ de vitesse le long des méridiens. Les études théoriques et les
simulations numériques des plasmas de tokamak ont démontré, depuis de nombreuses an-
nées, l’existence d’écoulements zonaux dans de tels systèmes [63]. Cependant, ce n’est que
très récemment (2004) [64] qu’ils ont été observés expérimentalement. Ils correspondent
au champ de vitesse de dérive électrique ~E × ~B perpendiculaire à la direction radiale de
mode toroïdal et poloïdal nul (qui correspond au mode n = 0 dans le modèle présenté
dans ce travail). Les écoulements zonaux sont connus pour jouer un rôle très important
dans les mécanismes de saturation de la turbulence ionique [17]. Leur dynamique dans le
cas de la turbulence des piégées et des électrons reste encore mal comprise. Néanmoins les
écoulements zonaux sont des phénomènes majeurs quant à la réduction du transport de
particules et de chaleur dans un tokamak. En effet, ils tirent leur énergie via les couplages
non-linéaires des ondes de dérive et diminuent ainsi leur intensité et donc la turbulence.

Dans ce chapitre, nous allons définir des grandeurs utiles à la caractérisation des
écoulements zonaux et estimer l’impact du paramètre ǫφ sur leur intensité.

Puis, nous étudierons l’influence de ce paramètre sur des simulations lancées avec les
deux valeurs ǫφ = 0 et ǫφ = 1. Nous observerons notamment les cartes du potentiel
électrique, le cisaillement du champ vitesse et les profils de température.
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Nous nous intéresserons également à la formation de ces écoulements zonaux et leur
impact sur le champ de vitesse ~E × ~B.

Enfin, l’influence sur ces écoulements du paramètre de largeur banane δb sera également
étudiée.

8.1 Définitions

D’après ce que nous venons de dire, les écoulements zonaux correspondent à la vitesse
de dérive électrique moyenne le long de la coordonnée périodique α. Écrivons donc, dans
les variables d’angle et d’action, cette vitesse de dérive électrique [9] définie par V ~E =
~E× ~B
B2 = − ~∇φ× ~B

B2 . Ici, le champ magnétique est perpendiculaire à la direction α et ψ, on a
donc :

V ~E,ψ ∝ −∂αφ
V ~E,α ∝ ∂ψφ

(8.1)

Les écoulements zonaux sont donc caractérisés par ∂ψ〈φ〉α, où 〈.〉α =
∫ 2π

0
.dα est la

moyenne sur la variable α.
Intéressons nous tout d’abord au comportement de 〈φ〉α, appelé potentiel d’écoule-

ments zonaux et noté ΦZF . Comme nous l’avons déjà mentionné dans la partie 2.3.3 la
réponse du fond adiabatique dépend du régime dans lequel on se trouve. Cette différence
de comportement va être déterminante dans le développement des écoulements zonaux.
Pour montrer cela, on va raisonner sur le système ions cinétiques et électrons adiabatiques
comme dans [36],[51]. Dans ce cas, la quasi-neutralité s’écrit sous la forme :

δni
n0

= Cad(φ− ǫφΦZF )− Cpol∆i(φ) (8.2)

Pour le mode n = 0 moyenné en α, la réponse de la densité ionique s’écrit :

δni
n0

= Cad(1− ǫφ)ΦZF − Cpol 〈∆i(φ)〉α (8.3)

Le dernier terme du membre de droite peut se réécrire Cpolδ2b,i∂
2
ψΦZF (ou −Cpolδ2b,ik2ΦZF

dans l’espace de Fourier). Au final, on obtient un potentiel de flux zonal de l’ordre

ΦZF =
δni

Cadn0(1− ǫφ) + Cpolδ2b,ik
2n0

(8.4)

Pour des valeurs de Cad et Cpol similaires (ce qui est le cas dans la suite de ce travail)
on voit apparaître deux régimes. En effet, lorsque ǫφ = 0 (où (1 − ǫφ) ≫ (kδb,i)

2 ) le
potentiel d’écoulements zonaux est fortement amorti par rapport à la situation ǫφ = 1 (où
(1− ǫφ) ≪ (kδb,i)

2).
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Revenons maintenant à notre propre modèle avec les électrons cinétiques. La moyenne
de la quasi-neutralité sur α nous donne :

(

Cad(1− ǫφ)− Cpol
(
δ2b,i + τδ2b,e

) ∂2

∂ψ2

)

n0 〈φ〉α = 〈δni〉α − 〈δne〉α (8.5)

où 〈δni〉α et 〈δne〉α sont les densités moyennes des ions et des électrons.
Un raisonnement similaire au cas ionique présenté précédemment permet d’écrire le

potentiel zonal sous la forme :

ΦZF ∼ 〈δni〉α − 〈δne〉α
Cadn0(1− ǫφ) + Cpolk2

(
δ2b,i + τδ2b,e

)
n0

(8.6)

Les ions et les électrons étant cinétiques, il peut exister un déphasage ou une différence
d’amplitude entre δne et δni. Ainsi, même lorsque ǫφ = 1, les densités peuvent être de
même niveau et réduire grandement l’amplitude des flux zonaux. La différence entre les
simulations ǫφ = 1 et ǫφ = 0 ne sera donc pas aussi tranchée que dans le cas où seuls les
ions sont cinétiques. On peut ainsi s’attendre à rencontrer des situations pour lesquelles les
écoulements zonaux sont moins importants que dans le cas d’ions cinétiques et d’électrons
adiabatiques.

8.2 Simulations

Dans cette partie, nous reprenons les résultats de la simulation principale du chapitre
précédent (fig. 7.4), c’est-à-dire la simulation réalisée sans zone-tampon, et où tous les
modes sont excités avec un bruit gaussien. Les paramètres sont rappelés dans le tableau
8.1. L’objectif est de comparer deux simulations en tous points identiques exceptées pour
le paramètre ǫφ qui sera égal à 0 ou 1.

κni,e κTi,e δb,i δb,e ρc,i ρc,e Cpol Cad Ωd Teqi,e Nψ Nα NE ǫφ κ s0

0,0 0,25 0,1 0,01 0,03 0,01 0,1 0,1 1 1 257 257 96 0/1 0 0

Table 8.1 – Paramètres principaux utilisés pour l’étude de la phase de saturation avec
ǫφ = 1 ou ǫφ = 0 .

Sur la figure 8.1, on a tracé l’évolution temporelle de quelques modes angulaires issus
de la simulation avec ǫφ = 1. Comme sur la figure 7.3, après la phase linéaire, on observe
la phase de saturation créée par les couplages non-linéaires entre les modes. La différence
majeure que l’on constate entre le cas ǫφ = 0 (figure 7.3) et le cas ǫφ = 1 (figure 8.1)
se situe au niveau de ΦZF , c’est-à-dire le mode n = 0. En effet, dans le cas ǫφ = 0 le
mode n = 0 croît via les couplages non-linéaires, puis sature à un niveau similaire aux
autres modes, alors que dans le cas ǫφ = 1 ce mode sature à un niveau d’un ordre de
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CHAPITRE 8. ÉCOULEMENTS ZONAUX

grandeur au-dessus des autres modes. Ce qui est en accord avec les résultats attendus
grâce à l’équation 8.6.
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0
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|Φ
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n = 0

n = 9

n = 15

n = 24

n = 33

n = 50

Figure 8.1 – Évolution temporelle des modes n = 0,9,15,24,33,50 du potentiel électrique
donnée par TERESA avec les paramètres du tableau 8.1 pour lesquels les TEM dominent
avec ǫφ = 1.

Pour une visualisation plus complète, on montre (fig. 8.2) l’évolution temporelle des
trois quantités φ(t,ψ,Lα

2
), φZF (t,ψ) et φ(t,ψ,Lα

2
) − φZF (t,ψ) pour les deux simulations

ǫφ = 0 et ǫφ = 1. Ici aussi, on voit très clairement l’effet de ǫφ sur le potentiel de flux
zonal ; en effet, dans le cas ǫφ = 0, ΦZF est négligeable par rapport aux autres modes,
alors qu’il est comparable aux autres modes dans le cas ǫφ = 1.

Nous avons réalisé ces mêmes simulations avec, cette fois, les électrons adiabatiques
[38]. On observe, dans ce cas, plus d’un ordre de grandeur entre φZF et l’amplitude des
autres modes ; cette tendance semble confirmée dans [36], [65]. Ces résultats sont en accord
avec l’analyse donnée en début de chapitre.

Observons maintenant l’énergie présente dans les deux configurations montrées sur la
figure 8.2, où ǫφ = 0 et ǫφ = 1. L’énergie totale du système peut être décomposée en
différentes contributions : l’énergie cinétique des ions, l’énergie cinétique des électrons et
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Figure 8.2 – Évolution temporelle du potentiel électrique total (en haut), du potentiel
moyenné en α et du potentiel moins le potentiel moyen (en bas) en fonction de ψ en
α = Lα

2
. Les résultats de la simulation lancée avec les paramètres du tableau 8.1 et avec

ǫφ = 0 sont présentés à gauche et les résultats de la simulation lancée avec les paramètres
du tableau 8.1 et avec ǫφ = 1 sont présentés à droite.
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Figure 8.3 – Évolution temporelle de l’énergie les résultats de la simulation lancée avec
les paramètres du tableau 8.1 et avec ǫφ = 0 sont présentés à gauche et les résultats de
la simulation lancée avec les paramètres du tableau 8.1 et avec ǫφ = 1 sont présentés à
droite.

l’énergie potentielle du champ électrique. On définit ces différentes énergies par [36] [66] :

Ekin,i =
2fTΩd√

π

∫ 2π

0

∫ 1

0

[∫ ∞

0

¯̄fiE
3/2dE

]

ψdψdα (8.7)

Ekin,e =
2fTΩd√

π

∫ 2π

0

∫ 1

0

[∫ ∞

0

¯̄feE
3/2dE

]

ψdψdα (8.8)

Epot =
fT
2

∫ 2π

0

∫ 1

0

[
Cad(Φ− ǫφΦ)Φ + Cpol∆̄i+e

]
dψdα (8.9)

En toute rigueur nous devrions ajouter une énergie de dissipation due aux zones-tampons,
mais ces zones étant nulles pour les simulations étudiées, nous n’en tiendrons pas compte.
La figure 8.3 montre l’évolution temporelle des fluctuations de l’énergie cinétique ionique
et électronique, de l’énergie potentielle et de l’énergie totale du système, pour les deux
simulations présentées plus haut avec les paramètres du tableau 8.1 et avec ǫφ = 0 (à
gauche) et ǫφ = 1 (à droite). On observe, premièrement, que l’énergie totale du système
se conserve bien dans les deux cas ; un calcul nous donne une erreur sur la conservation
inférieure à 0,01%. Deuxièmement, on constate clairement dans les deux cas que les élec-
trons cèdent leur énergie cinétique au champ électrique dès le début de la simulation,
contrairement aux ions qui, eux, commencent à intervenir un peu plus tard. On rappelle
qu’avec les paramètres utilisés dans ces simulations ce sont les TEM qui dominent durant
la phase linéaire, ce qui explique bien l’évolution de l’énergie cinétique électronique. Dans
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le cas ǫφ = 0, on observe la croissance exponentielle du potentiel puis, vers t = 3ω−1
0 , les

premiers effets non-linéaires apparaissent et les ions donnent, eux aussi, de l’énergie au
champ. Enfin, après cette phase de forts couplages non-linéaires, vers t = 15ω−1

0 on ob-
serve, dans la phase de saturation, que les énergies oscillent autour d’un niveau constant.
Ces oscillations pourraient s’expliquer par la rotation des particules dans les structures
radiales. Dans le cas ǫφ = 1, la situation est différente. En effet, une fois la phase linéaire
terminée, les ions prennent de l’énergie au potentiel et on observe une phase assez longue,
entre t = 4ω−1

0 et t = 24ω−1
0 où l’énergie potentielle est presque constante et plus élevée

que sa valeur à t > 24ω−1
0 . Des études plus poussées doivent être menées pour expliquer

la différence de comportement entre ǫφ = 0 et ǫφ = 1.

On a déjà mentionné, en introduction à ce chapitre, que la caractérisation des bandes
de Jupiter pouvait se faire via l’étude du déchirement du champ de vitesse dans la direction
des écoulements zonaux. Traçons donc le déchirement radial du champ de vitesse créé par
ΦZF pour les deux valeurs du paramètre ǫφ. Dans notre système, le déchirement est défini
par ∂2ψΦZF qui est tracé en fonction de ψ sur la figure 8.4. Dans le cas ǫφ = 1 pour lequel
les écoulements zonaux sont importants, on observe bien les deux bandes présentes sur la
figure 8.2. On remarque également que le déchirement de vitesse est environ 9 fois plus
élevé dans le cas ǫφ = 1 que dans le cas ǫφ = 0.
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Figure 8.4 – Cisaillement du champ électrique moyenné en α et sur le temps (entre
t = 10ω−1

0 et t = 25ω−1
0 ) en fonction de ψ pour les simulations lancées avec les paramètres

du tableau 8.1 où ǫφ = 1 (trait pointillé) et ǫφ = 0 (trait plein).

Terminons cette comparaison par l’observation des différents profils de température.
La figure 8.5 représente le profil de température ionique en fonction de ψ moyenné sur le
temps dans la phase de saturation de t = 10ω−1

0 à t = 20ω−1
0 , dans les deux cas ǫφ = 1

et ǫφ = 0. Dans le cas où les streamers dominent (ǫφ = 0), on observe un gradient de
température plus faible que celui présent initialement. En revanche, dans le cas où les
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CHAPITRE 8. ÉCOULEMENTS ZONAUX

écoulements zonaux sont dominants (ǫφ = 1), on observe un gradient de température
plus fort qu’à t = 0ω−1

0 entre ψ ∼ 0,3 et ψ ∼ 0,7. Dans ce cas, on remarque également
deux zones de part et d’autre du fort gradient où la température présente deux plateaux
de faible gradient. Ces zones correspondent aux deux bandes ΦZF que l’on peut voir sur
le potentiel (fig. 8.2). On obtient une situation identique pour le profil de température
électronique.
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Figure 8.5 – Profils de température ionique moyennée en α et sur le temps (entre t =
10ω−1

0 et t = 20ω−1
0 ) en fonction de ψ pour les simulations lancées avec les paramètres

du tableau 8.1 où ǫφ = 1 (trait en pointillé rouge) et ǫφ = 0 (trait plein rouge). Le profil
de température des deux populations à l’instant initial est tracé en pointillé noir.

8.3 Formation des écoulements zonaux

Observons plus en détail la formation de ces écoulements zonaux. La figure 8.6 montre
les cartes (ψ,α) du potentiel électrique à trois instants de la simulation précédemment
observée avec les paramètres du tableau 8.1, et ǫφ = 1. A t = 1,5ω−1

0 , on observe, comme
dans le cas ǫφ = 0, la formation des structures radiales issues de l’instabilité TEM. A t =
2,8ω−1

0 correspondant à la fin de la phase linéaire, on voit que ces streamers commencent
à se briser au centre de la boîte en rayon. Enfin, à t = 5ω−1

0 , on observe deux "bandes" de
potentiel, une positive (en rouge) et une négative (en bleue), qui contiennent des streamers
plus petits qu’initialement. C’est cette brisure de symétrie par rapport à ψ = 0,5 qui
semble être à l’origine de la formation des écoulements zonaux.

Voyons la forme du champ de vitesse électrique pour les deux simulations introduites
précédemment avec ǫφ = 0 et ǫφ = 1. La figure 8.7 montre ce champ en fonction de α et ψ
à t = 1,5ω−1

0 (phase linéaire) pour ǫφ = 1. On peut observer des vortex allongés dans la
direction radiale, appelés "streamers" que l’on a déjà observés dans le chapitre précédent.
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Figure 8.6 – Carte (ψ,α) du potentiel électrique donnée par TERESA avec les paramètres
du tableau 8.1 où ǫφ = 1, à t = 1.5ω−1

0 (en haut), t = 2.8ω−1
0 (au milieu) et t = 5ω−1

0

(en bas). Sur la figure du milieu, on a représenté la droite ψ = 0,5 et les deux flèches
montrent deux structures asymétriques par rapport à ψ = 0,5.
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En présence de ces structures, on remarque un écoulement reliant les deux bords de la
boîte de simulation. D’une structure à l’autre, on observe également un sens de rotation
différent résultant du signe de la variation du potentiel électrique selon α. La figure 8.7
montre dix structures, rapporté sur toute la taille de la boîte, nous obtenons donc bien à
peu près n = 15 qui est le mode le plus instable. Pour le même instant, on retrouve un
champ très similaire dans le cas ǫφ = 0. Ceci est en accord avec ce que nous avons déjà
observé, à savoir que la croissance de φZF est un effet non-linéaire qui est donc négligeable
dans la phase linéaire.

La figure 8.8 montre le champ de vitesse pour les deux simulations à t = 20ω−1
0 ,

lorsque les deux écoulements zonaux sont bien établis dans le cas ǫφ = 1 (voir fig 8.2).
Dans le cas ǫφ = 0, on observe toujours des streamers reliant les deux bords de la boîte
avec cette fois-ci un mode n ∼ 5 qui semble être dominant dans la phase de saturation. Par
contre, dans le cas ǫφ = 1 la situation est très différente ; en effet, on voit clairement que
les structures radiales ont disparu laissant place à des écoulements perpendiculaires à la
direction radiale allant dans des directions opposées. Sur la figure 8.8 on observe également
la présence de vortex entre deux écoulements se déplaçant dans des directions opposées.
Ici encore le système ressemble à Jupiter, ces vortex représentant les célèbres taches entre
deux bandes de l’atmosphère de la planète. Finalement, dans le cas ǫφ = 1 les structures
générées lors de la saturation ne relient plus les deux bords dans la direction radiale. Nous
étudierons plus en détail les flux de chaleur et de particules dans le prochain chapitre,
mais on peut déjà imaginer que la forme de cet écoulement va diminuer le transport vers
les parois.
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Figure 8.7 – Carte du champ de vitesse E × B dans la phase linéaire en fonction de ψ
et α pour la simulation avec les paramètres du tableau 8.1 et ǫφ = 1, à t = 1,5ω−1

0 . Ici on
ne trace qu’une partie de la boîte en angle de α = 0 à α = 2.
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Une observation plus précise de la transition entre streamers et écoulements zonaux
montre que les streamers basculent dans la direction α puis se brisent. Ce comportement
se retrouve pour les instabilités de type Kelvin-Helmoltz qui semblent être responsables
de la formation des écoulements zonaux [67]. En effet, les instabilités de type interchange
(TIM, TEM) amènent le système dans une configuration telle qu’une seconde instabilité
de type Kelvin-Helmoltz peut se déclencher et saturer le système, le cas ǫφ = 1 favorisant
l’apparition de cette seconde instabilité.

Pour aller plus loin, nous pourrions reprendre le système linéaire en incluant la possi-
bilité d’avoir un potentiel électrique initial. Ensuite, il faudrait inclure le potentiel obtenu
à la fin de la phase linéaire comme nouvelle condition initiale de notre modèle, on ob-
tiendrait alors des informations sur la phase linéaire de la seconde instabilité (taux de
croissance, mode radial le plus instable).

8.4 Influence du paramètre δb

Terminons cette partie par l’étude du paramètre δb sur les écoulements zonaux. Nous
avons choisi de regarder l’influence de ce paramètre car d’après la relation 8.6 il semble
jouer un rôle important sur le cisaillement de l’écoulement.

Pour cette étude, nous avons réalisé des simulations avec les paramètres donnés dans
le tableau 8.1, ǫφ = 1 et les mêmes zones-tampons utilisées dans la partie 7.3, c’est-à-dire
avec un profil de température et un coefficient de diffusion :

Ts(ψ) = T0,s +
κT
2

(

1 + LT

[

log(cosh

(
ψ −Ψ1

LT

)

)− log(cosh

(
ψ − (Lψ −Ψ1)

LT

)

)

])

(8.10a)

Dψ(ψ) = D0

(

1− tanh

(
ψ −Ψ0

LD

)

+ tanh

(
Lψ −Ψ0 − ψ

LD

))

(8.10b)

avec LT = 0,025, Ψ1 = 0,1, D0 = 0,2, LD = 0,005 et Ψ0 = 0,025. Pour ces simulations,
nous avons pris différentes valeurs de largeur banane ionique sans toucher aux valeurs
électroniques : δb,i = [0,1 0,06 0,04 0,02]. Pour caractériser les écoulements zonaux, nous
allons ici encore observer le cisaillement radial de la vitesse ∂2ψΦZF . D’après l’expression
des écoulement zonaux, introduite plus haut (éq. 8.6), on peut estimer le cisaillement
radial de vitesse, pour ǫφ = 1, avec l’expression :

∂2ψΦZF ∼ k2
〈δni〉α − 〈δne〉α

Cpolk2
(
δ2b,i + τδ2b,e

)
n0

∼ 〈δni〉α − 〈δne〉α
Cpol

(
δ2b,i + τδ2b,e

)
n0

(8.11)

On s’attend, ainsi, à ce que l’intensité du cisaillement radial de vitesse augmente quand la
quantité

(
δ2b,i + τδ2b,e

)
diminue. La figure 8.9 montre le cisaillement de la vitesse en fonction

du rayon pour les différentes valeurs de δb,i. Comme attendu, on constate bien que, plus
la largeur banane est faible, plus le cisaillement est grand. On peut remarquer que les
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zones-tampons ont bien joué leur rôle sur les bords. En effet, contrairement à la figure
8.4, le cisaillement est nul aux bords. D’après la figure 8.9, il est également important
de noter que la diminution de δb entraîne une augmentation du nombre d’écoulements
zonaux. Cette tendance se voit très bien sur la figure 8.10 où l’on a tracé le potentiel en
fonction du temps et de ψ en α = π pour δb,i = 0,04 et δb,i = 0,01.

On peut expliquer cette dépendance du nombre d’écoulements zonaux avec le mode
radial k en reprenant l’équation 8.6 et en supposant que le niveau de saturation de ces
écoulements change peu en fonction de δb,i (l’observation des simulations justifie cette
hypothèse). Ainsi, le terme

(
δ2b,i + τδ2b,e

)
k2 doit être constant. Pour la simulation présen-

tée sur la figure 8.2, on observe deux écoulements donc k = 2π. Pour que la quantité
(
δ2b,i + τδ2b,e

)
k2 reste constante, on doit donc avoir k = 4π lorsque l’on divise les largeurs

banane par 2 et k = 8π lorsque l’on divise les largeurs banane par 4. On a relancé les
deux simulations avec ǫφ = 1, les paramètres du tableau 8.1, mais avec des largeurs ba-
nane telles que la quantité

(
δ2b,i + τδ2b,e

)
soit deux fois et quatre fois plus faible qu’avec les

largeurs bananes données dans le tableau 8.1. On observe bien, comme attendu k = 4π
et k = 8π.

La largeur banane ionique a également cet effet sur le nombre de structures angulaires
lorsque les électrons sont adiabatiques [65].

L’analyse linéaire de la seconde instabilité de type Kelvin-Helmoltz, introduite plus
tôt, pourrait également prédire le mode radial le plus instable en fonction de la valeur de
δb,i.
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Figure 8.9 – Cisaillement du champ électrique dans le cas de simulations réalisées avec
les paramètres du tableau 8.1 pour différentes valeurs de δb,i (δb,i = [0,1 0,06 0,04 0,02]),
ǫφ = 1 et les zones-tampons données en 8.10.
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Figure 8.10 – Évolution temporelle du potentiel moyenné en α (ΦZF ) en fonction de ψ
pour des simulations réalisées avec les paramètres du tableau 8.1, δb,i = 0,04 (à gauche),
δb,i = 0,01 (à droite) et des profils donnés en 8.10.

Nous avons vu dans ce chapitre l’importance du paramètre ǫφ sur l’apparition des
écoulements zonaux, ainsi que l’influence de la longueur banane sur l’intensité et le nombre
de ces écoulements. Dans le chapitre suivant, nous allons nous intéresser aux conséquences
des écoulements sur le transport de chaleur et de particules.
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Chapitre 9

Transport de chaleur et de particules
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Nous venons de voir que les écoulements zonaux pouvaient isoler certaines zones
du plasma des bords du tokamak, contrairement aux streamers qui, eux, favorisent la
connexion vers les parois. Il est donc probable que les écoulements zonaux vont réduire
fortement le transport radial de chaleur et de particules. Nous allons ainsi étudier les flux
de chaleur et de particules présents dans nos simulations. Une des avancées du modèle
décrit dans ce travail avec les électrons cinétiques est la possibilité d’étudier également le
transport de particules. En effet, comme nous le verrons, lorsque que les électrons sont
adiabatiques, le transport de particules est impossible.

Dans ce chapitre, nous allons d’abord définir la façon dont les flux sont calculés à
partir des équations de notre modèle.

Nous étudierons, dans un premier temps, le transport de chaleur, avec uniquement les
ions piégés décrits de manière cinétique et les électrons adiabatiques, dans des configura-
tions présentant ou non des écoulements zonaux dominants.

Nous étudierons par la suite le transport de chaleur avec les ions piégés et les électrons
piégés décrits de manière cinétique pour les cas ǫφ = 1 et ǫφ = 0. Et nous verrons l’intérêt
de décrire les électrons de façon cinétique pour l’étude du transport de particules.

Enfin, nous observerons l’influence du paramètre Te
Ti

sur le transport.
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9.1 Définition

Avant de regarder les flux présents dans les simulations, nous allons définir leur expres-
sion dans notre modèle et montrer l’importance des zones-tampons pour bien les décrire.

Reprenons les équations de la partie conservation des moments 6.4 et développons les.
Nous définissons la pression de centre-banane à partir de 6.8 :

3

2
Pb,s =

2fT√
π

∫ ∞

0

¯̄fsE
3/2dE. (9.1)

Ainsi l’équation d’évolution de la densité 6.5 s’écrit :

∂nb,s
∂t

− 2fT√
π

∫ ∞

0

[

J0sΦ,
¯̄fs

]

E1/2dE +
3Ωd

2Zs

∂Pb,s
∂α3

= 0 (9.2)

où nb,s est la densité de centre-banane de l’espèce s, définie par nb,s =
2fT√
π

∫∞
0

¯̄fsE
1/2dE

Intégrons la sur la variable angulaire α. Étant donné l’égalité 1
∫ 2π

0

[

J0sΦ,
¯̄fs

]

dα =

∂
∂ψ

〈
∂(J0sΦ)

∂α
¯̄fs

〉

α
, la densité moyenne peut s’écrire sous la forme :

∂ 〈nb,s〉α
∂t

− ∂

∂ψ

2fT√
π

∫ ∞

0

〈
∂(J0sΦ)

∂α
¯̄fs

〉

α

E1/2dE = 0 (9.7)

∂ 〈nb,s〉α
∂t

+
∂Γs
∂ψ

= 0 (9.8)

où Γs est le flux de densité de l’espèce s qui s’écrit donc :

Γs = −2fT√
π

∫ 2π

0

∫ ∞

0

∂(J0sΦ)

∂α
¯̄fsE

1/2dEdα (9.9)

Nous pouvons maintenant décrire l’évolution de la pression moyenne en α 〈Pb,s〉α en
multipliant l’équation de Vlasov par Ef , puis en l’intégrant sur la variable d’énergie et la
variable α. On obtient alors :

1. En utilisant l’intégration par partie on a :

∫ 2π

0

[

J0sΦ,
¯̄fs

]

dα =

∫ 2π

0

(

∂(J0sΦ)

∂α

∂ ¯̄fs
∂ψ

− ∂(J0sΦ)

∂ψ

∂ ¯̄fs
∂α

)

dα (9.3)

=

∫ 2π

0

(

∂(J0sΦ)

∂α

∂ ¯̄fs
∂ψ

+ ¯̄fs
∂2(J0sΦ)

∂ψ∂α

)

dα−
[

¯̄fs
∂(J0sΦ)

∂ψ

]2π

0

(9.4)

=

∫ 2π

0

∂

∂ψ

(
∂(J0sΦ)

∂α
¯̄fs

)

dα (9.5)

=
∂

∂ψ

〈
∂(J0sΦ)

∂α
¯̄fs

〉

α

(9.6)
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∂ 〈Pb,s〉α
∂t

+
∂Qs

∂ψ
= 0 (9.10)

où Qs est le flux de chaleur de l’espèce s qui est défini par :

Qs = −2fT√
π

∫ 2π

0

∫ ∞

0

∂(J0sΦ)

∂α
¯̄fsE

3/2dEdα (9.11)

Nous avons déjà vu dans la partie 6.4 que l’équation conservait les moments, en par-
ticulier la densité et la pression. En intégrant les équations 9.9 et 9.10 sur la variable
radiale, on obtient les relations :

∫ 1

0

∂Qs

∂ψ
dψ = 0

∫ 1

0

∂Γs
∂ψ

dψ = 0

(9.12)

Les conditions de simulation imposent un flux nul aux bords dans la direction radiale et,
au vu des relations 9.12, notre système ne peut développer aucun flux global radial.

Comme vu plus tôt (partie 5.4) nous pouvons mettre des zones-tampons aux extrémités
radiales de notre boîte de simulation pour empêcher des instabilités numériques de se
développer. Ces zones-tampons nous permettent également d’étudier les flux présents
dans notre système. En effet, en les prenant en compte dans les équations précédentes, on
obtient :

∂ 〈nb,s〉α
∂t

+
∂ (Γs + ΓD,s)

∂ψ
= 0

∂ 〈Pb,s〉α
∂t

+
∂ (Qs +QD,s)

∂ψ
= 0

(9.13)

où ΓD,s et QD,s sont les flux diffusifs de densité et de chaleur de l’espèce s liés aux zones-
tampons :

ΓD,s = −2fT√
π

∫ 2π

0

∫ ∞

0

D(ψ)
∂ ¯̄fs
∂ψ

E1/2dEdα = −D(ψ)
∂ 〈nb,s〉α
∂ψ

(9.14)

QD,s = −2fT√
π

∫ 2π

0

∫ ∞

0

D(ψ)
∂ ¯̄fs
∂ψ

E3/2dEdα = −D(ψ)
∂ 〈Pb,s〉α
∂ψ

(9.15)

Ainsi, aux bords de notre domaine, les flux de chaleur et de particules sont convertis
en flux diffusifs dans les zones-tampons.

Pour finir, définissons une quantité intéressante pour la suite : le flux de chaleur
conduit, noté qs. Il est défini comme la différence entre le flux total de chaleur et le
flux convectif de chaleur (dû au transport des particules) ; on a donc :

qs = Qs − TsΓs (9.16)
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9.2 Flux de chaleur dans une instabilité TIM

Nous allons étudier dans un premier temps les flux de particules et de chaleur présents
dans les simulations, pour les cas ǫφ = 0 et ǫφ = 1, et où seuls les ions sont cinétiques.
Pour cela nous prenons les paramètres du tableau 9.1 identiques à la partie vérification
des TIM (partie 6.1) et nous ajoutons des zones-tampons ayant la même forme que ceux
utilisés à la fin du chapitre précédent, à savoir des profils de température de la forme 8.10a
et un coefficient de diffusion de la forme 8.10.

κni,e κTi,e δb,i ρc,i Cpol Cad Ωd Teqi,e Nψ Nα NE ǫφ κ s0

0,0 0,25 0,1 0,03 0,1 0,1 1 1 129 257 96 0 0 0

Table 9.1 – Paramètres principaux utilisés pour l’étude des flux dans le cas d’une instabi-
lité TIM, avec des électrons adiabatiques. Ces paramètres sont identiques à la comparaison
avec le modèle linéaire dans le cas à deux populations ioniques cinétiques identiques avec
des électrons adiabatiques.

Dans un modèle de plasma décrivant une espèce de façon cinétique avec un fond
neutralisant adiabatique, il ne peut pas y avoir de flux de particules. Pour montrer ce
résultat nous allons faire l’hypothèse J0φ ≃ φ. Ainsi on peut écrire le flux de particules
sous la forme Γs ≃ 〈nb,sV ~E,ψ〉α. Cette hypothèse va nous permettre de simplifier les calculs
de la démonstration mais, comme nous le verrons, le résultat général reste valable. Posons
les expressions du potentiel et de la densité des particules cinétiques sous la forme φ =
∑

n φ̂n(ψ)e
i(nα+ϕφn) et nb,s =

∑

n′ n̂n′(ψ)ei(n
′α+ϕn

n′
) où ϕφn et ϕnn′ sont des phases quelconques

et φ̂n(ψ), n̂n(ψ) des quantités réelles. Ainsi le flux de particules s’écrit :

Γs ≃
∫ 2π

0

∑

n

∑

n′

inφ̂n(ψ)n̂n′(ψ)ei(nα+ϕ
φ
n)ei(n

′α+ϕn
n′
)dα

2π
(9.17)

≃
∑

n

inφ̂n(ψ)n̂−n(ψ)e
i(ϕφn+ϕ

n
−n) (9.18)

≃
∑

n

inφ̂n(ψ)n̂n(ψ)e
i(ϕφn−ϕnn) (9.19)

Il est alors clair que si la densité est en phase avec le potentiel, alors Γs = 0 : le flux de
particules est impossible. Or, lorsque notre système décrit une particule cinétique avec
un fond adiabatique, nous avons une relation de dispersion du type ns

n0
= eφ

T
: les deux

quantités sont donc en phase. D’où qs = Qs.
A présent, regardons en détail le comportement des flux dans nos simulations. Tout

d’abord nous avons vérifié la conservation des flux énoncée plus haut (éq. 9.13). Ainsi l’in-
tégrale sur le rayon de la quantité (Qs +QD,s) ne dépasse pas 10−20 dans les simulations.
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La figure 9.1 montre l’évolution temporelle des flux de chaleur (en rouge) et de par-
ticules (en bleu) dans les cas ǫφ = 0 (traits pleins) et ǫφ = 1 (traits pointillés). Comme
attendu, les flux de particules sont nuls : on trouve une valeur moyenne de l’ordre de
10−7. Pour ce qui est des flux de chaleur, on constate une grande différence d’amplitude
moyenne entre les deux situations : dans le cas ǫφ = 0 (où les streamers sont dominants)
on mesure un flux moyen sur la saturation de −4.10−4, alors que dans le cas ǫφ = 1 le flux
est un ordre de grandeur plus faible soit −4.10−5. Les écoulements zonaux diminuent donc
de façon significative le transport de chaleur. Les valeurs négatives des flux s’expliquent
par le choix de la variable ψ, opposée à la variable radiale r. Ici, une valeur négative de
flux correspond donc à un flux de chaleur du centre (températures plus élevées) vers les
parois (températures plus faibles).
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Figure 9.1 – Évolution temporelle des flux de chaleur (courbes rouges) et des flux de
particules (courbes bleues) moyennée en ψ et α pour les simulations réalisées avec les
paramètres du tableau 9.1, avec ǫφ = 0 (traits pleins) et ǫφ = 1 (traits pointillés).

La figure 9.2 montre le comportement radial des flux moyennés sur la phase de sa-
turation. Ici encore, on peut voir la différence d’amplitude du flux en présence, ou non,
d’écoulements zonaux. Sur cette figure, nous avons également tracé le flux diffusif dans
les zones-tampons (en rouge) pour le cas ǫφ = 0, on observe alors nettement la conversion
de flux turbulent en flux diffusif dans la zone-tampon.
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Figure 9.2 – Profil radial du flux diffusif ionique généré par les zones-tampons (courbe
rouge) et des flux de chaleur ioniques (courbes bleues), moyennés en α et sur la phase de
saturation pour les simulations réalisées avec les paramètres du tableau 9.1, avec ǫφ = 0
(traits pleins) et ǫφ = 1 (traits pointillés).

9.3 Flux de chaleur en présence d’ions et d’électrons
cinétiques

Étudions maintenant le flux de chaleur et de particules en présence d’ions et d’élec-
trons cinétiques. Les simulations présentées dans cette partie sont similaires aux deux
simulations principales avec ǫφ = 1 et ǫφ = 0 de la partie 8.2 (les paramètres sont rappelés
dans le tableau 9.2). Comme nous venons de le mentionner, il est indispensable d’ajouter
des zones-tampons pour étudier le transport, ainsi nous ajoutons aux deux simulations des
zones-tampons identiques à celles présentées précédemment. Contrairement à la situation
précédente, la relaxation de contrainte adiabatique des électrons permet un déphasage
entre les densités et le potentiel électrique : un flux de particules peut alors se développer
dans ces simulations.

κni,e κTi,e δb,i δb,e ρc,i ρc,e Cpol Cad Ω̂d Teqi,e Nψ Nα NE ǫφ κ s0

0,0 0,25 0,1 0,01 0,03 0,01 0,1 0,1 1 1 257 257 96 0/1 0 0

Table 9.2 – Paramètres principaux utilisés pour l’étude des flux en présence de TIM et
de TEM.

La figure 9.3 montre le flux radial de particules ioniques et électroniques moyenné
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en temps sur la phase de saturation pour les deux situations ǫφ = 0 et ǫφ = 1. Pre-
mièrement, on constate bien la présence d’un flux de particules non nul. Deuxièmement,
on observe qu’en présence d’écoulements zonaux, les flux de particules sont négligeables
comparativement au cas où les streamers sont dominants (ǫφ = 0).
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Figure 9.3 – Profils radiaux des flux de particules électroniques (courbes bleues) et
ioniques (courbes rouges), moyennés en α et en temps sur la phase de saturation pour
les simulations réalisées avec les paramètres du tableau 9.2, avec ǫφ = 0 (traits pleins) et
ǫφ = 1 (traits pointillés).

La figure 9.4 montre l’évolution temporelle des flux de chaleur conduits, ionique et
électronique, dans les cas ǫφ = 0 et ǫφ = 1. Cette fois encore, on voit clairement que
les écoulements zonaux diminuent les flux de chaleur. La figure 9.5, présentant les flux
conduits moyens en fonction de ψ, confirme également cette situation. On observe des flux
radiaux de l’ordre de qe = −6.10−4 pour les deux espèces, dans le cas où les streamers
dominent et de l’ordre de qe = −5.10−6, dans le cas où les écoulements zonaux dominent.

Nous avons vu au chapitre précédent que la diminution du paramètre δb augmente
le nombre d’écoulement zonaux. Il est important de noter ici qu’on a pu voir sur les
simulations que plus le nombre d’écoulements était élevé, plus le transport conduit de
chaleur était réduit.
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Figure 9.4 – Évolution temporelle des flux de chaleur conduits électroniques (courbes
bleues) et ioniques (courbes rouges) moyennés en ψ et α pour les simulations réalisées
avec les paramètres du tableau 9.1, avec ǫφ = 0 (traits pleins) et ǫφ = 1 (traits pointillés).
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Figure 9.5 – Profils radiaux des flux de chaleur électroniques (courbes bleues) et ioniques
(courbes rouges), moyennées en α et sur la phase de saturation pour les simulations
réalisées avec les paramètres du tableau 9.2, avec ǫφ = 0 (traits pleins) et ǫφ = 1 (traits
pointillés).
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9.4 Influence du paramètre τ sur les flux

Finalement, nous avons réalisé une étude du comportement du flux de chaleur conduit
en fonction du rapport de la température ionique sur la température électronique τ .
L’étude de ce paramètre est assez importante. En effet, dans des expériences comme
celles menées dans le Tokamak ASDEX Upgrade [68], le chauffage des électrons conduit à
des décharges avec des électrons chauds découplés des ions froids. Le rôle du paramètre τ
sur la saturation de la turbulence par les écoulements zonaux fait encore débat. Certains
travaux semblent indiquer que ces écoulements ont un faible rôle dans la saturation alors
que dans les références [28] et [69], leur influence dépend sensiblement des gradients de
température et du paramètre τ .

Comme on l’a vu dans la partie 8.1, le potentiel des flux zonaux peut s’écrire :

ΦZF ∼ 〈δni〉α − 〈δne〉α
Cadn0(1− ǫφ) + n0Cpolk2(δ2b,i + τδ2b,e)

(9.20)

le paramètre τ peut avoir une influence sur le déphasage entre 〈δni〉α et 〈δne〉α, sur leur
amplitude, et avoir un effet important sur l’intensité des écoulements zonaux. Ici, nous
présentons (fig. 9.6) le résultat de 7 simulations obtenues avec les paramètres du tableau
9.2, ǫφ = 1 et 1

τ
= Te

Ti
= [1 1,5 2 2,5 3 3,5 4]. La figure 9.6 montre le flux conduit

pour ces simulations. On observe que le flux présente un minimum pour Te
Ti

= 3. Pour ce
paramètre les écoulements zonaux ne semblent plus jouer leur rôle dans la diminution du
transport : la valeur du flux est de l’ordre de celle obtenue pour une situation où les strea-
mers dominent (fig. 9.4 et fig. 9.5). La présence d’un maximum sur le flux en fonction de
τ est en accord avec les résultats obtenus dans [28] avec le code GEM simulant également
les ions et les électrons de façon cinétique mais dans une configuration de type tube de
flux [34]. On peut noter qu’à partir de Te

Ti
> 2 les TIM sont plus instables que les TEM,

comme attendu par le modèle linéaire.

On peut relier le flux de chaleur conduit à la conductivité thermique χs de l’espèce s
en utilisant la loi de Fourier :

qs = −nsχs∂ψTs (9.21)

Calculons la conductivité thermique électronique χe, dans le but de comparer les résultats
de la figure 9.6 avec les résultats obtenus avec le code GEM dans la référence [28]. Pour

cela, on doit diviser qe par ∂ψTe ∼ 0,25 et par ρc,iVth,i
LTe

, où Vth,i =
√

Ti
mi

est la vitesse

thermique et LTe =
1
κe

est la longueur de gradient de température électronique. On obtient

un ordre de grandeur de 18
ρc,iVth,i
LTe

pour χe. Cet ordre de grandeur est bien comparable à
celui observé figure 14 de la référence [28].

Pour compléter cette étude, on a représenté sur la figure 9.7 le potentiel électrique
ΦZF en fonction de ψ et du temps, en α = π (centre de la boîte) pour la situation
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Figure 9.6 – Flux de chaleur conduit électronique, moyenné en ψ et α, en fonction du
paramètre Te

Ti
, pour des simulations réalisées avec les paramètres du tableau 9.2 et ǫφ = 1.

Te = 3Ti. Nous observons au début de la phase de saturation l’apparition d’écoulements
zonaux, puis leur amortissement. La disparition des écoulements zonaux donnant lieu à
une situation où les streamers sont dominants explique bien l’augmentation du flux de
chaleur conduit pour Te = 3Ti.

Ce phénomène d’amortissement peut être plus ou moins important en fonction de Te
Ti

.
En effet, pour des valeurs faibles de Te

Ti
, on constate la formation d’écoulements zonaux

stables dans le temps, alors que, pour Te
Ti
> 2, les écoulements zonaux semblent entrer en

compétition avec un autre phénomène qui conduit à leur amortissement plus ou moins
rapide. Une étude plus poussée doit être réalisée pour comprendre les phénomènes res-
ponsables de cet amortissement. Néanmoins, pour avancer dans la compréhension de ce
phénomène, on peut regarder l’allure des densités de chaque espèce dans le cas Te = 3Ti.

On peut voir, sur la figure 9.8, l’évolution temporelle de la densité ionique (en rouge) et
électronique (en bleu) en ψ = 0,15 (trait noir de la figure 9.7). Avec les paramètres utilisés
pour cette simulation, les TIM sont dominants : on le voit bien sur la figure 9.8 où la densité
ionique présente une plus grande amplitude que la densité électronique pour t < 5ω−1

0 .
En utilisant la formule 9.20, l’écart entre les deux densités, pour 3ω−1

0 < t < 15ω−1
0 ,

explique bien la présence des écoulements zonaux. Ensuite, le niveau de la densité ionique
rejoint celui de la densité électronique, d’où la disparition de ces écoulements. C’est cette
évolution du niveau de la densité ionique, après apparition des écoulements zonaux, qui
reste à expliquer. On observe finalement que lorsque les densités se rejoignent, la densité
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Figure 9.7 – Évolution temporelle du potentiel électrique en fonction de ψ et du temps
pour des simulations réalisées avec les paramètres du tableau 9.2, ǫφ = 1 et Te = 3Ti.
Le trait noir en ψ = 0,15 symbolise l’endroit où nous observerons les densités à la figure
suivante.

électronique se met à osciller avec une fréquence régulière correspondant aux structures
périodiques que l’on observe sur la figure 9.7 pour t < 30ω−1

0 .
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Figure 9.8 – Évolution temporelle de la densité électronique (en bleu) et de la densité
ionique (en rouge) en ψ = 0,15 pour des simulations réalisées, avec les paramètres du
tableau 9.2, ǫφ = 1 et Te = 3Ti.

Pour résumer, dans cette partie nous avons vu que le code TERESA-4D permet main-
tenant d’étudier le transport de particules, contrairement à la précédente version où seuls

143



CHAPITRE 9. TRANSPORT DE CHALEUR ET DE PARTICULES

les ions étaient décrits de manière cinétique. On a pu voir l’importance des écoulements
zonaux dans la réduction du transport. Nous avons également observé que le paramètre Te

Ti
avait une influence sur l’amortissement des écoulements zonaux et donc sur le transport.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons mis au point un modèle gyro-cinétique électrostatique
simplifié décrivant de façon cinétique les ions et les électrons piégés. Comparé aux mo-
dèles gyro-cinétiques classiques, la simplification du modèle a été apportée par la moyenne
des équations sur le mouvement de rebond des particules piégées, ce qui nous a permis
de réduire la dimension du problème à 4D, alors qu’il était initialement à 5D. De plus,
l’utilisation des variables d’angle et d’action nous a permis de transformer 2 des 4 opéra-
teurs différentiels de l’équation de Vlasov. Les variables d’énergie E et de paramètre de
piégeage κ apparaissent ainsi sous la forme de paramètres, permettant d’écrire f sous la
forme fE,κ(ψ,α,t).

L’analyse linéaire de ce modèle permet de déterminer les seuils de déclenchement des
instabilités TIM et TEM en fonction des différents paramètres du problème. Ces seuils
et les taux de croissance des instabilités ont été retrouvés à l’aide du code non-linéaire
TERESA-4D résolvant le modèle complet. Nous avons observé que dans la plupart des
cas, et notamment avec τ = 1, les modes électroniques sont plus instables que les modes
ioniques, contrairement aux résultats observés dans les modèles gyro-cinétiques complets.
Cette différence s’explique par le fait que, dans notre modèle, nous ne décrivons pas les
particules passantes, et donc les instabilités qui leurs sont associées, notamment les ITG
et les ETG.

A l’aide du code TERESA-4D, on a pu observer quelques propriétés de la turbulence
issue de l’interaction entre les TIM et les TEM. La turbulence 2D générée par ce modèle
présente un spectre énergétique conforme à ce qu’on attend pour une turbulence fluide 2D.
L’observation des structures spatiales développées par la turbulence TEM/TIM a montré
l’apparition d’écoulements zonaux à un même niveau que les streamers alors que, dans le
cas où seuls les ions sont décrits de manière cinétique, ces écoulements dominent clairement
la turbulence TIM. Il a été observé que les écoulement zonaux réduisent considérablement
le transport ionique et électronique. Il a aussi été montré que le rapport de température
Ti
Te

= τ a un rôle important sur le transport et sur l’organisation des structures spatiales
de la turbulence TIM/TEM. En effet, en fonction de τ , on observe la possibilité ou non
d’amortir les écoulements zonaux et ainsi d’augmenter ou de diminuer le transport.

Le code TERESA-4D ne permet pas la description cinétique des particules passantes.
Cependant, les études réalisées dans ce travail montrent qu’il peut décrire certains phéno-
mènes importants de la turbulence des plasmas magnétisés. De plus, le grand avantage de
ce code est son très faible coût numérique par rapport aux codes globaux gyro-cinétiques
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5D. En effet, l’introduction des électrons a été peu coûteuse en termes numériques. Comme
les TEM et les TIM ont une fréquence voisine de ωd, la résolution temporelle n’a pas eu
à être affinée. En revanche, les TEM sont instables sur une plus large gamme de modes n
que les TIM, ce qui nous oblige à affiner légèrement la grille spatiale dans la direction α.

Sans modification de la version actuelle de TERESA, plusieurs travaux peuvent être
réalisés pour compléter l’étude présentée ici. Les mécanismes de formation des écoulements
zonaux sont encore mal compris. Un modèle linéaire sur la formation de l’instabilité
Kelvin-Helmoltz pourrait permettre une meilleure compréhension de ce phénomène. De
plus, le rôle du paramètre τ sur l’amortissement des écoulements zonaux reste inexpliqué,
même si cet amortissement semble lié au fait que les fluctuations électroniques et ioniques
atteignent petit à petit le même niveau au cours de cet amortissement.

Dans ce travail, nous avons étudié uniquement l’impact du rapport de température,
mais les profils ont toujours été pris identiques κT,i = κT,e. Cependant, dans les expé-
riences réalisées avec un chauffage des électrons, on peut avoir des profils de température
électroniques différents des profils ioniques : κT,i 6= κT,e [68]. Il serait donc pertinent de
faire une étude allant dans ce sens, le code TERESA-4D étant actuellement parfaitement
capable de travailler avec κT,i 6= κT,e.

On peut réaliser également une étude systématique avec des gradients de densité ini-
tiaux non nuls (κn 6= 0), pouvant avoir un rôle non négligeable sur le transport de parti-
cules.

Dans ce travail nous nous sommes fixés une valeur du paramètre de piégeage κ. Pour
exploiter pleinement notre modèle 4D, nous pouvons donc aller plus loin en utilisant plu-
sieurs valeurs de paramètre de piégeage. La prise en compte d’un cisaillement magnétique
non nul va non seulement permettre de décrire une configuration plus réaliste, mais va
aussi avoir un impact important sur le fréquence de précession en fonction du paramètre
de piégeage κ (éq. 1.68).

On peut également aller plus loin en incluant une troisième espèce cinétique. Par
exemple, il serait très intéressant d’inclure une population d’ions lourds peu denses et
d’étudier leur transport dans la turbulence générée par les particules piégées (modélisation
des impuretés).

Le forçage par le gradient thermique, utilisé ici, peut être remplacé par le forçage par
le flux, qui est une condition plus réaliste et permet à la turbulence de se développer avec
moins de contraintes. Cependant, cette méthode n’est pas encore au point dans la version
TERESA-4D avec au moins deux espèces cinétiques, et nécessite une légère adaptation.
Elle oblige à considérer le problème des sources et des puits de particules dans le système.

Une modification importante à apporter à TERESA pour améliorer la description du
plasma, est de prendre en compte la dépendance radiale des quantités avec lesquelles nous
travaillons, comme la fréquence de précession, les rayons de Larmor, les largeurs banane
ou le facteur de sécurité.

Finalement, on peut envisager également d’inclure une réponse des particules passantes
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à l’aide d’un modèle "iδ" pour une meilleure description des ITG sans augmenter les
ressources numériques utiles à la résolution du modèle.

En plus de la description de la turbulence TIM/TEM, ce travail s’inscrit dans le projet
visant à inclure une réponse plus précise des électrons dans le code global électrostatique
GYSELA-5D. En effet, actuellement, ce code décrit les ions piégés et passants de ma-
nière cinétique avec des électrons adiabatiques et permet d’étudier la turbulence ionique
induite par les instabilités de type ITG et TIM. L’ajout dans GYSELA-5D d’une seconde
population cinétique pour décrire les électrons piégés et passants demande trop de res-
sources numériques. Il est donc envisageable d’écrire une version hybride de GYSELA-5D
avec une description cinétique des ions (piégés et passants) et d’y inclure dans un premier
temps uniquement les électrons piégés cinétiques de manière identique à TERESA-4D.
L’avantage de cette procédure est la possibilité de décrire la turbulence ITG/TIM/TEM
et le transport de matière associé sans surcoût numérique (ou très peu) par rapport à la
version actuelle de GYSELA.
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Annexe A

Expression du champ magnétique

A.1 Représentation de flux

Cette annexe est consacrée à l’écriture de l’expression d’un champ magnétique de
forme toroïdale. Nous définirons les flux magnétiques associés à ce champ. Finalement,
nous montrerons que les flux ne dépendent que d’une variable radiale. Les démonstrations
développées dans cette annexe suivent en grande partie celles développées dans la référence
[39].

L’utilisation d’un système de coordonnées composé d’une variable radiale et de deux
variables angulaires, à l’instar des coordonnées toroïdales, est bien adaptée à l’étude du
champ magnétique généré dans les Tokamaks. En effet, comme on l’a vu dans l’introduc-
tion, la configuration magnétique de type tokamak est essentiellement de forme toroïdale.
Avec x,y,z les coordonnées cartésiennes classiques, on choisit ρ(x,y,z) la coordonnée ra-
diale généralisée et η(x,y,z), ξ(x,y,z) les coordonnées angulaires généralisées du système
de coordonnées curvilignes telles que la base associée à ce système (∇ρ,∇η,∇ξ) soit
directe, i.e. que le jacobien de la transformation soit positif J = ∇ρ.∇η ×∇ξ > 0.

Écrivons le potentiel vecteur :

A = Aρ∇ρ+ Aη∇η + Aξ∇ξ (A.1)

Sans perte de généralité, on peut introduire la fonction G(ρ,η,ξ) ≡
∫ ρ
Aρ(ρ

′,η,ξ)dρ′ ; ainsi,
le potentiel vecteur s’écrit 1 :

A = ∇G+ φT∇η − φP∇ξ (A.2)

où l’on a défini φT ≡
(

Aη − ∂G
∂η

)

et φP ≡
(
∂G
∂ξ

− Aξ

)

. D’après la définition du champ

magnétique B ≡ ∇×A, on a alors : 2

B = ∇φT ×∇η −∇φP ×∇ξ (A.3)

1. En effet : ∇G = ∂G
∂ρ

∇ρ+ ∂G
∂η

∇η + ∂G
∂ξ

∇ξ et ∂G
∂ρ

= Aρ

2. En utilisant les identités vectorielles : ∇×(fA) = f∇A+A.∇f et ∇×∇f = 0 oùf est un scalaire
et A un vecteur.
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ANNEXE A. EXPRESSION DU CHAMP MAGNÉTIQUE

Se

ST (ρ1,ξ0)

Si (ρ1,η0)

ρ1

ρ2

ρ3

ξ

ξ

η0

η

Figure A.1 – Représentation des différentes surfaces d’intégration sur lesquelles sont
calculés les champs.

Cette formulation est connue sous le nom de représentation de flux du champ magnétique.
Il est à noter que cette expression du champ est très générale ; c’est-à-dire qu’elle est valide
même lorsque que le champ ne présente pas de surfaces magnétiques.

A.2 Définition des flux magnétiques et représentation
de Clebsh-Euler

La variable ρ est choisie de telle sorte que si la configuration magnétique présente des
surfaces magnétiques, alors ces surfaces sont repérées par ρ = Cte (ρ est un label des
surfaces magnétiques, voir figure A.1). On a donc :

B.∇ρ = 0. (A.4)

On peut définir le flux du champ magnétique à travers deux surfaces (fig. A.1) :

ΨP =
∫

Si(ρ,η)
B.dSi

ΨT =
∫

ST (ρ,ξ)
B.dST

(A.5)

On pourrait également définir le flux poloïdal dit "externe" du champ magnétique à
travers une surface Se (fig. A.1) mais dans la suite nous n’utiliserons que le flux poloïdal
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A.2. DÉFINITION DES FLUX MAGNÉTIQUES ET REPRÉSENTATION DE CLEBSH-EULER

ǫ

dS2

dS3

dS1

∇ξ

η
V

Figure A.2 – Section poloïdale et orientation de différentes surfaces d’intégration.

dit "interne". A priori le flux poloïdal ΨP est une fonction de ρ et η et le flux toroïdal
ΨT est fonction de ρ et ξ. Cependant on peut montrer que les flux ne dépendent que de
ρ ; pour cela, calculons la dérivée :

∂ΨP

∂η
= lim

ǫ→0

∫

Si(ρ,η)
B.dSi −

∫

Si(ρ,η+ǫ)
B.dSi

ǫ
. (A.6)

Pour ce faire, nous allons utiliser le théorème de la divergence sur le volume défini par
les surfaces Si(ρ,η) et Si(ρ,η+ ǫ) (voir figure A.2). Pour orienter correctement la surface
délimitant ce volume, il faut inverser la direction de Si(ρ,η) de telle sorte que les vecteurs
normaux aux surfaces pointent vers l’extérieur du volume :

∫

V

∇BdV = −
∫

S1

B.dS1 +

∫

S2

B.dS2 +

∫

S3

B.dS3 = 0 (A.7)

D’après la relation (A.4) la troisième intégrale est nulle puisque ds3 ∝ ∇ρ. On peut
écrire :

∫

S2
B.dS2 =

∫

S1
B.dS1 ⇒

∫

Si(ρ,η+ǫ)
B.dSi =

∫

Si(ρ,η)
B.dSi. On arrive alors à la

relation :
∂ΨP

∂η
= 0 (A.8)

Un raisonnement similaire conduit à ∂ρPe
∂η

= 0 et ∂ρT
∂ξ

= 0.
Ainsi les flux ne sont fonctions que de la variable ρ.

Expression du flux poloïdal et toroïdal
Prenons tout d’abord le volume total défini par une surface magnétique de label ρ.

Pour cela, on va prendre deux surfaces poloïdales séparées, non de ǫ, mais de 2π− ǫ (voir
fig. A.3). La propriété de divergence nulle du champ magnétique nous permet d’écrire :
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ANNEXE A. EXPRESSION DU CHAMP MAGNÉTIQUE

B.∇η = ∇(Bη).
∫

V

B.∇ηdV = −
∫

Si(ρ,η0)

ηB.dS1 +

∫

Si(ρ,η0+2π−ǫ)
ηB.dS2 (A.9)

Lorsque ǫ tend vers 0, on a dS1 = dS2. Ainsi :
∫

V

B.∇ηdV =

∫

Si(ρ,η0)

(η + 2π − η)B.dS1 (A.10)

D’après la définition A.5 : ∫

V

B.∇ηdV = 2πΨP . (A.11)

Un raisonnement similaire pour le flux toroïdal conduit à :
∫

V

B.∇ξdV = 2πΨT . (A.12)

En tenant compte du fait que dV = J −1dρdηdξ et en utilisant la représentation du
champ (A.3), on a :

2πΨP =

∫

V

B.∇ηJ −1dρdηdξ = −
∫

V

∇φP ×∇ξ.∇ηJ −1dρdηdξ (A.13)

Le seul terme qui ne s’annule pas en développant ∇φP est ∂φP
∂ρ

∇ρ × ∇ξ.∇η et vaut

−∂φP
∂ρ

J , d’où :

2πΨP =

∫

V

∂φP
∂ρ

dρdηdξ = 4π2φP (A.14)

En procédant de la même manière pour le flux toroïdal, on obtient :

ΨP = 2πφP , ΨT = 2πφT (A.15)

Au final, on peut écrire le champ magnétique sous la forme :

B =
1

2π
∇ΨT ×∇η −∇ΨP ×∇ξ (A.16)

On définit le facteur de sécurité par :

q =
dΨT

dΨP

(A.17)

d’où

B =
1

2π
∇ΨP ×∇(qη − ξ) (A.18)
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dS2

dS3

dS1

∇ξ

η+2π−ǫ

V

Figure A.3 – Section poloïdale et orientation de différentes surfaces d’intégration utiles
au calcul des flux poloïdaux et toroïdaux.
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Annexe B

Lien entre les coordonnées du
centre-guide et les variables
angles-actions des particules piégées

Dans cette annexe, on va exprimer les coordonnées de centre-guide en fonction des
variables d’angle et d’action (pour plus de détails du développement, on pourra se référer
à [43] ). Pour cela, on va décomposer la variable radiale ψg à l’aide de 1.42, on a alors :
ψg = ψ0+ψ̂. On rappelle que ψ0 est le rayon de la surface magnétique sur laquelle s’appuie
la "banane" étudiée et ψ̂ est la petite excursion radiale de la particule autour de cette
surface qui est à l’origine de la forme de la "banane" (voir figure 1.4). Tout d’abord, on
projette l’équation du mouvement du centre-guide 1.20 dans la base [ψg,θg,φg]. ψ̂ étant
de l’ordre de quelques rayons de Larmor, on peut développer ces équations à l’ordre 1 en
ψ̂, ce qui nous donne :

dψ̂

dt
= vdψ0 (B.1)

dθg
dt

=
vg0||
q0R0

+ ∂ψ

(
vg||

q(ψ)R

)

ψ0

ψ̂ + vdθ0 (B.2)

dφg
dt

=
vg0||
R0

+ ∂ψ

(vg||
R

)

ψ0

ψ̂ + vdφ0 (B.3)

Tous les termes sont calculés en ψ = ψ0 et nous n’avons pas fait apparaître les dérivées
des vitesses de dérive qui sont d’ordre 2 en ψ̂.
Remarque : Il est clair qu’il est impossible de faire ce développement près du centre du

tokamak, en effet à cet endroit ψ0 ∼ ψ̂. On peut remarquer que les vitesses dues à la
courbure du champ magnétique sont petites devant la vitesse parallèle. A l’ordre le plus
bas en ρc

R0
, l’équation B.2 devient alors :

dθg
dt

=
vg0||
q0R0

(B.4)
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ANNEXE B. LIEN ENTRE LES COORDONNÉES DU CENTRE-GUIDE ET LES VARIABLES

ANGLES-ACTIONS DES PARTICULES PIÉGÉES

où q0 = q(ψ0) et vg0|| la vitesse parallèle en ψ0.
La fréquence de rebond des particules piégées ωb est définie par :

2π

ωb
=

∫ t+T

t

dt =

∮
dt

dθ
dθ =

∮
q0R0dθ

vg0||
(B.5)

où T est le temps que met le centre-guide pour parcourir toute la "banane", c’est la
période de rebond. Comme la vitesse parallèle change de signe au cours de la trajectoire
"banane", on a :

2π

ωb
=

∫ θ0

−θ0

q0R0dθ

vg0||
−
∫ −θ0

θ0

q0R0dθ

vg0||
= 2

∫ θ0

−θ0

q0R0dθ

vg0||
(B.6)

où θ0 est l’angle défini en 1.19.
En utilisant la formule

∫ π

0
dα2 = π et B.6, on peut exprimer l’angle associé au mouve-

ment de rebond comme suit :

dα2 = q0R0ωb
dθ

vg0||
, α2 = q0R0ωb

∫ θg

−θ0

dθ

vg0||
(B.7)

Ainsi en intégrant B.4 par rapport au temps, d’après B.7, on obtient :

θg =

∫ α2

0

vg0||
q0R0

dα′
2

ωb
= θ̂ (B.8)

Cette fonction est périodique en α2 et dépend des trois actions via la vitesse parallèle. On
a θ̂ = θ̂( ~J,α2) (l’angle cyclotronique α1 n’intervient jamais puisque l’on étudie uniquement
le mouvement des centres-guides).

Le mouvement toroïdal se calcule en introduisant la variable : ξg = φg − q0θg. Ainsi,
en utilisant B.8 on a :

φg = ξg + q0θ̂ (B.9)

Il nous faut maintenant calculer ξg. Pour cela, on utilise les équations B.2 et B.3, obtenues
à partir du développement autour de ψ0 de l’équation du mouvement 1.20. Ainsi, on
obtient :

dξg
dt

= vdφ0 + ∂ψq(ψ)|ψ0

vg||0
q0R0

ψ̂ − q0vdθ0 (B.10)

Finalement, dans le but d’intégrer cette équation, il est intéressant de l’écrire sous la
forme :

dξg
dt

=

〈

vdφ0 + ∂ψq|ψ0

vg||0
q0R0

ψ̂ − q0vdθ0

〉

+ vdφ0 + ∂ψq|ψ0

vg||0
q0R0

ψ̂

− q0vdθ0 −
〈

vdφ0 + ∂ψq|ψ0

vg||0
q0R0

ψ̂ − q0vdθ0

〉

(B.11)
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où les crochets représentent une moyenne sur l’angle α2

(

〈f〉 = 1
2π

∫ 2π

0
fdα2

)

. A l’aide

d’une intégration par parties et en notant que ψ̂ s’annule en θg = ±θ0, le terme moyenné
s’écrit : 〈vdφ + ∂ψq|ψ0θvdψ − q0vdθ〉. Ce terme exprime la vitesse angulaire moyenne des
termes de dérive sur une période banane, il peut donc être confondu avec la pulsation de
précession toroïdale ωd. L’intégration de ce terme par rapport au temps nous donne donc
l’angle α3 parcouru par une "banane" du fait de sa dérive, on retrouve cette formule dans
le système 1.24. Ainsi on a :

φg = α3 + φ̂+ q0θ̂ (B.12)

où φ̂ est l’écart à la précession régulière, il est défini par :

φ̂ =

∫ [

vdφ + ∂ψq|ψ0

vg||0
q0R0

ψ̂ − q0vdθ −
〈

vdφ + ∂ψq|ψ0

vg||0
q0R0

ψ̂ − q0vdθ

〉]

dt (B.13)

On a vu que l’intégrale sur le temps peut s’écrire en fonction de α2 comme suit :
∫ t

0
dt′ =

∫ α2

0

dα′
2

ωb
. on peut donc dire que, tout comme θ̂, la fonction φ̂ dépend des variables d’action

et est périodique en α2. Cette même conclusion s’applique trivialement au mouvement
radial : en effet, d’après B.1, on a :

ψ̂ =

∫ t

0

vdψ0dt =

∫ α2

0

vdψ0
dα′

2

ωb
(B.14)

En résumé, le système de coordonnées de centre guide des particules piégées peut
s’écrire :

ψg = ψ0 + ψ̂( ~J,α2) (B.15)

θg = θ̂( ~J,α2) (B.16)

φg = α3 + q0θ̂( ~J,α2) + φ̂( ~J,α2) (B.17)

Dans la suite on néglige φ̂, on a donc α ≡ α3 = φg − q0θg.

157



ANNEXE B. LIEN ENTRE LES COORDONNÉES DU CENTRE-GUIDE ET LES VARIABLES

ANGLES-ACTIONS DES PARTICULES PIÉGÉES

158



Annexe C

Calcul des fréquences

Dans cette annexe nous développons les calculs pour obtenir la fréquence de rebond
ωb et la fréquence de précession ωd,s.

C.1 Fréquence de rebond ωb,s

Pour commencer, calculons la fréquence de rebond des particules piégées. Partons de
l’équation B.7 :

α2 = q0R0ωb,s

∫ θg

−θ0

dθ

vg||s
(C.1)

En θg = θ0 on a α2 = π, on peut donc écrire :

π = q0R0ωb,s

∫ θ0

−θ0

dθ

vg||s
(C.2)

En utilisant l’expression de la vitesse parallèle (éq. 1.17), on a :

ωb,s =
Vs
q0R0

ω̄b (C.3)

avec ω̄b = 1
∫ θ0

−θ0

dθ

π
√

1− λb(θ)

. D’après la forme de notre champ magnétique, on a vu que :

b(θ) = 1 + r
R0
(1− cos(θ)) = 1 + 2ǫ sin2( θ

2
). Calculons le dénominateur de ω̄b :

I =
1

π

∫ θ0

−θ0

dθ
√

1− λ− 2λǫ sin2( θ
2
)

=
1

π
√
2λǫ

∫ θ0

−θ0

dθ
√

1−λ
2λǫ

− sin2( θ
2
)

(C.4)
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Remarque : En θg = θ0, la vitesse parallèle s’annule ; on a donc :

1− λ− 2λǫ sin2(
θ0
2
) = 0

d’où :

1− λ

2λǫ
= sin2(

θ0
2
) = κ2 (C.5)

où l’on a posé κ le paramètre de piégeage. D’après 1.16, on a : 0 > κ > 1 pour les
particules piégées.
On réalise le changement de variable suivant :

t =
sin( θ

2
)

sin( θ0
2
)

⇒ dt =
cos( θ

2
)

2 sin( θ0
2
)
dθ (C.6)

On peut noter que : cos2( θ
2
) = 1− sin2( θ

2
) = 1− κ2t2.

L’intégrale s’écrit alors :

I =
1

π
√
2λǫ

∫ 1

−1

dt
√

κ2 − sin2( θ(t)
2
)

2 sin( θ0
2
)

cos( θ(t)
2
)

=
1

π
√
2λǫ

∫ 1

−1

1√
κ2

dt
√

1− sin2( θ
2
)

sin2(
θ0
2
)

2
√
κ2√

1− κ2t2

=
1

π
√
2λǫ

∫ 1

−1

2dt√
1− t2

√
1− κ2t2

(C.7)

Comme la fonction est paire, on a :

I =
4

π
√
2λǫ

∫ 1

0

dt√
1− t2

√
1− κ2t2

(C.8)

Cette intégrale est l’intégrale elliptique de première espèce, notée K (κ). D’où :

I =
2
√
2

π
√
λǫ

K (κ) (C.9)

Ainsi la fréquence de rebond s’écrit :

ωb,s =
Vs
q0R0

√
λǫ√
2

π

2K (κ)
(C.10)

D’après C.5, on a :
√
λ = (1 + 2ǫκ2)

−1 ∼ 1. Cette hypothèse vaut pour ǫ≪ 1 ou pour les
particules profondément piégées (κ≪ 1). d’où :

ωb,s =

√
ǫ

2

√

E

ms

1

q0R0

π

K (κ)
(C.11)
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C.2 Fréquence de précession ωd,s

A présent, calculons la fréquence de précession des particules piégées. On a vu que
l’on pouvait écrire en négligeant l’écart à la précession régulière (φ̂) :

α3 ∼ ϕg − q0θg (C.12)

Calculons dα3

dt
:

dα3

dt
=
dϕg
dt

− dq0
dt
θg − q0

dθg
dt

=
dϕg
dt

− dq0
dψ

dψ

dt
θg − q0

dθg
dt

(C.13)

D’après B.2 et B.3 on a :

dα3

dt
=
vg||s
R0

− dq0
dψ

vdψ0θg − q0

(
vg||s
q0R0

+ vdθ0

)

= −dq0
dψ

vdψ0θg − q0vdθ0 (C.14)

En développant l’expression des vitesses de dérive, après quelques hypothèses, on peut
trouver [39] :

vdψ0 = − E

qsBminR0

sin(θg) (C.15)

vdφ0 =
E

qsBminR0

cos θg
ψ0

(C.16)

Qualitativement, on retrouve le fait qu’en θg = 0 la dérive radiale est extrémale. On
obtient ainsi :

dα3

dt
=

E

qsBminR0

(
dq0
dψ

θg sin(θg) +
q0
ψ0

cos(θg)

)

=
q0E

qsBminR0ψ0

(

ψ0

q0

dq0
dψ

∣
∣
∣
∣
ψ0

θg sin(θg) + cos(θg)

)

(C.17)

On pose s = ψg
q0

dq0
dψ

∣
∣
∣
ψ0

: le cisaillement magnétique. Ainsi :

dα3

dt
=

q0E

qsBminR0ψ0

(cos(θg) + sθg sin(θg)) (C.18)

On a vu dans le chapitre sur le mouvement des particules que l’on pouvait écrire :
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ωd,s =

〈
dα3

dt

〉

α2

=
q0E

qsBminR0r0
〈cos(θg) + sθg sin(θg)〉θ =

q0E

qsBminR0r0
ω̄d (C.19)

où :

ω̄d =

∫ θ0

−θ0

cos(θ) + sθ sin(θ)

π
√

1− λb(θ)
dθ

∫ θ0

−θ0

dθ

π
√

1− λb(θ)

= I1 + I2 (C.20)

On a :

I1 =

∫ θ0

−θ0

cos(θ)

π
√

1− λb(θ)
dθ

∫ θ0

−θ0

dθ

π
√

1− λb(θ)

=
1

∫ θ0

−θ0

dθ

π
√

1− λb(θ)

∫ θ0

−θ0

1− 2 sin2( θ
2
)

π
√

1− λb(θ)
dθ (C.21)

D’après C.5 et C.6 , on a :
∫ θ0

−θ0

dθ

π
√

1− λb(θ)
=

4

π
√
2λǫ

∫ 1

0

dt√
1− t2

√
1− κ2t2

et sin2( θ
2
) = κ2t2, d’où :

I1 =
1

∫ 1

0

dt√
1− t2

√
1− κ2t2

∫ 1

0

1− 2κ2t2√
1− κ2t2

√
1− t2

dt (C.22)

On définit l’intégrale de seconde espèce par :

E (κ) =
1− κ2t2√

1− κ2t2
√
1− t2

dt (C.23)

Comme 1− 2κ2t2 = 2(1− κ2t2)− 1, on a :

I1 = 2
E (κ)

K (κ)
− 1 (C.24)

Calculons maintenant I2 :

I2 =
1

∫ θ0

−θ0

dθ

π
√

1− λb(θ)

∫ θ0

−θ0

sθ sin(θ)

π
√

1− λb(θ)
dθ

=
s

∫ θ0

−θ0

dθ
√

1− sin2( θ
2
)

sin2(
θ0
2
)

∫ θ0

−θ0

θ sin(θ)
√

1− sin2( θ
2
)

sin2(
θ0
2
)

dθ (C.25)
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On va intégrer par parties le terme :
∫ θ0

−θ0

θ sin(θ)
√

1− sin2( θ
2
)

sin2(
θ0
2
)

dθ. On peut remarquer que :

d

dθ

(√

1− sin2( θ
2
)

sin2( θ0
2
)

)

= − 1

2 sin2( θ0
2
)

sin( θ
2
) cos( θ

2
)

√

1− sin2( θ
2
)

sin2(
θ0
2
)

(C.26)

et comme : sin( θ
2
) cos( θ

2
) = sin(θ)

2
:

d

dθ

(√

1− sin2( θ
2
)

sin2( θ0
2
)

)

= − 1

4κ

sin(θ)
√

1− sin2( θ
2
)

sin2(
θ0
2
)

(C.27)

donc :

∫ θ0

−θ0

θ sin(θ)
√

1− sin2( θ
2
)

sin2(
θ0
2
)

dθ =






4κθ

sin(θ)
√

1− sin2( θ
2
)

sin2(
θ0
2
)







θ0

−θ0
︸ ︷︷ ︸

0

+4κ

∫ θ0

−θ0

√

1− sin2( θ
2
)

sin2( θ0
2
)
dθ. (C.28)

En utilisant le même changement de variable que précédemment, on a :

I2 = 4κs
1

∫ 1

0

dt√
1− t2

√
1− κ2t2

∫ 1

0

√
1− t2√
1− κ2t2

dt

= 4κs
1

∫ 1

0

dt√
1− t2

√
1− κ2t2

∫ 1

0

1− t2√
1− κ2t2

√
1− t2

dt

= 4s
1

∫ 1

0

dt√
1− t2

√
1− κ2t2

∫ 1

0

1− κt2 + κ− 1√
1− κ2t2

√
1− t2

dt

= 4s

(
E (κ)

K (κ)
+ κ− 1

)

(C.29)

Au final, on a donc :

ωd,s =
q0E

qsBminR0ψ0

ω̄d =
q0E

qsBminR0ψ0

(

2
E (κ)

K (κ)
− 1 + 4s

(
E (κ)

K (κ)
+ κ− 1

))

(C.30)
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Annexe D

Gyro-moyenne

Dans cette annexe, nous allons détailler l’obtention de l’opérateur de gyro-moyenne sur
le mouvement cyclotronique. Nous nous servirons de ce résultat pour étendre la procédure
à la moyenne du mouvement de rebond. Finalement nous obtiendrons un résultat similaire
à celui développé dans la partie 2.2.

D.1 Moyenne sur le mouvement cyclotronique

Ici, nous allons donner le détail du calcul de la gyro-moyenne sur le mouvement cyclo-
tronique faisant apparaître les fonctions de Bessel.

Pour des raisons de simplicité, on se place dans le plan (xOy) dans lequel le mouvement
cyclotronique se déroule. Soit h(~x,t) une fonction de R

2. On veut calculer sa moyenne sur
une gyro-période, pour cela on définit l’opérateur de gyro-moyenne J0 :

h̄ = J0h(~xCG) =
1

2π

∫ 2π

0

h(~x,t)dϕc (D.1)

On peut décomposer ~x de la manière suivante (voir fig. D.1) : ~x = ~xCG + ~xc

avec ~xc =

(
ρc,s cos(ϕc)
ρc,s sin(ϕc)

)

.

Prenons la transformée de Fourier de h̄, soit ~k ∈ R
2 :

F (h̄)(~k) =

∫

R2

h̄(~xCG)e
−i~k.~xCGd~xCG (D.2)

d’après l’expression de la gyro-moyenne D.1, on a :

F (h̄)(~k) =

∫

R2

∫ 2π

0

h(~x)
dϕc
2π

e−i
~k.~xCGd~xCG (D.3)
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Le théorème de Fubini nous permet de "séparer" les intégrations. D’autre part, ~xc ne
dépend pas de ~xCG, on peut donc utiliser la formule de translation de la transformée de
Fourier.
NB : F (f(~x+ ~a))(~u) = F (f(~x))(~u)ei~u.~a

D’où :

F (h̄)(~k) =

∫ 2π

0

dϕc
2π

∫

R2

h(~xCG)e
−i~k.(~xCG−~xc)d~xCG (D.4)

=

∫ 2π

0

ei
~k.~xc

dϕc
2π

∫

R2

h(~xCG)e
−i~k.~xCGd~xCG

Pour calculer ~k.~xc on va utiliser la figure D.1, on a alors :

~k.~xc = |~k|ρc,s cos(ϕc − δk) = |~k|ρc,s sin(
π

2
+ ϕc − δk)

On définit les fonctions de Bessel de première espèce Jn,sde la manière suivante :

eiξ sin(x) =
+∞∑

n=−∞
Jn,s(ξ)e

inx (D.5)

et

eiξ sin(
π
2
+ϕc−δk) =

+∞∑

−∞
Jn,s(ξ)e

inπ
2 einϕce−inδk (D.6)

=
+∞∑

−∞
inJn,s(ξ)e

inϕce−inδk

On a donc :
∫ 2π

0

ei
~k.~xc

dϕc
2π

=

∫ 2π

0

ei|
~k|ρc,s sin(π2+ϕc−δk)

dϕc
2π

=

∫ 2π

0

+∞∑

−∞
inJn,s(|~k|ρc,s)einϕce−inδk

dϕc
2π

=
+∞∑

−∞
inJn,s(|~k|ρc,s)e−inδk

∫ 2π

0

einϕc
dϕc
2π

Or, on sait que :
∫ 2π

0
einϕc dϕc

2π
= δ(n), avec δ(n) la fonction de Dirac, ainsi :

∫ 2π

0

ei
~k.~xc

dϕc
2π

= J0,s(|~k|ρc,s) (D.7)
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Au final on trouve :

F (h̄)(~k) = J0,s(|~k|ρc,s)F (h)(~k) (D.8)

On vient de voir que notre opérateur de gyro-moyenne dans l’espace de Fourier est équi-
valent à multiplier notre fonction par la fonction de Bessel d’ordre zéro. Essayons mainte-
nant d’exprimer cet opérateur dans l’espace réel. Pour cela, on va développer J0,s en série
entière.
D’après D.7 on a :

∫ 2π

0
eix sin(ϕ) dϕ

2π
= J0,s(x). En utilisant le développement de Taylor de la

fonction exponentielle, on trouve :

J0,s(x) =

∫ 2π

0

+∞∑

n=0

inxn sinn(ϕ)

n!

dφ

2π
=

+∞∑

n=0

(−1)n
x2n

(2n)!

∫ 2π

0

sin2n(ϕ)
dϕ

2π
(D.9)

En effet, l’intégrale des puissances impaires du sinus sur une période est nulle, ainsi seuls
les termes pairs contribuent à la série. Les intégrales de Wallis sont définies par : Wn =
∫ π

2

0
sinn(φ)dφ, on peut les calculer par récurrence, en utilisant la formule valable pour

n ≥ 2 :

Wn =
n− 1

n
Wn−2 (D.10)

Avec W0 =
π
2

et W1 = 1.
On peut donc écrire :

∫ 2π

0

sin2n(ϕ)
dϕ

2π
=

2

π
W2n

Ainsi :

J0,s(x) =
2

π

+∞∑

n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
W2n (D.11)

Pour calculer l’opérateur de gyro-moyenne dans l’espace réel, on prend la transformée
inverse de Fourier et en utilisant D.8 puis D.11 on a :

J0sh = F−1(F (J0h)) (D.12)

= F−1(J0(|~k|ρc,s)F (h)(~k))

= F−1

(

2

π

+∞∑

n=0

(−1)n
~k2nρ2nc,s
(2n)!

W2nF (h)(~k)

)

La multiplication par ~k dans l’espace de Fourier se traduit par l’opérateur −i∂~x dans
l’espace réel, donc ~k2 devient : (−1)∆~x.
Ainsi on peut donner l’expression de J0 dans l’espace réel :

J0s =

(

2

π

+∞∑

n=0

(−1)2n
W2nρ

2n
c,s

(2n)!
∆n
~xCG

)

h (D.13)
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On va maintenant donner une approximation de cet opérateur. Calculons J0h au second
ordre, c’est-à-dire en ne prenant que les deux premiers termes du développement D.29.
Pour n = 0, le développement vaut 1 et pour n = 1 en s’aidant de D.10, on trouve
ρ2c,s
4
∆~xCG . Donc à l’ordre 2 on a :

J0sh =

(

1 +
ρ2c,s
4

∆~xCG

)

h (D.14)

φc

δk

k
~xc

x

y

O

~xcg

Figure D.1 – Mouvement cyclotronique.

On peut définir un rayon de Larmor thermique pour l’espèce s ρc0s, tel que :

ρc0s =
vth,s
ωc,s

(D.15)

Avec vth la vitesse thermique on a alors :

ρc0s =

√
Teq,smsr0

qsq0BθR0

(D.16)

Où Teq est la température à l’équilibre. Si l’on écrit ce rayon en unité de ψ, d’après 1.12
il faut multiplier les termes par BθR0, on obtient alors :

ρc0s =

√
2Teq,smsr0

qsq0
(D.17)
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Si on fait l’approximation v⊥,s ∼
√

2E
ms

, on peut écrire le rayon de Larmor d’une

particule d’énergie E comme :

ρcs =

√

E

Teq,s
ρc0s (D.18)

L’opérateur de gyro-moyenne s’écrit alors :

J0sh =

(

1 +
E

Teq,s

ρ2cs
4
∆~xCG

)

h (D.19)

D.2 Moyenne sur le mouvement de rebond

On souhaite maintenant trouver l’opérateur de moyenne sur le mouvement de rebond.
Une difficulté vient du fait que le mouvement de rebond n’est pas un simple cercle comme
le mouvement cyclotronique. Pour réutiliser les résultats obtenus précédemment, nous
allons essayer de transformer une trajectoire "banane" dans l’espace réel en une trajectoire
circulaire. Pour cela, plaçons nous en variables angles-actions où ces trajectoires sont
paramétrées par α2 et ψ0 (proportionnel au troisième invariant adiabatique M). On va
définir une distance moyenne entre la position du centre guide et ψ0 ; cette valeur sera prise
comme la norme L 2 de la fonction ψ̂(α2). On vient donc de transformer le mouvement

de rebond en un cercle de rayon
√

〈ψ̂2〉 (voir fig.D.2). En utilisant les équations B.7 on
a :

‖ψ̂‖22 ≡ 〈ψ̂2〉 = 1

2π

∫ 2π

0

ψ̂2dα2 (D.20)

= 2
1

2π

∫ θ0

−θ0

m2
sR

2
0

q2s
v2g||sq0R0ωb,s

dθ

vg||s
(D.21)

= 2ωb,s
m2
sq0R

3
0

2πq2s

∫ θ0

−θ0
vg||sdθ (D.22)

Or d’après l’éq.B.6, on a : ωb,s = π
∫ θ0
−θ0

q0R0
vg||s

dθ
et vg||s =

√
2E
ms

√

1− λb(θ).

ainsi :

〈ψ̂2〉 = 2EmsR
2
0

q2s

∫ θ0
−θ0(1− λb(θ))

1
2dθ

∫ θ0
−θ0(1− λb(θ))−

1
2dθ

(D.23)

Cette quantité représente un rayon moyen de la "banane" ; elle est égale à la largeur "ba-
nane" ( 〈ψ̂2〉 = δ2b,s) que l’on a définie dans le premier chapitre où sa valeur approximative
a été donnée en 1.62. On peut maintenant utiliser le même développement que pour la
moyenne du mouvement cyclotronique. On décompose le vecteur ~xCG en deux parties
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(figure D.2) : ~xCG = ~x0 + ~xψ. L’opérateur de gyro-moyenne et de moyenne sur le rebond
s’écrit :

h̄ = J0h(~x0) =
1

(2π)2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

h(~x,t)dϕcdα2 (D.24)

avec ~xc =

(
ρc,s cos(ϕc)
ρc,s sin(ϕc)

)

et ~xψ =

(
δb,s cos(α2)
δb,s sin(α2)

)

Reprenons la transformée de Fourier de h̄, soit ~k ∈ R
2 :

F (h̄)(~k) =

∫

R2

h̄(~x0)e
−i~k.~x0d~x0 (D.25)

D’après l’expression de la gyro-moyenne D.24, on a :

F (h̄)(~k) =

∫

R2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

h(~x)
dϕc
2π

dα2

2π
e−i

~k.~x0d~x0 (D.26)

=

∫ 2π

0

ei
~k.~xc

dϕc
2π

∫ 2π

0

ei
~k.~xψ

dα2

2π

∫

R2

h(~x0)e
−i~k.~x0d~x0

En utilisant le même raisonnement que précédemment, on a :

~k.~xψ = |~k|δb,s cos(α2 − δk) = |~k|δb,s sin(
π

2
+ α2 − δk)

On utilise ensuite les fonctions de Bessel définies plus haut ; on obtient ainsi un résultat
du type D.7 :

∫ 2π

0

ei
~k.~xψ

dα2

2π
= J0(|~k|δb,s) (D.27)

Au final, on a donc :

F (h̄)(~k) = J0(|~k|ρc,s)J0(|~k|δb,s)F (h)(~k) (D.28)

Dans l’espace réel on a, de la même manière que D.29 :

J0 =

(

2

π

+∞∑

n=0

(−1)2n
W2nρ

2n
c,s

(2n)!
∆n
~x0

)(

2

π

+∞∑

m=0

(−1)2m
W2mδ

2m
b,s

(2m)!
∆m
~x0

)

h (D.29)

Dans le plan du mouvement cyclotronique, le vecteur ~x0 équivaut à la variable ψ0 ou M
des variables d’angle et d’action. A l’ordre 2 on a :

J0sh =

(

1 +
ρ2c,s
4

∆ψ

)(

1 +
δ2b,s
4
∆ψ

)

h (D.30)

≃
(

1 +

(
ρ2c,s
4

+
δ2b,s
4

)

∆ψ0

)

h (D.31)
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D.2. MOYENNE SUR LE MOUVEMENT DE REBOND

Pour simplifier l’opérateur, on peut négliger le rayon cyclotronique devant la largeur "ba-
nane", on a donc :

J0sh =

(

1 +
δ2b,s
4
∆ψ0

)

h (D.32)

Ici aussi, on peut introduire une largeur "banane" thermique pour une espèce s. En
s’aidant de 1.62 et D.18, on a :

δb0s =
q0ρc0s√

ǫ
(D.33)

où δb,s est donné en unité de ψ. La largeur banane pour une particule d’énergie E peut
donc s’écrire :

δb0s =

√

E

Teq,s
δb,s (D.34)

Ainsi, l’opérateur de double gyro-moyenne s’écrit :

J0sh =

(

1 +
E

Teq,s

δ2b0s
4

∆ψ0

)

h (D.35)

O

~x0 (|~x0| =ψ0)

ψ0
~̂ψ

r,ψ

~x0

δb ∝
√

〈ψ̂2〉

α2

~xψ

Figure D.2 – Passage de la trajectoire réelle des centres-guides à un cercle.
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ANNEXE D. GYRO-MOYENNE

Raffinement :

Comme une fonction h est périodique en ϕ − q(ψ)θ, on peut prendre en compte la
correction entre le θ réel de la particule et θg. Comme on l’a vu, on a : ϕ − q(ψ)θ =
ϕg − q(ψ)θg − q(ψ)θc = α3 − q(ψ)θc. Ainsi, on peut noter :

h(ψ,φ− q(ψ)θ) = h(ψ,α3 − q(ψ)θc)

L’angle θc est petit, on peut donc faire un développement de Taylor à l’ordre 2 autour de
α3 :

h(ψ,α3 − q(ψ)θc) = h(ψ,α3)− q(ψ)θc
∂h

∂α3

+
q2(ψ)θ2c

2

∂2h

∂α2
3

.

Sur la figure 1.4 on voit que : sin(θc) ≃ ρc,s sin(ϕc)

ψ0
≃ θc Donc :

h(ψ,α3 − q(ψ)θc) = h(ψ,α3)− q0
ρc,s sin(ϕc)

ψ0

∂h
∂α3

+
q20ρ

2
c,s

2ψ2
0
sin2(ϕc)

∂2h
∂α2

3

La moyenne sur l’angle ϕc nous donne :

h(ψ,α3 − q(ψ)θc) = h(ψ,α3) +
q20ρ

2
c,s

4ψ2
0

∂2h
∂α2

3

On a alors une correction de l’opérateur J0 :

J0sh =

(

1 +
E

Teq,s

δ2b0s
4

∆ψ0

)(

1 +
E

Teq,s

q20ρ
2
c0s

4ψ2
0

∆α3

)

h (D.36)
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Annexe E

Lien entre ¯̄f et la densité des particules

Cette annexe est consacrée à l’obtention plus rigoureuse de la densité des particules
de l’espèce s à partir de la fonction de distribution des centres-bananes ¯̄fs. Comme on
l’a vu, l’équation d’électroneutralité s’exprime en fonction de la densité de particules du
plasma, il est donc nécessaire de trouver cette densité en fonction de ¯̄fs.

La densité d’une espèce s s’obtient en intégrant la fonction de distribution (fs) de
cette espèce sur la vitesse : ns =

∫
fs(~x,~v,t)d

3v. Dans la suite, nous nous intéresserons
uniquement au modèle moyenné sur le mouvement cyclotronique (modèle gyro-cinétique),
on verra que l’on pourra étendre ce résultat à notre modèle doublement gyro-moyenné. Un
tel modèle ne nous donne pas accès à la fonction de distribution réelle de l’espèce étudiée
mais à une fonction de distribution gyro-moyennée solution de l’équation de Vlasov gyro-
moyennée. Nous allons essayer d’approcher la fonction de distribution réelle avec cette
fonction gyro-moyennée pour pouvoir calculer son intégrale.

A l’aide de l’invariant adiabatique µ (éq. 1.13), l’ensemble de variables (x,y,z,vx,vy,vz)
qui décrit un point dans l’espace des phases peut être remplacé par (xGC ,yGC ,zGC ,µ,φc,v||).
On note alors :

f(~x,~v) = f(~xGC ,µ,φc,v||).

On note f̄(~xGC ,µ,v||) la fonction de distribution gyro-moyennée, c’est-à-dire la fonction
de distribution des centres-guides.
On peut écrire d’après D.36 :

f(~xGC ,µ,φc,v||) = f̄(~xGC ,µ,v||) + O(f(φc)).

Au premier ordre, la fonction f ne dépend donc pas de φc :

f(~xGC ,µ,φc,v||) = f̄(~xGC ,µ,v||).1(φc). (E.1)

où 1(φc) est l’opérateur identité de dimension φc. On peut alors calculer la densité :

n(~x) =

∫

f(~x,~v)d3v (E.2)

=

∫

f̄(~xGC ,µ,v||)1(φc)d
3v (E.3)
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ANNEXE E. LIEN ENTRE ¯̄F ET LA DENSITÉ DES PARTICULES

On peut écrire d3v = dv||dφc|v⊥|d|v⊥| et on a (voir annexe D) J0h(~x) =
∫ 2π

0
h(~x− ~xc)

dφ
2π

,
avec ~x− ~xc = ~xCG. On a alors :

n(~x) =

∫

J0f̄(~x,µ,v||)d
2v (E.4)

où d2v = 2πdv|||v⊥|d|v⊥|.
Au second ordre, on prend en compte une correction venant du fait que µ n’est pas un
invariant exact (cette correction est appelée perturbation adiabatique) :

f̄(~xGC ,µ,v||).1(φc) = f(~xGC ,µ,φc,v||) +
∂f(~xGC ,µ,φc,v||)

∂µ
dµ. (E.5)

Pour une population à énergie constante, on peut relier dµ à la variation du potentiel
électrique, en utilisant la relation :

E = µB + qsΦ (E.6)

qui nous donne :

dµ = −qs
B
dΦ (E.7)

Pour dΦ, on prendra la différence entre le potentiel à la position réelle de la particule
Φ(~x) et le potentiel moyenné au centre-guide Φ̄(~xGC). Pour plus de simplicité, on dérive
la fonction de distribution moyennée sur les positions à l’équilibre feq(µ,v||). On a alors :

f̄(~xGC ,µ,v||)1(φc) = f(~xGC ,µ,φc,v||)−
qs
B

∂feq(µ)

∂µ

(
Φ(~x)− Φ̄(~xGC)

)
(E.8)

On peut donc écrire :

f(~xGC ,µ,φc,v||) = f̄(~xGC ,µ,v||)1(φc) +
qs
B

∂feq(µ)

∂µ

(
Φ(~x)− Φ̄(~xGC)

)
(E.9)

On pose : feq(µ,v||) =
neq
Teq

3
2

e
−

1
2mv

2
||
+µB

Teq,s , donc ∂feq(µ)

∂µ
= − B

Teq,s
feq.

d’où :

f(~xGC ,µ,φc,v||) = f̄(~xGC ,µ,v||)1(φc)−
qs
Teq,s

(
Φ(~x)− Φ̄(~xGC)

)
feq (E.10)

Intégrons maintenant f sur la vitesse pour obtenir la densité. On a :

n(~x) =

∫

f(~x,~v)d3v (E.11)

=

∫ (

f̄(~xGC ,µ,v||)1(φc)−
qs
Teq,s

(
Φ(~x)− Φ̄(~xGC)

)
feq

)

d3v (E.12)

=

∫

f̄(~xGC ,µ,v||)1(φc)d
3v − qs

Teq,s

∫
(
Φ(~x)− Φ̄(~xGC)

)
feqd

3v (E.13)

(E.14)
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Le premier terme de cette équation est égal à la densité au premier ordre 2.41, pour le
second terme on fixe ~x (puisqu’on veut la densité au point ~x) et on fait varier ~xCG et ~xc,
on a alors :

n(~x) =

∫

J0f̄(~xGC ,µ,v||)d
2v − qs

Teq,s

∫
(
Φ(~x)− Φ̄(~x− ~xc)

)
feqd

3v (E.15)

=

∫

J0f̄(~xGC ,µ,v||)d
2v − qs

Teq,s

∫
(
Φ(~x)− J0Φ̄(~x)

)
feqd

2v (E.16)

Comme Φ est une fonction qui ne dépend que de l’espace, on a au final :

n(~x) =

∫

J0f̄(~xGC ,µ,v||)d
2v − qs

Teq,s

∫
(
Φ(~x)− J 2

0 Φ(~xCG)
)
feqd

2v (E.17)

=

∫

J0f̄(~xGC ,µ,v||)d
2v − qs

Teq,s

∫
(
1− J 2

0

)
Φ(~x)feqd

2v (E.18)
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Annexe F

Volume élémentaire de l’espace des
variables d’angle et d’action.
(Expression de dv en fonction de E et λ)

Exprimons le volume élémentaire de l’espace des phases avec les variables E et λ. En
utilisant la définition des variables angles-actions 1.39, on a :

d3αd3J = −(2π)2dα3
msdµ

qs
dJ2qsdψ0 (F.1)

Le facteur (2π)2 vient de la gyro-moyenne sur α1 et α2. D’après l’équation 1.23 et comme
dλ = dµBmin

E
, on a :

d3αd3J = −(2π)2msdα3
E

Bmin

dλ
dHeq

ωb,s
dψ0 (F.2)

On fait l’approximation Heq ≃ E et on utilise la relation (éq. 1.64). De plus, d’après la
définition du flux (éq. 1.11), on a dψ = −BθR0dr. Ainsi le volume élémentaire se met sous
la forme :

d3αd3J =
(2π)2√

2
m3/2
s R0dα3

q0R0Bθ

Bmin
︸ ︷︷ ︸

r0

drE1/2dE
dλ

ω̄b
(F.3)

On remarque que d3x = 2πr0drR0dα3 et m3
sd

3xd3v = d3αd3J donc :

d3αd3J = d3x4π
√
2m3/2

s E1/2dE
dλ

4ω̄b
(F.4)

D’où :

m3
sd

3v = 4π
√
2m3/2

s E1/2dE
dλ

4ω̄b
(F.5)

177



ANNEXE F. VOLUME ÉLÉMENTAIRE DE L’ESPACE DES VARIABLES D’ANGLE ET
D’ACTION.

(EXPRESSION DE DV EN FONCTION DE E ET λ)

et au final

d3v = 4π
√
2m

− 3
2

s E1/2dE
dλ

4ω̄b
(F.6)

d3v = |J|dEdλ (F.7)

avec |J| le déterminant du jacobien du changement de variable.
La densité d’une espèce s peut donc s’écrire d’après, 2.43 :

ns(~x) = 4π
√
2m

− 3
2

s

(∫ 1−2ǫ

1

dλ

4ω̄b

∫ +∞

0

J0sf̄sE
1/2dE

− qs
Teq,s

∫ 1−2ǫ

1

dλ

4ω̄b

∫ +∞

0

(
1− J 2

0s

)
Φ(~x)feq,sE

1/2dE

)

(F.8)

Si l’on suppose que la fonction d’équilibre est de la forme : feq,s =
neq,s

T
3
2
eq,s

e
− E
Teq,s , on peut

montrer ref.[36] que l’étude dans l’espace de Fourier de l’intégrale en énergie du terme
(1−J 2

0 ) permet de d’écrire le dernier terme de F.8 sous la forme d’un opérateur laplacien
défini par :

∆̄s ≡
q20
a2
ρc0s∂

2
α3

+ δb0s∂
2
ψ (F.9)

On a :

qs
Teq,s

∫ 1−2ǫ

1

dλ

4ω̄b

∫ +∞

0

(
1− J 2

0

)
Φ(~x)f0E

1/2dE = −qsneqfT
Teq,s

∆̄s(Φ) (F.10)

où on a posé fT = 2
√
2ǫ
π

la fraction de particules piégées ; on verra plus tard que ce terme
a un lien avec λ. Ainsi, on peut écrire la densité comme :

ns(~x) = 4π
√
2m

− 3
2

s

(∫ 1−2ǫ

1

dλ

4ω̄b

∫ +∞

0

J0sf̄sE
1/2dE

)

+
qsneq,sfT
Teq,s

∆̄s(Φ) (F.11)
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Annexe G

Réponse des particules passantes

Dans cette annexe, nous allons essayer d’exprimer la densité des particules passantes
pour les inclure dans notre équation d’électroneutralité. Pour ce faire, nous n’allons ajouter
que leur réponse linéaire au champ électrique.
Tout d’abord, on va linéariser l’équation de Vlasov 2.2 :

∂Fs
∂t

− [Hs,Fs] = 0 (G.1)

Pour l’espèce s, où H est l’Hamiltonien du système à l’équilibre, on a :

∂Feq,s
∂t

− [Heq,s,Feq,s] = 0 (G.2)

Comme on l’a vu 1.22, Heq,s est une fonction des variables d’actions et on prend une forme
standard pour la fonction de distribution à l’équilibre :

Feq,s( ~J) =
neq,s(J3)

(2πmsTeq,s(J3))
3
2

exp

(

−Heq,s( ~J) + qsΦeq,s(J3)

Teq,s(J3)

)

(G.3)

Dans la suite, on prendra : Φeq,s = 0. On va calculer la solution linéaire de l’équation
de Vlasov en perturbant la solution d’équilibre. On pose :

Fs(~α, ~J,t) = Feq,s( ~J) + f̃s(~α, ~J,t)

H(~α, ~J,t) = Heq,s( ~J) + h̃(~α, ~J,t)
(G.4)

où l’on définit :

f̃s(~α, ~J,t) =
∑

~n,ω

fs,~n,ω( ~J)e
i(~n.~α−ωt)

h̃(~α, ~J,t) =
∑

~n,ω

h~n,ω( ~J)e
i(~n.~α−ωt) (G.5)
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ANNEXE G. RÉPONSE DES PARTICULES PASSANTES

En utilisant 2.2 et G.4, l’équation de Vlasov perturbée devient :

∂f̃s
∂t

− [h̃,f̃s] = [Heq,s,f̃s]− [Feq,s,h̃] (G.6)

Le deuxième terme du membre de gauche est un terme d’ordre 2 qui peut être négligé.
D’après G.4 et G.5, on a :

∂f̃s
∂t

= −
∑

~n,ω

iωfs,~n,ω( ~J)e
i(~n.~α−ωt)

[Heq,s,f̃s] = −∂Heq,s

∂ ~J
.
∑

~n,ω

i~nfs,~n,ω( ~J)e
i(~n.~α−ωt) (G.7)

[Feq,s,h̃] = −∂Feq,s
∂ ~J

.
∑

~n,ω

i~nh~n,ω( ~J)e
i(~n.~α−ωt)

Donc G.6 devient :

−iωfs,~n,ω( ~J) + i~n.
∂Heq,s

∂ ~J
fs,~n,ω( ~J)− i~n.

∂Feq,s

∂ ~J
h~n,ω( ~J) = 0 (G.8)

Ainsi :

fs,~n,ω = − ~n.∂ ~JFeq,s
ω − ~n.∂ ~JHeq,s

h~n,ω (G.9)

Calculons les dérivées des grandeurs à l’équilibre par rapport aux ~J . On sait d’après 1.23
que :

∂Heq,s

∂J1
= Ω1 = ωc,

∂Heq,s

∂J2
= Ω2,

∂Heq,s

∂J3
= Ω3 (G.10)

où les Ωi sont les différentes fréquences associées au mouvement des particules dans le
tokamak. Pour Feq,s, on a d’après G.10 et G.3 :

∂Feq,s
∂J1

= −Feq,s
Teq,s

∂Heq,s

∂J1
= −Feq,s

Teq,s
Ω1,

∂Feq,s
∂J2

= −Feq,s
Teq,s

Ω2

La dérivée par rapport à J3 est un peu plus compliquée 1 :

∂Feq,s
∂J3

=
Feq,s
neq,s

∂neq,s
∂J3

+
Feq,s
Teq,s

(
E

Teq,s
− 3

2

)
∂Teq,s
∂J3

− Feq,s
Teq,s

∂Heq,s

∂J3

=
Feq,s
Teq,s

(Ω⋆
3 − Ω3) (G.11)

1. La dérivée par rapport à T de T
−3

2 e(−
E

T ) est − 3

2

T
−3

2

T
e(−

E

T ) + ET
−3

2

T 2 e(−
E

T ). De plus, on a noté E
l’énergie cinétique de la particule (E = Heq,s + qΦeq,s)
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avec Ω⋆
3 = Teq,s

[
1

neq,s

∂neq,s
∂J3

+ 1
Teq,s

(
E

Teq,s
− 3

2

)
∂Teq,s
∂J3

]

. Notons ~Ω⋆ le vecteur de coordonnées :

(0,0,Ω⋆
3), on a alors :

fs,~n,ω =
Feq,s
Teq,s

(

~n.~Ω− ~n.~Ω⋆

ω − ~n.~Ω

)

h~n,ω

Soit :

fs,~n,ω = −Feq,s
Teq,s

h~n,ω +
Feq,s
Teq,s

(

ω − ~n.~Ω⋆

ω − ~n.~Ω

)

h~n,ω (G.12)

L’Hamiltonien du système est perturbé par les fluctuations du potentiel électrique ; on
prendra : h~n,ω = qsΦ̃~n,ω On peut décomposer la fonction de distribution en deux parties :
une associée aux particules piégées (T pour trapped) et l’autre associée aux passantes (c
pour circulating).

F = FT + Fc (G.13)

Pour les particules piégées, on va appliquer une double gyro-moyenne et une simple
gyro-moyenne pour les passantes, ce qui nous donne :

fs,~n,ω =

[

−1 + fc

(

ω − ~n′.~Ω⋆

ω − ~n′.~Ω
.J0

)

+ fp

(
ω − n3.Ω

⋆
3

ω − n3.Ω3

.J0

)]

qsFeq,s
Teq,s

Φ̃~n,ω (G.14)

où ~n′ = (0,n2,n3), J0 est l’opérateur de gyro-moyenne sur le mouvement cyclotronique
et J0 sur le mouvement cyclotronique et de rebond. fT (resp. fc) représente la fraction
de particules piégées (resp. passantes), on a : fc = 1 − fT . Notre modèle de particules
piégées nous permet de connaître la réponse linéaire et non-linéaire de ces particules au
potentiel électrique. Il est donc plus précis que le modèle linéaire présenté ci dessus. Seule
la réponse linéaire des particules passantes va donc nous intéresser ici :

fc,s,n2,n3,ω =

[

−1 + fc

(

ω − ~n′.~Ω⋆

ω − ~n′.~Ω
.J0

)]

qsFeq,s
Teq,s

Φ̂~n′,ω (G.15)

L’intégration de cette fonction de distribution nous donne les fluctuations de densité des
particules circulantes de l’espèce s :

ñs,c
neq,s

=

[

−1 + fc

〈

ω − ~n′.~Ω⋆

ω − ~n′.~Ω
.J2

0

〉]

qsΦ̃

Teq,s
(G.16)

où les crochets représentent la moyenne en vitesse sur la fonction de distribution d’équi-
libre, qui fait apparaître une seconde fois l’opérateur de gyro-moyenne.
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Annexe H

Réponse des particules passantes en
fonction de l’échelle caractéristique de
la turbulence

H.1 0rdre de grandeur

— La fréquence du phénomène turbulent ω du mode de particules piégées de l’espèce

s est de l’ordre de ωc,s

(ρc,s
a

)2

.

— Les fréquences associées aux écarts à l’équilibre thermodynamique Ω⋆ (eq.G.11)

sont du même ordre de grandeur : ωc,s

(ρc,s
a

)2

.

— Les fréquences propres du Hamiltonien se divisent en deux parties : la partie haute

fréquence ∂J2Heq de l’ordre de ωc,s

(ρc,s
a

)

et la partie basse fréquence associée au

mouvement de précession ∂J3Heq de l’ordre de ωc,s

(ρc,s
a

)2

On a :

ωc,e =
mi

me
︸︷︷︸

≫1

ωc,i , vth,e =

√
mi

me
︸ ︷︷ ︸

≫1

vth,i , ρc,e =

√
me

mi
︸ ︷︷ ︸

≪1

ρc,i (H.1)

d’où :
Ω2,e ∼ ωc,e

(ρc,e
a

)
∼
√

me
mi

mi
me

Ω2,i ∼
√

mi
me

Ω2,i

Ω3,e ∼ ωc,s
(ρc,s

a

)2 ∼ me
mi

mi
me
ωc,i
(ρc,i
a

)2 ∼ Ω3,i

(H.2)

Ainsi :

Ω2,e ≫ Ω2,i , Ω3,e ∼ Ω3,i (H.3)
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H.2 Les différents régimes

H.2.1 Turbulence dominée par les modes d’ions piégés

Nous nous plaçons, ici, dans le cas d’une turbulence de mode d’ions piégés (i-e ω ∼
ωc,i
(ρc,i
a

)2
et k⊥ρi ∼ 1).

— Réponse des électrons passants (qs = −e)
— Pour ~n 6= 0 et d’après les relations H.3 :

ω − ~n′.~Ω = ω − n2Ω2 − n3Ω3 ∼ ωc,i

(ρc,i
a

)2

−
√
mi

me

ωc,i

(ρc,i
a

)

− ωc,i

(ρc,i
a

)2

∼
√
mi

me

ωc,i

(ρc,i
a

)

≫ ωc,i

(ρc,i
a

)2

(H.4)

et ω − ~n′.~Ω⋆ est un terme de l’ordre de ωc,i
(ρc,i
a

)2
.

On a donc : ω−~n′.~Ω⋆

ω−~n′.~Ω
−→ 0. La réponse électronique est alors adiabatique :

fs,~n′,ω,n2 6=0 =
eFeq
Teq

Φ̃~n,ω
— pour ~n = 0 :

ω − ~n′.~Ω = ω = ω − ~n′.~Ω⋆ (H.5)

de plus, comme k⊥ρi ∼ 1 −→ k⊥ρe =
√

me
mi
k⊥ρi ≪ 1 donc J0,e → 1. Ainsi

J0,e
ω
ω
−→ 1, la réponse des électrons est donc nulle.

Remarque : le cas ~n = 0 correspond aux grandeurs moyennes. En effet 〈A〉 =
∫
Ad~α

2π

s’écrit dans l’espace de Fourier : 〈A〉 =∑〈Â~nei~n.~α〉 =
∑
Â~nδ~n = A~0. On peut écrire

sous forme compacte la réponse des électrons :

∑

~n′

fc,e,~n′ei~n.~α =
∑

~n′

eFeq
Teq

Φ̃~n′ei~n.~α − eFeq
Teq

Φ̃0 (H.6)

que l’on écrit dans l’espace réel :

fc,e
Feq

=
e

Teq
(Φ̃− 〈Φ̃〉) (H.7)

— Réponse des ions passants (qs = e)

184



H.2. LES DIFFÉRENTS RÉGIMES

— Pour ~n 6= 0 :

ω − ~n′.~Ω = ω − n2Ω2 − n3Ω3 ∼ ωc,i

(ρc,i
a

)2

− ωc,i

(ρc,i
a

)

− ωc,i

(ρc,i
a

)2

∼ ωc,i

(ρc,i
a

)

≫ ωc,i

(ρc,i
a

)2

∼ ω − ~n′.~Ω⋆ (H.8)

D’où ω−~n′.~Ω⋆

ω−~n′.~Ω
−→ 0. La réponse électronique est alors adiabatique : fs,~n′,ω,n2 6=0 =

− eFeq
Teq

Φ̃~n,ω
— pour ~n = 0 :

ω − ~n′.~Ω = ω = ω −
✟
✟
✟n3Ω
⋆
3 (H.9)

Comme pour les électrons, on a : ω−~n′.~Ω⋆

ω−~n′.~Ω
−→ 1. En revanche, comme k⊥ρi ∼ 1,

J0,i 9 1. Ainsi, la réponse des électrons est fi,~n′=0,ω = (1− fcJ0,i)
eFeq
Teq

Φ̃0,0,ω .
Sous forme compacte, on peut écrire (voir calcul précédent) :

fc,i
Feq

= − e

Teq
(Φ̃− ǫφ,i〈Φ̃〉) (H.10)

H.2.2 Turbulence dominée par les modes d’électrons piégés

Nous nous plaçons, ici, dans le cas d’une turbulence de mode d’électrons piégés (i-e
ω ∼ ωc,e

(ρc,e
a

)2
et k⊥ρe ∼ 1).

— Réponse des électrons passants (qs = −e)
— Pour ~n 6= 0 :

ω − ~n′.~Ω = ω − n2Ω2 − n3Ω3 ∼ ωc,e

(ρc,e
a

)2

− ωc,e

(ρc,e
a

)

− ωc,e

(ρc,e
a

)2

∼ ωc,e

(ρc,e
a

)

≫ ωc,e

(ρc,e
a

)2

∼ ω − ~n′.~Ω⋆ (H.11)

d’où ω−~n′.~Ω⋆

ω−~n′.~Ω
−→ 0. La réponse électronique est alors adiabatique : fe,~n′,ω,n2 6=0 =

eFeq
Teq

Φ̃~n,ω.
— Pour ~n = 0 :

ω − ~n′.~Ω = ω = ω −
✟
✟
✟n3Ω
⋆
3 (H.12)

Comme pour les électrons, on a : ω−~n′.~Ω⋆

ω−~n′.~Ω
−→ 1. En revanche, comme k⊥ρe ∼ 1,

J0,e 9 1. Ainsi, la réponse des électrons est fe,~n′=0,ω = −(1− fcJ0,e)
eFeq
Teq

Φ̃0,0,ω.
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Sous forme compacte on peut écrire (voir calcul précédent) :

fc,e
Feq

=
e

Teq
(Φ̃− ǫφ,e〈Φ̃〉) (H.13)

— Réponse des ions passants (qs = e) Comme k⊥ρe ∼ 1 −→ k⊥ρi =
√

mi
me
k⊥ρi ≫

1 donc J0,i → 0.
D’où une réponse adiabatique des ions :

fc,i
Feq

= − eΦ̃

Teq
(H.14)
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Annexe I

Recherche du mode radial le plus
instable

Dans cette annexe, on cherche le mode radial le plus instable de la relation de dispersion
donnée en 4.19.
On a la relation :

CnΦn,ω −
∫ ∞

0

[
κn + κT

(
ξi − 3

2

)]

Ωd (ξi − xi)
J 2

n,iΦn,ωe
−ξiξ

1
2
i dξi

︸ ︷︷ ︸

Ions

− τ

∫ ∞

0

[
κn + κT

(
ξe − 3

2

)]

Ωd (ξe + xe)
J 2

n,eΦn,ωe
−ξeξ

1
2
e dξ

︸ ︷︷ ︸

Electrons

= 0 (I.1)

On peut approximer l’opérateur de gyro-moyenne à :

J 2
n,s =

[

1 +

(
ξs
4
δ2b

)

∂2ψ

]2 [

1 +

(
ξs
4
ρ2c

)

n2

]2

(I.2)

d’où :

J 2
n,s = 1− ξs

2
ρ2cn

2 +
ξ4s
16
ρ4cn

4 +

[
ξs
2
δ2b −ξ

2
s

4
δ2bρ

2
cn

2 +
ξ3s
32
δ2bρ

4
cn

4

]

∂2ψ

+

[
ξ2s
16
δ4b −

ξ3s
32
δ4bρ

2
cn

2 +
ξ4s
256

δ4bρ
4
cn

4

]

∂4ψ (I.3)
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Posons :

A1 =

∫ ∞

0

[
κn + κT

(
ξi − 3

2

)]

Ωd (ξi − xi)
e−ξiξ

1
2
i dξi

A2 =

∫ ∞

0

[
κn + κT

(
ξi − 3

2

)]

Ωd (ξi − xi)
e−ξiξ

1
2
i

[
ξi
2
δ2b +

ξ2i
4
δ2bρ

2
cn

2 +
ξ3i
32
δ2bρ

4
cn

4

]

dξi

A3 =

∫ ∞

0

[
κn + κT

(
ξi − 3

2

)]

Ωd (ξi − xi)
e−ξiξ

1
2
i

[
ξ2i
16
δ4b +

ξ3i
32
δ4bρ

2
cn

2 +
ξ4i
256

δ4bρ
4
cn

4

]

dξi

A4 =

∫ ∞

0

[
κn + κT

(
ξi − 3

2

)]

Ωd (ξi − xi)
e−ξiξ

1
2
i

[
ξ4i
16
ρ4cn

4 − ξi
2
ρ2cn

2

]

dξi

(I.4)

B1 =

∫ ∞

0

[
κn + κT

(
ξe − 3

2

)]

Ωd (ξe + xe)
e−ξeξ

1
2
e dξe

B2 =

∫ ∞

0

[
κn + κT

(
ξe − 3

2

)]

Ωd (ξe + xe)
e−ξeξ

1
2
e

[
ξe
2
δ2b +

ξ2e
4
δ2bρ

2
cn

2 +
ξ3e
32
δ2bρ

4
cn

4

]

dξe

B3 =

∫ ∞

0

[
κn + κT

(
ξe − 3

2

)]

Ωd (ξe + xe)
e−ξeξ

1
2
e

[
ξ2e
16
δ4b +

ξ3e
32
δ4bρ

2
cn

2 +
ξ4e
256

δ4bρ
4
cn

4

]

dξe

B4 =

∫ ∞

0

[
κn + κT

(
ξe − 3

2

)]

Ωd (ξe − xe)
e−ξeξ

1
2
e

[
ξ4e
16
ρ4cn

4 − ξe
2
ρ2cn

2

]

dξi

(I.5)

De plus, d’après l’expression de la polarisation, on a :

CnΦn,ω = (C ′
n + δ2b∂

2
ψ)Φn,ω (I.6)

Plaçons nous à κn = 0, on peut donc écrire l’équation I.1 sous la forme :

(
C ′
n

κT
− (A1 + A4) + (B1 +B4)

)

Φn,ω +
(
δ2b − A2 +B2

) ∂2Φn,ω

∂ψ2
+ (B3 − A3)

∂4Φn,ω

∂ψ4
= 0

(I.7)
On peut trouver les solutions analytiques satisfaisant aux condition de bord Φ(0) =
Φ(Lψ) = 0 ; elles s’écrivent :

Φn,ω = Φ0,ksin(kψ) avec k = mπ, où m est un entier.

(
C ′
n

κT
− (A1 + A4) + (B1 +B4)

)

Φ0,ksin(kπψ)−
(
δ2b − A2 +B2

)
k2Φ0,ksin(kπψ)

+ (B3 − A3) k
4Φ0,ksin(kπψ) = 0 (I.8)

Au final, on a :

κT =
C ′
n

((A1 + A4)− (B1 +B4)) + (δ2b − A2 +B2) k2 + (A3 − B3) k4
(I.9)
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Lorsque l’on se place à la solution marginale du système, c’est-à-dire à xs = ±3
2
, on

obtient pour les TIM et les TEM ((A1 + A4)− (B1 +B4)) > 0, (δ2b − A2 +B2) < 0 et
(A3 − B3) > 0. Ainsi, le mode radial le plus instable associé au gradient de température
κT critique le plus faible, correspond à k = π.
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Annexe J

Intégration du crochet de Poisson

Soit f(ψ,α) et g(ψ,α) deux fonctions quelconques présentant les conditions de bord :

f(0,α) = f(1,α) = g(0,α) = g(1,α) = 0
f(ψ,0) = f(ψ,2π)
g(ψ,0) = g(ψ,2π).

(J.1)

On cherche à connaître :
∫ 1

0

∫ 2π

0

[f,g]dαdψ =

∫ 1

0

∫ 2π

0

∂f

∂ψ
.
∂g

∂α
dαdψ −

∫ 1

0

∫ 2π

0

∂f

∂α
.
∂g

∂ψ
dαdψ. (J.2)

Calculons tout d’abord le premier membre de l’équation J.2 ; pour cela, on peut com-
mencer par l’intégration en ψ et l’intégration par parties nous donne :

∫ 2π

0







∫ 1

0

f.
∂2g

∂α∂ψ
dψ −

[

f
∂g

∂α

]1

0
︸ ︷︷ ︸

=0






dα =

∫ 2π

0

∫ 1

0

f.
∂2g

∂α∂ψ
dψdα. (J.3)

On peut remarquer que si l’on procède de la même manière sur le deuxième membre
de l’équation J.2, mais en commençant cette fois par l’intégration en α, on a :

∫ 1

0







∫ 2π

0

f.
∂2g

∂α∂ψ
dα−

[

f
∂g

∂ψ

]2π

0
︸ ︷︷ ︸

=0






dψ =

∫ 2π

0

∫ 1

0

f.
∂2g

∂α∂ψ
dψdα (J.4)

Les deux membres de l’équation J.2 sont donc égaux, ainsi :
∫ 1

0

∫ 2π

0

[f,g]dαdψ = 0 (J.5)

L’intégration du crochet de Poisson sur tout le domaine est donc nulle.
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