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Introduction générale

La modélisation mathématique des politiques de maintenance a recu une attention par-
ticuliere en témoigne les travaux initiés dépuis les années 60 de Barlow, Hunter, Proschan,
Rosenblatt (J.R.), Weiss et Wolman [1][2]. Actuellement, elle suscite encore d’énormes intéréts
tant sur le plan industriel que de la recherche. Cet intérét est dii d'une part a l'exigence des
clients en termes de qualité, de fiabilité et de maintenabilité des équipements et d’autre part a
des contraintes liées a la sécurité des hommes et au respect de I'environnement.

La littérature abonde de modeles mathématiques de politiques de maintenance. Ces modeles
reposent sur une hypothése fondamentale qui consiste a dire que les modeles probabilistes des
durées de vie ou de degradation physique de I'équipement sont a priori connus. Les résultats
d’une politique de maintenance sont clairement tributaires du modele de fiabilité choisi. Un tel
modele doit étre suffisamment précis pour garantir une politique de maintenance appropriée a
I’équipement. Ces modeles doivent décrire fidelement le comportement des équipements pour
assurer une cohérence des résultats théoriques avec la réalité. Il reste évident que le choix d'un
modele influence significativement les résultats d’optimisation finaux et leurs interprétations.

En réalité, les parametres des modeles de probabilité ou de dégradation choisis pour ’équi-
pement sont inconnus et par conséquent doivent étre estimés en se basant sur les données des
durées vie expérimentales ou provenant de I’historique d’exploitation. Ces données résultent
de T'usage de I'équipement soumis a des conditions d’exploitation qui ne sont pas nécessai-
rement identiques. Par conséquent, les différents environnements d’exploitation induisent une
hétérogénéité quant aux données collectées.

Des observations précedentes, nous distingons deux sources d’erreur principales dans I'ap-
proche classique basée sur les données dont I'une relative au choix du modele paramétrique et

I’autre a ’estimation de ses parametres.
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Notre présent travail de recherche consiste en une contribution qui permet de réduire I’erreur
induite par le choix du modele paramétrique tout en maitrisant I’erreur résultant de la variabilité
due & la méthode d’estimation. A travers ce travail, nous proposons une modélisation cohérente
de la distribution des cotits directement sur la base de I'historique des données des durées
vie. Cela aura comme avantage de supprimer une source d’erreur par 1'usage de modeles non-
paramétriques et continus. L’utilisation d’approches non-paramétriques permet en effet une
prise en compte facile de I'hétérogénéité des données pour une discussion aisée de 'optimisation
des politiques de maintenance.

L’ensemble de notre approche reposera ainsi directement sur les données des durées de vie
collectées dans des environnements hétérogenes.

Le présent mémoire de these est composé de 5 chapitres en plus d'un chapitre de conclusion.
Le Chapitre I introduit le concept des données des durées de vie en milieu hétérogene. Dans ce
chapitre, nous définissons de maniere générale I’équipement dans son environnement d’exploi-
tation. Le chapitre réalise aussi une classification des données des durées de vie en fonction du
type d’équipement et de ses conditions d’exploitation. Nous aborderons par la suite le modele
probabiliste des durées de vie d’un équipement.

Le Chapitre II présente un état de 'art des approches d’estimation de la densité de proba-
bilité des durées de vie a partir des données collectées. Dans ce chapitre, ’accent est mis sur
les hypotheses et le principe de chaque approche d’estimation. Nous réalisons une étude théo-
rique sur lefficacité de chaque approche d’estimation dans le cas de données des durées de vie
hétérogénes. Les avantages et inconvénients de chacune des approches d’estimation seront mis
en évidence. Cette étude justifiera le choix du Noyau de Parzen comme approche d’estimation
exploitée dans le cadre de ces travaux de these.

Le Chapitre III est dédié a I'estimateur du Noyau de Parzen dans les étapes de sa construc-
tion et les hypotheses necéssaires pour sa convergence. Ce chapitre présente les méthodes de
recherche des parametres de I'approche du Noyau de Parzen et la propagation des erreurs qu’ils
peuvent induire pour les calculs en aval. Ce chapitre présente également une analyse de la
variabilité de chaque technique permettant la détermination des parametres de ’approche.

Dans le Chapitre IV en exploitant les résultats du chapitre III, nous proposons un modele
mathématique d’optimisation pour une politique de maintenance. Cette politique est la poli-
tique de maintenance de type age pour les équipements usagés. Cette politique de maintenance
consiste a remplacer I’équipement a la suite d’'une panne ou apres une période de fonctionne-
ment sans panne. Notre équipement est congu pour étre exploité dans différents environnements
caractérisés par des degrés de sévérité distincts. Pour une telle politique de maintenance, nous

proposons un modele mathématique basé sur 'estimateur du Noyau de Parzen. Les condi-
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tions d’existence d’une politique optimale de maintenance sont établies et discutées. Le critere
d’optimisation est défini par les coflits de remplacement correctif et préventif. Plusieurs expéri-
mentations sont réalisées et les résultats issus de I'estimation sont comparés a ceux provenant
du modele paramétrique réel en plus d’une analyse de leurs variabilités en fonction de la taille
des données.

Dans ce méme chapitre, d’autres variétés de politique de maintenance seront proposées et
étudiées théoriquement. Dans un premier cas, I’équipement subit une réparation avant le début
de son exploitation pour avoir un niveau de fiabilité requis. A travers cette nouvelle analyse, nous
chercherons a déterminer l'existence d'un cofit de réparation garantissant un fonctionnement
jusqu’a la défaillance (run-to-fail) pour certains types équipements. Un second modeéle est étudié
et dans lequel, nous tiendrons compte du cotit de la réparation de I’équipement pendant son
exploitation antérieure. Cette réparation est supposée étre minimale apres la défaillance.

Enfin pour faciliter la mise en place de telles politiques de maintenance, nous analyserons les
possibilités et les risques qu’engendre le report d’une maintenance préventive. Cela fait I'objet
du Chapitre V. Le Chapitre V analysera le report de la maintenance préventive a travers une
fonction risque qui fera un arbitrage entre la perte de fiabilité de I'équipement et le temps
d’exploitation espéré. Pour finir le travail de recherche, une conclusion réalise une synthese
de la démarche établie. Cette conclusion est une discussion sur les limites de la modélisation
proposée et définit le cadre des études futures ou perspectives que pourraient susciter ce travail

de recherche.
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Chapitre 1

Retour d’expérience et modele probabiliste des

durées de vie d'un équipement

Ce chapitre abordera les problémes liés a la collecte des données des durées de
vie d’équipements en exploitation. Ce chapitre permettra également de mettre
en relief quelques sources d’hétérogénéité des données des durées de vie. Par la
suite, une modélisation des différents types des données des durées de vie sera
presentée. Cette modélisation exploite les outils de probabilité et de variables
aléatoires. L’ensemble de ce chapitre permet de situer le contexte et définir la

problématique abordée dans ces travaux de these.



Chapitre I. Retour d’expérience et modele probabiliste des durées de vie d’un
équipement

1 Introduction et enjeu du retour d’expérience R.EX

La complexité actuelle dans le monde économique avec ses aléas, impose aux entreprises des
re-localisations (nationale ou internationale) pour un réajustement des capacités de production
afin de répondre aux exigences des marchés. Dans cette logique, elles se mettent a ’abri de
I’évolution rapide et incertaine de la conjoncture en répondant de maniere précise a la demande
dans les délais avec une maitrise totale du cotit d’exploitation des équipements. Cette réalité
contraint a une logique de redéploiement des unités de production sur des sites d’exploitation
distincts en terme d’organisation et de conditions d’exploitation dont les variables peuvent
étre fortement corrélées aux durées de vie des équipements. Les entreprises d’exploitation mi-
nieres représentent un exemple concret du fait qu’elles exploitent des équipements standards
sur différents continents pour différentes fonctions et pour des taches completement différentes.
Sans omettre le fait que les équipements peuvent étre successivement exploités sur plusieurs
environnements au cours de leurs cycles de vie. Ces environnements impactent réellement le
processus de dégradation et les durées de vie opérationnelles des équipements. Cette logique
économique repose sur la maintenance distribuée induite par ’exploitation ou le retour d’expé-
rience est une agrégation de données hétérogenes relativement aux dégrés de sévérité de chacun

des environnements d’exploitation (cadence, organisation, géographie, climat).

Sur le terrain, nous exploitons des équipements de grandes complexités. Ces équipements
sont souvent caractérisés par une imbrication de technologies mettant en concurrence plusieurs
modes et processus de défaillances dans un ou plusieurs environnements de fonctionnement.
De plus, ces équipements sont régulierement soumis a des cadences et sollicitations pouvant
étre variables. Ainsi, c’est sous cette disparité (environnements d’exploitation) que doivent
étre repensées et adaptées les politiques de maintenance pour une exploitation rationnelle des
équipements. Ces politiques de maintenance doivent étre élaborées afin d’optimiser les cofits
liés a 'exploitation des équipements dans différents environnements. Dans nos travaux, nous
supposons que I’hétérogénéité des données des durées de vie peut étre due soit a une exploitation
distribuée soit encore au fait que I’équipement est congu d’'une maniere distribuée.

Le premier cas concerne ’exploitation distribuée. L’exploitation distribuée concerne les en-
treprises dont les équipements de production sont répartis sur un large espace géographique
sur lesquels les variables climatiques et opérationnelles sont distinctes. En guise d’exemple,
les circuits de voies de la SNCF (Société Nationale de Chemin de Fer) répartis sur ’ensemble
du territoire francais ou ’environnement d’exploitation est différent d’une zone & une autre,
di aux variables climatiques (les étendues de variation des températures) et a la sollicitation

quotidienne des composants (I'intensité du trafic).
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Cette problématique d’exploitation distribuée, bien que souvent ignorée dans la modélisa-
tion de la maintenance, a fait 'objet d’étude récente, notamment dans les travaux de Kaffel
[3]. L’auteur s’intéressa a la conception et au déploiement du processus de maintenance pour
une efficacité opérationnelle. Alali-Alhouaij, dans ses travaux [4], se pencha également sur I’or-
ganisation et l'efficacité de la maintenance et effectua une analyse sur le dimensionnement et
le positionnement géographiques des équipes de maintenance dans le cadre d'une exploitation
géographiquement répartie (distribuée).

Le second cas de source d’hétérogénéité des données des durées de vie (Equipement distri-
bué) signifie, dans le contexte de ce travail de these, que I'équipement admet différents modes
de défaillance dii a sa construction. La durée de vie de I’équipement met en concurrence ces
différents modes de défaillance relatifs aux sous-équipements de I’équipement. Cependant sous
une hypothese d’identification du mode de défaillance ou du sous-équipement défaillant, le PHM
(Pronostic and Health Monitoring) de I’équipement demeure un moyen efficace pour la maitrise
de sa durée de vie. Les travaux de recherche de Ribot [5] fournissent un cadre d’application
du PHM. Dans lesquels, 'auteur proposa des algorithmes cohérents de diagnostic/pronostic
permettant une évaluation de la durée de vie résiduelle basée sur 1’observation des composants
d’équipement aéronautique.

Les points considérés ci-dessus montrent la difficulté que peuvent susciter 1’optimisation
de la maintenance basée sur le retour d’expérience, liée a I'hétérogénéité dans les historiques
des données des durées de vie. Une telle difficulté résulte souvent du manque d’étiquetage des
données relativement a l'organisation, les conditions climatiques d’exploitation ou I'assemblage
technologique des équipements. Les valeurs de ces facteurs sont moins explicites, difficilement
«modélisables» et souvent inaccessibles a ’analyste de la maintenance. Cependant, leurs consé-
quences se répercutent sur les durées de vie de I'équipement et par la suite sur la politique de
maintenance a adopter. Les problemes évoqués ci-dessus, qu’ils proviennent de I’environnement
d’exploitation ou de la conception technologique de I’équipement, mettent en exergue les diffi-
cultés liées a la gestion des données des durées de vie. Ce sont ces difficultés qui expliquent et
donnent les fondements et les motivations de nos travaux de recherche.

Si nous tenons pas compte de la nature de I’équipement ainsi que son environnement d’ex-
ploitation, il est évident qu'une politique ou stratégie de maintenance générique ne sera pas
appropriée. En clair, une politique de maintenance issue d’'une modélisation, sans considéra-
tion de I’hétérogénéité des données des durées de vie, conduira a un nombre élevé d’action de
maintenance corrective dans un environnement plus sévere et de maintenance préventive dans
un environnement moins sévere. Une politique de maintenance générique coutera donc plus

chére sur un environnement sévere (ou I’équipement est susceptible d’étre souvent défaillant)
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que moins sévere. Dans le premier cas, les intervalles de temps entre les dates de maintenance
préventive seront sur-évalués conduisant ainsi a un nombre élevé de maintenances correctives.
En revanche dans le cas d’un environnement moins sévere, les intervalles entre maintenances
préventives seront sous-évalués conduisant, de ce fait a un nombre élevé de maintenances pré-
ventives inutiles. Cette analyse succincte montre les limites d’une démarche classique qui repose
sur la stabilité des conditions d’exploitation de I’équipement. De ce fait, une modélisation pré-
cise et rigoureuse de la loi de probabilité des durées de vie de I’équipement s’impose par 1'usage
de méthodes d’estimation adaptées ou par une homogénéisation des données. En effet, le but
de I'analyse mathématique est 1’élaboration de meilleures politiques de maintenance pour 1'ex-

ploitation d'un équipement dans un environnement spécifique.

La suite du présent chapitre est organisée comme suit. La Section 2 présente une modéli-
sation probabiliste des données des durées de vie en fonction des sources d’hétérogénéité. La
Section 3 propose les modeles de probabilité caractérisant les durées de vie d’un équipement

en général. Une conclusion est présentée a la section 4.

2 Sources d’hétérogénéité : modeles de probabilité

2.1 Exploitation distribuée

L’hétérogénéité dans un context d’exploitation distribuée se manifeste par une mixture de
probabilités de défaillance f;(t) résultant du comportement de 'équipement en exploitation
sur chaque environnement j. Lorsque les mémes équipements sont exploités sur un nombre m
d’environnements distincts (organisation, climatique, conditions de production) ot le processus
d’usure est susceptible d’étre modifié par les variables d’exploitation, alors les données des
durées de vie sont une mixture (mélange). Le modele résultant de la mixture est un mélange
pondéré de probabilités de défaillance [6]. En conséquent, le modele est une somme de lois de
défaillances f;(t) pondérées par un poids p; répresentant le pourcentage des données des durées

de vie provenant de chaque environnement j [6] :

£(0) = S pifi0), ()

avec

i:pj =1 (I.2)



1.2 Sources d’hétérogénéité : modeles de probabilité

Une illustration concréte de ce genre de données est fournie par le programme OREDA ! (Off-
shore REliability DAta) développé par SINTEF Technology and Society, Departement of Safety
and Reliability avec la collaboration d’une dizaine d’entreprises européennes productrices de
pétrole et de gaz (Offshore & Onshore). L’objectif du programme consiste a recueillir des don-
nées des durées de vie sur les équipements de production de pétrole partout dans le monde afin
de permettre le « benchmarking » et ’analyse de fiabilité, de risque ou encore de ré-conception
d’un équipement pour une meilleure exploitation dans un environnement précis (Offshore &
Onshore). Une autre illustration est fournie par la base de données Windstats? sur les équipe-
ments de production d’énergie spécifique aux composants des éoliennes de 1’Allemagne et du
Danemark. Ces dernieres données ont permis d’extraire les informations sur le comportement

des composants en Onshore pour les adapter en Offshore.

D’autres programmes d’acquision des données locaux existent en Allemagne WMEP 2 (Scien-
tific Measurement and Evaluation Programme) & LWK?*, en Finland le VIT?® et en Suede le
Elforsk ¢ sur les composants des éoliennes. Aux USA, la base de donnée de 'EPRI” (Electric
Power Research Institute) est relative aux composants des équipements de production d’éner-
gie en général. Une analyse sur ces historiques des données des durées de vie ne refleterait
aucun des équipements dans son environnement mais une contribution de chacun au vu de son
environnement (son poids dans ’ensemble des données). Ainsi, un modele générique aurait ten-
dance a s’adapter au sous-ensemble le plus représenté. Une simple modélisation paramétrique
de la distribution de défaillance risque d’étre inappropriée lorsque I'on est en présence de plu-
sieurs modes de défaillance. En revanche, une modélisation paramétrique robuste nécessitera
une combinaison de plusieurs fonctions de défaillance avec leurs parametres et poids respec-
tifs. Cela conduira a des cotits élevés de calcul, c’est-a-dire, fastidieux, pénibles et souvent non
convergents en plus du sur-apprentissage statistique qui peut en résulter en fonction du nombre
de parametres dans le modele (voir le livre de Lawless [6] pour plus de détail sur les conditions

de choix de modeles paramétriques).

www.oreda.com

www.windustry.org
www.windmonitor.iwes.fraunhofer.de
www.lksh.de

www.vtt.fi

www.elforsk.se

WwWWw.epri.com

N ot W
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2.2 Equipement distribué

Dans le cas d’équipement distribué, I’hétérogénéité des données est la conséquence directe de
la mise en concurrence simultanée de plusieurs modes de défaillance. Un équipement distribué
se présente en fiabilité comme une association en série de plusieurs sous-équipements ayant
leur propre mode de défaillance. Dans cette optique, nous supposons que la défaillance d’'un
composant a un instant donné entraine la défaillance de I’équipement entier. L’historique se
composera entre autre de données des durées de vie provenant du composant qui tombera en

premier en panne.

Contrairement aux données mélangées, 1'historique des durées de vie issues des modes de
défaillance en concurrence n’a pas une cohérence fréquentielle. I1 demeure difficile de classer
de maniere précise une donnée des durées de vie observée a un des risques de défaillance en
compétition. La densité de loi de panne est définie par la formule de Bayes. Lorsque m désigne
le nombre de modes de défaillance en concurrence, f;(t) et R;(t) les fonctions de probabilité de
défaillance et de fiabilité du sous-équipement ou du mode de défaillance j alors la fonction de
densité de probabilité s’écrit :

m m
f&y=> (fj(f) 11 Rk(t)) : (L3)
j=1 k=1,k#j
L’hétérogénéité dans les données des durées de vie est induite par la conception de I’équipement
[6]. D’autres auteurs ont proposés des modeles de risque concurrent pour deux modes de dé-
faillance (accidentelle et usure) appelé modele de Drenick [1] ou de Bertholon [7]. En excluant
les défaillances simultanées, les durées de vie seront régies par la loi du minimum [6] entre
les variables aléatoires caractérisant la loi de défaillance des sous-équipements en concurrence

et peut étre vue comme une mixture ponctuelle lorsque nous divisons I'Equation (I.3) par la
m

m
somme des produits de fonctions de fiabilit¢ > [ Rk(t).
J=1 k=1,k#j

Dans les sections précedentes, nous avons expliqué les origines et la nature d’hétérogénéité
que peuvent avoir les données des durées de vie. Les sections suivantes donnent les fonctions
continues nécessaires pour caractériser les durées de vie d’'un équipement de maniere probabi-
liste. La durée de vie de I’équipement sera supposée étre une variable aléatoire continue notée
X dont la loi de probabilité devrait étre estimée a travers ses réalisations {¢;};— ... , constituant

un historique des données des durées de vie.
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3 Modele probabiliste d’un équipement

Soit X la variable aléatoire qui caractérise les durées de vie d’un équipement. Cette variable

aléatoire X a une loi de probabilité pouvant étre définie par des fonctions continues suivantes.

3.1 Fonction de densité des durées de vie

La fonction f(t) définit la densité de probabilité des durées de vie de ’équipement & un
instant donné. C’est une fonction définit sur [0, oo, mesurable et de mesure égale a l'unité.

La probabilité de défaillance de 1’équipement entre [t,t + dt] est approximativement égale au
produit f(t)dt

Pt<X<t+dt)
dt—0 dt .

(L4)

3.2 Fonction de répartition

Cette fonction appelée aussi la fonction cumulative ou fonction de distribution définit la

probabilité de défaillance de ’équipement avant l'instant ¢ :

Fit)=P(X <t),

- / (L5)

La fonction de répartition F'(t) est une fonction croissante et bornée telle que :

lim F() = 0, (16)
Jim F(t) = 1. (L.7)

Indépendamment de la loi de défaillance sous-adjacente de I’équipement, la fonction de répar-
tition établit une bijection de I'espaces des temps vers l'intervalle ]0, 1[. En plus, sa distribution

suit une loi uniforme U ]0, 1] indépendamment de la loi de la variable aléatoire X.

F(X) = U0, 1. (L8)

3.3 Fonction de fiabilité

La fonction de survie de I’équipement est la probabilité complémentaire de la fonction de

répartition F'(t). Elle définit la probabilité que I'équipement fonctionne sans défaillance (ne

11
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tombe pas en panne avant I'instant ¢) jusqu’a de 'instant t.
R(t) =P (X > 1),
=1—F(t),
- / Flu)du. (L9)
t

Contrairement a la fonction de répartition, la fonction de survie ou de fiabilité est décroissante

en fonction de la variable t. Elle vérifie les propriétés :

lim R(t) = 1, (1.10)
lim R(t) = 0. (L11)

La fonction de fiabilité ou de survie est une bijection entre 'espace des temps |0, oo| vers |0, 1].

Elle est aussi distribuée selon une loi uniforme U ]0, 1[ quelle que soit la loi de X.
R(X)—U]J0,1]. (I.12)

NB : Le modele probabiliste de 1’équipement est décrit par 1'une des fonctions ci-dessus :
densité, répartition ou fiabilité. Les fonctions précedentes sont toutes équivalentes et permettent

de caractériser completement 1’équipement en fonction de sa durée de vie.

3.4 Fonction de risque instantané ou taux de panne

La fonction A(t)dt est la probabilité conditionnelle de défaillance de 1’équipement a un
instant ¢+ d¢ sachant qu’il a survécu jusqu’a 1’dge ¢ sans défaillance. C’est une fonction positive,

définie par :

lim A(t)dt = P (t < X < t+dt|X > t),

dt—0
Pt< X <t+dt; X >t)
P(X >1t) ’
P(t< X <t+dt)

T P(X>t) (113)

12
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Des Equations (I.4) et (I.13), nous déduisons I'expression de la fonction de risque instantané

ou de taux de défaillance (panne) par :
t
NOIEACK (1.14)

Elle peut étre constante, croissante IFR 8, décroissante DFR ? ou une combinaison. La fonction
A(t) est en bijection avec la fonction de fiabilité R(t) ou de répartition F(t) sur leurs espaces
respectifs. De plus, si elle est strictement monotone alors la bijection s’étend a 'espace des
temps. Par conséquent, la fonction A(t) permet de caractériser complétement la durée de vie

de I’équipement. De 'Equation (I.14) et sachant que :

f(t) = —dﬁ;it), (1.15)
nous obtenons,
A(t) = —dlogf(ﬂ). (1.16)

L’intégration de 'Equation (I.16) permet d’établir la relation entre A(t) et R(t) d'une part :

t
R(t) = exp (— / A(u)du), (L17)
0
et d’autre part la variation de R(t) par rapport a A(t),

dR(t) dR(t) dt
dA(t)  dt d\(t)’

1 dR(t)
= —_—. [.18
N(t) dt (1.18)
En plus, nous savons que
dR(t)
—=—f(t) <0
"= —p) <o,

dR(t)
dA(t)
sur 'espace des temps ¢ pour que la dépendance entre (¢, R(t), A(t)) soit monotone. Ceci conduit

alors le signe de est 'opposé de celui X (t). Il suffit que X' (¢) ait le méme signe par tout

a une extension de la bijection entre (R(t), A(t)) définie par I'Equation (I.17) jusqu’a l'espace

des durées de vie. Sous cette condition, la connaissance de la fonction de risque instantanée

8. Increasing Failure Rate
9. Decreasing Failure Rate

13
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A(t) permet de déterminer I’dge de I’équipement.

3.5 Fonction de risque cumulé ou survie logarithmique

La fonction de risque cumulé représente le nombre moyen de défaillances dans un intervalle

de temps [8]. Elle est définie par l'intégrale de la fonction risque instantanée \(t).

t
A(t) = / Au)du. (1.19)
0
De I’Equation (I.16), nous obtenons :
A(t) = —log (R(t)), (1.20)

d’ott son nom en anglais log-survival-function.
Contrairement a la fonction A(t), la fonction de risque cumulée est strictement croissante et
est une bijection sur I'espace des durées de vie. Ainsi, avec la fonction de risque cumulée nous

pouvons explicitement déterminer la durée de vie de 1’équipement.

3.6 Fonction de fiabilité conditionnelle

La fiabilité conditionnelle quantifie la probabilité de survie de I’équipement sachant qu’il a

survécu jusqu’a date ty. Elle est définie par :

Ry (t) = P (X >t +to|X > to), (1.21)
 R(t+to)
= r (1.22)

Elle est réécrite en utilisant la fonction de risque A(t) par :

Ry, (t) = exp (— /t+t0 /\(u)du) : (1.23)

ou

Riy () = exp (A(to) — A(t +t0)). (1.24)

De 'Equation (1.24), nous déduisons que la distribution de fiabilité conditionnelle permet aussi
de caractériser I'age de 1'équipement. Autrement, lorsque 'on a Ry, (t) il suffit de poser to = 0

pour déterminer la fonction de fiabilité R(t) et apres I'age de I'équipement.

14
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3.7 Fonction des durées de vie résiduelle moyenne

Elle constitue le temps moyen de fonctionnement espéré apres un instant ¢ sans défaillance.
La durée moyenne restante est définie par la fonction de densité conditionnelle déduite de la
fiabilité conditionnelle.

e(t) = E(X —t|X > 1), (1.25)

alors en utilisant la densité conditionnelle, nous obtenons :

dwzlmm—oﬁam%

Ji (u—t) dR(u)

- _ 1.26
avec une intégration par partie, le terme de droite de ’'Equation (1.26) devient
R(t)
Si
Jim uR(u) =0,
alors la fonction des durées de vie résiduelle moyenne est donnée par :
()= [ Blu)d (128)
e(t) = == u)du. )
R(t) Ji

Avec la fonction des durées de vie résiduelle, nous pouvons évaluer la fonction de fiabilité de

1
I’équipement par intégration de sa fonction inverse <> et nous obtenons la relation suivante.

e(t)
e(0) t 1
R(t) = & exp (- / —du], 1.29
0= (- L a™) 2
ou ¢(0) est I'espérance mathématique de la variable aléatoire X des durées de vie de 1’équipe-
ment. Cette relation entre R(t) et e(t) résulte de I'intégration de I'Equation (1.28). Alors, de
PEquation (1.29) est déduite de 'Equation (I.28) en inversant les deux termes de I'Equation

(I.28) avant l'intégration. Le signe de la dérivée
R(t)
[7° R(u)du

moyenne résiduelle et la fonction de survie R(t) s’étend a l’espace des durées de vie t en fonction

dépend de la différence entre A(t) et

. Ce résultat est déduit de I'Equation (1.28). Ainsi, la bijection entre la durée de vie
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R(t)
7 R(u)du

de vie moyenne résiduelle, nous pouvons déterminer explicitement 1'age t de I’équipement. La

du signe de la différence entre \(t) et . Par conséquent, avec la fonction des durées

fonction des durées de vie résiduelle permet de caractériser I’équipement au méme titre que les
fonctions f(t), F(t), R(t), A(t), A(t), Ry (t). Le modele probabiliste d'un équipement repose
explicitement sur la connaissance de 'une des fonctions ci-dessus lorsque la distribution de X
est continue. Ces fonctions sont en réalité inconnues. Cela implique qu’on ne posséde pas une
expression explicite de ces fonctions. Elles doivent étre estimées statistiquement sur la base
des données des durées de vie indépendantes. Pour les équipements réparables, I'indépendance
entre les données des durée de vie suppose une maintenance parfaite apres chaque défaillance

de I’équipement ou une modélisation des durées de premiere panne de 1’équipement.

4 Modele statistique des durées de vie

Sous I’hypothese d'une identification précise des modes de défaillance de 1’équipement, via
un échantillon de données représentatives des durées de vie, I’estimation de la loi des durées de
vie est bien possible par une démarche paramétrique. Mann et al., [9] ont défini une série de
plusieurs types de modeles paramétriques capables de prendre en compte le mélange, la concur-
rence ainsi que le changement de mode de défaillance en fonction de I’dge de fonctionnement.
Des exemples d’estimation basés sur les données des durées de vie collectées en exploitation
sont présentés dans les travaux de Procaccia et al., [10]. Les résultats obtenus prouvent que ces
modeles probabilistes sont fideles aux processus de défaillance des équipements étudiés lorsque
les durées de vie sont régies par un seul mode de défaillance. Pour les cas complexes, Les au-
teurs ont utilisé des mélanges et des concurrences de lois de Weibull pour modéliser la loi des
durées de vie en présence de plusieurs modes de défaillance [10]. Les livres [10] , [11], [12] pro-
posent d’excellents outils pour 'estimation paramétrique de la distribution des durées de vie.
Les auteurs de ces livres fournissent une vue expérimentale de la science de I'estimation de la
fiabilité basée sur les données des durées de vie. En effet, les auteurs ont établi dans leurs livres
le déroulement des approches paramétriques quels que soient les modes de défaillances observés
et les hypotheses sur la qualité de la maintenance de ’équipement ; c¢’est a dire maintenance
imparfaite, remplacement ou réparation minimale.

Cependant, Lawless [13] a présenté les limites de I'hypothése a priori de 'approche paramé-
trique en utilisant les données des durées de vie expérimentales des roulements a billes. Dans
[13], Pauteur cherchait une modélisation de la distribution des durées de vie des roulements

a billes. Lawless [13] a montré, pour les familles de distribution de probabilité Lognormale
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1.5 Conclusion

et Weibull validant les tests d’adéquation, que les estimations des quantiles par intervalles de
confiance sont distinctes avec une faible intersection. Ces intersections entre les estimations
de quantile par intervalles de confiance diminuent surtout au voisinage des queues de distribu-
tion. Par conséquent, les démarches classiques basées sur les estimations paramétriques peuvent
étre inappropriées a cause du choix a priori de la distribution des données des durées de vie.
Cette observation met en évidence I'inconvénient majeur de 'approche paramétrique. D’autres
inconvénients liés a la convergence des calculs seront mis en évidence par la suite.

Il existe d’autres approches dites semi-paramétriques et non-paramétriques. Les approches
semi-paramétriques se rapprochent de ’approche paramétrique dans leur hypothése de construc-
tion. Ils nécessitent plus de types de données que les modeles paramétriques. En effet, cette der-
niere approche propose une modélisation intégrant le comportement physique avec le compor-
tement probabiliste de I’équipement. En dernier nous avons les approches non-paramétriques.
Les approches non-paramétriques sont exempts d’hypothéses a priori sur la loi des durées de
vie de ’équipement. Elles se basent uniquement sur l'information provenant des données des

durées de vie.

5 Conclusion

Ce chapitre a permis d’exposer la problématique de nos travaux de recherche. Dans ce
chapitre, nous avons exposé le probleme d’hétérogénéité inhérent a la collecte des données des
durées de vie des équipements en exploitation. Par la suite, nous avons proposé pour chaque type
d’hétérogénéité le modele de probabilité qui régit les durées de vie des équipements. Ensuite
et dans le cas général, nous avons exposé le modele de probabilité des durées de vie d’un
équipement. Ce modele a permis de définir les relations qui existent entre les différentes fonctions
de densité de probabilité, de fiabilité, de taux de panne et la fonction de distribution des durées
de vie. La connaissance de I'une de ces fonctions permet en effet de déterminer les autres. Ainsi,
a partir des données des durées de vie, il suffit de réaliser ’estimation de I'une de ces fonctions
pour déterminer les autres. Cette estimation peut étre réalisée par différentes méthodes. Le
chapitre suivant présentera une revue de littérature des approches d’estimation des distributions
des durées de vie. Nous avons regroupées ces approches en trois classes (paramétrique, semi-
paramétrique et non-paramétrique). Dans ce méme chapitre, nous décrirons les hypotheses et

les difficultés d’implémentation de chacune des approches.
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Chapitre I. Retour d’expérience et modele probabiliste des durées de vie d’un
équipement
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Chapitre 11

Estimation de la densité de défaillance basée sur

les données

Ce chapitre présente une revue de la littérature des méthodes statistiques d’es-
timation. A travers ce chapitre, nous définirons et expliquerons la construction
de chaque approche d’estimation. Il s’agit des approches paramétrique, semi-
paramétrique et non-paramétrique.

Les difficultés liées a la mise en oeuvre de chaque approche seront explicitées
et comparées a celles des approches non-paramétriques et particulierement a la
méthode du Noyau de Parzen. Nous terminerons par une analyse critique qui
justifie le choix de I"approche non-paramétrique (en occurrence la méthode du
Noyau de Parzen) pour l'estimation des distributions des données des durées

de vie d’équipements en exploitation.
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Chapitre II. Estimation de la densité de défaillance basée sur les données

Dans ce chapitre, nous partons d’un ensemble des données de durées de vie indépendantes
afin d’évaluer la fonction de probabilité de densité des durées de vie d'un équipement. Une loi
continue de probabilité qui doit fidelement représenter la probabilité de défaillance de I'équipe-
ment étudié. Cette représentation probabiliste des durées de vie de I’équipement nécessite des
outils statistiques précis pour réduire les erreurs et la variance des modeles en aval.

L’objectif de ce chapitre est de présenter un état de I’art sur les techniques et les méthodes
d’estimation en mettant en relief leurs avantages et inconvénients. Ces méthodes reposent sur

trois familles d’estimations a savoir paramétrique, semi-paramétrique et non-paramétrique.

1 Meéthodes d’estimation paramétrique

Une approche d’estimation basée sur une méthode paramétrique nécessite la connaissance
a priori de la famille de loi qui régit les données de durées de vie. Le principe d’estimation

paramétrique des lois de probabilité consiste a :
1. choisir a priori un modele f(¢;6) avec un nombre fini de parametres 0,

2. sélectionner une mesure d’erreur a optimiser pour avoir les meilleurs parametres (vrai-

semblance, moment, écart par rapport a une estimation empirique),
3. valider le modele paramétrique choisi (test d’hypotheése ou d’adéquation).

En estimation paramétrique, les mesures usuelles sont la mesure de vraisemblance et celle des

moments.

1.1 Mesure de vraisemblance (ang. Maximum Likehood Estimator
MLE)

Cette méthode possede des propriétés asymptotiques intéressantes montrées dans les travaux
de Saporta [14]. Elle consiste, & partir d'un échantillon des données de durés de vie {t;}i—1...
indépendant et identiquemment distribuées (i.i.d) a sélectionner une fonction de densité usuelle
f(t;0) comme distribution a l'origine des données et ou 6 représente le vecteur de parametres
de la distribution avec § € © (ot © est 'ensemble des valeurs possibles de ). Le choix de
la distribution a priori f(t;6) doit répondre & trois regles selon Lawless [6] : La convenance
probabiliste du modele, la cohérence statistique entre les données et le modele et la facilité de
calcul.

L’estimation de la densité f(¢;0) passe par la détermination d’une estimation du vecteur

de parametres 6 (les parametres nécessaires pour définir la fonction de densité de probabilité
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II.1 Méthodes d’estimation paramétrique

f(t)) a travers la mesure de la vraisemblance. La vraisemblance est une fonction de probabilité
qui évalue la chance de I’événement caractérisé par le n — uplet d’échantillon des données des
durées de vie {t;};1... » pour une fonction de probabilité définie par un vecteur de parametres

6. La fonction de vraisemblance s’écrit :
L(tl,t27"' ,tn;H):P(tl,t2,~-- 7tn|0)7 (II].)

si les durées de vie {t;}i—1.... , sont indépendants, nous obtenons alors :

=1

Sachant que P(t;]f) est donné par f(t;|6), I'Equation (I1.2) s’écrit :

n

L(t17t27"' atn;e) = Hf(tiw)a (113>

i=1

La fonction de densité de probabilité f(t;6) est une fonction de probabilité appartenant a 'une

ou a un mélange (mixture) de famille de lois usuelles :

B Loi exponentielle

B Loi normale tronquée

1 1/t —p\?
f(t;0) = o exp (—2 (a'u> ) avec ¢t >0
pV2mo
0 1 1 /t—p\?
0= (u,o) avecp—l—/_oo 5= &P (—2 (U ) )dt,

B Loi de Weibull

B-1 B
f(t;0) = 2 <M> exp (— <M> ) avec t > vy
n n n

0= (8,1,7).
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Chapitre II. Estimation de la densité de défaillance basée sur les données

B Loi Gamma

LB)n\ n n
0=(8,1,7),

I'(B) = /OOO 27 exp (—x)dz.

ps—1
1 1 — -
f(t, 0) - _ - = <M> exp <M> avec t > Y

La fonction L (t1,ts,- -+ ,t,;0) est une variable aléatoire ayant une fonction de densité de pro-
babilité. Par conséquent, le meilleur des vecteurs § € © correspondrait au mode de la distri-
bution de densité de la vraisemblance L (t1,ts,- - ,t,;60). Alors, la vraisemblance privilégie la
valeur du vecteur 6 la plus probable pour la réalisation d’'un échantillons données de durées
de vie {t;}i=1.. n. Le meilleur des vecteurs 6 doit annuler la dérivée premiere de la fonction
L(ty,ta, -+ ,tn;0) ou de celle de son logarithme. Afin d’illustrer I'utilisation de la méthode de
vraisemblance, prenons 1’exemple de la distribution de Weibull a deux parametres largement

exploitée. Pour une telle distribution la mesure de vraisemblance s’écrit :

B-1 B
156) e -()
Lt7t77tn76 = — | — exp|— | —
(tr. ) ,:1_[1 N n
n n -1 B
t; t;
_ (5) 1 () exp (_ () ) | (114
Ny =1 \" n
En appliquant la fonction logarithme aux membres de I'Equation (I1.4), nous obtenons :
log (L (t1,t2, -+ ,tn;0)) = nlog p +(B—=1)> log E -> w) (IL.5)
i=1 i=1

L’objectif est de trouver un estimateur précis de f(t) par I'estimation des parametres 3 et 7.
Pour se faire, nous posons :

P

nous supposons que la variation de a par rapport a 8 est négligeable. La valeur du parametre

[ qui maximise le logarithme de la mesure de vraisemblance satisfait 1’équation :

0
%log (L (t1,ta, -+ ,ta;, B)) =0,
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II.1 Méthodes d’estimation paramétrique

nous obtenons N

g - Z log (£) — @ > ¢/ log (t) = 0, (IL6)

i=1
d’ou

- ( iﬁog Zlog >_1, (IL.7)

avec

55 (0" = L exp (Slog (1) (1s)

Par une dérivation du logarithme de la fonction de vraisemblance par rapport a 5, nous obte-

nons :

;}élog ((L (tl,tg, Ut 7tn; 0576))) =

azn(itf)_ . (I1.9)

En remplacant o par son expression dans ’'Equation (I1.7), nous obtenons :

-1

B
5:n<”z “t‘;g Zlog ) . (IL.10)

i=1"%

Pour un échantillon de durées de vie {¢;};—1.... n, nous obtenons l'estimateur de 5 noté B par la

résolution de 1’équation :

ntﬁ

i=1 "%

G (B) =n ( SiL t log ( Zlog )_ . (I1.11)

L’estimateur 3 de /3 est le point fixe de la fonction numérique définie par I’'Equation (I1.11). La
méthode du maximum de vraisemblance appliquée dans le cas de la distribution de Weibull a
deux parametres admet des propriétés pertinentes [15] dont 1'existence d’une solution positive

unique pour 'Equation (II.11). Dans ses travaux [15], auteur propose une analyse détaillée de

la distribution de 'estimateur du parameétre 3 et montre que @ est indépendant de 1’échantillon

et du parametre 5. Cependant, la mesure du maximum de vraisemblance peut avoir plusieurs

maximums locaux ou étre non bornée particulierement lorsque le parametre d’origine v de la
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Chapitre II. Estimation de la densité de défaillance basée sur les données

distribution de Weibull est différent de zéro [6] [16] [17]. Ce probléme engendre une difficulté
quant a la convergence des méthodes d’optimisation classique telles que Newton-Raphson, sé-
cante [18] [19]. La convergence des méthodes de Newton-Raphson et sécante dépendent du choix
des valeurs initiales. De ce fait, Qiao et Tsokos [19] proposent une procédure itérative simple
(SIP) a convergence géométrique pour les distributions de Weibull & deux parametres. Cet al-
gorithme permet de trouver les solutions de la MLE pour la loi de Weibull a deux parametres.
Une extension de cet algorithme a été proposée pour une loi de Weibull a trois parametres
[20]. Contrairement a I’algorithme de Newton-Raphson [21], I’algorithme proposé dans [19] [20]
converge indépendamment des valeurs initiales. D’un autre c6té les travaux d’Abbassi et al. [18],
montrent les aptitudes et les difficultés inhérentes a ’estimation des parametres par méthode
du Maximum de vraisemblance (MLE) de la loi de Weibull & trois parametres. Ces auteurs
ont proposé une méta-heuristique basée sur 'algorithme du recuit simulé pour le calcul des
parametres [18]. Pour contourner les mémes difficultés liées a la résolution du MLE, d’autres
travaux se sont intéressés a des mesures plus adaptées telles que I'erreur pondérée par rapport a
une estimation empirique ou continue de la fonction de répartition [16] [22] [23]. Ces difficultés
deviennent plus importantes dans le cas de melange de distributions de Weibull [24] [25]. Car en
plus des parametres des distributions de Weibull, les poids p; doivent étre estimés aussi. Pour
y faire face, Les auteurs [24] proposent 4 algorithmes pour le calcul des parametres dans le cas
de mélange des données de durées de vie. Parmi lesquels, nous trouvons I’algorithme alternatif,
'algorithme minimax (adaptée seulement au cas de deux lois), la méthode de régression et
'algorithme de Dempster, Laird et Rubin DLR [26]. L’algorithme DLR est aussi appelé algo-
rithme EM pour Expectation and Maximization. L’algorithme EM alterne itérativement entre
deux étapes une évaluation de I'espérance de la mesure MLE (E) et la recherche des parametres
assurant une amélioration (augmentation) de la mesure MLE (M). La performance de cet algo-
rithme repose sur 'augmentation de la valeur MLE a chaque étape (E). Le lecteur intéressé par
cet algorithme peut se reporter au livre de McLachlan et Krishnan [26]. Mclachlan and Krish-
nan remarquent que la convergence de I’EM induit quelques problemes. Les problemes qui sont
traduits par une lente vitesse et un probleme d’initialisation [26]. Cependant, sa performance
est meilleure que celle de MLE avec une méthode d’optimisation simple. Tout comme le MLE
classique, son efficacité est contrdlée par le modele sous adjacent choisi. Avant son utilisation,

il faudrait avoir une idée a priori de la famille des distributions.
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II.1 Méthodes d’estimation paramétrique

1.2 Méthode des Moments

Elle est plus exploitée dans 'analyse descriptive des données statistiques. Cette méthode
est basée sur un choix paramétrique antérieur et utilise une comparaison entre les expressions

formelles des moments g, et leurs expressions empiriques :

9m () (t)),

= E@ (u
- /0 S ut)f(t, 0)dt, (I1.12)

ou u(t) est une fonction mesurable [27]. 6 est le vecteurs des parametres de la fonction de densité
f
Le fondement théorique de cette approche résulte de la convergence asymptotique des mo-

ments empiriques vers les moments théoriques,
> ulty) = gm(0), (IT1.13)

lorsque n — oo.

La détermination des parametres nécessite autant d’équations indépendantes que de para-
metres dans la distribution choisi a priori. Le probleme se résume donc a trouver un nombre
suffisant d’équations pour déterminer les parametres de la loi sous-jacente des données. Pour
plus de détail, le lecteur peut se référer aux travaux de Cousineau [17]. A Vinstar de la méthode
de Vraisemblance, I’approche par les moments nécessite la connaissance a priori d’une loi dé-
pendant des parametres . Apres une comparaison entre les moments empiriques et théoriques,
nous déterminons le vecteur de parametres 6 qui vérifie toutes les égalités. Nous remarque-
rons que cette technique devient difficilement exploitable lorsque les expressions des moments
théoriques ne sont pas linéaires en fonction des parametres de la loi a priori.

Enfin, nous notons que les méthodes des moments ainsi que le maximum de vraisemblance

sont tributaires de la complexité du systeme d’équations a résoudre.

1.3 Analyse de approche paramétrique

L’approche paramétrique est tres utilisée dans la modélisation des distributions de durées
de vie. Sa résolution demeure difficile pour certains types de distribution. Nous pouvons le voir
a travers les travaux de la littérature ou les auteurs proposent des solutions pour garantir la
convergence. Parmi ces travaux, nous citons ceux developpés dans [18] [19] [20] dont les résul-

tats reposent sur la mesure de la MLE. D’autres travaux tels que [16] [22] [23] reposent sur une
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Chapitre II. Estimation de la densité de défaillance basée sur les données

mesure d’erreur pondérée par rapport a la fonction de réparation empirique ou lisse (exemple :
méthode du Noyau de Parzen). Cette derniere mesure est plus adaptée en comparaison a la
mesure MLE, pour le cas de la distribution de Weibull a trois parametres. A travers les tra-
vaux cités ci-dessus, nous nous rendons compte que l'estimation paramétrique d’une seule loi
de probabilité sous-jacente suscite d’énormes difficultés (pour la distribution de Weibull). Cette
difficulté augmente dans le cas de mélange de lois de durées de vie. En effet, en plus de I'iden-
tification des modes de défaillances présents dans les données (choix du modele), s’ajoutent

I’estimation du poids associé a chaque mode.

Les travaux de Krifa [28] considérent un mélange de deux lois de distribution de Weibull
afin de prédire le comportement de matériaux soumis a plusieurs processus de rupture avec un
modele & 5 parametres. Le travail de Klein et Bertsche [29] propose un algorithme génétique
comme technique de résolution en cas de mélange des données de durées de vie distribuées
selon des lois de Weibull. L’algorithme génétique est utilisé dans cette analyse pour identifier
le nombre de distributions sous-jacentes, les parametres de chacune des lois et leurs poids par

minimisation d’une mesure d’erreur par rapport a la fonction de répartition.

L’approche paramétrique combinée a la mesure de vraisemblance ou avec une erreur par
rapport a la fonction de répartition empirique est un moyen efficace pour trouver les lois de
distribution des durées de vie des équipements. Cependant, il faut noter que cette démarche

repose sur une hypothese a priori pouvant étre fausse.

2 Meéthode d’estimation semi-paramétrique

Dans ’approche semi-paramétrique ’hétérogénéité est prise en compte par des co-variables
indépendantes de 'usure due a I'dge. Cet aspect nécessite la connaissance des facteurs (va-
riables exogéne ou explicatives) susceptibles d’impacter la distribution des durées de vie en
plus des durées de vie. La fonction de risque instantanée A(t) est liée a la fonction de densité
de probabilité f(t) par :

F(£) = A(E) exp (— / t )\(u)du) , (I1.14)

Les modeles semi-paramétriques doivent étre identifiée pour assurer la convergence de 1’estima-

tion [30]. Les modeéles usuels sont ceux de la classe a risque multiplicatif tel que :

M) = MW (2), (IL.15)
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I1.2 Méthode d’estimation semi-paramétrique

ou W(Z) est une fonction qui caractérise les facteurs d’influences (co-variable) et \o(t) repré-
sente la fonction de risque de défaillance intrinseque dépendant de ’age de 1’équipement. La
fonction Ag(t) est choisie de maniére a appartenir & une classe de distribution paramétrique
(exponentiel, Weibull, log-normale,- - - ). La fonction W (Z) est généralement de la forme [30] :

B log linéaire (modele de Cox) : W(Z) = exp (AZ),

B linéaire : W(Z) =1+ AZ,

B logistique : W(Z) = log (1 + exp (AZ)).
Le modele le plus répandu est celui de Cox introduit en 1972 souvent appelé aussi le modele a
risque proportionnel (Proportional Hazard Model (PHM)) [31]. Le modéle de Cox est largement
exploité en maintenance [32] [33] [34]. Le modele de Cox se caractérise par son expression des

facteurs d’influence :

W(Z) =exp(AZ), (I1.16)
ou A est le vecteur des facteurs d’influence défini par A = (Ay, Ag, -+, Ax) et le coefficient
A {j=1,---,k} est leffet du facteur d’influence j sur la durée de vie. La vraisemblance de Cox

ne prend pas en compte Ao(t) et permet la détermination du vecteur A qui maximise la mesure

de vraisemblance de Cox (Lcoz). Cette mesure définit par le risque de survie conditionnelle :

i exp (AZ;)

L oac
¢ 1;[ S jery, P (AZ))

(IL.17)

Avec (t; # t; sii # j pour tout (4,7)), et ou R est composé des durées de vie t; supérieure a
ti. Z; et Z; les valeurs prises par les facteurs d’influence a t; et t;. Par conséquent, les durées
n’interviennent que dans la construction de R;) c’est-a-dire par leur rang (statistique d’ordre).

Nous notons souvent par p; le risque de survie conditionnelle a partir de I'instant ;.

exp (AZ;)

= _oxplAZ) .18
P S (AZ) (I118)

Cette maniere d’intégrer I’hétérogénéité a travers des variables explicatives réduit les marges
d’erreur et fournit un meilleur pouvoir de prédiction méme en présence d’échantillon de taille
faible. Elle nécessite la gestion, en plus des données de durées de vie, des données sur les facteurs
d’influence.

Dans la suite d’autres approches connues pour leurs robustesse seront exposées. Ces mé-
thodes sont particulierement plus appropriées au traitement des données hétérogénes contrai-
rement aux modeles paramétriques ou semi-paramétrique dont selon Saporta [14] la quantité

d’information expliquée par les estimateurs est inférieure a celle contenue dans 1’échantillon de
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durées de vie.

3 Meéthodes d’estimation non-paramétrique

Les approches non-paramétriques sont exemptes de connaissance a priori de la loi des durées
de vie. Elles ne font état d’aucune loi de distributions sous-jacentes pour les données. Elles se
basent plutot sur la structure des données dans 1’échantillon pour estimer les lois caractérisant
les durées de vie d’'un équipement. Les approches non-paramétriques sont regroupées en deux
classes a savoir, les méthodes basées sur les distances de voisinage et celles basées sur des

fonctions.

3.1 Les k, plus proches voisins (Nearest Neighbors)

Pour un échantillon des données des durées de vie {t;};—1 .., auquel nous associons une
statistique d’ordre {tg)}iz1,.. n telle que £ty < to) < -+ < tmy <ty < - < o) < tn)-

L’estimateur par la méthode des k,, plus proches voisins est défini par :

kn

Ao (IL.19)

f lmn(t) =
avec k, un entier tel que 1 < k,, < n et d(V,,(t)) est la distance euclidienne entre ¢ et son km®
voisin le plus proche ot ¢y < ta) < -+ < ok, < -0 <tim) <t <limyr) <0 < Lnakn) <

+ < t(n). Le choix de la valeur du k, a été étudié par Mack [35]. L'estimateur du k%™ plus
proche voisin de la densité converge en probabilité, en moyenne quadratique et intégrée sous
les conditions suivantes (voir [36] [37]) lorsque la taille des données est grande c’est a dire
(n — 00) :

k
k, — 0o et — — 0. (I1.20)
n

Si de plus la relation suivante est satisfaite alors :

kn

og (1) — 00, (I1.21)

Nous atteignons une convergence compléte de la fonction d’estimation.

Cette convergence devient siire avec la probabilité 1 quel que soit ¢ si (voir [36])

Ky,

710,@; (los (1))’ (I1.22)
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L’estimateur des k, plus proches voisins est asymptotiquement Normale. L’intégrale sur le

support des données de fknn(t) est infinie. Ceci est dii au probleme de queue :

lim fran () > 0, (11.23)
/ T o () dt > 1. (I1.24)
0

L’estimateur des k%™ plus proches voisins de la fonction de densité a une ressemblance avec
la méthode du Noyau pour certaines valeur de k, [38]. Cependant, I'estimateur des k'™ plus
proches voisins reste globalement moins efficace que la méthode d’estimation du Noyau de
Parzen [37]. Parce qu’il a un biais plus élévé surtout vers les queues des distributions que la

méthode du Noyau Parzen.

3.2 Fonction orthogonale ou par projection

L’estimateur par fonction orthogonale permet une estimation par projection pour les fonc-
tions de densité de carrée intégrable sur un intervalle I. La fonction de densité f(¢) etant de
carré intégrale sur un intervalle I, alors elle peut étre réécrite a partir d’'une base orthogonale

de fonctions de carrée intégrable sur I. L’estimateur par projection de la fonction de densité

f(t) est :

m(n)

fOT’t(t) = Z aibi(t)a (1125)

i=1
ou a; sont les ceefficients, b;(t) une base orthonormée de fonctions carrées intégrales sur 'inter-
valle I et m(n) la dimension de cette base.

Les ceefficients a; sont définies par :
0 = / b, (t)dF (). (I1.26)
0
Les fonctions b;(t) sont définies de maniere que :

o lsii=j
/0 b, (t)bi(t)dt = (I1.27)

0 sinon
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Lorsque la base est définie, le probleme d’estimation se résume a ’estimation des coefficients

a; a travers :
6; = / bi(t)dE, (1), (I1.28)
0

F,.(t) est 'estimateur empirique de la fonction répartition de f(t¢). L’estimateur de la fonction

de densité des durées de vie s’écrit alors :

m(n)
fort(t) = Z dzbz(t) (1129)
i=1
, m(n) . -
Si m(n) — oo et ———= — 0 lorsque n — oo alors 'estimateur par projection converge vers la

fonction densité f(t) (en moyenne quadratique intégrée). Cet estimateur par projection presente
I'avantage d’étre moins sensible au phénomene de bord ou de Gibbs (présent dans la méthode
du Noyau de Parzen). Cependant, ses estimations de la fonction de densité ne sont pas toujours
positives ce qui fait que sont intégrale sur le support [ est souvent différent de 1. Il faut
noter que des améliorations ont été apportées par Watson [39] afin de réduire I’erreur moyenne

quadratique intégrée de cet estimateur.

3.3 Fonction noyau
3.3.1 Support Vector Machine (SVM)

Le SVM ou le séparateur a vaste de marge est un outil utilisé initialement pour la discrimi-
nation/séparation supervisée. Les auteurs de [40] [41] 'ont adaptée a 'estimation de la fonction
densité. Les auteurs considérent 1’estimation de la fonction densité comme un probléme de ré-
gression entre la fonction densité f(¢) (variable explicative) et sa fonction de répartition F(t)
(variable a expliquer).

Af(t) = F(t), (I1.30)

ou A est un opérateur Hilbertien entre la fonction de densité f(t) et sa fonction de réparation
F(t) (remplacée par son estimateur empirique F,(t)). Les auteurs de [40] [41] montrent que ce
probleme de régression est équivalent a la determination de la fonction fsvm(t) estimateur de

la fonction de densité : .

Fom(t) =Y BiK (t,1:). (IL.31)

i=1
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ou la fonction Noyau K (, ) est une densité de probabilité symetrique et les coefficients (; obtenus

par minimisation de 1’équation suivante :

B(B) =>_> B:BiK(ti,t;), (I1.32)
i=1j=1
sous les contraintes suivantes
n t
maz|F,(t) — 3 B; / K (t;,u) dulies, = € (11.33)
j=1 77
et "
Zﬂi =1, (I1.34)
i=1
avec
er = Kko(tg), (I1.35)

et Kk est une constante positive.

Les auteurs de [40] proposent un algorithme de résolution du probleme d’optimisation donné
par I'Equation (I1.32). Une autre variante de cet algorithme est proposée dans [41] ott les
auteurs utilisent la théorie des champs moyens et la fonction de perte de Vapnik pour obtenir
les coefficients 3;. Cette variante est plus subjective car elle utilise un parametre de controle
fixé a Pavance [41].

L’estimation par la méthode SVM est efficace d’apres les travaux expérimentaux réalisés
dans [40] [41]. Nous notons que les auteurs n’ont pas fait d’étude théorique sur sa convergence.
Leurs études ont porté sur le développement d’algorithmes de calcul des coefficients ;. Cepen-
dant, les auteurs montrent sur une étude expérimentale de classification basée sur ’estimation
de la fonction de densité que la méthode SVM donne de meilleurs résultats que la méthode du
Noyau de Parzen (sans indiqué la méthode utilisée pour le calcul du parametre de lissage) et

la méthode des k™ proche voisin avec k, = 3.

3.3.2 Noyau de Parzen

La méthode du Noyau de Parzen est la méthode que nous utiliserons dans la suite de nos
travaux pour la modélisation des données de durées de vie. Elle est formellement proche de
la méthode des k, plus proche voisin [36]. La différence est conceptuelle car pour estimer la
fonction de densité a un instant ¢ dans le cas des k™ voisin le plus proche, le nombre k,

de voisins proche est fixe et la distance V(d,(t)) par rapport k“™¢ plus proche varient. Pour
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Iestimateur & Noyau de Parzen, la distance du voisinage est fixe et le nombre des données
de durées de vie au voisinage ajuste l'estimation de la fonction de densité. Ces méthodes sont
duales. L’efficacité majeure de la méthode du Noyau de Parzen sur la méthode des k, plus
proche voisins réside dans le calcul de I'intégrale totale des fonctions d’estimation de la densité.
Cette mesure de probabilité totale est infinie pour la méthode des k, plus voisins et égale 1
pour la méthode du Noyau de Parzen. Le fait que l'intégrale de I'estimateur de Parzen soit
égale a I'unité montre qu’elle est une densité de probabilité ce qui n’est pas le cas pour les ki
voisin (voir Equation (I1.24)).

Nous remarquons que la méthode du Noyau de Parzen a la méme forme mathématique que

la méthode SVM. La méthode SVM correspondrait a la méthode du Noyau de Parzen avec un
parametre de lissage variable en fonction du voisinage.
Contrairement au modele semi-paramétrique ou paramétrique, La méthode du Noyau de Parzen
n’utilise qu'un parametre (parametre de lissage) et une fonction Noyau. Elle a une flexibilité
supérieure et une simplicité de mise en ceuvre par rapport aux autres méthodes de la classe
des estimateurs semi-paramétriques et paramétriques. Ces méthodes (semi-paramétriques et
paramétriques) enregistrent un nombre important de parameétres dont le choix du modeéle et les
techniques de détermination des parametres peuvent ne pas converger.

La méthode du Noyau de Parzen a aussi des faiblesses surtout au voisinage des bords
(appelé bavure par Hominal, Deheuvels [42], effet de Gibbs par Saoudi [43] et effet de bord par
Silverman, Jones, Marron, Ruppert, Hall[44][45][46][47]) pour 'estimation de fonctions définies
sur un support bornés comme les fonctions de densité des durées de vie. Un effet qui n’est pas
présent sur l'estimateur a fonction orthogonale. Cependant, les estimations de la densité avec

les fonctions orthogonales peuvent étre négatives.

4 Conclusion

Ce chapitre a permis d’exposer en détail les méthodes d’estimation des fonctions de proba-
bilité basées sur des données des durées de vie. Ces méthodes sont regroupées en trois classes
en fonctions des hypotheses nécessaires a leur implémentation. Dans chacune des classes d’es-
timateurs, nous avons implémenté quelques approches. Ainsi, la méthode du maximum de
vraisemblance et celle des moments dans la classe des estimateurs paramétriques ont été im-
plémentées. La méthode de Cox, appartenant a la classe des estimateurs semi-paramétriques, a
été implémentée. De la classe des estimateurs non-paramétriques, les méthodes implémentées

sont le k®™¢ voisin plus proche, le Noyau de parzen, les fonctions orthogonales et le SVM. Les
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IT.4 Conclusion

différentes méthodes d’estimation furent également décrites et comparées en fonction de leurs
aptitudes a traiter les données des durées de vie hétérogenes. Cette comparaison a permis de
montrer que la méthode du Noyau de Parzen présente plusieurs avantages par rapport aux
méthodes qu’elles soient de la classe des estimateurs non-paramétriques, semi-paramétrique et
paramétriques. Cependant, I'inconvénient majeur de la méthode du Noyau de Parzen est la
bavure lorsqu’elle est utilisée sur des supports semi-bornés ou bornés. Ces inconvénients se ma-
nifestent en particulier pour les durées de vie puisque celles-ci sont positives. Ces inconvénients
ont des conséquences réelles sur les estimations qui peuvent étre le changement de support et
d’ordre du biais au voisinage du bord. Dans le chapitre suivant, nous décrirons la démarche
d’estimation du Noyau de Parzen et nous présenterons des solutions d’amélioration pour pallier

son inconvénient qu’est 1'effet de bord.
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Chapitre 111

La méthode d’estimation du Noyau de Parzen

Ce chapitre présentera en détail la méthode d’estimation du Noyau de Parzen.
Le parameétre lissage et la fonction noyau de cette méthode seront définis et leur
choix sera discuté afin de garantir une estimation efficace. L’effet du choix et
de la variabilité seront quantifiées pour chaque élément de I'estimateur. Ainsi,
nous montrerons que, sous certaines conditions, les estimations de la fiabilité
et aussi de la durée de vie moyenne d’un équipement sont peu sensibles a la
variation et au choix des paramétres de la méthode du Noyau de Parzen.

Dans ce méme chapitre, nous discuterons également des limites de I’approche
du Noyau de Parzen sur le support semi-borné. Nous terminerons par I’analyse
des techniques permettant d’apporter une amélioration sur le biais de bord

induit par une telle méthode d’estimation.
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Chapitre III. La méthode d’estimation du Noyau de Parzen

1 Introduction : de ’histogramme a la méthode du Noyau

de Parzen

La méthode du Noyau de Parzen est une généralisation de ’estimation par les histogrammes
pour 'analyse des données aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.7.d). L’histo-
gramme est une représentation fréquentielle permettant I’estimation de la densité de probabilité
par classe. Les classes sont caractérisées par des intervalles a largeur constante ou variable qui

subdivisent 1’étendue des observations [14].

Supposons disposer d'un échantillon des données des durées de vie {t1,--- ,t;,--- ,t,} (i.i.d)
de taille n. A cet échantillon, nous associons une statistique d’ordre {tay, - tg), -t ) telle
que ;) < t(j4+1) pour tout j.

La construction d’un histogramme nécessite une subdivision de I’étendue de 1’échantillon
définie par Ed = tq,) — t(1) en des intervalles (ou classes) le plus souvent supposés de méme
largeur h tel que chaque intervalle est limité par des extrémités [a;, a;11[. La densité estimée
par la méthode des histogrammes est définie par le ratio du cardinal de chaque intervalle par
rapport au produit n* (a; 11 —a;). La Figure I11.1 présente un exemple d’histogramme construit
sur la base des données aléatoires générées a partir d'une loi définie par le mélange de trois
distributions de Weibull W (1,5;15;0), W(2,35;20;0) et W (4,5;30;0) avec des proportions
respectives de 35%, 55% et 10%. Dans ce cas les intervalles et 'estimation de la densité de

probabilité sont :

CLO:O’
a,;:ao—l—i*h,

Fuist(t) =

card([a;, ;1)
nh

s site [CLZ',CLi_H[. (III].)

L’analyse de la Figure III.1 montre deux inconvénients essentiels de l’estimation par I’his-
togramme. Le premier inconvénient est que I’histogramme associe les valeurs de densité par
intervalle. C’est a dire que toutes les valeurs ¢ d’'un méme intervalle auront la méme densité de
probabilité estimée Figure III.1. Le second inconvénient est la discontinuité de ’estimateur aux
points extrémités ag, aq, - - - , a,, caractérisée par des sauts qui engendrent une absence de régu-
larité. Pour remédier au premier inconvénient, Rosenblatt [14] propose 1'utilisation de fenétre
mobile au lieu d’intervalles figés. L’histogramme de Rosenblatt permet de construire, autour
de chaque instant, une classe de largeur h centrée sur l'instant ¢t Figure II1.2. En effet, dans

cette représentation I’étendue n’est pas subdivisée en intervalles figés. Nous construisons plutét
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II1.1 Introduction : de ’histogramme a la méthode du Noyau de Parzen
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Figure II1.1 — L’histogramme classique pour I'estimation de la fonction de densité : taille des données
n = 500 et largeur des intervalles h = 4.5781.

un intervalle mobile centré sur chaque instant ¢ ou la densité doit étre estimée. Pour chaque

2
Iinstant ¢. Le modele mathématique de I’histogramme de Rosenblatt s’écrit alors :

h
instant ¢ 'intervalle mobile est défini par I; = [t — —t+ 2] et caractérisant le voisinage de

card(I;)

I11.2
L (1112

fros (t) -

ou Card(l;) représente le nombre d’observations {¢;} compris dans l'intervalle ;. En utilisant

la fonction indicatrice dans 'Equation (I11.2), nous obtenons :

2 im1 Lyer
ros(t) = M, II1.3
() = Z211 (1113)
1 si tZ S [t7
]‘ti —
0 sinon.
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Figure II1.2 — L’histogramme de Rosenblatt pour lestimation de la fonction de densité : taille des
données n = 500 et largeurs des intervalles h = 2.4207.

Si on considere la fonction K (u) définie par :

Ku)=1 si ue [—;;] (IT1.4)

alors les Equations (IT1.3) et (IT1.2) peuvent étre réecrites en remplacant la fonction indicatrice

1,, par la fonction K(u),

A 1 2 t —t

ros(t) = — K L. II1.5

foolt) = 5 2K () (I1L5)
K (u) représente la densité de probabilité de la loi uniforme sur [—%; %}, une fonction qui

transmet sa discontinuité a l'estimateur de Rosenblatt (Figure I11.2). Par conséquent, si nous
remplagons la fonction K(u) par une fonction continue alors les estimations résulteront de la

somme de fonctions continues. Ceci a été proposé dans les travaux de Parzen [48] [49].
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2 Noyau de Parzen : définition et propriétés

Dans la méthode du noyau de Parzen, la fonction K est une fonction de probabilité continue
vérifiant quelques propriétés mathématiques. La fonction noyau est une application de R — R,
bornée et intégrable au sens de Lebesgue [36]. Cette fonction noyau est de Geffroy si I'ensemble

des points de discontinuité a une mesure nulle [36]. Elle est de Parzen-Rosenblatt si :

lim uK(u)=0. (I1L.6)
|u|—o0
A Dévidence la fonction K (u) vérifie :
/ Y K(u)du =1, (IIL7)
0 < / w)du < co. (IIL8)

Le Tableau III.1 donne quelques fonctions noyaux usuelles. Les noyaux définis dans ce tableau

Tableau ITI.1 — Les fonctions noyaux usuelles

Type de Noyau Expression mathématique

2
Epanechnikov  K(u) = £ (1 - (ﬂ> ) ; Jul < ¢ ot ¢ est une constante

Normal K(u) = \/% exp( ”72)
Picard K(u) =3 exp( lul)
Biweight Ku)=21-u?)’ |u<1

sont symétriques et d’espérance mathématique nulle :

K (u) = K(—u), (111.9)
/ "~ WK (w)du = 0. (IIL.10)

De telles propriétés permettent de faciliter les dévéloppements analytiques et numériques.
Le second élément noté h de la méthode du noyau est dit parametre de lissage. L’estimation
de la fonction de densité donnée par 'Equation (IT1.5) est réprise avec K (u) :

1

nhiK(t_t> (I11.11)

=1
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La suite de cette section portera sur ’expression et l’analyse du biais et de la variance de

Pestimateur du Noyau de Parzen fj,(¢).

2.1 Biais de ’estimateur

L’espérance mathématique de I'estimateur du Noyau de Parzen a un instant ¢ donné est définie

par :

E(H0) = [ A, (1I1.12)

d’apres 'Equation (IT1.11), PEquation (I11.12) peut s’écrire :

E (fult) = 2/_0; K (t ;“) f(u)du. (111.13)

U .
, ous obtenons une autre expression

En effectuant le changement de variable suivant w =

de l'espérance mathématique,
E(fult)) = / YK () f(t - hw)dw. (I1.14)

En applicant le dévéloppement limité de Taylor a l'ordre 2 a f(t — hw) au voisinage de t,
'Equation (II1.14) devient :

WK (w) dw + o(h?).
(IIL.15)

() = [ K@) (f(t) _ P(twh + ;f//<t)w2h2 +0(h2)) o,
— f(D) /Z K (w)dw — f'(t)h /O; WE (W) dw + ;f”(t)hz /fo

e}

Sachant que la fonction noyau K (u) admet une moyenne nulle, nous obtenons alors :

E (fh(t)) =f(t)+ ;f”(t)hQ /oo W K (w) dw + o(h?). (I11.16)

—0o0

Par conséquent, le biais de ’estimateur de Parzen est donné par ’approximation :

Bias (fh(t)) =F (fh(t)) — f(t)

- ;f”(t)lf /_O:O WK (w) dw + o(h?). (ITL.17)
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Le terme de droite de 'Equation (II1.17) est différent de zéro, ceci signifie que I'estimateur
a base de Noyau de Parzen est un estimateur biaisé. A part la fonction d’impulsion de dirac
(ayant [*° w?K (w)dw = 0), aucune autre fonction de densité de probabilité prise comme noyau

ne pourrait annuler le biais défini par I'Equation (I11.17).

2.2 Variance de ’estimateur

La variance de l'estimateur de Parzen s’écrit :

Var (fu(t)) = Var <nlh ij (t 7)) : (111.18)

=1

Tenant compte du fait que les variables aléatoires {t;};=;... , sont 7.7.d :
- n t— tl
Var (fh(t)> = (nT)QVar (K( . >> ,

(B[ (T - (e (59))

L’usage du devéloppement limité de Tailor permet d’avoir une valeur approximative des deux
termes de la variance définie par ’Equation (IT1.19). Ainsi & o (ﬁ) pres la variance est donnée
approximativement par :

Var (fu(t)) = nlh f) / K (w)dw + o), (I11.20)

—o0 nh)
Les expressions approchées du biais et de la variance données respectivement par les Equations
(II1.17) et (II1.20) montrent que le parametre h de lissage est inversement corrélé a la variance
et corrélé au biais. De plus, un parametre de lissage élevé conduit a un biais fort et a une
variance faible et inversement.
La Section 2.3 étudie en détail le probleme de sensibilité de l'estimateur de Parzen par

rapport a ses parametres, la fonction noyau K (u) et de la fenétre de lissage h.

2.3 Sensibilité de I’estimateur relativement a ses parametres

Dans cette section, nous chercherons a mesurer l'effet de chacun des parameétres de la mé-
thode du Noyau de Parzen sur la convergence des estimations. Cette analyse de sensibilité

conforte les résultats de la littérature.
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2.3.1 Choix de la fonction Noyau

Des études théoriques intéressantes furent réalisées pour le choix adéquat des fonctions
noyaux. Parmi lesquels, Samiuddin et El-sayyad [50] proposent une méthode basée sur la mi-
nimisation de l'erreur moyen quadratique (Mean square Error : MSE) et Cline [51] sur la
minimisation de I’erreur moyenne intégrée (Mean Square Integrated Error : MISE). Pour Cline,
les noyaux admissibles doivent avoir une transformée de Fourier bornée non négative et in-
férieur a l'unité [51]. Samiuddin et El-sayyad [50] ont fait des études comparatives entre les
fonctions noyau sur le critere M SFE(K) en mettant en exergue que la classe de noyau d’Epa-
nechnikov constitue les seuls noyaux admissibles. Car pour tout autre noyau, il est toujours
possible d’avoir un noyau de la classe d’Epanechnikov qui est uniformément meilleur sur la
base du critére MSE(K). A titre d’exemple, pour les noyaux Uniforme et Normal standard
nous obtenons un noyau d’Epanechnikov uniformément meilleur au sens du M SE avec respec-
tivement ¢ = (10/3)'° et ¢ = (30,/7)'/° (voir I'expression du noyau d’Epanecnikov dans le
Tableau II1.1). Nous notons que ces coefficients sont différents du coefficient du noyau optimal
au sens du critere MISE qui est donné par ¢ = /5.

Une comparaison numérique des performances des noyaux sur le critere du MISFE fut
réalisée dans [44] [52]. Cette comparaison est faite par rapport au meilleur noyau au sens du
M ISE par Deheuvels [52]. Cette comparaison montra que la convergence de 'estimateur n’est
pas affectée par le choix du noyau. Par contre, il est indispensable de retenir que certains noyaux
ont des propriétés mathématiques intéressantes (dérivabilité, facilité de calcul) qui simplifient
leur usage théorique et mise en ceuvre lors de la programmation.

Silverman suggere 1'usage du noyau Normal [44]. Ce noyau permet en effet la réduction du
nombre de modes d’'une distribution estimée lorsque la taille des données augmente. En plus,
le noyau Normal est infiniment dérivable sur son support et s’adapte a toutes les techniques de
détermination du parametre de lissage que nous développerons dans les sections suivantes.

D’apres les résultats d’ores et déja développés dans la littérature [44], [53], [54] le choix de
la fonction noyau influe peu sur les erreurs d’estimation et la convergence de 'estimateur de

Parzen. Pour nos simulations dans ce rapport, nous utiliserons que le noyau Normal.

2.3.2 Choix du parametre de lissage

Le parametre de lissage est le second élément de la méthode d’estimation de Parzen. Il peut
étre déterminé de maniere locale pour chaque instant ¢ ou globale pour tout le support sur
la base des informations provenant des données. Sa valeur dépend peu de la fonction noyau,

d’apres les travaux de simulation d’Adjabi et Cherfaoui [54] concernant quelques noyaux usuels.

42



I11.2 Noyau de Parzen : définition et propriétés

Par contre comme le montre les Equations (II1.17) et (I11.20), il est évidemment fonction de la
taille des données et joue un role déterminant quant a la convergence de la méthode du Noyau
de Parzen [44]. Rappelons qu’un biais fort résulte d’une valeur importante de h et une variance

élevée a une valeur faible de h.

Les résultats de convergence établis dans la littérature, en fonction du parametre de lissage
h reposent sur deux conditions fondamentales. La premiere requiert que la valeur de h tende
vers 0 alors que la seconde condition permet de relier la valeur de h a celle de la taille n de
I’échantillon. Cette seconde condition suppose que la valeur nh — oo. En d’autre terme, pour
satisfaire la seconde condition il faut que la vitesse de convergence de h vers 0 soit inférieure a

1
celle de —. De plus, nous avons les résultats de convergence suivants :
n

B Convergence en probabilité [55] [56] [57], presque compléte pour les fonctions de densité
absolument intégrable. Si

h—0; nh — oo,

alors

710 = (olae o

B Convergence en moyenne quadratique (MSFE) si
h — 0; nh — oo,

alors
E((f0 - 10)°) 0.

B Convergence en moyenne quadratique intégrée (MISFE), I'intégrale du MSE.
o0 A~ 2 o0 N oo . ~
/ E <(fh(t) ) ) dt = / Var (fu(t)) dt +/ Bias® (fu(1)) dt,
0 0 0
ainsi pour les mémes conditions
h—0; nh — oo,

alors
MISE — 0,

B Convergence uniforme en probabilité [36]
f est une densité uniformement continue sur son support et K (u) un Noyau de Parzen

intégrable alors si pour n — oo nous avons h — 0 et nh? — oo alors 'estimateur fj,
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converge en probabilité vers f.

B Convergence uniforme presque compléte [36]
nous obtenons une convergence pour les noyaux intégrables lorsque n — oo sous la
condition

h—0,etsiVk>0o0na Zexp(—/{nhz) < 0
i=1

nous obtenons la méme convergence avec les noyaux de Geffroy quand les conditions

suivantes sont vérifiées,

h — 0, et nh

— OQ.
logn

En conséquence, 'estimateur du Noyau de Parzen est un estimateur asymptotiquement sans

biais. Sa convergence dépend plus du parametre de lissage h que de la fonction noyau K (u).

Apres une présentation de la méthode d’estimation, nous avons introduit et défini la méthode
du Noyau de Parzen. Cette partie nous a permis d’identifier les parametres de la méthode et
de comprendre la criticité de chacun d’eux. Les résultats montrent que le parametre de lissage

est determinant quant a la convergence de la méthode.

La section suivante aborde la propagation et I'impact de la variation du parametre de lissage

h sur les calculs en aval.

3 Propagation de la variabilité du parametre de lissage

Le parametre de lissage est indispensable pour la convergence de 'estimateur du Noyau de
Parzen. Il dépend de I’échantillon ainsi que de sa taille. Le parametre de lissage constitue une
variable aléatoire fonction de ’échantillon des données. Ainsi, les variations du parameétre de
lissage h peuvent affecter les calculs d’optimisation en aval de 'estimation de la fonction de
densité par la méthode du Noyau de Parzen. Les propositions suivantes énumerent les conditions
nécéssaires garantissant une faible propagation des erreurs (variations) du parametre de lissage

sur 'estimation les résultats en aval.

Proposition 1 Si la fonction noyau K(u) vérifie la condition suivante :

lim wK(u) =0, (III.21)

U— 00

alors effet de la variation du paramétre de lissage h sur [’estimation de la fonction de fiabilité
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est borné. En plus, lorsque le noyau a une moyenne nulle :
/ wk (u)du = 0, (IIL.22)

alors cet effet devient nul lorsque la taille des données de durée de vie est suffisamment grande.

Preuve. Nous déduisons des Equations (1.9 de la page 12) et (II1.11) I'estimateur de la fonction
de fiabilité par la méthode du noyau,

i/m 21( (u m ti) du, (IT1.23)

sa fonction dérivée par rapport a h est

dRh tz U,—tl ’ U—tz
- / <_K< h >_ 13 K( h ))du’

dRh (Z/ _K( )du+zh2/°° u—bip ( ht)du>. (IIL.24)

Une intégration par partie du second terme & droite de I’égalité dans 'Equation (I11.24) donne :

[T () e [ ()] [T ()

Selon la condition de ’'Equation (IT1.21), nous déduisonson que :

dR,(t) 1 (& /oo 1 (u—ti) n {H—ti (t—ti) 1 [ /u—t
_ ! T d Ry e = K( )d} ,
dh n@:t e ) AR, no)

dRy(t) 1 (St—t; (t—ti)
= — K .
dh nh (; h h

De plus, si la taille n des données est suffisant grande, alors :

535 (15) - [t

—00
|

Proposition 2 Lorsque la fonction noyau K (u) vérifie les conditions de ’Equations (1I1.21)

45



Chapitre III. La méthode d’estimation du Noyau de Parzen

et (111.22) de la Proposition (1) lestimateur de l’espérance mathématique de la durée de vie est

peu sensible a la variation du paramétre de lissage h.

Preuve. Des Equations (.25 de la page 15) et (II1.23), I'estimateur de 'espérance mathéma-

tique des durées de vie est
&, (0) = / Ry (u)du, (I11.25)
0

posons que :
K0 = [ K,
t

alors l'estimateur de l'espérance mathématique des durées de vie par la méthode du noyau

/Oo Ly ( ti)du, (T1.26)

La fonction dérivée par rapport au paramétre de lissage permet de quantifier I'impact de la
dK(u)

devient,

variation de h sur l'espérance de la durée de vie. Avec = —K(u) sa fonction dérivée

par rapport au parametre de lissage s’écrit :

d [+ . too]
%/o Binfu “_/ ZdhK< h >d’

Il s’en suit que :

d [+ . ool & w—t;
%/o Ru(u d“_/ Z h2 < h >d“’
— K ) aq
hzl/o h < h ) “’

d [+ . +°°"u—t u—t;
%/0 Ri(u) nh/ < . )du, (I11.27)

par conséquent sous les conditions de la Proposition (1) et lorsque la taille devient importante

le terme sous l'intégrale dans 'Equation (I11.27) s’annule.

1 = 0.
Jim 5 S ()

n
La conséquence des Propositions (1) et (2) est que la variation du parametre de lissage h a un

faible impact sur les estimations de la fonction de la fiabilité ainsi que I’espérance mathématique.
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Par les rélations établies dans la Section 3 du Chapitre 1, il est aisé d’étendre ces résultats aux

autres caractéristiques de I’équipement estimées a partir des données.

4 Effet de bord

La méthode du Noyau de Parzen montre des faiblesses sur des supports bornés selon Hominal
et Deheuvels [42] pour l'estimation. C’est le cas des distributions de durée de durée dont les
valeurs des données ne peuvent étre que positives. Pour ce type de distribution on enregistre
un :

B changement de support (de |0, 00[ & |h — min{t;}, oo[)

B masse de probabilité totale sur le support |0, oo[ inférieure a 1'unité,

B fort biais (ordre h au lieu de h? sur |0, hl).

Dans la littérature, nous dénombrons plusieurs techniques d’amélioration de 'effet de bord que

I’on regroupe en deux classes : locale et globale.

4.1 Techniques locales

Elles consistent a adopter des modifications sur I'estimateur de Parzen sur 'intervalle de
10, h[. Dans ce cas, nous utilisons deux estimateurs distincts I'un sur le support |0, h[ et 'autre
sur ]h, 0o|. Les techniques les plus simples sont la méthode de rénormalisation [45] et la réflexion
des données (voir [44]). Le biais des estimateurs obtenus par rénormalisation et réflexion sont
de l'ordre o(h). Ces techniques permettent plutét de résoudre le probleme de masse de pro-
babilité et non le biais. Jones [45] montra que la technique de réflexion est meilleure que la
rénormalisation sur tout le voisinage du bord sur la base de 'analyse du biais et variances des
estimateurs. Cependant la technique de réflexion n’est utilisable que lorsque f’(0) = 0.

Ces méthodes sont de méme ordre de biais que la méthode de Parzen classique. Plusieurs
contributions sur les deux classes existent : il s’agit des speudo-data de Cowling et Hall [47]
pour la réflexion et la généralisation de la rénormalisation par la méthode de Jackknife (canif,
couteau de poche ou de 'armée Suisse).

La généralisation par Jackknife [45] [58] consiste a utiliser une combinaison (avec des coeffi-
cients locaux dépendant de la distance par rapport au bord) d’estimateurs a noyau au voisinage
du bord afin de garantir le méme ordre de biais o(h?) sur tout le domaine de définition (au
voisinage ainsi qu’a l'intérieur du domaine). L’ensemble des modeéles usuels de généralisation
de la méthode du noyau par Jackknife sont décrits dans [45]. Jones [45] expose pour chacun

des modeles 'expression de leurs biais et variances approximatifs et souligne le fait que la cor-
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rection du biais par renormalisation peut conduire a des estimations de fonction de densité
négatives [58]. Jones [58] proposa un estimateur dont le biais est de ordre o(h?) et basé sur la
renormalisation exponentielle. Les estimations de cette derniere renormalisation sont toujours
positives. Cependant, la performance de ces techniques est limitée, nous pouvons se rendre
compte a travers les simulations réalisées par Jones [58] sur les distributions Gamma, au sens
du critere MISE.

L’amélioration basée sur les pseudo-data de Cowling et Hall [47] consiste a faire une réflexion
plus formelle. Contrairement & la réflexion classique, Cowling et Hall [47] proposérent une
reproduction des données basée sur un ordre statistique associé a 1’échantillon des données.
Les auteurs ont proposé une estimation polynomiale des quantiles de | — i/n| a générer (les i
sont choisis de maniere que t; < h). Cette technique implique certes la résolution de systeme
d’équations pour le calcul des nouvelles données mais s’adapte au cas ou f'(0) # 0. Elle a un
biais inférieur a celui de la réflexion simple selon Cowling et Hall [47]. Cette technique donne
toujours des estimations positives.

Les techniques proposées dans ce paragraphe améliorent le biais a travers deux techniques
de base la réflexion des données et la renormalisation. Elles restent locales avec une efficacité
supérieure a la méthode de Parzen pour les données définies sur un support borné. Cependant,
ces techniques peuvent conduire a des divisions par zéro et de masse de probabilité totale
distincte de 1.

4.2 Techniques globales

Elles vont de 'usage de noyaux asymétriques aux transformations des données pour réduire
les effets de bord. Nous dénombrons les techniques basées sur les noyaux Gamma & Beta de
Chen [59], [60] et les méthodes de transformation des données de Marron et Ruppert [46] et de
Saoudi et al., [43].

4.2.1 Noyaux asymétriques

Selon Chen [59] [60], une partie du biais de bord est expliquée par 1'usage de noyau symé-
trique tels que le noyau Normal, d’Epanechnikov et la faible vitesse de convergence de la suite
n~Y% vers zéro. Chen utilise des noyaux asymétriques tels que le noyau Beta ou Gamma. Le
noyau Beta lorsque le support de la fonction de distribution est [0, 1] et le noyau Gamma pour
les fonctions & support semi-borné [0, c0[. A titre d’exemple Adjabi et Lagha [61] ont réalisé

une analyse non-paramétrique des durées dans les files d’attente basée sur le noyau Gamma.
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La consistance du choix du noyau Beta dans l'estimateur de Parzen a été prouvée par
Bouezmarni et Rolin [62]. Les auteurs étudiérent les erreurs absolues et montrérent que cet
estimateur est asymptotiquement sans biais pour les fonctions de densité de probabilité f(t)
deux fois dérivable. Bouezmarni et Rolin [62] prouve que 'estimation avec de tel noyau est
sans biais lorsque f(t) représente la distribution uniforme sur [0, 1]. Le travail Chen dans [60]
sur le noyau Beta sont identiques & celui du noyau Gamma dans [59]. Cheng prouva que cette
méthode ne subit pas de variations de l'ordre du biais au voisinage des bords. L’estimateur de

Cheng [59] sur le support [0, co[ est défini par :

1 n
— > Ky nyin(t (I11.28)
o =
ou ti/h ( t )
t " exp (=2
Y h
Kuupman(ti) = s (5 +1) (I11.29)
L’expression de son biais est,
N 1
Biais(fu(t:) = h ( OR f”(ti)) +o(h). (T11.30)

Le biais de cet estimateur est de 'ordre o(h) et contient f’(¢;) et f”(¢;). En remarquant que ¢;
représente le mode de la distribution et non sa moyenne. Cheng [59] proposa une autre fonction

Gamma Ky, définie par morceau telle que :

ﬁ sit; > 2h,
oh(t;) = 5 (II1.31)
(%) sit; € [0,2h]
L’estimateur du noyau de ’'Equation (I11.28) devient,
~ 1
f(ti) = - > Konon(t)), (I11.32)
j=1
avec un biais approximatif de
. L, f7(t)h + o(h), sit; > 2h
Biais(fu(t;)) = { * I )d>h(t E/f)b (IIL.33)
(1- t>1+h¢ht) tf,( i) +o(h), sit; €0,2h].

Cheng dans [59] montra que le parametre de lissage est & constante multiplicative pres égale
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2/5

n~2/% (celui des noyaux symétriques est de 'ordre n~/%). Nous remarquons que n~%/> converge

plus rapidement vers 0 que n~/°. Les estimations par des noyaux asymétriques restent positives

159], [60].

4.2.2 Technique de transformation de Marron et Ruppert

La technique de Transformation des données fut utilisée par Wand et Devroye [63] pour 1’es-
timation des fonctions de densité absolument intégrable et par Silverman [44] pour I'estimation
des fonctions de densité carré intégrable. Dans cette technique, nous transformons les données
par une fonction pour réduire I'effet de bord par la variation de la fonction de transformation.
Marron et Ruppert [46] proposerent des transformations strictement croissantes qui s’annulent
at = 0 et dont les dérivées premiere et seconde existent. La transformation de Marron et

Ruppert par rapport aux données semi-bornées est une intégrale d’exponentielle définie par :

t
g(t) = / c1 + caexp (—csu) du, (I11.34)
0
ou c3 = ————, et ¢ et ¢y solutions du systéme d’équations :
median{t;}
s b() (11135>
—C3Cy = bl (11136>

Les parametres by et b sont issus d'un algorithme nommé D et proposé par Marron et Ruppert

[46]. L’estimateur de Parzen devient (avec une réflexion seulement au point ¢ = 0) :

fon(t) = ’g;(;” iK (W) . (I11.37)

L’algorithme D selon Ruppert et Marron [46] nécessite deux parametres de lissages indépen-
dants. Le premier parametre de lissage noté hy n’accepte pas toute les valeurs. Certaines valeurs
de h; ne permettent pas de trouver une fenétre de lissage pour les données transformée. A cet
effet nous avons pris une valeur de h; (h; = mediane{t;};=1..,) pour assurer la convergence de
I’algorithme du plug-in. D’un autre c6té, la méthode de Marron et Ruppert n’est pas efficace
pour les mélanges des données [46] une correction local est apportée par les auteurs dans un
algorithme bis appelé D — LB (de la méme famille que la rénormalisation). Karunamuni et

Albert [64] étendent la réflexion au-dela du point ¢ = 0. Ces auteurs ont réalisé un mixage

entre la réflexion sur [0, h] et la transformation polynomiale des données pour construire un
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estimateur dont le biais est de Pordre de o(h?) sur tout le support des données. La fonction de

transformation de Karunamuni et Albert est un polynéme de degré 3.

4.2.3 Technique de transformation par difféomorphisme

Les transformations par difféomorphisme ont été étudiées par Saoudi et al., [43] afin de
résoudre le phénomene de Gibbs (appellation de I'effet de bord en traitement de signal) dans
le cadre d’estimation de fonction de densité des signaux. L’estimateur de Saoudi et al., est
identique a celui proposé par Marron et Ruppert.

Saoudi et al., [43] proposerent des fonctions de transformation g(u) difféomorphisme vers
R.

Définition nous disons que g(u) est un difféomorphisme si seulement si

B g(u) est une fonction bijective

B g(u) est différentiable sur |0, co|

B sa réciproque est différentiable sur R
Saoudi et al., [43] montrérent qu’il est impossible de trouver une fonction de transformation
permettant de supprimer le biais de I'estimateur.

Lorsque la transformation est une diffeomorphisme, f(t) de carrée intégrable et |glof(t)
intégrable alors 'estimateur par transformation est asymptotiquement sans biais, consistant,
convergent. Contrairement & Ruppert et Marron [46] ou Karunamuni et Albert [64] les fonction
de transformations des données sont des difféomorphismes. Ces fonctions sont des applications
bijectives de ]0,00[ vers R dont leurs dérivées tendent vers infini au voisinage du bord et
admettent une fonction réciproque. Une condition nécessaire pour assurer une réduction du biais
au voisinage des bords. Un exemple de difféomorphisme est la transformation logarithmique
utilisé par Silverman [44] et Wand et Devroye [63] pour les données positives. Le parametre de
lissage est obtenu par minimisation numérique d’erreurs quadratique.

Dans la section suivante, nous nous intéresserons aux techniques de détermination du pa-
rametre h relativement & 'optimisation des mesures d’erreur (voir annexe). Nous notons qu’il
existe plusieurs mesures d’erreur pour la recherche du parametre de lissage adéquate telles que
celles définies pour les fonctions de densité absolument ou de carré intégrable (respectivement
L9 avec ¢ = 1,2) ou la mesure de vraisemblance et de KullBack-Leiber [44][65] [66].

Sous des conditions sur le parametre de lissage h, la convergence des écarts (estimateur de
Parzen et la densité réelle) vers 0 dans LY fut établie. A cet effet, nous pourrions se référer aux
travaux de Parzen [48], [49], Silverman [44], Bosq [36], Wang et Hall [67] ou de Devroye [55].

De plus, Silverman [44] a établi une équivalence entre la distance de Kullback-Leiber et une
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Chapitre III. La méthode d’estimation du Noyau de Parzen

estimation de I'ISE (erreur quadratique intégrée).

5 Détermination de parametre de lissage h

Nous rappelons que le choix du parametre de lissage contrairement a celui du noyau est
indispensable pour assurer la convergence de la méthode du Noyau de Parzen. Le parametre de
lissage ainsi que la convergence de ’estimation dépendent de la taille de 1’échantillon. Il peut
étre obtenu par maximisation de la mesure de vraisemblance (voir annexe), par minimisation
d’erreurs absolues (fonction de densité absolument intégrable ou dans L') ou quadratiques

(fonction de densité carrée intégrable ou dans L?).

L’efficacité du lissage dépend explicitement de la valeur de ce parametre. Une analyse rapide
des fonctions variance et biais de ’estimateur de Parzen montre qu'un parametre de lissage petit
entraine une courbe rugueuse (effet de sur-apprentissage) et une large valeur induit une courbe
trop lisse (une perte d’information). Alors, le choix de ce parameétre doit se faire de maniére
judicieuse et en réalisant un arbitrage entre la perte d’information (biais) et le sur-apprentissage
(variance). Pour 'usage de la méthode du noyau de Parzen dans le cadre de nos travaux, nous
utiliserons la minimisation d’erreurs quadratiques au depend d’erreurs absolues. Il est plus
facile de réaliser un algorithme de minimisation des erreurs quadratiques qu’absolues. Pour le
cadre de cette these, nous utiliserons les techniques de calcul du parametre de lissage basée sur
les erreurs quadratiques afin de réaliser la modélisation de la densité de probabilité des durée
de vie des équipements. L’analyse d’erreurs quadratiques est largement exposée dans [36][44].
Dans cette these, nous nous intéresserons plutot a des parametres issus des erreurs quadratiques
principalement composé de I'ISE (Integrated Square Error), MISE (Mean Integrated Square
Error) pour une minimisation globale et MSE (Mean Square Error) pour la minimisation locale
par rapport a la fonction de densité réelle. L’objectif de cette partie est de montrer quelques
techniques et laquelle utilisée pour la détermination du parametre de lissage (basée sur les

échantillons des données des durées de vie) pour que f,(t) — f(¢).

Nous définissons l’erreur moyenne notée MSE(t) (Mean Square Error) en un point par

rapport a la fonction densité réelle :

MSE(t) = E (( Fult) — f(t))2> 7 (111.38)
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en introduisant £ ( fh(t)) dans l'expression du MSE(t), nous obtenons

A

MSE) = B ((fu0) = B (70) - 10+ B (7)), (111.39)
le MSE(t) devient,
MSE(t) = E (fu(t) - Efu(0) + E (Efult) - 1), (I11.40)

car l'espérance du produit croisé s’annule. Ainsi le MSE peut s’écrire en fonction du biais et

de la variance de la fonction d’estimation :
A A 2
MSE(t) = Var (fu(t)) + Bias (fu(t))". (111.41)

Une expression approximative du biais et la variance de 'estimateur de Parzen sont donnés

par :
Biais(fa(t)) ~ ; PR [~ K wdu+ o), (I11.42)
o3 = /_OO w? K (u)du, (I11.43)
Var(fu(t) ~ nlh F(t) [ °:O K2(u)du + o (nlh) : (I11.44)
et .
Ry(K) = L K2(u)du. (I1.45)

Nous déduisons une approximation du MSE notée AMSE pour la sélection locale de h.
1 9 214 4 1
AMSE(t) = Zf (t)*h oy + —hf(t)Rg(K). (I11.46)
n

Le meilleur parametre de lissage au sens du critere AMSE annule la dérivée de la fonction

AMSE pour un age t donné. Cela implique,

f)Ryg(K )1/5 n-1s. (I11.47)

hope(t) = (,,2

o (f7(t))

Ce parametre de lissage dépend de f(t) et de sa dérivée seconde a l'instant ¢ (inconnues en
réalités). Il est inexploitable sans une expression paramétrique de la densité f(t) et a une

propriété locale. Par conséquent étant donné que nous cherchons a estimer une fonction sur
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I'espace des temps, nous privilégions les parametres de lissage résultant d’une optimisation
globale. Les méthodes globales de calcul du parametre de lissage. Les méthodes sont basées sur

la minimisation d’une approximation de I'intégrale du carré I'erreur ISE ou sa moyenne MISE.

5.1 Meéthodes basées sur ISE

Le parametre de lissage est obtenu en minimisant l'intégrale de 1’écart par rapport a la

fonction que I'on veut estimer. Il est défini par :

0 2
ISEM) = [~ (fult) = (1)) dt,
- / Fult)2dt — 2 / Fult) f(D)dE + / F(£)2dt. (I1L.48)
0 0 0
Le terme f(t) ne contenant pas le parametre de lissage h n’apporte pas d’information sur celui-

ci. Nous pouvons 'omettre de ’'Equation (I11.48). Ainsi, la minimisation I'ISE est identique &

minimiser ’expression suivante notée UC'V comme Unbiased Cross Validation.
UCV (h) = / Fu(0)2dt — 2 / Ful) F(1)dt. (IIL.49)
0 0
Le second terme a droite de 1’égalité peut étre estimé par la moyenne des fh( ;) d’apres Stone

68)
B [ o= Fan) (111.50)

Ou f_; est obtenu par validation croisée comme ci-dessous.

Pt = > x("0). (IIL51)
(n—1)h 1) Py iy h
La technique UCV ou LSCV!, la plus utilisée en pratique, a été étudiée par Bowman [69].
Bowman propose d'utiliser & la place du premier terme (voir Equation (II1.48)) sa moyenne,
par une estimation obtenue par validations croisées [69]. Nous obtenons en tenant compte de
ce point, I'estimateur de densité avec validations croisées comme indiquée.

UCvV(h / Fadt — Z Foty). (IIL52)

1. Least Square Cross Validation
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Le premier terme de 'expression a optimiser de Bowman est équivalent a

| A2 = Tllz:; | i +o (nih) . (I11.53)

a o pres. Ce qui conduit a une expression proche de I’expression théorique de I'ISE.

n

[C N 2 N
LSCV(h) = / Fu(®)2dt — =57 FLi(t). (I1L.54)
0 =1
Cette nouvelle expression sera utilisées afin de trouver le parametre de lissage au sens du critere
ISE. La fenétre de lissage est obtenue par minimisation, en utilisant la méthode des sécantes
pour rechercher le parametre h qui annule la dérivée premiere du LSCV ou en appliquant la
méthode de bissection sur le LSCV. L’approximation de I'ISE par LSCV est plus plausible.

Parce que son espérance mathématique a constante pres est égale au MISE.
E(LSCV) = MISE + / F(0)2dt. (I1L.55)
0

Le LSCV a des propriétés mathématiques intéressantes [70] car il constitue un estimateur sans
biais a constante pres (intégrale de la densité au carré) du MISE. Le parametre de lissage issu

converge en moyenne vers le parametre optimale. Selon Hall et Marron [71] et [70] le rapport

lscv

opt
Cependant le parametre de lissage issue de LSCV a une grande variabilité [72] et [73] dépendant

entre les parametres de lissage (( > — 1) 2 a une distribuée Normale de moyenne nulle.

de I’échantillon ayant servi a déterminer le parametre de lissage et possede au meilleur des cas
un taux de convergence de l'ordre de o (nil/ 10) [71]. En plus la recherche du parameétre de
lissage optimal ne converge pas toujours [74]. D’apres 'analyse de Sheater et Jones se basant
sur le travail dans [75] l'estimation issue de la validation croisée a une forte variance due au
fait que le parametre de lissage issu est souvent plus petit que le parametre optimal.

Devroye dans [56] a montré que la fonction d’estimation issue de cette méthode était non
consistante pour certains types de fonction de densité f(t). Drevoye montra que le parametre de
lissage issu de l'optimisation de mesure d’erreur absolue donne une borne inférieure en termes

d’erreur absolue moyenne.
Feluch et Koronacki [72] ont amélioré la méthode du LSCV en supprimant en plus du
terme (i = j) les écarts les plus proche (c’est a dire |t; — t;| < ¢, avec ¢, > 0). Le TCV

(Timmed Cross Validation) proposée Feluch et Koronacki, est une amélioration de LSCV sous

2. hopt parametre de lissage optimal au sens du MISE
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conditions que f(t) soit quatre fois dérivable. Les auteurs [72] montrent que le parameétre de
lissage issu du TC'V est plus stable que celui de LSC'V et s’adapte plus aux distributions de

densité multimodales et asymétriques.

SSEIN 2 n t. —t.
T h:/ 02t — — 2 K(’ J)1._.C. T11.

Quant a nous pour l'usage de la méthode, nous proposons une intégration numérique pour
obtenir le premier terme [ f,(t)2dt en discrétisant I'espace des données. Ces points seront
pris différents des données de I’échantillon lors de I'optimisation de LSCV au lieu d’utiliser les
expressions approchées ou le TC'V. Une intégration résultant du calcul de f2(t) en des points
obtenus apres une discrétisation de I'étendue de I’échantillon des durées de vie {t;}i—1.. n.
Nous utiliserons la méthode d’intégration numérique de Simpson plus précise que la méthode
du trapeze [21]. Ceci afin de réduire la variabilité de la procedure de recherche du parametre

de lissage.

5.2 Méthodes basées sur AMISE

AMISFE est une approximation définie a partir du MISFE ou l'intégrale de I’ AMSE. Le critere

se définit comme suite :

1
AMISE(h) = R‘i(f ) + Za;*{h‘*Rg( ), (I11.57)
avec
— o 2
Rg(g) = /_ _g(u)’dy, (I11.58)
et
0% :/ w? K (u)du. (I11.59)

La fenétre optimale au sens du AMISE est donnée par le parametre h qui annule sa dérivée

relativement a h. Le parametre de lissage optimal est :

_ Ry (K) )1/5 ~1/5
Popt (ajﬁRg ) n-7. (I11.60)

La valeur de Rg(f”) est inconnue et doit étre estimée pour obtenir le parametre de lissage. Les
approches issues de I’ AMISE recherchent une approximation Rg(f”). Un terme qui dépend de

la fonction inconnue f(t).
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II1.5 Détermination de parametre de lissage h

5.3 Meéthode de validation croisée biaisée 1

Scott et Terrell ont proposé d’ajouter un biais a VAMISE [73]. L’ajout du biais permet
d’estimer la valeur de Rg(f”) et de réduire la variabilité du parametre de lissage h. L’estimateur

de la valeur de Rg(f”) est donné par :

» Y\ ) Rg (K”)
Rg(f") =Ry (/") - s (IT1.61)
et A
5 Rg (K”) 2 & t; —t;
Ry (f7)) - = 2; Zl@K (hf> . (111.62)
=1 j=

ou Ok est le produit de convolution défini comme suite :

Ox(z) = /0 YK W) K (u + 2)du.

5.4 Méthode de validation croisée biaisée 2
Hall et Marrons [76] proposent un estimateur de Rg(f”) pour les noyaux tres lisses se basant
sur I'espérance de la dérivée quatrieme.

F4w). (111.63)

1

Rg(f") =

1 n
n o

Une expression que les auteurs ont obtenu par intégration par partie du Rg(f”) :

Ry (f7) = / f7(t)%dt, (T11.64)
0
appliquant deux intégrations par partie sur le terme de droite de 1’égalité ci-dessus, nous obte-
nons :
[Tk = [T row s, (111.65)
0 0

d’ott nous déduisons que Rg(f”) est équivalent a ’espérance mathématique de la dérivé d’ordre
4 de la fonction densité des durées de vie.

Ces méthodes d’estimation biaisées ont un ordre de convergence proche de celui de la mé-
thode LSCV/(h) [74]. Elles utilisent des dérivées d’ordre supérieures et ne sont applicables que
lorsque nous avons des noyaux lisses (infiniment dérivable) tels que le noyau Normal. Nous
remarquons qu’il est difficile de 1'utiliser avec le noyau optimal d’Epanechnikov.

Les méthodes précédentes font aussi partie de la famille des méthodes de validation croisée
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car elles n’utilisent pas le terme non-stochastique dans le calcul c’est a dire (i = j). Elles ont
été développées pour juste pallier la variabilité du parametre de lissage de la méthode de LSC'V

au tour de sa valeur moyenne.

5.5 Plug-in naif

Les techniques basées sur le plug-in ont été introduites pour pallier la convergence lente des
méthodes de validation croisée [70] et [74]. Elles consistent a proposer une estimation itérative
et plus élaborée de Rg(f”) pilotée par une suite convergente de parameétres de lissage liée ou
pas a h. Ces techniques sont itératives et inversent le probleme de recherche de la valeur du
parametre de lissage. Elles accusent un degré de convergence plus rapide que les méthodes de
validation croisée biaisée ou non biaisée [75] et avec une faible variance. Le plus difficile dans
toutes les techniques basées sur I’AMISE est la recherche d’estimateur robuste de Rg(f”).

Une technique du plug-in peut se réduire a la recherche du point fixe d’une fonction g(X, h)

en h ou X = {ty,t, -+ ,t,} le vecteurs de durée de vie et h le parametre de lissage.
/5
Ry (K) )1
g(X,h)= (7, ) I11.66
= notere (1) (60

Le terme Rg(f”) est inaccessible, dii au fait que f(¢) nous est inconnue. De maniére intuitive,
nous pouvons utiliser une estimation naive pour I'implémentation de la méthode du plug-in en
prenant a chacune des étapes successives la dérivée seconde de I'estimateur de Parzen Rg ( fh”)

pour estimer Rg(f”) comme indiqué dans I'Equation (II1.67).

2
A 1 o [N t—t.
") & 7) = K” ‘ ) I1I.
Ro(r") ~ Ry () = s | (2:1 (= )) (111.67)
1l suffit de résoudre I'Equation (IT1.68) en appliquant la méthode des sécantes afin d’obtenir la

valeur du paramétre de lissage adéquate en fonction de ’erreur numérique tolérée.

1/5
- (M) (1L68)
nog Ry (fh”)

Cette approche naive implémentée ici pour le calcul des parametres de lissage a des performances
numériques supérieures a la classe des méthodes basées sur la validation croisée surtout pour
les mélanges des données. Elle accuse quelques fois un probléeme de convergence causé par la

dépendance directe de 'estimateur de Rg(f”) a h.

58



II1.5 Détermination de parametre de lissage h

Dans [76], Hall et Marron exposent les deux classes d’estimateur Rg(f”). La premiere classe
se base sur les produits de convolution et la seconde sur la dérivée d’ordre 4 de la fonction

noyau en utilisant la validation croisée ou non.

5.6 Du Plug-in de Park & Marron a celui Sheater & Jones

Le plug-in de Sheater et Jones est une amélioration de la méthode proposée par Park et
Marron dans [75] dont I'ordre de convergence est n~%/!3. Sheater et Jones [77] montrérent
qu’elle est la meilleure parmi I’ensemble des méthodes de calcul du parametre de lissage avant
de proposer une approche théoriquement plus performante, facilement programmable et plus

précise.

L’estimateur de la fonction Rg(f”) pour le calcul du parametre de lissage est similaire au
cas de la méthode de validation croisée biaisée 2. Dans lequel nous estimons Rg(f”) en utilisant
I’espérance mathématique de la dérivée d’ordre 4 de la fonction noyau. Contrairement au cas de
la validation croisée biaisée I'estimateur de Rg(f”) n’est pas directement liée au parametre de
lissage cherché. Cet estimateur noté S(a(h)), utilise une fonction noyau et des parametres de
lissage souvent distincts de celui utilisé dans fh. Dans leur travail Park et Marron considerent
Pestimateur sans biais de Rg(f”) qui est décrit par I'Equation (IT1.69) avec validation croisée

(sans les termes non-stochastiques définis par (i = j)).

1

Slah)) = a(h)®n(n — 1) :1 j:li,i;éj K (tia(_h];j> ' (I11.89)

)

Avec a(h) comme le parametre de lissage et K (u) une fonction noyau lisse (Normal).

Sheater et Jones propose d’améliorer cette méthode (Park et Marron) par une injection de biais
en supprimant la validation croisée dans S(a(h)). Sheather et Jones ont montré dans [78] que
I'ajout des termes non stochastique (i = j) permettait d’accélérer la vitesse de convergence
du parametre calculé par plug-in vers le parametre réel. Ceci avec une variation de variance
négligeable par rapport au cas Park et Marron. Ils ont mis en place une démarche simple de

calcul du parameétre de lissage qui conduisit & obtenir un ordre de convergence de (n=>/14) vers
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la solution optimale. Dans cette démarche a(h) est obtenu par calcul imbriqué :

S, (a(h)) = a(ml() znj S KW <ta(_hij) , (IT1.70)

n(n—1) = st
a(h) = ch®7,
Ss<(a) 1/7
= 1.347 | =X I11.71
(For) )
T(b) = S Enj f: K® (M) (I11.72)
b'n(n —1) = o b ’

ou a et b sont des parametres de lissages pilotes définis a travers la distance interquartile des
données I RQ) :

a=092IRQn~Y7, (I11.73)
b=0.912TRQn/, (I11.74)

Les méthodes de plug-in ont une grande performance par rapport aux autres techniques de
calcul de parametre [75], [77]. Les techniques du plug-in sont plus précises que la méthode de
validation croisée non biaisée (vitesse de convergence de l'ordre de o(n~/1%)). Cependant, les
méthodes plug-in en dépit de leur performance négligent la variation de l'estimateur Rg(f”).
Car le parametre de lissage issu de la dérivée de 'AMISE, est obtenu avec la fonction Rg(f”)
qui est indépendante de h. Or son estimateur S(«(h)) est lié au h. Sa variation en fonction du

parametre de lissage doit étre prise en compte dans la minimisation de 'AMISE.

0 N Rg(K) 1 , , 0 3
%AM]SE(h) R + ZO‘K (h %S((a(h)) + 4h S((a(h))) . (IT1.75)

Le parametre de lissage au sens de la méthode doit étre le parametre de lissage A qui minimise
’AMISE & travers une annulation 'Equation (IT1.75).

6 Applications numériques

6.1 Calcul du parametre de lissage

Dans cette partie nous nous intéressons a l'efficacité statistique des méthodes de calcul du
parametre de lissage indispensable pour 'estimateur du Noyau de Parzen. Les données sont

supposées provenir de distribution de Weibull. Une distribution de Weibull est définie par trois
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parametres dont :
B parametre de forme [ (scale parameter),
B parametre d’échelle 7 (shape parameter),
B parametre d’origine v (location parameter).
Nous adopterons la notation suivante W (5, n,~) pour la distribution de Weibull dans le reste

du rapport. La distribution de Weibull est définie par :

)= i (7)61 exp (— (T)B) , (TI1.76)
F () =1—exp (— (77)5) , (TT1.77)
R(t) = exp (- (7)5) , (TT1.78)

A =7 (My_l | (I11.79)

Chaque parametre de la distribution de Weibull a une part d’explication dans le processus
d’usure de I’équipement pendant son exploitation. Explicitement le paramere 5 décrit le mode
de défaillance de I’équipement ou son intensité d’usure en fonction de ’age. Le parametre n dé-
signe ’échelle ou la plage de variation de I’dge de fonctionnement de I’équipement. Le parametre
d’origine v désigne I’dge au dela duquel ’équipement pourrait étre sujet a des défaillances.

L’objective de ces simulations d’un c6té est de comparer certaines techniques de calcul
du parametre de lissage sur les données de défaillance générées. D’un autre coté, elle permet
de mettre en application la démarche d’estimation : des données de durées de vie jusqu’a
la modélisation de la densité de probabilité. Les données sont supposées indépendantes et
provenant de distributions de Weibull qui peuvent étre de méme mode ou non et méme échelle
ou non. Une hétérogénéité qui résulte du changement de mode, des conditions ou/et lieu de
fonctionnement des équipements. Dans cette analyse, nous nous intéressons a la variabilité des
calculs de parametres de lissage issus des techniques citées dans les sections précedentes. Nous
allons tester plusieurs types de distribution de Weibull telles que : distribution simple avec
un seul Weibull, des mélanges de distributions de Weibull et des distributions de Weibull en
concurrence.

Cas des distribution simples, les résultats sont représentés par des boites & moustache (box-
plots) sur les Figures I11.3, I11.4 et IIL.5 respectivement pour les tailles d’échantillons 100, 500

et 1000. La boite a moustache est un outil graphique pour visualiser la dispersion dans un

61



Chapitre III. La méthode d’estimation du Noyau de Parzen

échantillon autour de sa valeur médiane représentée par un trait rouge a l'intérieur de la boite.
La longueur de la boite est définie par la distance entre le premier et le troisieme quartiles.
Les moustaches représentent les queues inférieure et supérieure. Les queues ou moustaches in-
férieure et supérieure sont définies respectivement par rapport au premier et troisieme quartiles
a 1,5 fois la longueur de la boite 3.

Nous notons qu’en fonction de I'augmentation de la taille les valeurs des parametres de
lissage et leurs dispersions respectives se réduisent. Nous remarquons en plus que les techniques
n‘ont pas les mémes performances. Ainsi, la méthode du plug-in de Sheater et Jones (noté
h_plg ShJ dich et h_plg ShJ grad) enregistre de faible dispersion contrairement aux para-
metres calculés par la validation croisée baisée 2 (noté h_bcv2). A taille élevée, la méthode de
validation croisée biaisée 1 (h_bcl) devient identique a la méthode de plugin naif (h_ plgnaif)
voir Figure IIL.5. Enfin, la méthode de validation croisée non biaisée (h_lscv) fournit des fe-
nétres de lissage souvent faibles comme l'indique les queues de son box-plot. En effet la méthode
de validation croissée biaisée 2 doit étre évitée vu sa dispersion et en plus elle ne converge pas

souvent vers des solutions réelles.

Ces analyses sont identiques au cas de mélange pondéré de distributions de Weibull de
méme parametre d’échelle voir Figures I11.6, II1.7 et II1.8. Cependant, lorsque les parametres
d’échelle des distributions présentes dans le mélange sont significativement différents alors les
autres techniques de calcul enrégistrent des insuffisances. Pour le mélange de trois distributions
de Weibull de parametre de d’échelle 15, 150 et 1500, nous remarquons que seul les méthodes du
plug-in restent performantes et ne sont pas piégées par les données provenant de la distribution
de Weibull de parametre d’échelle 15. Par conséquent les Figures I11.9, I11.10 et II1.11 montrent
que les autres méthodes produisent des valeurs de parametres de lissage faible. Cela conduit
a une courbes d’estimation rugueuse, signe d'une forte variance d’estimation. Nous notons
également que les validations croisées non biaisée et biaisée 2 ont des performances tres faibles
en mélange des données lorsque les parametres d’échelle ne sont pas du méme ordre de grandeur.

Pour le cas de la concurrence, I'ordre des performances demeurent identiques en terme de
variabilité des résultats. Cependant, il faut remarquer que la méthode du Noyau de Parzen est
une approche fréquentielle alors que la densité issue de la concurrence ne 'est pas. Lorsque les
données ne sont pas linéairement séparable c’est a dire 5; << By ou 71 << 19 la méthode du
noyau n’est pas apte a faire un lissage correcte de la densité de probabilité des durées de vie et

toutes les autres fonctions qui en découlent.

3. dans les graphiques la moustache inférieure est définie par la plus petite des observations supérieure au
premier quartile diminué de 1,5 fois la longueur de la boite et la moustache supérieure est définie par la plus
grande des observations inférieure au troisieme quartile augmenté de 1,5 fois la longueur de la boite
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Enfin, les méthodes basées sur les fonctions de répartition ont un temps de calcul énorme di
au calcul d’intégrations numériques. Les parametres résultants de la minimisation du CE(h)
(voir annexe) sont trop large conduisant a un biais tres élévé Figure I11.15 ou II1.16. Les autres
basées sur le critere EC(h) (voir annexe) sous estiment le parametre de lissage avec un temps
de calcul qui explose avec la taille des données. Cependant, cette sous-estimation dépend du
facteur de p utilisé dans le calcul de la distribution empirique de la fonction de répartition (ici
nous avons utilisé p = {0;0,1;0,5;0,7;0,9} correspondant respectivement aux parametres de

lissage h_ rep0, h_repl, h_rep5, h_rep7, h_rep9).

h_plgShJ_grad |__|:D_|

h_plgShd_dich - _I:D_|

h_plgnai |__§____|:§:|:|_§_|

h_bev2 | |________|
h_bevl i o :D—4 |

2
Parametre de lizsage

Figure II1.3 — Dispersion aprés 30 simulations de calcul du parametre de lissage h : cas d’'une Weibull
W (2,3;15); taille des données 100.

6.2 Analyse des résultats

A travers les simulations et sur la base des résultats des études théoriques, quelques auteurs
encouragent le choix les méthodes basées sur le plug-in pour le calcul du parametre lissage et
cela quel que soit le type des données. Ce choix se justifie par la capacité d’apprentissage dans
le cas des données complexes de la technique du plug-in. A travers les figures, nous notons une
faible dispersion de ses parameétres de lissage. Les parametres de lissage issus de la méthode
de validation croisée biaisée 2 sont tres dispersés. Les résultats statistiques de la méthode de

validation biaisés 1 sont proche de ceux du plug-in simple/naif. La méthode de validation croisée
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h_plgShl_grad - |—[ﬂ‘+
h_plgshd_dich + |_‘|:|:|_4

h_plgnat ‘é———l | I—f

e | T

h 5oy + + Ié—————ir—l

0 0.5 | 1.5 2 25
Parametre de lizsage

Figure II1.4 — Dispersion apres 30 simulations de calcul du parametre de lissage h : cas d’'une Weibull
W(2,3;15); taille des données 500.

h_plgShl_grad| | EHIIE
h_plgShl_dich "D]"

h_bei2 | ]
N
h_lscw + i————__z]

1 ] i 1
0 0.5 1 1.5 2
Paramétre de lissage

Figure II1.5 — Dispersion aprés 30 simulations de calcul du parametre de lissage h : cas d’'une Weibull
W (2,3;15) ; taille des données 1000.

biaisée 2 est la moins efficace pour ce type de distribution surtout a grande taille. Les méthodes

de plug-in Sheater et Jones avec gradient enregistrent une faible dispersion. Par conséquent sur
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h_plgShd_grad |—§—D:|‘é——i
h_plgShi_dich| == ]

h_be2 i | |_~______4
| T

1 1 1 1 1 1

i 1 3 3 4 5

Paramnetre lissage

Figure II1.6 — Dispersion apres 30 simulations de calcul du parametre de lissage h : cas de mélange
pondéré de Weibull de méme parametre d’échelle (35%W (1,5;15) + 55%W (2,3;15) + 10%W (4,5;15));
taille des données 100.

h_plgShJ_grad |— ‘D:H
h_plgShd_dich - _D:[_|
h_plgnaif + ____§_|
S S —
h_be1 + |___1:D_.| :

. .

1
0 0.: 1 1.5 2 5
Parametre de lizzage

Figure III.7 — Dispersion aprés 30 simulations de calcul du parameétre de lissage h : cas de mélange
pondéré de Weibull de méme paramétre d’échelle (35%W (1,5;15) + 55%W (2,3;15) + 10%W (4, 5;15)) ;
taille des données 500.
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h_plgShJ_grad |—m—|
h_plgSh_dich |—D]_| :
h_plgnaif ++r 4+——§——___|
S s s s i

h_bevl s -4
h_lscw ++ ++ |~§—+:|:|_;~___|

| 1 1 i
0 0.5 1 1.5 2 25
Parameétre de lizzage

Figure ITI.8 — Dispersion apres 30 simulations de calcul du parametre de lissage h : cas de mélange
pondéré de Weibull de méme parametre d’échelle (35%W (1,5;15) + 55%W (2,3;15) + 10%W (4,5;15));
taille des données 1000.

h_plgShd_grad 1]
h_plgShJ_dich H{]]-—

h_plgnait + o+ H + |———___|

h_be2 ii———| | |____§____|
h_bevl + + +[+ |——__Ej___|

0 5 1a 15
Parametre de lizzage

Figure II1.9 — Dispersion aprés 30 simulations de calcul du parameétre de lissage h : cas de mélange
pondéré de Weibull de méme parameétre de forme (35%W (2, 5;15) + 55%W (2, 5; 150) + 10%W (2, 5; 1500)) ;
taille des données 100.

66



II1.6 Applications numériques

h_plgShd_grad

h_plgShd_dich

h_plgnaif

b byl

h_bo

b lscy

0 2 4 fi 8 10
Parameétre de lizsage

12

Figure II1.10 — Dispersion apres 30 simulations de calcul du parametre de lissage h : cas de mélange
pondéré de Weibull de méme parameétre de forme (35%W (2, 5; 15) + 55%W (2, 5; 150) 4+ 10%W (2, 5; 1500)) ;

taille des données 500.

h_plg=hd grad

h_plgShd_dich

h_plgnaif

h_ b2

h_bewl

b lscy

X

1.5 2 25 3
Parametre de lizzage

Figure III.11 — Dispersion apres 30 simulations de calcul du parameétre de lissage h :
pondéré de Weibull de méme parameétre de forme (35%W (2, 5;15) + 55%W (2, 5; 150) + 10%W (2, 5; 1500)) ;

taille des données 1000.

cas de mélange
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h_plgShl_grad |—D]——|
h_plgShd_dich |—D]——| :
e | L
h_bevl I——————1

0 0.5 | 1.5 2 25 3 35
Parametre de lizzage

Figure II1.12 — Dispersion apres 30 simulations de calcul du parametre de lissage h : cas des données
provenant d’un équipement composé de sous-équipements en concurrence (Min{W(1,5;15); W (2,3;15)});
taille des données 100.

h_plgShJ_grad| 4
h_plgShJ_dich| : I~D:|—§|
h_plgnaif S B o

h_bev2 |————— ————— ] [ |_ 4
O O M &
h_lscw |__§ _____ _| | |_{

0 0 | L5 2

Paramégtre de lissage
Figure II1.13 — Dispersion apres 30 simulations de calcul du parameétre de lissage h : cas des données

provenant d’un équipement composé de sous-équipements en concurrence (Min{W(1,5;15); W (2,3;15)});
taille des données 500.
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h_plgShJ_grad| : : E‘Dj"

h_plgShd_dich t— ~

h_plgnaif |———| | |———|

h_ber2 e

h_bewl I———| T 1——4

b lscy : |—§———E——€| | : : |—i—|

0 02 04 06 08 1 1.2 14 14
Parameétre de lissage

Figure II1.14 — Dispersion apres 30 simulations de calcul du parametre de lissage h : cas des données
provenant d’un équipement composé de sous-équipements en concurrence (Min{W(1,5;15); W (2,3;15)});
taille des données 1000.

ce critere, la méthode de plug-in de Sheater et Jones a de meilleures aptitudes pour I’estimation
des densités.

Nous notons qu’il existe d’autre approche de calcul du parametre de lissage telles que la
méthode graphique de Silverman[44] ou la Smoothed Cross validation Method dans la littéra-
ture. La comparaison entre les méthodes est assez difficile et nous met face a un probleme de
généralisation. C’est a dire que nous ne pouvons pas prendre les résultats d’une simulation par-
ticuliere et les généraliser. Cependant, nous notons théoriquement que la méthode du plug-in
a un taux de convergence de 'ordre de n~=*1 le meilleur parmi toutes les méthodes et le plus
proche de la valeur théorique possible n=1/2.

L’estimateur du noyau de Parzen, en dépit de son aptitude a modéliser des distributions
complexes, montre quelques problemes lorsque le support des données est borné selon Hominal
et Deheuvels [42] pour I'estimation des fonctions de densité. C’est pour cette raison que nous
nous sommes abstenus de prendre des données issues de distribution de Weibull a faible pa-
rametre de forme [ dans lesquels I'effet du biais est important au voisinage de 0. Ceci relate
un probléme de cette approche qui ne se résume pas seulement au seul choix du parametre de
lissage. L’application numérique suivante discute sur les solutions proposées dans la littérature

afin d’améliorer la mise place de la démarche du noyau de Parzen et son utilisation.
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h_plgShd_grad +H -1 _|

h_repd |——§— __;_i

h_rep? H[H +
h_reps |~|:|:|-| H
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Paramnétre de lissage

Figure III.15 — Dispersion aprés 30 simulations de calcul du parameétre de lissage h : cas basé
sur les fonctions de répartition et des données provenant d’une distribution de melange de Weibull
(35%W (2, 5;15) + 55%W (2, 5; 150) + 10%W (2, 5; 1500)) ; taille des données 100.
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h_plgShd_grad |_|:|:||
h_repd 1_”]1_'_'_ .
h_rep? {_[IJrH_
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Figure III.16 — Dispersion aprés 30 simulations de calcul du parameétre de lissage h : cas basé
sur les fonctions de répartition et des données provenant d’une distribution de melange de Weibull
(35%W (2, 5;15) + 55%W (2, 5; 150) + 10%W (2, 5; 1500)) ; taille des données 500.
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h_plgShd_grad +Hﬂ1
h_repd [[H q
h_rep? | ”]1

h_reps |m{

i i i i I
0 1 2 3 4 5 f 7 ]
Paremeétre de lissage

Figure III.17 — Dispersion aprés 30 simulations de calcul du parameétre de lissage h : cas basé
sur les fonctions de répartition et des données provenant d’une distribution de melange de Weibull
(35%W (2, 5;15) + 55%W (2, 5; 150) + 10%W (2, 5; 1500)) ; taille des données 1000.
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h_plgShd_grad |—[U1
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Figure III.18 — Dispersion aprés 30 simulations de calcul du parameétre de lissage h : cas basé sur
les fonctions de répartition et des données provenant d’un équipement composé de sous-équipements en
concurrence (Min{W(1,5;15); W(2,3;15)}); taille des données 100.
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h_plgShd_grad Iﬂ]l
h_repd ||]]1
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Figure II1.19 — Dispersion aprés 30 simulations de calcul du parameétre de lissage h : cas basé sur
les fonctions de répartition et des données provenant d’un équipement composé de sous-équipements en
concurrence (Min{W(1,5;15); W(2,3;15)}); taille des données 500.
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6.3 Correction de ’effet de bord

Dans cette partie, nous cherchons a modéliser la densité de panne des données provenant
d’une distribution de Weibull W (0,8;0,1) d’une taille N = 500. Pour cela, nous testons les
méthodes de Marron et Ruppert [46] Figure II11.20 et la transformation de Saoudi et al.,[43]
Figure II1.21 . Ces techniques de transformation ont un aspect global et proposent de meilleurs
résultats en dépit de la complexité dans leur déroulement. Les autres, ayant un trait local, sont
peu efficaces surtout face au mélange des données de durée de vie. Cependant, l'inefficacité de
la méthode du Noyau de Parzen n’est importante que pour les distributions de Weibull pour
lesquelles le parametre de forme est faible c’est a dire 8 €]0; 1, 1] (ot au voisinage de zéro la
valeur de la dérivée | f'(0)| peut étre importante). Autrement, pour les distributions de Weibull
dont le parametre de forme [ est supérieur a 2, nous pouvons se passer de ces différentes
corrections et utiliser uniquement un des algorithmes de plug-in.

Parmi la classe des transformations des données, nous utiliserons la technique développée
par Saoudi et al.,[43] pour les cas de fortes présences de biais au détriment de celle proposée par
Marron et Ruppert[46]. La seconde technique est plus complexe et ne s’adapte pas directement

au mélange des données.

].I:I R T 1 1 1 1 1
;| ——— Meéthade du novau avec l'algorithine de BMarron et Ruppert

*  Fonction de densite réelle Wi R=0,5n=0,13

Densité
i

|:| I I I 1 bl """I"T hn b fI o T e
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.8 0.7
Age

Figure II1.20 — Estimation par la transformation de Marron et Ruppert cas {W(0,8;0,1)} taille des
données 500.
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1o T I | T |
: — hlethode du noyau avec transformation difféomorphisme

gHl o
*  Fonction de densité réelle W{p=0,87=0,1)
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0.4 0.5 0.6 0.7

Age

Figure IT1.21 — Estimation par la transformation difféomorphisme cas {W(0,8;0,1)} taille des données
500.
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7 Conclusion

La méthode du Noyau de Parzen a fait 'objet d’étude de ce chapitre. Nous avons exposé ses
propriétés mathématiques et son aptitude a modéliser les données de durées de vie hétérogenes
tout en réduisant la propagation des erreurs provenant du choix et de la variabilité de ses
parametres de lissage et de la fonction noyau.

Dans ce chapitre, plusieurs techniques de calcul des parametres de la méthode du Noyau de
Parzen furent décrites et implémentées. Nous avons également programmé plusieurs techniques
de calcul du parametre de lissage. Par la suite, nous avons réalisé une analyse comparative entre
les différentes techniques sur le critere de variabilité des résultats de calcul des parametres de
lissage. En prenant la dispersion comme critere de sélection, nous avons choisi la technique du
plug-in pour le calcul du parametre de lissage. Cette technique de calcul présente le taux de
convergence le plus rapide de toutes les techniques présentées dans ce rapport. De plus, nous
avons montré que les estimations basées sur le parametre de lissage issu de la technique du
plug-in, s’adaptent plus facilement aux données de durées de vie hétérogenes.

Nous avons terminé ce chapitre par présenter les insuffisances de la méthode du Noyau
de Parzen lorsque les supports des données sont semi-bornés ou bornés. Ces insuffisances se
traduisent par de forts biais au voisinage des bords. Ce chapitre présenta également une revue
sur les approches utilisées pour réduire un tel effet. Ces approches se regroupent en approches
locales et globales. Les approches locales sont simples a mettre en ceuvre et se basent sur
la réflexion des données de durées de vie ou encore sur la renormalisation. Cependant, ces
approches restent peu efficaces. Par contre, les approches ayant un caractere global, utilisent
les noyaux asymétriques ou la transformation des données de durées de vie. Ces dernieres
approches sont plus efficaces que les approches locales en dépit de la complexité de leur mise en
ceuvre. Nous avons opté pour 1'usage de la transformation logarithmique des données de durées
de vie pour réduire le biais de bord dans nos estimations.

La méthode d’estimation du noyau expliquée, ici, sera exploitée dans le chapitre suivant
pour proposer un modele statistique des cotlits engendrés par des politiques de maintenance.
L’analyse dans le prochain chapitre portera essentiellement sur 1’étude des politiques de main-
tenance appliquées a des équipements usagés et évoluant dans plusieurs milieux distincts. Dans
cette analyse les distributions des durées de vie des équipements seront supposées inconnues et

estimées par la méthode du Noyau de Parzen.
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Chapitre IV

Analyse de la polique de maintenance de type

age pour un équipement usagé

Ce chapitre propose un modéle statistique et ’analyse de la politique de main-
tenance de type age appliquée a un équipement ayant été exploité dans un
environnement de caractéristique bien spécifique. Dans cette analyse, contrai-
rement a la majorité des approches existantes, la fonction de distribution des
durées de vie est supposée inconnue. Dans ce présent travail, I'équipement est
caractérisé seulement par des données des durées de vie. La fonction de distri-
bution ainsi que les fonctions objectif sont estimées par la méthode du Noyau
de Parzen.

L’objectif de ce chapitre est double. La premiére partie de ce chapitre analyse
théoriquemment la politique de maintenance de type age pour les équipements
évoluant concécutivement dans des environnements d’exploitation distincts.
Dans I'analyse théorique, nous prouvons l'existence et 'unicité d’un age opti-
male de remplacement. Deuxiemement, une étude statistique est réalisée dans
laquelle nous prouvons la faible variabilité des résultats issus des estimations
avec la taille des données. Des extensions du modéle proposé seront aussi théo-

riquement étudiées.
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Chapitre IV. Analyse de la polique de maintenance de type age pour un
équipement usagé

1 Introduction

L’intérét croissant pour une meilleure gestion des équipements industriels a toujours suscité
de pertinents travaux sur la modélisation et I’analyse mathématiques des cotits d’exploitation.
Un équipement, pour produire de la valeur, se dégrade en fonction de I’environnement et de
la sollicitation. Sans une politique de maintenance préventive adéquate, I’équipement serait
fréquemment sujet a des pannes. Ces pannes d’équipement engendrent des cofits non-planifiés
et des risques dont les conséquences peuvent étre grave pour l’environnement et les agents
d’exploitation.

Plusieurs travaux intéressants ont été réalisés dans la littérature sur ’analyse et la mise en
place de politiques de maintenance. Ces politiques de maintenance ont largement été discutées
dans [1] [2] [79] par Barlow, Hunter, Proschan, Rosenblatt J.R, Weiss et Wolman, pour les équi-
pements non-réparables. Depuis, plusieurs extensions ont été réalisées incluant les équipements
réparables [34] [80] [81]. Dans [82], Nakagawa et Mizutani ont étudié le remplacement pério-
dique avec une réparation minimale sur un horizon fini. Cette approche est un développement
de la politique de maintenance de type block classique étudiée sur un horizon d’optimisation
infini dans [2]. Pour plus de détail sur les politiques de maintenance préventives sur horizon

fini, nous pouvons se référer aux travaux de Nakagawa [83].

Tous les travaux cités ci-dessus reposent sur I’hypothése que la distribution de durées de vie
des équipements appartient a une des familles paramétriques : Gamma, Weibull ou Normale
tronquée - - - . Les modeles paramétriques sont statistiquement validés sur la base des données
de durées de vie. Les travaux de Lawless [13] montrent que plusieurs modeles paramétriques
peuvent étre statistiquement validés pour un échantillon de données. Dans [13], Lawless montre
sur un exemple réel que l'inférence avec deux modeles testés et statistiquement validés peut
étre completement différente. Par conséquent a 'erreur due aux choix, parmi les modeles pa-
rametriques, nous ajoutons les erreurs rélatives a l'estimation de ses parametres sur la base
d’un échantillon. Alors, 'approche paramétrique introduit deux sources d’erreur dans I'optimi-
sation de la maintenance basée sur les données de durées de vie d’ou 'utilisation des méthodes
d’estimation non-paramétrique pour réduire le nombre de sources d’erreurs. Ce present cha-
pitre étudie la politique de maintenance de type age pour un équipement subissant des pannes.
L’équipement est supposé avoir été exploité dans un premier environnement. A la fin de la
mission dans cet environnement, 1’dge de I'équipement est egal a 7). Le méme équipement
est conduit dans un autre environnement différent du premier pour une nouvelle mission. Les
conditions d’exploitation dans le nouvel environnement peuvent étre plus ou moins severe que

dans le précedent. Cette différence est modélisée par des lois de probabilité distinctes rélative-
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ment aux conditions d’exploitation. Afin de réduire les défaillances pendant 1’exploitation dans
le second environnement ’équipement subit une politique de remplacement de type age. Sous
cette politique de maintenance 1’équipement est remplacé a la panne (maintenance corrective)
ou apres un certain age 7" sans défaillance (maintenance préventive).

Le travail consiste ici a déterminer I’dge optimal Ty pour réaliser la maintenance préventive
garantissant un coflit de maintenance minimal. Ce coflit de maintenance tient compte du cotit
de la maintenance préventive et corrective. Le modele du cotit est estimé par la méthode du
Noyau de Parzen sur la base des données de durées de vie recoltées dans les mémes conditions
d’exploitation.

Nous faisons la remarque qu’il existe des travaux antérieurs sur 'analyse non-paramétrique
de la politique de maintenance de type age pour les équipements neufs. Parmi lesquels nous
pouvons citer ceux de Coolen et ses co-auteurs [84] [85]. Pour Iestimation du coiit maintenance,
Coolen et ses co-auteurs utilisent une estimation empirique de la fonction de distribution de
durées de vie de I'équipement. Le modele de Coolen et ses co-auteurs présente des disconti-
nuités dues a 'utilisation d’estimateur empirique de la distribution des durées de vie. Cette
discontinuité pousse les auteurs a donner un encadrement du cotit de la maintenance. Les ages
optimaux pour la réalisation de la maintenance préventive sont alors déduits de la minimisation
des bornes supérieure et inférieure du colit maintenance.

Bergman et Klefsjo [86] [87] proposent une méthode graphique sur le concept du Temps
Total de Test TT'T pour resoudre le méme probléeme de politique de maintenance de type age
pour les équipements neufs. Pour plus de détail sur le concept T'T'T nous pouvons se référer aux
travaux de Barlow et Campo [88] ou Bergman [87]. De maniére similaire, Dohi et ses co-auteurs
[89] [90] [91] ont resolu le probleme de temps limite de réparation en utilisant le méme concept.
Dans ces travaux, Dohi et ses co-auteurs [89] [90] [91] proposent une méthode pour déterminer
le temps limite acceptable pour la réparation par rapport au temps de remplacement par du
neuf. D’un autre c6té Rinsaka et Dohi [92] combine le concept TTT avec la méthode du Noyau
de Parzen pour optimiser la disponibilité des logiciels informatiques. Dans ce travail, Rinsaka
et Dohi [92] ont prouvé que la méthode du Noyau de Parzen est efficace pour modéliser le cofit
de maintenance.

Notre approche est completement basée sur les données de durées de vie et propose une
estimation continue du coilit de maintenance pour la politique de maintenance de type age,
contrairement & I’approche de Coolen et Coolen [85]. Une telle modélisation évite une estimation
par intervalle de la fonction cotit comme proposé dans [85]. De plus avec la méthode d’estimation
du Noyau de Parzen, ’analyse de sensibilité de la fonction cofit de maintenance devient plus

facile. Dans notre travail la robustesse du modele est montrée relativement aux choix et variation
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des parametres de I'estimateurs du Noyau de Parzen. Le chapitre IV s’organise autour de trois
sections. La Section 2 pose le probleme et donne une formulation probabiliste du cotit unitaire
de la politique de maintenance adoptée. Nous proposons, dans la méme section, une estimation
du cotit probabiliste unitaire par la méthode du Noyau de Parzen. Un exemple numérique est
fourni dans la Section 3 ou nous comparons les résultats issus des modeles probabilistes et
statistiques. Dans cette méme section, nous analysons 1’évolution du cotit et ’age optimaux
de remplacement en fonction de la durée de la mission dans le premier environnement. Nous
terminons le chapitre par la Section 4. Dans cette section, nous traitons les extensions du
modéle de base défini dans la Section 2. Dans ces extensions, nous prenons en compte les cotits

de maintenances antérieures exécutées dans le premier environnement d’exploitation.

2 Modele mathématique de la politique de maintenance

Nous considérons un équipement sujet a des défaillances aléatoires. Pour diminuer le risque
d’occurrence des défaillances une politique de maintenance préventive est adoptée : selon cette
politique de maintenance, I’équipement est remplacé par un équipement équivalent soit a la
panne (remplacement correctif) ou lorsque 'dge de I’équipement atteint la valeur 7'. Une telle
politique est dite de type age.

Dans ce présent travail, I’équipement est supposé fonctionner dans différents environne-
ments. Ces derniers sont supposés avoir un impact sur les performances de I’équipement. Cette
performance reflete le dégré de sévérité de 'environnement ou 1’équipement doit accomplir
sa mission. Nous nous limitons au cas ou I'équipement est amené a étre exploité dans deux
environnements distincts de point de vue sévérité. Nous considerons que la performance de
I’équipement est sa fiabilité, la Figure IV.1 montre la performance d’un équipement dans un
environnement 1 plus sévere que 'environnement 2.

Dans la suite de cette section, nous supposerons que 1’équipement, ayant achevé sa mission
dans le premier environnement, est conduit a opérer dans les conditions du second environne-
ment. A la fin de sa premiére mission, I'dge de ’équipement est évalué a T}. Ainsi, suite au fait
que les conditions opératoires dans le second environnement sont différentes par rapport a celles
du premier environnement, ’age de I’équipement au début de sa seconde mission est donné par
une fonction ¢ évaluée a 17 ; c’est a dire ®(77). Cette fonction de correspondance, liant les
deux environnements d’exploitation, tient compte de la sévérité de chaque environnement. De
ce fait, si 'environnement 1 est plus sévere que I’environnement 2, alors comme le montre la

Figure IV.1, ®(T7) sera supérieur a 7;. Dans le cas contraire, ®(77) sera inférieure a 7.
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Dans le contexte d’exploitation décrit ci-dessus, 'objectif est de mettre en ceuvre une poli-
tique optimale de maintenance de type age. Il s’agit donc de calculer I’age optimale de rempla-
cement préventif dans les conditions d’exploitation du second environnement.

Dans ce qui suit, nous considérons que le critere d’optimisation est le cotit total moyen
par unité de temps. Un tel colit est engendré par un cotit C, de remplacement correctif et un
cotit C,, de remplacement préventif (C, << C,.). Les temps requis pour ces remplacements sont
considérés négligeables par rapport a la durée des cycles de fonctionnement de 1’équipement.

Dans ce chapitre, nous chercherons a établir le modele de probabilité du cotit moyen unitaire
qu’engendre la politique de maintenance, avant de proposer un modele statistique en utilisant

I'estimateur du Noyau de Parzen.

2.1 Modele de probabilité

Le cofit total moyen par unité de temps engendré par les actions de maintenance correctives

et préventives est donné par :

Cotit total moyen du remplacement pendant un cycle

C(T|Ty) = V.1
(T113) Durée moyenne du cycle ’ (V1)
par la suite nous noterons
Cu
C(T\T) = —. (IV.2)
Tm

ou (') est le colit total moyen de remplacement lors d’un cycle et T); la durée moyenne du cycle.
Les propositions suivantes permettent de donner les expressions de C; et Th,. Nous noterons
également R;(t) la fiabilité de I’équipement correspondant & l’environnement d’exploitation
1, et Ry(t) celle correspondant a l'environnement 2. Les durées de vie de 1’équipement sont

représentées par la variable aléatoire X.

Proposition 3 Le cout total moyen Cy; est donné par
Cyv = 5~ (C.Ri(Th) — (C, — Cp)Ry (T + ©(T1))) - (IV.3)

Preuve. Sachant que ’équipement a 77 comme age a la fin de sa mission dans I’environnement
1. Cet age est évalué par ®(77) lors du début de sa mission dans le second environnement. Il
s’en suit que :

Crsi X <T+ (1))

Cy = (IV.4)
C,si X > T+ &(T)
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do
Cv=CoP(X <T +®(Ty)|X > (1)) + CP (X > T+ ()X >®(T1).  (IV.5)
Avec
P(X <T+®(T)|X >®(T1) = (1-P(X>T+dT)|X >d(T1))), (IV.6)
nous obtenons :
Cri = Cp = (Cp — C)P (X > T+ O(T1)|X > O(Ty)). (IV.7)

En utilisant les fonctions de fiabilités dans ’'Equation (IV.7), nous obtenons :

Ry (T'+ ©(1h))
Ry ((Th))

Ca=C, — (C, — Cy) (IV.8)

N Ry (T + ®(11))

Ry (9(T1))
d’un 4ge ®(T7). Lorsque nous tenons compte de la condition, d’équivalence des fiabilités imposée

est la fiabilité conditionnelle de I’équipement dans I’environnement 2 a partir

par la continuité de la fiabilité de I’équipement lors du changement d’environnement.

Ry (®(11)) = By (T) (IV.9)
Alors 'Equation (IV.8) devient,
1
Cy = R (1Y) (CrRy (Th) — (C, — Cp) Re (T + ®(T7))) . (IV.10)

[ |
De méme un cycle se termine a un age de fonctionnement 7' ou apreés une défaillance de

I’équipement avant cet age.

Proposition 4 Le cycle moyen T); entre maintenance est donné par :

Ty

&(Ty)+T
! / Ry(t)dt. (IV.11)

" RU(Th)

(1)

Preuve. Rappelons que selon la politique de maintenance adoptée, le cycle se termine soit

par une maintenance corrective (occurrence d’une panne avant la date 7') ou encore par une
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maintenance préventive (I’équipement ayant atteint I’dge 7" sans panne). Il en résulte que
T = Tye + T, (IV.12)

ou T et Ty, désignent la longueur du cycle lors d'une maintenance corrective et une main-

tenance préventive et sont définis respectivement par

Tase = /OT WP (u+®(T)) < X <ut ®(T)) + dulX > ®(T})), (IV.13)
Ty, =T+ P(X >T+®(T)|X > 0(T1)), (IV.14)
B Ry (T + ®(Ty)) 1 T
Tu =Ty * Ty y e+ HT)
Ry (T + ®(TY)) 1 T
=T N "R /o udRsy (u+ ©(T1)) .

Par une intégration par partie, nous obtenons ’expression de la durée moyenne dun cycle.

1

Ty = ——
M7 R(TY)

/OT Ry (u+ ®(T})) du. (IV.15)

Posons u + ®(T}) =t , 'Equation (IV.15) devient,

O(T)+T R, (t)
Ty = / dt. V.16
M O(T1) Ry (Tl) ( )

D’apres les résultats des deux proportions, la fonction objectif & minimiser s’écrit

CrRi(Th) — (Cr — Cp) Ry (T + CI)(TI))

T|T; V.17
(ll) fq)T1+T ()dt ( )
Cette fonction vérifie les propriétés suivantes :
limp o C(T|T}) = —— S (IV.18)
Y oty Relw)da |
et
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Les propositions suivantes donnent d’autres propriétés de la fonction répresentant le cotit moyen

unitaire induit par la maintenance sur le second environnement.

Proposition 5 Lorsque la distribution des durées de vie de I’équipement est exponentielle alors
la fonction coit C(T|Ty) est indépendante de l'age Ty de fonctionnement dans [’environnement
1.

Preuve. La distribution des durées de vie de I’équipement étant exponentielle alors la fonction
de risque intantanée de défaillance est constante et le processus de vieillissement de 1’équipement

est exempt de mémoire c’est a dire que pour deux durées ¢ et s positives, nous avons
Rz(t + S) = RQ(t)RQ(S), (IVQO)

En utilisant I'égalité (IV.20) dans 'Equation (IV.17) nous obtenons :

Cr — (OT — Op)R2(T)
J Ry(z)dx .

O(T|T)) = (IV.21)

Proposition 6 Lorsque le risque ou taux de défaillance est croissant dans le second environ-
nement alors la fonction objectif définie par ’Equation (IV.17) admet une borne inférieure dont
Uexpression est définie par la fonction coit déduite de la proposition (5) d travers UEquation
(1V.21).

Preuve. Pour les fonctions de risque I FFR/IHR au dela de ®(77) alors pour deux réalisations

de la variable aléatoire X telles que t et s, alors nous avons :

De I'Equation (IV.22) nous déduisons I'inégalité des intégrales comme suite

1 1
T Ry (0(11)) Ra(u)du = JT Ra (B(Th) + u) du

(IV.23)

D’un autre c6té de 'Equation (IV.22), nous obtenons :

C.Ry(T1) — (C — C) Ry (B(T1)) Ro(T) < CoRy(Th) — (Cr — C) Ry (B(T1) + T).  (IV.24)
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Tous les termes des inégalités (IV.23) et (IV.24) sont positifs, alors par le produit, les inégalités

gardent le méme ordre.

CrR(Th) — (Cr = Gp) Ry (B(T1)) Bo(T) _ CrBu(Th) — (Cr — Cp) Ry (B(Th) + T)
Jo Rz (®(T1)) Ry(u)du B ST Ry (®(Ty) 4 u) du ’

avec la continuité de la fiabilité lors du changement d’environnements (R;(71) = Ry (®(71)))

nous obtenons :

Cr = (Cr = C)RAT) _ CRi(T) — (G, — Cy) Ry (B(Th) + T)
Jo Ro(w)du — ~ TRy (0(T1) + u) du ‘

[ |
Dans la proposition suivante, nous discuterons de 'existence et 1'unicité d’'un age optimal de

remplacement pour les équipements a risque intantanée de défaillance Ay(t) croissante.

Proposition 7 Si M\y(t) est une fonction strictement croissante a partir de l’age ®(Ty) c’est
a dire IFR alors il existe un age optimal Ty qui garantit un cout de maintenance unitaire

minimal. En plus, Ty est fini si :

lim Ay (t) > B (1)

L . V.25
t—o00 (CT’ — Cp) f‘I’(Tl) Rg(u)du ( )

C
Preuve. Nous savons que C(T|T}) = T—M, par conséquent Ty est optimal si et seulement si :
M

acrry
dr T—T, ’

ce qui conduit a

dCht o, ATy

ar M ar O

Des Equations (IV.10) et (IV.16) nous déduisons que,

dCy 1 dRy (T + ®(1T1))
r ~ GG Ry (Ty) dT ’
ATy Ry (T +®(T)))

dT"  Ry(TY)
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En remplagant chaque terme par son expression et en divisant I’égalité par Ro(T + ®(717)) nous

obtenons :

Ao (T+<I>(T1))/OTR2 (u+ ®(TY)) du+ Ry (T + B(T1)) = Cr(’:’“cp&(m. (IV.26)

Posons Lhs(T) égale au terme de gauche de I'Equation (IV.26). Alors nous avons une fonction

Lhs(T) = constante et avec,
Lhs(T) = X (T + ®(T})) /OT R (u+ ®(T)) du + Ry (T + &(T1)). (IV.27)

La fonction dérivée de Lhs(T),

dLZsT(T) _da (T ;T o(Th)) /OT Ry (u+ ®(T})) du, (IV.28)
dXy (T + ®(T1))

puisque A2(7) est supposé IFR donc > 0, il s’en suit que la fonction dérivée

dLhs(T)

dT
est aussi positive. Cela implique que la fonction continue Lhs(T') est croissante en

fonction de I’age T'. De plus, si nous avons

00 T
lim Lhs(T) = ( / R2(u)du> lim Ao (7 + ®(T3)) > g“Rl(O)
0o r— Up

T—o0 ®(Ty)

L’application du théoreme des valeurs intermédiaires a Lhs(T) donne l'inégalité Lhs(0) <
CTR1(T)
Cr—Cp

< limp_,oo Lhs(T'). Nous déduisons de cette inégalité I'existence d’une valeur unique

0 < Ty < oo telle que Lhs(Ty) = %(g;) si
. CrRl (TI)
lim Ao () > = .
t—00 2( ) (Cr — Cp) f<I>(T1) RQ(U)dU

Par conséquent pour les équipements dont la fonction de risque instantanée est croissante
Iexistence d’un age unique de remplacement optimal dépend de la valeur de la fonction de
risque Ao(7) & linfini. A I'dge de remplacement optimal le risque instantanée de défaillance est

défini par :
C(h|Ty)

o (To) ==&
T P

(IV.29)
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2.2 Modele statistique

Rappelons que dans le cadre de nos travaux de these, I’équipement considéré est supposé étre
exploité dans différents environnements ayant un impact direct sur ses performances. En plus
nous relaxons ’hypothese communément adoptée dans la littérature. Selon laquelle la loi des
durées de vie de I’équipement est connue. Nous supposons que cette loi doit étre estimée a partir
des données des durées de vie. Ces données peuvent étre hétérogenes. L’objectif est d’établir
un modele statistique de la fonction objectif et d’estimer ’age optimal de remplacement. Afin
d’établir le modele statistique de la fonction cofit de maintenance, remarquons tout d’abord qu’a
partir du modele de probabilité de la fonction objectif, celle-ci peut étre complétement estimée
par Uestimation des fonctions de fiabilités R;(t) et Ry(t) de I'équipement correspondants aux
conditions d’exploitation respectivement de I’environnement 1 et celles de 'environnement 2.
Dans nos travaux, ces fonctions de fiabilité sont estimées par I'exploitation de ’estimateur du
Noyau Parzen introduit lors du Chapitre III. Rappelons que, selon cette méthode d’estimation,

les fonctions de fiabilité sont données par :

Rup(Th) = 1§:K< - ) (IV.30)

=1
ot 1 &2 Ty 4+ O(T;
A ” + — t9;
Rop (Ty + ®(T7)) = n—ZK ( 2 2” 2 ) (IV.31)
2 =1 2

o {t1; }iz1, my €6 {t2i}iz1,.. n, sont les données des durées de vie relevées respectivement dans
Penvironnement 1 et 2. La fonction K,(t) est définit par K, (t) = [° K (u)du. A partir de ces

équations, le modele statistique de la fonction objectif est :

CiK( u)_ v pZK <T+‘D(§;1)—t2z>

1 [O(T0)+T 72 T — to;
-~ ' ZKS ( 2 ) dx
ny Jem) o hao

(IV.32)

D’apres I’équation ci-dessus, le modele statistique de la fonction cotit de maintenance dépend
de plusieurs parametres. Cette fonction dépend naturellement des données des durées de vie
ainsi que de leurs tailles, aussi bien de celles relevées lors de 'exploitation de I’équipement
dans l’environnement 1 que dans l'environnement 2. Elle dépend également des parametres
de lissage mais également de I'age T} de I’équipement a la fin de sa mission dans le premier

environnement. Tous ces parametres peuvent étre exploités pour établir une étude de sensibilité
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quant au résultat de I’estimateur de la fonction objectif qui est le cotit total par unité de temps
C (T'|T7). La proposition suivante permet de quantifier 'impact de la variation du parametre

de lissage sur la fonction cofit estimée.

Proposition 8 La fonction coit exprimé par la méthode du Noyau de Parzen (Equation (IV.32))
est insensible aux variations du paramétre de lissage lorsque la fonction noyau satisfait auz
conditions émises dans la Proposition (1) a la page (44) et pour une taille des données de

durées de vie large.

Preuve. La preuve de cette proposition est une conséquence des Propositions (1) et (2) du
Chapitre III. En effet, la fonction est estimée a partir de 'estimation de la fonction fiabilité
de I’équipement. Il en découle donc que la sensibilité de la fonction fiabilité par rapport a la
variation du parametre de lissage est la méme que celle de la fonction objectif.

[ |

L’étude de sensibilité par rapport aux autres parametres sera établie lors des expérimentations
conduites et présentées dans la suite de ce chapitre. Nous discuterons de 'effet de la taille des
données ainsi que celui de I'age T; a partir duquel I'équipement sera exploité dans le second

environnement.

3 Exemple Numérique

Afin de se rapproche le plus possible des données issues de la réalité, nous considérons, dans
le cadre de cet exemple des données de durées de vie générées a partir de mélanges pondérés de
lois de probabilités. Dans cet exemple, nous nous limitons a I’exploitation de la distribution de

Weibull a deux parametres. La Table IV.1 donne pour chaque environnement, les valeurs des

Tableau I'V.1 — Définition de la distribution source des données

Environnement 1 Environnement 2
Parametre de forme /3 1.5 2.0 45 25 40 45
Parametre d’échelle n 10.0 15.0
Pourcentage de mixture 35% 55% 10% 90% 5% 5%

parametres des distributions de Weibull ainsi que les poids de pondération. Par exemple dans
le cas de 'environnement 1 d’exploitation les données de durées de vie de I’équipement sont
supposées de W (1,5;10), W (2;10) et W (4, 5;10) avec les proportions respectives 35%, 55% et
10%.
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Figure IV.1 — Estimation de la fiabilité par la méthode du plug in de Jones-Sheather J-Sh.

Dans le cadre de cette étude expérimentale, nous avons supposé que les tailles des données
ny et my collectées respectivement dans l’environnement 1 et l'environnement 2 sont égales
(n1 = ng = n). La méthode du Noyau de Parzen est exploitée comme méthode d’estimation de
la fonction objectif donnée par 'Equation (IV.32). Dans notre travail, deux types d’estimateur
du Noyau de Parzen sont implémentés. Le premier estimateur est basé sur la transformation
logarithmique des données (identifié par le symbole Log dans ce qui suit). Le deuxiéme estima-
teur est basé sur le principe de la méthode du plug-in (noté par J-sh dans la suite du texte).
Ces deux estimateurs sont presentés dans le Chapitre III.

A partir des données fournies par la Table IV.1 les échantillons de taille n = 100, 500, 1000
des durées de vie sont générées selon les conditions d’exploitation de chaque environnement.
La fiabilité estimée dans chaque environnement est représentée par les Figures IV.1 et IV.2.
Ces figures sont obtenues pour un échantillon de taille n = 1000 de données de durées de
vie en utilisant respectivement l'estimateur du Noyau de Parzen avec le plug-in de Jones &
Sheater (J-sh) [77] [78] et la transformation logarithmique des données (Log) [43]. D’apres les
résultats de ces figures, la fiabilité de I'équipement exploité dans I’environnement 1 décroit
plus rapidement que dans I'environnement 2. Par conséquent ’environnement 1 est plus sévere
que I'environnement 2. De ce fait, un age 7T} de I’équipement a la fin de sa mission dans le
premier environnement correspondrait un dge ®(77) > 77 au début de sa mission dans le

second environnement. Si T} = 5,0 unités de temps, d’apres les résultats de la Figure IV.1,
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Figure IV.2 — Estimation de la fiabilité par la méthode du difféomorphisme ou Log

I'age ®(T7) est estimée a ®(77) = 9,0 unités de temps.

La politique de maintenance de type age étant considérée pour notre équipement. L’équi-
pement est supposé avoir accompli sa mission dans les conditions d’exploitation du premier
environnement a la fin duquel I'équipement est d’un dge estimé a 77 unités de temps. Il est
ensuite conduit a accomplir sa mission mais selon les conditions d’exploitation de I’environne-
ment 2 qui, selon les données fixées, est moins sévere que 'environnement 1. La politique de

maintenance consiste donc a déterminer ’age optimal de remplacement préventif dans le nouvel

environnement d’exploitation. Pour cela nous supposons que le ratio ¢,, = g; est fixé a 10. Pour
une taille n = 500 des données de durées de vie, les Figures [V.3 et IV.4 montrent les variations
de la fonction objectif (réel et estimé). Les courbes de la fonction cotit réelle et ses estimations
sont répresentés par la Figure IV.3, lorsque I’équipement est exploité dans ’environnement 2
apres une mission dans ’environnement 1. La Figure IV.4 donne les courbes lorsque 1’équipe-
ment est exploité dans ’environnement 1 apres une mission dans ’environnement 2. Dans le

cas de ces figures, I’dge initial T} de ’équipement est fixé a T} = 5.

D’apres les Figures IV.3 et IV .4, les deux estimateurs donnent des résultats tres proches de
la courbe réelle. [’age optimal de remplacement préventif est évalué approximativement a Ty =
3,83 et Ty = 3,72 respectivement pour le cas des Figures IV.3 et IV.4. Dans le but d’examiner

'effet de la variation de I’age initial T} de I’équipement sur la politique de maintenance, plusieurs
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Figure IV.3 — Coiit moyen de maintenance par unité de temps par rapport & ’dge : cas ou la taille
n = 500, ’age initial T} = 5 et I’équipement est utilisé de I’environnement 1 vers 2.

valeurs de T} sont considérées et pour lesquelles le cotit de maintenance ainsi que 1’age optimal
de remplacement préventif sont estimés. La Figure IV.5 donne les valeurs réelles de Ty en
fonction de 7. Nous notons que la durée de remplacement optimal Tj n’est pas monotone avec
I’age initial de I’équipement contrairement aux cotits de la maintenance correspondant Figure

IV.6.

Les résultats statistiques du calcul de I’age optimal sont fournis dans les Tables IV.2-1V.5.
Les Tables IV.2 et IV.3 concernent le cas ot le systéme est exploité dans le second environnement
apres sa mission dans le premier environnement. Les Tables [V.4 et IV.5 concernent le cas inverse
ou I’équipement est conduit a opérer dans le premier environnement apres sa mission dans le
second environnement. Afin de tester la robustesse de la méthode d’estimation adoptée, pour
chaque valeur de 77, 10 simulations sont réalisées et ce pour chaque estimateur (Log et J-sh).
Ainsi, pour chaque estimation et pour une taille de données de durées de vie. Les Tables IV.2-
IV.5 donnent les valeurs moyennes de I’dge optimal de remplacement préventif £(7j) ainsi que le
colit total moyen par unité de temps correspondant. Ces tables donnent également 1’écart type

std ainsi que le coefficient de variation cv. Les résultats obtenus démontrent que les estimateurs

93



Chapitre IV. Analyse de la polique de maintenance de type age pour un
équipement usagé

16— ! ! ) 5 ! ; ! !
+ Colit moyen réel
15F Estitnation du colit moyen (Log transformation) -
— — — = Estitnation du colit moyen (Jones-Sheather plug-in)

g 14 ' : ' ' ' |
3
?-g 13
o
oy
g ldr
=y
=i
2 11
[
L]

10

0 1 i i 1 I 1 i i 1

2 4 & 8 10 12 14 16 18 20
Age
Figure IV.4 — Coiit moyen de maintenance par unité de temps par rapport & ’dge : cas ou la taille

n = 500, ’age initial T} = 5 et I’équipement est utilisé de I’environnement 2 vers 1.

Log et J-sh sont efficaces méme en cas de faibles tailles de données de durées vie. Néanmoins,
I’estimateur J-sh comparé a I'estimateur Log fournit de meilleurs résultats. En effet les valeurs
de lécart type (std) obtenues dans le cas de estimateur J-sh sont inférieures & celles obtenus
dans le cas de l'estimateur Log. Ces observations sont confortées par les résultats des Figures
IV.7 et IV.8. Pour une taille n = 1000 données de durées de vie, les Figures IV.7 et IV.8
représentent, en fonction des différentes valeurs de I’dge initial T}, les valeurs réelles des dates
optimales T} ainsi que la moyenne des estimations F(7}) par 'estimeur J-sh (cas de la Figure
IV.7) et celles estimés par 'estimateur Log (cas de la Figure IV.8). D’apres les Figures IV.7 et
IV.8 toutes les courbes répresentées peuvent étre divisée en deux phases. Pendant la premiere
phase allant de 0 jusqu’a I’age initial T} = 7, les courbes sont décroissantes. Cela veut dire que
dans cette phase, la période de remplacement préventif décroit avec l'accroissement de 'dge
initial. En revanche, dans la seconde phase caractérisée par les valeurs de 77 > 7, la période
de remplacement préventif croit avec 'accroissement de T;. En d’autre termes, la politique
de maintenance adoptée suggere une période de remplacement préventif qui décroit avec 1’age

initial de I’équipement et ce jusqu’a une valeur de 77 = 7 unités de temps. Pour les valeurs
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Figure IV.5 — Evolution de I’dge optimal T, de remplacement avec I'age initial 7.

supérieures a 7 unités de temps, cette politique de maintenance suggere de retarder la date de
remplacement & la panne (remplacement correctif). Dans le cas ou 'équipement est amené a
étre exploité dans 'environnement 1 apres une période d’exploitation dans I’environnement 2,

la politique de maintenance a un effet contraire au cas précedemment analysé Figures IV.9 et
IV.10.
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Tableau I'V.2 — Evaluation de I’dge de remplacement optimal T (de I’environnement 1 & I'environnement
2) Ty =1,2,3,4,5

ny =ng = 100 ny =ng = 500 ny =ng = 1000 —
Log J-Sh Log J-Sh Log J-Sh Real values
To Cost To Cost To Cost To Cost To Cost, To Cost To Cost
=1
E 5.13  6.05 5.17 5.85 4.73 5.52 4.80 5.76 4.62 5.2 4.62 5.47 4.72  5.27
Std 0.53 1.28 0.45 0.62 0.56  0.53 0.33 0.44 0.31 0.44 0.28 0.26
cv 0.10 0.21 0.09 0.11 0.12 0.1 0.07 0.08 0.07 0.09 0.06 0.05
T =2
E 4.62 7.08 4.30 7.08 4.55 7.36 4.62 7.26 449 7 4.60 6.96 4.41  6.99
Std 1.01  1.12 1.43 091 0.61 0.52 0.25 0.31 0.57 0.35 0.38 0.24
cv 0.22 0.16 0.33 0.13 0.13  0.07 0.05 0.04 0.13 0.05 0.08 0.03
T =3
E 4.04 9 4.09 8.57 4.40 8.69 4.40 8.5 4.20 8.67 4.33 8.53 4.17  8.69
Std 1.06 1.55 0.77 1.09 0.36  0.56 0.15 0.41 0.34 0.75 0.27 0.54
cv 0.26 0.17 0.19 0.13 0.08 0.06 0.03 0.05 0.08 0.09 0.06 0.06
T =4
E 4.31 11.09 4.42 10.73 3.94 10.32 4.02 10.11  4.22 10.24 4.12 10.09 3.99 10.45
Std 0.65 1.63 0.52 1.27 0.58 0.78 0.48 0.58 0.60 0.61 0.35 0.51
cv 0.15 0.15 0.12 0.12 0.15 0.08 0.12 0.06 0.14 0.06 0.09 0.05
T =5
E 4.54 11.26 4.25 10.82 3.76 12.38 3.91 12.05 4.00 12.28 4.00 11.96 3.83 12.28
Std 1.08 1.79 0.77 1.5 0.41 0.84 0.31 0.77 0.24 0.62 0.20 0.48
cv 0.24 0.16 0.18 0.14 0.11  0.07 0.08 0.06 0.06 0.05 0.05 0.04

Tableau I'V.3 — Evaluation de I’dge de remplacement optimal T (de I’environnement 1 & I'environnement
2) T, =6,7,8,9,10

ny =ng = 100 ny =ng = 500 ny =ng = 1000 -
Log J-Sh Log J-Sh Log J-Sh Real values
To Cost To Cost To Cost To Cost To Cost To Cost To Cost
T =6
E 5.21 13.89 5.04 13.41 4.42 14.2 4.26 13.8 3.93 14.36 3.91 14.04 3.72 14.22
Std 1.55 2 1.20 1.75 0.65 0.99 0.49 0.96 0.41 0.35 0.31 0.3
cv 0.30 0.14 0.24 0.13 0.15 0.07 0.12 0.07 0.10 0.02 0.08 0.02
=7
E 3.70 16.1 4.24 16.04 4.08 15.85 3.80 15.55 3.82 16.78 3.77 16.24 3.66 16.25
Std 0.85  1.47 1.92 1.9 0.76  0.63 0.49 0.56 0.43 1.01 0.19 0.63
cv 0.23  0.09 0.45 0.12 0.19 0.04 0.13 0.04 0.11  0.06 0.05 0.04
T =8
E 7.73 18.01 399 1942 3.25 1823 3.73 17.83 4.15 1762 3.85 17.52 3.66 18.38
Std 4.42  3.23 0.62 7 1.14 1.2 0.39 0.87 0.57 0.74 0.36 0.74
cv 0.57 0.18 0.16 0.36 0.35 0.07 0.10 0.05 0.14 0.04 0.09 0.04
T =
E 5.89 20.15 4.52 20.04 4.22 20.04 3.83 19.93 4.03 2044 4.20 20.37 3.76 20.56
Std 2.56 2.2 2.97 219 0.33 1.28 0.28 1.19 1.36  0.75 0.43 0.72
cv 0.44 0.11 0.66 0.11 0.08 0.06 0.07 0.06 0.34 0.04 0.10 0.04
T =10
E 4.80 20.15 3.70 20.77 4.85 2217 4.25 2254 4.65 21.53 4.56 21.66 3.94 22.69
Std 2.39 2.05 1.48 2.47 0.93 1.53 0.52 1.2 0.84 1.04 0.80 0.87
cv 0.50 0.1 0.40 0.12 0.19 0.07 0.12 0.05 0.18 0.05 0.18 0.04
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Tableau I'V.4 — Evaluation de I’dge de remplacement optimal T (de I’environnement 2 & I’environnement
1)T1 =1,2,3,4,5

ny =ng = 100 ny =ng = 500 ny =ng = 1000 I
Log J-Sh Log J-Sh Log J-Sh Real values
To Cost To Cost  Tp Cost  Tp Cost  Tp Cost  Top Cost  Tp Cost
=1
E 3.66 9.72 4.08 7.35 3.5 8.46 3.9 6.47 3.63 875 3.68 6.63 3.71 6.82
Std 0.71 1.22 0.59 0.73 0.61 047 046 0.31 0.45 0.39 017 0.25
cv 0.19 0.13 0.15 0.1 0.17 0.06 0.12 0.05 0.12 0.04 0.05 0.04
T =2
E 3.88 9.44 3.99 738 378 846 393 6.92 3.8 8.5 3.8 6.74 375 7.4
Std 1.17 141 0.59 0.98 0.7 0.86 044 0.56 0.35 0.31 0.15 0.36
cv 0.3 0.15 0.15 0.13 0.19 0.1 0.11 0.08 0.09 0.04 0.04 0.05
T =3
E 3.27 893 3.82 7.26 382 863 384 7.82 3.7 8.656 3.76 7.94 3.77 8.13
Std 1.09 1.31 043 1.15 037 058 019 043 043 045 0.16 0.4
cv 0.33 0.15 0.11 0.16 0.1 0.07  0.05 0.05 0.12 0.05 0.04 0.05
T =4
E 3.45 9.78 3.79 8.03 3.81 9.43 3.75  8.59 3.57 9.12 3.7 8.82 3.76  8.96
Std 1.49 1.74 0.37 1.22 0.6 1.33 036 0.36 0.24 0.51 0.15 0.43
cv 0.43 0.18 0.1 0.15 0.16 0.14 0.09 0.04 0.07 0.06 0.04 0.05
T =5
E 3.87 10.72 3.96 9.9 3.74 9.87 3.81 9.51 3.68 9.8 3.67 9.62 3.72 9.89
Std 0.84 1.58 0.64 14 0.59 0.65 035 054 026 0.53 0.18 0.44
cv 0.22 0.15 0.16 0.14 0.16 0.07 0.09 0.06 0.07 0.05 0.05 0.05

Tableau I'V.5 — Evaluation de I’dge de remplacement optimal T (de I’environnement 2 & I'environnement
1) T, =6,7,8,9,10

ny =ng = 100 ny =ng = 500 ny =ng = 1000 -
Log J-Sh Log J-Sh Log J-Sh Real values
To Cost To Cost To Cost To Cost To Cost To Cost To Cost
T =6
E 3.96 10.63 3.84 10.34 3.83 11.22 3.61 10.82 3.74 10.95 3.7 10.83 3.65 10.94
Std 0.84 1.03 0.71 0.86 0.73 0.89 0.41 0.66 0.46 0.62 0.35 0.52
cv 0.21 0.1 0.18 0.08 0.19 0.08 0.11  0.06 0.12 0.06 0.09 0.05
=7
E 4.53 12.64 3.96 11.77 3.68 11.78 3.66 11.68 3.44 1237 3.63 12.17 3.55 12.1
Std 1.3 1.69 0.69 0.89 0.4 0.78 0.28 0.53 0.86  0.47 0.24 0.51
cv 0.29 0.13 0.17 0.08 0.11  0.07 0.08 0.05 0.25 0.04 0.07 0.04
T =8
E 4.43 13.23 3.45 12.65 3.52 14.35 3.81 13.73 3.45 13.73 3.44 13.5 3.43 13.41
Std 1.77 1.06 0.47 1.06 0.58 0.8 0.81 0.75 0.36  0.59 0.25 0.5
cv 0.4 0.08 0.14 0.08 0.17  0.06 0.21  0.05 0.1 0.04 0.07 0.04
T =
E 4.3 15.14 3.67 14.32 4.09 15.12 3.57 14.72 3.36 15.12 3.36 14.93 3.31 14.89
Std 1.67 1.37 0.76  0.81 1.42 1.71 0.29 1.01 0.39 0.71 0.28 0.64
cv 0.39 0.09 0.21 0.06 0.35 0.11 0.08 0.07 0.12 0.05 0.08 0.04
T =10
E 4.79 1584 4.07r 1533 3.68 16.83 3.45 16.5 3.25 16.8 3.25 16.53 3.23 16.55
Std 1.4 1.67 0.81 1.74 0.72 1.59 0.52 1.26 0.66 0.85 0.5 0.73
cv 0.29 0.11 0.2 0.11 0.19 0.09 0.15 0.08 0.2 0.05 0.15 0.04
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Figure IV.6 — Evolution de coiit optimal Cy en fonction de I’age initial T7.
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Figure IV.7 — Intervalle de variation de I’Age optimal & un écart type pres, cas de l'estimation J-Sh
(environnement 1 vers 2).
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4 Politique de maintenance de type age avec réparation

La section précedente a traité 'optimisation de la maintenance des équipements ayant un
certain age de fonctionnement dans un environnement distinct. Dans cette formulation, seul les
cotits induits par la maintenance dans le second environnement sont pris en compte. L’historique
du cotit de maintenance dans le premier environnement est ignoré et I’équipement est supposé

ne subir aucune remise a niveau avant le début de 'opération sur le second environnement.

L’analyse théorique de cette section prend en compte les cofits de réparations réalisées dans
le premier environnement dans I’optimisation de la maintenance. Les nouvelles politiques seront
théoriquement analysée dans les sections suivantes, ou les conditions sur 1'unicité et l'existence

des solutions optimales seront discutées.

4.1 Modele mathématique avec réparation a 7T}

Dans cette nouvelle politique, nous maintenons les mémes conditions d’exploitation de I’équi-
pement ainsi que I’hypothese sur I’horizon d’exploitation (infini). Ce qui nous permet de garder
la méme formulation de la fonction cofit comme décrite dans 'Equation (IV.17). Ainsi, a ce
modele de colit nous ajoutons le colit supplémentaire rélativement a la réparation effectuée a
I’age 17 juste avant le début de 'opération dans le second environnement. Cette réparation a
pour objectif de réduire I’dge de 1'équipement de T} a t; et de lui permettre de débuter les

opérations dans le second environnement avec un niveau de fiabilité meilleure.

Le cotit de la réparation permettant la réduction d’age de T a t; a la fin de l'opération

dans le premier environnement est noté par Cra(t1|77) et défini sous les conditions aux limites

suivantes.
lim ORM(t1|T1) = 00, (IV33)
t1—0t
lim Cgry(t1|T1) = 0. (IV.34)
t1—>T1_

La condition (IV.33) traduit I'absence d’une réparation garantissant une réduction compléte
de l'dge a partir de 77 (c’est a dire débuter avec ¢; = 0). Tandis que la condition (IV.34)
montre que la non-réparation de ’équipement & 7T} n’engendre pas de cotit. En plus la fonction

colit Cra(t1|T1) doit étre monotone en fonction des variables t; et T7. Ses fonctions dérivées
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rélativement aux variables t; et T} doivent étre respectivement négative et positive :

d

7CRM(t1|T1) < 0, (IV35)
dty

d
7dT1 ORM(t1|T1) > 0. (IV36>

En se basant sur 'Equation (IV.17 de la page 85), le cofit total moyen par unité de temps

s’écrit alors :

t1|7h) + Cp) Ry (t1) — (Cr — Cp) Ra (T + ®(1))

C(T|t,,T) = (Cra

, V.37
ou l'on vérifie les propriétés suivantes :
. Cru(t1|Th) + C,
lim C (T|ty,T)) = R(tq). V.39
A0, O 0T = Jep a0 Ty da ) (1V-39)

L’Equation (IV.37) admet une solution optimale pour un couple d’age (t1,T}) si la dérivée du

coiit total moyen unitaire C(T'|ty,T7) par rapport T' s’annule :

d

Cette équation est équivalente a :
LhS<T|t1) = G(tl,Tl), (IV41>
ol .
Lhs(T|t) = Mo (T + &(1,)) /0 Ry (B(ty) + ) du + Ry (B(t) +T)
et

Cry(t1|Th) + C,
G(tl,Tl) - RMéng Rl(tl)
r p

La proposition suivante donne les conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence et I'uni-

cité d'un age optimal de remplacement dans le second environnement.

Proposition 9 [l existe une stratégie optimale de remplacement préventif (dans le second en-
vironnement d’exploitation) si le tauz de panne Ao(t) est croissant et vérifie l'une des deux

conditions :
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1. lim A\ (T) = oc.

T—o0
Cru(t1|Th) + C.
(Cr = Cp) [5™ Ra(t)dt

2. 711II1 )\Q(T) > Rl(tl)

Preuve. Nous savons que le remplacement préventif optimal a un dge pendant 'exploitation
serait réalisable si 'Equation (IV.40) admet une solution finie. Alors pour un couple d’ages

(t1,T1), nous déduisont de I'Equation (IV.40) la condition suivante :
LhS<T|t1) = G(tl,Tl),

ou Lhs(T|t1) est une fonction continue et G(t1,77) une constante rélativement a T". La fonction

dérivée de Lhs(T|t1) par rapport a T' donne :

erhs(Tﬁl) = (/Ooo Ry (®(t1) + u) du) ddT>\2(T) > 0.

Puisque le taux de panne est croissant -=X\o(T') > 0, alors la fonction £=Lhs(T|t;) > 0 et la
fonction Lhs(T'|t;) est par conséquent croissante. Dans ce cas, pour garantir une solution, il
suffit que :

Tll_{rolo Lhs(T|t;) > G(t1,T1),

en d’autres termes,

%g;&uUAmRﬂ®mJ+wdu+Rﬂw>>G@bﬂ%

ou 'on peut donc déduire,

. Crm(t1|T1) + C,
1 T .
#&M(”R@—qu&@m&m>

Nous remarquons que la condition 1 de la Proposition (9) est relative aux équipements dont
le taux de panne est strictement croissant. Pour de tels équipements, il existe toujours une
stratégie de remplacement optimale dans le second environnement quels que soient le cofit et
la réduction d’age induits par la réparation avant usage. Pour de tels équipements, le taux de
panne Ao(t) est croissant et non-borné. Par contre, lorsque la distribution des durées de vie
admet un taux de panne croissant mais borné (cas des distributions Gamma (parametre de

forme > 1) et une Log-Normale), alors la stratégie optimale est déterminée par la condition
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2 de la Proposition (9). Dans ce cas de figure, 'optimalité dépend de la limite a l'infini ou de

la valeur maximale du taux de panne. Cependant, si la limite a I'infini ou la valeur maximale
Cru(t|Th) + C;

(CT’ - Cp) fooo RQ(t)dt

remplacement optimale et I’équipement pourra étre utilisé jusqu’a la défaillance parce que 1'age

du taux de panne est inférieur a Ry (ty) alors il n’y a pas de stratégie de

optimal de remplacement sera égal a Ty = oco.

4.2 Modele avec réparation minimale avant 1)

Jusque la les cotlits de réparation induit par I'exploitation dans le premier environnement
ont été négligés dans la modélisation. Afin d’atteindre une modélisation sur toute I'étendue
de l'exploitation, le cotlit de maintenance qu’engendre ’exploitation dans le premier environ-
nement est pris en compte et noté par C,,(t). Ce cott résulte de la réparation minimale que
subira I’équipement pendant le premier environnement en vue de le maintenir au méme état
qu’avant la défaillance. C’est a dire que le processus d’exploitation s’articule au tour de deux
environnements d’exploitation. Sur le premier environnement l’équipement subit une répara-
tion minimale et est remplacé sur le second environnement apres défaillance. Cette derniere
politique de maintenance se rapproche du concept du Burn-in intégrée avec 'optimisation des
politiques de maintenance. Le Burn-in consiste a protéger le client des défaillances précoses
pour les équipements ayant une fonction risque instantané en baignoire (présence d’un inter-
valle de rodage sur lequel la fonction de risque instantané décroit). Ce concept est expliqué
dans le livre de Jensen et Petersen [93] et intégré avec les politiques de maintenance dans les
travaux de Jie-Mi [94] et Cha [95], [96]. Notre modele est mathématiquement plus proche de
celui de Cha que celui de Jie Mi. Ainsi que ces auteurs, notre objectif demeure la recherche
d’un age optimal de maintenance garantissant un cotit de maintenance minimal a ’exploitation.
La fonction cofit totale résulte de I'intégration des cofits liés a la réparation minimale dans le
premier environnement sur l'intervalle [0, 77] au cotit de la politique de maintenance de type

age dans le second environnement. Le cott de la réparation minimale est définie comme suite :

Cn(Th) = CruAy(Th), (IV.42)
~C, /0 ), (IV.43)
= —Cp,log (R1(T1)) - (IV.44)

avec C), le colit d’une répartion minimale et A;(77) le risque de défaillance cumulé qui est égal

au nombre moyenne de défaillance sur I'intervalle [0, 7] sous une réparation minimale. La durée
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moyenne d'un cycle dans le second environnement est augmenté de ’age 7). Alors le cofit total

moyen de la maintenance par unité de temps est :

Cn(Th) + % (CrRi(Th) — (Cr — Cp)Ra (O(Th) + 1))

O(T|T) = BT - : V.45
_ (Cu(T) + Cy) Ry (Tl)T— (Cr — Cp)Ry (P(T1) + t)j (IV.46)
T1R1<T1) + f(] R2 (CD(Tl) + U) du
(IV.47)
avec ‘ Cm (TI) n Cp
limp_0C(T|T1) = — 7 (IV.48)
limg_,0oC(T|T}) = Cn(T1) + Cr R(Th). (IV.49)

T Ri(Th) + J5° Re (B(T1) + u) du
Tout comme les modeles ci-dessus, il existe un age optimal de remplacement dans le second

environnement si :

d

RC(TIT) =0, (IV.50)
cette équation conduit a
Lhs(T) = G(T1), (IV.51)
avec
T
Lhs(T) = 2a ((T3) + ) ( [ 2 (W) 4 0)du+ TR (Th)) 4 R (8(73) 47
et

G(T) = Ry(Ty),

C, + Cp A (Th)
C

T p

Proposition 10 Pour un équipement d taux de panne croissant (IFR/IHR), il existe alors une

solution unique Si :

Cp + CpAi (T7)

A (B(T)) Ty < , (IV.52)
1 1 1 CT_Cp
“ O, + CrAy(T0) Ry(T))
. + O (41 141
lim Ao (1) > =2 , IV.53
e (0 > == R R T e Ry (0(Ty) T u) du (1V.53)
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en plus cette unicité s’étend a Ty si C. > C,, (cette preuve est triviale et s’explique d partir de

la monotonie de G(T1) par rapport T ).

Preuve. La démonstration est identique a celle de la Proposition (9) de la section précédente.

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un modele statistique d’optimisation des politiques de
maintenance appliquées a des équipements usagés. Dans cette étude, ’horizon d’optimisation
des politiques de maintenance est supposé infini. Les lois de distribution des durées de vie des
équipements ont été supposées a priori inconnues. Les équipements, soumis a ces politiques de
maintenance, ne sont caractérisés que par des échantillons de données de durées de vie indépen-
dantes. Les mémes équipements sont ensuite considérés évoluer succéssivement dans plusieurs
environnements ou sous plusieurs conditions d’exploitation distincts. Le premier objectif de ce
chapitre a été la modélisation et ’analyse des cotits moyens unitaires des différentes politiques
de maintenance. Dans ce chapitre, les fonctions cotit des politiques de maintenance sont établies
et discutées afin d’élucider les conditions d’optimalité de chacune des stratégies adoptées. Nous
avons montré, pour les équipements dont la fonction risque instantané de défaillance est crois-
sante et non-bornée, qu’il existe toujours un age optimal de maintenance préventive. Cet age
de maintenance garantit un cotit d’exploitation minimal de I’équipement. Le deuxieme objectif
majeur de ce chapitre a été I’estimation de cet age optimal car les fonctions de distribution des
durées de vie des équipements ont été supposées inconnues. Les fonctions cotlit des politiques
de maintenance sont évaluées a travers l'estimation des fonctions de distribution des durées de
vie par la méthode du Noyau de Parzen. La méthode du Noyau de Parzen est un estimateur
non-paramétrique dont I'implémentation nécessite une fonction noyau de densité de probabilité
et de parametre de lissage. Le parametre de lissage est déterminant dans la convergence de
Iestimateur du Noyau de Parzen. Ainsi, nous avons prouvé dans ce chapitre que la variabilité
et l'effet de I'erreur dans le calcul du parametre de lissage a une influence faible sur I’évaluation
et I'optimisation de la fonction cotit. Par la suite, un exemple numérique est proposé et dans
lequel, les durées de vie des équipements ont éte générées de maniere aléatoire. Nous avons
évalué 'age optimal de maintenance préventive et analysé sa sensibilité par rapport a 1'age
initial de ’équipement. Nous avons également montré que le coefficient de variation de l'esti-
mateur de I’age optimal en utilisant la méthode du Noyau de Parzen est faible et diminue avec

la taille des données de durées de vie. L’analyse faite dans cet exemple numérique a également
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montré que les estimations different tres peu des valeurs réelles de I'dge optimal calculées a
partir du modele théorique. Les résultats obtenus et exposés dans ce chapitre ont fait 1’objet
des publications dans [97] [98].

Ce chapitre a aussi permis ’étude de quelques extensions de la politique de maintenance
décrite dans le paragraphe précédent. Dans 'une de ces extensions, ’équipement usagé subit
initialement une réparation pour atteindre un niveau de fiabilité requis avant son exploitation.
Dans la seconde extension étudiée, nous avons intégré les cofits de maintenance antérieurs de
I’équipement. En supposant que les maintenances antérieures subies par 1’équipement sont des
réparations minimales. Ces extensions ont été étudiées et nous avons montré 'existence d'un age
de maintenance préventive optimal pour les équipements dont le risque de défaillance instantané
est croissant et non-borné. Cependant, la mise en place opérationnelle de telles stratégies de
maintenance exige une exécution des opérations de maintenance préventive a la date optimale
préalablement établie et sans retard. Cette contrainte opérationnelle est difficile a satisfaire en
réalité a cause de la disponibilité des pieces de réchange ou de I'équipe de maintenance, de la
demande du marché ou encore les conditions environnementales. Le Chapitre V proposera une
approche permettant de mesurer et d’analyser les conséquences du report de la maintenance

préventive.
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Chapitre V

Analyse de la maintenance préventive retardée

Le Chapitre V proposera une approche permettant de mesurer et d’analyser le
risque induit par le report d’une maintenance préventive. Ce report peut étre
di a I'exploitation d’équipement telles qu’'un pic de demande, un manque de
pieces de rechange, une indisponibilité des intervenants ou une perturbation
météorologique. Nous proposerons une analyse du risque relatif au report de
la maintenance préventive indépendamment de la politique de maintenance

adoptée. Cette analyse repose sur une fonction de risque proposée.
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1 Introduction

La majorité des travaux existant dans la littérature et qui traitent de 'optimisation des stra-
tégie de maintenance sont basées sur une hypothese qui stipule que les actions de maintenance
préventive sont exécutées sans aucun retard. Les modeles mathématiques élaborés dans ces
travaux permettent en effet le calcul de la date optimale de maintenance préventive. Parmi les
hypotheses communément adoptées, nous pouvons citer par exemple la disponibilité des pieces
de rechange et celle des opérateurs en maintenance. En pratique, il existe bien des cas ou ces
hypotheses ne peuvent étre toutes ou en partie satisfaites. Une hypothese non satisfaite entraine

un retard quant a la date initialement prévue pour les actions de maintenance préventive.

La rupture des stocks des pieces de réchange et 'indisponibilité des opérateurs en mainte-
nance sont des contraintes internes a ’entreprise qui peuvent induire des délais pour les actions
de maintenance préventives. D’autres contraintes externes a l’entreprise peuvent également
avoir les mémes conséquences que les contraintes internes. A titre d’exemple, les conditions en-
vironnementales d’exploitation de I’équipement a maintenir peuvent retarder ’exécution de la
maintenance notamment pour les équipements offshores. Pour de tels équipements les conditions
météorologiques peuvent entrainer des risques humains et matériels lors de ’accomplissement
des activités de maintenance. Ces activités peuvent étre affectées par des conditions liées a la
satisfaction des demandes du marché. Dans ce dernier cas de figure, les actions de maintenance
sont retardées le temps nécessaire de répondre completement ou partiellement a la demande du
marché. Retarder les activités de maintenance peut avoir des inconvénients mais également des
avantages. En effet quand il s’agit de vie humaine en plus de 'endommagement de matériels,
il est évident que retarder la maintenance est le choix raisonnable. Aussi retarder la mainte-
nance des équipements pour faire face a une demande du marché peut engendrer beaucoup de
bénéfice pour 'entreprise. Dans tous les cas de figure, 'inconvénient résultant de tels retards
est I'accroissement de détérioration de I’équipement et la probabilité croissante du risque de sa
défaillance. Un trad-off existe donc entre exploiter I’équipement sans maintenance et diminuer
le risque de sa défaillance. Le present chapitre tente d’apporter une réponse a une telle question
en analysant le risque engendré par le report d’'une maintenance préventive. Le risque évalué
est relatif aux durées résiduelles de I'équipement a partir de la date optimale de maintenance
préventive.

Dans la littérature, des auteurs ont proposé des travaux d’optimisation de stratégie de
maintenance avec retard. Dans ce contexte, Nakagawa et Osaki [99] ont introduit un modéle
mathématique tenant compte de la disponibilité des pieces de rechange pour l'optimisation

de la stratégie de maintenance de type adge. Tilquin et Cléroux [100] ont également proposé
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un modele mathématique pour 'optimisation de la stratégie de maintenance de type bloc [2].
Cette stratégie suggere un remplacement de I’équipement a la panne (remplacement correctif)
et aprés une période de fonctionnement (remplacement préventif). Pour une telle stratégie, le
modele proposé dans [100] [101] [102] introduit une période d’inactivité pendant laquelle aucun
remplacement correctif n’est effectué jusqu’a la date du remplacement préventif. L’objectif du
modele de Tilquin et Cléroux [100] est la réduction du nombre de remplacements préventifs
prématurés. Un tel modele engendre un cotiit total moyen par unité de temps inférieur a celui
engendré par le modele initialement proposé dans [2].

Les approches de retard de maintenance adoptées dans les travaux cités en haut, se basent
essentiellement sur une analyse du colit monétaire par unité de temps. Dans le présent chapitre,
nous introduisons une autre approche (complémentaire a celle de [99] [100]) basée sur les durées
résiduelles de I’équipement a partir de la date ou la maintenance préventive est initialement
planifiée. Tenant compte du fait que la distribution de Weibull est la distribution largement
exploitée en pratique, notre approche sera introduite en supposant sans difficulté de génera-
lisation que 1’équipement admet des durées de vie qui suivent une distribution de Weibull a
trois parametres. Les résultats obtenus permettent de montrer qu’a partir d’'un age donné de
I’équipement, il devient difficile de prédire la durée de vie résiduelle de I’équipement. De ce fait
par la suite, nous considérons que cet age limite est la date extréme du report de maintenance
préventive. Le risque d’un tel report sera basé sur une fonction qui permet apres sa date de
maintenance préventive.

Dans ce chapitre, la Section suivante analyse la fiabilité d’un équipement dont les durées de
vie sont distribuées suivant une loi de Weibull. La Section 3 introduit le probleme de report de

maintenance préventive pour de tels équipements.

2 Analyse de la fiabilité et mode de défaillance

Nous rappelons que la fonction de fiabilité d'un équipement dont les durées de vie sont

représentées par une variable aléatoire positive X distribuée selon une loi de Weibull est :

R(t)=P(X >1t),

— exp (— (25_777)6) : (V.1)

ou B, m et 7 sont respectivement les parametres de forme, d’échelle et d’origine (position).

La fiabilité de 1’équipement peut étre définie en fonction d’autre parametre ¢, solution de
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IEquation (V.2) :
log (—log (R(t))) = 0. (V.2)

Nous remarquons que le parametre t,, contrairement aux parametres (de forme [, d’échelle 7
et d’origine ), est un quantile défini par la probabilité a = 0,6321 c’est a dire que R(t,) =
1—0,6321 = 0,3679 indépendamment de la distribution de Weibull. En utilisant ’expression
de R(t) dans I'Equation (V.2), la valeur de t, est donnée en fonction de 7 et v par :

o =n+7. (V.3)

Ainsi, la fonction de fiabilité de I'Equation (V.1) peut s’écrire en fonction de 8, 1 et tq :

RU)zemo(—(t:fa+ﬂ>ﬂ). (V.4)

Cette expression de la fiabilité sera utilisée pour analyser la fiabilité conditionnelle au dela de

la date t, en fonction de la valeur du parametre de forme [.

2.1 Cas ou le parametre de forme [ est entier

En considérant que le parametre de forme est un entier et en utilisant la formule du binéme

de Newton dans 'Equation (V.4), nous réécrivons la fonction de fiabilité :

R(t) = exp (— > (1) (* ‘nt“)k) , (v.5)

k=0

|
ou (*,f) = (ﬁﬁk;)'k' Alors la fonction fiabilité conditionnelle R, (t) au dela de t, (t > t,) est

donnée par :

R,(t) =P (X > t|X > t,),
P(X>tX>t,)
P(X >t,)

P(X >1t)

T P(X > ta) (V-6)
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La combinaison des deux Equations (V.5) et (V.6) conduit & I'expression suivante de Ry (t) :

Ro(t) = exp (— > (%) (t _77t°”>k) . (V.7)

k=1

Cette équation est équivalente & :

Ralt) = exp (_5 (t _nta> NG _52)!2! (t _nta)z - (t _nta)ﬁ) - W8

La fiabilité conditionnelle s’écrit dans ce cas :

Rult) = kliexp (— (t - tﬁ“>k) . | (V.9)

Ui

Selon 'Equation (V.9), au dela de la date t,, I’équipement se comporte comme ayant plu-
sieurs modes de défaillance en concurrence. En d’autres termes, ’équipement est tel que son
diagramme bloc de fiabilité admet une structure série composée de Ny = 2% — 1 composants.
Chaque composant est caractérisé par des durées de vie qui suivent une distribution de Wei-
bull de mémes parametres d’échelle 1 et de position t,. Le k¥ groupe de composants du
diagramme bloc de fiabilité admet une distribution des durées dont le parametre de forme est
k.

L'Equation (V.9) peut étre écrite sous la forme suivante :

t—t,
n/ ()"

Cette écriture permet également de mettre en évidence le comportement concurrentiel de [
modes de défaillance au lieu de N,. Le k%™ (k = 1,---,3) mode de défaillance a une dis-

Ll/k et d’origine

(®)

B
R, (t) = 1:[ exp | — (V.10)

tribution de Weibull de paramétre de forme k, de parametres d’échelle
to.

Les deux écritures de la fiabilité de 1’équipement Equations (V.9-V.10) permettent de mon-
trer qu’'au dela de la date t,, 'équipement se comporte comme ayant une structure mettant
en concurrence plusieurs modes de défaillance. Ces équations montrent aussi la difficulté de

prédire la probabilité de survie de I’équipement une fois que I’dge de 1’équipement dépasse t,.
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2.2 Cas ou le parametre de forme [ est réel positif

Lorsque le parametre de forme de la distribution est un réel positif la définition de I’ensemble
de modes de défaillance équivalent est difficile et ne peut se faire que par encadrement selon
une borne inférieure et une borne supérieure. Pour cela, supposons que m = [f] est la partie

entiere du parametre S et § =m 4+ € avec 0 < € < 1. La fonction de fiabilité s’écrit alors :

R(t) = exp (— (T)ﬂ) ,
~exp (_ (T)W) , (v.11)

comme ¢ > t, et 5’ > 0 alors nous obtenons = + 1 > 1. De plus, sachant y = ¢, — 7 nous

avons 'inégalité suivante :

(5o = ((55) ) =((5

~
|
~
Q
N——
+
—
N——
3
+
=

. m . B8 . m—+1
((t t‘”‘) + 1) < ((t t“) + 1) < ((t t‘“) + 1) . (V.12)
n n n
A partir de cette inegalité, nous obtenons :
R, (t,m+1) < R, (t,5) < R, (t,m), (V.13)

ou R, (t,m+1), R, (t, ), Ry (t,m) sont les fonctions de fiabilité conditionnelle au dela de
t, pour les distributions de Weibull de méme parametres d’origine t,, d’échelle n et de forme

respectivement m + 1, 5 et m.

Les Equations (V.9-V.10-V.13) donnent les modes de défaillance équivalents de I’équipement
au dela de t,. Ces modes équivalents informent sur le mécanisme et la difficulté de maitriser le
processus de défaillance de I’équipement au dela de ’age t,. Ainsi, la date t, constitue un age
critique pour de tels équipements parce qu’au dela de cette date la prévision de la défaillance
devient peu précise. Par conséquent, les possibilités de retarder les actions de maintenance

préventive s’arrétent a cette date t,.
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3 Retard de maintenance préventive

Nous avons évoqué au début de ce chapitre, les hypotheses sur lesquelles reposent la ma-
jorité des travaux de recherche ayant proposer des modeles d’optimisation des stratégies de
maintenance préventive. Ces modeles stipulent que les actions de maintenance préventive sont
exécutées sans retard a la date précise calculée de sorte a maximiser la disponibilité de 1’équipe-
ment ou encore a minimiser le colit total moyen par unité de temps engendré par les actions de
maintenance corrective et préventive. Cependant, des facteurs tels qu'une mauvaise gestion du
stock de piece de rechange, I'indisponibilité des opérateurs de maintenance ou encore le choix
de répondre a une demande fortuite d’un produit dans le marché mais aussi des conditions
météorologiques tres séveres, tous ces facteurs peuvent entrainer un retard quant a 'exécu-
tion des actions de maintenance préventive a la date optimale calculée. Dans ces conditions,
la décisions a prendre est d’ajourner ’exécution de la maintenance préventive pour une date
ultérieure. Le probleme qui se pose est jusqu'a quelle date une telle maintenance peut étre
retardée. Pour répondre a ce probleme nous postulons que le retard ne peut excéder une valeur
supérieure a t,. Ce postulat est motivé par les résultats obtenus dans les sections précédentes.
En effet, nous avons montré qu’a partir de la date critique t,, il devient difficile de prédire le
comportement en terme de fiabilité de I’équipement. Pour calculer le risque induit par le retard
de la maintenance préventive, nous nous baserons sur une fonction dite de survie potentielle et
notée psf(Ty). Cette fonction est définie en fonction de la date initiale Ty de la maintenance
préventive et permet de mesurer le risque lié au report d'une telle maintenance. Cette fonction
fait un arbitrage entre le pourcentage de temps d’exploitation espéré et la perte de fiabilité due
au report de la maintenance :

ta—=To

psf(ta, Ty) = RTy) - R (V.14)

Si nous posons A = t,—Ty comme mesure du retard a ’exécution de la maintenance préventive,

dans ce cas, la fonction psf devient en fonction de A et t, :
A
"

R(to, — A) — R(ts)

psf(ta, A) = (V.15)
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Dans le cas ol nous supposons que les durées de vie de I’équipement suivent une distribution

de Weibull alors la fonction psf devient :

A
psf(B,m,A) = L : (V.16)
exp (— (1 — ﬁ)ﬁ) —exp(—1)
Posons ¢ = ?, I'Equation (V.16) donne
psF(5,0) = : (v.17)

exp (= (1= ¢)%) —exp (1)

Cette équation montre que le risque induit par le report d’une maintenance préventive a la
A
date t, dépend de deux parametres a savoir le parametre de forme [ et le ratio ( = — avec

0 < ¢ < 1. Par la suite nous mesurons 'impact des parametres 3 et ¢ sur la fonction de survie

potentielle psf.

3.1 Effet du parametre § sur la fonction psf

L’effet de g sur la fonction potentielle de survie psf est évalué par la fonction dérivée du
risque psf par rapport au parametre S pour ( constant. La fonction dérivée du psf par rapport

a [ est :
9 Glog (1 —¢)exp (Blog (C))
op (exp (—(1 = ¢)%) —exp (—1))*

Nous savons que log (1 — ¢) < 0 parce que le ratio ¢ est défini de maniere que 0 < ¢ < 1.

psf(B,¢) = (V.18)

Cela implique que la fonction dérivée 5P° f est inférieure a 0. Par conséquent, la fonction
psf décroit avec le parametre de forme [ ceci indépendamment de la valeur du ratio ¢. Pour
différentes valeurs de (3, la Figure V.1 montre les variations de la fonction psf en fonction du
ratio . Cette figure montre en effet que pour une valeur fixée du ratio ¢, la fonction psf diminue
avec l'augmentation de la valeur de B. Le méme résultat est obtenu par la Figure V.2 ou la
fonction psf est évalué par la variation simultanée de et (. L’ensemble des figures montrent
que la fonction psf atteint sa valeur maximale pour 5 = 1 avec un ratio ( = 0. Ce qui veut

dire que le potentiel de survie est maximum pour 5 = 1 et lorsque Tj est égale a t,.
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|:| | | | | | 1 | | | |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.3 0.9 1

Figure V.1 — Les fonctions de survie potentielle pour les différentes valeurs de .

3.2 Effet du ratio ( sur la fonction psf

Par analogie a 1’étude précedente, I'effet du ratio ¢ sur la fonction risque psf est étudié par
I’étude de la dérivée par rapport a ¢ de la fonction psf. Pour se faire, nous introduisons une

fonction ¢ définie par :

9(¢) = exp (=(1-¢)%). (V.19)

Proposition 11 La fonction g(¢) définie par ’Equation (V.19) est strictement croissante et

convexe. De plus pour certaines valeurs de (3, il existe (o > 0 tel que

dg(¢)  g(¢) — 9(0)

¢ ¢

Preuve. La fonction dérivée de g({) par rapport ¢ est donnée par :

d

Q) =81=0" exp [-(1-0)].
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- B

Figure V.2 — Les fonctions de survie potentielle pour les valeurs simultanées de 8 et de .

Cette fonction dérivée est positive parce que ¢ €]0,1[. Par conséquent, la fonction g(¢) est

croissante en fonction de (. La fonction dérivée seconde de g(() est :

d2

ac?’

() =p1-¢" [(1—<)5+1—;] exp [— (1-¢)].

De l'expression de la dérivée seconde, nous notons qu’elle est aussi positive pour tout 5 > 1
et 0 < ¢ < 1. Par conséquent, la fonction g(¢) est convexe et croissante sur ]0,]. Alors pour
chaque ¢ donnée, il existe un point (y €]0, (] tel que la variation moyenne de g(¢) sur |0, {] soit

égale a la variation de ¢g(¢) au point (y. C’est a dire :

dL@’ _ 9(¢o) — 9(0)
¢ o

En se basant sur la fonction g(¢), la fonction psf est donnée par :

I
Pl = =gy V20
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La dérivée premiere de la fonction psf par rapport a ( est telle que :

& ~ (9(¢) — g(0)) — ¢4
sl (©) = G0 —g ) (V.21)
i 1 : = V.22

Le signe de la fonction dérivée du psf dépend du terme entre parenthese a droite de 1’égalité dans
PEquation (V.22) car g(¢) — ¢(0) est toujours positif. Il s’ensuit que la fonction d%psf(() =0
admet une solution si

dg(¢) _ 9(¢) — 9(0)7 (V.23)

dg ¢
alors 'Equation (V.23) est identique a

9(Go) (1 — BG(1 - Co)ﬁ_l) = 9(0). (V.24)

L’Equation (V.24) a une solution triviale correspondant a (, = 0. Et d’apres les résultats de la
dpsf(¢)

Proposition 11, il existe (y, une valeur particuliere du ratio ¢ qui annule la dérivée T Par
conséquent, & ¢ = (o, psf admet un minimum et donc elle est décroissante dans 'intervalle [0, |
et elle est croissante dans l'intervalle [y, 1]. Pour une valeur de = 2, le Tableau V.1 donne la
valeur de (, = 0,4277. La Figure V.3 donne les variations de la fonction psf en fonction des
ratio ¢ et pour § = 2. Par conséquent, une maintenance préventive peut étre retardée si 'on se
trouve dans l'intervalle [0, (o]. En effet, lorsque la maintenance préventive est prévu a ¢; dont
I’age correspondant est t; = t, — (;n alors la maintenance préventive peut étre retardée jusqu’a
une date t; = t, — (fn avec 0 < (f < G < Co. A titre d’exemple lorsque la distribution de la
durée de vie de I’équipement est W (2,7,7) alors le premier intervalle s’étale sur 42, 77%n de
I'age critique. En conséquence, pour un équipement dont la durée de vie suit une loi W (2,7, ),
il devient intéressant d’attendre 1’dge critique pour 'exécution de la maintenance préventive
lorsque I'age de I’équipement dépasse ((57,23%n) + ) sans défaillance voir la Figure V.3. La
marge [(57,23%n) + v,t,] devient un temps d’exploitation ou de production supplémentaire.
Par conséquent, le report de la maintenance s’integre logiquement pour réduire les pertes de
temps de production dues aux décisions précipitées d’exécution de maintenance préventive.
Alors la gestion intégrée du report augmente la durée de production et réduit en méme temps
le nombre d’actions préventives. Cependant, dans 'intervalle [y, 1], la variation de la fonction
psf suggere de ne pas reporter la maintenance préventive du fait que le risque de défaillance

de I'équipement est de plus en plus important.
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Dans le but de permettre 'exploitation de l'approche proposée, la Figure V.4 donne un
abaque permettant pour les valeurs données du couple de parametre (5 et ¢, d’évaluer la fonction
potentielle de survie. La Figure V.4 représente les courbes iso-psf pour les valeurs 0,5; 1,05 1,5;
2 et 2,5. Chaque courbe représente la méme valeur de la fonction psf. Cet abaque est en effet
un outil graphique d’aide & la décision quant au report de la maintenance préventive. A titre
d’exemple, nous observons que pour des valeurs de § < 1,5 , le report de la maintenance
préventive s’accompagne d’'une augmentation de la valeur de la fonction de survie potentielle.
En effet, il suffit de se reférer a la Figure V.4, de considérer ensuite une ligne verticale passant

par le point § = 1,5 et d’en déduire le résultat.

Tableau V.1 — Les valeurs ¢y pour les distributions de Weibull de paramétre de forme 3

3 2 3 4 5 6
(o 0.4277 0.1894 0.1045 0.0658 0.0451

].ﬁ T T T T T T T T T
——psf(p=2,0) '
1551
1L.5F
sens du report de la date
1.45F maintenance préventive 1
3
14 » i
———————————— e ——————— —— =™
] Maintenance < Maintenance
1.35 peut étre ne doit pas &tre |
3 rétardée reportée
125} | | .
| | E
| | 1 1 1 11 1
0 0.1 C, 0.2 e 0.3 I:I.‘Jn;‘:I 0.5 0.4 0.7 0.8 0.9 1

Figure V.3 — Analyse de la fonction de survie potentielle en fonction de ¢ pour la distribution W (2,7, 7).

Les résultats de cette section montrent les limites du report ou du retard de la maintenance
préventive Figure V.1. En effet, la variation du ps f fait souvent que I'opportinuité que représente

le report de la maintenance préventive est faible comparée aux risques de défaillance engendrés.
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Figure V.4 — Abaque des iso-psf et lignes de niveau de fonction de survie potentielle.

Ce probleme apparait dans le cas d'une distribution de Weibull, lorsque le parametre (5 est
assez élévé ou avec un rapport ¢ proche de 1. Cependant, le retard peut étre imposé par les
contraintes externes comme la demande du marché. Ainsi, nous pouvons réduire les pertes en
acceptant un report t; inférieure a la valeur de t,. Pour ce cas précis, le report s’arréte a t, tel
que tg = to, — dn¢ avec 0 < d < 1. La fonction psf qui permettra d’évaluer t; est définie en
fonction du triplet (3, ¢, d) :

dg
exp (—(1 = d¢)?) — exp (—1)’

psf(B.¢.d) = (V.25)

La valeur de t; permet de retarder la date de maintenance préventive sous les conditions dé-
favorables pour faire face aux contraintes de la production sans atteindre 1’dge critique de

I’équipement.

4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une analyse quant aux possibilités de report de la

maintenance préventive. Dans cette analyse, nous nous sommes plus intéressés au cas parti-
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culier ou la distribution des durées de vie est une loi de Weibull. Le risque lié au report de
la maintenance est mesuré par une fonction de survie potentielle psf. Cette fonction est com-
pletement définie par le parametre de forme § de la distribution de Weibull ainsi que le gain
en pourcentage de temps d’exploitation (. Ce dernier définit le rapport entre la durée sup-
plémentaire d’exploitation et le parametre d’échelle n de la distribution de Weibull. La durée
supplémentaire répresente 1’écart entre la date initiale de maintenance préventive et la date
critique de fonctionnement de 1’équipement.

Dans ce chapitre, nous avons également analysé la fonction psf en fonction des parametres 5
et (. De cette analyse, nous avons distingué deux intervalles dont les longueurs sont définies en
fonction du parametre de forme de la distribution de Weibull. Sur I'un de ces intervalles, le report
de la maintenance préventive demeure possible avec un minimum de risque. Cependant, sur le
second intervalle, ce report s’accompagne d’une forte probabilité de défaillance de I’équipement
due a la forte variation de la fonction psf avec I’dge de ’équipement. Dans ce cas, la perte
de fiabilité devient plus importante que le gain en pourcentage de temps d’exploitation. De ce
fait, 'arrét de 1’équipement peut étre une solution en attendant ’exécution de la maintenance
préventive. Le report de la maintenance préventive n’exclut pas 'occurrence de défaillance.
Par conséquent, ’équipement peut en effet tomber en panne pendant le report de maintenance
préventive.

L’analyse proposée dans ce chapitre est facilement applicable a d’autres lois de défaillance
continues telles que Gamma, Normale tronquée ou un mélange de lois de défaillance. Lorsque
les durées de vie d'un équipement sont régies par de telles lois de probabilité, cet équipement
peut ne pas avoir un age critique de fonctionnement. Dans ce cas de figure, la fonction de
survie potentielle proposée sera définie par exemple entre deux dates successives de maintenance
préventive. La décision de report de la maintenance préventive sera tributaire de la monotonie
de la fonction de survie potentielle psf. En effet, le report sera possible sur des intervalles ou
la perte de fiabilité est moins importante que le pourcentage de gain de temps d’exploitation.

Les résultats obtenus et exposés dans ce chapitre ont fait 'objet de publication dans [103].
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L’objectif de ce travail de these consiste en le dévelopement de modeles statistiques et
d’outils efficaces pour I'analyse des politiques de maintenance basées sur les données de durées
de vie hétérogenes. Ce travail de recherche propose en effet une démarche complete d’analyse
de stratégies de maintenance en partant des données de durées de vie jusqu’a ’obtention de la
politique optimale de maintenance en passant par une phase d’estimation des lois de probabilité.
Le rapport de ce travail de these est construit autour de cinq chapitres.

Dans le Chapitre I, nous avons posé le probléeme de 1'hétérogénéité dans les données des
durées de vie. Dans ce méme chapitre, les différentes sources d’hétérogénéité sont identifiées et

classées en fonction des modéles de probabilité associés aux données des durées de vie.

Le Chapitre II a permis d’exposer I’ensemble des approches statistiques permettant une
estimation des modeles de probabilité basée sur les données des durées de vie. Il s’agit des
approches d’estimation paramétrique, semi-paramétrique et non-paramétrique. Dans ce méme
chapitre, la construction et D'efficacité de chacune des approches sont discutées et comparées.
Nous avons montré que la démarche non-paramétrique induit moins de sources d’erreurs et une
implémentation facile dans le cadre de données hétérogenes que 'approches paramétrique ou
semi-paramétrique. Nous y avons conduit une comparaison entre les méthodes d’estimation de
la classe non-paramétrique. A la suite de cette comparaison, la méthode du Noyau de Parzen
a été choisie pour 'estimation dans nos travaux de these.

Dans le Chapitre I1I, nous avons décrit la construction et analysé les erreurs de ’estimateur
du Noyau de Parzen. Nous avons mis en évidence que seul le parametre de lissage influe sur la
convergence de 'estimation selon les travaux de la littérature. Dans ce méme chapitre, 1'effet
de la variabilité du parametre de lissage sur l'efficacité des estimations basées sur la méthode
du Noyau de Parzen est étudié. Nous avons montré qu’il est possible d’annuler 'effet de la
variabilité du parametre de lissage de la méthode du Noyau sur les résultats d’estimation

lorsque la taille des données est conséquente.
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Dans le Chapitre IV, nous nous sommes intéressés a ’analyse des politiques de maintenance
d’équipements usagés évoluant dans plusieurs environnements. Nous avons évalué et analysé le
colit unitaire des stratégies de maintenance de type age sur les équipements usagés changeant
d’environnement d’exploitation. Une analyse qui a permis d’établir les conditions nécessaires et
suffisantes garantissant un age unique de remplacement optimal. Dans ce méme chapitre, le cotit
de cette stratégie de maintenance est estimé par la méthode du Noyau de Parzen. Sur la base
des simulations, nous avons montré que les résultats basés sur I’estimation du Noyau de Parzen
sont peu variables et proches des valeurs théoriques. Cependant, cette méthode d’estimation
nécessite un nombre important de données de durées de vie pour assurer une faible variabilité
et convergence des résultats statistiques. La taille démeure une contrainte pour le calcul et
la faible variabilité du parametre de lissage. Cette contrainte pourrait étre relaxée avec une
connaissance a priori de la distribution statistique du parametre de lissage. La connaissance
a priori de cette distribution conduira a la détermination de sa loi a posteriori et sa valeur
la plus probable. Cette nouvelle approche d’estimation nécesssite une combinaison de deux
approches statistiques différentes paramétrique et non-paramétrique. Enfin, nous pensons que
ces nouveaux modeles permettront de pousser 'introduction de l'analyse non-paramétrique
dans le domaine de l'optimisation de la maintenance basée sur les données et garantir des
résultats statistiques cohérents avec la réalité.

Par la suite, nous avons établi et étudié des extensions de la stratégie de maintenance
proposée. Dans 1'une des extensions, nous avons analysé le modele avec réparation minimale
en cas de défaillance dans le premier environnement tandis que I’équipement serait remplacé
dans le second environnement. Dans une seconde extension, le modele proposé tient compte
d’une réparation avant le début des opérations dans le second environnement. L’objectif de ces
nouvelles analyses était d’établir de maniere théorique les conditions nécessaires d’existence
d’un age optimal de remplacement garantissant un cotit unitaire minimal.

Le Chapitre V a discuté du retard dans I'exécution de la maintenance de la maintenance
préventive. Nous avons proposé une réponse a la question du report de la maintenance pré-
ventive. Ce report de la maintenance pouvant étre dii a I'indisponibilité de pieces de réchange,
d’équipe d’intervention ou des conditions d’exploitation. Ce report fut analysé a travers une
fonction de risque. Cette analyse a permis I'identification de deux intervalles. Ainsi, dans I'un
des intervalles le report demeure possible avec peu de risque de défaillance pour I’équipement.

Cependant, les politiques de maintenance proposées et analysées, dans ce chapitre, supposent
un horizon d’optimisation infini. Une hypothese qui facile la modélisation mathématique des
colits unitaires de maintenance. En effet, la logique de modélisation sur 1’horizon infini émet

I’hypotheése que le comportement cyclique moyen du processus de maintenance est le méme que
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son comportement sur un cycle de fonctionnement. Cette hypothése induit une interprétation
contraignante pour le déroulement opérationnel des cycles de maintenance c’est a dire que les
cycles de maintenance doivent étre identiques dans leur déroulement. Cette interprétation est
implicitement intégré dans les modeles de cotits de nos politiques de maintenance. Pour ces poli-
tiques de maintenance, il suffit de considérer un remplacement avec un ensemble d’équipements
usagés de méme age T provenant du méme environnement.

Comme extensions possibles de ce travail, nous jugeons intéressant d’explorer les points sui-
vants en proposant un cadre statistique permettant d’étudier 'optimisation de la maintenance
en considérant :

B 'horizon fini,

B des stratégies de maintenance imparfaite,

B des stratégies d’inspection combinées a des stratégies de maintenance.

Ces modeles peuvent ensuite étre étendues pour des équipements complexes multi-composants.
Il serait également interéssant de valider 1’ensemble des résutats obtenus en exploitant des

données issues de milieux industriels.
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Annexe 1 : Mesures d’erreurs

Cette partie présente les mesures de distance que 'on peut optimiser afin de trouver les
meilleurs parametres pour l'implémentation de la méthode du Noyau. La littérature fournit
les mesures de distance définies dans L? (¢ = 1,2,---), la distance Kullback-Leibler et de la
vraisemblance ou son logarithme. Ces mesures d’erreur peuvent aussi étre regrouper en criteres
global et local selon qu’elles fournissent un parametre pour chaque donnée ou constant pour
toutes les données de 1’échantillon.

1 Criteres locaux
Mean Absolute Error MAE dans le L!
MAE(t) = E|fu(t) — f(t)]. (1)

Mean Square Error dans L?

. 2
MSE(t) = E (fu(t) - f(1))". (2)

2 Criteres glocaux
Integral Absolute Error (IAE) : pour les fonctions de densié absolument intégrables (dans L')
TAE = |7 1fu(t) = F0)]at. 3)

Mean Integral Absolute Error (MIAE) : pour les fonctions de densié absolument intégrables
(dans L')

MIAE = E ([ 1fut) - f0)ldt) . (4)

Integral Square Error ISE dans L?

1SE = [ (fult) = )" at. (5)
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Mean Integral Square Error (MISE) : pour les fonctions de densié de carré intégrable (dans L?)

MISE = E (/Ooo (Fult) = 1))’ dt> . (6)
Mesure de Kullback-Leibler
KL(75) = [ ros (L) )
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parametre de lissage h

3 Vraisemblance

La technique de détermination par vraisemblance est une imitation de la vraisemblance
paramétrique. La mesure de la vraisemblance (MV(h)) est obtenue par le produit de I'estimation
de la densité a chaque t; de ’échantillon par la méthode du Noyau de Parzen :

e (). ®

Cette formulation bien que simple de par sa construction [65], ne semble pas étre efficace en
pratique. Cette inefficacité est intuitive, car imaginer un échantillon de données de durées de
vie i.i.d avec des données aberrantes (ou la densité de panne devrait étre nulle). La technique
de vraisemblance exclut pratiquement les parametres de lissage qui fournissent une fenétre
de lissage annulant la valeur de l’estimation de la densité en ces observations aberrantes de
I’échantillon. Car pour ces parametres de lissage la fonction de vraisemblance serait nulle.
Par conséquent, elle aura tendance a proposer une fenétre de lissage toujours plus large que
I'optimale (i.e. que celle attendu) et conduit a une perte d’information avec un biais fort et une
courbe de densité de panne beaucoup plus lisse.

L’efficacité de cette technique en estimation paramétrique résulte de la définition a priori de
la loi sous-jacente que 1'on suppose étre la loi source des données [104]. Une loi de distribution
qui prend en compte la structure de la probabilité d’apparition des données. Par contre, dans
I’estimation non-paramétrique I'absence d’expression de la fonction de densité pour les données
induit une sous-information statistique dans les calculs de la vraisemblance. Par conséquent,
la méthode basée sur la seule information des données n’est pas protégée contre les données
aberrantes. Méme s’il est possible de réduire cet effet par validation croisée.

Duin [65] montra que l'utilisation de 'estimateur obtenu par validation croisée apporte
de meilleures améliorations a la méthode du maximum de vraisemblance surtout pour les cas
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d’une distribution multimodale. Dans ce cas de figure, la fonction de vraisemblance devient
apres application de la validation croisée :

4 Minimisation dans L' (densité absolument intégrable)

L’étude des erreurs dans L' a été en grande partie réalisée par Devroye. Les erreurs dans L*
sont beaucoup proches de la réalité, car elle mesure un écart direct ou sa moyenne. Cependant
sa mise en place pratique est difficile mathématiquement, pour I'estimation. Cette difficulté
est due a la présence de la valeur absolue, trés complexe & manipuler mathématiquement [55],
[105].

Sous les mémes conditions que dans L?, Devroye a montré la convergence en probabilité
de lestimateur de Parzen dans L' et de sa moyenne. Par la suite Devroye proposa une borne
inférieure pour la moyenne de 'erreur absolue [57]. Il a montré dans [106] l'indifférence du
choix du noyau sur le parametre de lissage et produit deux résultats essentiels. Le premier
est la convergence vers zéro de l'erreur moyenne globale avec une dispersion faible (presque
surement) en fonction de I’échantillon. Le second est la C-optimalité de I'estimateur dans L,
surtout pour les noyaux spécifiques a voir dans [106].

La convergence des mesures dans L' est faible car exprimée en probabilité et en plus cette
analyse ne fournit pas une méthodologie de calcul du parametre de lissage. La démarche dans
L' demeure une analyse plutot théorique [63] sur la convergence de la méthode du Noyau de
Parzen. Car il engendre des calculs complexes.

Dans [105], les auteurs ont montré une équivalence presque entre 1'optimisation des erreurs
dans L' et L? de maniére locale et globale. On déduit de leur étude que le parametre de lissage
issu de L' converge plus rapidement vers zéro que celui L?. Par contre n x h (taille*parametre
de lissage) le produit par la taille du parametre de lissage issu de L? tend plus rapidement
vers l'infinie que celui de L'. Hall et Wand [105] ont proposé un algorithme (plug-in) de calcul
du parametre de lissage local minimisant une approximation de I'espérance de 1'écart absolue
et ont donné pour quelques distributions connues une valeur asymptotiquement optimale du
parametre de lissage.

Bien qu’efficace cette technique de calcul est limitée car inutilisable en pratique lorsque I'on
ignore la fonction de distribution a estimer ce qui est le cas en réalité.

Tout comme la méthode de vraisemblance la minimisation dans L' présente des difficultés
d’estimation de queues de distribution. Ceci a été montré par Beirland et Devroye [107] en se
basant sur les travaux [57] [106]. Ils trouvent une borne inférieure non-nulle entre I’estimation
de la densité et la fonction de densité.

Le principal probléme avec L' est son aspect peu pratique bien que la méthode plug-in
présentée dans [105] soit efficace. Elle contient la fonction de densité réelle en plus de sa dérivée
seconde. Ces deux fonctions sont estimées a chaque étape pour assurer la convergence vers
la fenétre de lissage optimale. A travers l'analyse comparée des résultats dans L', L? [63],
nous déduisons que les estimations sur la base du parameétre de lissage de L' a une variance
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5 Rule-and-thumb (régle et pouce)

importante que celui de L?. Cependant, son biais est inférieur & celui de L?. Ces assertions 13
sont expliquées par 'expression du parametre de lissage et du produit n * h.

5 Rule-and-thumb (régle et pouce)

Parmi toutes les approches de calcul du parametre, elle demeure la plus simple a mettre en
ceuvre. Contrairement aux autres méthodes, elle nécessite une hypothese supplément c’est a dire
un a priori sur la loi de distribution comme dans les modeles paramétriques. En supposant que
la densité a estimer est une distribution uni-modale proche de celle d’une distribution Normale
de méme variance N(m, o) [52].

W[ (b)) o

b <8ﬁRg <K>>”5 s 12

4
305

Le terme entre parenthése dans I'Equation (12) est une constante par rapport au noyau utilisé
ainsi il est égale a (1,06; 2, 34; 2, 78) respectivement pour les noyaux (Normal, Epanechnikov,
Biweight). La variance o2 est obtenue en utilisant un estimateur de dispersion. Tels que s? sans
biais, avec biais ou une statistique basée sur les rangs par exemple la distance inter-quartile

IRQ.

N2
B l'estimateur sans biais de la variance s* = ﬁ Yoy (ti — t) ,

2
B l'estimateur avec biais de la variance 62 = % o (ti — t) .

Pour plus de détail sur cette approche, le lecteur intéressé peut se reporter au travail de Deheu-
vels [52]. Autrement, la distance inter-quartile I RQ = Q3 — Q1 est aussi utilisée pour des raisons
de robustesse relativement aux données extrémes ou aberrantes. Un choix qui est encouragé
par Silverman [44] et Deheuvels [52]. Il est souvent préférable de prendre le plus petit des deux
coefficients pour le parametre de lissage, c’est a dire :

IRQ
1,39

By = 1,06Min{s, } (13)

La pertinence de cette technique [44] se limite aux cas des distributions uni-modales et sans une
forte asymétrie. Son usage dans le cas bimodal nécessite une correction sur le coefficient. Silver-
man conseille une réduction de la constante de 1,06 a 0,9 dans 'expression de h,; (Equation
(13)) lorsque l'on utilise un noyau gaussien.

Ceci rejoint en partie 'analyse de Deheuvels dans [52] sur le choix d’un parametre de lissage
plus petit que la valeur 'optimale garantissant ainsi un faible biais.
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6 Mesure basée sur la fonction de répartition

Nous analysons une autre démarche distincte de celles décrites ci-dessus dans laquelle nous
nous focaliserons sur une distance relative a la fonction de répartition empirique. Ce parametre
de lissage résulte des travaux de Sarda Alman et Leger [108] [109] et se base sur les statistiques
d’ordre associé a I’échantillon des données de durées de vie. Dans cette section, on discutera le
cas de parametres de lissage constants et variables.

6.1 Parametre de lissage constant

L’erreur mesure la distance par rapport a ’estimateur empirique de la fonction de réparti-
tions : estimée par la méthode du Noyau de Parzen et une estimation empirique basée sur les
statistiques d’ordre. Les conditions de convergence sont explicitées dans [108]. Alman et Leger
[109] comparérent les cas avec/sans validation croisée (i = j) et prouverent que pour cette
mesure la différence est infime. Le critere a optimiser en prenant une pondération linéaire est :

CE(h) = (Fu(t) - F(t)’, (14)

n
=1
F}, est un estimateur non-paramétrique de la fonction de répartition et définit par,

- LE 55

et [, est un estimateur empirique basé sur les statistiques d’ordre de la fonction de répartition
calculée & partir des rangs moyen, médian, CDF ! ou aléatoire. Ainsi la fonction de répartition
empirique est définie par :

~ 1—€
B (t) = ———— avec ty) <t < i, 16
n(t) = o (i) (i+1) (16)
e détermine le type d’estimateur de la fonction de répartition. C’est-a-dire € = 0 rang moyen,
€ = 0.3 médian, e = 0.5 CDF.
Cette fonction de répartition empirique est définie en escalier et est continue par morceau.
Cet estimateur empirique de la fonction de répartition a une distribution Normale [14] et une

F(t)(1-F(t)) »

variance égale a a constante pres. Cette variance tend vers zéro avec la taille des

données (alors E), est consistante). Par conséquent, F), tend vers F la fonction de répartition
réelle lorsque n devient grand alors par transitivité I'estimation F}, basée sur la fonction noyau
par minimisation C'E(h) tend aussi vers F'.

En prenant en compte la continuité de la fonction noyau nous allons modifier la fonction
d’erreur proposée par Sarda de maniére a garantir la continuité sur chaque intervalle [¢(;); (g1 [-
La modification permet de minimiser la différence d’aire sous les courbes estimées par la mé-
thode de Parzen et les escaliers obtenus de maniere empirique sur chaque sous-intervalle. Le

1. cumulative distribution function
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critere devient apres modification.

n—1

BC(h) =Y. |

Lit1) <A
i=1 Yt

Ey(t) — Fia(t)) " dt, (17)

olt (1) = pFy(t) + (1 — p)Eu(tusn) sitey <t < tuen avec 0 < p < 1. Ainsi le paramétre
de lissage optimal permet d’annuler la derivée premiere de la fonction EC(h).

0
SEC(h) =0,
n—1 t(i+1) 1 ~ 1 n t — tl ‘— t,L . A
12:21 /t@) <hFh(t> n ; h K ( h )) (Fh<t> - Fz‘,n(t)) dt = 0. (18)

En utilisant 'intégration numérique de Simpson dans 1’Equation (18), on arrive a atteindre la
valeur optimale du parameétre lissage pour cette mesure par la méthode des sécantes [21] évitant
le calcul de la dérivée seconde de EC(h) dans la methode de Newton-Raphson.

6.2 Parametre de lissage variable

Tout au long de ce rapport nous avons expliqué les techniques permettant le calcul des
parametres de lissage constants pour ’ensemble des données. D’autres approches existent et
conduisent a des parametres de lissage variables. On distingue deux techniques proposant des
parametres de lissage variables : en fonction des données de référence (c’est a dire que pour
chaque ¢; on détermine un parametre de lissage h = h(t;)) et en fonction du point d’estimation
(c’est & dire h = h(t) ot 'on veut estimer la densité).

6.2.1 Parameétre h(t;) dépend des t;

La méthode que nous proposons est une extension de la méthode basée sur ’écart des
fonctions de la répartition proposée ci-dessus. Dans ce cas on cherche un vecteur de parametres

de lissage de mémes tailles que les données et a chaque donnée on associe un parametre de
lissage H = (hy, ho,- - , hy,) comme dans le SVM.

EC(H) = ng_j /t:"“ (Eult) — Fu(1)) dr. (19)

Le vecteur des parametres de lissage est obtenu en utilisant une méthode de descente. L’avantage
de la recherche d'un parametre de lissage local est bien vu mais nécessite un temps de calcul
énorme pour peu d’efficacité au niveau de I'amélioration des criteres. Elle devient inadaptée
lorsque la taille de I’échantillon augmente .
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6.2.2 Parameétre h(t) en fonction de ¢

Une approche similaire est le critere M SE. Une approche similaire a été étudiée par Hall et
Schucany dans [110]. Les auteurs réajustent la technique de validation croisée UC'V par rapport
au voisinage du point d’estimation . L’application d’une telle technique fait face a des difficultés
de résolutions. Ainsi dans ce cas précis avec les fonctions de répartition, on aura besoin d’une
fonction noyau invariante par translation afin de faciliter les calculs. Cette approche ne sera
pas étudiée mais elle est juste montrée ici comme une possibilité. L’expression de la fonction
répartition correspondant a cette approche s’écrit :

Fuol®) = 23 [ i () (20)
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Résumé

Dans la littérature, plusieurs travaux ont été développés autour de la modélisation, I'analyse et la mise
en place de politiques de maintenance pour les équipements sujets a des défaillances aléatoires. Ces travaux
occultent souvent les réalités industrielles par des hypotheses telles que la connaissance a priori des distributions
paramétriques des durées de vie et ’homogénéité des conditions d’exploitation des équipements. Ces hypotheses
sont restrictives et constituent une source de biais parce qu’elles conditionnent 'analyse statistique des
politiques de maintenance. Dans ce présent travail de these, de telles hypothéses sont relaxées pour permettre
la prise en compte et la mise en valeurs des informations dérivant directement des données de durées vie
issues de ’exploitation de I’équipement et ce sans passer par un modele paramétrique intermédiaire. L’objectif
de ce travail de these consiste alors en le développement de modeles statistiques et d’outils efficaces pour
I’analyse des politiques de maintenance basées sur les données de durées de vie hétérogenes. Nous proposons
en effet une démarche complete d’analyse de stratégies de maintenance en partant des données de durées de
vie jusqu’a I’obtention des politiques optimales de maintenance en passant par une phase d’estimation des lois
de probabilité. Les politiques de maintenance considérées sont appliques a des équipements usagés évoluant
dans des environnements d’exploitation distingués par leur niveau de sévérité. Dans ce contexte, un modele
mathématique est proposé permettant d’évaluer et d’analyser théoriquement les colits unitaires d’une stratégie
de maintenance particuliere dite de type age. Cette analyse a permis d’établir les conditions nécessaires et
suffisantes garantissant un &ge optimal de remplacement préventif de 1’équipement. Les colits unitaires de
maintenance sont completement estimés par la méthode du Noyau de Parzen. Cette méthode d’estimation
est non-paramétrique et définie par une fonction noyau et un parametre de lissage. Il est également montré,
dans nos travaux de recherche, que cet estimateur garantit une faible propagation des erreurs induites par
le parametre de lissage. Les résultats obtenus par la méthode du Noyau de Parzen sont proches des valeurs
théoriques avec un faible coefficient de variation. Des extensions de la premiére politique de maintenance sont
également proposées et étudiées. Ce travail de these s’achéve par la proposition d’une approche permettant
de mesurer et d’analyser le risque induit par le report d’une maintenance préventive. Ce risque est analysé a
travers une fonction risque proposée.

Mots clés : données hétérogenes, estimation, méthode du Noyau, politique de maintenance, équipement usagé







Abstract

In the reliability literature, several researches works have been developed to deal with modeling, analy-
sis and implementation of maintenance policies for equipments subject to random failures. The majority of
these works are based on common assumptions among which the distribution function of the equipment
lifetimes is assumed to be known. Furthermore, the equipment is assumed to experience only one operating
environment. Such assumptions are indeed restrictive and may introduce a bias in the statistical analysis of the
distribution function of the equipment lifetimes which in turn impacts optimization of maintenance policies.
In the present research work, these two particular assumptions are relaxed. This relaxation allows to take
into account of information related to conditions where the systems is being operating and to focus on the
statistical analysis of maintenance policies without using an intermediate parametric lifetimes distribution. The
objective of this thesis consists then on the development of efficient statistical models and tools for managing
the maintenance of equipments whose lifetimes distribution is unknown and defined through the heterogeneous
lifetimes data. Indeed, this thesis proposes a framework for maintenance strategies determination, from
lifetimes data acquisition toward the computation of optimal maintenance policies. The maintenance policies
considered are assumed to be performed on used equipments. These later are conduct to experience their
missions within different environments each of which is characterized by a degree of severity. In this context,
a first mathematical model is proposed to evaluate costs induced by maintenance strategies. The analysis of
these costs helps to establish the necessary and sufficient conditions to ensure the existence of an optimal
age to perform the preventive maintenance. The maintenance costs are fully estimated by using the Kernel
method. This estimation method is non-parametric and defined by two parameters, namely the kernel function
and the smoothing parameter. The variability of maintenance costs estimator is deeply analyzed according to
the smoothing parameter of Kernel method. From these analyses, it is shown that Kernel estimator method
ensures a weak propagation of the errors due to the computation of smoothing parameter. In addition, several
simulations are made to estimate the optimal replacement age. These simulations figure out that the numerical
results from the Kernel method are close to the theoretical values with a weak coefficient of variation. Two
probabilistic extensions of the first mathematical model are proposed and theoretically discussed. To deal
with the problem of delayed preventive maintenance, an approach is proposed and discussed. The proposed
approach allows evaluating the risk that could induce the delay taken to perform a preventive maintenance
at the required optimal date. This approach is based on risk analysis conduct on the basis of a proposed risk
function.

Keywords : heterogeneous lifetimes data, estimation, Kernel method, maintenance policy, used equipment
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