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Introduction

Dans ce Manuscrit, nous étudions I'influence de la géométrie sur les équations de
Hardy-Sobolev perturbées ou non sur toute variété Riemannienne compacte sans bord de
dimension n > 3.

Plus précisément, dans le cas non perturbé nous démontrons que pour toute dimension
de la variété strictement supérieure a 3, I’existence d’une solution (ou plutét une condi-
tion suffisante d’existence) dépendra de la géométrie locale autour de la singularité. En
revanche, dans le cas ou la dimension est égale a 3, c’est la géomeétrie globale (particulie-
rement, la masse de la fonction de Green ) de la variété qui comptera.

Dans le cas d’une équation a terme perturbatif sous-critique, nous démontrons que l’exis-
tence d’une solution dépendra uniquement de la perturbation pour les grandes dimensions
et qu’une interaction entre la géométrie globale de la variété et la perturbation apparaitra
en dimension 3.

Enfin, nous établissons une inégalité optimale de Hardy-Sobolev Riemannienne, la variété
étant avec ou sans bord, ot nous démontrons que la premiére meilleure constante est celle
des inégalités Fuclidiennes et est atteinte.

Premiéres meilleures constantes de Hardy-Sobolev sur
les variétés.

Dans le Chapitre 1, nous démontrons que pour toute variété Riemannienne compacte de
dimension n > 3, la premiére meilleure constante des inégalités Riemannienne de Hardy-
Sobolev est celle des inégalités Fuclidienne. Elle ne dépend donc pas de la géométrie.

Dans la suite, on considére (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension
n >3, x € M, s €]0,2], et 2°(s) := 2(n — s)/n — 2 I'exposant critique de Hardy-
Sobolev. Plus précisément, soit HZ(M) I'espace de Sobolev standard, défini comme étant
la complétion de C°°(M) pour lanorme ||| g2 (apy = w = [|Vullo+||ull2 et LP(M, dy(-, 70) %)
I’espace de Lebesgue a poids défini comme étant ’ensemble des fonctions f : M — R
telles que |f[P - dy(-,20)~* € L'(M). Cet espace, doté de sa norme naturelle, qu’on note

||, et est définie par || f||,s = fIPd, (-, xg)"*dv Up, est un espace de Banach.
D, D, M g g

Maintenant, 'exposant 2*(s) est critique dans le sens suivant : L’espace (H FM), N - e M)>

se plonge continuement dans (LP(M,d,(-,z0)"*),| - |lp.s), pour tout p € [1,2*(s)]. cette
inclusion, appelée de Hardy-Sobolev, est compacte si et seulement si p € [1,2*(s)].

A partir de cette inclusion, nous définissons la premiére (resp. la deuxiéme) constante
des inégalités de Hardy-Sobolev, obtenues "en combinant" celles de Hardy et de Sobolev



via celles de Holder, comme étant les constantes A > 0 (resp. B > 0) vérifiant pour tout

ue HY (M) :
(/ W, )” A/ V|2 d B/ 24 (0.0.1)
— v < Uz dv, + u” av,. .0.
v dg(z,30)* 7 M 9 M I

Nous définissons la premiére meilleure constante comme étant
Ao(M, g,s,20) :=inf{A > 0; 3B > 0 vérifiant (0.0.1)), Yu € H*(M)}. (0.0.2)

Le but de ce chapitre est de déterminer la valeur de Ag(M, g, s, xg). Pour cela, nous
passons au cas Euclidien. L’inégalité Euclidienne de Hardy-Sobolev est

2% (s) )
</ LdX) <C | |Vyg|dX, C>0,X,cR" (0.0.3)
rn [ X — Xo® Rn

pour tout ¢ € CX(R™) \ {0}. Nous définissons la meilleure constante Euclidienne de

(0.0.3) par
K(n,s) :=min{C >0/ (0.0.3)a lieu pour tout ¢ € C:°(R")}

Dans le cas s = 0 des inclusions de Sobolev HZ(M) < LP(M),p €]2,2*], Aubin [3] et
1
Talenti [48] ont démontré indépendament en 1976 que K (n,0) = [2 (n(n - 2)w2/ ") 2]

(voir aussi Rodemich [44]) ou w,, désigne le volume de la sphére unité standard (S", h) de
R™ et que I'égalité ((1.2.15]) est réalisée uniquement par les fonctions @, (X) = C(\ +

|X[|?)'2 avec C € R*, A\ > 0 et Aubin a démontré dans [2]| que Ay(M, g,0) = K(n,0).

En 1983, Lieb a calculé dans (|39], voir Théoréme 4.3) la valeur de K (n,s) dans le cas
s €]0,2] :

K(n,s)=[(n—2)(n—s)]" (2 i “Wn1 FIEQEZ - Z§?2_—Sl))m :

ot pour tout z € C, R(z) >0ona:I'(z) = f0+°° t*~Lexp(—t)dt est la fonction Gamma
vérifiant les propriétés I'(1) = 1, I'(1/2) = /7 et T'(z2 4+ 1) = 2I'(2). Lieb a démontré que
légalité
. |Vo|?dX
K(n,s) L=  inf Jo IV¢! — (0.0.4)

 peC(RM\{0} ( [ e dX) =)
Rn ‘Xls

est réalisée par les fonctions ®¢\(X) = C (A\*7% + |X|2*S)_g%3 avec C' € R*) A > 0.

Nous démontrons le Théoréme suivant :

Théoréme 0.0.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >

3, x0 € M, s €]0,2[, et 2*(s) = % Uexposant critique de Hardy-Sobolev. Alors on a :

AO(M797 S,ZL'()) = K(n7 S)

ot K(n,s) est la meilleure constante des inégalités de Hardy-Sobolev FEuclidienne.

2



La preuve qui se fait par double inégalités dont 1'une est établie dans la Proposition
suivante :

Proposition 0.0.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimensionn >

3, xg € M, s €]0,2[, et 2*(s) = % lexposant critique de Hardy-Sobolev. Alors pour

tout € > 0, il existe B, > 0 tel que pour tout w € H*(M), on a

|U|2*(S) >2*(S) / ; /M i
dv < (K(n,s)+e€ ul|2dv, + B, u“dv,. 0.0.5
(/M dg(x,xo)s g ( ( ) ) M| |g g g ( )

Ces résultats suggere deux remarques :

1. La premiére meilleure constante Riemannienne, K (n, s), ne dépend que de la dimension
de la variété M et de s et donc pas de la géométrie de (M, g).

2. Cas e = 0 : On peut demander si K (n, s) est atteinte dans ((0.0.2]), autrement dit si on
peut prendre € = 0 dans ([0.0.5)]).

En fait, dans la preuve de la Proposition [0.0.1 nous utilisons un recouvrement de M par
des boules exponentielles dont les rayons r,, tendent vers 0 lorsque ¢ — 0. La constante
B, sera proportionnelle au maximum des 7! donc B, — +o00 lorsque € — 0.

L’inégalité (0.0.5) ne nous permet donc pas de conclure. En revanche, le cas € = 0 sera
I’objectif du Chapitre 5.

Equations de Hardy-Sobolev non perturbée.

Dans les Chapitres 2 et 3, nous étudions les équations de type Hardy-Sobolev non per-

turbée
2*(s)—1

u
Agu + a(as)u = m sur M, u € H%(M) (006)
ot a € C%M), A, := —div,(V) est Vopérateur de Laplace-Beltrami et d, désigne la

distance Riemannienne sur (M, g).

Dans le cas des équations (de type Hardy-Sobolev) non perturbée sur les domaines 2 de
RTL

2*(s)—1

A a(X)u = ————
su+a(X)u X X

u € H7(Q),u> 0 sur Qet u=0sur 90 (0.0.7)

o Hi ((€2) est le complété de C°(R™) pour la norme v — [|Volly, a € C°(2), X, € 2\ 09
et d et |- | désignent respectivement la métrique et la norme Euclidiennes sur (2. il existe
une littérature importante sur I'existence ou éventuellement la non-existence des solutions
pour (0.0.7). Voir, parmi d’autres, Ghoussoub-Kang [21], Ghoussoub-Yuan [24], Li-Ruf-
Guo-Niu [3§|, Pucci-Servadei [42], Kang-Peng [36]. En particulier, Ghoussoub et Yuan
ont démontré dans [24], en s’inspirant des travaux de Brezis-Nirenberg, qu'il existe une
solution pour une équation comme quand n >4 et a(Xy) < 0.
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Chapitre 2 : Théoréme général d’existence

Dans le deuxiéme Chapitre, nous cherchons une condition générale d’existence des solu-
tions pour I’équation . Pour cela, nous considérons la fonctionnelle

Vul? + d
S (Vuly @ dvy gy gy, (0.0.8)
w|2*(s) 2%(s)
< M dl |:t:r;0 )

ou dv, désigne la forme volume Riemannienne sur (M, g). J est bien définie d’apreés les
inclusions de Hardy-Sobolev.

J(u) ==

Lorsque l'opérateur Ay, + a est coercif, les points critiques (s’ils existent) seront, a une
constante multiplicative pres, des solutions de . Dorénavant, on suppose que Ag+a
est coercif. En suivant la méthode de minimisation d’Aubin 2], nous étudions l'existence
d’une solution pour . Il est bien connu que pour ce type de problémes (voir par
exemple 52| pour le probléme de Yamabe), la difficulté provient de la perte de compacité
en exposant critique. La méthode d’Aubin (pour le cas s = 0) consiste a passer aux
équations sous-critiques

ud™!
Agug + a(x)u, = m sur M, q €]2,2*(s)| (0.0.9)
g\,

afin de récupérer la compacité des inclusions de Hardy-Sobolev et d’avoir des solutions
sous-critiques non triviales et minimisante. Ensuite, par passage a la limite nous obtien-
drons une solution non triviale u pour sous la condition d’Aubin (voir [2]), &
savoir : lorsque inf,c 2 ary\ oy J(v) est en dessous de I'inverse de la meilleure constante.

Nous démontrons le Théoréme suivant :

Théoréme 0.0.2 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, kg € M, s €]0,2[ et 2*(s) := 2(:—3 lexposant cmtzque des inclusions de Hardy-Sobolev.

Soit a € CO(M) telle que A, + a est coercif, A, := —divy(V). Si
inf J(v) < K(n,s)™? 0.0.10
veHF (M)\{0} ®) (7:5) ( )

Alors il existe une fonction w € HE(M) \ {0} N CO(M), u > 0 et est une solution faible
de l’équation critique de Hardy-Sobolev

A P (0.0.11)
u+au = A\——m—. U,
g dy(z,z0)*

$)

De plus, u réalise X (i.e. I(u) = X et [, d‘g”';%dvg =1) etuc COOM)NCLY(M\{xo})

(z,z0)
pour tous 0 €]0,min{1,2 — s}[ et a €]0, 1].
Ce Théoréme suggére trois remarques :

1. La condition d’existence ((0.0.10|) est '’extension "naturelle" de celle obtenue par Aubin
dans 2] pour le cas s = 0.

2. Régularité. Contrairement au cas s = 0, les solutions des équations de type
ne sont pas dans C%(M). Nous obtenons la C%%-régularité (resp. la Ch%-régularité sur

4



M\ {zo}) de la solution u avec la Théorie elliptique standard (voir par exemple [25]) et
en suivant la stratégie de Trudinger développée pour le probléme de Yamabe (voir [51] et

[23]).

3. Positivité. La positivité de u sur M \ {xo} est assurée par I'inégalité de Harnack (voir
[25], Théoréme 8.20).

Quant a la preuve de u(xg) > 0, le point délicat est le fait que notre solution u n’est
méme pas différentiable au voisinage de xy. Pour cela, nous procédons par contradiction.
Comme u > 0 alors xy est un minimum de w.

L’idée est de démontrer qu’avec ’hypothése de 'absurde, u sera C! en x( et que la dérivée
normale de u en xz( est non nulle. Pour la premiére, nous adaptons des arguments de [23|
(voir Proposition 8.1) pour démontrer que chaque fois u € C%*(M), a €]0, min{1,2 —s}],
il existe o/ > « tel que u est au voisinage de xg et donc on peut faire tendre, par itération,
a vers 1 en zy. Ensuite, nous adaptons pour la deuxiéme assertion des arguments de [25)|
(voir Lemme 3.4) afin d’utiliser le Principe de maximum (qui ne marche qu’avec les
fonctions de classe C?).

Chapitre 3 : Influence de la géométrie.

Dans le Chapitre 3, nous étudions l'influence de la géométrie sur 'existence des solutions
pour (0.0.6).

Depuis la résolution du probléme de Yamabe (voir [2], [45], [51]), il est bien connu qu’il
existe une dichotomie entre les dimensions supérieures dans lesquelles les arguments
d’existence sont locaux (voir Aubin [2]) et les petites dimensions ou les arguments sont
globaux (voir Schoen [45] et Druet [15]).

Fonctions-tests

Afin de trouver des conditions géométriques suffisantes d’existence, nous allons tester la
condition principale d’existence par une suite des fonctions (u,)o dans HZ(M)
que nous construisons "naturellement" en s’inspirant des fonctions extrémales des inéga-
lités Euclidiennes de Hardy-Sobolev ((0.0.3]).

En fait, nous avons dit que Lieb a démontré que 1'égalité (0.0.4)) est réalisée par les

fonctions @\ (X) = C (A + | X — X0|2_5)_g%3 avec C' € R*, A > 0. Il est donc naturel

de prendre pour tout € > 0, la fonction Liepschitzienne u, définie sur M par : x +—
n—2

617% 2—s
e2=5+dg(x,x0)?~* :

Toutefois, il faut noter que l'utilisation de la suite des fonctions-tests (uc)eso, vu sa

construction (u, = O(¢"2") en dehors d’un petit voisinage de ), est aboutissante (voir
Proposition pour les dimensions n > 4 ou la géométrie locale autour de zy compte.
En revanche, nous avons obtenu dans la méme Proposition, J(u.) = K(3,5)™' + O(e), o
le signe de O(e) est inconnu. Ce qui ne permet pas de conclure.

Afin de résoudre ce probléme, on utilise la méthode de Schoen dans larticle [45] (voir
aussi Druet [15]) qui consiste & introduire la fonction de Green. Ceci servira & compenser
'énérgie "parasite" dans l'expression de J(u.) et par suite a pousser le D.L. de J a l'ordre
1, c.a.d. démontrer que J(v.) = K(3,5) '+ Ce+o(e€) ou C est une constante > 0 ou bien
< 0.

Nous démontrons que l'estimation de J(u.) donne les résultats suivants :
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Proposition 0.0.2 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, ko € M, s €]0,2[ et py €]0,iy(M)[. On considére la suite des fonctions-tests (we)e
définie sur M par
U sin >4
We == (0.0.12)
Nue +€Py, sim=3

ot pour tout € > 0, u est définie comme dans (3.0.5)), n € C(By,,(z0)) tel que 0 < n <1
et n =1 sur B, (zo) et By, vérifie p.p. sur M,
n(z
Bmo (I) = 47TGa,axo - L

Guz €tant la fonction de Green sur (M, g) correspondante a A, + a et B, € C°(M).
Alors on a :

( M% (a(zg) — cpsScaly (o)) € + o(e?) sim>5
J(we) = K(; ) I+y =& (a(zo) — cn sScaly (o)) e2ln(l) +0(e®) sin=4
, Jes [VO[2dX e €
| —€Ba (xo)m + o(e) sin=3
quand € — 0, avec o0
(n—2)(6—s)

s T 12(2n —2 — 5) (0.0.14)

Théoréme Principal d’existence.

La derniére proposition et le Théoréme général d’existence [0.0.2] impliquent directement
le Théoréme suivant.

Théoréme 0.0.3 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, g € M, s €]0,2[ et 2*(s) := % l’exposant critique des inclusions de Hardy-Sobolev.
Soit a € C°(M) telle que A, + a est coercif. On suppose que

a(zg) < cp sScaly(xg) sin >4
m(zg) >0 sin=3
avec ¢y 5 = % et m(xo) = Pu (o) indépendante du choix de n. Alors il existe une

fonction uw € CO(M) N HZ(M), u > 0 partout sur M telle qu’elle est une solution de
I’équation critique de Hardy-Sobolev

A \ u2*(s)71
u+au = A——.
g dy(z,z0)*

En plus, u € C*(M)NCYY (M \ {x0}) pour tous 0 €]0, min{1,2 — s}[,v €]0, 1] et est un

minimiseur pour J, c.a.d. [, d;‘g—g)sdvg =1letI(u)=XA>0.




Remarques :

Le Théoréme suggére quelques remarques :

1. Pour les dimensions n > 4, c’est la géométrie au voisinage de le singularité zy qui
compte. Par contre, nous avons obtenu en dimension 3 une condition géométrique globale
d’existence.

2. Pour les équations de type courbure scalaire (quand s = 0), Aubin |2| et Schoen [45]
ont obtenu des résultats similaires pour n > 4 et n = 3 respectivement.

3. Contrairement au cas s = 0, les termes qui apparaissent dans le développement
de la fonctionnelle J(u) ne sont pas explicites et nous avons besoin de les rassembler
convenablement afin de pouvoir calculer la valeur explicite de ¢, .

4. Dans le cas s = 0, Aubin a obtenu dans [2|, la constante ¢, pour le potentiel
a = cyoScal, lorsque n > 4.

Remarquons que ¢4 = % (ne dépend pas de s) et qu’en fixant n > 5, la fonction ¢, 4 :

s €]0,2[— ¢p5 1= %
avons donc obtenu une condition suffisante différente de celle d’Aubin. Ceci est di au fait,
que contrairement a ’équation de la courbure scalaire (le cas s = 0 et a = ¢, oScal, ), notre
équation critique a cause de la présence du terme critique d,(z,z) " n’est pas
invariante conforme pour la classe conforme [g]. Plus précisément, pour g = exp(2w)g, w €
C>°(M), nous avons en général :

est strictement décroissante et que SUP,e0,2[ Cn,s = Cn,0- Nous

Azu+ au # exp(—g i— iw) {Ag <exp(g —2

n—2
w)u) + aexp(2

w)u| .

— S — S

5. Comme une conséquence du Théoréme de la masse Positive (voir [46], [47]), nous
obtenons (voir Druet [15] et la Proposition du Chapitre 3) que m(xzy) > 0 (et
donc existence de solutions pour (0.0.6)) pour n = 3 lorsque a < Scal,/8 ou si (M, g)
n’est pas conformement équivalente a la sphére canonique S* C R* lorsque a = Scal, /8.
(Remarquons que ¢z = §).
6. Notons enfin que le Théoréme marche aussi bien pour les variétés sans bord que
pour celles dont le bord 9M # ¢ a condition que la singularité zy soit dans M \ OM. Ce
Théoréme généralise donc celui (cités ci-dessous) de Ghoussoub et Yuan (voir [24]) pour
la dimension n = 3 :

Théoréme 0.0.4 Soit ) un domaine bornés dans R3 et xy € Q\ Q. Pour une fonction
a € C°(Q) telle que l'opérateur A + a est coercif, on définit la fonction de Robin comme
étant R(z,y) = wy |z —y|™' — G.(y) ou G désigne la fonction de Green pour A+ a avec
la condition de Dirichlet sur le Bord. On suppose que R(xq,x¢) < 0. Il existe donc une
solution u € C*%(Q) pour tout 6 €]0, min{1,2 — s}[ pour I’équation de Hardy-Sobolev

u2*(s)71
Au+ a(z)u = ,u>0 dans Q et u=0 sur 0f.

|z — ol*



Equations perturbée de Hardy-Sobolev

Dans le Chapitre 4, nous étudions 'existence des solutions pour les équations de Hardy-
Sobolev a terme perturbatif sous-critique de la forme suivante :

|u u —2
————— + hlu|"u, 0.0.15
d(zzgy Ml (0.0.15)

2*(s)—2

Agu+ au =

avec ¢ un exposant sous-critique dans |2, 2*[, 2* = % et h une fonction sur M positive
presque partout et continue.

Dans le cas particulier s = 0 des équations de Sobolev, Brézis et Nirenberg |7] ont étudié
ce probléme dans un contexte Euclidien, Djadli I’a étudié dans [13| pour les variétés
Riemanniennes.

Comme dans le deuxiéme chapitre, nous cherchons d’abord une condition générale d’exis-
tence des solutions pour I’équation . Pour cela, nous fixons ¢ dans |2, 2*[ et nous
considérons la fonctionnelle

25(s)_ Vg
(x JBO)S

1
u€ Hy (M) — J,(u) = 2/(|Vu|2—|—au )dv, — /|
1
1 / Blul“dv, (0.0.16)
qJm

J, est bien définie d’aprés les inclusions de Hardy-Sobolev.

L’opérateur A, + a étant coercif, les points critiques (s’ils existent) seront donc, a une
constante multiplicative prés, des solutions de . En suivant les travaux de Djadli
[13] et Esposito-Robert [19], nous démontrons le Théoréme suivant dont le moteur prin-
cipal est le Mountain-Pass Lemma (voir Lemme [4.1.1] dans le chapitre 4) d’Ambrosetti-
Rabinowitz (voir [1]).

Théoréme 0.0.5 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >

3, a € C°(M) telle que A, + a est coercif, zg € M et s €]0,2[. On pose 2*(s) = %

On considere aussi q €]2,2*[ et h € C°(M) positive. S’il existe ug € HE(M) telle que

sup Jy(tuo) < ¢, JK(n, )2 (0.0.17)

>0

d = (zn__ss) Alors équation de Hardy-Sobolev perturbée

2*(s)—2

|u u

— 4+ hlulT%u
dy(z, x0)* [ul

Agu+ au =
admet une solution uw # 0 dans Hi(M). De plus, v € C%*(M) N C'ZIOBC(M \ {z0}), pour
tout o €]0, min(1,2 — s)[, 8 €]0,1].

Dans la deuxiéme section, nous testons la condition principale d’existence ((0.0.17]) par
la suite (twe)eso,t > 0 et les w. sont comme dans la Proposition [0.0.2, Nous avons le
résultat suivant :




—r1h(xg)e™” gt o(e"” w2 2)) sin>4
—kgh(zo)e? 2—1—0(3’%) sin=3etsiqg>4
Jo(teawe) = fialtiTo 0.0.18
alfewe) = fo+ — (ksm(xg) + Keh(xg)) e+ o0(e) sin=3etsiqg=4 ( )
—rkrm(zo) + o(e) sin=3cetsiqe€|2,4]

ot t. > 0 est I'unique tel que sup;sq Jq(twe) = J,(tew).

Le Théoréeme général d’existence m et ce dernier résultat ((0.0.18)) impliquent directe-
ment le Théoréme suivant.

Théoréme 0.0.6 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, a € C%M) telle que A, + a est coercif, To € M et s €]0,2[. On pose 2*(s) = % et
2* = 2%(0). On considere aussi q €]2,2*[ et h € C°(M) positive. On suppose que

h(zg) >0 sin>4ou{n=3etqg>4}

k'm(xo) + K" h(zg) >0 sin=3etsiqg=4 (0.0.19)
m(zo) >0 sin=3cetsiqe (2,4)

(n—2)(6—s)

avec Cp s = K, K" > 0, Scaly(zg) est la courbure scalaire de M en x, et

12(2n—2—3)’
m(xo) = Ba, (o) est la masse de (M, g) en xo. Alors ’équation de Hardy-Sobolev perturbée

lu u

dg(z,z0)*

2*(s)—2

Agu+au = + h|u|??u

admet une solution u # 0 dans H2(M). De plus, u € C**(M) N Cy°

L0 {a0}), pour
tout o €]0, min(1,2 — s)[, 8 €]0, 1].

Conclusion :

De ((0.0.19)), nous distinguons que lexistence d’une solution dépend uniquement de la
perturbation (en xg) pour les dimensions n > 4 et qu'une interaction entre la géométrie
globale de la variété (la masse de la fonction de Green en xg) et la perturbation apparait
en dimension 3.

La premiére meilleure constante est atteinte.

Théoréme Principal.

Dans le Chapitre 5, nous revenons a la question posée dans le deuxiéme chapitre sur le
cas € = 0 'inégalité (0.0.5)). A savoir si la premiére meilleure constante Ay = K(n, s) est
atteinte ou non ?

Nous démontrons le Théoréme suivant :



Théoréme 0.0.7 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >

3, kg € M, s €]0,2], et 2*(s) = % lexposant critique de Hardy-Sobolev. Alors il existe

Bo(M, g,s,10) > 0 dépendant de (M, g) et s tel que pour tout v € HE(M),

2*(s) 2%(s)
</ Bl deg) < K(n, 5)/ |VU|§dUQ+BO(M79737xO)/ v? dvg. (0.0.20)
v d ) M M

g(ZL’,ZL‘O

Cas s = 0 et cas Euclidien.

Dans le cas s = 0, le Théoréeme a été demontré par Hebey-Vaugon dans [32] pour les
meilleures constantes des inclusions de Hardy-Sobolev HZ(M) C L* (M), 2* = 2n/(n—2).
Dans son article |15, Druet a étudié les meilleures constantes des inclusions de Hardy-
Sobolev HY(M) C LP" (M), p* = pn/(n —p) (n > p > 1) (voir aussi Aubin-Li [5] pour la
preuve de la conjecture d’Aubin dans |3]). Hebey a étudié¢ dans [28| le méme probléme
pour les inclusions H2(M) c L¥ (M), 2! = 2n/(n—4),n > 5, Brouttelande|8] et Ceccon-
Montenegro[11] pour les inégalités de Gagliardo-Nirenberg.

Il existe une littérature importante sur les meilleures constantes pour les inégalités de type
Hardy-Sobolev sur les domaines Euclidiens R™. Une discussion générale sur ce sujet se
trouve dans la monographie [22] de Ghoussoub et Moradifam. Sachant que les inégalités de
Hardy-Sobolev constituent une sous famille des celles de Caffarelli-Kohn-Nirenberg (voir
[9]), les meilleures constantes et les extremales de ces derniéres sur R™ ont ¢té bien étudiées
pour la classe des fonctions symétriques radiales (voir Catrina-Wang [10], Horushi [33] et
Chou-Chu [12]). Cependant, il existe des situations ot les fonctions extremales ne sont pas
radiales et symétriques (voir l'article de Catrina et Wang [10]). Une étude historique sur
la brisure de symétrie des fonctions extremales se trouve dans l'article [14] de Dolbeault,
Esteban, Loss et Tarantello . Quant aux inégalités de Hardy-Sobolev-Maz’ya (voir [40]),
nous nous référons a Badiale-Tarantello |6], Musina [41] et Tertikas-Tintarev [49].

Preuve du Théoréme : Blow-up autour de z.

La preuve du Théoréme|0.0.7|est basée sur I’analyse du Blow-up des solutions critiques des
équations elliptiques non linéaire. Nous démontrons d’abord (dans la premiére section)
un Théoréme général de convergence des solutions des équations de Hardy-Sobolev
u2* (s)—1
Aju+a(r)u = ————— sur M
g dg(z,z0)*

qui s’explosent au voisinage de la singularité xq. Sachant que I'existence de ces solutions
est assurée par le Théoréme [0.0.2]

Théoréme 0.0.8 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, 1o € M, s €]0,2[. On considere une famille (uy)aso dans HZ(M), telle que pour tout
a >0, uy, >0, uy, Z0 et u, est une solution du probleme

@y (2,0 (0.0.21)

2% (s)—1
Agug + aug = A7
/\04 E]O7K(n7 8)71[ ’ ”ua |2*(5),s = 1.

Soit (z4)a>0 € M telle que limg o0 2o = xg. On définit la fonction . sur IEBRW;l(O) Cc R»
par

N n_1
o (X) = pa  ualexp,, (paX)), (0.0.22)
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avec exp;! : Qq — Bg (0) est Uapplication exponentielle en z,, Qo étant une boule
exponentielle dans M centrée en z,, c.a.d. exp; g = 0. On suppose que

dg(Ta, 2a) = O(fta) lorsque a — +o0. (0.0.23)

Alors

dy(2as o) = O(fta) lorsque o — +00 (0.0.24)
et, a une extraction d’une sous-suite pres, naie, converge vers 4 faiblement dans D3 (R™)
et uniformement dans C°(R™), pour tout B €)0, min(1,2 — s)[, avec N == 1o(fta-) et

loc

n—2

2—s

A a2;5k 5 2—s .
w(X) = X X pour tout X € R

avec Xg €R", a > 0 et k*=° = (n — 2)(n — 8)K(n, s). En particulier, U vérifie

02" (s)

~2%(s)—1
_ E dans R" et / L _ax =1 (0.0.25)
R

Asit = K(n,s) '
su (n75> |X—X0 . |X—X0|s

Dans la deuxiéme section du Chapitre 5, en adaptant les arguments de Druet (voir [15]),

nous cherchons une estimation ponctuelle (5.3.72) de z + d,(x,20)" 2/ 2u,(z) défi-
nie presque partout sur M et se servant de celle-ci, nous procédons par 'absurde et

|X—X0|S
K(n,s) [z |Ve]?dX s’explose en la testant par la famille des Blowing-up solutions (uq)q
via I'application de transition exponentielle.

(s P vet
nous démontrons que l'inégalité Euclidienne de Hardy-Sobolev ( fRn Ll O g5 ) s <

Inégalité Optimale de Hardy-Sobolev.

Ainsi nous établissons dans le Théoréme suivant une inégalité optimale de Hardy-Sobolev
sur les variétés. Ce résultat est une conclusion du Théoréme précédent et du Théo-
réme d’existence obtenue par estimations des fonctions-tests (voir Chapitre 4). Nous
démontrons le Théoréme suivant :

Théoréme 0.0.9 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, 1o € M, s €]0,2], et 2*(s) = % lexposant critique de Hardy-Sobolev. Il existe
By = Bo(M, g,s,10) > 0 telle que pour tout v e HE(M) on a :

(/ oo, )23(5)<K( )(/ Vo2, + —2° / 24 ) (0.0.26)
——dv n,s v|*dv, + ——— | vdv, | . 0.
w dg(,20)* 7 N M 0 K(n,s) Ju 7

De plus,

n—2)(6—s :
BO(Ma 9,3, 1’0) > K(”’ S) 1(2(2n)—(2—s)) Scalg(xo) sin 24 (0027)
m(zy) <0 sin = 3.
ot m(zg) désigne la masse de la fonction de Green correspondante & Ay + —BO(%’?SS)@O)
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Notations

dvg

dg

(LM, | - []p)
LP(M, dy(-, o))

HE (M)
Di(R™)
C=(X)

Forme volume Riemannienne sur (M, g).

La distance Riemannienne sur (M, g).

Espace de Lebesgue des fonctions p-intégrables sur M.

Espace de Lebesgue := {f: M = R / |f[Pd,(-,x0) "5 € L*(M)},
sa norme est f > || fllps = (f3, | f[Pdg (-, o) ~*dvg)'/?

Le complété de C°(M) pour la norme v — ||[Volls + [|v]]o.

Le complété de C'°(R™) pour la norme v — ||V/s.

L’ensemble des fonctions f : X — R a support compact dans X.
I'Opérateur de Beltrami-Laplace ( := —div,(V)).

Le métrique Euclidienne.

L’image de x par 'application exponentielle sur (M, g) en xy.
Cas Euclidien : exp, ! (z) = g + 2.

La masse de Dirac en z.

Une boule centrée en x et de rayon r.
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Chapitre 1

Premiéres meilleures constantes de
Hardy-Sobolev

Dans ce chapitre, nous démontrons que pour toute variété Riemannienne (M, g) de
dimension n > 3, la premiére meilleure constante Ag(M, g, o, s) des inégalités de Hardy-
Sobolev

[ull o).« < AIVullz + Bllull; we HY (M) (Lap) (1.0.1)

a savoir Ay = inf{A > 0; 3B > 0 vérifiant (I45) pour tout v € HZ(M)} est celle,
qu’on notera K (n, s), des inégalités Fuclidienne de Hardy-Sobolev. Nous établissons une
inégalité telle (1.0.1)) (dans la Proposition pour K(n,s) a eprés (A = K(n,s) + ¢,
pour tout € > 0 suffisamment petit).

1.1 Inégalités de Hardy-Sobolev

1.1.1 Propriétés dans L? <M &)

’ dg(x7$0)s
1.1.1.1 Inégalités triangulaire et de Holder

Proposition 1.1.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne, p,q € [1,4+00] tels que
1/p+1/q =1, etw un poids sur M (i.e. une fonction définie presque partout et strictement
positive). On considére f; € LP(M,wdv,) et fo € LY(M,wdv,). Alors on a :

/N 1l < il o el (1.1.2)

En particulier, Si w :x € M\ {zo} — dy(x,x0)° avec zg € M et s €]0,2], alors

_IAhL ( Al )( £l )
/Mdg(xaJl’fo)sdvgg /Mdg(xaxo)sdvg /A/[dg($7xo)sdvg ' (L.L3)

Preuve de la proposition : Soit fi € LP(M,wdv,) et fo € LI(M,wdv,). On a

bS]

/ | f1 fo|wdu, S/ \fllw% : !fz\wédvg
M M

15



Avec I'inégalité de Holder, on obtient

[ sl < \|rf1\wi|rpu|fz|wé||q=( / Ifllpwdvg)p( / Ileqwdvg,)q

= ||f1||LP(wdvg) ||f2||Lq(wdvg)-

Finalement, en posant que w : x € M \ {zo} — d,(z,29)° et en remplacant w par sa

valeur dans (1.1.2)), on aura (1.1.3]). d

Proposition 1.1.2 Soient (M, g) une variété Riemannienne, p € [1,+00| et w un poids
sur M. Alors on a Uinégalité triangulaire dans LP(M,wdv,), c.a.d. pour tous fi, fa €
LP(M,wdv,), on a :

|1+ fallordvy) < |1 f1ll e dvg) + || f2]| Lo (wdvy) - (1.1.4)

En particulier, St w = 1/dy(x,x0)° avec g € M et s €]0,2[ alors on aura

Aft fol )11) ( | f1]? )’1’ ( | f2]? )é
(/M dg(xaxo)sdvg : /M d9($ax0)sdvg N /M dg(x,l‘o)sdvg ' (1.15)

Preuve de la proposition [1.1.2] : Soient fi, fo € LP(M,wdv,) et un réel ¢ € [1,400]
telsque 1/p+1/¢g=1.On a:

\fi+ folP <Al 1A +f2|§ + [ fo] - [f1 +f2|§-

Donc

||f1+f2||i§w(wdvg) = /|f1+f2|pwdvg
M
< [ A1 1o+ flbade + [ 1l 1+ albw
M M

Avec 'inégalité de Holder ([1.1.2)), on obtient

p
v+ L2l iy < Willzg,waeg) - U1+ f2) 7ML, wavy)
1 f2ll 22 wavg) * 101+ f2) 71| L9, (wavy)
Mais

1A+ £l oy = ( / |f1+f2|pwdvg)q

11+ Follis oanyy = I+ Fol2g

donc
11+ follfs P (wdvg) = <Hf1HL’;M(wd’ug) + HszLg,(wdvg ) If1+ fQHLP P (wdvy)

Il s’ensuit que
||.f1 + f2||L§4(wdvg) < ||f1||Lﬁ/I(wdvg) + ||f2||L§4(wdvg)'

Finalement, en posant que w : x € M \ {zo} — dy(z,29)”° et en remplacant w par sa

valeur dans (1.1.4)), on aura (1.1.5)). O
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1.1.1.2 Densité

Dans une variété Riemannienne (M, g) compacte, C*°(M) est partout dense dans
Iespace de Sobolev (Hy (M), || ||zzar))- On démontre dans la Proposition suivante que si

C>®(M) est inclu dans un espace de Hardy-Sobolev LP*( dg(i;;o)s) alors pour tout p < py,

H} (M) Dest encore. On utilisera les arguments de cette preuve chaque fois qu’on veut
passer de C*°(M) dans une inégalité issue des telles inclusions a Hy, (M).

Proposition 1.1.3 Soit (M, g) une variété Riemannienne. Soient k € N, p,p; €]1, +o0|
tels que p1 > p et soit xo € M. Soit l’espace de Banach (Lpl(M Do), || - ”p1,8> avec

? dg(x,z0)s
1
e = (s ztiigedug )™ S

dv
C(M), || - || v ) (v, —2 ) ti t
( (M), - N ez any ‘—>( ( dg(:v,xo)s) | le,> continuemen

alors

dvg

(H;f(M), | - ”H,f(M)) — (Lpl <M, m) - ||p1’5) continuement .
g\ Ly

dvg

Preuve de la proposition [1.1.3[: Supposons que (C’OO(M), || - HHﬁ(M)) C (Lpl (M, FRERT

donc il existe une constante A > 0 telle que pour tout u € C*°(M), on a :

[ullpy,s < AHUHH,’;(M)- (1.1.6)

Soit u € Hy(M). Puisque C*°(M) est partout dense dans I'espace (Hp (M), | - || zr(r)), il
existe une suite (u,)neny dans C*°(M) qui converge vers u quand n tend vers l'infini pour
la norme | - ||z (ary, i-e.
/ |t — ulPduy Lmans Ay
M
et pour tout j € {1,...,k},
/ V9 (1, — ) |Pdvy, 222255 0.
M

La suite (up,)nen étant dans C°(M), donc avec 'hypothése (1.1.6) on a pour tous i, j €
Nij:

[ti = ujllprs < Allws — gl gz ). (1.1.7)
Or (up)nen est une suite convergente pour la norme || - || 7 () donc elle en est de Cauchy.
Avec l'inégalité , on déduit que (u,)neny est une suite de Cauchy dans l'espace

(L™ <M vy _ ) H ||lpy.s) qui est de Banach, donc il existe u € L (M &) tel

? dg(x,x0)®  dg(x,z0)8
que () nen —=% @ pour la norme || - l|lpy,s- En plus, on a :
allps = Erf [wnlpr,s
<l Al g
= Allullgpan- (1.1.8)
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D'antre part, (ua)ues *% i dans (L7 (M, g5 ) |- o), done (2)uen %5 i
dans LP* (M) car

~1|P1 |un - ﬂ|p1
- —— xd d
Hun UHLm(dvg) = u dg(:v,xo)s g(ZL‘,ZL‘o) Vg
< diamg(M)?||up —allp; o
n——+00 0

Notons que diamy(M) = sup{d,(z,y); =,y € M} : C’est le diamétre de (M, g), il est fini
car M est compact. Maintenant puisque p; > p donc LP* (M, dv,) C LP(M, dv,), par suite

n—-+o00

(un)nen converge vers @ dans LP(M, dvg). Mais (uy)nen ——— u pour la norme || - || g (ar)
donc pour la norme || - ||,. D’otu la suite (uy,)nen @ deux limites, u et @, dans LP(M, dv,)
donc u = @ p.p. sur M. Avec (|1.1.8)), on déduit que

[llprs < Allwll .
D’ou le résultat. O

1.1.2 Inclusions et inégalités de Hardy-Sobolev
1.1.2.1 Inégalités de Hardy-Sobolev

Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 3. Dans cette
partie, on démontre que toute fonction v € HZ(M) vérifie I'inégalité de Hardy-Sobolev
Riemannienne
2(n — s)

n—2
avec C' > 0. Ceci est vrai car I'inégalité (1.1.9) est issue de celle de Holder appliquée a
toute fonction vérifiant simultanément celles de Sobolev et de Hardy. Ce qui est vrai en
particulier pour les fonctions dans H?(M).

[ull2=(s),s < Cllullmzan, 27(s) == (1.1.9)

Théoréme 1.1.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 3.
Soit xg € M, s € [0,2], et 2*(s) := % Alors ’espace de Sobolev HZ(M) est inclus

continuellement dans L% (®) (M L).

’ dg(;tyxo)s

Preuve du Théoréme [1.1.1] : En effet, soit u € H(M). La premiére inclusion de
Sobolev HZ(M) — L? (M) implique qu’il existe C; = C1(M, g) > 0 telle que

Jull < Cullulazan, 2" =~ (1.1.10)
D’autre part, en partant de I'inégalité de Hardy sur R™ :
vwe(?%R%Z/ iélmxS-—ii—:/ Vp[2dX, (1.1.11)
‘ rn | X2 (n—2)% Jgn

on obtient, par arguments de compacité (M étant compacte), qu'il existe C5 = C5(M, g) >
0 telle que u (ainsi que toute fonction dans HE(M)) vérifie

2
u
——dv, < C 2 . 1.1.12
/M dg($,$0>2 Vg > 3H““H%(M) ( )
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On utilise maintenant 1'inégalité de Holder avec 1 = % + 5 pour écrire

x 2= 2 3
2% (s)—s u d / W) / u d
fore (i) o= (1 ™)

(1.1.13)
Puisque 22 (5)=9) — 9+ donc en élevant I'inégalité (1.1.13)) & la puissance 2%(8), on aura :

2—s

X SHe) u2 P

2(s) 2d — . (1.1.14
(s )™ e () ™ (] )™

En combinant la derniére inégalité (1.1.14]) avec celles de Sobolev (|1.1.10]) et de Hardy

(1.1.12) et sachant que %ZSS)) + 2%(5) = 1, on obtient

2 2% (2—s) s

d'U 2% (s) SoxTaY £3
2(s)  Yg < C ( 9 >22(s) O ( 2 )2(3)
( J 1l dg(@,,xo)s) < G (llullin 5 (lalz

< CGH“H?{%(M)?

avec Cy, C5 et Cg sont des constantes strictement positives ne dépendant que de (M, g)
et s. D’ou le résultat. O

1.1.2.2 Inclusions de Hardy-Sobolev : Thm. de Rellich-Kondrakov

Théoréme 1.1.2 Etant donnée (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimen-
sion n > 3. Soit s €]0,2], et 2*(s) := 2(n — s)/n — 2. Alors pour tout q € [1,2*(s)],

H2(M) est inclus continuellement dans L9 <M L) De plus, si 1 < q < 2*(s) alors

? dg(x,z0)

Uinclusion HE(M) < L4 (M, dgéi%) est compacte.

Preuve du Théoréme [1.1.2]: Fixons un réel g € [1,2*(s)[.
i/ Montrons tout d’abord qu’on a HZ(M) — L4 (M, %). Pour cela, soit u € HZ(M).
On a d’apres 'inégalité de Holder que

1
dv RO
Al o O .
ol < o ([ )

Mais d’aprés le Théoréme [I.1.T] on sait qu’il existe une constante C; > 0 telle que pour
tout v € HZ(M), on a :

[vll2+(5).s < Cillvllmzea)-

Par suite, on a :

dv
[[ullq, el 2 ary a dg(, x0)?

dv
g\,

D’ou

19



ii/ Démontrons maintenant que l'inclusion définie ci-dessus est compacte. Pour cela, on
prend (u;); une suite bornée dans H:(M), i.e. il existe une constante C; > 0 telle que

||ui||H12(M) < (.
Le Théoreme de Rellich-Kondrakov (HZ(M) < L*(M) ou I'inclusion est compacte) ainsi
que la refléxivité de 'espace de Sobolev (Hf(M), || - |[g2(a)) donnent Pexistence d’une
fonction v € HZ(M) et d’une sous-suite (u;, )ien de (u;)ien telles qu'on a :
*/ La suite (u;, )ien converge faiblement vers u dans HZ(M).
**/ La suite (uy, )ien converge fortement vers u dans L?(M).

K/ (wy,) converge p.p. vers u dans M.
Soit € > 0. On définit pour tous t € N*, A > 0 ’ensemble :

Q,(A) ={z e M/ |u;,(z) —u(x)| < A}.
On a pour tout s € N* :
1 g5y dUg
[ o @l < o [ ) @O gt
02*( s)
A% (s
02*( s)
AQ*

S Hult UHH%(M)

< q(Cz + ||U||H2(M ) 2(s)

(U)
A2* —q
Puisque lim4_, | ACQTf))q 0, donc il existe Ag(e) > 0 telle que pour tout A > Agy(e), on
a:
Ch.s(u) €

A2*(s)—q < 2"
D’autre part, on considére la suite (f;,)sen+ des fonctions définies sur M par :

fi,(z) =

C’est une suite des fonctions intégrables et est dominée par = — A%d,(x,x¢)"* qui est
intégrable. En plus, elle converge p. p Vers 0. Avec le théoréme de convergence dominée
de Lebesgue, on déduit qu’il existe ty(e) > 0 tel que pour tout t > to(€) on a :

/ fi,dvg < -

Ensuite, on a pour tous t > ty(€), A > Ag(e) :

dv
e = g g
||ult qu,s /]\/[ |u1t U’| dg(l‘,l’o)s

dv dv
= uz—uq—g +/ i, — uf? ————
/ | t | d (I’ [Eo) i, (A)e | t | dg(l',l’o)s

< /f“d o+ Snalt)

<

<

|ui, — ul?

dg(l’, SL’O)S Qs (A)-

N dv
I )’ . ’ Z q /\4 "9
ou (uzt)tEN converge vers u dans 1 espace < s dg(x,m0)5>'
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1.2 Meilleures constantes sur les variétés

1.2.1 Cas Euclidien : Meilleure constante K(n,s) des inégalités
de Hardy-Sobolev

Définition 1.2.1 Soientn > 3 un entier et s € [0,2]. On définit la meilleure constante

des inégalités de Hardy-Sobolev Euclidienne, et on note K (n, s), la constante ne dépendant
que de n et de s qui vérifie

. |Vol3dX
K(n,s) = inf Jo IVl 5 (1.2.15)
pEDI(R™) |o|2* () >2*7(S)

(£,€) € (R™M)? = §(€,€) = S0, 6,6(€') étant la métrique1 Euclidienne et D?(R") la
Vl3dX)®2.

complétion C(R™) \ {0} pour la norme u — (fRn

Dans le cas s = 0 des inclusions de Sobolev HZ(M) < LP(M), p €]2,2*[, Aubin [3] et
172

Talenti [48] ont démontré indépendament en 1976 que K (n,0) = [2 (n(n - 2)‘*’721/”)_2]

(voir aussi Rodemich [44]) ou w, désigne le volume de la sphére unité standard (S", h)
de R™! et que I'égalité (1.2.15)) est réalisée par les fonctions ®¢\(X) = C(A + |X|?)1~2
avec C' € R*, \ > 0.

En 1983, Lieb a calculé dans ([39], voir Théoréme 4.3) la valeur de K(n,s) dans le cas
s €]0,2] :

a Pn—s/2-s) \
K(n,s) =[(n—2)(n—s)] (2 _ Swnle(2(n —3)/(2 - 3))) ’

ot pour tout z € C, R(z) >0 ona:I'(z) = 0+°O t*~Lexp(—t)dt est la fonction d’Euler
vérifiant les propriétés I'(1) = 1, ['(1/2) = /7 et T'(2 + 1) = 2['(2) et a démontré que

I'égalité ((1.2.15]) est réalisée par les fonctions @¢\(X) = C (\>75 + |X|2_5)_%§.

1.2.2 Cas Riemannien : Définitions et Théoréme

Définition 1.2.2 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, xg € M et s €]0,2]. Une constante A > 0 (resp. B > 0) est dite la premiére (resp. la
deuziéme) constante des inégalités de Hardy-Sobolev Riemanniennes si elle vérifie pour

tout v e HE(M) :

o - A [VoPdo,+ B | wldv,. (I
([ dtsn) ™" <a [ 9okt 45 [ e (1w

Définition 1.2.3 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, g € M et s €]0,2[. On appelle la premiére meilleure constante des inégalités de
Hardy-Sobolev Riemanniennes la constante Ay = Ao(M, g, s, o) qui vérifie

Ao(M,g,s,x0) :=1inf{A > 0; IB > 0 tel que (14 p) est vraie}.
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Dans son article [3], Aubin a démontré que, pour toute variété Riemannienne compacte
(M, g) de dimension n > 3, K(n,0) est la premiére meilleure constante des inégalités
issues de l'inclusion de Sobolev H?(M) < L?"(M). On démontre dans le Théoréme
suivant un résultat similaire que celui d’Aubin dans le cas général s €]0, 2[.

Théoréme 1.2.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, xg € M, s €]0,2[, et 2*(s) = % lexposant critique de Hardy-Sobolev. Alors on a :

AO(Mvg7 87‘T0) = K(TL, S)

ot K(n,s) est la meilleure constante des inégalités de Hardy-Sobolev Euclidienne.

1.2.3 Preuve (i) du Théoréme : inégalités de Hardy-Sobolev a
e-preés
Dans cette partie, on démontre que Ay(M, g, xg,s) < K(n,s). En suivant I'article [3]

d’Aubin, on démontre dans la proposition suivante que pour tout € > 0, Ag(M, g, x¢, s) <
K(n,s) +e.

Proposition 1.2.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimensionn >

3, kg € M, s €]0,2[, et 2*(s) = % lexposant critique de Hardy-Sobolev. Alors pour

tout € > 0, 1l existe B, > 0 tel que pour tout uw € H(M), on a

2°(s) o]
(/ JL)sdvg) < (K(n,s)+ e)/ [Vul2dv, + BE/ u’dv,. (1.2.16)
M M M

g (x » L0
Thiam [50] a démontré indépendamment un résultat dans le méme esprit de la Proposition
avec un terme de reste supplémentaire.

Preuve de la Proposition m : On suit dans cette preuve le travail d’Hebey (voir
[29]) dans le cas des inclusions Hy (M) < LI(M).

Iére étape : (Construction d’un recouvrement fini de M par des boules expo-
nentielles).En effet, par critére de compacité, nous avons (voir Appendice I) pour tout
x € M et tout p > 0, il existe r = r(x,p) €]0,i,(M)/2[, lim,or(z,p) = 0 tel que la
carte exponentielle (Bo, (), exp, ') satisfait les propriétés suivantes :
i/ (1=p)d<g<(1+p),
i/ (1—p)2de <dv, < (14 p)2dr,
iii/) DY T|s <|T|y < D,|Ts, for all T € x(T*M)

et avec lim, , oo D, =1, x(T*M) est l'espace des tenseurs 1-covariant sur M.

Puisque M est compacte il existe N € N (dépendant de p) et 1, ...,an_1 € M \ B,,(x0)
(dépendant de p) tel que

M \ B’ro (ZL‘O) - U%;iBTm (xm)’
avec ro = r(zo, p) et r,m < 13(T0, p).

ITéme étape : On démontre que pour tout € > 0, il existe pg = po(€e) > 0 tel que
lim._,0 po(€) = 0 et pour tous p €0, po[, m € {0,...,N — 1} et u € C*(B,, (z,)), on a :

2
|U‘2*(S) o : / 2
—d < (K — Vuldv,. 1.2.17
(/M dg(,20)* E N ( (n, 8+ 2> M| v ( )
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En effet, D’aprés la définition ((1.2.15)) de la meilleure constante Euclidienne K (n, s), on
a pour tout p € C°(R") :

2

)\ T@
(/ X3 dX) < K(n,s) [ [VelsdX. (1.2.18)

On considére p > 0, m € {0,..., N — 1} et u € C(B,,, () tel que (B, (z,), exp,!)
est une carte exponentielle vérifiant les propriétés de 'étape (I). On distingue deux cas :
Cas I1.1 : Sim = 0 donc en utilisant les propriétés (i), (ii) et (iii) de la carte exponentielle
(B, (20), expy, ) développées dans 'étape (I) et l'inégalité de Hardy-Sobolev Euclidienne
(1.2.18]), on écrit :

2" ) () .
(/ d—)sdvg> < (1+p)¥&OK(n, s)/ IV (u o exp,, )[;dX
M

g(x7 "'UO Rn
< DHO )0 - ) F Ko s) [ [T,
(1.2.19)

n

Puisque lim, o Di% = 1, il s’ensuit de ((1.2.19) que pour tout € > 0, il existe
-p
po > 0 tel que pour tout 0 < p < pg, on a :

/ W . K(n,s)+ Vul2d
——dv < ( n,s —i——)/ uU|Zav,.
B,y (o) dg (2, 20)° 7 27 I,y (x0) 9

Ceci prouve (|1.2.17)) pour le cas (II.1).

Case I1.2 : Sim € {1,..., N — 1} donc pour tout = € B, (x,,), on a :

dy(z,z0) > Ao > 0,

avec A\g = 3 — rp,. Avec les inégalités de Holder et celles de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev

sur la fonction w o exp, : B, (0) C R — R ainsi que les propriétés (i), (ii) et (iii)
developées dans I'étape (I), on écrit

2

W T o V7
([0 < ([ o)
a dg(, x0)? )\(@ B, (¢m)
2

I(B, (z,,)(F@ =) NS
< Bmn) (/ uf? dvg>
AT@ Brp (2m)

< q / Vuldv,,
M

avec lim, ,o Q) = 0. Lorsque p — 0 dans la derniére inégalité, on obtient ((1.2.17). Ceci
prouve (|1.2.17) pour le cas (I1.2) et termine 'étape (II).

IIIéme étape : On démontre qu’il existe une C*°-partition de 'unité (9, )m=o,.. N—1 SUr
M subordonnée au recouvrement (B, (%.,))m=o
tout m € {0,..., N — 1},

-----

1
IVnal, < H. (1.2.20)



En effet, on considére (o, )m=o,. n—1 une C*-partition de I'unité sur M subordonnée au

recouvrement (B, (m))m=o,. n—1. On pose, pour tout m =0,..., N — 1,
T = O
m N-1
Dio O
Supposons qu’il existe z; € M tel que (211\501 a?)(xy) = 0. Puisque les a; > 0 donc
pour tout i = 1, ..., N, a;(z1) = 0. Ceci est en contradiction avec le fait que l’en-
semble (@, )m=o,.. n—1 forme une C'*-partition de l'unité. Par suite, la fonction z € M

vaol o ne s annulle pas sur M. De plus, les a; étant de classe C*> sur M il s’ensuit
que 1/(32N "lad),a; € C%(M). Dot 1, € C®(M), ceci pour tout m = 0,..., N — 1.
On vérifie les autres conditions qui montrent que l'ensemble (7,)m—o,.. n—1 forment une
C>-partition de 'unité. D’autre part on a pour tout m=0,... N —1:

3/2
a/

(i, o)

RIS

Ui

3/2

La fonction y € R +— y%/* est une fonctlon différentiable et les fonctions ay,, 1/(35n " a?)/?

sont de classe C*° sur M donc nm est différentiable sur M et sa dérivée vaut, pour tout
reM,

1
d(nm) (@) = d(y*?)(om(x)) x dom ()
3 1
= 5&%(:)3)0[0%(33).
Donc d(n4) € C°(M) et par suite ng, € C'(M). On pose H = max,,—o,..n—1 ||d(n3) || coan
Ceci termine I'é¢tape (III).
IVéme étape : Dans cette étape, on démontre I'inégalité (1.2.16)) sur C*°(M).

Soient € > 0 et u € C*°(M). Puisque 2 ( ) > 1, donc d’apreés la Proposition on a :

2

( / " ) /rzmonmm"’é”d
_— v
a dg(, x0)? (x,20)* g
N-1

5
m=0
N—1

ox 2% (s)
Z / |77mUI dvg )
— (x,20)*

1
En utilisant I'inégalité (1.2.16)) de I'étape (IT) et par densité (nzu € C*(M)), on obtient

maa@ 7O ) .
M mdvg < (K(n,s) +3) y IV (i) [y dvg.
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Or on a

2

([ aeag®s) = o 0y | Wik
——dv < n,s)+ = ) | dv
w dg(@,20)* 20 = e
N—-1 9
€ 1 1
— (Kms)+ S [ (wh Tl +lul- 1Vakl,) doy
m=0
¢ Nl ) )
< K5+ 5) Y [ (mnlVull + 208 Vul Vo,
m=0

1
[ 2) duy.

Avec la derniére inégalité, celles de Cauchy-Schwarz et ((1.2.20]) de I’étape (II), on obtient :

") e} ¢
</M d—)sd% < (K(n,5)+5) (IVulls + 2N H||Vulls|full + NH[Jul3) .

g<x7$0
(1.2.21)
Soit €5 > 0 tel que

(K(n,s) + %)(1 teo) < K(n,s) +e

En fait, €y est bien défini, car il suffit de choisir €y dans Uintervale |1, [I((((;’:))E [. D’autre
) 2

part, on a pour tous z,y, A € R, (Ax — y)? > 0, i.e. \22? + 3? > 2\xy. Donc, pour tous
z,y, A € R, 2zy < Aa® + Ay, Maintenant si on pose x = ||[Vullz, y = [Jullz et A = 35,
on tire que

(NH)?
2NH||Vullz|lullz < eof Vullz + TIIUII%-

Par suite, en combinant la derniére inégalité et (1.2.21]), on aura :

|2 GO ¢ , ,
| gt )< (s + 50+ )|Vl + Bl
M

g([L',:L‘O
< (K(n, 8)+6)/ ]Vu|§dvg+Bﬁ/ |uldv,,
M M

avec

B. = (M + NHQ) (K(n,s) + %). (1.2.22)

€0
Ceci termine 'étape (IV).

Véme étape : Soit maintenant v € HZ(M). M étant compact donc C>(M) est partout

dense dans (H{(M), ]| - | g2(a))- 1l sensuit qu'il existe une suite (uy,)nen dans C>(M)
vérifiant 'inégalité (1.2.16) qui converge vers u pour la norme || - || g2(57). Avec les mémes
arguments de densité utilisés dans la preuve de la Propositon | on démontre que u

vérifie aussi 'inégalité ((1.2.16)). D’otu le résultat.
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1.2.4 Preuve (ii) du Théoréme.

Afin d’achever la preuve du Théoréme [1.2.1) on démontre en suivant Hebey [28] (voir
Proposition 5.3.2) que Ay(M, g, xo,s) > K(n,s).

Pour cela, soit A € R tel qu’il existe B4 > 0 vérifiant pour tout u € HZ(M) que

[[u

3*(8)78 < A/M |Vu|§dvg +BA/Mu2dvg. (1.2.23)

Soit ¢ € C°(R™) tel que Supp(¢) C Br(0), avec R > 0. On consideére (B, (xo), expy,)
une carte exponentielle centrée en x et de rayon py et (¢,),>0 la suite dans C*>°(M)
définie pour tout 0 < y suffisamment petit (u < £3), par :

Gu(w) = (" expy (x)).
En appliquant I'inégalité (1.2.23) sur la suite (¢,,),>0, on peut écrire :

[Gpll5(5).5 < A/ !V¢u|§dvg+BA/ ¢ dv,. (1.2.24)
M M

Soit € > 0. Par critére de compacité, il existe R, > 0 tel que pour tout p € Bg_(0) C R™,
on a :
(I —€)d < (expg, 9)(p) < (14 ¢€)0.

Puisque lim,,_,o Ryt = 0, donc pour cet R, > 0, il existe pg(e) tel que pour tout p < po(e),
on a: Ry < R.. Alors quitte a faire le changement de variable X = p~"exp,!(x) et

AV (expz1yes = d(expy, (X)) = p"dX

-1
€XPgy

alors pour tout p < pg(€), on peut écrire :

2
2*(s) 2%(s)
g*(s),s = / d’¢l" Sd’Ug
BMR(CEO) g(l‘7 370)
2
. 2(s) (), —1 pgr—1 7 (5)
B, r(xo) dg(I, xo)s o

. 2(9)( X o)
= (1-¢7® (/ qb—(>/ﬂal)()
Bao) X[

. 2°(s) (X e}
= "1 -TE (/ ¢—HdX) (1.2.25)
Bao) |1X]°

[rem

et
/ Vo, Ldv, = / Vo expr () 2dv,
M BHR(‘%O)

< 140 [ VO e @) gt it s
B r(z0)

(1 + E)% Mn—?

/ IVol3dX (1.2.26)
l—e Br(0)
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Avec les mémes arguments, on démontre que

/ ¢3dvgg(1+e)’5m/ P*dX. (1.2.27)
M Br(0)

En combinant (|1.2.25)), (1.2.26) et (1.2.27) avec (1.2.24), on aura pour tous € > 0, u <

po(e) que

2*(s) PO n
(/ o) (X)dx) < Urdo { S (wepax
B (0) | X | (1—-¢€)7® (1—¢) Br(0)

+/BBA/ ¢2dX} (1.2.28)
Br(0)

Quand € — 0 et © — 0, on obtient :

2

() (X 25(s)
(/ (b—()dx) <A [Vol3dX.
Brpo) |1X]° Br(0)

Il s’ensuit, d’apreés la définition de K (n, s), que K (n, s) < A. La définition de Ay(M, g, xo, 5)
implique que K(n,s) < Ao(M,g,xo,s) mais d’aprés la Proposition [1.2.1] on a que
Ao(M, g,x0,8) > K(n,s). Dou Ag(M,g,s,z9) = K(n,s). O

Le Théoréme [1.2.1] suggére deux remarques :

Remarque 1 : (Indépendance de la géométrie) D’aprés le Théoréme , on a que la pre-
miére meilleure constante Ag(M, g, s, o) des inégalités de Hardy-Sobolev Riemanniennes
est K(n, s) qui est celle dans le cas Euclidien. Donc Ag(M, g, s, ) est indépendant de la
géométrie de la variété (M, g).

Remarque 2 : (Cas e = 0). Proposition ne permet pas de conclure si Ag(M, g, s, xq)
est atteinte ou non, c.a.d. si on peut prendre ¢ = 0 dans . En effet, suivant les
arguments1 de la preuve de la proposition : quand ¢ — 0, r,, — 0, et par conséquence
H > |Vnal, — +oo. Ceci implique que lim, o Be = +00. Pour démontrer que K(n, s)
est atteinte, nous aurons besoin d’utiliser des techniques différents et de ’analyse du
"Blow-up". Ce qui fait 'objectif du chapitre 6.
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Chapitre 2

Solutions pour I’équation de
Hardy-Sobolev.

Soient (M,g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 3, zy € M,
s €]0,2[ et 2*(s) := 2(n—s)/n—2 l'exposant critique des inclusions de Hardy-Sobolev. On
considére a € C°(M) et on définit sur H7 (M) la fonctionnelle I et, pour tout g € [2, 2*(s)],
la fonctionnelle J, par

I(u) := /M (|Vul® + au?) do, (2.0.1)

et si u # 0, on pose

() = I(u) - ( /M %dvg) E . (2.0.2)

H, = {u € HI (M) ; / Lq)dvg = 1} (2.0.3)

v dg(,20)°

et
A = 1inf{I(u);u € H,} = inf{J,(u);u € H{ (M) \ {0}}. (2.0.4)

On note
D(M) = diam(M) := sup{dy(z,y);x,y € M}.

Proposition 2.0.2 Pour tout q € [2,2(s)], on a : H, # ¢ et A\, est fini.

Preuve de la proposition : On pose uy = 1. On a donc uy € HE(M), car M
est compact. D’autre part, puisque % > 1 donc l’application x e M\ A{xo} — dy(z,20)"°

1
est dans L1 M). En posant que ui(x) = ug(x (x,20) *dv,)*™® | on aura ensuite
md g

fM e = 1. D’ott u; € Har(s). Avec les mémes arguments, on montre que, pour

tout g € [2 2*( )l Hy # 6.
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Maintenant, pour tout u € H, on a :

/quvg < (/ |u|qdvg)q-volg(M)zl7
M M

avec Dy = D(M)% et p= qz_—qz. Donc, pour tout u € H,, on a

' / auzdvg
M

Par suite, pour tout u € H,

1
< ||a|lcwDrvoly(M)?.

I(u) > —||a]|ooDyvoly (M) (2.0.5)

D’ou
Ay > —|la|leoD1voly(M)P > —oo.

D’autre part, on a :

[y advg - llallee X voly(M) 2
([ do(z,20)=5dvg)® ([, dg(m, mo)~5dvy) @
D’ou le résultat. U

Jy(1) = < 00.

Dorénavant, on note A := Ao«(5) et H := Hox(s)

2.1 Théoréme général d’existence

Théoréme 2.1.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, xp € M, s €]0,2[ et 2*(s) := 2(:—5 Pexposant cmtzque des inclusions de Hardy-Sobolev.

Soit a € CO(M) telle que A, + a est coercif, A, := —div,(V). Si
inf  J(v) < K(n,s)™! 2.1.6
Lo < K, (2.16)

Alors il existe une fonction uw € HE (M) \ {0} N C°(M), u > 0 et est une solution faible
de l’équation critique de Hardy-Sobolev

2*(s)—1

U
Au+au = A\———-. 2.1.7
g dg(x,l’o)s ( )

De plus, u réalise X (i.e. I(u) = X et [, d‘“' - vy =1) etu € C(M)YNCL(M\ {z})

(x xo) loc

pour tous 6 €]0, min{1,2 — s}[ et a €]0, 1[

L’existence d’un minimiseur de J dans HZ(M) \ {0} a été indépendamment démontrée
par Thiam [50].

30



2.2 Preuve du Théoréme

Comme dans le probléme de Yamabe (voir Yamabe |52] et Aubin [2]), toute la difficulté
provient de la manque de compacité pour I'inclusion de Hardy-Sobolev critique HZ(M) —

* d ) X ) . .
L¥ ) <M , %) Pour résoudre le probléme, on passe aux équations sous-critiques
g(a:,zg)

pour trouver une solution en se servant de la compacité des inclusions sous-critique de
Hardy-Sobolev (voir Théoréme [1.1.2)) puis on fait converger la suite des solutions sous-

critiques vers une solution de 'équation critique (2.1.7)). L’hypothése (2.1.6)) assure la
non-trivialité de la solution. Nous suivons la méthode de minimization d’Aubin de 'article
[2] pour la preuve du Théoréme [2.1.1}

2.2.1 Preuve (i) : Existence d’une solution faible u pour I’équa-
tion critique de Hardy-Sobolev.

2.2.1.1 Ieére étape : Solutions pour les équations sous-critique de Hardy-

Sobolev.
Dans le Théoréme suivant, U'inclusion compacte HZ(M) < L9 (M ) dq(i#io)s , pour
tout g €]2,2*(s)[, donnée par le Théoréme de Rellich-Kondrakov (Théoréme [1.1.2]) sera

le moteur qui fait fonctionner la preuve.

Théoréme 2.2.1 Pour tout q €]2,2%(s)], il existe une fonction u, € HE (M) \ {0} H,
positive p.p. sur M et est une solution faible de l’équation sous-critique de Hardy-Sobolev :

A A 228
Syt (228
ot Hy = {u € H{(M), [,, dg(‘g’zo)sdvg = 1.} En plus, u, réalise N, (i.e. \y = I(uy)).

Preuve du Théoréme sous-critique : Soit ¢ €]2,2%(s)[ fixé. On considére
une suite minimisante (v;);eny dans #H, pour la fonctionnelle 7, i.e. une suite des fonctions
dans H, qui vérifie lim; , . I(v;) = A,. On procéde maintenant par étapes.

Etape I.1 : On démontre qu’il existe u, € HX (M) N Hy, ug > 0 p.p. sur M et il existe
une sous-suite (v;);ers de (v;)ier, L' ~ N telles que

(a) La suite (v;); converge faiblement vers u, dans H7 (M),

(b) La suite (v;); converge fortement vers u, dans L*(M).

(c) La suite (v;); converge vers u, p.p. sur M.

En effet, puisque lim; o I(v;) = A4, donc il existe iy € L tel que pour tout i > ig, on a :
|I(v;) — Ay < 1. Par suite, pour tout i > 4y, on a :

I(v;) < 1+ A, (2.2.9)

Montrons d’abord que la suite (v;); est bornée dans HZ(M). En effet, puisque les v; sont
dans H,, 0n2tire donc avec I'inégalité de Holder que [, vZdv, < Dy x voly(M)'/?, avec
Dy =D(M)a,p= %. Par suite, on a

[o:]|2 < Dy"* x voly (M), (2.2.10)
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De ([2.2.9), (2.2.10) et de la définition de I, on tire que

Vuill3 = /]Vvilzdvgzl(vi)—/ avidv,
M M
< 14 M+ ||alleeDyvoly (MY (2.2.11)

Donc la suite (|Vv;|); est bornée dans L?(M). D’ou la suite (v;); est bornée dans HZ (M).

Lespace (Hi(M), || - [|g2(ar)) etant réflexif, et puisque les v; sont bornées dans Hy (M)
donc d’aprés le théoréme de Kakutani-Banach, il existe une sous-suite (v;);er»~ de (v;)ier,
L" ~ N et u, € H{(M) telles que la suite (v;);e~ converge faiblement dans H(M) vers
ug quand 7 — 400.

Or la suite (v; ;e est bornée dans HZ (M), donc d’aprés le théoréme de Rellich-Kondrakov,
il existe une sous-suite (v;)ierr de (v)ier, L € L", 1" ~ N et u, € H}(M) telles que la
suite (v;)iez» converge fortement dans L*(M) vers u;, quand i — +oo0. Démontrons que
ug = uj,. En effet, on a que H7(M) — L*(M) continuement, donc (L*(M))" C (Hf(M))'
i.e. toute forme linéaire continue sur L?(M) est aussi une forme linéaire continue sur
HE(M). Puisque la suite (v;);er» converge faiblement vers u, dans HZ(M) donc, pour
tout 5 € (L2(M)) c (H2(M)), B(v;) =2 B(uy,). Par suite, (v;)jcr» converge faible-
ment vers ug dans L*(M). D’autre part, (v;)sez» converge fortement vers u;, dans L*(M),
donc elle converge vers uj, faiblement dans L*(M). L'unicité de la limite faible implique
que u, = uy,.

Le point (c) est di au fait que la convergence forte dans les espaces LP entraine la
convergence p.p. a extraction prés d’une sous-suite. D’ou il existe une sous-suite (v;);er
de (vy)ierr, L' C L”, L' ~ N vérifiant a), b) et c).

Puisque, pour tout ¢, on a que I,(v;) = I,(|v;]), donc on pourra supposer que les v; sont

tous positives ou nulles p.p. Avec (c), on tire ensuite que u, est positive ou nulle p.p. sur
M. Ceci termine I'étape (I.1) de la preuve du Théoréme sous-critique [2.2.1]

Etape 1.2 : On démontre que u, € H, et que I(u,) = A,.

Puisque (v;); converge faiblement vers u, dans HZ(M), donc on a

gl 200y < lllgljgof [[vill 2 ar)-

/ uzdvg +/ |Vu,|*dv, < liminf (/ vidv, +/ |Vvi|2dvg) ,
M M t=+oo M M

mais d’aprés (b), on a :

Par suite,

: 2 2 _
zl}inoo M(vi uy)dvy =0
donc
/M|qu|2dvgSlzir_)njglofL|Vvi|2dvg.

2 2 1——+00 . .
Comme [, a(v; — u?)dv, —— 0, on tire ensuite que

I(ug) < lim I(v;) = A, (2.2.12)

1——+00
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D’apres le Théoréme de Rellich-Kondrakov|[1.1.2} on a pour tout s €]0, 2[ et tout p < 2*(s),
Vinclusion compacte H2(M) « LI(M, —22_) Or ¢ < 2*(s) donc il existe une sous suite

 dg(z,z0)°

(Vi )ren de (v3)iers, ir € L' telle que

t——4o00 d’Ug
)y ——— d LM, ————).
(Ult)t Uq ans ( ’ dg(l‘,l'())S)
On a alors
i llg,s = llugllasl < llvi, — ugllg,s
t——+o00 O

Par suite, |lu,l/ss = 1. D’ott u, € H,.
Avec la définition de A, et (2.2.12)), on en déduit que I(u,) = A,. Ceci termine I'étape
(I.2) de la preuve du Théoréme sous-critique [2.2.1]

Etape 1.3 : On démontre que u, est une solution faible de I'équation (2.2.8). Pour cela,
soit

FrHAM) — R
1
b —s §</M|V¢|§dvg+/Mal/z2dvg).

f est une fonction différentiable. En effet,

f=s(hth) f)= L 0)i=12
Ly, Ly étant les fonctions définies par :
Lis (w0) € HEM) = [ (90,V0),n,
Ls (0,0) € HYM) = [ avods,
On donne encore la fonction ®, définie par :
d,: H}(M) — R

L ek
oo =

La fonction @, est de classe C' sur Hi(M) et sa différentielle est définie pour tout
€ H (M) par :

dd,(v): HY (M) — R
b s db ()= / n(@) (@) (@)

M dg($7l’0)s I

(voir Appendice III).
D’autre part, si g, = %, alors @;1(gq) = H,. Or on a déja démontré que I(u,) = Ay,
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par suite f atteint son minimum sur H, = le(g), en u,. d®,(u,) est une application
surjective car d®(u,)u, = 1. En plus on a que :

) s € HHOD) = [ (T, V) -+ av)do,

En appliquant le théoréme des multiplicateurs de Lagrange, on sait qu’il existe un réel a
tel que pour tout ¢ € HZ(M) on a,

df (ug)y = ad®y(ug)1,

Donc 12
Ug|T“Ugn
Vg V) ,dv, + | augpdu :a/udv.
En prenant ¢ = wu, dans la relation ci-dessus on voit que o = ), (rappelons que
| M %dvg = 1). Par suite, u, est une solution faible de I'équation
g bl
ud=!
Agu+ au = \j———m.
g Ydy(z, z0)*

Notons finalement que u, # 0, car ||u,||,s = 1. Ceci termine I’étape (1.3) de la preuve du
Théoréme sous-critique [2.2.1]

2.2.1.2 Iléme étape : Passage a la limite.

On démontre dans cette étape qu'il existe une sous-suite (ug, )ien de (tq)gej2,2¢(s); qui
converge faiblement vers une solution faible u # 0 de dans H?(M) réalisant .
Notons que la coercivité de 'opérateur A, + a implique la positivité de la fonctionnelle
J. Dot A = inf,cy2(ar)\ 0y J/(v) > 0. Nous procédons par étapes.

Etape II.1 : On démontre que que pout tout u € H3(M),u#0on a:

lim J,(u) = J(u). (2.2.13)

q—2*(s)

Pour cela, on considére la suite des fonctions (U, ), définies pour tout ¢ par U,(x) =
%. Pour tout ¢, les U, sont mesurables et sont dominées par la fonction U définie
par :
u?dy (@, z9) siu<l
Ulz) =

u¥ Od,(z, 1) si u> 1,

En utilisant le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on tire ensuite .
Par suite, pour ¢ > 0 il existe, d’aprés la définition de A\, v € HZ(M) \ {0} telle que
J(u) < A+ e€ Donc on a :

A+e> lim Jy(u).

q—2*(s)

Ceci implique qu’il existe gy €]2,2*(s)][ tel que pour tout ¢ > o, on a :

At 2e > J,(u) > A,

34



Par suite, ona
A+ 2¢e > limsup A,.
q—2*(s)
Mais € est quelquonque, d’ou
limsup A, < A (2.2.14)

q—2*(s)

Réciproquement, on sait que les u, réalisent les Ay, i.e.

I(ug) = A,
donc en écrivant ()
1(uy 2
T X ugll3- 5.6 = Ags
||uq 2%(s),s e !
on obtient
_ I(v)
zlnf Tz (X ||uq g*(s),s < >\¢17
veHE N0} | [[v][5+ () 5
d’ou
>‘||uq 3*(8),8 < )\Q'
Et alors
liminf A\, > Alim mf (A 2+ (s),5° (2.2.15)

q—2*(s) q—2*(s

Reste a démontrer que liminf,_,o«(q) ||tg]l2+(s),s > 1. En effet, on a que ¢ < 2*(s), donc
avec 'inégalité de Holder, on peut écrire :

2+(s).s X |1

[ugllg.s < llug ERETI

Or pour tout q €]2,2*(s)[, on a : ||uyl|4s = 1. Donc pour tout g €]2,2*(s)[, on peut écrire

que
1— 9 _
1 —/ ik dv, < ||u X (/ d,(x,z )sdv> o
Mdg(x7x0)s ¢ = Malzre)s M g I .

Par suite on a
2*( ) Z 1

lim mf || uq
q—2*(s

q—2*(

Il s’ensuit de (2.2.14) et (2.2.15) que A, 422", ). Ceci termine I étape (I1.1) de la preuve
du Théoréme sous-critique [2.2.1}

Etape I1.2 : On démontre qu’il existe u € HZ(M),u > 0 p.p. et une suite (g;); C]2, 2*(s)],
qui tend vers 2*(s) lorsque i — 400, telles que

(a) La suite (ug,); converge faiblement vers u dans Hi (M),

(b) La suite (u,,); converge fortement vers u dans L*(M),

(c) La suite (u,,); converge p.p. vers u,

. 2*(s) ;
(d) La suite (u%™'); converge faiblement vers u* ()~ dans L2®)-1 (dg(‘i o5s)-

Tout d’abord, on démontre que la suite (u,), est bornée dans H?(M) indépendament de
q.
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En effet, on tire avec les inégalités de Holder que pour tout g €]2,2%(s)] :

3 i . -
</ ugdvg) < </ ]uq|qdvg) < I[1l] 2, < diam(M)F x vol, (M)’
M M 1

et on a aussi :
HuqHH2(M / Vug|*dv, + /MuZdvg.

Or u, réalise A\, i.e. I(u,) = A;, donc
HuqH?{g(M) = A+ /M(l — a)uidv,.

D’apres la définition de A, on tire que

f v 4dug

Ay < T () =T/ |13, < (a7
M dg(x,z0)s a

Il s’ensuit que :

l|la|lovoly (M) 2s (a=2)

< 5 + |11 — al|odiam(M) s x voly, (M) @ . (2.2.16)
([ dg(z, 20)~2duy)

HU(IHHf(M) =

Cherchons un majorant indépendant de ¢ pour le membre gauche de (2.2.16f). Pour cela,
on utilise la propriété suivante

Ve >0,V0<a<f, ona :z5® <z 41, (2.2.17)

qu’on démontre en distinguant les cas x < 1 et x > 1, pour tirer de (2.2.16)) que

1+ ( /M dg(x,xo)_sdvg) 1]

+|1 — alloo (1 4 diam(M)®) (1 4 vol,(M)) .

||uq||§{12(M) < lallscvoly (M)

Par suite, la suite (u,), est bornée dans H(M) indépendament de g. Avec les mémes
arguments utilisés dans 'étape (I.1), on montre les points a), b) et ¢). Démontrer le point

d) revient & montrer, d’apreés le le Lemme d’intégration [6.5.1} que :
g
(d.1) La suite (uZ~'); converge p.p. vers u® (= Ce qui est vrai d’aprés (d).

2* (s)
d.2) La suite (u%~!); est bornée dans L2*G)-1 (M dvg__y,
ai

’ dg(x,z0)®

Démontrons (d.2) : En effet, HZ(M) — L*®)(M, dqé;x)) et la suite (uy, ); est bornée dans

H?(M) indépendament de g donc (u,, ); est bornée dans L2"(*) (M
)

, %) indépendament

de . Ceci implique que la suite (udi~ 1); est bornée dans L = (M, %) indépendament
de g. Mais pour tout ¢q €]2,2*(s)[ on a :

2% (s) dv, )<_>L2*2:s(>531 (M, dv, )
dg(z,z0)*
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2% (s)
. . " ¢—1\. 2 ¥ (5) -1 dvg
on tire ensuite, avec la propriété (2.2.17), que (uli~"); est bornée dans L2 (—dg x,xo)s)

indépendament de ¢q. D’ou la proposition (d) est vraie.

Etape I1.3 : On démontre que u est une solution faible de (2.1.7).

La preuve est en trois étapes :
i/ On définit pour tout ¢ € H(M), I'application Sy sur H7 (M) par

Sy HY{(M) — R
v = /<V¢;V¢>gdvg.
M

Il est clair que Sy est une forme linéaire continue sur H(M). Par suite, de (a) on tire
que pour tout ¢ € H (M),

lim < V; Vg, >, dvug = / < V; Vu > duy. (2.2.18)

i——+00 M M

ii/ De la méme fagon on pose que 2*(s)" = (2"(s) — 1)/2"(s) et on définit, pour tout
¢ € HZ(M), la fonction S, défine sur L") (M, dvg ) par

dg(z,z0)®

dvg

S, L2
¢ (dg(x, x)*

) — R
dvg

v /M%m,st'

S est bien définie, car H2(M) C L* (M, —22 ) et 1/2%(s) + 1/2%(s)’ = 1. Par suite,

 dg(x,z0)°

en utilisant (d), on déduit qu’on a pour tout ¢ € HZ(M)

dv . dv
lim [ w%! —g:/ TR Sl W — 2.2.19
imtoo [y O ¢dg(3?>370)5 M ¢dg($>930)8 ( )

iii/ Encore, on définit la forme bilinéaire L sur Hi(M) par :
L:H}M)x H}(M) — R
00) [ avvis,
M

L est bien définie car a est borné sur M. Par suite, on tire avec (b) que pour tout
¢ € HY(M)

lim auqi¢dvg—/ aupdu,. (2.2.20)

M M

1——+00

Or les u,, sont solutions faible de 1'équation sous critiques de Hardy-Sobolev, i.e. pour
tout ¢ € H (M)

1 dvg

< V¢;Vuy >, dv —|—/auidv:)\i/uq?_ —. 2.2.21
/]\4 ¢ q g g o <1¢ g q o qi ¢dg(.1',l'0>s ( )
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Avec (?7) de 'étape (I1.1) et i/, ii/, iii/, on déduit par passage a la limite quand 7 tend
vers l'infini que :

dv,

< Vo¢;Vu >, dv +/ auddv :)\/ wr )y —9
/M I I M I M dg(x,xo)s

D’ou u est une solution faible de ’équation (2.1.7)).

Etape I1.4 : On démontre que u n’est pas identiquement nulle.
En effet, 'hypothese ([2.1.6) implique

AK(n,s) < 1. (2.2.22)
Donc il existe ¢ > 0 (par exemple, on peut choisir ¢y = W) tel que
MK (n,s) +€) < 1. (2.2.23)

En utilisant la Proposition [I.2.1] et pour ¢, déja fixé, on sait qu’il existe une constante
B, > 0 telle que pour tout ¢; €]2,2*(s)[ on a :

2
2*(s) 2% (s)
(/ |Uq1| dvg> < (K(n7s) + 60)/ |qui|§d1)g + BEO/ ugidvg. (2224)
M ) M M

dy(x, x0)*

D’autre part, on tire d’aprés les inégalités de Holder (1.1.1))

Huqi qi»s < Hu(h 2*(s),s X Hl

T8

N Lo 2°()a
ou pour tout ¢, r; = 5 (s)—gi "

carré la derniére inégalité

Or pour tout 4, on a que |lug||,.s = 1, donc en élevons au

2%(s)

2
1< (/ ’“qi—dvg)Q . (2.2.25)
M dg(l-’xo)s iy

ug, étant une solution de I’équation sous-critique (2.2.8]) (et minimiseur de I), il s’ensuit
de (2.2.25)) et (2.2.24) que

L R | K +e) [ [V
M

ﬁdvg + Beo/ ufhdvg]
M

72%8 (K (n,s)+ €)Xy —/ auidvg) +B€0/ uidvg]
M M

< In

< |

2o | (K(n,8) + €0) Ay, + Co / u?,idvg] (2.2.26)
M

avec Cqy = Be, + (K(n,s) + €o)l|alloo. Quand i — +oo0, [[1]|7, , — 1, A, = X et d’aprés
(b), [y uz.dvg — [, udvg, 1l s'ensuit de (2.2.26) que

1 < (K(n,s)+ e+ C’GO/ u?dv,. (2.2.27)
M
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Si u = 0, alors on déduit de ([2.2.27)) que
1 < (K(n,s)+e)A.
Ceci est en contradiction avec (2.2.23)). Dot v #Z 0 sur M.

Etape II.5 : On démontre que v est un minimiseur pour J (i.e. u réalise A\), A > 0 et
2*(s dv —
que [, u*"l )dg(x;())s =1.
En effet, soit 2*(s)’ le conjugué de 2*(s) (c.a.d. (2*(s)")~' + 2*(s)~! = 1). On définit la
forme linéaire et continue
“(s) dv dv
e L¥® <M—9) — S, (¥ :/ uth——>3—.
dy(z, x0)* (¥) v dg(x,x0)®
Avec les inégalités de Holder ([1.1.1]), on montre que S, est bien définie et est continue sur
L¥e) (M dog ) Donc d’apres 1'étape I1.2 (le point (d)), on tire

 dg(x,z0)°

lim S, (ul™") = S, (u* ),

1——+00

/uQ*(S)&: lim ug?_luL.
M dg(z,20)5  i=too Jor ¥ dy(z,0)*

Avec les inégalités Holder (1.1.1]), on obtient

dv
qi—1 9 < gi—1
/Muqi udg<xax0)s N HU%

s :
¢ = 1, il s’ensuit que

. d d
/ W@ iy T R |l
o dg(

x,x0)%  imtoo Jy T T dg(x,x0)S T imtoo

dis X lltellgi s

ol ¢ est le conjugué de g;. Puisque ||ug,

qisS*

qi,S —

qui est intégrable et dominée par

En utilisant le théoréme de convergence de Lebesgue, on montre que : lim; ,  ||u
|u|?
dg(xvxo)s

la fonction v = (u? X ly)<o + u?" ) x Lu(z)>0)dg(x, 9)~° qui elle aussi est intégrable).

l|t]|2+(s),s- ( En fait, on considere la suite v, =

Les deux derniéres relations impliquent ||u 9+ (s),s- DO

2(s)s < 1. (2.2.28)

D’autre part, v étant une solution faible de I’équation critique de Hardy-Sobolev ([2.1.7)),
donc en la testant en ¢ = u € HZ(M), on obtient

. dv
Vu|>dv +/ au?dv :)\/ (TR —
1wt f ot =3 [

2°(s)
) o (2.2.29)

[

c.a.d.
I(u) = A|u

Sachant que la coercivité de Ay 4 a implique que [, (|Vul? + au?)dv, > 0, donc X > 0.

Maintenant si A = 0, la relation (2.2.29) implique que |u|2+(5),s = 0. Ce qui est faux. La
derniére égalité (2.2.29) et (2.2.28) donneront

() = MJul5.) 2 < A, (2.2.30)

D’aprés la définition de A, on tire que J(u) = A. En simplifiant par A, I’équation (2.2.30)
donnera ||u||o«(s),s = 1. Ceci termine la Preuve (i) du Théoréme [2.1.1}
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2.2.2 Preuve (ii) : Régularité des solutions faibles u € C%.

On démontre que, pour tout a €]0, min(1,2—s)[ et 8 €]0,1[, u € C%*(M) ﬂC’ll(’fC(M\
{x0}). De plus, s'il existe v €]0, 1] tel que a € C%7(M) alors u € C’fgc(M \ {z0}).

En effet, on pose f,(r) = Nu|?* =1 (x)d,(z, z9)*. Sachant que

1 1 1 n
p>1;—:—+—avecp1<—,p2>1 =]1;—]
P P1 D2 S

on tire donc, avec les inégalités de Hélder, que pour tous p,p; €]1;2[,ps > 1 tels que
B S e |

P =p1 tp

[ fullp < lldg (2, 20) " llpy X [[ullp,- (2.2.31)
Puisque Ayu+ au = f,, u € HF (M) \ {0} et a € C°(M), on tire d’aprés la Proposition
que u € LY(M), pour tout ¢ > 1. La fonction x € M \ {zo} — d,(z,z)* étant
dans LP* (M) (car py < 2) et u € LP?(M), L’inégalité impliquent donc que pour
tout 1 <p < %, ona f, € LP(M). Il s’ensuit de la Théorie standard des E.D.P. elliptiques
(voir [25], voir aussi 'appendice (II), corollaire [6.3.2)) que pour tout a €]0, min(1,2—s)] :
u € CH*(M).
D’autre part, puisque u € LY(M), pour tout ¢ > 1. Donc f, € Lq (M\{xg}) pour tout
q > 1. Puisque Ayju+ au = f,, u € H} (M) \ {0} et a € C°(M ) donc en prenant ¢ > n
suffisamment grand, on tire de la Théorie standard des E.D.P. elliptiques (voir [25], voir
aussi 'appendice (II), corollaire |6.3.1]) que pour tout 8 €]0, 1], u € Clloﬁc(M \ {z0}).

Maintenant, s’il existe v €0, 1[ tel que a € C®7(M) alors il en est de méme pour f, —a en
dehors de zg. Il s’ensuit de la Théorie standard des E.D.P. elliptiques (voir |25], Schauder

estimates, Théorémes 6.2 et 6.3) que u € CfOVC(M \ {z0}). Ceci termine la partie (ii) de
la Preuve du Théoréme [2.1.1]

2.2.3 Preuve (iii) : Principe du maximum u > 0.

On démontre ici que u > 0 sur M : en effet, on considére x1 # xq tel que By, (z1) CC

M\ {x}, avec r > 0 suffisamment petit et une fonction h définie sur By, (z1) par h(z) :=
|2 (s)—2

( ) — Aax( S)d(:(:—xo On a h € C°(By,(21)). Puisque u € H2(By, (1)) N CO(M), u > 0
et (Ay; + h)u = 0 sur By, (1), il s’ensuit de la Théorie standard des E.D.P. elliptiques
(Voir [25], Théoréme 8.20) qu’il existe C' = C(M, g,x1,7) > 0 telle que supg (,,)u
Cinfg, (z,) u. Ceci implique que g, (z,) > 0. D’ott u(x) > 0 pour tout x € M \ {xo}.
Il reste & prouver que u(xy) > 0. Supposons par I’absurde que u(zg) = 0. On procéde par
étapes.
Etape iii.1 : On démontre que u est de classe C' en z,. Pour cela, nous suivons la

méthode utilisée dans article [23] (voir Proposition 8.1) de Ghoussoub-Robert et inspirée
de la stratégie développée dans |51] par Trudinger.

En effet, on a démontré dans P'étape précédente que u € C%%(M), pour tout a €
10, min{1,2 — s}[ et puisque u(xg) = 0 donc pour tout o €]0, min{1,2 — s}[, il existe
une constante C(a) = C(M, g, ) > 0 telle que

lu(z)| < Cr(a)dy(x, x9)" (2.2.32)
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pour tout x € M. On a
Agu+ au = AMu|* O (2)d, (2, 20) "% == fu. (2.2.33)

Avec (2.2.32)), on a
Ca(a)
[ful@)] < dy(x,x0)5~ 2 ()=1)

(2.2.34)

pour tout x € M \ {zo}.

Démontrons que u € C%*(M), pour tout a €]0,1[.
En effet, on définit oy := sup{a €]0,1[; u € C®*(M)} et on pose N/ = s —a;(2*(s) —1).
Quatre cas a distinguer :

e Cas ii.1.1 N! < 0. Dans ce cas, on considére « suffisamment proche «; afin d’obtenir
fu € LP(M), pour tout p > 1. Il s’ensuit de (2.2.33)) et de la Théorie standard des E.D.P.
elliptiques qu’il existe 6 €]0, 1] tel que u € CHY(M). Ceci prouve que a; = 1 dans le cas
iii.1.1.

e Cas iit.1.2 0 < N. < 1. Dans ce cas, on considére a suffisamment proche de «a; afin
d’obtenir f,, € LP(M), pour tout p < 7~ Puisque 1 > N! donc il existe p €]n, %[ tel que
fu € LP(M). 11 S’ensuit de et de la Théorie standard des E.D.P. elliptiques qu’il
existe 0 €]0, 1] such that u € C"(M). Ceci prouve que a; = 1 dans le cas iii.1.2.

e Cas i.1.3 N. = 1. Dans ce cas, on considére a suffisamment proche «; afin d’ob-
tenir f, € LP(M), pour tout p < m. Ceci implique que pour tout p E]g,n[, on a que
fu € LP(M). 1l s’ensuit de et de la Théorie standard des E.D.P. elliptiques que
pour tout 6 €]0, 1], on a u € C*Y(M). Ceci prouve que a; = 1 dans le cas iii.1.3.

e Cas iii.1.4 N. > 1. Dans ce cas, on considére « suffisamment proche de a; afin d’ob-
tenir f, € LP(M), pour tout p < 3. Par suite, I’équation , la Théorie standard

des E.D.P. elliptiques et le fait qué N! €]1,2[ (car N, > 0 et s < 2) impliquent que
u € C%(M) pour tout § < 2 — N!. De la définition de ay, on tire que a; > 2 — N’. Ceci
ameéne a une contradiction avec la définition N.. D’ou le cas iii.1.4 n’a pas lieu d’étre.

Les quatre cas étudiés ci-dessus impliquent que u € C%*(M), pour tout o €]0, 1].

Pour achever 'étape (iii.1), on procéde comme ci-dessus et on pose que N/ = s—2*(s)+1.
Deux cas a distinguer :

e Cas iii.1.5 N < 0. Dans ce cas, on considére a suffisamment proche 1 afin d’obtenir
fu € LP(M), pour tout p > 1. Il s’ensuit de et de la Théorie standard des E.D.P.
elliptiques que u € C'(M), ce qui prouve la proposition de I’étape (iii.1) dans le cas
(iii.1.5).

e Cas 11i.1.6 N! > 0. Dans ce cas, on considére a suffisamment proche 1 afin d’obtenir
fu € LP(M) pour tout p < 7. Puisque 1 > N/, il existe donc p G]n,NLé,[ tel que
fu € LP(M). 11 S’ensuit de et de la Théorie standard des E.D.P. elliptiques que
u € C*(M). Ce qui prouve la proposition de I'étape (iii.1) dans le cas (iii.1.6).

Ceci termine l'étape (iii.1).

Etape iii.2 : Le but de cette étape est de tirer une contradiction afin de prouver que
u(xg) > 0. En effet, en utilisant le fait que v € C'(M), nous allons adapter le principe
fort du maximum de Hopf moyennant la stratégie de la preuve du Lemme 3.4 dans
[25]. Pour cela, on considére 2 C M \ {zo} un ouvert de M tel que zo € 9 et qu’il
existe une carte exponentielle (By,, (y), exp, Y, y € Q,r, > 0 suffisamment petit vérifiant
B, (y) N0Q = {z0}. On considére maintenant C' > ||al|s > 0 tel que

Lyc(—u) == —(A, + O)(~u) = (&, +a)(w) > 0
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sur €. On fixe p €]0, 7, [ et on introduit la fonction v, définie sur la couronne B, (y)\B,(y)
par v,(z) = e — e ot 1 := dy(x,y) et k > 0 a determiner. Maintenant, on désigne
par A(z) la plus petlte valeur propre de g~'. Sachant que v > 0 sur M \ {xo} alors on a

pour tout x € B, (y) \ B,(y) :

Ly cvy(x) > e kr? l4k2)\($)7“2 — 2k <Z g+ F0r> -C

i=1

avec I'g = T'y(g). On choisit £ suffisamment grand tel que Ly cv, > 0 sur B, (y) \ B,(y).
Puisque —u < 0 sur 0B,(y) donc il existe une constante € > 0 tel que —u ¥ €v, < 0 sur
OB, (y). On a donc : —u + ev, € H (B, (y )\IB% (y)), —u+ ev, <0 sur IB,(y )U@IB% (y)
et Lg,c( u+ ev,) > 0 sur B, (y) \]B%p(y) Il s’ensuit du principe faible du maximum de
Hopf (voir Théoréme 8.1 dans [25]) que

—u+ev, <0, onB, (y)\B,(y) (2.2.35)

On définit @ = u o exp,, et T, = v o exp, sur B, (0) C R". Avec (2.2.35)), on tire :
€0, < u, onB, (0)\B,(0) (2.2.36)

Soit X := exp, ' (20) et v est le vecteur normal sortant sur B, (0) C R™ (c’est le vecteur
qui forme avec toute base orthonormale de TB, (0) une base orthonormale directe de
R™*!. Puisque 4(Xp) = 0,(Xo) = 0, alors on écrit avec (2.2.36)) :

w(Xo + tv) — (X Xo+tv) — 9,(X
ou —(Xp) := liminf UXo + t) = W(Xo) < eliminf Bp(Xo + t) = Bp(Xo) =€ (%p —(Xo).
ov <000 t <00 t ov

Par suite, 9%(X,) < eav" (Xo). Mais 2 (:L’o) v,(R), on obtient par conséquence

i ,
E(Xo) < E'Up<7'y) < 0.

Ce qui contradit le fait que miny; u = u(z) ( ce qui implique Va(Xy) = 0 et Vu(zg) = 0).
Ceci achéve la démonstration de ’étape (iii) de la preuve du Théoréme. U
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Chapitre 3

Fonctions-Tests

Soient (M,g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 3, zy € M,
s €]0,2[ et 2%(s) := 2(:78) I'exposant critique des inclusions de Hardy-Sobolev. Soit

a € C°(M) telle que A, + a est coercif. Nous avons démontré dans le chapitre précédent
(voir Théoréme [2.1.1)) que si

inf  Jw) < K(n,s)™? 3.0.1
ot (W) < K(n,s) (3.0.1)

Ty o= (‘V“'”““Q)di’g ue H2(M)\ {0},

|u|2*(9> 2%(s)
M dg(z,z0)®

alors il existe une solution u € C%?(M) N C’1 (M \ {x0}),0 €]0,min{1,2 — s}, €]0, 1]

loc
minimisante J pour I’équation critique de Hardy-Sobolev

A \ u?*(s)—l ( )
utau = A 3.0.2
! dg(xa xO)s

ot A = inf,ccennqoy J(v) = J(u). Le but de ce chapitre est de tester I'énergie J en
une suite des fonctions-tests dans H7 (M) inspirée par les extremales @, (X) = C(u +
| X |2’s)_%f des inégalités Euclidiennes de Hardy-Sobolev (voir [39], Théoréme 4.3) afin
de la comparer avec K(n,s)~! pour tirer une (ou plusieurs) condition(s) d’existence d’une

solution pour en fonction de la géométrie de (M, g).

Pour cela, on considére la fonction ® définie sur R™ par :
O(X) = (14| X|>*) 5. (3.0.3)

On sait d’aprés Lieb|39] que ® est une fonction extremale pour les inégalités Fuclidienne
de Hardy-Sobolev

2

|p|?" ) 3 (s)
(/ X dX> < K(ns) | [VeldX, ¢ e CER).
Rn Rn

Plus précisement, on a :
(1)2*(5)71

As® = (n—s)(n— Q)W

(3.0.4)
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Soit la suite (u¢)e~o des fonctions-tests définie, pour tous € > 0,z € M, par

n—2

61—% 2—s
() = , 3.0.5
ue(x) (62—5 +d,(z, x0)2—5) ( )

Proposition 3.0.1 La suite (u.). des fonctions-test définie comme ci-dessus est dans

H2(M).

Preuve de la proposition [3.0.1] : En effet, il suffit de démontrer que pour tout ¢ > 0,
. . . . n—2

1, est une fonction Lipschitzienne. Pour cela, on pose o = 2:3, Ve =€ 2 u et we(x) =

€% + dy(x,20)*"*. On considére la fonction h définie sur RY par : h(z) = = Il est clair

que v, < 6%2 On pose donc ¢y = 67%2 et on définit la fonction h., sur R’ par :

hey : R, — R

r = hy(x) = {

h(z) sih(x) <eq,
g0 sih(z) > eo.

he, est dérivable sur R* \ {¢7*} et pour tout z € R* \ {¢*7*},
h. () < ag'ta.
Notons que max h., = hEO(EQ*s) = go. Soient x1, 1o € RY tels que z; < €275 < x9,0n a:

(e (1) = heg(@2)] < oo (21) = heg (€7 + heo (€27%) = hey (22)]

1 1 1
= | —¢c|+0= |-z ——
Il 2—s 6
1
2—s 2—s
T € T €
- n—s n—s S —s n—s
:L‘Q—g 6 <€27S) 2—s €
1
1
< }a:l — 6278| .
—  en—s

Donc h,, est Lipschitzienne sur RY . Puisque, pour tout y € M, on a :

Ve(y) = howe(y) = he o we(y)

et comme h., est Lipschitzienne et w. € C%' (M), il s’ensuit que v, et u, le sont aussi.
D’ou le résultat. O

3.1 Théoréme d’existence : Influence de la géométrie

Dans la partie suivante, on démontre que l'estimation de J(u.) donne les résultats
sulvants :

Proposition 3.1.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimensionn >
3, ko € M, s €]0,2[ et py €]0,iy(M)[. On considére la suite des fonctions-tests (we)e
définie sur M par

U sin >4
w, = (3.1.6)
Nue +ePy, sim=3
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ot pour tout € > 0, u, est définie comme dans (3.0.5)), n € C°(Bg,,(x0)) tel que 0 <n <1
et n =1 sur B, (zo) et Bu, vérifie p.p. sur M,

_ n(x)
B:co (I) - 47TGa,330 - M7

Gaxy €tant la fonction de Green sur (M,g) correspondante a Ay + a et By, € CO(M)
(Voir Appendice V). Alors on a :

L |®2dX |
% (a(z) — cpsScaly (o)) € + o(e?) sin>5h
1

J(w.) = 14 w3 1 _—
(we) K(n,s) W (a(zo) — cnsScaly(xp)) € ln( )+O0(€@) sin=4
| —€0a (xo)m + o(e) sin=3
(3.1.7)

quand € — 0, avec
~ (n—2)(6-s)

v = 1o =7 3)" (3.1.8)

La derniere proposition et le Théoréme général d’existence [2.1.1] impliquent directement
le Théoréme suivant.

Théoréme 3.1.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, xp € M, s €]0,2[ et 2*(s) := 2(: 2 exposant critique des inclusions de Hardy-Sobolev.
Soit a € CO(M) telle que A, + a est coercif. On suppose que

a(zg) < ¢y sScaly(xg) sin >4
m(xg) > 0 sin=3

avec ¢, s = 1(2(2n)(2 s) et m(xg) = Pu(z0) indépendant du choix de n. Alors il existe une

)
fonction w € CO(M) N H (M), u > 0 partout sur M telle qu’elle est une solution de
I’équation critique de Hardy-Sobolev

u2* (s)—1

A = A 1.
g+ au )\dg(x,xo)s (3.1.9)

En plus, u € C*(M)N C”(M\{xo}) pour tous 0 €]0, min{1,2 — s}[,v €]0, 1] et est un
minimiseur pour J, c.a.d. [, dQ—(S)dvg =1etI(u)=X\>0.

(z,x0)®

3.2 Preuve (i) : cas général dim(M) > 3

3.2.1 Développement de Cartan

Lemme 3.2.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n, et
(B, (o), expy,') une boule exponentielle centrée en xy et de rayon py €]0,i,(M)[. Alors
pour tout x € B, (x0), on a pour tout x = exp, (rd) :

- Vdet(g)(x)dd = w, 1 {1 - %(%)72 + O(rg)} . (3.2.10)
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ot r =dy(x,x0) et df est I’élément d’aire sur la sphere unité S*™™* C R™.

Preuve du Lemme : En effet, on sait que pour toute fonction matricielle X €
R™ — A(X) € M, (R) de classe C* et tout H € M, (R), la formule de différentiation
du déterminant en A est la suivante :

d(det(A))(H) = det(A)tr(A™ H).

Le D.L. de la fonction z € M + det(g(x)) au voisinage B,,(z¢) et la derniére formule
permettent d’écrire

det(g(z)) = det(g(wo)) + d(det(g))(z0) (g(x) — g(z0)) + O (|lg(z) — g(z0)||21at)
= det(g(xo)) + det(g(zo)) x tr (97 (z0)(g(x) — g(x0))i5) + O (|lg(z) — g(
(

)
Ol ||| ;ma¢ désigne une norme matricielle d’espace vectorielle sur M,,(R). Puisque (B, (o), exp;,)
est une carte exponentielle en x, donc g(zo) = I,,. Par suite, pour tout = € B, (z), on a
(

det(g(x)) = 1+ tr (6 (g(z) — g(x0))ij) + O (llg(x) — g(w0)||20as) -

D’autre part, le D.L. de Cartan de la métrique g a 'ordre 2 (pour la preuve : voir Lee-
Parker [37]) pour tout point z dans B, (x¢) est

Lo H?nat) )

3.2.11)

1
gij(z) = 0;5 + nggj(xo)x“xﬁ +O(r?), (3.2.12)

ou les 27,7 = 1,...,n sont les coordonnées géodésiques normal du point x et les R;.3;
désignent les composantes du tenseur courbure Rm,, dans B, (zo). En combinant (3.2.11)

et (3.2.12)), on tire
1 ..
det(g(z)) = 1+ gtr(éwRiaﬂj (xo)xaxﬁ) + O(r?’)

1
= 1- gRiailg(CEo)xaQ?ﬁ + O(Tg)

1
= 1- gRag(xo)xo‘xﬁ + O(r?)

2

- 1- %Raﬁ(xo)eaeﬁ +O(r).

avec, pour tout ¢ = 1,...,n, 0'(x) désigne la i-éme coordonnées sphériques explicitées
dans R" de x := exp, (rf),r = dy(z,x) et 6 € S"~'. Par suite, on a :

2

Jdet(g)(z) =1 — %Raﬁ@o)eaeﬁ +O@).
En intégrant /det(g)(z) sur "1 on aura :

/S Wdet(g)(@)df = wn s {1 - %w;llRaﬁ(:po) /S

n—1

6°0°do + O<T3):| )
Mais fS"71 0205 df = %50‘5 et Scaly(zg) = > ._| Raalo), Par suite, on a :

/S  det(g) ()t = i {1 _ Sealy(zo) 5 0(7»3)} |

6n
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3.2.2 Estimation des différents termes de la fonctionnelle-énérgie
de Hardy-Sobolev J

Dans la carte exponentielle (B, (o), exp;), on passe aux coordonnées polaires (r, 0)

telles que pour tout = € B, (), on a : r = dy(z,x0) et # € S*1. On a donc pour tout
NS BPO<:U0)7

dvg(z) = /det(g)(z)dz = \/det(g)(z)r" drdd (3.2.13)
avec dx = (exp,))*(dX) et d’aprés le Lemme de Gauk(voir par exemple Hebey [28]),
gui(z) = oy (3.2.14)

3.2.2.1 Partie A : Estimation de ||Vus :

Dans cette partie, on démontre que

Jgn IVO[PdX — MﬂSczﬂ (zo)e® +o(e?) ifn>5,

/ |Vu|*dv, = Jan IVOPdX — “2Scaly(z0)€e?in(L) + O(€?) ifn=4,
M

Jen IVO[?dX + O(e) if n =3,

(3.2.15)
En effet, on commence par écrire :

/M]Vu6|2dvg:/B ( )\vu6|2dvg+/M\B ( )quGPdvg. (3.2.16)
po (T0 po (T0

Puisque u, est une fonction radiale, c.a.d. u. = u.(r), on a donc, d’aprés (3.2.14)), pour
tout x € B, (o) :

|V’U,E|Z = gijviuevjue Ig”(Vrue)z

2(1-s)

= (n - 2)26’”/72 : 2(n—s) °
(6275 + 71275) 55

En intégrant |Vuc|> sur la boule B, (zo), en utilisant (3.2.13) et le lemme et en

effectuant le changement de variable r = €p, on écrit :

po 1 (1 — —Scaégn(x“)r? + O(T3)> dr
Wp—1 X /
0

2(n—s)
7-25(62—8 + 7,2—3) “o—s

y [ (L S ()2 | O(ep)?))dp
= (n - 2) Wn—1 2(n— )
0 PP (L4 pPme) 2

/ Vue2dv, = (n—2)%"?
Bpo(xo)

= I,(e)+ 11,(e) + II1,(e).
A.1: Calcul de I,(e) :
TO n+1dp

L(e) = (n—2)%w,_ 1/ ey
0

,028 1 +p2 s) s
[T [
0 28 1 + p2 S) ( SS) pTO pQS(l + pz_s) 2(27’7;—53)
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Orona:

+o0 n+1d/)
IVOPdX = (n—2) w,“/ —
R L
et
/+oo n+1dp - /+oo dp B 1 (E )n—2
mog(lg e T e T =2
= O("?)
Donc
]n(e):/ IVO|?dX + O(" ). (3.2.17)
A.2: Calcul de I1,(e) :
n—2 & "3d
I1,(e) = _n=2° = )y Scal (xo)wnlez/ P ’02(%5).

0 p2s(1+p273) 5=

Posons que
ro

n+3
‘ p"dp
21(6) = / 2(n—s) °
0 p(l4pPe) e

sy est intégrable au voisinage de 0 pour tout n > 3 et est
p2s(1+p27s)27—s .
intégrable a I'infini pour tout n > 5. Donc sin > 5, on a :

+o0 n+3dp +o0 n+3dp
Yi(e) = / 20s) _/ 20s)
0 p*(L+p*s) 2 o pB(l 4 pre) e

pn+3

La fonction p

+00 n+3dp
= (n—2)"%w;? / | XIV®|2dX — / o
1 2s<1+p2—s) 5 s
Or
/+oo pn+3dp </+oo dp _{ 1 :|+oo_ 1 (i)nle
e = e VA O O P S
Donc

400 n+3d
62/ p p 2(n—s) = O<6n_4)
TPt

D’ou pour n > 5, on a :
€25, (€) = 2(n — 2)~2) / IX[2[VB2dX + O(2).
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_ £ 7 :
Sin =4 alors ¥y(e) = [, rdp . 1l s’ensuit que
p2o(1pre) s

PO

1 7 == 7
p'dp ‘ p'dp
21(6) = / 2(4—s) +/ 2(4—s)
0 pE(L4p2e)e e pP(lpre) e

2
Jao) £o
2 4o 2 p7 1 1
— C+/ — +/ dp X e 5 2(4—s) 9 2(4=s
ok PR+ (o)
2(4—s)
PO ,07 1—(1+ pzl—s) 2=s

2(4—s)

p2s (1 —+ p2—3) 2—s
8 pT*0(5)
p

2(4—s) °
1 (1 —|— p275) 2—s
OI' PO p7—230( 1 ) PO d 2—s
€ s € €
/ dp x G g(]/ P <c 1—(—)
1 (14 p2=s) 2= 1 P Po

Donc pour n =4, on a :

3 (e) = e%n(%) + O(é?).

Sin=3,s# 1 alors 3(¢) = fo%o podp sy 1l s’ensuit que
P25(1+P275)ﬁ
(3—5)
eo 1 (1+ 1) %
Po € —2s 2-s
Yi(e) = C"‘?"‘/ dp x p°~* 1 2p )2<375)
1 —|— p —S 2—s
0 6—2s 1
‘ p'*0(5)
= C+@+/ dp x ey
€ 1 (1 —‘—p273) 2—s

Doncsin=3,s<1:

PO 6—2s 1 o)
e P’ 0(5=) < dp el
/ dp x p2(375) < C/ s C 1—s 1,
1 (14 p2=s) 2= 1 P Po

etsin=3,s>1

o 6-2s()( _1 0
€ p —s € 6—2s X d
/ dp x (p2 ) < C P Pep
1 (

1 +p2—s>2(23::> 1 p3—s<1 +p2—s) 2(23::)
PO —92s Lo —2s
<€/E p62dp <_/€ p62dp
Toedt sl 4 ey e )i pPe X pR)

C /° dp C [es
= — — = — s - 1 .
€ )i pF € LPo

Dans les deux cas, on aura : €2%;(e) = O(e).
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Maintenant Sin = 3,s = 1 alors Xy (e) = foeo (fjr—i’;l. Donc

1 4 20 4
pidp / p-dp
) = +
w0 = [t [ d

2 2 1 1
= C+/ dp—i—/ dpxp4{———]
1 1 (1+P)4 pt

0 1—(1+21)
Po ‘ 4 P

= C+—+/ dp x p* | ——— L2~

1 (L+p)*

€
_ c+@+/?—dp><p40<’%).
€ 1 (L+p)*

Mais

G dPXP4O(%) & dp £o
—SC’/ — = ClIn(—),
/1 (1+p)? TP (€>

et puisque €?In(1) = o(e), il s’ensuit que dans le cas n =3,s =1, on a : €2X;(e) = O(e).
Résultats pour I1,(¢) :
—e280alieo) 1 XRITDRAX + O 2) sin > 5

6n
—“Scaly(z0)e*In(L) + O(€?) sin=4,
O(e) sin =3,

A.3: Calcul de I11,(e) :

I1,(€)

I[In(e) - (n - 2)20)”_1 / 2(n—s)
0

Résultats pour I11,(e) :

o(€?) sin>5,
III,(e) =< O(e*) sin=4,
O(e) sin=3

A.4 : De plus, on a :

/ |vu€|§d09 = (n— 2)2€n_2/ PTCE)
M\By, (z0) M\Byq (w0) (€275 + d,(z, 20)2%) 2=

(n _ 2)2671—2
S 9 s 9_g Q(n_—s) d'Ug
(6 +p0 ) 2—s M\B(wo,5)
—92)2
< (nz(n_s)) voly,(M)e™ ™2
Po



Dou [ M\B, (20) |Vu|?dv, = O(e"~?). Finalement, en rassemblant tous les résultats obte-
0
nus dans cette partie, on obtiendra (3.2.15]).

3.2.2.2 Partie B : Estimation de [,, auZdv,.

Dans cette partie, on démontre que
e2a(xo) [pn P2AX 4+ 0(?) if n>5,
/ auldvy = ¢ a(zo)wse?Int + O(e?) if n=4, (3.2.18)
M
O(e) sin = 3.

Comme dans la partie (A) on écrit :

2 —
/ au;dvy = /
M By,

Le D.L. de /|g| (voir le lemme [3.2.1)) dans la boule B, (zo) et le changement de coor-

données X = exp, ! (x) permettent d’écrire :

auldv, + / auldv,. (3.2.19)
(zo0) M\By, (o)

n—2
av’dv, = afz)e —dv
ey 2(n—2) *Yg
P50 B0 (€270 4y (, 20)2~7) 5
e O o,
Byg (0) (25 1 | X|2-5) 5

2(n—2) °

62_8+|X|2_5) 5 s
= IL,(e)+ 11,(e),

_ En—z/ (alzo) +7(X))dX
By, (0) (

avec pour tout X € B, (o), (X)) = (alexp,, (X)) — a(z))(1 + O(|X|?)). La fonction 7
est continue sur B, (zo) et vérifie limy_,o7(X) = 0.

B.1: Ona:

. dX
(€)= & alan) | —
Bole) (€5 + | X [2=5) "5

En coordonnées polaires (r,0) € [0, po[xS"™!, on aura :
Jao}

nfld
() = alauny [ L
0 (14 p*s) 2

On pose :

Lo

e n—ld
0 (L)

Vu que la fonction p — % est intégrable au voisinage de 0 pour tout n > 3 et
(I4p2=s) 2=
est intégrable a l'infini pour tout n > 5.

o1



Doncsin > 5, on a:

+o0 n—1 +o0 n—1
p"dp p"dp
In<€> = 62@(3:0)(")%—1 [/ 2(n—2) / 2(77,2)] .
0 (Lprme)= I (4 pP) e

€

Or on a que :

2(n—2)

1 + p273> 2—s

+o00 n—ld +oo d
[t =0 [ ) o
B (L) e wo

€

+oo nfld
Wnet / P | |opx,
0 ( R™

Il s’ensuit que pour tout n > 5 on a :

I.(e) = €a(x) D2 dX + O(" ).

R”

Pour n =4,0n a:
PO

« 3
L(e) = ea(ao)ws / __rdp
0 (L+p*)7=

Dans ce cas, on a :

PO
€

3d
S = [T
o (1+p*)7

Mais

m‘g

3d ©d o
Z’l(e)SCl/ rer gcl/ P Gy (i> .
1 p2s(1+ p>s) 7> 1 opPs 2—s 0

Donc €23 (€) = O(¢€?). 1l s’ensuit que pour n =4 on a :
g, 1 2
I4(e) = a(xg)wse” In — + O(€%).
€
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Pour n=3:

PO

o 2d
Ii(e) = E2a<x0)w2/ e
0 (L4 p>)e
PO

= 2d
_ 0 62/ prdp
0 (L4 pPe)=

PO

- 2d
_ 0 62+€2/ _
v (2

= O 62—|—62/1 dp>20(6).

() [gn |PPdX +O(e"?) sin>5
I(€) = a(zo)wse’In 2 + O(€?) sin =4
O(e) sin=3.

o3

Résultats pour [,(¢) :

N(X)|dX
|]In(€)| S En—2/ ‘77( )‘ -
Boo(0) (€275 4 | X|2-5) 25

On fixe maintenant « €0, po[ et on écrit :

7(X)|dX . )
- N
Bpo (0)\Ba (0) (€275 4 | X |27%) 2= o

Et on a de méme

n 7(X)|dX . _ o L dr
€ 2/ Ty S € 2Wn1 sup |77(X)] 2(n—2)
Ba (0) (62_3 + ’X|2—8) 2—s | X<« 0 (62—8 + 7”2_8) P

n—1
. P dp
< €wyoy | sup |7(X)] / 2(n—2)
|X|<a 0 (1 +p2—5) 25

(3.2.21)

On distingue trois cas :
Cas B.2.1 : Lorsque n > 5. Dans ce cas, on écrit avec (3.2.21]) :

_ n(X)|dX 5 +oo n—17
e [ IO ) | [ epax e [T
Ba(0) (€275 4 | X |279) 25 |X|<a Rn e (14 p2s) 2

+oo n—1 —+o00
p"dp n
/ o S / p°"dp
a (1 +p2—s) 2—s a

€ €

Q

Mais
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Donc

n(X)|dX n—
e [ MR <t g 0] [ oax e sup f7(0)|
2(0) (€272 + | X[2-5) 2= IX]<a R X|<a ar=i(n —4)
(3.2.22)
Par suite, combinant (3.2.20]) et (3.2.22)), on tire qu’il existe C > 0 et D > 0 tels que
[I1,,(e)] < C/e" 2 + Dé* sup |17(X)). (3.2.23)
[ X|<a

Soit maintenant 6 > () Il existe donc oy = Oég(9> > 0 tel que pour tout o < ap, on a :
D sup, x|, [1(X )| < 2. Et puisque lim,_,o C”e"* = 0, il existe donc €y = €y(0) > 0 tel

que Cle"* < 4. Don hmHO —‘HZ( A=,

Cas B.2.2 : Lorsque n = 4. Dans ce cas, on écrit de méme avec (3.2.21]) :

o3
€

7(X)|dX : 34
) (@ X T e o (14 p)e

Tout calcul fait (voir la partie précédente B.1) montre que

% 3 2—s
/p—dﬂwﬁln_ C, {1_(5) ]
0 (14p*)2 € 2-s a

En combinant les deux derniéres inégalités, on obtient

62/“ AOAX o ﬂwg(C%@og—%glnl). (3.2.24)
«(0) ( €

€25 + ‘X|2_s) 2—s |X\<a

Les relations (3.2.20)) et (3.2.24)

1
[I1(6)] < Cs(a)é + € =D sup [i(X)].

€ | X|<a
Par suite, on a :
NG Cs(a -
|4Q|§ “)+Dsqwmxm (3.2.25)
€ln < In 2 X |<a
Avec des arguments similaires que ceux utilisés dans le cas B.2.1, on démontre que
1mLm%%ﬂ_o
€ In

Cas B.2.3 : Lorsque n = 3. Dans ce cas, on écrit :

ILi(e) < e / 7 X)ldX
Bao(0) (20 + | X =) 75

PO
< €drn sup \ﬁ(X)\/ .
|X|<po 6275 + 7«273)2*_3

< edm sup |n(X \/ dr

| X[<po

= O(e).
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Résultats pour I1,(e) :

o(€?) sin>5
II,(e) =< o(?Inl) sin=4
O(e) sin=3

B.3: Ona:
d
/ auzdvg = e"_2/ |a|dv, —
M\Byg (x0) M\Byq (w0) (€275 + d,(z, 20)2%) 2=
a oo€n 2
Ly
(€275 4+ py ) 275 M\Byy (o)
HaHOOUOlg(M) n—2
S T ommy € -
Po
D'ou | M\B, (20) audv, = O(e"?). Finalement, en rassemblant les différents résultats

obtenus dans la partie B, on aura :

e a(xo) [pn [PPdX 4+ 0(*) sin>5
/ auldvy = { a(zo)wse’Int + O(e?) sin=4
M O(e) sin=3.
3.2.2.3 Partie C : Estimation de ||u€||2 (S

Dans cette partie, on démontre que

/ ‘UE‘Q*(S) . — f]Rn |q>‘|)2(|55) dX — QScalg(fEO fRn |X‘2 s|q)’2*(s dX + O( ) if n >4 7
w dg(w,mo) 7 [ X 4 Ofe) if n = 3.
(3.2.26)
En effet, on commence par écrire :
|2 () / > () / |1 ? (%)
——dv, = ———dv, + ————dv,. (3.2.27)
/M dg(%fo)s ! By (x0) dg(xv Tg)* ! M\B,, (z0) dg(xa o) !

En intégrant HueHy (&), Sur la boule By, (), en utilisant (3.2.13) et le lemme |3.2.1) et en
effectuant le changement de variable r = ep, on écrit :

2(n—s)
po(L+p7s) =
= IL,(e)+ I11,(e) + 111,(e).

[ o, / o (1= 2= o) + O((en))
—————dvy = wp P
By, (w0) Do (@, 20)° 7 0
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C.1: Calcul de I,(¢) : En effet,

PO

n—1
‘ p"dp
In(E) = wnl/ 2(n—s)
0 p(l4pPe) e

+o00 pnfldp 400 pnfldp
= Wnp-1 < 9 s 2(n—s) - 0 s 9 2(n—s)
0 pAapr)E R p (L)

P27 (s) +oo n—17
/ ‘ B dX — wn_l/ p p2(n_s) .
n ‘X' PTO ps(l + pQ—S) 2°—s

Puisque

/-l-oo pn—ldp - /+oo dp B €n—s

o (L) S T St (g
Donc I,(€) = [ %d)( + O(e"*).

C.2 : Calcul de I],(¢) : En effet,

PO

. n+1d
I1,(e) = —eQScalg(:cg)wn_l / P pmﬂ) :
6m 0 ps(l + pQ*S) 2—s
Vu que la fonction p +— % est intégrable au voisinage de 0 pour tout n > 3

ps(1+p27s)27—s
et est intégrable a I'infini pour tout n > 4 ou bien n = 3,s < 1. Donc si n > 4 ou bien
n=3,s <1 alors :

PO

- n+1
‘ P dp
22(6) = / 2(n—s)
o (L)

_ +o0 anrldp B +o00 pn+1dp
- 0 s 9 2(n—s) 00 9 2(n—s) °
pr(L+p=s) 2 po(l 4 pP7s) 2

€

“+oo n+1
P dp s
wn—l/ B 2(n—s) :/ |‘X|2 |CI>
o ) e

+oo n+1d
/ p p2(nfs) = O(En_s_2)'
PO ps(]_ +p2—s) s

€

Or on a

2*(s)dX

et

D’ott pour n >4 oubienn=3,s<1lona:

2 Scaly(xo)

I1,(e) = o

| X>75|®)* PdX + O(e"*).
Rn

o6



Pourn=3,s>1ona:

0]

3 4
I = ofe / LA A
0 (L) e

PO

T 4d
= O 62 + 62/ pap 2(3—s)
Loopi(L+pe)

PO
= 0O 624—62/6 _dp
1 pis

Ensuite si n = 3,s = 1 alors II3(€) = O(e?In 1) et sin = 3,s > 1 alors I15(e) = O(¢**).
D’ou

—e2Selalro) [ X 25|02 DdX + O(e*) sin>4 ou n=3,s<1
IT,(e) = ¢ O(eIn?) sin=3,s=1

O(€?) sin=3,s> 1.

C.3 : Calcul de I11,(¢€) : En effet,

pTO n—lO € 3 d pTO n+2d
I]]n(e) = wn—l/ P (( p)22n7ps) <0 (63/ & p?(nfs)
0 pi(l+p2e) e 0 p(l4p*e) 2

PO
O 63—|—€3/E dp
1 pn—s—2

Ceci nous permet de conclure

IN

O(e?) sin>5 n=4,s<1,
I (e)=¢ O(Inl) si n=4,s=1;n=3,5=0,
O(*) sin=3,s#0; n=4,s>1.

|u€|2*<5>

C.4 : Calcul de fM\Bpo(m) dy(z,70)°

dvg : En effet,

2%(s)

" Sdv
g
dv 2(n—s)

|ue /
Ly, =
/M\Bpo(wo) dy(, w0)* M\Bpq(z0) dg(x,x0)% (€275 + dg(x, 29)27%) 25

Enfs
S 9 9 2(n—s) / d/Ug
o3 + ) F S
D’ou
/ Jue* )
M\Byg (20) @g (2, T0)*

Finalement, en rassemblant les différents résultats obtenus dans la partie C, on aura
(13.2.26]).

dv, = O(e"™7).
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3.2.3 D.L. de J et preuve pour dim(M) > 4
3.2.3.1 Partie D : D.L. de J(u,).

Dans cette partie, nous allons démontrer, pour n > 4, la proposition [3.1.1 Pour cela,
nous procédons par étapes.

Etape D.1 : Dans cette étape, on démontre

(k1(n, s)a(zg) — Ka(n, )Scal ( 0)) €+ o(€?) n>5
J(ue) = K(n,s) ™" [ 14+ ¢ ws(fpu [V dX) ™ (a(z £Scaly(zo)) En(L) + O(e?) n=4
O(e) n=3
(3.2.28)
avec
Jon |@PdX
Hl(”? 8) fRn |vq)’2dX
- 2 o [XPUOFOAX 1 [ [ XPIVOPAY
KoM, S = - N cI)z*(e) G 2
2*(s)6n Jien ! ||X|S 6n [ |[VOP2dX

Rappelons que, d’aprés Lieb [39], on sait que ® est une fonction extremale pour les
inégalités Euclidienne de Hardy-Sobolev, c.a.d.

Jon IVO[2dX

2
f |q>|2*(s) 2% (s)
Rn |X‘s

= K(n,s) . (3.2.29)

On utilise ici les résultats des calculs faits dans les parties A, B, et C dans la derniére
partie. En effet,

Cas (D.1.i) : n > 5. Dans ce cas, J(u.) est de la forme

01 + 0262 + 0(62
(C5 + Cye? + o(€?))

J(ue) =

I

2
2% (s)

avec C; = [, [VOPdX, Cy = a(wo) [p, |P[2dX 5] [ X2V’ dX, Oy = [, 'ﬁ‘;lf) -
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‘; et Cy = Sc“lg z0) Jen | X272 @>"®dX . 11 s’ensuit que :
1 Cy + Coé? 2
J(u) = — 1+ Cae® + o(e )2
cy (1 + C“ 62 +o0 62)> e
. 1 % Cl + 026 + 0( )
02* s) 1 + 2*2(86)’4 62 _|‘ O( 2
1 20
= — (Cy + o +o(e et 0(62>>
CFe
1 2 1Cy
= [Cl + <02 ) ? +o(ez)]
CF® 2:(s) C
_ 4 n C, 2 GGy 2+ o(e?)
cr@ lerm Tt
2
— Ci + Cl [02 04] e + o(e?).
032*(5) 02*(5 01 2*(8) 03

On voit clairement que C? 2*2(5) g—i = k1(n, s)a(zo) — ka(n, s)Scaly(xg) et d’apres ([3.2.29)),
que C,C5 7 _ K(n,s)~!. Ceci montre (3.2.28)) dans le cas (D.1.i).

Cas (D.1.7i) : n = 4. Dans ce cas, J(u.) est de la forme

Cl —+ CQCUQ,EZ ln% -+ O(€2>

(Cs + Cae® + 0(62))2*%

Ue) =

avec Cy = [, |[VO|?dX, Cy = a(xo) — Scal = Jau |¢“;|Ss)dX
Cy = Scalg(ﬂﬁo fR4 |X|2 S|P 2% (s)

2*(s)
2*(s),s et

dX. Il s’ensuit que :

1 C) + Cowse?In 4+ O(e2
J) = . 1 + Cowsze” In ¢ + (26)

Cy (1 +Ge2 4 0(62)> n
1 Cl —|—ng3€ hl +O( )

Cz*is) L+ sioe € + o(e?)
2

- (C’1+C'2w36 In—+O(e )) ( - = Ca €2+0(€2))

Cz*(s) 2 (S)Cg
= [Cl—FCQE 1H-+O( )1

oF®
= OQ + Oz wse€ 1H1+O(€2)
2% (s) €
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Ceci montre (3.2.28)) dans le cas (D.1.ii).
Cas (D.1.4i) n = 3 : Dans ce cas,

Jis |V<I> (z)|2dz + O(e)

(fR; W Ldr + Ofe )>23g>

— f]R3 |VCI) )’2d‘7‘: + 0(6)

2
i o) o\ T@
R3 ‘x|s

= K(3,5)'+0(e).

J(ue) =

Ceci montre (3.2.28) dans le cas (D.1.iii) et termine I’étape (D.1).

Etape D.2 : D’aprés les résultats de I'étape (D.1), on voit clairement que la
proposition [3.1.1] est démontrée pour n = 4. Dans le cas n > 5, et contrairement au
cas particulier de s = 0 (voir pour cela, l'article [2] d’Aubin), on ne peut pas calculer
explicitement les intégrales de k1(n,s) et ka(n,s) mais on sait calculer leurs rapport.
Autrement dit, on sait calculer ky/k1. Ceci est faisable grace au Lemme suivant da a

Aubin|2] :

Lemme 3.2.2 Soient p,q € RY tels que p—q > 1. On considere I} = 0+°O fth Alors

p—q—1 gr1 _ 91
L= et == 7l

Preuve du Lemme 3.2.2|: En effet, une intégration par partie montre que I = q%]zﬂ )
D’autre part, on voit facilement 17 = I7,, + Igjrrll Les deux derniére relations impliquent
directement le résultat demandé. U

Maintenant, on va calculer le rapport xy/k; moyennant le lemme m En effet, on a
pour n > 5:

fo(n,s) =2 [ | XPOP0dX [ IVOPAX 1 [fo. [ XPIVOPdX (3.2.30)
ki(n,s)  2*(s)6n fon |<1>|\;*|j) Jen |192dX 60 [o, P2dX o

En passant en coordonnées polaires (r,6) et en posant que t = r*~* (sachant que dr =
1-—s
st~ 2=+dt), on obtiendra

400 n—ld
[ porax = s | T
n 0 (147r2s) 2=

w1 [Ttz
- 1/ e (3.2.31)
2—s 0 (1+t) 5

60



De méme, on aura que

+o0 n+3—2sd
/ X2 |VO[2dX = (n— 2)2wn_1/ A
Rn 0 (14 72=s) 2=
(n —2)? /+°° s dt
= —wni D —
2—35 "o (1+t)2<" =
(n — 2)2 too sty
= 2—_8(4}”,1 ; m (3232)
En posant ¢ = 57~ —1,p = M , on aura pour n > 5 que : p—q > 1. Donc avec (3.2.31)),
(3.2.32)) et le lemme on aura
Jou |XP - [VOPAX S, 0
Jan | ®2dX S
— (n_2>2 (q+1)(Q+2)
p(p+1)
nn—2)(n+2-—s)
= ) 3.2.33
2(2n — 2 —s) ( )
D’une fagon similaire, on aura
*/ pour p = (”82),q 7= —1:
Jer X719 WAX L (p—a—D(a+ 1)
Jan |217dX Iy p(p+1)
n(n —4)
= . 3.2.34
2(n—2)(2n —2 —s) ( )
) Pour p = —(2” :),q— =1
. |[VOP2dX It 1
o VOLIX_  noopli — o2t L
Jn 1 X720 - @A X I3 p—q—2
= (n—2)(n—s). (3.2.35)

En combinant (3.2.33)), (3.2.34), (3.2.35)) avec la formule (3.2.30) de 72, on aura :

Ka(n, s) _ (n—2)(6—2s)
ki(n,s) 12(2n—2—3s)

(3.2.36)

Cn,s ‘=

Les relations (3.2.28) et (3.2.36) montrent la Proposition [3.1.1]quand n > 5. Ceci termine
la preuve de la Proposition [3.1.1| et du Théoreéme [3.1.1| pour n > 4. U

3.3 Cas dim(M) = 3.

Dans cette partie, on démontre le Théoréme[3.1.Tpour n = 3 et on donne des exemples
des variétés de dimension 3 vérifiant la condition principale du Théoréme m (& savoir
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la masse est positive en ) et par suite dans laquelle il existe une solution u de I’équation

de Hardy-Sobolev
u2* (s)—1

——, u>0et A>0.
dg(xwro)s

Agu+au =\

3.3.1 Preuve (ii) du Théoréme.

Dans cette deuxiéme partie de la preuve du Théoréme [3.1.1] on compléte le travail
initié dans la partie précédente. A savoir, trouver une suite des fonctions-tests (v)eo sur
M et un D.L. de J(v.) permettant de la comparer avec K (3, s)~!. En utilisant la suite des

fonctions-tests (t,)eso définie sur M, pour tout € > 0, par uc(z) = €2 (275 + d,(z, x0)2_3)2%15
nous avons obtenu que J(u.) = K(3,s)™" + O(e), ou le signe de O(e) est inconnu. Ce qui
ne permet pas de conclure.

Afin de résoudre ce probléme, on utilise la méthode de Schoen dans larticle [45] (voir
aussi Druet [15]) qui consiste & introduire la fonction de Green. Ceci servira & compenser
I'énérgie "parasite" dans l'expression de J(u,.) et par suite a pousser le D.L. de J a l'ordre
1, c.a.d. démontrer que J(v.) = K(3,5) '+ Ce+o(e€) ou C est une constante > 0 ou bien
< 0.

Définition 3.3.1 On définit la fonction de Green (voir Appendice IV et [43]) Gaz, :
M\ {zo} — R, associée a Uopérateur coércif A, + a, comme étant la seule fonction
strictement positive et symétrique dans L*(M) N C?%(M \ {zo}), 0 €]0,1] et vérifiant au
sens des distributions

AyGazy + Gasy = Day, (3.3.37)
ot D,, est la masse de Dirac au point x.

On considére (B,,(zo),exp;,)) une carte exponentielle centrée en xo et de rayon p, €
10,i4(M)/2[ et une fonction de troncature n € C°(By,,(z9)) tel que 0 <n <letn=1
sur B, (x¢). D’aprés le Théoréme on peut écrire Gy 4, sous la forme

n(x)

47TG(1,£E0 (l’) = m

+ Bao(2), (3.3.38)

avec By, € HY(M) N C®(M) N C?*7(M \ {xo}), pour tous p €]3,3[, 0,7 €]0,1] (voir
Appendice 1V). Ensuite, les deux équations précédentes permettent d’écrire en passant
aux coordonnées polaires (r,0) dans la carte exponentielle (B;(zo),45,'), que pour tout

z =10 € B, (x0), r = dy(x,20) et 6 € S" !, on a :
A9/8$0 + a’/Baro - f:voa (3339)

avec

—0, (Indet(g)) a(z) (3.3.40)

2dg(z,x0)? - dg(z,x0)

fo(@) = AN (dg?a(fa):o)> - d(:g(fo)) pour tout = € M\ B, (zo) ,
" pour tout z € B, (o).

En particulier, pour tout p €]1,3[, on a : f,, € LP(M).

Définition 3.3.2 On définit la masse de la variété (M, g) correspondante a A, + a et
on note m(xg), la quantité 5, (xo) ot By, est définie comme ci-dessus.

62



Remarque : La quantité m(z() est indépendante du choix de la fonction de troncature
7.

En suivant les calculs faits par Schoen dans son article [45] et Druet dans [15], on définit
une nouvelle suite des fonctions-tests (u,)eso sur M et pour tout € > 0, par

Ve = NUe + \/Eﬂ:r:o-

Pour terminer la preuve de la Proposition et du Théoréme |3.1.1) nous allons dé-
montrer dans ce qui suit de ce chapitre que :

J(v) = K(3,5)7 (1 _e iji ’0(?};’2’) — + 0(6)> (3.3.41)

quand ¢ — 0. Nous procédons par étapes mais avant cela, nous allons démontrer un
Lemme utile.

Lemme 3.3.1 Sur la couronne By, (o) \ B,,(x0), on peut écrire u. sous la forme

Ve

——1-0(6%_3) uniformement, avec O(1) € C*(Bap, (7o) \B,, (70)). (3.3.42)
dy(z, x0)

ue(x) =

Preuve du Lemme m : En effet, on munit la boule By, () de I'application exponen-
tielle exp, ! et on passe aux coordonnées polaires (r,0) telles que r = dy(z,zo),0 € S
On a donc :

lue = Vedy(z,20) Moo = sup |ue(r) — Vedy(z, 20) |

2€B2p, (70)\Bpg (7o)
1 1
= e sup T

T€]p0,2p0] (6275 -+ 7'273)27—3 r

1
1—(1+§2>%5
= e sup

_1
7€]p0,2p0] (62_5 + T2_S) 2—s

0<62—s>
e

= \/E sup

relpo 200 | (€275 + 12-9) 7

= O(e27%). (3.3.43)

D’autre part, sachant que

erl—s
Ve, = [0, ()] = — Y

(62—5 + TQ—S) 5 s
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on obtient

IVue = V(Vedy(z, 29) llw = Ve sup = 3

3—s 2
T€]p0,2p0] (62_8 -+ 7“2_8) 2-s r

= Ve sup

3—s
relpo2pol | T2(€275 4 r27) 2=

= Ve sup 5

relpo2pol | 7T2(e275 4 r27)2=s

= Ofez™?). (3.3.44)

Avec le Lemme de Gauss (g1; = 61; sur By, (z0)) et le fait que u, est une fonction radiale,
on écrit :

IV?ue = V2(Vedy(2,20) oo = sup | VPue = VEA(Vedy(w,w0) )]
z€B2,, (20)\Bpg (z0)
= sup |Viu— V2<£)
r€]p0,2p0[ r

Puisque V2.u(z) = 02 u(x) — T, (x)0d,u(zx), donc

2—s

Ve {—(1 —9°

6275 2—s
X (1 + rQ—S)

2.\/€
() - 2%

4 27,,2—28 - 27,2—28

Il s’ensuit que

5_
3—s

[V = V(Vedy(a,20) ) < <<1 -9 ) +O()

+|arue - ar(\/gdg(l',l‘[))_lﬂ X ||F1T"T||OO
= O(e27%). (3.3.45)

En combinant (3.3.43)), (3.3.44)) et (3.3.45), on tire

DIV ue = Vi(Vedy(,20) ) 0 = O(e3 7).

D’ou le résultat. U

Partie I : Estimation de [, (|Vvc|? 4+ av?)dv,. Dans cette partie, on démontre que
/ (IVo]? 4 av?)dv, = / PA;PAX + ewam(zg) + o(€). (3.3.46)
M n
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En effet, on a pour tous e > O et p E]%, 3[, ve € HY(M), donc en intégrant par partie (voir
Appendice IV), on peut écrire :

/|Vvﬁ|zdvg = /UEAgvedvg
M M

= /nueAg(nug)dvng/ Ay By (€8x, + 2v/enu,)dv,.
M M

Sachant que
/nueAg(nuE)dvg = /nQUEAguedvg—i-/ uZnAmdv,
M M M

_ / 0V, Vaid) o,
M

Il s’ensuit que, pour tout € > 0, on a :
/ (IVvel2 + av?)dv, = / n*uA yucdv, + / uZnAndv,
M M M
—/ n(Vn, Vu?),dv, +/ an*udv,
M M
+/ (AyBay + aBuy)(€Buy + 2V enue)dv,.  (3.3.47)
M
En écrivant u? sous la forme

2—s
2, N € €
e (x) N dg(l‘, 1]0)2 |:1 o (62_5 + dg(I, 'TO)Q_S)} ’

on aura, pour tout z € M \ B, (x¢), que :

u?(z) = y S+ fo(x), avee fo € C*(M \ By, (20)). (3.3.48)

g(mVTO)

(voir le Lemme [3.3.1]) Par suite, on obtient successivement pour tout € > 0 :

Agn
u*nAmdv, = e/ e /R + o(e), 3.3.49
/M 7 I M\B (z0) dg(l’>330)2 I ( ) ( )
et .
n(Vn, Vu?),dv, = e/ n(Vn,V————),dv, + o(e). 3.3.50
/]\4 ( )g g M\IBPO(Q:O) ( dg(l’,l'o)Q)g g ( ) ( )

Mais comme 0,1 = 0 sur 0B, (x¢) donc en intégrant par partie on peut écrire :

nAgn / U
——dv, = (Vn,V———=),dv,. (3.3.51)
/J\d\Bpo(wo) dg(,20)? J M\By (z0) dy(z, 20)? o

En combinant (3.3.49)), (3.3.50)) et (3.3.51), on aura :

\V4 2
/ u?nAmdv, — / n(Vn, Vu?),dv, = 6/ |—n|92dvg + o(e). (3.3.52)
M M M\By, (z0) dg(xv 950)
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Avec les mémes arguments utilisés ci-dessus, on obtient :

2
a2u2dv:e/Ldv +1(€) + o(e),
[ antadi = [ B 10+ ofe)

avec

2dv
I(e) = O 63_8/ a2y
) ( o) a2 0P+ (207 )

T4

PO — PO
< dp [ 1 r— € -
e . =0(e 7).
/0 Lrpr 0 [ <

p=1

Sis <1 alors

Donc 1(€) = o(€). Si s = 1 alors on a de méme, que I(€) = O(¢*In ). Maintenant si s > 1

alors on peut écrire :

£ £0
€

[t - [ [
o L+pxs  Jo 1+p2s  Ji 1+p2s
PO PO
<« dp © 1 1
= d _
H2+[ p2‘$+/1 p{HpQ‘s p“]

G d
_ € 0

= kot Ce® —/

1 PP+ p2)

Tout calcul fait montre que

o o
- dp / dp L 3
< =0(1+In—-+4¢€e*
/1 Pl p™) T ( € )

Donc si s > 1 alors 1(€) = o(e). Par suite, on a :

/ an*u?dv / an’ dvg + o(e)
=€ | —/—— €).
M e w dg(,20)% 7

Maintenant si on écrit u,. sous la forme

\/E E2—5
- V¢
ue(2) dy(z, x0) +0 €275 + dy(x,20)%7% ) |’
avec O(1) € C°(M), on aura alors sur M \ B, (z) :

wl@) = YL 0(), 0(1) € CH(M\ By (x0)

dg(]f,l’())
et
2 772 1
N uA ucdv, = 6/ Ay Ydvg + o(€).
/I\J\BPO(Q:O) I I M\By (z0) dg(%%) I dg(xaxO) !
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D’autre part, en passant en coordonnées normales polaires dans la boule exponentielle
B,,(z0), un simple calcul montrera que

1—s . -9 2—s 1— 2—s
Ouu(r) = ——YL et opu(r) = Y2 AT,
(62—3 + 7‘2_5)2—5 T5(62_S + 7‘2_5) 5 s
ainsi que
A (3 —s)es
sUe =

rs<62—8 + TQ—S)% '

Ensuite on a :

PO .2—s 1 0] 2
/ uAguedv, = €7(3 - s)w, / r 100D o
IB3110(900) 0 (6273 + T275) e

L 25(1 1 O(e2 2
= B [0,
o (14T

400 2—s
- <3—s>w2/ (p—di_%m(e)
0

1_‘_p2*3)ﬁ
(1)2*(5)(X)
= 3—3/ ——2dX + ofe
s-a [ (©
= /CDA(;CI)quLo(e),

avec ®: X e R" — (1+ |X|2‘s)72%5 Et comme
1
Ague = Asu, — §8r(ln det(g))0,u.
d’ou

/ uAgucdv, = /(I)A(;(DdX—l-O(G)
Bpo(wo) "

1-s
+€/ dy(x,20)' ~*0,(Indet(g )Zdvg
Bog(z0) 2(€275 + dy(x, x9)%~ )2 s
(3.3.56)
Un développement semblable a (3.3.54]) donne que
1-s 1 1
e/ dg(z,20)" %0, (ndet(gzz dv, — e/ Or(Indet(g ))dvg—i—
Bog (x0) 2(€27% + dg(z, 1)) 2 By (z0) 2dg (2 Z0)?
_ O, (Indet(g))
o|é s/ dv, |,
( By, (z0) dg(xa x0)3(62is + dg(xa xO)Qis) !
(3.3.57)

67



et un développement limité de la métrique g dans la carte exponentielle (B,, (o),

71)
zo
en coordionnées normales polaires x = rfl perment d’écrire

Or(Indet(g))(x) = 0,In (1 — %2Ra#(:cg)9a9“ + O(T3)>

2
— 0, <—%Rw(x0)6a0” + 0(7«3))

_ —%Rau(xo)eaeﬂ +O(?). (3.3.58)

Il s’ensuit de (3.3.57)) et (3.3.58) que

d 1750, (In det . (In det
SR LT P U PR
Bog(z0) 2(€275 4+ dy(x, 20)?~%) 2> By (z0) 20g(2, 7o)
(3.3.59)
Alors les équations (3.3.55)), (3.3.56]) et (3.3.59)) impliquent que
Or-(Indet(g))
2 T
N uAyucdv, = / PA;PAX + o(e) + 6/ ——dv
/M e n © By, (x0) 2dg(T,20)? !
n’ 1
te / A v, (3.3.60)
M\B, (20) dg(, x0) ! dy(z, 70) !

Il reste a estimer [ (AgBa, + By ) (€64, + 2¢/€nue)dv,y dans (3.3.47). En effet, pour tout
p €]2,3[ on a: AyByy + by, By, Ty € LP(M) donc étant donné py,ps €]3,3[ deux
nombres conjugués, (remarquons que pour tout p,p; €]3, 3], le conjugué p, est aussi dans
]2,3[), on a donc :

dvy < ||Agﬁwo + aﬁm”m X (Hﬁro”pg

+2||d9(x7 $0)_1||p2) .

_n
/]\/[ ‘(Agﬁfo + aﬁﬂ?o)(ﬁwo + 2dg(l', IO))

Le développement (3.3.54)) de u. donne que

_ Ui
/M<Agﬁxo + aBry) (€820 + 2\/Enu€)dvg = ¢ /M<Agﬁxo + aBry) (Beo + 2m)dvg +

3—s (Agﬁwo + aﬁzo)ﬁ
‘ (E /M dg (T, 20) (€25 + dg($7$o)2_s)dvg> '

En utilisant I’équation (3.3.39)) et en faisant des calculs semblables & ce qu’on a déja fait
dans la derniére estimation, on obtiendra :

0 (633 /M o (AgBuy + aBuy)n dvg) — ofe)

x, 20) (€275 + dy(z, 20)%%)

et done

o n
/]\4(A95950 + aﬁloxeﬁwo + 2\/277Ue)dvg - E/]W(Agﬁxo + aﬁm)(ﬂfto + 2dg($, x(]))dvg + O<€>'
(3.3.61)

68



Avec la formule de Green (voir Appendice V, Proposition ,on a:

/M (9B + 02) By + sy = /M (AyBay + @y )wsClay
= wy / (AyGany + aGany) Brydvg
= mﬁ,,f(mo), (3.3.62)
et
2
/M(Agﬁmo + aﬁxo)dg(xn /JBpo(xo) Lnje;i)))dvg — /M %dvg +

Ui Ui
A dv,, 3.3.63
/]\J\Bpo(azo) dy(z, 70) g<dg($7 xo)) ! ( )

Ui
Ay )dv (3.3.64)
/M\]Bpg(xo) dy(x xo) dy(x, o) !
Ui Ui Ui Ui
/M\IBPO (z0) (z l“o) dg(%l“o))g ! A(M\B, (0)) dg(ﬂ% o) dg(%%) !
2
n Ui n -1
= ,V )gdv —/ ————0,dy(x,x0) " dv
/M\]Bpo (z0) (z xo) dg(l',l’o) 7 A(M\Byp, (20)) dg(ﬂfaxo) ! ’ !

772 |V77|§dvg

= Ay( )dv +/ B
M\Bp (z0) dg(l’,l'o) ! dg(x7x0) ! M\B, (zo0) dg(x,l‘0)2

(3.3.65)

car 0,n = 0 sur 0B, (o) et

n? 1
A dv
/M\Bpo(zo) d9<x7x0) g(d9<x7x0)) !
2
n 1
= (V ,V )gdvy —
/J\/I\IB%po(zo) dy(z,20)"  dy(z,20)"" 7

donc en combinant les équations (13.3.52)), (3.3.53), (3.3.60) et (3.3.61) avec ’équation
(3.3.47) (et sachant que (3.3.62)), (3.3.63) et (3.3.64])), on aura :

2
U -1
————0,dy(z,20)  dv
/8(M\]Bp0 (z0)) dg (I, .To) ! J

/ (IVue|2 + av?)dv, = / PADPAX + ews By, (x0) + 0(€).
M n

Ceci termine la partie I de la preuve (ii) de la Proposition m
2% (s)

Partie II : Estimation de || o d dvg Dans cette partie, on démontre que
U? (s) ; P2 () (X) x , e
/M dy(z, x0) g = /n W + (284 (w0)w2) € + o(€). (3.3.66)

69



En effet, on a pour tout € > 0 :

(nue + VeBa, )6_28

L2
— v / dv
[\4 dg(xvx(J)S I M d9<x7x0)s I
_ / (ue + \/Eﬁmo)ﬁi% dv
By, (z0) dg (ZL‘, xo)s

Or il existe C'(s) > 0 tel que pour tout z,y € R*, on a :
“ZL’ + y|6—25 . |[L’|6_2S o

(voir Appendice III, Lemme [6.4.1]), ceci permet d’écrire

ugi% + (6 — 25)|Ue|672572u6\/gﬁx0

gt 0(6378)

(6 — 2s)zy|z|* | < C(s) [|lz|* 2y + |y[*],

2%(s)
Ve
U g, = /
/Mdg(x,xo)S I By (20)

d9<x7 xo)s

avec

1i(e) =

dg(l‘, mo)s

0 ( [
Bpy (zo0)

Ué_Qsﬁﬁgo + 63_S|ﬁxo ’6—23 ; )
Vg

dvg + 111(€) + o(e)

(3.3.67)

= 0 (63_8 /Opo (75 +r*) 2] r* (1 + O(TQ))dr) + 0(€)

= o(e).

On a successivement :

dv

9

33/
€
By (wo) dg(xy $0)8(62_S + dg(xa x0)2—5) 2

= 63—sw2 /po r278(1 + O(TQ))dT
0

6—2s
2—s

(62_5 _l_fra2—s)
/peo p o (L + O(e2p%))dp
= (UQ
0

(Lt p2) =5

@2*(8)()()

dX + o(e),
X

70

6—2s

(3.3.68)



et puisque 3,, € C*(M), 0 €]0, 1], donc

_ 6—25—2 PO .2—5s 2
/ (6 — 25s)]|uc| Ue\/€B, dv, = E5(6 — 28) B, (mo)uJQ/ r*=*(1 4+ O(r*))dr
Bpg (zo)

dg(z,z0)* 0 (62—s+r2—5)%
+0 [ / "1+ O))dr
0 (6275 + 7"273)27—3
20 o 2 2
E (14 O(e d
= 6= 29 ooy [ AL
0 (14 p2me) =
B 246-s(1 2 2
L0 €1+9/ p +0(65_/;))dp
o (e
+o0 2—sd
= 6= 25) s [ P o),
o ()
(3.3.69)
Or on a d’aprés 'équation (3.0.4) :
+o0 2-s4 P2re)-1(x
o / R / LGP
0o (1+4p>9) 7 o X
= (3—3)—1/ A®PIX
= (3—s5)"! lim ADIX
= (3—s)" lim —0,®dX,
R—+00 OB R(0)
(3.3.70)
v désigne le champ de vecteurs normal extérieur sur Bg(0), et
0% = —|X|'* (14 |X]P) 75
donc
X|tedX
lim —0,PdX = lim X T
R—+00 OB R(0) R—+o00 OB R(0) (1 + |X’2—S)E
les
= lim ——————— X wyR* = 4n.
R—4-00 (1 + RQfs)g_S
(3.3.71)
Les relations (3.3.69)), (3.3.70) et (3.3.71) donnent
(6 — 25)[uc| "> uc/efy,
dv, = € (8B, (x0)) + o(e). (3.3.72)
/IB%,,O (z0) dg(,20)* ! ’

donc en combinant (3.3.68]) et (3.3.72) avec ’équation ([3.3.67)), on obtient :

2*(8) 2*(8)
e ¥ (X)

g = | e dX 873, _
/]\4 dg(l',mo)s 'Ug /n ’X’S +€( T(ﬁ 0(3;'0)) +0(€)
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Ceci termine la partie IT de la preuve (ii) de la proposition m
Partie III : Estimation de J(v¢) : On a d’aprés (3.3.66)) et (3.0.4)) :

2 2
2+ (s) 2% (s) P2 ) (X T (s)
/ v, = (/ #dX) 1+e 8”%(;522)( + o(e)
wm dg(, o) no | X] (3 = 8) fon T Xax

| X

2

_ () (X)) s 87 B, (20)
_ (/ = dX) {1 v —l—o(e)]

(3.3.73)
Comme on a (avec 1'équation (3.3.46]))
47Tﬁx ([L’Q)
2 2
[W<|VU€|Q + Cl,’Ue)dUg = /n @A(scbdX |:]_ + Em + 0(6) (3374)
donc en combinant les équations (3.3.73)) et (3.3.74]), on aura :
V2 + av?)dv
J(Ue) — fM(| ‘(g) e) 29
vl ()
(fM dg(z,x0)° dvg)
4
= K 1 - _—
(3,5) [ eﬁxo(aro)fw PABIX + o(e)
(3.3.75)

Ceci achéve la preuve (ii) de la Proposition et du Théoréme pourn=3. O

3.3.2 Exemples avec la masse positive

Proposition 3.3.1 Soit (M,g) une variété compacte de dimension n = 3. Soit a €
CO7(M), v €]0,1] telle que A, + a est coercif, xo € M et s €]0,2[. Si {a § c30Scaly} ou
bien {a = c30Scaly et (M, g) n'est pas conformément équivalente & la n-sphére canonique
S". Alors on a :

inf  J(v) < K(3,s)7".

veHF (M)\{0}

En effet, la positivité de la masse de (M, g) en xy a été démontré dans ce cas par Druet
dans [16]. Nous intégrons sa preuve dans le Lemme suivant.

Lemme 3.3.2 Soit (M, g) une variété compacte de dimension n = 3. On considére
a,a’ € C*(M), v €]0,1] telles que les opérateurs A, + a et A, + ' soient coercifs .
On note par G, G", les fonctions de Green respectives en tout point x € M. On suppose
que a 5 d'. alors B, > B, pour tout x € M, avec 3,, B, € C**(M), 6 €]0, 1] telle que

_n
d9<x>')

ou n est une fonction de troncature au voisinage de x.

Ui

MQGJC N dg(x’ )

+ B, et WGl =

+ 4. (3.3.76)
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Preuve du Lemme : On fixe z € M et on définit h, = 5, — ., tel que (5, et S,
sont comme dans (3.3.38) (voir Appendice (6.6))). Notons L := Ay +aet L' :== A, +a'.

En utilisant la définition de la fonction de Green, on écrit :
L'(hy) = wL'(G, — G,) = —(d — a)G,.

Il s’ensuit que : L'(h,) = —(a’ — a)G, < 0. Maintenant, puisque h, € HY(M), pour tout
p €]1, 3], donc pour tout y € M, la formule de Green ([6.6.2) implique

ho(y) — /M (=)L (h,) dvy (2)
- /M Gl (2)(d — a)(2)Gy(z) dvg(2).

Les fonctions G, G}, et a’ —a étant toutes positives alors h, < 0. En plus, puisque a # d/,
G, > 0p.p. et G|, > 0p.p., on adonc h, < 0. Ceci termine la preuve du Lemme O

Preuve de la Proposition : On considere Popérateur L := A, + ¢3¢Scal,, 3°
¢tant la masse de (M, g) correspondante a LY. Le Théoréme de la masse positive (voir [46],
[47]) implique que 3%(x) > 0, sachant que I’égalité est atteinte uniquement par la classe
conforme de la sphére canonique. Il s’ensuit du Lemme que By, (ro) > 0 lorsque
{a £ e30Scal,} ou bien {a = ¢30Scal, et que (M, g) n’est pas conformement équivalente
a la n-sphére canonique S". Le Théoréme implique ensuite que inf,c g2\ oy J/ (v) <
K(3,s)7% O
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Chapitre 4

Equation de Hardy-Sobolev perturbée

Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 3, a € C°(M)
telle que Ay + a est coércif, zgp € M et s €]0,2[. On pose 2*(s) = % et 2* = 2*(0).
Dans ce chapitre, nous étudions l’existence des solutions pour les équations perturbée de

type Hardy-Sobolev de la forme suivante :

|u
dg(z,z0)*

avec ¢ un exposant sous-critique dans |2, 2*[ et h une fonction sur M positive et continue.

Nous démontrons que l'existence d’une solution dans H?(M) pour (4.0.1) dépend uni-
quement de la perturbation en zy pour les dimensions n > 4 (& savoir : h(xy) > 0) et des
conditions différentes apparaissent en dimension 3 en fonction de gq.

2*(s)— 2

Agu+ au = + hlu|*?u (4.0.1)

Dans le cas particulier s = 0 des équations de Sobolev, Brézis et Nirenberg |7] ont étudié
ce probléme dans un contexte Euclidien, Djadli I’a étudié dans [13| pour les variétés
Riemanniennes.

4.1 Suite de Palais-Smale

Définition 4.1.1 Soient q € [2,2%],2* := % eth: M — R, h > 0 une fonction continue
sur M. On considére a € C°(M) telle que A, +a est coercif et on définit la fonctionnelle

J, sur HZ (M) par
1/ (IVol2 + av®)dv / |2 () M
2 9 (x xo)

1
__/ Bloltdo, (4.1.2)
q )y

Définition 4.1.2 On dit qu’une suite (u,)neny € HE(M) est une suite de Palais-Smale
(P-S) pour la fonctionnelle J, s’il exviste 3 € R tel que Jy(u,) — B et Ji(up,) — 0
fortement dans le dual H(M)'. La suite (u,)nen est dite de Palais-Smale (P-S) pour J,
au niveau [3.

ve HH} M) — J,(v)=

Définition 4.1.3 On dit que la fonctionnelle J, satisfait la condition de Palais-Smale
(P-S) au niveau (3 si pour toute suite (u,)nen dans HE(M) telle que J,(u,) — B, on peut
extraire une sous-suite (Up, )ien de (Un)nen qui converge fortement dans HE(M).
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Proposition 4.1.1 Pour toute fonction ug € HZ(M), ug Z 0, ug > 0, ils existent une
suite (up)nen dans HE(M) et By = Bo(ug) > 0 tel que (up)nen est une suite (P-S) pour la
fonctionnelle J, au niveau y. De plus, on a By < supysq Jy(tuo).

Afin de démontrer la proposition ci-dessus, on a besoin du Mountain-Pass Lemma
d’Ambrosetti-Rabinowitz [1]. On donne dans la suite une version de ce Lemme.

Lemme 4.1.1 Soit J € C'(H,R) avec (H, | -||g) est un espace de Banach. On suppose
que

1. J(0) =0,

2. Ils existent \,r > 0 tels que pour tout w € H, ||ullg =r, on a : J(u) > .

3. 1l existe ug € H tel que limsup,_,, . J(tug) < 0.
Sotent ty > 0 suffisamment grand tel que ||[toug||g > 7 et J(toup) < 0 et f = inf epsup J(y(1))
avec I' = {y : [0,1] = H t. q. v(0) = 0,7(1) = touo}. Alors il existe une suite (up)nen
dans H telle que J(u,) — B et J'(u,) — 0 fortement dans le dual H'. De plus, on a
B < supysq J(tug).

Preuve de la Proposition m En effet, d’apres le Théoréme 1| (Voir Appendice
ITI), la fonctionnelle J, est de classe C' sur HE(M). On vérifie les tr01s conditions du
Lemme Mountain-Pass. lemma [4.1.1] dans le cas ot J = J, et H = Hf(M). En effet :
1. On a que J,(0) =0,
2. La coercivité de Ay +a et les inclusions de Sobolev et de Hardy-Sobolev impliquent
qu'ils existent des constantes C; > 0, 7 = 1,2, 3 telles que pour tout v € HZ(M), on
a:

2*(s

Jy) = Cllolaan — Callolisins, 03||v||§1%(M). (4.1.3)
On considére la fonction réelle f(p ) C1p? — Cop*' ) — C3p?. Puisque ¢, 2*(s) > 2
donc la fonction p — C; —Cyp? )=2 —C5p?=2 tend vers C; lorsque p — 0. Il s’ensuit
qu'il existe py > 0 tel que pour tout p < po, on a que : C; —Cop? ()~ C’g,pq 2> 4
D’ou pour tout v € HY (M), [[v]| g2 = %, on a avec ([#.1.3) que Jy(v Clpo.

3. On considére uy € H(M) et la fonction reelle @ : M — R telles que
t? 2 S) 25(s) Mg
Jy(tug) = 5 (|Vuol, + aud)dv, — | Up @ a:o)s

tq
——/ hluo|?dv,
q Jm
- b2 ) — ot = ¥ [t —p— O]

et telle que a,b > 0 et ¢ > 0. Sachant que lorsque ¢t — 400, on a : t2°®) — 400 et
at>=2"®) —p — —b. Donc J,(tug) — —oc lorsque t — +o00. D’ott il existe ug € H(M)
tel que limsup,_,, o J(tug) < 0.
Soient ty > 0, By = Bo(up) et 'ensemble I' comme dans le Lemme On a donc pour
2
tout y(t) e I',t € [0,1] = J,(y(2)) > A\ A = %. Done sup,¢o 1) Jo(7(t)) > A. Par suite,

Bo = inf sup J,(y(¢)) > A > 0.

7€l ¢ef0,1)

L’énérgie J, vérifie donc les conditions du Lemme [£.1.1} Dot le résultat. O
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4.2 Théoréme général d’existence

4.2.1 Enoncé du Théoréme

Nous suivons le travail de Robert-Esposito [19] pour I’énoncé du Théoréme ci-dessous.

Théoréme 4.2.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >

3, a € C°'(M) telle que A, + a est coercif, zg € M et s €]0,2[. On pose 2*(s) = %

On consideére aussi q €]2,2*[ et h € C°(M) positive. S’il existe ug € HE (M) telle que

n—s 2 — S

sup J,(tug) < ¢ K(n,s) 2=, ¢ =—-", 4.2.4
tZ%)) q( 0) n,s ( ) n,s 2(n _ S) ( )
K(n,s) " :=inf e @mn)\ fo} Jan |T@|2dx ~— Alors ’équation de Hardy-Sobolev pertur-

2* (s 2% (s)

(I]Rn el )dX) 7 (3)

bée 2 (5)2
Agu+au = Jul” 2 "u + hlu|"u
dg(@, 20)*®

admet une solution u % 0 dans H2(M). De plus, u € C%*(M) N Cy°

50 {a0}), pour
tout o €]0, min(1,2 — s)[, 8 €]0, 1].

4.2.2 Preuve du Théoréme

Afin de démontrer le Théoréme, on procéde par étapes.

Iére étape : On démontre la proposition suivante.

Proposition 4.2.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimensionn >
3, 19 € M et s € (0,2). On considére p,q > 0 tels que p +q = 2*(s), u € HZ(M),
f € L®(M) et (0,)nen une suite bornée dans Hi (M) et converge presque partout vers 6.
Alors on a a une sous-suite prés de (0,,)nen

dv dv
lim [ flupge—"0  — / Flufpor—2ls
n—oo s | | dg(a:, xg)s M | | dg(l’,l'o)s
Preuve de la Proposition |4.2.1: Soit r = %ES) €]1, +oo] et " son conjugué. L’inclusion

de Hardy-Sobolev implique qu’il existe C' = C(M,g,s) > 0 telle que pour tout v €
HZ(M), on a:

[0ll2=(s).s < Cllvll g2 (a)- (4.2.5)

Puisque u € H?(M) donc, d’aprés (4.2.5), on a : flulP € L (M,%). D’autre

Z,20)
. 2 r! dvg ) N 9
part, la suite (|0,]?),en est bornée dans L <M, W), car d’aprés (4.2.5) et 1'hy-

pothése [0,z = O(1), on a : (|81
dv,
dg(l',:zo)s ] o .
D’aprés tout ce qui précéde et les hypothéses de la Proposition [£.2.1] on tire avec le
Lemme (voir Appendice IV) que la suite (|6,,|?),en converge vers |6]? faiblement dans

r'.s — ||9n
est positive et est de Radon sur 'espace métrique (M,d,) qui est compact.

g*(s)’s = O(1). En plus, la mesure
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L (M L) Ceci implique que L(|6,|7) — L(|0|?) avec L : ¢ — [, flul? Vi dvg

? dg(x,z0)® (w,0)°

est dans (Lr <M , %)) . Ce qui termine la preuve de cette proposition.
g ’

[Téme étape : On démontre la proposition suivante.

Proposition 4.2.2 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension
n >3, a € CUM) telle que A, + a est coercif, xg € M et s € (O 2). On consideére

aussi q €]2,2*[ et h € C°(M) positive. Pour tout 5§ < ¢, K(n,s)” = Chs = 2(27;53), la

fonctionnelle J, satisfait la condition de (P-S) au niveau (5.

Preuve de la Proposition |4.2.2| : Soit 8 < ¢, (K (n, §)7 2= et une suite (ty)nen €
HE(M) de (P-S) pour J, au niveau f3, c.a.d.

Jo(un) = B et Jy(uy) — 0 fortement dans Hi(M)'. (4.2.6)

On procéde par étapes.

Etape II.1 : On démontre que la suite (u,)nen est bornée dans HZ(M). En effet, la
coercivité de A, + a et la Définition de J, impliquent qu’il existe C; > 0 telle que
pour tout n € N, on a

kg < € <|wn|3+aui>dvg

2
< o [ZJ /|un|2 A -/ h|un|qczvg]
I'.T q M

(4.2.7)
De (4.2.6)) on tire que
ollunllmzan) = < Jg(un), un >
. dv
= Vun2—|—auidv —/ un2(s)—g—/hunqdv.
J 9l anyin, — [ O [ b,
(4.2.8)

La Définition de J, et (4.2.8)) donnent

21 ) = (1= 5 |

En combinant (4.2.7)) et (4.2.9)), on obtient

2+(s) AUy

2
—7 4+ (1-= a con ) -
Tyt | il +o (I lzan)

(4.2.9)

. dv
2 —1 2% (s
ltalleary < C [ [ o Y e | h|un|deg}+o(uunan<M>). (4:2.10)

En utilisant (4.2.9) et (4.2.6]) et puisque A > 0, on aura

(1 =5)

2
= 26-(1=2) [ blunfduy + o (Juallgan)
M

2*(s
dg(l’a x())s q

< 28+ 0 (lunllzan)) -
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Ceci implique que

2%(s) dv,
dy(z,z0)*

/.

Encore (4.2.9) et (4.2.6) avec (4.2.11)) impliquent que

2 / 2 . dv
1—- hlu,|%dv, = 28— / unz(s)—g+0<un 2 )
( q) " | | g 2*(8) M| dg(x,l’(])s H HHl(M)

- O(1)+o (HunHle(M)) . (4.2.12)

—0(1)+o (HunHle(M)> . (4.2.11)

Avec (4.2.10)), (4.2.11]) et (4.2.12)), on tire que HunHIQqIQ(M) = 0(1) + 0<Hun||H12(M)). Si

, , . o :
<HunH H( M)> e © est pas bornée alors en quotientant la derniére équation par ||, || g2 (ar

on tire une contradiction lorsque n — +o00. Ceci termine I'étape II.1 de la preuve du
Théoréme 211 O

Etape I1.2 : On démontre qu’il existe u € HZ(M) telle qu’a une sous-suite prés, la suite
(tn)nen converge faiblement vers u dans HZ(M) et fortement dans LP*(M) pour tout

p1 € [2,2% et dans LP?(M, %) pour tout py € [2,2%(s)[. De plus, J;(u) = 0.

En effet, M étant compacte donc la refléxivité de I'espace de Banach (H{ (M), || - [l g2(ar))

et le Théoréme de Rellich-Kondrakov impliquent (voir Preuve du Théoréme sous-critique
du Chapitre 2) qu’il existe u € HZ(M) telle qu’a une sous-suite pres, (u,),en converge
faiblement vers u dans HZ(M) et fortement dans LP'(M) pour tout p; €]2,2* et dans

Lp2<M7 d (3: 0)s
on considére ¢ € HZ(M) et on écrit

5) pour tout py €]2,2%(s)[. Il reste & démontrer que J;(u) = 0. Pour cela,

. dv
J; n = n n dvg — n|Un =29
<> = [ (V) oo, — [ O
- / b, [u, |72 dv,. (4.2.13)
M
La convergence faible de (u,,) vers u dans HZ(M) implique que
lirf ((Vuy,, V), + aupy) dv, = / (Vu, Vi), + auw)) dv,, (4.2.14)

et en appliquant proprement la Proposition a la suite (u,),, on obtient que

dvg
Ii ol |24~ / 2(s)-2 4.2.15
Jdim [ v O B o [ g (1215

et en remplagant 2*(s) par notre ¢ dans la Proposition on aura le méme résultat.

lim hwun|un|q_2dvg:/ hypulu|??dv,. (4.2.16)
M

n—-+o0o M

En passant & la limite quand n — 400 dans (4.2.13)), on tire le résultat demandé avec
(4.2.14)), (4.2.15) et (4.2.16]). O
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Etape I1.3 : On démontre qu’a une sous-suite prés de (Un)nen :

o dvg
V(u —/ Uy — ul> + o(1 4.2.17
19—l = | | Ty o) (12.17)
et
sV (un = W) |l5 < B+ o(1) (4.2.18)
/ _ 2—s
avee ¢, , = 355

En effet, on pose 6§ = u,, — u et on écrit (voir Appendice III)
)y < Cy (JulT OO + Jul - 07D (4.2.19)
En utilisant (4.2.19) et en appliquant proprement la Proposition a la suite (6,,),, on

tire
/( 2°(s) _ (9| /|u
M $ l’o

[ty — u
Testons J;(un) — Jp(u) sur u, —u

o(l) = < Jy(un) — Jo(u), up —u >

q

= / (|V<U/n - U)|£2; + a(un d'Ug / h — u un|un|q 2 u’u‘q72:| d'Ug
M M

2*(s

) — Ju, — u

2l o i T +o(1). (4.2.20)

* d
2*(s)—2 *(s)—2
— [ (un —u) [un|u,
] =) [l | s
= / (IV (un — w) 2 + alun, —u)?) du,
M
* * * * d
_/ (tn® = - tnfun” O [uf? @ - upfuf? 2y — Do
M dg(.f?.l'o)s
—/ ho(Junl? + Jul? — w772 = w - uy|ul %) doy (4.2.21)
M
La Proposition donne
lim g2 P / |2 ~ lim @2 Wa
n—+oo [ir ,f(,’ IO) n—+00 Jar dg(l', .fL’(])S
et
lim U - Uy |t |1 dv, = / |u|?dv, = lim u - up|u|? 2 dv,.
n—+oo [, M n—=+00 Jar

Maintenant, la convergence faible de (u,,) vers u dans HZ(M), les derniéres égalités ainsi
que (4.2.20) et (4.2.21) impliquent (4.2.17)). La convergence faible de (u,) vers u dans

HZ(M) et (4.2.17) impliquent
1

Jo(uy) — Jy(u) = = /M (\Vun]f] — ]Vulg) dvg + o(1)

2
1 u N v
5/, (e ) 3@ 5oy

_ (%_2*18))/M(|vun|§—|wg) dvy + o(1).

2%(s

2%(s) _ |

(4.2.22)
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On a, par coercivité, que J,(u) > 0 et puisque lim, - Jy(u,) = S, donc la relation

(4.2.22)) donne
C,s / (IVunlz = Vul3) dv, < 6+ o(1) (4.2.23)
M

On considére maintenant la forme linéaire L, € HZ(M)" définie par

b€ HAM) > Ly(t) = / (Y, V)i

M

Puisque u,, — u faiblement dans H7(M) alors

/(Vu,Vun)gdvg:/ [Vul2dvg + o(1).
M M

Ceci implique que

/\V(un—u)@dvg — /[Vunlf]dvg+/ ]Vu|gdvg—2/(Vu,Vun)gdvg
M M M M

= /10vwﬁ-¢vm@d%+ou) (4.2.24)
M
Combinons (4.2.23)) et (4.2.24)), cela donne (4.2.18)). O

Etape I1.4 : Il reste & démontrer que

: 2, _ 2
nl_l}gloo/M]Vun\gdvg—/M|Vu\gdvg.

En effet, grace a Jaber 35|, on sait que la premiére meilleure constante K (n, s) de 'inéga-
lité de Hardy-Sobolev Riemannienne est atteinte (sachant que ce résultat sera 'objectif du
chapitre 5 qui est complétement indépendant de celui-ci), c.a.d. qu'il existe une constante
By > 0 telle que pour tout v € HZ(M), on a :

V113 0.6 < K (. 9)[Vllz + Bollv]lz- (4.2.25)

Testons (4.2.25)) en u,, — u

[l = 3 0.6 < K (1, 5)l| Vi — ulls + Bollun — ull3

D’apres 1'étape 1.2, u,, — u fortement dans L?(M), donc la derniére inégalité donne

3o < K (0, 5)[|V (= w)[[5 + o(1). (4.2.26)

|, — u

Elevons (4.2.26) a la puissance 2*(s)/2, ceci donne

V(u, — u)Hg*(S) +o(1). (4.2.27)

. dv 2% (s)
_ 2 (5)—9 < 2
Up — U < K(n,s
/J\v/[ ‘ ’ dg(xa xO)S ( )
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Ensuite, (4.2.27) et (4.2.17)) de I’étape 11.3 donnent

ol) = [[V(un— )|}~ /|w—uf _

(:)3 x0)*
Jar ltn = ul*"Ddy (2, 20)*dv,
= V(. —w)ll3 |1 - =4
’ IV (un — )13
> V(= w3 [1 = K (n,5) [V (= )57 + 0(1)]
(4.2.28)
La derniére inégalité (4.2.28)) et (4.2.18) de I’étape I1.3 impliquent
o(1) = |V(un—u)l3
2% (s)—2
x |1— K(n,s)=" <C,i +o(1)] . (4.2.20)

,2* )
Puisque 8 < ¢, [K(n,s)>®=2, il s’ensuit alors de qu’il existe une constante
Cs > 0 telle que

>03/ 1V (1 — 1) .

D’ou le résultat. U

Etape IL.5 : Les étapes I1.2 et I1.4 impliquent qu’a une sous-suite prés, (U )nen converge
fortement vers u dans HZ(M). Ceci termine la preuve de cette proposition et achéve la
[Téeme étape de la preuve du Théoréme [4.2.1}

IIIéme étape : On démontre dans cette derniere étape qu’il existe u # 0 dans HZ (M)
vérifiant faiblement 1’équation de Hardy-Sobolev perturbée (4.2.1)). En effet, on suppose
quil existe, par hypotheése, ug € H(M), ug #Z 0, ug > 0 telle que sup,sq Jo(tug) <

¢ K(n,s) 2. D’aprés la Proposition [4.1.1] ils existent une suite (u,)nen dans H2(M)

et Bo = Po(uo) > 0 tel que (uy)nen est une suite (P-S) pour la fonctionnelle J, au niveau
Bo et By < supysq Jy(tug). Donc

Bo < sup Jy(tug) < &, K(n,s) 2.

n,s
t>0

Il s’ensuit de l'étape précédente (la Proposition [4.2.2) que la fonctionnelle J, vérifie les
conditions (P-S) au niveau f,. D’ou il existe u € H; (M) et une sous suite (up,)en de
(Un)nen qui converge fortement vers u dans H7(M). De plus, on a que J;(u) = 0. Ceci

implique que u est une solution de (4.2.1)). Enfin, la convergence forte dans HZ(M) de
(Un,)ien vers u implique immeédiatement que By = limy_,4 Jy(uy,) = J,(u). Par suite,
u Z 0.

IV éme étape : Régularité. Avec des mémes arguments de régularité que ceux utilisés
dans la preuve du Théoréme du Chapitre 2 (voir aussi I’Appendice 11, LP-régularité),
on démontre que pour tout ¢ €]2,2*(s)], la solution u est dans C%*(M) ﬂC’ll(’)i(M\{xO}),
pour tout a €]0, min(1,2 — s)[, 8 €]0,1[. C.Q.F.D.
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4.3 Fonctions-Tests et Théoréme d’existence

4.3.1 Enoncé du Théoréme

Théoréme 4.3.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, a € CO'(M) telle que Ay + a est coercif, xg € M et s €]0,2[. On pose 2*(s) = % et

2* = 2%(0). On considére aussi q €]2,2*[ et h € C°(M) positive. Il existe deux constantes
fizées k', k" > 0 dépendantes de n, s et q telles que, si on suppose que

h(zg) >0 sin>4ou{n=3etqg>4}
k'm(xg) + K" h(zg) >0 sin=3etsig=4 (4.3.30)
m(zo) >0 sin=3 et siq€|2,4]

. (n=2)(6—s)
AVEC Cn s '= T55, 55y

de (M, g) en xqg (voir Appendice V). Alors l’équation de Hardy-Sobolev perturbée

|u u

dy(z, x0)*

Scaly (o) est la courbure scalaire de M en xy et m(xg) est la masse

2*(s)—2

Agu+ au = + h|u|??u

admet une solution v # 0 dans HE(M). De plus, v € C%*(M) N C;OBC(M \ {zo}), pour
tout o €]0, min(1,2 — s)[, 8 €0, 1].

4.3.2 Preuve (i) du Théoréme : D.L. du terme perturbatif

Dans cette partie, on considére la suite des fonctions-tests (uc)e~o définie comme dans
le Chapitre 3 (voir (3.0.5))) et on démontre que le D.L. du terme perturbatif de J,, en u,,
Joy h(@)|ue|?dvg avec h € C°(M), h > 0 et ¢ €]2,2*[ prendra la forme suivante :

(n=2)

=T R(wo) fy |D]7AX + o(e= ) sig > T
/ h(z)|ue|%dvg = wp1h(xo)e2 Int + O(e?) sig=2, (4.3.31)
M O(EQ(né_2)) sig< 2.

Pour cela, on considére une carte exponentielle (B, (o), exp;, ) centrée en g et de rayon
po €]0,7,(M)[. On commence par écrire :

/ h(x)|ue|qdvg:/ h(m)|u€|qdvg+/ h(x)|ue|?dv,. (4.3.32)
M By, (zo0) M\Bpo (o)

*A/ A Pextérieur de la boule B, (z) :

a(n— h(x)d
[ hhray, = o vy
M\Bpo (20) M\Bpg (20) (€275 + d, (2, 20)2%) 2=

a(n—2)

h o€ 2

|7 ] - / dv,
(75 4 pg ) 2 By (20)
(22 [|llocvoly (M)

— n—2
pt?

IN
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Donc
/ h(@)|w|9dv, = O™ ™). (4.3.33)
M\B g (z0)

*B/ Dans la boule B, (z() : On écrit :

h(z)|ue|'dvg = h(xg x)) |ue|?dv,
[ el = [ ate) ) ud

Bpo (wo)

avec 1) est continue et vérifie lim,_,,, 7(x) = 0. Le D.L. de /]g]| (voir le lemme 3.2.1)) dans
la boule B, (x¢) et le changement de coordonnées X = exp,!(z) permettent d’écrire :

qg(n—2 h X 1 + O X 2
/ B iy, = / (h(x0) + nlexp,, (X))( +0(X] D) v
Bpg (20) By, (0) (25 + | X|25) 2

_ e (~zo) +7(X))
- /mm(m (

~dX

g(n—2

62—5_|_|X|2—s) 5 s

= L(e)+1IIe),

ou 77 est une fonction continue sur B, (0) vérifiant limx_,o7(X) = 0.

*B.1/ Calcul de [,(¢). On a:

a(n—2) dX
Iq(e) = € 2 h(IO) / q(n—2)
B (0) (€275 + | X[2-9) 35

(n—2) po rmLdr
= ¢ 2 h(xo)wn_l/ )
o

62_S+T2_S) 7—s

PO

n—1
n 1(n=2) e d
= € ! 2 h(xo)wnl/ P ’;(n72).
0 (1

+pP0) e
On pose :
P
Yi(e) = /60 pn_ldi(n—z) :
0 (L)
La fonction p — ’;n_—l‘jﬁ(pﬂ est intégrable au voisinage de 0 et est intégrable a 'infini
siq > 27 e

. *
Donc si g > 27, alors on aura :

+o0 pnfldp 400 pnfldp
21<6) = q(n—2) - q(n—2) *
0 (]_ —|— p2_5) 2—s g (1 + p2_s> 2—s

+o00 n—ld
[T [ s
0 (1+ ) R
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Or on a que :




et

+o0 n—1
p"dp
/ oy = O
0} (1+p2fs) 5 s

Donc
21(6) = (JJ,;_ll/ ’¢|qu + O(E(H—Z)q—n)'
R”

9 . . 2* .
Il s’ensuit que si ¢ > 5 on a:

h(zo) [ |®2dX + O™,

R

(n—2)
Iy(e) = e
Maintenant si ¢ < 27 on aura donc :

PO

— n—1
n—4n=2) E P dp
L) = 5 hlae)wn s / L
0 (T4p¥) =
PO

n—1
n— 4(n=2) p"Hdp
e O € 2 / =2)
0 (1 + p275) 2—s

. O 6”* q(n2—2) + €TL7 q(n2—2) /,peo pnfldp
L)

(n=2) (n=2)
- 0 €n_q : 2 I En_q : 2 / pn_l—q(n—Q)dp>
1

(n—2) (n—2)
= O(g”*qT + EQT)
a(n—2)

= O<€T)7

m‘g

sachant que

2* —2 -2
q< 5 si et seulement si  n — q(nQ ) > q(n2 )

Et si g = 27 alors
p?D pnfldp
(1+ p>==)z=
m

” 1 n—ld n—ld
= e2h(wo)wn1 /p—pn‘i‘/ p—pL
o (L+p*2)z= i (1+p22)%

£0 £0
~ d K3 n—1

/ dp / dp (#

1P 1 (14 p2=5)2—s

n 1 n
= wp_1h(zg)e2 In - + O(e2).

L) = e3h(zo)wms /0

= Ce? +e2h(wg)wn 1
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Résultats pour I, (e) :

e”_q(nf)h(xo) Jgn |@]9dX + O(eq( 272)) sig> 2
I,(€) = wp_1h(zo)e? Ind + O(e?) sig= 2*
(n=2)
O(e 2 ) sig< 2.

*B.2/ Calcul de I1,(¢). On a :

q(n— n( X
I1,(e) = 6(22’/ (X) ~dX.
B

(n—
00(0) (€275 4+ | X |2-5) 2=

Soit o €]0, po[. On écrit :
11,(6)] < TT(e) + TTV (o),

avec
s i)
mg = .
Bpg (0)\Ba (0) (62_5 + |X|2—5) 2=
< 6q<n4272)7 ( sup ’ﬁ(X)’) Uolg(Bpo(O))@—q(n—Q)
| X [<po
— C(;Eq<n;2)’
et
q(n—2 r X
I1'(e) = 62’/ |7(X)] _ax
2.0 (0 4 | X[20)

a(n—2) _ o r"Ldr
< € 2 sup |77(X)] wn_1/ a(n—2)
| X|<po 0 (62_5 -+ 7‘2—5> 2—s

& nfl
_an—2) - c d

< e s 0] e [ =
|X[<po 0 (14 p?=s) 2=

_q(n—2) o n—1 .. .
On pose que X, = 2 Wp—1 foe % et on distingue trois cas :
(I+p?75) 2=s

Cas B.2.1 : q > 23 Tout calcul fait (voir la partie B.1), on obtient dans ce cas :

S = T [ 0[dX + O
R?’L
Ceci implique qu'il existe C?' > 0 tels que
I1'(e) < &5 A(X B1dX + O T
g(€) < e sup 7(X)] | |"dX +
<«

(4.3.34)

(4.3.35)

(4.3.36)

En combinant (4.3.34)) avec (4.3.36)), on tire qu’il existe D’ > 0 et CY > 0 tels que

a(n—2)
[1,(e)] < "5 D' sup [7(X)] + Ce™ 7
X<«
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Par suite,

[11,(e)| B o
—L < D' sup [ii(X)| + C{Petn2)
En 2 |X‘<Oé

En utilisant des arguments similaires & ceux utilisés dans la sous-section 3.2.2 (voir la
partie 3.2.2.2) et la derniére relation, on aura que

(n—2)
2

I1,(€) = o(e"™

).

Cas B.2.2 : q = 27 Dans ce cas, la relation (4.3.35]) implique

IT)(€) < sup [7(X)|Eq.
| X|<a

Tout calcul fait (voir la partie B.1) donne
n n ].
I1V(e) < CPer + D" In -, (4.3.37)
€
avec D" > 0 et CY > 0. D’une facon similaire, on démontre, comme dans le cas B.2.1,
que
[114(¢)]
n l

ﬂql — 0 lorsque € — 0.
2

Cas B.2.3 : q < 23 Dans ce cas, on écrit :

a(n— (X
@l < e I ax
B0(0) (25 + [ X|>0) "5

q(n—2) ~ po 11— ( _2)
< € 7 sup |(X)|wn-1 rT AT
[X[<po 0
= O(eqw;m).
Résultats pour I/,(e) :

O(En_qu ) sig>2%,

II,(e) =< o(e2Inl) sig=%,
@) eq(nf)) sig<Z.

Enfin on aura : (rappelons que 27 < Z—j < 2%)

() f (914X +o(e ) sig> F

/ h(a:)\ug\qdvg = Wn— 1h( ) 2Ini L4 0(62) sig= %7
M (n 2) € . g
O(e ) sig < %

Ceci termine la preuve (i) du Théoréme |4.3.1}
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4.3.3 Preuve (ii) du Théoréme : D.L. de la fonctionnelle a terme
perturbatif

On considére la suite des fonctions-tests (we).~o et la fonction ® sur R (méme fonc-
tions que celles du chapitre 3, voir la Proposition [3.1.1)) définies par :

n—2

ue(x) :== <$> T osin>4

e2=5+dg(z,20)2—*

O(X)=(1+|X \2_5)7% et la fonctionnelle J, définie au début de ce chapitre. Pour tout
e >0 et tout t > 0, on pose :

£ 27 t
Jy(tw) = —A. —

B —— 4.3.
5 7y B ~C. (4.3.38)

avec Ae = fM(|Vwe|3 + aw?)dvg,Be = fM |w5|2*(3) dvg et OE = th|w€|qug‘ Avec les

dg(x,x0)°
résultats (3.2.15)), (3.2.18)), (3.2.26) et (4.3.31) du D.L. de A, B. et C. respectivement,
on obtient :

| 2*(s)

o X

Ao — Ay = / IVO|2dX, B, — By := / dX et C. — 0. (4.3.39)
Rn

Etape ii.1 : On démontre que pour tout € > 0, il existe un unique ¢, > 0 tel que
sup;>q Jg(twe) = Jy(tewe). De plus, t. vérifie

te =T. (1 — apCe + 0o(Cy)) (4.3.40)
avec T, = (AEBgl)l/(Q*(S)_Q) ,ap > 0 et la suite (t.).>o est convergente et sa limite ¢,
vérifie tg*(s)Bo = Ay.

En effet, dJ,(tw.)/dt s’annule en ¢ = 0 ou bien quand ¢ vérifie (E,) avec
(Bt Ac = fet) =7 2B + t172C..

Puisque A, > 0, B, C. > 0 et f. est strictement croissante donc il existe un unique ¢, > 0
vérifiant (E.) et étant le maximum de ¢t > 0 — J,(tw,). Il s’ensuit que pour tout € > 0,

te <T. := (Angl)l/@*(s)_Q). Mais d’apres (4.3.39), T, — (AOBO_I)U(Z*(S)Q). Par suite,
(te)e=o est bornée et il existe donc ty > 0 telle que t. — ty. En passant a la limite dans
(E.), on obtient que tg*(s)Bo = Ay. Enfin, puisque t. vérifie (E,), on a donc
t. = (AB' =20 B HEE
- T (1 . tgszeflCe)l/(Q*(S)—%
= T.(1 = agCc+ o(C,))

avec o = t1 2 A5 /(2%(s) — 2). Ceci termine I'étape (ii.1) la preuve (ii) du Théoréme
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Etape ii.2 : On démontre qu’a une extraction d’une sous-suite prés de (we)eo, on a

2% (s) Tq
Jy(tewe) = ¢, (J(w)) T2 — 20 + o(C.), (4.3.41)
’ q
avec Ty > 0 et ¢, = 2(27;53). Rappelons que J est la fonctionnelle définie sur HZ(M) par :

[y ([VV[2+a0?)dvg
*(g dv 2/2%(s)
(Jae WO o557

En effet, les développements (4.3.38)) et (4.3.40) de J,(tw,) et t respectivement impliquent

2% (s)

J, t214 . -lg
tewe = = € T A NPe— - €
) = A am Py
T2 Tg*(s)
- 76 (1 —209C + o(C,)) Ac — 2(5) (1 —2%(s)agC, + o(C.)) B
Ta
—76 (1 — qopCe + 0(Cy)) Ce
T2 T62*(8) . T4
= A - =B +ay(-T?A 4+ T*E B +TIC)C. — ==C. + 0o(C.)
2 2%(s) q
(4.3.42)
Remplacons T, par sa valeur (AEBgl)l/(Q*(s)ﬁ) dans (4.3.41)), on aura que
~T?A +T*®) B = 0. (4.3.43)
et que
2 2" (s) *(s)
T_EAE — TG_B6 — 1 — 1 A33<5>’2 (Bfl)Wz)fz
2 2%(s) 2 2%(s) ‘
()
2% (s)—2
= 4. (%
\ g
2% (s)
= 5 (J(we)) T2, (4.3.44)

En combinant (4.3.43)), (4.3.44) et (4.3.42), on tire (4.3.41)), ce qui termine I'é¢tape (ii.2)
la preuve (ii) du Théoréme |4.3.1}

Etape ii.3 : On démontre que

—K1h(xg)e™™ w2y o(e"’q(ngz)) sin>4
—kgh(z0)€¥77 + o(e72) sin=3etsiqg>4
Jo(tewe) = By + ¢ A0 4.3.45
altewe) = fo — (ksm(zo) + keh(zo)) e+ o0(e) sin=3etsiqg=4 ( )
—krm(zo) + o(e) sin=3etsiqe€|2,4]

ot m(zy) désigne la masse de la fonction de Green en zy (voir Appendice V). En effet, on
discute selon la dimension de la variété M et on distingue des sous-cas selon les valeurs
de ¢ dans |2, 2*].

89



Cas ii.3.1 : n > 5. Dans ce cas, on a que

J(w.) = K(n,s) " + kg (a(zg) — cnsScaly(z0)) € + o(€?), (4.3.46)
Cns = 55 et kg = kig(n, s) > 0. Donc ([£3.41) et ([{:3.46) impliquent
2 N
Jy(tewe) = Bo + ko (a(zg) — ¢ sScaly(xo)) € + o(e”) — ?C’E + 0o(C,) (4.3.47)
avec
C.= e h(zy) | |®|7dX + o(e" ). (4.3.48)

Rn

car ¢ > 2 > % Puisque n — @ < 2, il s’ensuit de ([4.3.47) et (4.3.48) que €2 =

0(5”—q(n§2)). Ceci prouve (4.3.45) dans le cas (ii.3.1).

Cas ii.3.2 : n = 4. Dans ce cas, on a que

J(w.) = K(n,s)™" + k1o (a(zg) — c,sScaly(z0)) € ln% + O(é?). (4.3.49)

K10 = K10(n, s) > 0. Donc (4.3.41)) et (4.3.49)) impliquent

q

1 T
JQ(tewe> = 50 + K11 (CL(:L'0> - Cn,ssca’lg(l‘())) 62 In Z + 0(62) - 7006 + 0<Ce)' (4350)
Dans ce cas, ¢ > 2 = 27

C. = h(zg) [ |®|%dX + o(e*79). (4.3.51)
R”L
Ensuite, €2 In 1 = o(C¢), ce qui prouve ([4.3.45) dans le cas (ii.3.2).
Cas ii.3.3 : n = 3. Dans ce cas, le D.L. de J(w,) sera de la forme

J(we) = K(n,s) " — kigm(zo)e + o(e). (4.3.52)

Donc (4.3.41)) et (4.3.52)) impliquent

Jy(tewe) = Bo — kism(xo)e + o(e) — T?(?CE + o(C,). (4.3.53)

En utilisant I'inégalité suivante (voir Appendice III pour la preuve ) : Pour tous z,y € R,
on a :
||z +y|? = [2|? = quyla|*?| < fua (277297 + [y19)

on obtient

C. = / h(z)|w|?dv, + / h(z)|w,|*dv,
Bpg (z0) M\B(z0,0)
_ / ()| |*du, + O(4)
Bpg (zo0)
= / huldv, + q\/E/ hBao (M) dvy 4+ R + O(€?) (4.3.54)
IBPo (w0) M
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avec

H

Eq = Q\/E/]V[hﬁxo(nuf)q_ldvg =0 (eg /Opo T2(1 - O( >>qdr> !

(62 s 4 ,,n2 8)2 S
On distingue trois cas : Ier cas : ¢ > 4. Dans ce cas, on a :

PO
et (C'—i—/ p3qdp)
1

2éme cas : ¢ = 4. Dans ce cas, on a :

62 (C”—l—/
1

Jéme cas : q < 4. Dans ce cas, on a :

q q e 2d q
Y, =02 4tz / L‘H = O(e?).
L (14 p2)e

2, =0 = O("73).

5, =0

a3
L
L
s
| I |
N——
®)
-
no
=
| —
N~—

Par suite,

q\/E/ hBay(nwe)?'dvy = ¢ O(e?Inl) siq=4 (4.3.55)
M

et de méme, on a

O(e72)  sig>5

Re:o( [ W82, + h(ﬁquvg) —{ O(Ind) sig=5
M M %). si g <5H.
(4.3.56)

En combinant (4.3.54)), (4.3.55)) et (4.3.56) avec (4.3.31)), on distingue trois sous-cas :

Sous-cas 11.3.3.1 : n =3 et ¢ > 4. Dans ce cas, on a que

C. = 3 ruh(zo) + o(373), (4.3.57)
avec 3 — 2 < 1. Ceci prouve dans le cas (ii.3.3.1).
Sous-cas 11.3.3.2 : n = 3 et ¢ = 4. Dans ce cas, on a que
Ce = erysh(zo) + o(e). (4.3.58)
Ceci prouve dans le cas (ii.3.3.2).

Sous-cas i.3.3.3 : n = 3 et q €]2,4[. Dans ce cas, on a que

Sr ag 0) +o(e*72) sige (3,4)
C.=1¢ wh(zg)ezInt +0(e?) sig=3 (4.3.59)
O(e?) si g €(2,3).

Les relations (4.3.41)), (4.3.59)) prouvent (4.3.45)) dans le cas (ii.3.3.3).
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4.3.4 Preuve (iii) du Théoréme : Influence de la géométrie et de
la perturbation

Le Théoréme et les résultats (4.3.45) de I'étape (ii.3) de cette preuve impliquent le
L3 11

Théoréme 4

Conclusion : Nous distinguons que, dans le cas perturbatif sous-critique, c’est la per-
turbation qui imposera la condition suffisante d’existence pour les dimensions n :=
dim(M) > 4. Dans le cas particulier n = 3, la condition suffisante d’existence dépendra
de la perturbation et/ou de la géométrie de (M, g) (a savoir, de la masse de la fonction
de Green au point singulier) selon ’exposant sous-critique ¢ du terme perturbatif.
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Chapitre 5

Inégalités Optimales de Hardy-Sobolev.

5.1 Théoréme : " La Iére meilleure constante est at-
teinte"

Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 3, xg € M, s €
10,2[, et 2*(s) = % I'exposant critique de Hardy-Sobolev. On considére Ay(M, g, s, o)
la premiére meilleure constante des inégalités de Hardy-Sobolev sur (M, g) (voir (|1.2.3))

pour la définition). Nous avons demontré dans le Chapitre 1, Théoréme [1.2.1| qu’elle est
égale a K(n,s), la meilleure constante des inégalités de Hardy-Sobolev Euclidienne. A
VlidX

savoir,
K(n,s)’1 = 2inf fR” —,
e DT (R™)\{0} ] 2* () F(5)
(), )

ou D#(R") est le complété de C2°(R™) pour la norme ¢ +— [|[Vl||o. En particulier, pour
tout € > 0, il existe B, > 0 telle que pour tout v € HZ (M) :

2
oo ) h / ; / i
1) : ——dv < (K(n,s)+e€ Voulsdv, + B, vidv,,
(L) (/M dy(x, z0)* 7 (Kln,s) +¢) M| v M I

out HZ(M) est le complété de C>°(M) pour la norme u — ||Vul|z + ||ull2. Concernant le
cas € = 0, nous avons déja expliqué dans la partie 2.2.4 qu’en faisant tendre ¢ — 0 dans
(L), nous aurons, avec la construction du Chapitre 1, que B, — +00. Nous ne pouvons
donc rien conclure. Le but de ce chapitre sera de démontrer que la premiéere meilleure
constante Ag(M, g, xo,s) = K(n,s) est atteinte, c.a.d. 'inégalité (Ip), qui correspond a
prendre € = 0 dans (1), est vraie :

Théoréme 5.1.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >

3,0 € M, s €)0,2[, et 2°(s) = 2°=5) Pegposant critique de Hardy-Sobolev. Alors il existe

n—2

Bo(M, g,5,20) > 0 dépendant de (M, g) et s tel que pour tout v € HZ(M),

2+ (s) sy
</ Lsdvg> §K(n,s)/ \Vv|§dvg—|—Bo(M,g,s,:cg)/ v dv,.  (5.1.1)
M d ) M M

9<I7x0

Dans le cas s = 0, le Théoreme a été demontré par Hebey-Vaugon dans [32] pour les
meilleures constantes des inclusions de Hardy-Sobolev HZ(M) C L* (M), 2* = 2n/(n—2).
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Dans son article |15, Druet a étudié les meilleures constantes des inclusions de Hardy-
Sobolev HY(M) C LP" (M), p* = pn/(n — p) (n > p > 1) (voir aussi Aubin-Li [5] pour la
preuve de la conjecture d’Aubin dans [3]). Hebey a étudié¢ dans [28] le méme probléme
pour les inclusions H2(M) ¢ L¥(M), 2! = 2n/(n—4),n > 5, Brouttelande|8] et Ceccon-
Montenegro[11] pour les inégalités de Gagliardo-Nirenberg. Ainsi nous établissons dans
le Théoréme suivant une inégalité optimale de Hardy-Sobolev sur les variétés. Ce résultat
est une conclusion du Théoréme précédent et du Théoréme d’existence obtenue par
estimations des fonctions-tests (voir Chapitre 4).

Théoréme 5.1.2 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, xo € M, s €]0,2[, et 2*(s) = % Uexposant critique de Hardy-Sobolev. Soit By =
Bo(M, g,s,70) >0 comme dans le Théoreme|5.1.1. Alors pour tout v € HZ(M) on a :

(n—2)(6—s) ]
BO(Ma g, S8, :UO) Z K(n? S) 12(2n—2—5) SC&ZQ(mO) SZ' n 2 4 (512)
m(ze) < 0 st = 3.
ot m(xg) désigne la masse de la fonction de Green correspondante a Ay + —BO(%’;’;)’%)

(voir Appendice V pour la définition de la masse m(xg)).

5.2 Blow-up autour de x

5.2.1 Théoréme de Blow-up autour de z

Soient (M,g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 3, xy € M,
s €]0,2[. On considére une famille (uy)aso dans HZ(M), telle que pour tout a > 0,
Uy > 0, uy Z 0 et u, est une solution du probléme

ui*(s)ﬂ
Agua + aua - )\1& dg(CC,-TO)S (523)
)\a E]O, K(n, S)_ [ , Hua |2*(S)75 = 1.
avec A, := —divy(V) est Uopérateur de Laplace-Beltrami. Il s’ensuit de la régularité et du

principe de maximum du Théoréme (voir aussi 'article [34]) que, pour tout a > 0,
Ug € COP(M) N CEN(M N\ {z0}), B €]0,min(1,2 — s)[, v €]0,1[, et uy > 0. On définit

loc
I'opérateur coercif I, comme étant

v e HM)\ {0} o Lu(v) = Ju ’W‘ﬁd“ﬁj @ Jag Oy, (5.2.4)

||U *(5)73

En particulier, Io(us) = [, |Vua[dvy + a [}, uZdvg = A pour tout o > 0.

On a donc :
o — 0 faiblement dans H?(M) quand a — +o0o0. (5.2.5)

En effet, puisque pour tout @ > 0, [[uall2+(s),s = 1 et In(uq) = Ao €]0, K(n, s)7![, la suite
(ta)aso est donc bornée dans HZ(M). D’ou, il existe u® € HZ(M) tel que u, — u° dans
H?(M) quand a — +o00. Avec I,(uq) = Aa, on tire que ||uqlls < Cra™Y2, avec C) > 0
est indépendante de a. Puisque l'inclusion HZ(M) < L*(M) est compacte, il en résulte
que [|u°]|s = 0. Ceci implique u® = 0. D’ou le résultat. O
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Puisque M est compacte et u, € C°(M) pour tout a > 0, donc il existe x, € M, piq > 0
tel que

n
1 2

mj\z}x(ua) = Ua(T0a) = fla 2. (5.2.6)

Proposition 5.2.1 Soit (ug)aso comme dans (5.2.3). Alors u, — 0 quand o — 400
dans C (M \ {zo}).

Preuve de la Proposition : On considére y € M\ {xo}, py = dy(y, xo).
Avec (5.2.3)), on a que Aju, < Fou, dans By, (y), ot F, est la fonction définie par

F,(z) = )‘aui*(s)”/dg(',i’f'o)s- Pour tout 7 €7, 5[, on a que fsz () Fadvg < Cy avec
Yy

Cy > 0 est une constante indépendante de «. Il s’ensuit du Théoréme 4.1 dans Han-

Lin|27| (voir aussi I’Appendice VI), qu'il existe C3 = Cs(n, s,y, Cs) > 0 indépendante de

« tel qu’a une extraction d’'une sous-suite de (ug)q

max U, < C3||UaHL2(IB%2py(y)'
oy (Y)

Puisque u, — 0 dans H{(M) quand a@ — +00, on tire avec la derniére inégalité

im a2 s,, ) = 0-

Par arguments de recouvrement diis a la compacité de M, on trouve le résultat demandé.
O

Proposition 5.2.2 Soit (uy)aso comme dans (5.2.3). Alors sup,,; u, = +00 lorsque o —
+00.

Preuve de la Proposition : Nous raisonnons par l’absurde et nous supposons
que sup,; e 7 +00 lorsque a — 400. Donc il existe une constante Cy > 0 indépendante
de a tel que u, < Cy. Puisque u, — 0 lorsque o — +o00 dans HZ(M), on obtient avec
le Théoreme de convergence dominée que limg—, oo [|Ual|2¢(s),s = 0. Contradiction avec le
fait que pour tout o > 0, ||uqal/2+(s),s = 1. Ceci termine la preuve de la Proposition .

Les Propositions [5.2.1] et impliquent immeédiatement la proposition suivante :

Proposition 5.2.3 Soit (ug)a>0 comme dans (5.2.3)). Alors, a une extraction d’une sous-
suite pres, xo, — xo lorsque o — 400.

Dorénavant, on fixe Ry € (0,i4(M)) et une fonction de troncature ny € C°(Bgg,,4(0) C
R™) telle que no(z) € [0,1] et g = 1 in Bp,/2(0). Le résultat principal dans cette section
est le Théoréme suivant :

Théoréme 5.2.1 On considére (uy)aso comme dans (5.2.3)) et une suite (z4)as0 € M
telle que lim, o 2o = xg. On définit la fonction u, sur IB%ROM1(O) C R"™ par

n

1 (X) = 13 ua(exp,, (12 X)), (5.2.7)
avec exp.! 1 Qo — Bg,(0) est Uapplication exponentielle en zq, Qo = Bry(24) C M. On

suppose que
dg(Ta, 2a) = O(fta) lorsque o — +00. (5.2.8)
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Alors

dg(2a, x0) = O(fta) lorsque a — 400 (5.2.9)
et, a une extraction d’une sous-suite prés, N4, converge vers i faiblement dans D3 (R™)
et uniformement dans C°(R™), pour tout B € (0, min(1,2 — s)), avec 1y := no(a-) €t

loc

n—2

R a2§sk2;s 2—s .
w(X) = <a2—s TIX X0|2—S> pour tout X € R

avec Xg € R™, a >0 et k*=° = (n —2)(n — s)K(n, s). En particulier, 4 vérifie

2%(s)

a2*(s)—1
E dans R" et / ————dX =1. (5.2.10)
R

Asu =K R,
su (n75> |X—X0 . |X—X0|s

5.2.2 Preuve du Théoréme 5.2.1] :

On considére (ug)a, (2a)as0 € M et 4, comme dans le Théoréme [5.2.1} On définit la
métrique G, : X — expl g(paX) sur R ainsi que les vecteurs X, = p, ' exp;!(z,) et

Xo,o = pytexp;t(zo). 11 s’ensuit de (5.2.8) que

dy(Zas )

= |X.| = O(1) lorsque av — +o0. (5.2.11)
ia

Soit Ry > 0 tel que
X, € Bg, (0). (5.2.12)

Nous faisons la preuve du Théoréme [5.2.1| par étapes et commengons par un lemme
important :

Lemme 5.2.1 Le plongement D?(R") — le loc(Rn) est continu. De plus, pour toute

suite (v;)ien bornée et qui converge faiblement dans D3(R™), on peut extraire une sous-

suite qui converge fortement dans L2, (R™) vers la méme limite.

Preuve du Lemme : Soient R >0 et u € D}(R"). On a :

vl 528 0)) VUl 2@ + lull2@q0)
[ull p2(rry + Crllull 2 @10y

||U||D§(Rn) + CR,n“UHD%(Rn)

IA A CIA A

CRH“HD%(R")a

sachant que les constantes C'g et C'r,, sont respectivement celles obtenues par les inégali-
tés de Holder et le Théoréme de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg. D’oti I'inclusion continue
Di(R") — H}(BR(0)).

Soit maintenant (v;);ey une suite bornée dans D?(R™) et y converge faiblement vers v.
L’inclusion continue D}(R™) — H?(Br(0)) implique que H?(Bx(0))" — D#(R"™)" conti-
nuement, donc la suite (v;);ey converge faiblement vers v dans H7(Bg(0)) qui est in-

clus dans L? ®)(Bg(0) dont l'inclusion est compacte. Comme (v;);en est bornée dans
HZ(Bg(0)), donc on peut extraire une sous-suite (v;,)seny qui converge fortement vers v
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dans L2 ) (Bx(0)). Avec I'inégalité de Holder, on tire que v;, ~—+=% v dans L2(Bg(0)).
D’ou le résultat. 0

Iére Etape : On démontre que pour tout o > 0 et tous X, Y, Y, € BRaugl(O), on a :

Hadg, (Y1,Y2) = dg(y1, y2) (5.2.13)

avec y; = exp,_(1aYi) et que 1, vérifie faiblement sur C'2°(R")

~2%(s)—1

U
Ag T + ity = Ao (5.2.14)
g dg (X, Xo,0)®

En effet, on a pour tout X € BRQM;I(O) et tous Y1,Ys € R™ :

gz (expl, 9)(X) (Y1, Ya) = expl, g(1aX)(HaY1, aY2) = 11200(X) (Y1, V).
Donc
po(expl, g) = 112G
En appliquant la définition d’une distance Riemannienne, on tire ensuite que : d,» (exp?, g) =
fadg, . Maintenant si Y1,Y, € By —1(0) avec y; = exp,_(faYi), i = 1,2 alors on aura :

dg(yla y2) = dg<expza (:uozYl)a €Xp,, (NozY?))
- dexpza g(,uozYvh ,uayé)

= duz(expza g)(Y17Y2>
= ptady, (Y1, Y2). (5.2.15)
On pose x = exp,_ (u,X) et on écrit
Dguita = Dyt e s Ua(exp,, (1aX))
= 1" A expz, g ta(exD., (110X))
= 12 Agua(z). (5.2.16)

D’autre part, la définition de 4, et la relation (5.2.13]) donnent
~2%(s)—1 2*%(s)—1
iin ¥ _ 3@ @)Dl © (@)

déa (Xa XO,Ot)s dg(l', xO)S

Puisque u,, vérifie 'équation faiblement sur HZ(M)

u2*(s)71
AUy + QUy = Mg
! dQ('r? xo)s

donc en combinant (5.2.15)) et ((5.2.16) avec la derniére équations, on tire (5.2.14]). Ceci
termine la preuve de la Iére étape du Théoréme [5.2.1

ITéme Etape : On démontre qu'il existe @ € D?(R"), @& # 0 telle qu’a une extraction
d’une sous-suite pres, (7alq)a>0 converge faiblement vers 4, lorsque o« — +oo, dans
D}(R™).
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En effet, pour tout a > 0, on écrit :

Vi) g, <2 [ [Vl i2dus, +2 [ Vi di, (5217
Rn n

Rn

Puisque g, — 0 lorsque o« — 400 donc il existe C5 > 0 indépendante de « telle qu’on a,
pour tout X € Bar, (0), au sens des formes bilinéaires :
dpa

Ci10(X) < gu(X) < O56(X) (5.2.18)

a une extraction d’une sous-suite prés (fi,)a>0. D’autre part, on a pour tout a > 0 et
tout X € By ,-1(0) :

Vialz, = po*[Vua(exp,, (1aX))[;

pia” iz (exp%,, 9)

= 2 X 2|V} = pi |V

et

dvg, = /Aet(§a)dX = \[det(uz2pes (exps, 9))dX
= \/ pig > ety (expz, 9))dX = p," \/ det(p (expz, g)) exp?, dx

= pg"\/det(expt, g) expl, do = p"\/det(g)de = p," dv,.

On a ensuite pour tout R > 0 :

/ |Vﬁa|§advga:/ |vua|§dvgg/ Vo dv,.
Br(0) BoRr(%a) M

Puisque la suite (uq)a>o0 est bornée dans HZ (M), il s’ensuit

/ Va3 dvg, = O(1). (5.2.19)
Br(0)

D’autre part, pour tous a > 0 et X € R”, ona: V1, (X) = pa (Vo) (paX). Donc il existe
Cs > 0 ne dépendant pas de « tel que

[Vials = pa (Z(Vm)?(uaX )) < Chlta- (5.2.20)

=1

I1 s’ensuit des inégalités (5.2.20)) et (5.2.18)) que :

Va2, a2dv,, = / Vial2, @2dvg, < Cs /
B3r, (0) Bsr

R’!L 4Q(O
Apa g
S C7,LLZ/ Uidvga S CG/ uidvg
B@(O B@(za)
Ha
2
2 2% (s) 2% (s)
< Gy / L@deg <Gy / “a_@)sdvg
B@(za) dy(; zo) IB@(za) dy(, o)
(5.2.21)
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2% (s)
ol les constantes C; > 0,7 = 7,8,9 ne dépendent pas de a. Comme fM Sj‘(x xff;) dvy, = 1,
pour tout o > 0, il s’ensuit de (5.2.20)) que

/ IVal2, @2 dvg, = O(1). (5.2.22)
Rn

En combinant les relations ((5.2.19) et (5.2.22)) avec (5.2.17)), on aura que

/ |V (Natia)]3, dvg, = O(1). (5.2.23)
Avec les inégalités (5.2.18|) on écrit :
~ 241 ~ < 241 ~
| wmtnBax < [ i) b vaGax < [ 9l du,
n R’i’l

(5.2.24)
Dow, (5.2.23)) et ((5.2.24]) impliquent que

n

[ IWtnRax = o)

Montrons maintenant que la suite (1,14 )a>0 est dans D?(R™).

Pour cela, on fixe @ > 0 et R > 0. La fonction 7,1, étant dans H7(R"), il existe donc
une suite (Ug,m)men qui est de Cauchy pour la norme || - || m2@rey telle que ugm — Nt

lorsque v — 400 pour la norme || - ||gzgny. 11 sensuit que (ua,m)men est une suite de
Cauchy dans l'espace (Df(R”), |- |l Df(Rn)) qui est de Banach donc il existe @, € D?(R")

tel que uq,m — g lorsque a — +oo pour la norme || - || p2(gny. L'unicité de la limite donne
le résultat demandé.

Ainsi la suite (1,1)as0 est donc bornée dans (D3(R"), || - || p2(rn)) qui est reflexif donc,
d’apres le théoréme de Banach, il existe & € DI(R™) tel qu'a une extraction d’une sous-
suite preés 1y, — U, lorsque o — +00.

Il reste & démontrer que u # 0. En effet, on peut écrire :

ﬁ2*(s)71
Njlly = g — Gy
s dQQ<X7XO,a>S
< A2 Uq K(n,s)™!

< Uq.
Y g (X, Xoa)* T dgy (X, Xoa)t "
La derniére inégalité est vraie car i, <1 et A < K (n,s)"!. Posons que

K(n,s)™!

F,X)=——F7—7—.
) = G X Xowy

Soit v €]%, 2[. On va démontrer maintenant qu'’il existe dy > 0 tel que la suite (Fy,)a>0
soit bornée dans L7 (B4, (0)) indépendament de . Il s’ensuit des inégalités (5.2.18) que

C5 ' P|X = Xool < dy, (X, Xo.0) < CHP1X — Xol. (5.2.25)
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et
C: " < et (go)(X) < C? (5.2.26)
pour tout X € Bp,(0). Deux cas a distinguer :

Cas II.1 : Xy — Xo lorsque o — +00. Dans ce cas, pour un ¢, > 0 fixé, il existe dy > 0
tel que
Xo,a € B, (Xo) UBg, (0) C By, (0)

sauf pour un nombre fini des X o, out Ry > 0 vérifiant (5.2.12)). Par suite, il existe Cjp > 0
indépendante de « tel que

dX dX
Fldvg, < Cg/ v v o S Clo/ ™ _ v 1+
/Bdo(()) s By (0) [ X — Xoal* Bagy (Xo.0) | X — Xo,al*

2do
< 011/ " dr < O,
0

avec (g, C1p > 0 sont des constantes qui ne dépendent pas de a.

Cas I1.2 : X, — +00 lorsque o« — +00. Dans ce cas, les inégalités (5.2.25)), (5.2.26) et
le Théoréme de la convergence dominé donnent que limg, o || F4||co, (o)) = 0. D’ott

/ Fldvg, = O(1),
Bag (0)

pour un dy choisi petit.

I s’ensuit des deux cas (I.1) et (II.2), qu'il existe dy > 0 tel que pour tout a > 0,
X, € Bg,(0) et fIBzd ) Fldvg, < Cia, avec C1p > 0 est indépendante de . De plus, on
0

a pour tout § < min(1,2 — s), G, € C%?(Bag, (0)) et 1, > 0. Il s’ensuit du Théoréme
4.1 dans Han-Lin|27] (voir aussi I’Appendice VI), qu'il existe Ci3 = Ci3(n, s,y,Cy) > 0
indépendante de a tel qu’a une extraction d’une sous-suite de (u)q

1= ]}gndoa(%() ﬁa S Cl3HﬁaHL2(Bzd0(0))7 (5227)

Puisque (74l )a>0 €st bornée et converge faiblement vers u lorsque o — 400 dans

D2(R™), il s’ensuit du Lemme que la convergence est forte dans L _(R"). En passant

a la limite dans (5.2.27)), on obtient que ||@| L2,y (0) > C3! et donc @ # 0. Ceci termine
la preuve de la IIéme étape du Théoréme [5.2.1}

ITIéme Etape : On va démontrer que

K(n,s)™' = lim \,.

a——+00

En effet, on a pour tout a > 0 : A\, < K(n,s)"! donc on peut extraire une sous-suite,

que 'on note aussi (Ay)a>0, telle que lim, o Ay = A. Supposons par 'absurde que

A # K(n,s)™'. Donc ils existent €y > 0 et a > 0 tels que pour tous a > ap, on a :
K(n,s) ' — Xy > €. (5.2.28)
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On sait, d’aprés la Proposition [1.2.1] que pour tout € > 0, il existe B, > 0 tel que pour
tout uw € HZ(M), on a

/M—W*(S) d . / Vulidv, + B /A *d
) < (K(n,s)+e€ u|, Vg + DB U dv,.

Si on prend u = u, et a > on aura donc

Be
K(n,s)+e’

1 < (K(n,s)—l—e)/ |Vua|§dvg—|—Be/ u?dv,
M M

— (K(n,5) + Ola(ua) < (Aa Ly ) .

sachant que la derniére inégalité est obtenue avec ((5.2.28]). Par passage a la limite quand
a — 400, on aura pour tout € > 0 :

1
1< A
- ()\+60+€)
1

En faisant tendre € vers 0, on obtiendra : 1 < =—. Ce qui n’est pas vrai. D’ott K (n,s)™" =
A = limg, o0 A Ceci termine la preuve de la IHeme étape du Théoréme [5.2.1]

IVéme Etape : On va démontrer quil existe A > 0 tel que @ vérifie faiblement sur

loc

2%(s)—1

Astt + At = K(n,s)™? &_XOP si limg 400 Xoo = Xo
Asu+ Au =10 si limg— 400 | X0,a] = +00.

(5.2.29)

Sous-étape IV.1 : Dans cette partie, on démontre les propositions suivantes :
1/ La suite (§a)a>0 converge uniformement vers la métrique Euclidienne ¢ localement sur
n

2/ Pour tout R > 0, on a :

CO(Br(0))

dg (X, Xo.0) | X — Xo|, si X est fini.

Preuve de 1/ : En effet, un D.L. de de Cartan pour g dans une carte exponentielle
(Bro(2a),expz!) centrée en z, permet d’écrire pour tout & = exp.'(peX) € Q, X €
BR(O) .

glexp (1aX)) = ((exp;})"0) (2a) + O(dy(2a, 2)%)
= 0(0) + O(|paX[*) = 6(0) + o(pta)-
Il s’ensuit que pour tout R > 0 et tout a > 0 (& extraction prés), on a :
9a(X) = 6(0) + 0r(pa) sur Br(0)
ot 0g(1) — 0 lorsque a« — +o0. D’out le résultat.

Preuve de 2/ : Pour cela, on considére, pour tout o > 0, la fonction
expz, g : Br,(0) = (Bil(R"), | - [loc)-
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Soit € > 0. L’application exp} g étant continue sur 0 donc (voir Appendice I) il existe
Tae > 0,limco7q, = 0 tel que pour tout X € B, (0) C B.(0) , on a : || exp} g(X) —
dlloc < €. Il sensuit que pour tout i,j = 1,...,n et tout € (B,, (24),exp.), on a :
|gij(z) — 6;;5] < €, et pour tout v € R™:

(1—=€)d(v,v) <exp; g(x)(v,v) < (1+¢€)d(v,v).

Il s’ensuit que pour tout X,Y € B, (0), on a:

VI =€l X = V] < dege_ o(X,Y) S VI T+ elX —Y].

Soit R > 0. Puisque lim,_,g 74, = 0 donc il existe oy > 0 tel que pour tout a > oy et
tous X,Y € Bg(0), on a :
desza 9(X7 Y)

VI—e< il ) o
‘=T x -yl <

1+e (5.2.30)

Soient n > 0, ' < 5745 Comme lim_,o /1 £ ¢ = 1, il existe donc €; = e1(n') > 0 tel

(1+R)
WIte—1]<7.

que pour tout € < €1, on a :
Soit € < €. Il existe donc, d’apreés (5.2.30)), il existe a;(e) > 0 tel que pour tout @ > oy
et tout X € Br(0), on a :

(1 =7)X — Xo,a| < dg (X, Xoa) < (1+7)[X — Xoal. (5.2.31)
D’autre part, on a que :
0
X = Xoa| S X - X,

En effet, on a :

<X—Xg7a,X—X07a > = <X—X(),X—X0>+<X0—X07Q,X0—X07a >
+2<X—X0,X0—X0’a > .

Il s’ensuit avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

[1X = Xoo* = |X = Xol?| < |Xo—Xol* +2 <X — Xo, X0 — Xoa >
S |X07a — XQ’Z + 2’X — X0| X ’X()’a — Xo‘

Ceci implique que la suite (|X — Xo4|),., converge uniformement vers [X — Xg|5 sur
Br(0). Par suite, il existe as(€) > 0 tel que pour tout a > s et tout X € Bg(0), on a :

1X — Xoa| — |X — Xol| <77 (5.2.32)

Les inégalités (5.2.31)) et (5.2.32)) implquent que pour tout o > max{ay,as} on a :

(1 =) (X = Xo| = 7') < dy (X, Xo,a) < (1+0)(|X = Xo| + 7).
Donc

|dg. (X, Xoa) — | X — Xo| n'(1+2R+17)

n.
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D’ou le résultat.
Sous-étape IV.2 : Soient R > 0 et ¢ € C°(Bg(0)). On va démontrer que

lim < V(Nalla), Vo >5, dug, = / (Vu, Vy)dX. (5.2.33)

a——+00 Rn n

En effet, on a démontré g, vérifie uniformement sur Bg(0) :

9a(X) = 6(0) + or(pta)

ot og(1) — 0 lorsque a — +o00. Il s’ensuit que

/ < V(Nalla), Vo >4, dvg, = / < V(Nala), Vo >5. v/ det(Ga)dX
R Br(0)

= / < V(Naly), Vo >s5 dX + or(pta),
Br(0)
(5.2.34)

ot 0g(1) = 0 lorsque o — +00. Mais (1414 )as0 converge faiblement vers @ dans D7 (R™)

qui est inclus dans H? (B(0)) alors en utilisant la fonctionnelle ®, € (HZ(Br(0)))" défine
par :

O, )= < VY,V >5dX
Br(0)

et d’aprés (5.2.34]), on tire le résultat (5.2.33)) demandé.

Sous-étape IV.3 : Démontrons qu’il existe A > 0 tel que pour tout ¢ € C2°(R")

lim o o linpdu,, = A / tpdX. (5.2.35)

a—=+00 Jpn n

On commence a voir que
e = O(1). (5.2.36)

En effet, I'égalité
Ia(ua) - )\oz

implique que

/ auZdv, < Ay < K(n,s)™ "
BRMQ(ZQ)

a2ua/ 4z dvg, < K(n,s)™". (5.2.37)
Br(0)
Du théoréme de convergence dominée de Lebesgue et a partir des données suivantes

Uy < 1,
. a—foo .
Tl =255 0 £ 0,

V det(@@z) =1+ O(Na)a

/ a2 dvg, M/ a*dX. (5.2.38)
B (0) B (0)
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De (5.2.37) et (5.2.38)), on tire

K(n,s)™*

2 )

QA plg < ——— = +o(1).
fBR(O) w?rdX

Dol (0®1tg)a—s+o0 €st borné indépendament de o.

Jr
On pose, & une extraction prés, A = lim,_,+ o?p,. En utilisant le théoréme de conver-
gence dominée de Lebesgue comme ci-dessus, on tire aisément (5.2.35)).

Sous-étape IV.4 : Soient R > 0 et ¢ € C®(Bg(0)). A une extraction d’une sous-suite
de (za)a>0, On considére, pour tout a > 0, la suite (hy)aso définie sur Bg(0) par :

i 2*(s)—1
X € Br(0) s ho(X) = e ;; = X(i))f(x)\/det(ga)(X).

On considére la fonction

@O (Xe(X)
X € Bp(0) = h(X) = pes o | Xo| < 400,
0 S1 |X0| = +00.
On va démontrer

lim [ ho(X)dX = | h(X)dX. (5.2.39)

a—=+00 Jpn Rn
On distingue deux cas :
Cas IV.4.1 : Xoo — Xo lorsque o — +00. Soit € > 0. Il existe donc oy = ay(€) > 0 tel
que pour tout a > ay, on a : X, € B:(Xo) Alors pour tout X € Br(0) \ B.(Xy), on a:

X — Xoals > |X —Xols — | X — Xoals

. €
5
Donc il existe Cy(€) > 0 tel que
hal < CL(E)lg. (5.2.40)

Puisque h, EmanaNy ) p.p. sur B(0) donc avec (5.2.40) et le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue on tire que

lim heo(X)dX = h(X)dX. (5.2.41)
=400 JB L (0)\Be (Xo) B (0)\Be(Xo)

De plus, il existe, par critére de compacité, C14 = Ci4(€) > 0 (indépendante de «) tel
qu’on a :

/ wx’ < 014/ _loldX
Bg(XO) Be(XO) |X - XO,O¢|5

ax
Cuall @l / S
B.(xo) | X — Xo,al

dX
Cullll [
Bae(X0,a) |X - XO,O&’(S

IN

IN

IA

2e
Cla / P e < Ce™ 0 (5.2.42)
0
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De méme, on démontre qu’il existe C15 = Ci5(€) > 0 tel que :

/ h(X)dX
BG(XO)

Soit maintenant n > 0. Pour cet n et d’apres (5.2.42)) et (5.2.43)), ils existent k1, ko2 > 0

tels que
/ hodX — hdX ‘ <
Br(0) Br(0)

S 01567173' (5243)

/ hodX — hdX ‘
Br(0)\Be(Xo) Br(0)\Be(Xo)

/ hadX’ + /
B.(0)

B.(0)

+ hd X

IN

/ hodX — hdX ‘
Br(0)\Be(Xo) Br(0)\Be(Xo)

+r1€"F 4 Koo (5.2.44)
D’aprés ([5.2.41)), il existe ¢y > 0, g > 0 tel que pour tous € < €y, a > a, on a :

hdX

/ hadX — < (5.2.45)
B (0)\Be (Xo) B (0)\Be(Xo) 3

Puisque lim, g k1€"* = 0 = lim g k2" "*, donc il existe ¢, > 0 (resp.es > 0) tel que
K1€"™* < & (resp. k1€"° < 7). En choisissant maintenant € < inf{e;, i = 0,1,2}, on tire

avec ((5.2.45)) qu’il existe ag > 0 tel que pour tout @ > o on a :

/ hodX — hdX
Br(Xo) Br(Xo)

Avec ((5.2.41]), ceci montre ((5.2.39)) dans le cas (IV.4.1).

Cas 1V.4.2 : | X | = 400 lorsque o = +00. Dans ce cas, on a lim,_, o dg, (X, Xoo)™° =
0 dans CO(R"). Il s’ensuit limg ;00 fBR(o) hodX = 0. Ceci montre (5.2.39) dans le cas
(IV.4.2).

En combinant les relations ((5.2.33)), (5.2.35) et (5.2.39) des sous-étapes (IV.2), (IV.3) et
(IV.4) respectivement avec (5.2.14)), celle de la Iére étape, on tire (5.2.29)). Ceci termine

I'étape (IV) de la preuve du Théoréme [5.2.1|

V éme étape : 1l existe Xy € R” telle que la fonction u vérifie au sens des distributions :
~2%(s)—1
U

| X — Xo|*

—S

<.

Asi+ Ad = K(n,s)™! (5.2.46)
En effet, d’aprés ce qui a été démontré dans 1'étape (IV), il suffit de démontrer que | Xy | =
O(1) lorsque a@ — +o0. Pour cela, on suppose par I'absurde que lim, o |Xo.a| = +00.
Dans ce cas, on a déja démontré que @ vérifie faiblement sur C°(R™) :

Ast + At =0, (5.2.47)

Soit 7 € C*°(R") telle que 7 = 1 dans B1(0), 0 < 7 < 1 et ) = 0 dans R" \ B,(0). On
considére maintenant R > 0 et on définit la nouvelle fonction de troncature 7z sur R”
par Np(X) = H(R1X). Multiplions (5.2.47)) par 7t et intégrons par partie :

/ (Vu, V(nra))sdX + A/ Hri* = 0. (5.2.48)

Afin d’obtenir une contradiction, nous aurons besoin du lemme suivant :

105



Lemme 5.2.2 On a :

. . A A A2
REIEOO Rn(Vu,V(nRU))adX = ||U||D§(Rn)-

Preuve du Lemme . En effet, soit R > 0. On a :

[ (Vi miysdX = [ alVafax + [ (Vi Vimisax (5249

R

Puisque @ € D?(R™) donc on tire avec le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue
que

. A ~12 A
Jim /R ARl VadX = [[al] e . (5.2.50)

D’autre part, on peut écrire avec les inégalités de Cauchy-Schwarz :

[ .V minax| < il x [ (Gniax
n Rn

IN

il % [ Viinf2itdx
B2r(0)\BRr(0)

016 2
@] %2 gy X —/ wdX.
TE) TR g, (00\BR(O)

IN

Des inégalités de Holder on tire

2
2

2 2
n

/ W2dX < (/ fﬂ*dX) x (C17R™)w,
B2r(0)\Br(0) B2r(0)\Br(0)

donc
2
2

2
/ (Va, V(ip)a)sdX < Casllal|s g X ( / a2 dX) ,
n B2r(0)\Br(0)

les constantes C; = ¢ = 16,17, 18 étant indépendantes de a. Du Théoréme de convergence
dominée de Lebesgue, on tire que

lim ¥ dX =
200 JByr(0)\BR(0)
D’ou
lim [ (Va,V(ig)i)sdX = 0. (5.2.51)
R—+o00 R
En combinant ((5.2.50)) et (5.2.51)) avec[5.2.49] on aura le résultat demandé. Ceci termine
le preuve du Lemme ([5.2.2)). O

Le Lemme [5.2.2| et ([5.2.48) donnent

R
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Maintenant si A # 0 alors

l i = — A7 il| o e
PUUY A [l p2 rny
ce qui n’est pas vrai Si A = 0 alors [|i p2rny = 0, donc @ = 0 p.p., ce qui est faux. D’ott
| Xo,a| 7 400 lorsque a@ — 4-00. Ceci termine I'étape (V) de la preuve du Théoréme[5.2.1]

VI éme étape : Dans cette étape, on démontre que A = 0. Pour cela, on suppose par
I’absurde que A > 0. On divise la preuve de cette proposition en sous-étapes.

Sous-étape VI.1 : On démontre que 4@ € L*(R"). En effet, Multiplions I’équation
(5.2.46)) par nra qui est dans H? L loc (R™) et intégrons sur R™ :

12" (s)
n n n - 0
D’autre part, daprés le Lemme[5.2.2] on a :
lim (Va, V(irt))sdX = ]| p2 n)- (5.2.53)

R—+o00 R

Comme la suite des fonctions (fg@i?)p=o est positive, croissante (car (ng)rso lest) et
converge simplement vers , il s’ensuit donc du Théoréme de Beppo-Livi que :

lim nri*dX = [ 4*dX. (5.2.54)

R—+o00 R™ R™

*(S)

(:B z9)s

Loy, =

Démontrons que 42" ()| X — X,|=* € L*(R"). En effet, on a pour tout a > 0 que N g
9

1. Donc pour R > 0, et sachant que Xy, — X, lorsque @ — 400, on obtient avec un
. |27 () .
changement de variable adéquat leR ) %dvga < 1. En faisant tendre o« — +00
Ja ) s
puis R — +00, on aura

/ = (5.2.55)
_ <1 0.2.95
e | X —Xo[* 7
Dot 42" )| X — Xo|=* € L'(R™). Du Théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on
tire
0" ®dX " ®dx
lim MR / — 2.2.56
W o XX S X Xl 5250

En combinant (5.2.52)) avec (]5.2.53D et (5.2.56)), on aura que

A2*(s)dX
lim A [ #pi2dX = K 1/ B TP Y[

Donc il existe k > 0 tel que

/ AR2dX < K.

Ensuite en passant a la limite quand R — +oo et avec (5.2.54)), on conclut que & € L*(R™).

Sous-étape VI.2 : Ici on tire une contradiction avec le fait que A > 0. Cela passera
par la proposition suivante dte a Filippucci-Pucci-Robert (voir larticle [20], Claim 5.3).
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Proposition 5.2.4 Soient f € C°(R"\ {Xo} X R) et u € D}(R™) N CHR™ \ {Xo}) N

H21 1oc R\ {X0}) une solution faible de Uéquation

Asu= f(x,u) surR"
On définit F(z,u) = fo x,v)dv et on suppose que F € CHR™\ {Xo} x R). De plus,
on suppose que la solution u vérifie uf(-,u), F(-,u) et z'(0;F)(-,u) € L*(R"). Alors

/n {n 3 uf () = 0F (2, 0) — wi(@F)(%U)} dz = 0. (5.2.57)

On considére maintenant la fonction

FIR\{X} xR — R

) = o= (

K —1),,2%(s)—2
(n,s)"|v| 8 —A) ”
| X — Xol3

et on vérifie que toutes les conditions de la Proposition |5.2.4| sont satisfaites pour f et u.
0*/ La fonction X € R"\ {Xo} — |X — Xo|~* étant continue donc f est continue sur
R™\ {Xo} x R.
1*/ On a :

u € H%loc(Rn \ {XO})

En effet, f(X,a) € L}, .(R"\ {Xo}) et @ vérifie faiblement sur C7°,
Aéa = f(X7 fb),

il s’ensuit de la Théorie standard des E.D.P. elliptique (voir par exemple [25]) que u €
H21,loc<Rn \ {XO}) D’on

i € DY(R") N Cn(R™\ {Xo}) N Hy o (R™\ {Xo})

et est une solution faible de 1’équation

(R™) I'équation

2%/ On pose F(X,1) fo f(X,v)dv. On a donc :
127 (s)

F(X,t) = Clm

t?
— AT e C'R"\ {Xo}),
avec ¢} = —K(QZ’(Z))A

3*/ On va démontrer que af(-,4), F'(-, ) et '0;F (-, ) sont dans L'(R").
En effet, on a :
K(n,s) ta*®)

af(-a) = — Ad?.
ft,4) | X — Xol;
Sachant que 4 € D?(R") — L2 (s)(|Xf§0|g), donc
A X 02 () 9
fof Gl < o |l o + 1)
2% (s ~
- [II [ ||u|riQ<Rn)]
6

< +oo,
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Par suite, af(-,4) € L*(R™). De la méme fagon, on démontre que
~2%(s) ~2

" AL e LV(®n).

F-i)=¢cj————

Finalement, on a pour tout ¢ =1,...,n:

52 (s) '
~ c1u
&F LU =
e (\/Z?zl(Xi - X0,¢)2>
(Xi — Xoi) o (s)

X — X

Donc

X — X)) OF(-,0) = —c18 .
( 0) (@) 018|X — Xo|*

D’ou (X — XO)Z&F(,ﬁ) € Ll(Rn)

Il s’ensuit de tout ce qui précede (0*/ ... 3*/) que @ et f vérifient toutes les conditions

de la Proposition [5.2.4] il en résulte que

/n (n 3 )~ mF () — (X Xo)iaiF(ua)) dX =0.

2

En calculant le coté gauche de I'équation ci-dessus, on aura

27 (s)
/ c3K(n, s)_lu— + Au* ) dX =0,
n | X — Xo|*

n—s __

s = 0. Par suite, on a :
(s

avec c3 = ”T’2 —

~

A/ W2dX = 0.

Comme @ € L*(R"), 4 # 0, donc A = 0. Ce qui contradit I’hypothése de 'absurde A > 0
supposée au début de la partie. Ensuite, A = 0. Ceci termine ’étape (VI) de la preuve
du Théoréme [5.2.1] Par conséquence, I'étape (VI) implique qu'il existe X, € R™ telle que

la fonction @ vérifie au sens des distribution :
AKX
u2 (s)—1

A(s’& = [((’)’L7 S)_lm.

VII éme étape : On démontre qu’il existe a > 0 tel que

n—2

2—s

ansk = 2—s
u(X) = f 11 XeR"
u(X) <a2—5+\X—X0|2—5> or a ,

avec k>~ := (n — s)(n — 2)K(n, s).
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En effet, pour R > 0 fixé, on multiplie I’équation ([5.2.58)) par gt qui est dans Hiloc(R”)
et on integre sur R" :

02 ()

0, V((ra))sdX = K(n,s)™" | frre—o—dX.
[ (Vi Vmigsax = K57 [ nrg—

Avec le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on aura quand R — +oo :

@ dx
. |Va|?dX = K(n,s)™" /R XX (5.2.60)
Or la définition de K (n,s) implique que
a2 ) e
(/R |X_—XO|SdX> < K(n,s) . Val*dX. (5.2.61)
Ensuite, (5.2.60) et (5.2.61]) impliquent que
4276 o)
(L) =
Donc e
/Rn e e (5.2.62)

D’autre part, on a pour tout a > 0 :

W2
2 dv, =1.
/]\/[ dg(xa I.O)s !
Donc
BRHQ(ZQ) dg(fl?,.iljo)s 9 ]BR(O) dga <X7 Xo,a)s [e” o BR(O) dga (X7 Xo,a)s Ja

Les mémes arguments que ceux utilisés dans la sous-étape (IV.4) de la preuve du Théo-
réme [5.2. 1] montrent que

2%(s)

N 2*(8) N
lim |77aua| ’u

_malal” © / I L
a=+oo Jp ooy dgo (X, Xoo)® 7 Br0) | X — Xo|*

Puis du Théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on déduit par passage a la limite
quand R — +00 que

02" ()

Les inégalités (5.2.62) et (5.2.63)) impliquent que

72" ()
——dX =1.
/]Rn | X — X
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On déduit que @ est un minimiseur pour l'inégalité Fuclidienne de Hardy-Sobolev. En
se référant au Lemme 3 dans [14] (voir Chou-Chu [12], Horiuchi [33] et voir aussi Théo-
réme 4.3 dans Lieb [39] et Théoréme 4 in Catrina-Wang [10]), on conclut que 4(X) =

n—2
b(c+|X — Xo|>*) 2= avec b > 0 et ¢ > 0. En posant que ¢ = a®* et b = (ak)52 et en
passant aux coordonnées polaires (r = | X — Xy|), sachant que @ est une fonction radiale,
on aura :

—1
Asii = —(@3a+"r ara)

= —(ak)'T {—(n—Q) [TS< (1—s) _ (n— s)r*s ] )

a2—s + T.Z—S)ﬁ Ts(a/2—s + T2—s)%+l

= 2—s
(n—l)(n—223} _ (ak)3 (n_%?,s _(n_8)+%]
TS(CLZ—S +T2—s) 2=s Ts(a2—s —0—7”2_5) - a2—s 4 r2—s
T (n—2)(n—ys) _  BHisp 252 (n—2)(n — s)a2 (-1
TS(CLZ*S + /r-278)gf_::+1 ’I“S(ak‘)#
 (n=2)(n—s) y 427 (9)-1
k2—s rs :

Mais @ vérifie 'équation (5.2.58)), d’ou (5.2.59)). Ceci termine I’étape (VII) de la preuve
du Théoréme [£.2.1]

VIII éme étape : Dans cette étape, on démontre qu’a une extraction d’une sous-suite
pres, nat, — 4 dans C’féﬁc(R”), pour tout 5 €]0, min(1,2 — s)|.

En effet, d’apres Détape (VII), ils existent 4 € D?(R") et a € R*, A > 0 tels que @ vérifie
pour tout X € R" :

~2%(s)—1

L faiblement. (5.2.64
| X — Xo; ( )

A(X) = a (A + X = Xo[2*) 5 et Agii= K(n,s)”

Soit maintenant R > 0 et p €|n/2,inf(n,n/s)[. D’aprés I'étape (I), on a pour tout a >
0, @ vérifie 'équation Ay ., = Fo(t,) faiblement sur C*°(Bg(0)) avec Fy(uq)(X) =
)\a% — apli, et i, € Hf(Bg(0)). De plus, pour tout a > 0, Ay, est strictement
elliptique (car g, est définie positive et il existe Ao > 0 tel que det(g;') > o) et F, €
LP(Bgr(0)) (car @, < 1). Il s’ensuit de la Théorie LP des E.D.P. elliptique (voir [25])
que U, € HY(Bg(0)) et pour tout R’ < R, il existe Cjg = Ci9(M,g,s, R, R',3) > 0 ne
dépendant pas de « telle que

o]l 128,00 < Cio (ldallzr @) + 1 Fallir®r(0)) - (5.2.65)
Puisque p > 7 et i, < 1 donc ils existent Cop, C2; > 0 ne dépendant pas de a tel que
HﬁaHHf(BR(O)) < Cy et || Fullr@r(o) < Con. (5.2.66)

Or il existe, d’aprés la 2éme inclusion de Sobolev, Cy > 0 ne dépendant pas de « tel que
pour tout a > 0 :

[tallco.sBpy ) < Co2lltalluz®,y ),
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ceci est pour tout S €]0, min(1,2 — s)[. De la derniére inégalité et celles de (5.2.65)) et
(5.2.66|), on tire qu’il existe Cy3 > 0 ne dépendant pas de « tel que pour tous o > 0 et
€]0,min(1,2 — s)[ :
[talco.8B,y ) < Cos-

La suite (1, )as0 est donc bornée dans C%#(Bx (0)) indépendament de «. Il existe ensuite
u € CO(BR(0)) tel que % = lim, o 1y dans CO?(Bx(0)), pour tout 3 €]0, min(1,2—s)].
Par convergence dominé, on démontre alors que iiq, “——— % dans L? (R™) . Mais la suite
i, converge faiblement vers 4 et est bornée dans D?(R") donc d’apreés le Lemme ([5.2.1)),
o — U lorsque a@ — +oo dans LfOC(R”), a une extraction d’une sous-suite prés. Par
unicité de la limite dans L2 _(R™), on tire que la suite (i, )as0 converge fortement vers @
dans C%#(Bx (0)). Ceci termine 1'étape (VIII) de la preuve du Théoréme m

Les étapes de (I) a (VIII) montrent le Théoréme [5.2.1] O

Corollaire 5.2.1 A une extraction d’une sous-suite de (o)a>0, 01 @ dy(To, To) = 0(fta)
lorsque o — +00 et la suite (N, ) (comme dans le Théoréme converge faiblement

vers @ dans D2(R™) et fortement dans C2:2(R™) pour tout 8 €]0, inf{1,2—s}| avec (X) =

5 loc
n—

< L2—s )27—3 pour tout X c Rn et kQ—S — (n _ 2) (n — S)K('ﬁ,’ S). De pl'U/S,

k2—s+|X‘2—s
2*
. . U (&)
lim lim —deg = 0.
R+0007400 Jangp,  (a0) dg(T5 Z0)

Preuve du Corollaire : On applique tout d’abord le Théoréme avec z, =
7,. Dans ce cas, on obtient 7,i, — 4 in C°(R") as @ — +oo. Ceci implique que
limg— 400 Ua(0) = 0(0), mais 4,(0) =1, d’ou 4(0) = 1.

Puisque 4(0) = 1 et ||@]|o = 1, donc 0 est un maximum de @. D’autre part, on voit a partir
de la forme explicite de u donnée par le Théoréme que pour tout X € R", X # X,
u(X) < a(Xp). Ceci implique que Xy = 0. Par suite, on obtient, & une extraction d’une
sous-suite de (zq)as0, que

dg(Ta, T0) = pads, (Xo0,a,0) = ta|Xo.al = 0(tta)- (5.2.67)

On applique maintenant le Théoréme [5.2.1] avec 2, = ¢ : ceci est possible a cause de
(5.2.67)). Avec le changement de variable X = u ' exp,!(z), on écrit

2*(s) A~ 12*%(s)
/ |ua sdvg = / |ua s dv?]o,a
Brug (x0) dg(% 1’0) Br(0) ’X’

avec Jo.o(X) = exp; g(1aX), et obtient en appliquant le Théoréme de convergence do-
miné lorsque av — +00 puis lorsque R — +oo et avec le Théoréme [5.2.1] que

ui*(s) |t 2*(s)
lim lim ———dv, = lim lim —o—dvg
R—+00 a—+00 By (20) dg(l', 1‘0)5 R— 400 a—+0o0 B (0) |X|S )
w2 ()
= dX =1. 5.2.68
N o208

La derniére relation (5.2.68) et ||uq|2+(s),s = 1 montrent que

ui (s)
lim lim

———dv, = 0.
R—+o00 a—+00 M\BRy,, (z0) dg(ZE, xO)S !
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5.3 Inégalités optimales de Hardy-Sobolev

5.3.1 Preuve du Théoréme.

Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 3, zy € M,
s €]0,2], et 2*(s) = % Iexposant critique de Hardy-Sobolev. Dans cette section, on

va démontrer que la premiére meilleure constante K (n, s) des inégalités de Hardy-Sobolev
(voir chapitre 2) est atteinte, c.a.d. qu’il existe By = By(M, g, s, z9) > 0 telle que pour
tout v € H(M) on a :

(A%dvg) O} K(n,s (/ IV|2dv, + R, )/MUdeg). (5.3.69)

Pour cela, on va raisonner par 'absurde en supposant que K (n,s) n’est pas atteinte.
Ce qui est équivalent & I’hypothése de 'absurde suivante : Pour tout a > 0, il existe
U, € HX(M) tel que

@, " K Vi, |2d i2d 5.3.70
- av > K(n,s Uq|"aAVy + U, dvg | . 3.
(/M TR ) ( >(/Mr o [ ) (5.3.70)

On note pour tous a > 0, v € HZ(M) :

I (v) = / (IVol* + av®)dv,,
M
et sivZ0,
IV + av?)do,
|v|2 (s) 2*(5)
(fM dg me)S )

Afin d’arriver & une contradiction, nous procédons par étapes :

t Ao = inf Ja (V).
veHF (M)\{0})

Ja(“)

Iére étape : Dans cette étape, on démontre que pour tout a > 0 il existe u, €
COP(M)NC%(M \ {x0}), pour tout 8 €]0,min(1,2 — s)[ et tout @ €]0, 1] tel que u, est
strictement positive sur M et vérifie faiblement sur C*°(M) :

2*(s)—1

U
Agug + oty = Ayg————— 5.3.71
g dg(l',$o)s ( )

avec I, (uq) = Ao €]0, K(n,s)"'[ et fM |“a| ()dvg =1.

(z,x0)3

En effet, soit o > 0. Pour cet a > 0 il ex1ste7 d’aprés 'hypothése de 'absurde ([5.3.70)),
o € HE(M) telle que

2
~ 2% (s) PO}
——dv > K(n,s Vil |*dv +a/ a2 dv )
Latmytn) =00 ([, oo [ s,

Donc J, (i) < K(n,s)~!. Do, on a :

Ao < K(n,s)™".
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Le Théoréme [2.1.1} implique ensuite le résultat demandé.

ITéme étape : En suivant les arguments de Druet dans article [15] (voir aussi I'article
[28] d’Hebey), on démontre qu'il existe une constante Cy4 > 0 telle que pour tous z € M
et a>0,0n a:

dy(0, )2 Lug(z) < Oy (5.3.72)
En effet, on suppose par I'absurde qu'il existe une suite (y4)a>0 dans M telle que
ng\l/)f dy(0,2)% Mua(2) = dy(70, Ya) 2 e (Ya) (5.3.73)
et
al—igloo dy (0, Vo) 2 (Vo) = +00. (5.3.74)

M étant une variété compacte, il s’ensuit de (5.3.74) que lim, 1 Ua(Yo) = +00. Mais

d’aprés la Proposition , on a, & une sous-suite pres, lim,_, ;o u, = 0 dans CfSC(M \

{zo}) donc & une extraction d’une sous-suite preés, y, — 2o lorsque @ — 0o. On pose
—2

pour tout a > 0, 7, = Ua (Yo )" 2.

Sous-étape II.1 On démontre que pour tous a > 0 et R > 0,

2%(s)
/ ua—dvg < er+o(1) +/ ua—dvg,
B

fo (Yor) dQ(x’ T)® Big, (¥ ) BRu (x0) dg(xa o)
= ep+o(1), (5.3.75)
ol er désigne, ici comme dans la preuve, une fonction réelle vérifiant limg_, ;o eg = 0 et
lim, 400 0(1) = 0.

Pour cela, on considére p > 0. Puisque y, — xg et 7, — 0 lorsque a@ — +o00, On écrit
donc a une extraction d'une sous-suite de y, :

2%(s) 2%(s)

/U/a Ua
U :/ I (5.3.76)
/Ia% we) d9(.20)* 7 B, (g, (eo) do(, 20)

Soit R > 0. Il s’ensuit du Corollaire [5.2.1] et de la Proposition [5.2.1] :

2%(s)

U
————dvg = er +o(1).
/Bp(xo)\BRua (zo0) dg(ma xO)S g

D’ou
2*(s)

/ uQ*(s) u
% dv. = / % v
8, (o) do(@,20)" 7 21, (o) By (a0) Do(T:T0)* 7

w2 ®
- o
Brg, (ya)N(Bp(20)\BRug (70)) dg(z, z9)
2%(s)

Uy
+ / —————dv,
Br (3o) B (20) B (75 T0)
2*(s)

U
< entol) +/

B

Y,
(vo) B (0) Do (T, T0)*

o

(5.3.77)
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On distingue deux cas :

Cas I1.2.1 : B; (yo) N Bpru, (ro) = ¢. Dans ce cas, on obtient immédiatement (5.3.75)) a
partir de ([5.3.77)).
Cas 11.2.2 : B; (yo) N Bry., (z0) # ¢. Dans ce cas, on a :

dg(x(h ya) < TAa + R,U/a- (5378)

De (5.3.74]), on tire que
Ta
lim — =0. 5.3.79
a—400 dg(azo, ya) ( )

Avec (5.3.78)) et (5.3.79), on peut donc écrire

T_a _ To % dg({L‘07yoz) S Oa(l) <T_Oé —|—R) )
Ha dg (5607 ya) He Mo
D’ou .
Ta
™ = 0a(1) et dy(z0, Ya) = O(fta)- (5.3.80)

D’autre part, on considére une carte exponentielle (Qg,expgol) centrée en xy telle que
exp,, () = Br,(0), Ry €]0, ig(M)[. Sous les hypotheses du Théoreme [5.2.1] on pose que

Za = o et on considére les vecteurs Y, = p ' exp,!(ya), la suite (tq)qso des fonctions

définie par X € Bg,(0) — G4(X) = ,ug_lua(expx0 (o X)) et la famille des métriques
Riemanniennes go : X € Bg,(0) — exp}, g(1aX).

Par arguments de compacité, il existe une constante Cys > 1 telle que pour tous X, Y €
Rn) :U’a|X|7,U’a|Y| < RO :

Cos' | X = Y| < dg, (X, Y) < Co|X =Y. (5.3.81)

Avec (5.3.80)) et (5.3.81)), on tire

Vol = O(1) and p;" exp,) (Br, (4a)) C By, s (Ya)- (5.3.82)
e dy( ) O(pta)

¥ ¥ ay L o

[Yals < Casdy, , (Ya,0) < 025M < Oy :

et pour X' € R" :

pa X' € exp, ! (By, (Ya))
d9<expzo (/’LO&X/>7 ya) < f’a

X' € g exp; (Br, (ya))

dg<epr0 (ILLO&X,>7 eXpCEO (IU/OZYOZ)) < fa
#’Oédg()’a (X/7}>Oé> < TA‘OC
11aCoit | X! — Yals < T

’X’ — ?alé" < 025;—a

A

X' e IBCQS%(YQ).
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Avec (5.3.82)) et le changement de variable X = p ! exp;o1 (x), on obtient que

/ uZ*(S) u2*(8)
—* v, < / .
Bi (¥a) BRuq (z0) dg(x’xo)s ! Big (¥a)NBRrug (To) d9($7 x0>s J
~2%(s)
(%
</ .
fia ' expig (Bsy (ya)) dﬁo,a(X: 0)s 90
a2
< / - dvg, .,
B, ro (Ta) dgy . (X,0)5 %
© pa

Par convergence dominée et avec le fait que 7, = o(u,), on tire

/ w2
— v, = o(1).
Brg, (Yo ) B (To) dg<I,x0)5 I

De la derniére relation et de (5.3.77)), on tire ([5.3.75]). Ceci termine la sous-étape (I11.2).

Sous-étape I1.3 : On considére maintenant une famille (Qa,exp;al)a>0 des cartes ex-
ponentielles centrée en y, et on définit sur By .-1(0) C R", Ry €]0,i,(M)] la fonction
e (X) = fg_lua(expya (7o X)) et la métrique go(X) = exp; g(7.X). En utilisant des
arguments similaire a ceux de la preuve du Théoréme (la 1T éme étape), on tire

quil existe u € D?(R") telle que @, — @ faiblement dans D?(R") lorsque o — 400. On
démontre que @ # 0 et que i, — u dans CP (R") lorsque a@ — +00.

loc
En effet, avec (5.3.73)) on a

_ dg(xoyya) L
Ua(X) < (dg( < X))) (5.3.83)

To, exp,, (Ta

pour tout X € By .-1(0). Etant donné R > 0, on obtient par les inégalités triangulaires
que pour tout X € Bx(0)

dg(o, exp,, (TaX)) > dg(70,Ya) — Ria.

Avec ((5.3.83)) et la derniére relation, on obtient pour tout X € Bg(0) que
—2

4 (X) < (1 - Rm) o (5.3.84)

Mais (5.3.74]) donne d,(xo,ya) ‘7o = o(1). En combinant cette derniére relation avec
(5.3.84), on aura pour tout X € Br(0) que @,(X) < 1+ o(1) dans C°(Bx(0)). D’ou la
suite (Ua)q est bornée dans C7) (R™).

En utilisant des arguments similaire a ceux de la preuve du Théoréme (la IT éme
étape), on prouve que que pour p > 0 bien choisi pour tout a > 0, Ay Uy < UaFy
faiblement sur By,(0) et que fBQ,,(o) Frdge, < Cy avec In/2,n/s[, Cy > 0 indépendante
de . On tire avec le Théoréme de Han-Lin (voir Appendice IV) qu’il existe une
constante Cy7 > 0 indépendante de a telle que ||tq || z2(s,,0)) > Corl|tal =, (0))- Puisque
pour tout a > 0, on a : %,(0) = 1 donc on tire de la derniére inégalité que ||tq||z2(,,(0) >
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Cor. La suite (u, ), étant bornée et convergente faiblement dans D?(R™) donc elle converge
localement dans L*(R"™). D’ou @ # 0. On démontre comme dans la preuve du Théoréme
(la VIII éme étape) que (tq)q — @ dans C’IOOC(]R”). Ceci termine la sous-étape (I1.3)

de Ta preuve du Théoréme [5.1.0]

Sous-étape 11.4 : On tire ici une contradiction. En effet, avec (5.3.75|) et les données de
I’étape précédente, on écrit pour tout a > 0 que

ﬂQ*(S) u2 (s)
—  dv,, :/ ——dv, = o(1) + g, (5.3.85)
/131(0) dgo (X, Xo.0)* 7 By, (va) do(T,T0)* g

ou la fonction eg : R — R vérifie limg o eg = 0. Par convergence dominée, on obtient
a la limite lorsque a@ — 400 puis R — +o00 : lel(o) | X|*u*"*)dX = 0. Contradiction car
€ C°(B1(0)) et w(0) = limy_,0Ua(0) = 1. Ceci termine la sous-étape (I1.4) et achéve
ainsi la 2éme étape de la preuve du Théoréme [5.1.1]

ITIéme (et derniére) étape : Ici, on tire une contradiction avec (5.3.70). On adapte
la stratégie utilisée dans les articles [15], [28] de Druet et d’Hebey respectivement pour
notre preuve.

En effet, on fixe p €]0,4,(M)[ suffisamment petit et on considére une fonction différen-
tiable de troncature n sur R™ telle que 0 <n < 1,n = 1sur B,(0) et n = 0 sur M \ B,,(0).
On définit maintenant la fonction de troncature 1y sur Bsy,(zo) par 79 = 1o exp;ol. On
pose dr = (exp,))*dX et dy = (exp,))*d. Finalement, on considére deux constantes
Css, Cy9 > 0, indépendantes de « telles que [Vigl, < Cag et [Agngl, < Cog. L'inégalité
Euclidienne de Hardy-Sobolev donne pour tout a > 0 que

2

2*(s) 3 (5)
N(Uq © EXP,
(/ " |X|s0)| dX) SK(n,s>/ V(1o 0 exp,,))[5dX.

Ceci implique que, pour tout o > 0, on a :

2

ot d no <K \V/ 24 5.3.86
(/MW x) = (”’S)/M| (Moua)[5, de. (5.3.86)

Afin d’obtenir une contradiction, nous estimons le membre droite de I’équation (|5.3.86)
en comparant la norme L* de |V (nouq)|5, dans (M, d) avec celle de |Vug|, dans (M, g)
ainsi que le membre gauche de I’équation (5.3.86) en comparant la norme L? ) de nou,
dans (M, do, dso(d—)) avec celle de u, dans (M, g, —22—). On note ro(z) = dy(x, x0) la

x
,20)3 dg(z,x0)*

distance géodésique & xy. Le développement de Cartan de la métrique g (voir [37] pour
la preuve) dans la carte exponentielle (By,(z¢), exp,') donne

[ VB de = [ (14 Curb@)IV i) 31 + Curd()de,
M M

[ Vo), + Can [ @IV )
M M

/ IV (1ot 2y + Cs / PR Val2du,
M M

IN

IN

+Csy / uzdvy, (5.3.87)
M\Bp(mo)
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avec C; > 0,7 = 30,...,34 indépendante de . D’autre part, on obtient par intégration
par partie :

/ IV (oua) 2o, = / 7RI Vual2dv, + / oA o do,
M M M

< / Vg |2dvg + Css / uZdv, (5.3.88)
M M

On pose maintenant fy := n2r2 qui est une fonction différentiable sur M. Donc

/ nere | Ve 2dv, :/ (V(foua) — uaV fo, Vug) 4dvy. (5.3.89)
M M

En multipliant I’équation (5.3.71)) par fou, et puis en intégrant par partie sur M, on
aura :

/(V(foua),Vua)gdvg = /(Agua)fouadvg
M M

2%(s)
Uq
Aa fo—dvg. (5.3.90)
M d9<x7 xO)s
Mais d’aprés 'étape précédente, il existe une constante Css > 0 indépendante de « telle
que

2(2—s)

ul (@) dg(x, 20)** = (Ua(x)dg(%wo)%_l) "2k ()
< COseui(z). (5.3.91)
Puisque A, €]0, K(n,s)"![, on obtient avec (5.3.90)) que
[ (V). Vuagog < Cor [ )i, (5.592)
M M

avec (37 > 0 indépendante de a. Intégrons par partie

1
/M(Vfo,Vua)guadvg:/MiuiAg(fO)dvg < ng/Muidvg, (5.3.93)

avec C3g > 0 indépendante de . Combinons (5.3.93)) et (5.3.92)) avec ((5.3.89)) :

/ oo Vua|2dv, < ng/ uzdvy, (5.3.94)
M M

avec (39 > 0 indépendante de «. Ensemble, les relations (5.3.87), (5.3.88) et (5.3.94)
donnent

/\V(noua)@od:vg/ ]Vua|§dvg+04o/ uidvg, (5.3.95)
M M M

avec (o > 0 indépendante de .

D’autre part, le Lemme de GauR implique que dj (z,20) = dg(x,z0) = |exp,)(z)|. En
écrivant dr = dv, + (1 — y/det(g))dx, on obtient avec le développement de Cartan de la
métrique g

[moual*" noual* ) noua]® ) 2
& (oo T2 Aoy 2 T )L do G agye 0 (@) 5.3.96
/M dgo(x,xo)s ar dy(, 10)* g w dy(@, 20)° 17 (x) ( )
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avec Cy; > 0 indépendante de a. Avec ((5.3.91)) , on tire

2(2—s)

2 2*(s
75 () |[M0tal (5) / n_q\ 2228,
de < o()d, (2, ne2 d
/ 4, (z, 70)" r < Cyp (u (x)dg(x, x0)2 ) u, (x)dvg

< 043/ u? (x)dv,, (5.3.97)
M

avec Cyo,Cy3 > 0 indépendantes de a.. Puisque pour tout o > 0,

/dg(:p,xo) |n0ua| dv <1
M

et [,, uidvg, = o(1) & une sous-suite prés, il s’ensuit de (5.3.96)) et (5.3.97) que

2 2
2*(s) 2% (s) 2% 2% (s)
|7?Ouo¢| de > / |770ua| vy — 043/ ui (x)dvg
M d50(957$0) (z,20)* M

Mdvg — O / uZ (z)dv,. (5.3.98)
v dg(x, 20)* M

>

Maintenant, la définition de 79 donne que

’noua’f(s) p / ul 2%(s) ; / ugj(s) ; : )
—dv, > ——dv, — ——dv,. 5.3.99
a dy(w,20)° 7 wdg(x,20)* 7 Jans, (o) do(@,20)* 7

Puisque u, — 0 lorsque a — +00 dans Cp (M \ {zo}) (voir Proposition [5.2.1)), donc il
existe une constante Cyy > 0 indépendante de « telle que

W2 202
/ — dv, < sup I —— / Uidvg
M\B, (z0) @g (T o) 2€M\B, (zo) \ dg(T, T0) M\B, (o)

< Cy / u?dv,. (5.3.100)
M

En combinant (5.3.71)), (5.3.99) et (5.3.100), on aura

|770Uoc|2*(8) 1 </ 2 / 2 )
—_dv, > — Vugl2dv, + a u dv
M dg(l'; m0)5 I Aa M ’ lg I M I

—044/ u?dv,. (5.3.101)
M

Ensemble, les relations (5.3.101)), (5.3.98) et avec le fait que A\, < K(n,s)”! donnent

2°(s)

2% (s)
( [0t da:) > K(n, S)/ |Vua\3dvg+(OéK(n,S)—C45)/ utdv,, (5.3.102)
m ds, (z,20)* M M

avec Cy5 > 0 indépendante de a. Combinons maintenant ((5.3.95)), (5.3.102) avec (5.3.86)

(Cys — a)/ uZdv, > 0, (5.3.103)
M

avec Cyg > 0 indépendante de . Contradiction car o« — 4+00. Ceci termine la preuve du
Théoréme 5111
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5.3.2 Inégalités optimales de Hardy-Sobolev : Preuve

Preuve du Théoréme : En effet, I'inégalité optimale ((5.1.1)) est le résultat du
Théoréme [5.1.1, On note B := By(M, g, s,xo) (pour simplifier). Il s’ensuit de (5.1.1]) et

de la définition (5.2.3)) de I, que

K 1< inf  Tx(ns- 5.3.104
(n»S) > uerl(I}J)\{O} K(n,s) 1B(U) ( )

On reprend la suite des fonctions-tests (w.). définie sur M comme dans (3.1.6) (dans la
Proposition 3.1.1)). Il s’ensuit de cette Proposition que

IK(n,s)—lB(we) = K(”a 8)_1 + ’ynQn($0)96 + 0(96)

lorsque € — 0, avec 7, > 0 pour tout n > 3, 0, := e sin > 5, 0. := 2In(e!) si n = 4,
0. :=esin=3, et

Q(20) := K(n,s)'B — (n —2)(6 —s)

] > N = —
12(2n — 2 — s)scalg(xo) sin = 45 (o) Bro (o),

Bz (o) étant la masse de la fonction de Green de 'opérateur A, + B‘)(%Tg’;m en xg (voir
i5.1.2

Appendice V). De (5.3.104)), on tire que Q,(M, g, s, x9) > 0. D’otl . O
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Chapitre 6

Appendices

6.1 Appendice 1 : Résultats de géométrie différentielle
et d’Analyse.

6.1.1 Rappel sur la carte exponentielle.

6.1.1.1 Géodésiques et Fonctions exponentielles

Fonctions exponentielles. Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension n,
V la connexion de Levi-Civita associée a g et x € M. Pour X € T, M, on note 7, x(t)
I'unique géodésique sur M de paramétre ¢ dans [0, €(X)] qui vérifie

1ex(0) =7 et T, (0) = X. (6.11)
On note to(X) = sup{e(X);t € [0, e(X)] — v, x(t) est définie}.
Définition 6.1.1 Soit x € M. L’application exponentielle en x est définie par
exp, : X«(M) — M
X = x().

Notons que, I'application exponentielle exp, est bien définie car M est compacte donc
compléte.

Définition 6.1.2 On définit la métrique Fuclidienne 6 sur R™, pour tous v,w € R",
par :

n
d(v,w) = Z v’y (6.1.2)
ij=1
ou les v¥,wh k = 1,...,n désignent respectivement les composantes des vecteurs v et w

dans une repére orthonormale de R", 6;; étant le symbole de Kronecker.

Soit maintenant {ey, ..., e, } une base orthonormée de (7, M, g(x)). L’application suivante
o, (T,M,g(x)) — (R",0)
X =Xe — (X',..., X"
est une isométrie vectorielle, i.e. ¢, est une isomorphisme algébrique et pour tout X €
T M, | Xg@) = [[(X*)ills- On note xo = Pa(Xa).
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Proposition 6.1.1 Pour tout x € M, il existe ¢ > 0 et un ouvert 2, C M contenant x
tel que lapplication exp, o®, ' : B(0,¢) — Q, est un difféomorphisme.

Remarque : Dorénavent, on identifie Papplication exp, o®,! avec 'application expo-
nentielle exp,.

6.1.1.2 Cartes exponentielles et propriétés

Définition 6.1.3 (Carte exponentielle.) Soit x € M. Le couple (2, exp,!) défini
comme dans la proposition est une carte différentiable compatible avec ’atlas dif-
férentiable maximal de M et est appelée la " carte exponentielle au point x ", et les
coordonnées associées a la carte exponentielle sont appelées " les coordonnées géodésiques
normales au point x".

Proposition 6.1.2 Soit x € M. La carte exponentielle (£, exp, ') au point x vérifie les
propriétés sutvantes :
1/ (2, exp; ) est une carte normale au point x, i.e.

(exp; 9)(0) =0 (6.1.3)

2/ Pour tout X € T, M et pourt suffisament petit, on a
exp, (Ve x (1)) = (tX1, ... tX™), (6.1.4)

ot les X' désignent les composantes de X dans (0, exp; '), et v, x(t) est comme dans

6.1.1).

Définition 6.1.4 (Rayon d’injectivité). E tant donné (M,g) une variété Rieman-
nienne compléte, x € M. On définit le rayon d’injectivité de (M, qg) au point x, et on
le note i,(x), comme étant le plus grand des réels strictements positifs r pour lesquels
toute géodésique vy : [a,b] — M isuue de x et de longueur l,(7) == g(z)(v,7") < r, est
forcément minimisante, c.a.d. d,(y(a),v(b)) = l,(y). On définit le rayon d’injéctivité de
la variété (M, g) par i,(M) = inf,epig(x).

Notons que : i,(M) > 0 car M est une variété compacte.

6.1.2 Meétriques et normes équivalentes.

Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n. Soient € €]0,i,(M )]
et x € M. D’aprés la Proposition (6.1.1)), il existe alors une carte exponentielle (€2, exp, ')
au voisinage de x telle que Q, est centré en x et exp;'(€2,) = B(0,¢). On a clairement

M= | (Q exp,t). (6.1.5)

zeM

6.1.2.1 Approximation Euclidienne d’une métrique Riemannienne et de son
inverse

Théoréme 6.1.1 Soit (M,g) une variété Riemannienne compacte de dimension n.

Alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout € €]0,i,(M)[, ils existent N
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cartes exponentielles (Q, ,exp,l),..., (U, ,exp,}) de M centrées en x1,...,on € M

x1? TN
respectivement tel que pour tout k € {1, N} et tout x € Q, ,ona:

95 () = 03] < € et |g () — 6] < Ce (6.1.6)

ou C'=C(M,g) >0 et les ggc),(resp. les géi)) i,7 € {1,...,n}, désignent les composantes
de la métrique g (resp. de la matrice inverse g=') dans la carte exponentielle (., exp;kl).

Preuve du Théoréme : On procéde par étapes.
Iére Etape : Pour tous e €]0,i,(M)[ et * € M, il existe p, > 0 tel que pour tout

peB, (0),ona:
|(exp} g(p))ij — dij| < €. (6.1.7)

En effet, Soient € €]0,i,(M)[ et x € M. La continuité de exp’ g en 0 implique qu'il existe
pz > 0 tel que pour tout p € B, (0) CR™, on a :

I exp; g(p) — exp; g(0)[[ < €.
Donc pour tous v,w € R", ||v||s = ||w||s =1, on a
| exp; g(p) (v, w) — exp; g(0)(v, w)| <e.
Or (€, exp, ') est une carte normale en z, i.e. (expZ g)(0) = d. Par suite, on a
d(v,w) — e < expr g(p)(v,w) < o(v,w) + €.
Pour tous v,w € R™, v,w # 0 et tout p € B, (0), on a alors :
(v, w) = el[oflslwlls < exp g(p) (v, w) < 0(v,w) + el|v]ls|w]]s.

Maintenant en posant v = e;,w = e;, 1,7 € {1,...,n}, on tire de I'inégalité précédente
que
51’]’ —€e< (expfcg(p))” < 5ij + e

D’ou le résultat.
ITéme Etape : Pour tout € €]0,4,(M)], ils existent N ouverts €}, ..., Q) de M centrés
en zi,...,xry € M respectivement tel que pour tout k € {1,..., N}, tout re,ona:

99 (x) — 85| < e. (6.1.8)
En effet, soit € > 0. D’aprés la premiére étape, il existe, pour tout x € M, p, > 0 tel que
pour tout p € B, (0), on a :

|(exp; g(p))ij — 05| < €.
D’autre part, on pose pour tout x € M, Uouvert /. de M centré en x tel que
exp, () = B,,(0).

On a clairement que M = (J, ., §%,. M étant compacte, donc ils existent N points

z1,...,xy dans M et N cartes (0, ,exp,l),..., (%, ,exp; ) centrées en ay,...,zy res-

pectivement et telles que pour tout k& € {1,..., N} on a :
exp,! (2, ) =B, (0) et M = U XD ).
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Maintenant soient k € {1,..., N} et z € Q, . Pour tout X € T,,M, on pose p = exp, ' (x)
et v = d(exp,,)(z)X. Soit {e;,i = 1,...,n} une base orthonormale de R". On a pour
tous 4,5 € {1,...,n}:
k _ _
= < deprk(p)€i7deprk(p)ej >g(a:) .
Aussi,
(exp;k g<p>)%j = <y, €; >exp;k g(p)— eXp;k g(p)(G“ ej)
k
= g(a)(dexp,, (exp,, (p))ei: dexp,, (expy, (b))e;) = gif (x).

Il s’ensuit que pour tout k € {1,..., N}, tout x € €, et tousi,j € {1,...,n} ona:
|9ij(x) — 053] < €.

IIIeme Etape : Pour tout € €]0,i,(M)], ils existent N cartes exponentielles (€2, ,exp;l), ..

1)
de M centrées en xy,...,xny € M respectivement et 0 < 0. := Ce,C = C(M,g) > tels
que pour tout k € {1,..., N}, tout z € Q) on a

\gﬁc)(x) — 89| < 4., (6.1.9)

En effet, soit € > 0. On construit un recouvrement de M par des cartes exponentielles tel

que
M = U . expmk

Soient k € {1,..., N}, z € Q, et X € T, M. D’aprés les étapes précédentes, on a, pour
tous 4,7 € {1,...,n} que:

k
9 () — 6] < e,

(k), i,7 € {1,...,n}, désignent les composantes de la métrique g dans la carte

ou les g;;
exponentielle (€, exp,!), autrement dit

Diag,(1 —¢,...,1 —¢) < ¢®(2) < Diag, (1 +¢,...,1+4¢).

Comme g(k)(:v) est une matrice symétrique et réelle donc elle est diagonalisable. Par suite,
on a:

(1 —e)" <det(g™)(x) < (1+ €)™
Puisque det(g¥)~1) = det(g®))~! alors Donc il existe C; > 0 indépendante de € telle que
1—-Cie< det(g(k)_l) <1+ Che.

Or ¢! étant la matrice inverse de g donc

gzi)(x) = det(g) ' (z) Z( 1)8(0)91 (1) X oo X Giz10(i—1) X Jit1o(i+1) X - -+ X Gno(n)-

g
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Deux cas a distinguer :
Cas II1.1 : i # j. Dans ce cas, on a 0 # Id,_;. Par suite,

90y ()] S [L+ Coe] D7 (17O (Lm0,
o#ldn—1

avec Cy > 0 indépendante de e. Puisque pour tout o, on a o # Id, 1, donc p(o) € N*.
Par suite,

1953, (2)] < |1+ Caeleh(e)

avec avec C3 > 0 indépendante de € et h(e) = Y. _(—1)5eP@=1(1 4 €)"~1=P(%) est bornée
quand € — 0. D’ou -
|91y (2)] < Cue, (6.1.10)

avec (4 > 0 indépendante de e.

Cas II1.2 : i = j. Dans ce cas,

gz;c)(l‘) = det(Q)_l(x) Hgss(x) + Z (_1)6(0) Hgsa(s)(x>

Ss#i o#ldn—1 s#i
Il s’ensuit que :
gin(@) < A+GAL+a "+ Y @14

oF£ldn—1
— 1+ Cee, (6.1.11)

avec (5, (s > 0 indépendantes de €. On a donc

gin@) = 1=Co |-+ > []gew®

oc#£Idy_1,6(0)E2Z s#i

I § P2 )

o#£Idy_1,e(0)¢27 s#i
> (1 —Cre)[l — Og1(€) + > (—)PEO (14 )
o#£Idn—1,e(0)€2Z

_ Z (_1)17(0)617(0)(1 + E)n—l—p(ff)]
o#Idp—1,e(0)¢2Z
= 1—Ckge, (6.1.12)

avec C7, Cs > 0 indépendantes de €. En posant que Cy = max{Cy, C}}, et avec (6.1.11)
et (6.1.12) on aura

|90k (2) — 1] < Coe. (6.1.13)

En combinant (6.1.10]) avec (6.1.13)) et en posant que C1y = max{Cy, Cy} on tire, pour
tous 4,7 € {1,...,n}, que B
‘gzi?)(x) — 5Z]| < 0106.

D’ou le résultat. U
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6.1.2.2 Equivalence des normes tensorielles Riemanniennes

Théoréme 6.1.2 Soient M une variété différentiable compacte de dimensionn > 1, g
et g deur métriques Riemanniennes définies sur M. Soit T € Q" T*M, p € N*. Alors
les normes tensorielles ||T||, et || Tl sont équivalentes. Autrement dit, il exviste B =
(M,g,9) > 0 telle que

BHTll; < ITlly < BIIT1l5- (6.1.14)

Preuve du Théoréme : On procéde par étapes.
Iére Etape : Soit 7' € @ T*M, p € N*. On démontre qu’il existe C' = C(n,p) > 0 telle

que pour tout € €]0, iy(M)], ils existent N cartes exponentielles (€, ,exp; '), ..., (0, ,exp;})

TN
de M centrées en xy,...,xy € M respectivement tels que pour tout k& € {1, ..., N} et

tout x € 2, on a tel que

IT(@)[ls(1 = Ce) < 1T (x)llg < 1T (x)[ls(1 + Ce) (6.1.15)

ot § désigne la métrique Euclidienne dans la carte (€, , exp,!) et [|T'(z)||s = >_7 2

Ty
et T, ,..i, () sont les composantes locales de T'(x) quand z € €

En effet, soit € €]0,i,(M)[. Pour cet € > 0, il existe N cartes exponentielles (€2}, ,exp;')
centrée en un point x;, de M telle que

Cz

M= )(%,. exp;kl) ,
k=1
et que pour tout k € {1,..., N}, et tout x € 2 , on a:
|90 () — 67| < Che, (6.1.16)
ou ('] > 0 est une constante et les géi), i,7 € {1,...,n}, désignent les composantes de

g~! la matrice inverse de la métrique g dans la carte exponentielle (€2}, exp;kl).
D’autre part, on a

I7@ e = 665 @) x o X g @) Ty, (2) T ()
X T, @) )
+(g§zi§1(x) — 5 X (g (x) = 8T, iy ()T, ()

+ Z S s s §irdr (gZ?)—urﬂ (ZL’) . 5ir+1jr+1> N (gz"z;;p (I) o 5ipjp)

XT%1 ip (l‘)le -Jp (‘T)

= [ T(@@)I5 + Z H @ (@) = 8"y, (0)Ty ., ()

11,51 5--y0p,Jp=1 $=1

p—1 r p
> 110" T1 (96 (@) = 6" T, iy (0T, () (6.1.17)
r=1 s=1 s=r+1
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De (6.1.16)) et (6.1.17) que

1T ()5, @) — 1T @5 < Z H!g““ — 05| X | Ty (2) T, g, ()]
11,J15e0p,Jp=1 s=1
+Z H 96 (@) = 09 X | Ty (0) Ty (2))
r=1 s=r+1
n
< G DY T, (@), ()]
01,715 emriprip=1
p—1 n
+) > Cre" Ty iy ()T iy (7)]
r=1 (il"'iniT+1’jTJrl"“’ip’jP):l
p—1 n
< o (eu(p—nzw) S )T @)
r=1 1,415 mriprip=1
Or
n
oo T @), @) = Z VT2l Z VT2 5
il:jl7~"’i1’7’jP:1 Zl’ ﬂp—l .]17 7.71’7_1
n n
<P | > TR () xwf | Y TR (x)
i15yip=1 J1yegp=1

< |7 ()]

Par suite, il existe une constante C' = C'(n,p) > 0 telle que

1T (@)1, = IT@)IE| < CelT(@)I2

D’ou (6.1.15)).
ITéme Etape : On démontre ici I'inégalité (6.1.14)).

Pour cela, on fixe z, € M,k = {1,..., N} comme dans I'étape I. On considere (€, exp, ', g)
la carte exponenmelle pour la metrlque g et on note g;; les coordonnées de g dans la carte
(2, expy, ! g). Dans cette carte, on a :

7 1 k k
IT@) 20 = g oqr T ()T | (x)
N
k
< G YT @) =T (@)
i1yeeeyip=1

ot J est la métrique Euclidienne dans la carte (€2, exp;kl, g). 1l ’ensuit de 'étape I que
IT(2)[50) < Cr x Col|T(2)15a)
Les roles de g et g dans cette étape étant symétrique, il existe donc B > 0 telle que
BTy < 1Tl < 1T,-
D’ou (6.1.14)). Ceci termine la preuve de ce Théoréme. U
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6.1.2.3 Equivalence entre distance Riemannienne et normes Euclidiennes

Théoréme 6.1.3 Soient (M, g) une variété Riemannienne compléte de dimension n et
x € M. On considére une boule exponentielle (B,(x),exp,') centrée en x et de rayon
r €]0,1,(M)[. Alors il existe une constante C = C (M, g) > 0 telle que pour tous X,Y €
B,.(0) CR", ona :

C7HX =Y ls < dyexp,(X), exp, (V) < X = Yl
ot || - ||s désigne la norme Euclidienne définie sur R™.

Preuve du Théoréme : M étant compléte donc, d’aprés le Théoréme de Hopf-
Rinow, B, (z), qui est la fermeture de la boule ouverte B,.(0), est une partie compacte de

M. En plus B, (x), munie de la métrique induite i*g de g, ou i est 'inclusion naturelle de
B,(x) dans M, est une variété Riemannienne compacte. On suppose pour simplifier que
1'g=g.

Soit maintenant X, Y € B(0,r). On sait que la distance Riemannienne entre exp,(X) et
exp,(Y') est définie par

dy(exp,(X),exp,(Y)) = inf{l,(7); 7:[0,1] = M est C" — par morceaux
telle que 3(0) = exp, (X), (1) = exp, (¥)}.

Soit 7 le chemin C'—morceaux définie par

v:[0,1] — M
t — exp, (1—t)X+tY).
La boule Euclidienne B, (0) étant convexe et X, Y € B,(0) donc pour tout ¢ € [0,1], on a

(1—-t)X +tY € B,(0). Par suite, pour tout ¢ € [0, 1], on a v(¢) € B,(x). D’autre part, on
a:

dy(expy (X), expo(Y)) < 1(7) = / 1 ®)llotr oyt

= [ Vatmeronro

ou les 7" et les g;; désignent respectivement les coordonnées de v et les composantes de
la métrique g dans la carte (B, (x), exp, ). Il s’ensuit que pour tout i € {1,...,n} on a :
Yi(t) = (1 —t)X +tY)", donc (v')" = (Y — X)". D’ou il existe une constante C; > 0 telle
que

dy(exp,(X), exp, (V) < / Vo) (Y = X)i(y — X)ide

< IX = Yllssup{y/l9;(a)| ¢ € B.(2)}
CLIX —Y]s. (6.1.18)

A

D’autre part, puisque X,Y € B,(0) donc exp,(X),exp,(Y) € B,(z) qui est convexe
(D’aprés le Théoréme de Whitehead) dans le sens ou il existe une unique géodésique
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minimisante 7 : [0, 1] — B, (z) joingnant exp, (X) a exp,(Y"). Soit alors I' le chemin défini
par

r:[0,1] — B,(0)
t — exp,'oy(t).

Il est clair que T' est un chemin C'—par morceaux inclus entiérement dans B,(0) et
joingnant X 4 Y. Alors on a :

X =¥l < )= [0S

ot les I'" désignent les coordonnées de I' dans la carte (B,(x),exp,!). Donc pour tout
ie{l,...,n}, on aque
i - i\’ i
(I () = (exp, " (v(1))') (8) = (v')'(t)
ot les ' désignent les coordonnées de « dans la carte (B,(z),exp,'). La boule fermé
(B.(x), g) étant une variété Riemannienne compacte donc on peut demander que la mé-

trique ¢ sur B, (z) vérifie

oit Cy > 0, § est la métrique Euclidienne définie sur (B, (z), g) (via la fonction exponen-
tielle : § = (exp;')*) et 'inégalité est prise entre formes bilinéaires. Puisque la courbe

7(t) est entiérement incluse dans B, (z) donc, d’aprés 'inégalité précédente, on a que
Cyo(yY (1),7' (1) < gty (Y (1), 7' (1)) < Cad (v (8), 7' (1))
Dans la carte (B, (x),exp;!), ceci est équivalent & dire que
Cy'o(dexpy! () -7/ (t), dexpy () -7/ (t))
< exp; g(expy ' (7)) (dexpy ' (%) -7/ (8), dexpz () - +/(1))
< Cod(dexpy () -7/ (), dexp, () -7/ (1))
avec v; = y(t). Puisque ['(t) = exp; ! (v;) et T"(t) = dexp, (1) (7' (t)), il s’ensuit
Cy (I (1), (1)) < expy g(T()(I'(1), (1)) < Coo(I'(1), T'(1)).

D’ou

X =Y|; <

IN

IN

AN
M%‘
2
<
—
)
—~

~
N~—
N~—
—~
=
N~——
—~

~
~—
—~
)
<
N—
=
~
N—

QU

~

= /Cady (exp, (X), exp, (V). (6.1.19)
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En combinant (6.1.18]) et (6.1.19)), on tire le résultat demandé.

6.2 Reésultats d’Analyse sur les variétés.

Définition 6.2.1 Etant donné (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension
n, k un entier, et p > 1 un réel, on définit I’espace de Sobolev HY (M) comme étant le
complété de C* (M) pour la norme

k 1
||u|\H,g<M>:Z( / |vju|pdug) |
j=0 /M

dv, désigne la forme volume Riemannienne sur (M, g).

Remarque : L'espace (Hy(M),| - [|zrar) peut étre vu comme étant le sous-espace

formé des fonctions w € LP(M) qui sont limites d'une suite de Cauchy (uy,),, dans
(C(M); [ lzzp(an) pour la norme || - [|,.

Théoréme 6.2.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n, k
un entier, et p > 1 un réel. L'espace de Sobolev (Hy(M), | - |lurr)) est un espace de

Banach, réflexif (si p # 1), séparable et ne dépend pas de point de vue ensembliste de la
métrique g.

Preuve du Théoréme : On procede par étapes.
Iere étape : Hp (M) étant le complété de I'espace vectoriel normé (C°°(M); || - || gr(ar)),
alors (Hy (M), || - [lzz(a) est un espace de Banach.

IIéme étape : On démontre dans cette étape le lemme suivant :

Lemme 6.2.1 Soit M wune variété différentiable de dimension n. Soient g et g deux

métriques Riemannienne définies sur M, et soient V et V les connexions de Livi-Civita
sur M associées a g et g. Soit u: M — R une fonction de classe C*°. Soit k un entier.

Alors

k—1
6’% — Vhu = Z C(k’i) (T(k,i) & VZU)
i=0
ot C* est une contraction et T,y est un tenseur de degré de contravariance non nul
et dont les composantes sont en fonctions de (9TL) a0, k1. Les T, (resp. les TL,)

sont les symboles de Christoffel de la connexion de Levi-Civita ¥V (resp. v ) définie sur
(M, g) (resp. sur (M,g)).

Preuve du Lemme [6.2.7] : on va démontrer le Lemme par récurrence sur k : Tout
d’abord, on définit 7" comme étant le tenseur (2—cov. , 1—contrav.) sur M de composantes
locales

T = ~(F - T3,
T est bien un tenseur sur M. En effet, T" est définie intrinséquement comme étant ’ap-
plication R—trilinéaire suivante :

T:TMxTM xT*M — R
(X,Y,w) — wﬁXY—VXY)
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Il suffit donc de démontrer que T' est C'°°(M )-linéaire. Tout d’abord, T" est évidement
C*°(M)-linéaire par rapport a w, et puisque V est C°°(M)-linéaire par rapport a X,
donc T T'est encore. Reste & montrer que T' est C°°(M)-linéaire par rapport a Y. Pour
cela, soit (X,Y,w) € TM x TM x T*M, et soit f € C*°(M). On a

T(X, fY,w) = w(Vx(FY) = Vx(fY))
- w ((X Y 4 VY — (X f)Y — vaY>

— fw (%XY — VXY>
— fT(X,Y,w).

D’ou T est un tenseur sur M.

Commencons maintenant la récurrence :
Pour k=1:0on a

Pour k£ =2
(62'&)@']’ — (VZ'U,)Z']' = (918Ju — ff‘jﬁau — &aju + Fzﬁj&ﬁu
= —(T¢ —T2)dau.

On constate que
Vu — Vu =CH (T ® Vu).

Pour k = 3 : En effet,
Viu—Viu = V(Vu) - V(Vu)
— V(V?u) — V(Vu) + V(V?u) — V(V?u)
= V(VZu — V) + {V(V?u) — V(V?u)}.

Explicitons les deux derniers termes :
On a, d’apres le cas k = 2, que

V(Viu—Vu) = V(CIT ® Vu
CIN(T © Vu
CHVT ® Vu

= (T ® VVu)
= CH(VT ® Vu

(T ® V) + CHT @ (V — V)(Vu)].

~— N ~— ~—

_ =

+C
+C
Mais on a, pour tout 7,

(Vi—=Vi)(Vu); = —(T%—T%)(Vu),
= Tg(VU)a,
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donc

(V = V)(Vu) = CHT ® Vu).

par suite,
V(Vu— V) = CHVT @ Vu) + CHT @ V?u) + O (CHT @ Vu)) (6.2.20)

avec T' = C} (CH(T ® Vu)) est un tenseur 2 — cov. de composantes locales T}, = T}, -
T%5 - (Vu)o. D’autre part on a, pour tout i,

{Vi(V2u) = Vi(V?u) b = {~ (T = T5) (V2 u)ar — (T — D5 (V)0
Donc
V(V2u — V) = CHT @ Vu) + CHT @ V?u). (6.2.21)

Et le résultat est démontré en combinant [6.2.20 avec [6.2.21]

Démontrons maintenant le théoréme par récurrence : On a démontré que le résultat
est vrai pour k = 2, 3. Supposons que c’est vrai pour k, et démontrons-le pour £+ 1. En
effet, le théoréme est vrai pour k, i.e.

k—1
Viu— Viu =" C%) (T © Vi),
i=1
ott C% est une contraction d’un tenseur T, de degré de contravariance non nul avec
Viu. D’autre part, on a

Vit — vy = V(VFRu) — V(VFu)
= V(VFu) — V(VFu) + V(VFu) — V(VF0)
= V(VFu— VFu) + {V(V*u) — V(V*u)}.

Explicitons les deux derniers termes : On a, d’aprés 'hypothése de récurrence, que
o =
V(VFu - V) = V (Z Ck) (T ® Vzu))
i=1

k—1
= Y CUIV(Tippy @ V'u)
=1

k-1 k—1
= > CEN (VT @ Viu) + > CE) (T © VV).
i=1 =1
Sachant que N N
V(Viu) = (V= V)(Viu) + Vit
on obtient
o k—1 _ k—1
V(VRu— Vi) = Y CPN (VT @ Viu) + ) C*) (T @ Vi)
=1 =1
k—1 _
+Y  CEITyy @ (V = V)(V'u)],

=1
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Viu étant un tenseur i-covariant, il s’ensuit pour tout s € {1,...,n} que

(68 - VS)(VZU)mlmZ = Z (F?ml - Fgml) ’ (viu)m1-~-m1—1amz+1---mi

Donc
(V= V)(V Zq (T @ V'u).
1=1
D’ou
L k—1 N k—1
V(VRu— Vi) = Y CPN (VT @ Viu) + ) C*) (T @ Vi)
i=1 i=1
k=1 i
+ 33 I (T @ CHT @ V') . (6.2.22)
=1 [=1
D’autre part, on a pour tout s € {1,...,n} que

k
v5<vku)m1mmk - Vs(vku)mlmk - Z (F?ml - P?ml) ' (vzu)ml-nmlﬂamwlmmi'

=1
D’ou

k
V(VFu) — => CHT ® V'u) (6.2.23)
=1

le résultat est démontré en combinant (6.2.22)) avec (6.2.23). Ceci termine la preuve du
Lemme ([6.2.1)) et achéve la 2¢éme étape.

ITTéme étape : On démontre que L'espace de Sobolev (Hy (M), || - [|gr(a)) ne dépend
pas, d'un point de vue ensembliste, de la métrique Riemannienne choisie.

En effet, soient g et § deux métriques Riemannienne sur M et V (resp. 6) la connexion
de Levi-Civita associée & g (resp. a g). Démontrer que l'espace (Hy(M), || - || arr)) ne
dépend pas des métriques g et § revient a démontrer que Hy (M, g) = H} (M, g), i.e. les
deux normes || - [[gr(arg) €t || - [ar(arg) sont équivalentes.

Puisque M est compact, donc g et g sont équivalentes, i.e. Il existe, d’aprés le Théo-
réme [6.1.7], un réel ¢ > 1 tel que

T g<g<c-g

ou cette inégalité doit étre comprise en tant qu’inégalité entre formes bilinéaires. Soit
x € M. 1l existe alors un voisinage ouvert U, normale en z. Par suite, il existe une
base (vy,---,v,) de T, M telle que dans cette base on a Mat(g) = I, et Mat(g) =
diag(Ay, -+, \n) avec pour tout 4,

D’autre part, et puisqu’on a



donc on a dans la base (vy,--- ,v,) de T, M que

Vel =1
V ‘gx‘ = \/)\1"')\71E [C%"’C%]

Si on change maintenant la carte voisinage de x, et on considére une autre base (v, - - ,vy,)
de l'espace tangent T, M obtient que

VNGel @y, = VIP - o Pl = 1P|+ \/13z|wo)
\ N9elwns = [P /192w,

Vge|

ot P est la matrice de passage de (v;); & (v});. donc o ne dépend pas de la carte. Et
gz

et

et, de méme,

par suite, I'inégalité
C_l gx ng chcc

implique que
¢ - dug(x) < dyy(z) < % - dyy() (6.2.24)

est vraie indépendament du choix de la carte en x. Par suite, elle est vraie partout dans
M indépendament du choix des cartes. Démontrons maintenant, par récurrence sur k
que : Les deux normes || - || zr(arg) €t || - | ar(ar5) définies sur I'espace Hp (M) sont équiva-
lentes.

Pour k = 1 : Soit u € HY(M,g). Le gradient de u ne dépend pas de la métrique,
i.,e. Vu = Vu. On a donc

Vulz = [Vulg
1
= <Vu,Vu >}

1 1
< 2 < Vu,Vu >g

— 2|V,

Par suite, en utilisant I'inégalité (6.2.24)), on aura

1 1
lullpaeg = (/M !u\pd%}> + (/M |VU’§dVg)
< ¢ (/ |u|pd7/g) ' + %2 (/ |Vu|pdl/g) !
M M

o1
2 (2 + 1) ||ull gr (g
< 400

IN

Donc u € HY(M, g) et
HY(M, g) € HY(M,3g).
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De méme, si u € H{ (M, g), alors

no, 1
[ull rargy < €2 (e + Dllull ararg)-

Donc u € HY (M, g), et
HY(M, g) € HY(M, g).

Par suite,
H{)(M,f]) - Hf<M7g)7

et en posant G(y) = % (/¢ + 1), on a encore

G(_SH Narong < larang < Gyl - larang)-
On déduit que la proposition est vraie pour k = 1. Supposons maintenant que la proposi-
tion est vraie pour k, et démontrons-la pour k + 1. En effet, la proposition est vraie pour
k, i.e.

H}(M, g) = Hi(M, )

i.e. il existe é(k) > 1 tel que

G@l)H Nararg < - larang < Gull - [lar o g)- (6.2.25)
Pour tout v € C*°(M) On a

k+1 B
lulm s = DIV ullrarg
1=0

ull iz arg) + IV ull o garg)

IN

Gllullzrarg) + IV | o arg)-
Or

H%chrlu”Lp(M’g) < H%k+1u — V| arg) + IV Lo ar g

k
= D CH) (T @ Vi) lloaeg) + IVl o g)
=0

k
D NCE) (Tiesy @ Vi) | vrg) + 1V ull e g)

=0

k 1 1
= Z (/]W |C(k,z)(T(k72) ® VZU)‘ngg> + </]\/[ ’karlu‘ngg)

=0

VAN

Puisque M est compact, alors pour tout i = 0,. .., k, il existe L*% > 0 indépendament
de u tels que

‘C«(k,i) (T(k,i) Q vzu)‘ < L(k,i)|viu|§

g —

et d’aprés le lemme!! il existe, pour tout ¢ =0,...,k+ 1, LO >0 indépendament de u
tels que

IViul; < LUV,
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Donc

||€k+lu||Lp(M,g) < L(lm, i (/ |vz |pdyg) i k+1)) (/ |vk+1u|§dl/§)p
i: M
1 1
ﬂw}:(/HHMWQ +ﬂ“%</|vﬁmw%),
i=0 /M M

avec I/ = max?_,{L*)LO}. Done linégalité (6.2.24) donne

||6k+1UHLP(M7§) < e (/ |V’u|pdl/g> + LD 2y (/ |Vk+1u|§dug)
M

A

IN

“ (k)
= L ||U||Hp (M,g) T LEDG ) IVE ] 1o arg)-
Par suite,
~ o (k) ~ o ~
Ju HH,C+1 (Mg) S (G(k +L°G 1)) HUHH,’;(M,g) + L(Hl)G(l)HkaUHLP(M,g)
< Gt ||U||H,€+1 (M,g)
avec é'(k+1) = max{é(k) + i’(k)é( 0 LD G (1)}- De méme, on démontre qu’il existe

G”(k-{-l) > 1 tel que

lullmp, gy < Gyl

k+1 k+1 7§)

En posant que é(k—H) = maz{G’ (k+1)> G”(k+1)} On déduit que pour tout u € C*°(M), on
a
Gl lullp. arpy < el rg) < Goernllullp. ¢

M5)- (6.2.26)

Montrons finalement que Hy (M, g) = H} (M, g).

Pour cela, on prend u € Hy (M, g). 1l existe alors une suite de Cauchy (v;);en dans
C*°(M) pour la norme || - ||H5+1(M’§) qui converge a l'infini vers u dans LP(M, g). On a,
d’aprés 'inégalité que pour tous entiers 1 < s < ¢/,

v — USHHP (M,g) < G(k+1)||U8’ - USHH,‘;H(M,g)-

k+1

Puisque la suite (v;)ien est de Cauchy dans I'espace Hj (M g), donc pour tout € > 0,
il existe sp = so(€) € N, tel que pour tous entiers sy < s < &', on a ||vg — vs||Hk+1 (M) <

et par suite [[vy —vsl|mz  (v,4) < € Dol la suite (vz)zeN est encore de Cauchy pour

G<k+1>
la norme || - ||H,§+1(M,g)- On a encore

oo = ([ e )
1
n p
< o (/ lu — vl|pdl/g)
M

n
= cllu—vileaeg)
i——+00 0
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On déduit que w est la limite dans LP(M, g) de la suite de Cauchy (v;);en dans 'espace
Hp. (M, g). Par suite u € Hy ,(M,g). D’ou

k41
Hy (M, g) € HE (M, g).
De la méme fagon on démontre que

H£+1(M7 g9) € H£+1(Mv g)-

D’ou I’égalité
Hlfﬂ(Ma 9) = HI€+1(M’ 9),

et I'inégalité (vraie dans l'espace Hy (M, g) tout entier )

- .
Gl - lmz ong) < - oz ong) < Gl - llmz, (a0g)-

IVéme étape : On démontre dans cette étape le lemme suivant :

Lemme 6.2.2 Soientu € Hy (M), (U,x) une carte de M, et Q un ouvert de M fortement
inclu dans U. Etant donné o un multi-indice de longueur |c|, Alors

Dy(uox™t) € LP(Q).

Preuve du Lemme : Soit u € Hy (M), alors il existe (wm)men une suite de
Cauchy dans C*°(M) telle que

(i) =22 44 dans HP (M)

alors (V!®lu,,),, est une suite de Cauchy dans LP(M). D’autre part, dans une carte
(Q,2),z = (zt,...,2") quelquonque, on a

0 0
D -1y — e -1
a(um o ) axal axak (um o )
et dans une carte normale y = (y',...,y"), on a
0 0
k —1y)2 -1
V(U 0y H)? = “Z:,-k (3.%1 T (tm 0y ))
alors
a0 ) = g g (um o)
0 0
< C.— ... " 1
i, Oy, (tm 09™)

< O VU oy™)?

ou C' = sup {g( 0 0y...g(z2, 2 )} Donc (Dy(ty, © 71))men est une suite de

Oxiy 7 Oxiy 81‘% ) 8xik

Cauchy dans LP(€2) qui est un espace de Banach, donc il existe D, (u o 271) telle que

lim (Dg(t, 0 27Y)) = Do(uoxt)  dans LP(Q)

m—-+00
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Soit ¢ € C°(Q2), alors

<Do(uoz™),¢> = (-1)'@'/Qu-Da(¢\/E)dx
= (—1)""| lim Qum-Da(qb\/E)dx

m——+00

= lim [ (Dy(tmoz™Y)) - o/|gldx

m—-+00 Q

or
(Dot 027" ==22% Do(uoz—1) dans LP(Q)
alors
<Dawoa ),é>= [ Dulues oy/fslds
Q
par suite

Dy(uoaz™") =Dgy(uox1).
D’ou le résultat.

Véme étape : On démontre 'espace de Sobolev (H (M), || - ||z ar)) est réflexif.

En effet, soit (4, )men une suite bornée dans , et on veut montrer qu’il existe une sous-
suite qui converge faiblement. Soit (£, ¢x)k=1,. n un recouvrement fini de M par des

cartes telles que pour tout k, les composantes gfj de g vérifient
1 k
§5ij < gij < 205

en tant que formes bilinéaires. Et soit (nx)r—1,. n une partition de 'unité subordon-
née au recouvrement (). On fixe i € {1,..., N}, (9um)men €St & support com-
pact, bornée dans Hj (§);), donc et pour tout o un multi-indice tel que |a| < k, on a

(Do (mitim © ¢i_1))meN est une suite bornée dans LP(¢;(€2;)) qui est réflexif, donc il existe
Dou; € LP(¢:(€2;)) telle que

(Da(mum ° gzﬁi_l)))m 2o Dou;  faiblement dans LP

ot u; = Dy (u; 0 ¢; ). Soit maintenant ¢ € C°(M), alors

< Daus, ¢ > = (—1)“'/_ui-Da(¢\/E)d:z:

Q;

= (=Dl Lm [ (g, 067 - Da(éy/]g])da

m——+00 Q.
7

—  lim [ Da(ittm 0 7)) - v/ ]gld

m——+00 Q
= /Dauiqb\/]g]dx
Q;

Donc _
Daui = Daui
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Soit ¢ € C° (2 \supp(n;)), alors

0= li it © §; )b =
[ o= [t
alors

supp(u;) C supp(n;)

On remarque que u; € LP et donc on pose u = Zfil w;. Il faut montrer que ((n;uy, o

G N ) men —=E2% u; faiblement dans H} (). Pour cela, soit § € Hp(M)* C HY(Q)*,

m——+00

et on veut montrer que (6 (it © &; 1)) ——— f(u;) ou alors que que toute forme

linéaire § sur HY (M) est de la forme

Bw) = 3 Ba(Dav)

0<|a|<k

meN

On pose alors
P HD () = {u € HI(M): supp(u) € ) — (L7())
u — (Da(uo ¢ h))o<ial<k
ol N est le nombre de multi-indice de longueur < k. Sur I'image de P, on peut définir
B (Pu) = B(u)

alors 8* est une forme linéaire sur un sous-espace de (L?(€;))". Par le théoréme de Hahn-

Banach, on peut prolonger f* sur (L? (Ql))N tout entier ( prolongement que 1’on notera
de la méme maniére ), alors
Br= 2 G

0<a|<k
avec
B (it © 67) = Blitim 0 671 = S o (Dalitim 0 671))
0<a|<k
Or
(Da(mum o gb;l))meN mzreo, Dyu; faiblement dans LP(£2;)
alors oo
(ﬁ*(nzum o ¢;1>)mEN — ﬁ*(Puz> - ﬁ(uz)
donc
(Nithm © &5 ) men M7 w;  faiblement dans H} (M)
alors

N

N
_ m—-+00
> (it © ¢ men > ws
i=1 i=1
m—r~+00

par suite, (U, © ¢; ")meny ——— u faiblement. Dot le résultat.

VIéme étape : On démontre I'espace de Sobolev (Hy (M), || - || ar(ar)) est séparable.

On démontre cette proposition dans le cas ot k = 1, i.e. (H{ (M), |- ||z (ar)) est séparable.
M étant compacte donc elle est recouverte par un nombre fini des cartes. On considére
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(2, @ )m=1,.. v une famille finie de cartes telle que M C UN_,Q,,. On pose pour tout
ke {l,....N}, w, = &u(Q), ¢° la métrique Riemannienne définie sur €y, dxy, et §*
sont respectivement la mesure de Lebesgue et la métrique euclidienne définies sur wy.
On considére de plus (Ag)k=1,..n une partition de I'unité subordonnée au recouvrement

(Q)k=1,..N-

Soit uw € HY(M). Soit k € {1,...,N}. On sait que (Hy(wg), || - [|gr(w,)) est séparable.
Donc il existe une suite (v, ),y qui est partout dense dans (HY (wi), || - | z7(w,))- Puisque
uwo ¢, € HY(wy), il existe une sous-suite (vfnk,)seN de (vfnk) telle que

_ +
[(wo ¢, —Unt;HH{’(wk) 0.

Soit, pour tout s € N, la fonction v* sur M par
k k
Usiqp, = Ak - (Um’§ o (bk)
k _

Rappelons que (A;)r=1,.. .~ est la partition de l'unité correspondante & (2)k—1,. n. On
définit maintenant, pour tout s € N, la fonction u, par

Nk
Us = g1V,

Pour tout s € N on a que v* , € H{(wg), donc v, o ¢ est dans HY(Q). Sachant que Ay,

est dans C>°(€2;,) donc v € HY(M), et par suite u, € HY(M) pour tout s € N.
on va démontrer que

lus —ullgrary = llus = ullp + [V (us = u)llp
S——+00 0

En effet, on a on a pour tout s € N,

N N N N
lu—uglly = 1 A=Y bl = 11D =08l <> [Ihkee = ol
k=1 k=1
1
p

k=1 k=1
N

N p
= Z </M | Apu — 'Uf]pdyg> = Z (/Q | A — Ag - (vfnk o gbk)]pdyg)

k=1 k=1

(/ (M= e (@0 0) o ¢,;1‘p \/ﬁd:@k) :
1 wi

(L

1
p
o 65 e IV ([ o 05t =yl
Wk

N
My llwo ¢t = vh o
k=1

I
WE

k

WE

Akodp') - (wo gt —uky)

‘ ¢|gk|dxk)”

k

Il
—_

M =

e
Il

1

IN
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avec My = max{||A\y 0 ¢ oo X [\ ]0F||le; k=1,...,N}.
D’autre part, on a pour tout s € N, que

N
IV —u)ll, < D IV —od)l,

V= o)y 0 057 VI
/(¢k1)*\v (Aeu — v%) ‘ vV |g* d:ck)

N
= S ([ T e )

Explicitons la derniére étape : Soit k € {1,..., N} et f € HY(M). On va démontrer que
(@) IV flgr = 100 )V flgotyegn (6.2.27)

En effet, si x et y sont les coordonnées locales de €2, et wy, respectivement, alors la métrique
g* de Q s’écrit comme étant ' '
g = gfj (x)dx' ® da’.

et (¢,1)*g" (la métrique de wy) s’écrit
(0x 1) 9" (@) = (6")st 0 0, (y)dy® @ dy'.
Par suite, pour tout k € {1,..., N}, on a :
IV(f o b iy = Big(g")7 06 (v)  0i(f 0 ) (y) - 0(f 0 6) ()
= (&x")" (97(2)0:f (2)0;f(2))
= (& )1V,
D’ou I'équation . Donc on a

Nl € 3 ( /

k=1 k

(/.
Sachant qu’on a

v ((Ak o ¢ t) - (uo gt — vfn;;-)) = V(wody!) x (uo g —upy)
+V(uo ¢yt — o, ) (Mo o)

v[(/\ku) © QS (>\k © ¢k mk

V1 dxk)

[
M=1

ViOwo ) (wody! — \ ¢|g_dxk)

k=1
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on a donc

N
IV (=)l < ankocbk Meory * 11v/19* Nl % (/ Uoﬁl—”’;@gékdxk)
k
1
p P
£ 3 e b IV ([ (oot oo )
k=1 Q

= Y7 10:(Ak © ¢ ")||oo- La derniére inégalité est dtie au fait

1
p dmk> P
5k

1
p dxk) P
5k

N
= M, x Z lwo ¢t = vhullzre + M5 x DIV (wo ¢;) = V(o) o
k=1 k=1

avec [|[V(Ax 0 ¢ ") [lcogr)
que M est compacte. Par suite on a

IV —u)l, < M x i (/

—I—MQXZ( )Vuwﬁk — Upg)

-1k
uo @, — Up

Avec
My = max{||V(As o ¢y Dllco@ry X V19" ]]lc; k=1,...,N}

et
M3 = max{ |\ 0 6 oo X [1V/]g ootk =1, N}.

En posant que M3 = max{Mj; M;}, et My = max{Ms; M3}, on aura

e = wsllmpon < Msx Y llwo ¢t = vh o

N
+M5 % Y V(w0 ¢p) = V()|
k=1

1 (wg)

IA

N
My x Y uogy!
k=1

ek Ny

Par suite il existe une suite (us)sen dans HY(M) qui converge a linfini vers u pour la

norme || - || gr(as). D'ott

(Hf(M) (R P%et M) {Z)\kv 5 © O, m’fEN}

k=1

Ceci termine la démonstration.
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6.3 Appendices II : Résultats de Régularité

6.3.1 LP-Régularité sur les variétés.

En suivant Particle |23] (voir Proposition 8.1) de Ghoussoub et Robert, nous démon-
trons un résultat similaire sur les variétés Riemanniennes compactes.

Proposition 6.3.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, x0 € M, s €]0,2[, et 2*(s) = % lexposant critique de Hardy-Sobolev. On considére
a,h € CO(M), q €]2,2*[ et une solution faible w € HZ(M) de l’équation de Hardy-Sobolev
perturbée

u‘u’2*(s)—2

———— + hlu|"u. 6.3.28
4, (@, 70)° Jul (6.3.28)

Agu+au =
Alors pour tout p > 1, u € LP(M)

Preuve de la Proposition : On procéde par étapes.
Iére étape : Soient § > 1, L >0 et

t[tP1 sift| <L,
Grt)=<¢ BLPYt—-L)+LP sit>1L,
BLPYt+ L) —LP sit<—L..
et B
tt) = si ft| < L,
Hy(t)=3S L% (t— L)+ L sit>1L,
PS4+ L)~ L sit< L.
On a donc pour tous L >0, t € R :
0<tGr(t) < Hy(t)* et GL(t) = i(H’L(zf))?
- B (B+1)?

De plus, pour tout n € C°(M), on a : n*Gr(u),nH(u) € Hi (M).
Démontrons, par exemple, que si ¢ < —L alors Hy(t)? > tGy(t). En effet, on a pour tout
t<-—L:

(B+1)?

Hp(t)? = TLﬁ-l(t + L2+ L — (B+ 1)LP(t+ L)

et
tGL(t) = BLP'(t + L) — tLP.

Maintenant, on a :

(8+1)°

TLﬁ-l(t +L)? - BLP Mt + L) = LP(t+ L) Wzll(t +L)—t3| >0

car @(t—i— L) <tB et

LAY — (B+1)(t+ L)L +tLP = (t+L)L°P—(B+1)(t+L)L°
= —Bt+L)L° >0.



D’ou pour tout t < —L : on a Hr(t)? > tGr(t). En plus, on a pour tous t;,t, € R :
|GL(t1) — G(ta)| < BLP Mt — o,

et

B1,

GL(t) — Grlts)| < “o— L7 |t — to].

Notons que les fonctions ¢t € [—L,+L] +— t[t|*"t et t € [-L,+L] ~ t[t|°~! sont
Lipschitziennes de rapport BL°~' et %L% respectivement. Il s’ensuit que que G
et Hj sont deux fonctions Lipschitziennes. Soit € C°(M). u étant dans HZ (M),
G et Hp sont deux fonctions Lipschitziennes donc Gp(u)etHp(u) € HE(M). D’ou

n*Gr(u),nHp(u) € H2(M). Ceci termine la 1lére étape de la preuve de la Proposition
0.0, 11

ITéme étape : Comme u est une solution faible de I’équation (6.3.28)) et n?Gp(u) €
HZ(M), donc on a :

‘,U/Q* 5)—2

/M (Vu, V(G r(u))), dvg, = /anuGL(u) (W + hlu|™? — a) dvy.  (6.3.29)

Or on a que :

V(i Gr(u)) = nzV(G’L(U)) + V( )Gr(u) = 1" GL(w)Vu + V(") Gr(w).

En posant pour tout t € R que, J( fo Gr(7)dT on aura en intégrant par partie :
/M(VU,V(nQGL(u)))gdvg:/MnQG'L(u)|Vu|2dvg+/M(V(nQ),VJL(u))gdvg
4
- (Bfl) [ V@, + [ (800,
4p
(nH 2 An|H 2
~ G [ V@) o, ~ = [ a0,
+/ (An?)Jp(u)dv,. (6.3.30)
M

D’autre part, on a :

’ ‘2*3—2

/M(V“aV(U2GL(U)))gdvgS/M(|@|+W+|h| [ul?™?) x (nHp(u))*dv,.

On applique I'inégalité de Holder sur le membre droite de I'inégalité ci-dessus sur les fonc-

_2%(s) _2*
tions f1(x) = laldy(z, z0) + [ul*" @7 € LyO7 (5-5t5), folz) = |h|[ul"™ € LF; > (dv,)

g(x,20)°

et g1(z) = (nHr(uw))*(z), f1 avec g1 et fy avec gy, pour tirer donc que :
9 - N 2% (s) d'U 1_2*(5)
/ VUV(U GL<U))dUg < / ||a|dg(gg’x0)5 + |U| ()= |2*(s)72—gs
M SUpp(n) dy(, 7o)
2
x dv )
X Hy(u)]? (S)—g>
([ P e
-5+
2%
f( Ll ) ([
Supp(n) M
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Or d’apreés la Proposition ((1.2.1)), on sait qu’il existe une constante B; > 0 telle que pour
tout f € H(M) on a :

l’xo

([rrro 2o )™ < (ks + DIVAR+ BT 0330

On pose

(e =55
k2<77) = / Ha‘dg(x’xo)s + ’u|2*(3)*2 2*2(5()22 Ls
supp() dg(x, T9)

-2
+ / ] - [u]e2| 2 do,
Supp(n)

Remarquons que ko(n) est toujours fini si ¢ < 2*. On aura ensuite :

[ vuSrGuL 0, < k) (5009 +1) [ [Fatz()Pde, + By [ atofas, )
(6.3.32)

En combinant (6.3.30]) et (6.3.32)) avec (6.3.29)), on obtient :

4 ) 43 . e
(525~ 0+ 00t [ Vi, < s [ maal iatpa

/|A )T () dvy + Ealn /|nHL |dvg (6.3.33)

IIIéme étape : On va montrer maintenant que pour tout ¢ > 1, u € LI(M). Pour cela,
on considére p > 2 tel que u € LP(M). Soit 5 = p—1 > 1. Pour tout x € M, on pose

pz > 0 tel que
* 172*2(5)
% dug
dy(x, x0)*

(/ Ha|dg(l‘,{ljo)s + [u
BZPz(x)
-2 )
232dvg> X (K(n,s)+1) < b

gy la2
" (42%@ il (B+ 1%
(6.3.34)

2*(s)—2

Puisque M est compacte donc il existe z1,...,xny € M tels que
N
M =B, (z:).
i=1
Fixons maintenant i € {1,..., N} et prenons n € C*®(By,, (7;)) telle que ng, ) = 1.
Par suite, les inégalités (6.3.33)) et (6.3.34) donnent :
2 / 2 Ap / 2
V(nHp(u))|"dv, < An| - |Hg(u)|*dv
o | V)P < s | P,

w&
-I—/M|A(n2)JL(u)|dvg+ GBI (Ems) T D / InHp(u)*dv,.

(6.3.35)
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On vérifie facilement qu’ils existent deux constantes k4, k5 > 0 dépendant de 3 seulement
telles que pour tous t € R, L > 0 on a

| JL(t)] < Kalt|th et [Hp(8)]* < ks[t]”T.

Il s’ensuit que :
/M AGP)Tuw)ldu, < AG)] /M T2 (w)ldo,

< A [ ful* s,
M
= kal| A0 oo lull 31, (6.3.36)
et

/M Ho(O)2dv, < ks /M o,
= hslullji (6.3.37)

Avec le fait que u € LPH(M) = LP(M), on déduit (en combinant |6.3.35| avec 6.3.36| et
6.3.37) que :

T [ Ve

IN

o(6,m) /M Ho ()P, + /M AGR) T ()] do,
< R AGR) oollull 2 + skl £
= ke(u, B,m). (6.3.38)

En utilisant encore une fois 'inégalité et en la combinant avec les résultats [6.3.37]
et [6.3.38] on tire qu'il existe une constante Ko = Ko(u,n, 5) ne dépendant pas de L telle
que

/ Hy () d, < / Hy () dv, < Ko,
By, (2:) M

En faisant tendre L vers l'infini, on obtiendra ensuite pour tout ¢ € {1,..., N} :
/ |u|27(ﬁ+1)dvg < +00.
]EPI,L' (xl)

Dot u € L%(ﬂ“)(M) = Li2(M) avec £ > p. On tire le résultat demandé par

itération. Ceci termine la preuve de la Proposition (6.3.1)). U

6.3.2 HJ-Régularité sur les variétés.
Théoréme 6.3.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimensionn > 3
et
L= Z aij&-j + Zb’@, +c
ij=1 i=1

un opérateur différentiel elliptique tel que pour tous i,j = 1,...,n, a b € C°(M) et
c € L®(M). On considere f € LP(M), p > 1 et uw € HZ(M) une solution faible de
Uéquation Lu = f. Alors u € HY(M).
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Preuve du Théoréme (6.3.1) : Soit L; l'opérateur différentiel elliptique défini par

L1 = i aij@-j + ibzd
3,j=1 =1

On a donc : u € Hf(M) et est une solution faible de 'équation Lyu = f — cu, en plus
les ', b; € C*°(M). 1l s’ensuit de la Théorie standard des E.D.P. elliptique (voir 25| et
[28]) que si f — cu € LP(M) alors u € HY(M). Deux cas a distinguer :

ler cas : p < 2*. Dans ce cas, on a : H(M) — LP(M). Donc u € LP(M) et ensuite
f—cue LP(M). D'on, u € HY(M). C.Q.F.D.

2éme cas : p > 2*. Dans ce cas, H}(M) < L* (M). Donc u € L? (M) et ensuite
f—cu € L¥ (M). Par suite, u € HZ (M). Avec la formule de la premiére inclusion de
Sobolev, on aura Hy (M) < L% (M), qil = 5 — 2. Donc u € L?(M). Deux sous-cas
distinguer :

cas 2.1 : p < q;. Dans ce cas, on revient au premier cas.

cas 2.2 : p > ¢q. Dans ce cas, on a : LP(M) — L% (M). Donc u € L% (M) et aussi
f —cu € LU (M). Par suite, u € HJ"(M). Avec la formule de la premiére inclusion de
Sobolev, on aura Hy' (M) < L®(M), = = -+ — 2. Donc u € L% (M).

g2 q

Supposons, par 1’absurde, qu’on pourrait construire par réccurence une suite (g, ), dans
R telle que pour tout n € N, ¢, < p, u € LI(M) et

11 2
=—_Z (6.3.39)

n+1 an n

La suite (g, ), est croissante et majorée par p donc elle est convergente. Soit ¢ = lim,,_ 4 o0 ¢y.
On tire la contradiction en passant a la limite dans lorsque n — +o0. Il s’ensuit
qu’il existe ng € N tel que ¢,, > p et donc u € LI (M). Ceci termine la preuve du
Théoréme [6.3.1] 0

Corollaire 6.3.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimensionn > 3
et u une solution faible dans HZ(M) de l’équation

Agu+au = f,

avec a € CO°(M). Soit p > n tel que f € LP(M). Alors il existe o €]0,1] tel que u €
CH(M).

Preuve du Corollaire : f€LP(M),a € C°M) et uest une solution faible dans
H2(M) de Ayu+ au = f, qui est une équation elliptique du second ordre donc, d’aprés
le Théoréme , u € HY(M). Maintenant avec la deuxiéme inclusion de Sobolev, on
peut tirer que HY(M) < CY*(M) pour a = 1 — +. Ceci termine la preuve du Corollaire

6.3. 11 U

Corollaire 6.3.2 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3 et u une solution faible dans HZ(M) de l’équation

Agu+au = f,
avec a € C°(M). Soit s' €]0,2[. Si pour tout p < %, f € LP(M) alors pour tout o €
10, min(1,2 — §')[, on a u € CO*(M).
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Preuve du Corollaire : Soit p < &. f e LP(M),a € C°(M) et u est une solution

faible dans HZ(M) de A u —i— au = f, qu1 est une équation elliptique du second ordre

donc, d’apres le Théoréme (6.3.1), u € HE(M). Maintenant avec la deuxiéme inclusion de
Sobolev, on peut tirer que pour tout S €]0, min(1, 2 S Hy (M) < — C%F(M). Mais ceci

est vrai pour tout p < %, il s’ensuit quand p — % que pour tout 3 €]0, min(1,2 — s')[,
u € C%(M). Dou le résultat. Ceci termine la preuve du Corollaire m O

6.3.3 C?“°-Régularité sur les variétés.

Proposition 6.3.2 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimensionn >

3 et
L= Z a" 0;; —l—Zb’@ +c

=1

un opérateur différentiel strictement elliptique (4 savoir qu’il existe \y > 0 telle que
pour tous © € M,& € T,M, on a : a¥&E > MI€E?) a coéfissiants bornés. On considere
feL*M)etue H (M), u> 0 une solution faible de 'équation Lu = f. Alors il existe
une constante C' > 0 telle que

lullcoary < C (lullz + 1l flcoqan)) (6.3.40)
et pour tout o €]0,1]

ullc2oany < C ([[ullcoar + | flcosar) - (6.3.41)

Preuve de la Proposition [6.3.2 : FEn effet, par arguments de compacité sur M et
en utilisant le Théoréme 8.17 et le Corollaire 6.3 de [25], on tire (6.3.40) et (6.3. 40])
respectivement.

6.4 Appendice III : La Fonctionnelle-Energie.

Lemme 6.4.1 Pour tout ¢ > 2, il existe C(q) > 0 tel que pour tous x,y € R*, on a :
||z +y|? — |2]7 — gla|"2zy| < C(q) || 2[y[* + |y|*] .

Preuve du Lemme : Soit g > 2. Rappelons que pour tous x € R*,n € N*, on a :

n—1

(o1 = [T (a = K)aal" .

k=0

Soit z,y € R*. On distingue deux cas :

Cas 1 :y=tx,t — 0. Dans ce cas, on écrit :

2+ y|? = [z|9(1+ )7 = |2]" [1 + gt + O(t?)]

N 0(32) = (C"(q) > 0 telle que

@+ y|? = [2]? + gla|Pry + O]y (6.4.42)
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Cas 2 :y =tx,t — F+o0o. Dans ce cas, on écrit :
|2+ yl? = [x|"(L+ )" < =] [+ 2],
ot la constante C” > 0 dépend seulement de ¢q. Donc
||z +y|? = [2|? — glz|"Pzy| < |2]?[2+ C"[H|7 + gt

1 q
< qtq - Cl/
A e+

Comme t — Fo00 dons il existe ¢y > 0 telle que [t| > €. Il s’ensuit que

||z + 9|7 — [2|? — gl2]"Pzy] < Oyl (6.4.43)

ot la constante C"” > 0 ne dépend que de ¢. En combinant les relations ([6.4.42)) et (6.4.43)
des deux cas, il existe donc une constante C' = C(q) > 0 telle que

|z +y|* = |z|" = glz|"zy| < Clq) [|2|*?|y|* + |y|9] .-

Ceci termine la preuve du Lemme (6.4.1]). O

Avec les mémes arguments de la preuve de lu lemme précédent, on montre le lemme
suivant :

Lemme 6.4.2 Pour tout q €]2,2*(s)], il existe C(q) > 0 tel que pour tous x,y € R*,
(@ +y)le +yl* = zl2l’] < Clg) [lely| + [y
Théoréme 6.4.1 Soient q €]2,2%(s)| et O, la fonction définie par

®,: Hi(M) — R
dv
— i—2
w /];4|1/J| dg(l‘wIO)S

Donc @, est de classe C* sur HE(M) et pour tout ¢ € on a :

d
d®,(¥) : h € H{ (M) — q/th\W—?%

dg(x,x0)*
Preuve du Théoréme : Soit ¢ € HZ(M). Posons que

Pq() b € Hi(M) = / Pl 2(d_9

T, 70)°

©4(1)) est bien définie car pour tout ¢, h € Hf(M), on a :

d
el < q [t S
g

7:[;0)
qllbllqslellgs"

C]C’thHH2 HTN H2(M
+00,

VAN VAR VAN
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ot C' est la constante de I'inclusion continue de Hardy-Sobolev HZ (M) — L4, (%).

En plus, pour tout ¢ € HZ(M) on a : goq(w) € (H?(M))'. En effet, @ (1) est évidement
linéaire et est continue car pour tout h € Hi(M) tel que |[h|| gz < 1

dv
hl < /hx q_l—g
feahl < a [ ot
< aC Al W

S chHwHHQ (M)*
Soit maintenant h € HZ(M). Donc on a
Ry()h = |®g(¢ + h) = @4(¥) — 4 (¥)N]
dvg
hl? _ qh q—2
B o L P iy

z, 0

Or d’apres le lemme [6.4.1] il existe C1(g) > 0 tel que
|4 + h|T = [9]" — qhap |72 < Ci(q) |[1*|h]* + |h)7].

Donc

dv dv
R h<C /h2 =29 4 (C / h|——f—.
(< Cla) [ W s s i) [l
De I'inégalité de Holder, on tire

dv
RAplit—E— < 2| o h||%
[ R < I A,

_ (/ o dv, )13X (/ B dv, )3

a M dg(z,z0)* M dg(x, 20)*
1—2

= llgs® < IRIIZ,

dvg

Ensuite de I'inclusion continue de Hardy-Sobolev HZ (M) < L4, (W

) on déduit que

Ry(v) = ollhll 2 ary)-

D’ou @, est une fonction différentiable sur Hi(M) et sa différentielle vaut ¢,.

Il reste a démontrer que d®, est de classe C°. Pour cela, on considére une suite (¢, )nen-
dans H(M) qui converge vers ¢ pour la norme |- || z2(5s)- On pose pour tout n € H7 (M),

Y = + Ny Alors pour tout h € HY (M), [l g2 < 1, on a:

(A, () — d@u ()] < g / ™ = 2] S

(x SC(])

< /}mnn b+ ]2 — wnw 2 Jh|
d

dy(z, xo)

( 7x0)

IN

Wext) /M (17l + ) 1
(6.4.44)
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sachant qu’on a obtenu la derniére inégalité d’apres le lemme|6.4.2|et Cy(q) > 0 est une
constante dépendante de . Comme ¢ < 2*(s), on obtient avec les inégalités de Holder :

dv
/ Ul s < Callg gl Wl an, (6.4.15)

De méme, on démontre que

dv
/M |¢|q|nn|q+1|h|m < 03||¢||§{12(M)HnnH]l'{E(zM)HhHH%(M)' (6-4‘46)

Les inégalités ((6.4.44)), (6.4.45)) et (6.4.46]) impliquent que

sup  [d®y(Pn)h — d®y()h] = Ol 2 ar))-

Hh‘HH%(]\/j)Sl

D’ou le résultat. O

6.5 Appendice IV : Convergence faible dans L”.

On donne ici un Lemme d’intégration comme il était cité dans le livre d’Hebey [31]
qu’on utilisera dans le Chapitre 6.

Définition 6.5.1 Soit (X, 7) un espace topologique. Une mesure (de Radon) sur X
est une forme linéaire continue sur C°(X), lespace des fonctions continues a support
compact dans X.

Définition 6.5.2 (Espace dénombrable a l’infini) On dit qu’un espace mesuré (X, )
est dénombrable a Uinfini s’il existe une suite (X;);en des parties de X mesurables et de
mesure finie qui recouvrent X, i.e.

xX=Jx.

IS\

Lemme 6.5.1 Soit u une mesure de Radon sur un espace métrique (X, d) localement
compact et dénombrable a Uinfini. Soit p > 1. Si (fix)ken est une suite des fonctions
pu—mesurables et bornées dans LP(X), et si (fx)ren converge p-p.p. vers une fonction f,
alors f € LP(X) et (fr)ken converge faiblement vers f dans LP(X).

Preuve du Lemme : On suit la preuve donnée par Hebey dans [31]. En effet,
soient p > 1 et (gx)ren la suite des fonctions p-mesurable et positives définies par g =
inf,, >k | f|. Pour tout k € N, on a g < |fil, w-p.p- et gr < gr+14-p-p. donc (gx)r est une
suite croissante et est dans LP(X). En plus, la suite (gx)ren converge p-p.p. vers |f|, car

lgs(@) — |F(@)]] < [fulz) — f(2)] 225250,

D’ou (g )ken est une suite des fonctions p-mesurables positives, croissantes dans LP(X)
et convergente u-p.p. vers |f| lorsque k — 4o00. En appliquant le Théoréme Beppo-Livi,
on tire que f € LP(X).

D’autre part, la suite (fx)gen étant bornée dans LP(X) qui est réflexif (car p > 1) donc
il existe une sous-suite (fy)r de (fx)ren qui converge faiblement vers g dans LP(X). Sans
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perte de généralité, on suppose que g = 0, pu-p.p. sur M et on va démontrer que g = 0,
p-p.p. sur M. Pour cela, soit K un compact de X. Notons Sg, A% et B% les ensembles
suivants :

Sk ={re K; f(x)>0},
Al ={r € Sk; fulr) >0} et BE={xecSk; filz)<O0}.
Pour tout k € N, on écrit : S = KN f71(]0, +o0[) et

Ak = Sk N £71(0,4+00]) et B =Sk N (] — o0,0]).

Par suite, les ensembles Sx, A% et BY. sont y-mesurables. Notons que K est pu-mesurable
car X est dénombrable a l'infini.

Maintenant, pour un ensemble E quelquonque de X, on désigne par yxg la fonction
caractéristique de E qui vaut 1 sur E et 0 ailleurs. Alors la suite (y Bk Jken converge
p-p.p. vers 0. D’autre part, (X, d) étant dénombrable a l'infini donc il existe une suite
dénombrable (X;);en des ouverts dans Bor(X) telle que X = .y Xi. Comme K est une
partie compacte de X, il existe donc X, Xs,,..., X5 € (Xi)ien tel que K C UK, X;.
Par suite on a, pour tout k£ € N, XpE < > K Xx;s p#-p.p. Du Théoréme de convergence

dominée de Lebesgue, on tire que la suite (XB’;< Jren converge p-p.p. vers 0 dans L'(X).
En utilisant I'inégalité de Holder, on peut écrire

‘/Bg frdp| < (/X!fk!”du);- (/Bk du>1;

K
et puisque la suite (f)ren est bornée dans LP(X) et la suite (Xpx Jren converge p-p.p.

vers 0 dans L'(X), on obtient que

lim frdp = 0. (6.5.47)

D’autre part, on a pour tout s € N* :

/ X dp = / Xsxdp = p(Sk) < p(K) < +oo,
X X

donc xg, € L°(X) pour tout s € N*. On définit la forme linéaire ¢ sur LP(X) :
p:LP(X) = R

g = gdp
Sk

Avec l'inégalité de Holder, on tire pour tout g € LP(X) :

l(9)] < llglly - 1(Sk)" 7 < +o0.

D’out ¢ est bien définie. Puisque la suite (fy)gen converge faiblement vers 0 dans LP(X),
donc

((fr))ken horoo, ©(0) = 0.
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Cecl donne

lim frdp = 0. (6.5.48)

= [ it [ fud
Sk AI;’( Bf(
et avec (6.5.47)) et (6.5.48)), on déduit que

De la relation

li dp = 0.
I1 s’ensuit que la suite (fyxax Jren converge vers 0 dans L'(X), donc il existe une sous-
suite (fksXA’;g )sen qui converge u-p.p. vers 0. Mais (kaA;;()keN converge p-p.p. sur M vers
fxsy- En effet, si z € Sk, alors (kaAz;()(x) =0 — 0 lorsque k — +o00. Si x € Sk, alors

f(z) > 0. Puisque la suite (fx(x))ren converge u-p.p. vers f(z), donc pour tout € > 0, il
existe ko(e) € N* tel que pour tout k > kg on a : fr(z) > 0 et |fr(z) — f(z)| < e. D’ott on
apourtoutk:ZkO:xEA’}’(et

|kaA’;((x) - fXSK(ZU)| = ‘fk(l") — f(x)| < €.

Ceci implique que fxs, = 0 p-p.p. sur M. On en déduit que fjx < 0, p-p.p. Mais K
est une partie compacte quelquonque de l'espace (X, d) qui est localement compact, il
s’ensuit que que f < 0, pu-p.p. sur X. En remplagant f, par —f; et en échangeant les
roles de A% et BY. dans la démonstration, on aura :

—fxsxy =0p—p.p.sur M, Skg={xreK; f(zr)<O0}.

Par arguments de compacité, on tire ensuite que f > 0, u-p.p. sur M. D’ou f =0, pu-p.p.
sur M. Ceci termine la preuve du Lemme ([6.5.1]). O

6.6 Appendice V : Fonctions de Green

€

Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension 3, a € C%?(M), 0
M),

10, 1] tel que A, + a soit coercif, c.a.d. quil existe A > 0 telle que pour tout u € H(
on a:

/M (IVul; + au®) dvg > Mlull32an) (6.6.49)

et soit £ > 0 une constante telle que pour tout 6 €]0, 1], on a :
a(z) — a(y
lallcosar = llalloo +  sup M <k (6.6.50)
m2\Diag(nm) o(@, 7o)

On pose
Diag(M) :=={(z,z) e M x M | v € M}.

Théoréme 6.6.1 I existe une unique fonction continue G, : M*\ Diag(M) — R telle
que pour tout x € M, la fonction Go, @ M\ {z} — R est dans L*(M) et pour tout
uwe C*M), ona:

u(z) = /M Go(z,y) (Agu + au) (y)du,(y). (6.6.51)
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En plus, G, vérifie les propriétés suivantes :
P1 : G, est strictement positive et pour tout x € M, G, , € C*°(M \ {z}).

P2 : Pour tout x € M, il existe 3,, € HY(M) N C* (M) N C>®(M \ {z}), pour tous
P E]%, 3[, 0 €]0,1] (dépendante de a et de x) telle que pour tout y € M \ {z} :

17Gaa(s) = 70+ ). (6.6.52)

Y
)) est telle que 0 < np < 1etn =1 sur
X

dy(
ou la fonction de troncature n, € C°(Bg,,(x
P (xS~ étant les coordonnées polaires dans

B,,(x). De plus, pour tout y = r60, (r,0) ]
la carte exponentielle (ngo(x),expgl), on a :

—Ag - ) > _ (ane)(y) pour tout y € M \ B (37)
_ @y)) ~ dy(wy) P
AgPag + faq = { o ndetle)) © aty)

2dg(z,y)* dg(z,y)

(6.6.53)

pour tout y € B, (z).
et pour tout p €|1,3[ : AyfBar + afay, € LP(M).
Pour la preuve du Théoréme voir |43] et [18].

Proposition 6.6.1 (Intégration par parties) Soient (M, g) une variété Riemannienne
compacte de dimension n, u € HY(M), v € H{(M) tel que p~' + ¢~ = 1. Alors

(E) : /M (Agu)vdv, = /M (Vu, Vo), du,.

Preuve de la Proposition : En effet, u étant dans HY (M) (resp. v dans H{(M))
donc il existe (u;)ien (resp. (v;)ien) dans C°(M) une suite de Cauchy pour la norme
|- ez 0y (vesp. pour || - [|ga(ary) telle que [Ju; —ul| gz (ary (vesp. |[vi — v|[ge(ar)). Done pour
tout 7 € N,

(E;) : /(Agui)vidvg:/ (Vu,, Vu;),du,.
M M

On va démontrer que par passage a la limite dans (E;), on obtiendra (E). Pour cela, on
utilise les inégalités de Holder pour écrire
' / u), Vu;)du,

‘ / (v; —v), Vu)gdvg

< V= W) Veilly + [[Vall[[V (0 = v)llg
Puisque u; — u dans HY(M) et v; — u dans H{ (M) donc

‘/ (Vui,Vvi)gdvg—/ (Vu, Vv),du,
M M

lim (Vui,Vvi)gdvg:/ (Vu, Vu),du,. (6.6.54)
M

i——+00 M

D’une fagon similaire, on démontre que

lim (Agui)vidvg:/ (Ayu)vdu,. (6.6.55)
M

1——+00 M

Avec (6.6.54)), (6.6.55)) et par passage a la limite dans (E;), on tire le résultat demandé.
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Proposition 6.6.2 (Formule de Green) Soient (M, g) une variété Riemannienne com-
pacte de dimension 3, u € HY (M), a € C%7(M), v €]0,1[ et f € LP(M), p > 3/2 tel que
Ay + a est coercif et

Aju+au=f au sens faible. (6.6.56)

Alors pour tout x € M, on a :
ue) = [ Gualy) f5)do,
M

Preuve de la Proposition : En effet, C*°(M) est partout dense dans I’espace
(LP(M), || - ||p) donc il existe une suite (fx)ren € C®(M) telle que fr, — f pour la norme
| - |l,- Puisque f, € C®(M) et a € C*(M) donc il existe, d’aprés la Proposition (?7),
pour tout k£ € N, une fonction uy, € C*7(M) telle que

(Ek) . Aguk + aup = fk

La Théorie standard des E.D.P. elliptique (voir Théoréme (9.11) dans Gilbarg-Trudinger
[25]) impliquent qu’il existe Cy = C1(M, g) > 0 telle que

[l azary < Co (lullp + [1.fxllp) -
La derniére inégalité et les équations (Ej) impliquent
lurllzzan < fellp(Cillalloo + 1)
En raisonnant sur uy — uy;, ceci implique que la suite (ug)ren est de Cauchy dans 'espace
(H5 (M), || - |z ary) qui est de Banach donc il existe @ € Hy (M) tel que uj, — @ pour la
norme || - || zz(ar). D’ot, par passage a la limite dans les équations (Ey), on tire
Agu+at = f au sens faible. (6.6.57)

Les équations (6.6.56|) et (6.6.57) impliquent que

Ayt —u)+a(t—u) =0 au sens faible.

Cette derniére équation et la coercivité de l'opérateur A, + a donnent @ —u = 0. D’ou
la suite (ug)pen converge fortement dans HY (M) vers u. Par inégalité de Sobolev, ceci
implique que (uy)peny converge uniformement (dans C°(M)) vers u. On considére main-
tenant x € M. Comme les u sont dans C%(M) alors, d’apres la définition de la fonction
de Green G, ,, on a :

ug(x) :/MGa,a:(y)fk(?J)dvg'

Soit p’ > 1 le conjugué de p, c.a.d. p~* + (p) ™1 = 1. p est aussi dans |3/2, 3[. On obtient
par les inégalités de Holder

/MG% (fi = Pdvg| < Collfie = fllplidg (-, )™l

ot Cy > 0 est une constante indépendante de k. Puisque fr — f dans LP(M) donc

i [ Gt hde, = [ Gosl)fwie, (6.6.58)

k—-+oco M

Par passage a la limite quand & — 400, la relation (6.6.58)) et la convergence uniforme
de (ug)gen vers u :

u(zr) = lim y Gox(y) fi(y)dv, = /M Gox(y) f(y)du,.

k—+o0
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6.7 Appendice VI : Théoréme de Han-Lin sur les va-
riétés compactes

Dans cet Appendice, nous donnons I’énoncé du Théoréme original de Han-Lin tel qu’il
est cité dans [27] (voir Théoréme (4.1)). Ainsi nous démontrons deux versions adaptées
de ce Théoréme sur les domaines bornés dans R” et dans les variétés compactes.

Théoréme 6.7.1 (De HAN-LIN) Soit B1(0) la boule unité de R"™ centrée en 0. Soient
(aij)ij=t,..n € L>(B1(0)) et c € LI(B1(0)) avec ¢ > 5. Supposons qu’ils existent A\, A > 0
tels que pour tous x € B1(0),£ € R", on a :

aij()€&5 > MEP et [laglloo + [Cllg < A,
et qu’il existe u € H*(B1(0)) tel que
Dj(aijDiu) +cu < f  faiblement sur H)(B;(0)).

Si f € LI(B1(0)) alors ut € L2 (B1(0)) et, pour tout p > 0, il existe une constante
C =C(n,\, A\, p,q) tel que pour tout 6 €]0,1[ on a :

1
supu’ < C{—=|u"||r@.0)) + | f L@ 0 }-
By (1—0)»

Lemme 6.7.1 On munit la boule Bo(0) C R™ d’une métrique Riemannienne §. Soit
A > 0 une constante dépendant de § telle que pour tout ¢ € C°(B2(0)), on a :

||¢HL§*(IB%1(O)) < A||V¢||L§(B1(o))-

Soitu € H}(B1(0)),u > 0 p.p. tel que Agu < fu, faiblement sur Hg ;(B1(0)) et f]B \f\rdvg <
k, avec v > 5. Donc u € LlOC(IB%l(O)) et, pour tout p > 0, il e:mste une constante
C C(n, A, A ,1) tel que pour tout 6 €]0,1[ on a :
< O]
sup u < C————||u|zr .
By (0) (1—g)p O
Preuve du Lemme (6.7.1) : En effet, puisque § et § sont équivalentes sur le pavé unite
(B1(0), || -]]1), donc il existe une constante k > 0 telle que pour tous x € (B1(0), |- |l1),&
R™ on a :
RTHO(E,€) < g(&,€) < RA(E,€) (6.7.59)
et . .
k™ 2dX < dvy < k2dX. (6.7.60)

g étant une métrique Riemannienne donc la matrice (gij )m-zl _____ n, Vue comme étant une
forme bilinéaire, est définie positive, i.e. il existe A > 0 tel que pour tous z € B!(0), ¢ € R™,

g7 (x)&(2)&;(x) > NP (6.7.61)
D’autre part, f étant dans L7(B;(0)), donc en utilisant (6.7.59)) et (6.7.60), on tire que :

f e LX(B(0)) et /B ) IfIrdX < k3K, (6.7.62)
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(6.7.62) et (§");; € C=(B1(0),] - |]1) impliquent qu'il existe A > 0 tel que

D N7 lcom + I1Fll- < A (6.7.63)
ij=1
Soit u € Hj(By(0)) vérifiant Agu < fu faiblement sur Hg;(B1(0)). En utilisant les
inégalités (6.7.59) et (6.7.60]), on aura que u € H}(B;(0)). En plus, si ¢ € C(B;(0))

alors :

/ Vi(§7Viu)edX = / §IViuV,¢dX < k? / < Vu, Vo >; dvg
B1(0) B1(0) B (0)

< K2 Jupdvg; < K" fupdX. (6.7.64)
B1(0) B1(0)

Ayant (6.7.61)), (6.7.62)), (6.7.63)), (6.7.64) et en appliquant le Théoréme (6.7.1)), on tire le
O

résultat.

Lemme 6.7.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte. Soient u € HE (M), u >
0 ety € M. On considere un domaine ouvert ) dans M et suppose que u vérifie

{ Agu < fu, au sens des distributions sur§2,
fQ |f|rdvg <K,

avec K = K(M,g, f,r), r > %, donc pour tout w CC Q et tout p > 0, il existe C =

C(M,g,K,p,r,Qw) >0 (ne dépendant pas de u) telle que

[ull o) < Cllullze)-

Preuve du Lemme ([6.7.2) : En effet, on considére w CC Q, y € w et expy_1 :Q, - R"
Iapplication exponentielle en y. On suppose sans perte de généralité que exp, Q) =
Bzr, (0) et que exp,*(w,) = Bg,/3(0) avec R, €]0,iy(M)[. D’aprés le Lemme (6.7.1), il
sutfit de démontrer qu'’il existe A, > 0 telle que pour tout ¢ € C°(Br, (0)), on a :

2

H(b“Lg:(B@(O)) < AvaqﬁHLgy(Bi}?(O))y

avec g, = exp, g. Soit ¢ € C(Bx, (0). On a :

2

2
2%

> g, de SCJ*/ Lo
]BzRyO

o
*"0

Yadx

||¢||L';;;;(B@(0>> B /BQR >|¢

Y

< AC,T IVo|2dX < AC,® C,IVel2, x Cf /1g,ldX

B2r, (0) Bar, (0)
3

3

< ACYIVOllLz (B, ©)
3

ou C, est la constante qui vérifie sur Bg(%(())) au sens des formes bilinéaires : C, ' <

gy, < C,0, et A > 0 est la constante de l'inclusion D}(R") < L?"(R"). On termine la
démonstartion en supposant que A, = ACY. U
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Résumé : Dans ce Manuscrit, nous étudions ['influence de la géométrie sur les
équations de Hardy-Sobolev perturbées ou non sur toute variété Riemannienne compacte
sans bord de dimension n > 3.

Plus précisément, dans le cas non perturbé nous démontrons que pour toute dimension
de la variété strictement supérieure a 3, Uezxistence d’une solution (ou plutdt une condi-
tion suffisante d’existence) dépendra de la géométrie locale autour de la singularité. En
revanche, dans le cas ou la dimension est égale a 3, c’est la géométrie globale (particulie-
rement, la masse de la fonction de Green ) de la variété qui comptera.

Dans le cas d’une équation a terme perturbatif sous-critique, nous démontrons que [’exis-
tence d’une solution dépendra uniquement de la perturbation pour les grandes dimensions
et qu’une interaction entre la géométrie globale de la variété et la perturbation apparaitra
en dimension 3.

Enfin, nous établissons une inégalité optimale de Hardy-Sobolev Riemannienne, la variété
étant avec ou sans bord, ot nous démontrons que la premiére meilleure constante est celle
des inégalités Euclidiennes et est atteinte.

Mots Clefs : Variété Riemannienne compacte, Equation de Hardy-Sobolev, Inégalité de
Hardy-Sobolev, Meilleure constante, Courbure scalaire, Masse de la fonction de Green.

Abstract : In this Manuscript, we investigate the influence of geometry on the
Hardy-Sobolev equations on the compact Riemannian manifolds without boundary of di-
mension n > 3.

More precisely, we prove in the non perturbative case that the existence of solutions de-
pends only on the local geometry around the singularity when n > 4 while it is the global
geometry of the manifold when n = 3 that matters.

In the presence of a perturbative subcritical term, we prove that the existence of solutions
depends only on the perturbation when n > 4 while an interaction between the perturbation
and the global geometry appears in dimension 3.

Finally, we establish an Optimal Hardy-Sobolev inequality for all compact Riemannian
manifolds, with or without boundary, where we prove that the Riemannian sharp constant
1s the one for the Fuclidean inequality and is achieved.

Keywords : Compact Riemannian manifold, Hardy-Sobolev Equation, Hardy-Sobolev
Inequality, Sharp constant, Scalar curvature, Mass of the Green function.
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