
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

AVERTISSEMENT 
 
 

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de 
soutenance et mis à disposition de l'ensemble de la 
communauté universitaire élargie. 
 
Il est soumis à la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci 
implique une obligation de citation et de référencement lors de 
l’utilisation de ce document. 
 
D'autre part, toute contrefaçon, plagiat, reproduction  illicite 
encourt une poursuite pénale. 
 
Contact : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr 
 
 
 
 
 

LIENS 
 
 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10 
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg_droi.php 
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm 



   
Collegium Sciences et Technologies École doctorale EMMA
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Ulrich STROTH, Professeur des Universités,
Max Planck Institute, Garching (Allemagne)

Examinateurs : Fabrice DOVEIL, Directeur de recherches au CNRS,
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Remerciements : la thèse un travail seul à plusieurs

Rencontrer une personne nouvelle lorsque l’on est en thèse peut être plus éprouvant
qu’il n’y parâıt. A la question innocente mais pourtant fatidique «Que fais-tu dans la
vie ?», le thésard se voit totalement désarmé pour expliquer un monde que l’interlocuteur
ignore, le plus souvent, et qui ne se comprend qu’en s’expérimentant. Dans la plupart
des cas, l’aspirant docteur n’aura pas le courage de rentrer dans les fastidieux détails de
description de ce qu’est la thèse et se contentera de l’évoquer brièvement, laissant à son
interlocuteur le choix entre simuler un semblant de compréhension à l’évocation du mot
thèse ou pousser le vice à demander plus de précision. Pourtant, la réponse succincte du
doctorant n’est pas vide de sens et évolue au cours des différentes périodes de son ap-
prentissage de thèse. Je vous propose ici un décodage des cinq phrases valises qu’émet
un futur docteur à la question «Que fais-tu dans la vie ?» et qui correspondent aux cinq
temps forts de la vie du thésard.

Je vais faire une thèse : rêve fou et inconsidéré de l’étudiant en fin de Master. Le ju-
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Je suis en thèse : période floue qui commence vers le sixième mois et finit aux alen-
tours des six derniers, pendant laquelle les hauts et les bas se succèdent, sans que la
finalité ne soit vraiment l’objectif du travail mené. Décrire les ressentis de cette période
dans le détail serait comme décrire un tableau pointilliste petite tache par petite tache.
Certaines sont colorées et attrayantes alors que d’autres sont plus obscures et sombres. Il
en va de même pour le quotidien de la thèse : certains jours sont heureux et tout sourit à
l’acharné alors que d’autres sont plus maussades où rien ne va. La description de chacun
de ces instants semble fort inutile puisqu’ils ne représentent qu’un infime morceau de la
toile finale. Pourtant, l’artiste peintre passera des jours à choisir son bleu, tout comme
le thésard passera des mois à régler un problème qui parâıt mineur. La somme de tous
ces instants, futiles aux regards extérieurs, donne pourtant un jour ses fruits lorsque le
résultat final apparâıt, dès lors que la thèse est finie, que le recul se fait, et que le tableau,
constitué de mille et un points ou moments de vie, révèle sa forme finale, le travail ac-
compli.

Je passe ma thèse : Avant que la forme finale du tableau ne puisse être révélée au grand
jour, le peintre doctorant se doit de porter le coup de pinceau ultime à sa toile : rédiger le
texte faisant l’état des lieux de son travail au cours des trois années passées. Cette dernière
étape est primordiale pour l’artiste peintre doctorant et va déterminer si oui ou non la
somme de chaque moment forme un ensemble intelligible ou si le tableau est gâché. Tout
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comme le geste du peintre, le futur docteur se doit d’être précis mais vif. C’est que la ré-
daction se fait bien généralement dans la précipitation, l’angoisse et le doute. Précipitation
car la toile peut toujours être améliorée, embellie, alors que le mécène commanditaire de
l’oeuvre s’impatiente de la voir dans son salon et qu’il menace de ne plus payer si le retard
se fait trop grand. Angoisse de la réaction dudit mécène à la vue du résultat final. Enfin,
doute que le travail soit utile, qu’il intéresse, qu’il contribue au développement personnel,
au bonheur du jeune thésard ou encore doute de sa propre compétence, tant le moment
est intense. Rien n’est plus laborieux et studieux que cette période. Ce n’est pas un simple
rapport que l’on écrit, c’est bien un livre de pointe sur un sujet précis et délicat, qui doit
se tenir dans la forme comme dans le fond et qui sera jugé par des spécialistes du domaine.

Je soutiens ma thèse : C’est l’exposition ! La toile est envoyée aux mécènes, ceux-ci sont
satisfaits (du moins quand tout se passe bien), évoquent quelques retouches, améliorations
et soulignent la pertinence du travail avant de définir une date à laquelle la toile sera pré-
sentée au grand public. Il est alors demandé au jeune presque mâıtre d’art de composer
un discours, illustrant au mieux les tenants et les aboutissants qui ont conduits au chef
d’oeuvre. Exercice difficile et empli d’appréhension, surtout que la date est éloignée dans
le temps, faisant de chaque moment une lente agonie où le doctorant se meurt en attente
d’en finir. Le discours, pour sa part, se doit d’être bien préparé puisque le public sera
composé de critiques de grande renommée sur le sujet. Ainsi, chaque mot doit être choisi,
chaque illustration mûrement réfléchie et le rideau doit tomber au moment propice pour
dévoiler l’oeuvre finale. L’auteur se livre également à un exercice périlleux puisqu’il se
voit assailli de questions sur son oeuvre, jugement final s’il en est, qui laissera une trace
indélébile sur son parcours. Et pourtant, le moment tant attendu arrive, c’est la consé-
cration, qui fera du jeune étudiant en Master, un jeune docteur dont les épreuves futures
s’annoncent tout aussi difficiles que celles de la thèse, mais dont le défi est à sa mesure.

Cette description du temps fort qu’est la thèse semble plonger le futur docteur dans
un ab̂ıme de solitude, où tout lui est ennemi et où seul il devra se battre. Pourtant, il n’en
est rien ! Tout comme le peintre est aidé par ses disciples, s’inspire des autres, est porté
par des mécènes, corrigé par des pairs ou encore soutenu par sa famille et ses amis, le futur
docteur n’est pas seul dans cette épreuve de trois longues années. Le succès d’un travail
de thèse n’est pas la contribution d’un seul mais bien de plusieurs et j’aimerais remercier
toutes ces personnes qui ont fait de ces trois ans, non pas un long fleuve tranquille, mais
bien une étape importante de vie.

En tout premier lieu, je souhaite remercier Nicolas Lemoine qui a fait un travail de direc-
teur de thèse exemplaire. Il a su me guider tout au long de ces trois ans, en m’apprenant
énormément et en me soutenant toujours. Ses talents pédagogiques, que j’avais fortement
apprécié durant mon Master, ne sont plus à démontrer. Adepte de la rigueur mathéma-
tique et physique, sa capacité à faire le lien entre différents éléments a priori incorrélés m’a
toujours étonné et en fait l’un des meilleurs scientifiques que j’ai pu rencontrer durant ma
(jeune) carrière. Son point de vue critique ne s’étend pas seulement au monde des sciences
et, lors de nos nombreuses pérégrinations, il est toujours agréable de converser avec lui.
Enfin, je lui souhaite bonne chance pour son HdR et ses futurs travaux. J’espère être
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amené à encore travailler avec lui.
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dans leurs derniers retranchements. Je n’oublie pas que c’est grâce à lui que j’ai eu un
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Un travail de thèse se doit d’être jugé et je souhaite remercier ces personnes qui ont
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Liste des symboles

Dans tout le mémoire, nous adopterons les conventions suivantes :

• Les vecteurs seront notés en gras, comme B par exemple.
• L’indice e désignera la population des électrons et l’indice i la population d’ions.
• Lorsque deux populations d’ions seront considérées, l’indice Xe+ sera utilisé pour

désigner la population d’ions xénon ionisés une fois et l’indice Xe2+ désignera la
population d’ions xénon ionisés deux fois.
• Les paramètres normalisés seront notés avec un chapeau, comme ω̂ par exemple. Les

longueurs caractéristiques seront normalisées à la longueur λDe et les pulsations à
la pulsation ωpi.
• Les paramètres d’ordre 0 seront notés avec l’indice 0, comme ne0, et ceux d’ordre 1

seront notés avec l’indice 1, comme ne1.
• Les transformées de Fourier dans l’espace et dans le temps seront notées avec un

tilde, comme ñe.
• La direction parallèle au champ magnétique sera désignée par l’indice ‖ et le plan

perpendiculaire à cette direction par l’indice ⊥.
• Quand cela sera nécessaire, la direction du champ électrique sera représentée par le

terme axial et le plan perpendiculaire à cette direction par le terme plan.
• L’acronyme FIL désigne le diagnostic de Fluorescence Induite par Laser.
• L’acronyme OL désigne l’Oscillateur Local.
• Les transformées de Fourier spatiale et temporelle se feront sur la base

exp [i (k · r − ωt)]. Le mode se propagera alors suivant la direction du vecteur d’onde
k lorsque la partie réelle de ω (la pulsation ωr) sera positive. On qualifiera le mode
d’instable lorsque la partie imaginaire γ de ω sera positive et on parlera alors de taux
de croissance de l’onde pour nommer γ. Le mode sera stabilisé ou amorti lorsque γ
est négatif.
• Le champ magnétique B0 radial sera orienté de l’intérieur vers l’extérieur du pro-

pulseur selon la direction z. Le champ électrique E0 axial sera, quant à lui, orienté
du fond du canal du propulseur vers le plan de sortie dans la direction x. Par consé-
quent, la vitesse de dérive E0 × B0 azimutale sera orientée suivant la direction
y.
• Le canal 03h désignera le demi canal se situant à droite du propulseur lorsque l’on

fait face au jet, le canal 09h faisant référence à l’autre demi canal à gauche.
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Vecteur champ électrique statique
et sa valeur algébrique.
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Longueur caractéristiques du gradient de température.

Unités

m
m
m
/
/
/
m
m

xiii



Liste des symboles

Grandeurs de la diffusion collective

Symboles

V
L

Pi
w0

flentille

fdec

Ei, Ei,0

EOL

Ed

Etotal

S (k, f)
S (k)

U (r), W (k)
I (k, f)
Iph (f)

r′

r
r0 = e2/ (4πε0mec

2)
rs

ki
kd

k = kd − ki
k = (kx, ky, kz)

∆k =
√

2/w0

λi
ωi
f

∆f

T
η
θ
α

∆α
αmax

Grandeurs

Volume de mesure de la diffusion collective.
Longueur du volume de mesure

dans la direction z.
Puissance du faisceau primaire.
Pincement du faisceau primaire.

Focale de la lentille.
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Introduction

Les systèmes de propulsion d’un satellite doivent lui permettre d’effectuer un certain
nombre de manœuvres une fois arrivé dans l’espace. Leur premier objectif est de trans-
férer le véhicule spatial d’une orbite intermédiaire, où le lanceur le dépose, à l’orbite
géostationnaire, par exemple. Les manœuvres que le satellite devra ensuite effectuer se-
ront déterminées par le but de sa mission. S’il doit rester sur une orbite géostationnaire,
les propulseurs devront corriger sa trajectoire, en s’allumant trois ou quatre fois par jour,
et modifier l’orientation des panneaux solaires qui l’alimentent, de façon à les garder le
plus parfaitement possible orientés face au soleil. Si sa mission est à des fins d’exploration
spatiale, le satellite sera peut être amené à s’éloigner de la terre et les propulseurs devront
pousser de manière continue avec plus ou moins de puissance, pour arriver dans le temps
imparti défini par les objectifs scientifiques. Avec l’accroissement des télécommunications
et des missions d’exploration spatiale, l’amélioration de ces systèmes est donc devenue un
enjeu majeur pour les grandes agences spatiales et les industriels.

Le perfectionnement des propulseurs de satellites passe essentiellement par l’allonge-
ment de leur durée d’utilisation, généralement limitée par le carburant qui les alimente.
Si la propulsion chimique a prouvé son efficacité pour extraire un objet de l’attraction
terrestre, grâce à la poussée gigantesque qu’elle produit, son utilisation dans l’espace est
moins appropriée. Trop énergivore et trop puissante pour cette tâche, on lui préfère de
plus en plus la propulsion électrique plus efficace et économe en carburant, dont la pous-
sée, inférieure au newton, est adaptée à ces tâches. Pour rendre compte de la différence
entre ces deux systèmes, on a recours à l’équation de la fusée ou équation de Tsiolkovsky,
qui relie la masse ∆m nécessaire pour modifier la vitesse d’un engin spatial, à l’incrément
de vitesse ∆v. Lorsque le satellite n’est soumis qu’à la force de poussée, la conservation
de la quantité de mouvement conduit à

∆m = m0

(
1− e−

∆v
vp

)
, (1)

où m0 est la masse initiale du satellite, ergol 1 compris, et vp la vitesse d’éjection du
gaz par le propulseur, supposée constante.

On observe alors que, plus la vitesse d’expulsion est grande, pour une masse initiale et
un incrément de vitesse donnés, moins le propulseur consommera de combustible. Cette
constatation se traduit plus habituellement en terme d’impulsion spécifique Isp, donnée
par le rapport entre la poussée T et le débit massique ṁ multiplié par l’accélération de

1. Nom des substances chimiques utilisées pour produire de l’énergie dans un propulseur chimique
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Figure 1: Consommation de carburant d’un satellite de masse initiale de 5 tonnes pour pas-
ser d’une orbite basse à l’orbite géostationnaire (∆v ' 1,5 km/s) en fonction de
l’impulsion spécifique de son système de propulsion. Trois propulseurs différents sont
aussi représentés : le propulseur chimique Vulcain 2 de l’Ariane 5 développé par la
Snecma [67], le propulseur à effet Hall PPS 1350 de la Snecma [52] et le propulseur
à grilles T5 Kaufman de Qinetiq.

pesanteur g à la surface de la terre, soit

Isp =
T

ṁg
=
vp
g
. (2)

L’impulsion spécifique fournit ainsi une mesure de l’efficacité de la poussée, égale au
temps caractéristique pendant lequel cette force peut être maintenue, pour un débit donné.
A titre d’exemple, la masse nécessaire pour transférer une plateforme de masse initiale de
5 tonnes de l’orbite basse à l’orbite géostationnaire, avec un ∆v de 1,5 km/s, est présentée
sur la Fig. 1 en fonction de l’impulsion spécifique Isp. Cette équation donne le point de
départ de la comparaison entre propulseurs chimiques et électriques.

La propulsion dite chimique exploite l’énergie de liaison des molécules de l’ergol em-
barqué pour produire des gaz chauds expulsés via une tuyère. L’énergie chimique par unité
de masse étant finie, les vitesses d’éjection accessibles par ces systèmes restent modestes
et dépassent rarement 4 km/s [51], c’est-à-dire une Isp de 400 s. Néanmoins, les débits
massiques ṁ mis en jeu pouvant être très importants, la poussée donnée par

T = vpṁ = vp
dm

dt
(3)

peut être considérable, allant jusqu’à 106 N pour un débit de l’ordre de la centaine de
kilogrammes par seconde, pour un lanceur au décollage [67]. Ces caractéristiques font des
propulseurs chimiques un outil indispensable lorsque de fortes accélérations sont requises,
comme lors de la libération de l’attraction terrestre, bien que très coûteux en terme de
consommation d’ergol.
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De leur côté, les propulseurs dits électriques reçoivent l’énergie par apport extérieur,
grâce aux panneaux solaires de la plateforme du satellite par exemple, et la transmettent
aux molécules d’un gaz par le biais des forces électromagnétiques. Le gaz est d’abord
ionisé pour créer un plasma, puis les particules les plus lourdes, les ions, sont extraites
et accélérées vers l’extérieur à l’aide d’un champ électrique intense. Les vitesses d’éjec-
tion des ions dépendent de la tension d’accélération et peuvent atteindre des valeurs d’un
ordre de grandeur supérieur aux valeurs atteignables (constatées) par les propulseurs chi-
miques [29]. Les propulseurs électriques possèdent donc des Isp généralement comprises
entre 1000 et 4000 s. Malgré cette grande efficacité, la poussée donnée par l’Eq. 3 reste
infime comparée à celle de la propulsion chimique, en raison de la faible densité des plas-
mas, et borne, pour l’instant, l’utilisation de ces propulseurs à la correction de l’orbite
des satellites géostationnaires ou à des missions longues ne nécessitant pas de fortes ac-
célérations. Néanmoins, la consommation de carburant étant réduite drastiquement, ces
systèmes permettent d’augmenter considérablement le temps de vie des satellites pour un
coût donné ou de diminuer le prix à payer lorsque la durée de mission est fixe, le coût du
kilogramme envoyé dans l’espace étant estimé à 20 kilo-euros.

Parmi les différents types de propulseurs électriques, deux technologies sont à matu-
rité : les propulseurs ioniques à grilles [29] et les propulseurs à effet Hall [57]. Les premiers
permettent une très grande Isp, comprise entre 2500 et 3600 s, mais sont de conception
peu pratique pour l’envoi dans l’espace, notamment parce que les deux grilles chargées
qui les constituent doivent être très proches et parallèles, contraintes très fortes dans le
domaine spatial. De plus, la différence de potentiel maximum applicable entre les deux
grilles (inférieure à la tension de claquage) limite technologiquement la vitesse d’éjection
vp maximale. Le propulseur à effet Hall s’affranchit de cette contrainte en remplaçant les
grilles par un champ magnétique, supprimant la limite en vitesse. Même si son efficacité
de poussée est moindre que les propulseurs à grilles, avec une Isp comprise entre 1500 et
2500 s, sa poussée pour une puissance donnée est plus importante, son élaboration moins
contraignante pour les critères spatiaux et ses dimensions plus compactes, rendant cette
technologie attractive pour les industriels tels que la Snecma ou pour le Centre National
des Etudes Spatiales (CNES).

Principe du propulseur à effet Hall

L’idée dominante dans la conception d’un propulseur électrique est de créer un champ
accélérateur très intense, pour atteindre la vitesse d’éjection des ions la plus grande pos-
sible. La configuration du propulseur à effet Hall se base sur la loi d’Ohm locale pour
engendrer ce champ : pour un courant donné, le champ électrique est inversement pro-
portionnel à la conductivité. Une baisse de cette dernière à l’aide d’un champ magnétique
permet ainsi de générer un fort champ électrique local. Avant de présenter l’explication
de principe de la création de la poussée par ce propulseur, il convient d’en définir la
géométrie.

Le propulseur à effet Hall se compose d’une décharge annulaire formée par l’espace
entre deux cylindres en céramique, que l’on nomme canal ou chambre (Fig. 2). Un champ
magnétique radial de l’ordre de la dizaine de milliteslas est engendré dans le canal entre
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Figure 2: Schéma en coupe d’un propulseur à effet Hall typique. La direction axiale est la
direction du champ électrique E0, la direction radiale, celle du champ magnétique
B0 et la direction azimutale celle du vecteur E0 × B0. Le gaz est principalement
injecté à l’anode, au fond du canal.

Table 1: Paramètres typiques du propulseur PPSX000-ML développé par la Snecma.
Paramètres Valeurs

Diamètre externe 15 cm
Diamètre interne 10 cm

Longueur du canal de décharge 3,17 cm
Tension de décharge 500 V
Courant de décharge 5 A

Débit de masse 5 mg/s

une bobine centrale située à l’intérieur du plus petit cylindre et quatre bobines placées à
l’extérieur du propulseur. Le champ électrique axial, fournissant l’énergie pour accélérer
les ions du plasma à grande vitesse, est établi entre une cathode creuse chauffée en sortie
de canal et une anode logée au fond de la chambre, la différence de potentiel typique étant
de 500 V. Le gaz neutre, souvent du xénon inerte et lourd, est principalement injecté à
l’anode. Le tableau 1 résume les différentes caractéristiques du propulseur X000 développé
par la Snecma, sachant qu’il en existe des plus ou moins volumineux.

L’allumage du moteur se décompose alors en plusieurs étapes [8]. A la cathode creuse,
de nombreux électrons sont émis, puis sont rapidement extraits par le potentiel positif
de l’anode, pour être entrâınés vers l’intérieur du canal. Lorsque le champ magnétique
commence à être suffisamment fort pour que le rayon de Larmor électronique soit bien
inférieur à la largeur du canal, la mobilité de ces électrons est fortement diminuée dans
la direction de l’anode. Un champ électrique axial très intense est alors engendré sur la
petite zone de confinement des électrons. En raison de la configuration croisée de champ
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électrique et magnétique, ces derniers subissent la force de Lorentz qui les fait dériver dans
la direction azimutale à grande vitesse 2, le déplacement électronique dans cette direction
produisant le courant de Hall. Cet important anneau électronique dans la direction azi-
mutale ne sert pas uniquement à diminuer la progression des électrons mais également à
ioniser le gaz neutre de manière très efficace 3, puisque l’énergie cinétique des électrons est
suffisamment intense pour ioniser les atomes de xénon par collision. Les ions ainsi créés
sont accélérés par le champ électrique et produisent une poussée à haute impulsion spé-
cifique, le champ magnétique n’ayant que peu d’effet sur ces lourds ions. Une partie des
électrons de la cathode neutralisent ensuite le faisceau d’ions, dans le sillage du propul-
seur, comme schématisé sur la Fig. 2. Bien que l’énergie transférée aux particules chargées
se fasse par l’intermédiaire de la force électromagnétique de Lorentz, le champ électrique,
générateur de la force de poussée, étant électrostatique, les propulseurs à effet Hall sont
généralement qualifiés d’électrostatique.

Contexte et objectifs de la thèse

Le concept de base de ce système est donc relativement simple et permet d’utiliser au
mieux le carburant qui l’alimente et de réduire les coûts des missions. Néanmoins, la pous-
sée que peut atteindre le propulseur ne dépasse pas 1 N (pour les plus grands modèles [78]),
restreignant son domaine d’utilisation et diminuant son attrait aux yeux des industriels.
En particulier, si ces propulseurs sont très bien adaptés pour le maintien à poste, leur
faible poussée rend trop long le transfert d’orbite entre l’orbite intermédiaire et l’orbite
géostationnaire. La nécessité de concevoir des propulseurs à effet Hall plus puissants est
donc un défi technique important pour promouvoir la propulsion électrique. Malheureu-
sement, la complexité des lois physiques mises en jeu rend les améliorations itératives
lentes et coûteuses puisqu’il faut valider les nouveaux propulseurs à chaque étape. Pour
cette raison, les industriels s’intéressent à la conception de modèles prédictifs, capables de
reproduire le comportement des propulseurs sans avoir recours à leur construction.

De tels outils ont été développés et permettent de décrire nombre de phénomènes
spécifiques au plasma du propulseur à effet Hall, en traitant les électrons comme un
fluide et les ions et les neutres comme des particules, et sont alors appelés codes Hybrid-
PIC [19, 36]. Pourtant, ces modèles ne sont pas entièrement prédictifs puisqu’ils font
appel à des coefficients de mobilité électronique ad hoc pour rendre compte des données
expérimentales. Cette incapacité de représenter le transport des électrons à travers les
lignes de champ magnétique de manière théorique s’explique par la double nature de ce
transport.

La première, dite classique, résulte des collisions entre électrons et atomes et se modé-
lise classiquement par une loi de diffusion type équation de Fick. Cependant, le courant
électronique calculé à l’aide de cette théorie est au moins d’un ordre de grandeur inférieur
à celui nécessaire pour reproduire les données expérimentales en sortie de canal à l’aide
des codes Hybrid-PIC [1].

2. La vitesse de dérive est de l’ordre de centaines ou de milliers de kilomètres par seconde.
3. Le taux de conversion des neutres en ions peut dépasser 80 % [14].
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Introduction

Un autre phénomène provoque donc le transport des électrons à travers le champ
magnétique du propulseur et on parle de transport anormal, puisque non diffusif. La
raison exacte en est encore inconnue mais deux types d’explications physiques sont souvent
évoquées. Ce transport serait ou bien lié aux fluctuations du plasma, on parle dans ce cas
de transport turbulent, ou bien serait lié aux collisions entre les électrons et les parois [56,
55], lorsque l’énergie de la gaine est trop faible pour empêcher les électrons d’atteindre les
parois et d’être diffusés dans des directions aléatoires de l’espace. Même si le comportement
du moteur est fortement affecté par la nature des céramiques qui le constitue, il a été
montré [2] que ces collisions pariétales ne sont pas nécessaires pour générer du transport
dans les codes numériques. Les efforts se tournent désormais vers le transport turbulent
pour essayer d’expliquer la mobilité anormale des électrons [59].

Les recherches dans le domaine de la propulsion électrique ont été menées en France
pendant une vingtaine d’année dans le cadre du Groupement de Recherche (GdR) 2759
“Propulsion Spatiale à plasma” regroupant le CNRS, le CNES, la Snecma et plusieurs
universités françaises et la question du transport anormal a constitué un des axes d’étude
majeur de ce dernier. Ce mémoire s’attache donc à prolonger les recherches sur le sujet
de la turbulence de manière expérimentale avec le diagnostic de la diffusion collective [69]
et théorique avec le calcul de relations de dispersion.

Dans la continuité du travail antérieur du GdR, le chapitre premier fera un résumé non
exhaustif des notions déjà acquises sur le transport turbulent des électrons vers l’anode. La
turbulence à des échelles millimétriques découverte par des simulations PIC sera d’abord
présentée. La présence de fluctuations de densité à ces échelles et dans le plan de sortie
du propulseur, ayant été confirmée expérimentalement grâce au diagnostic de diffusion
collective, nous rendrons compte des principales observations. Nous présenterons ensuite
la relation de dispersion associée à ces instabilités, dérivée par les chercheurs du Centre
de PHysique Théorique (CPHT) de Polytechnique. Nous rapporterons ensuite l’étude
bibliographique sur cette équation qui a été faite dans le cadre de cette thèse.

La relation de dispersion obtenue à partir de la théorie cinétique appliquée au pro-
pulseur à effet Hall sera présentée dans le deuxième chapitre et nous en ferons une étude
paramétrique complète. En s’appuyant sur ces résultats et ceux de la diffusion collective,
nous développerons un modèle analytique de relation de dispersion et en déterminerons le
domaine de validité dans le cas du propulseur. Le modèle pourra être appliqué plus tard
sur les données expérimentales de la diffusion collective dans le but d’estimer des para-
mètres du plasma. Enfin, nous étudierons l’extension spatiale des solutions de la relation
de dispersion dans le plan orthogonal aux lignes de champ magnétique.

Le diagnostic de diffusion collective permet d’obtenir des relations de dispersion ex-
périmentales, que nous nous proposons d’ajuster avec le modèle afin de déterminer des
grandeurs caractéristiques du plasma. Cependant, la largeur des fluctuations d’une des
instabilités observées avec le diagnostic est de l’ordre de la largeur de la fonction d’appa-
reil. Le signal mesuré par diffusion collective est alors le résultat d’une convolution entre
la fonction de transfert du diagnostic, ignorée habituellement, et la fonction associée au
spectre des fluctuations de densité. A la lumière de la relation de dispersion obtenue à
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l’aide de la théorie cinétique, nous déconvoluerons le signal de cette instabilité dans le
troisième chapitre. Une fois ce signal déconvolué, nous ajusterons le modèle sur une rela-
tion de dispersion expérimentale corrigée, ce qui nous permettra d’estimer deux quantités
difficiles à mesurer dans le jet du propulseur : la température et la densité électronique.

La dérivation du modèle, et donc l’estimation des deux paramètres précédents, s’est
faite dans l’approximation d’une température ionique négligeable dans la direction azimu-
tale du propulseur, par rapport à la température des électrons. Dans le quatrième chapitre
nous analyserons l’influence d’une température ionique non nulle sur la relation de disper-
sion théorique, pour vérifier certaines des hypothèses faites pour l’obtention du modèle ou
même de la déconvolution. Nous présenterons également la méthode originale que nous
avons développée pour résoudre l’équation de dispersion en ions chauds. Enfin, la tempé-
rature ionique étant clairement anisotrope dans le plan orthogonal au champ magnétique,
nous étudierons l’effet de l’anisotropie dans ce plan.

L’anisotropie de la température ionique montre que la relation de dispersion étudiée
dans le quatrième chapitre est incapable de rendre compte d’une instabilité observée par
diffusion collective dans la direction axiale du propulseur. Après la présentation de la va-
riation des fréquences expérimentales avec la tension de décharge, nous étudions dans le
cinquième chapitre l’ajout d’une population d’ions xénon doublement ionisés pour l’étude
cinétique. L’influence des trois moments de la fonction de distribution de cette nouvelle
espèce sur les solutions de la relation de dispersion est alors présentée. Nous comparerons
également les résultas théoriques aux résultats expérimentaux en effectuant une explora-
tion angulaire de la relation de dispersion, dans le plan orthogonal aux lignes de champ
magnétique. Pour finir, nous présenterons l’influence de l’ajout d’une portion d’hydrogène
dans le plasma de xénon du propulseur sur les fluctuations de densité observées dans la
direction axiale et azimutale.
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1.3.1 Modèle simplifié de propulseur . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.3.2 Relation de dispersion du propulseur à effet Hall . . . . . . . . 22
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Chapitre 1. Etat de l’art

Les manifestations de la turbulence sont légion dans la vie quotidienne, les tourbillons
d’une rivière déchâınée étant peut être la plus visible d’entre elles. Pourtant, il n’existe
pas de définition universelle pour caractériser un écoulement turbulent et on le décrit
généralement comme ayant un aspect complexe, dont les détails sont difficiles à appréhen-
der, puisque son spectre possède de très nombreuses échelles spatiales et temporelles. La
modélisation de la turbulence est alors ardue et fait le sujet d’intenses recherches, notam-
ment dans les domaines de l’aéronautique ou de la météorologie, mais également dans le
domaine des plasmas magnétisés. Dans ce dernier cas, les fluctuations turbulentes seraient
responsable du transport anormal des particules à travers les lignes de champ magnétique,
dégradant le temps de confinement dans les machines de fusion ou les performances des
propulseurs à effet Hall. L’apparition de phénomènes turbulents étant généralement asso-
ciée au développement de micro-instabilités, l’étude des mécanismes de croissance de ces
dernières est donc essentielle à la compréhension du transport anormal dans le propulseur.

Les résultats de codes numériques ont montré que des fluctuations du plasma dans
la direction azimutale, à des échelles de l’ordre du rayon de Larmor électronique et pour
des fréquences proches de la fréquence plasma ionique, pourraient suffir à expliquer la
conductivité anormale des électrons vers l’anode. Par conséquent, ce chapitre présente
un résumé des travaux antérieurs sur ces instabilités ayant conduit au travail de thèse
présenté dans ce mémoire.

Les résultats des codes PIC y sont brièvement rappelés dans la première section. Des
données expérimentales, obtenues grâce au diagnostic de diffusion collective, ont confirmé
la présence de fluctuations de densité à ces échelles. Elles sont présentées dans la deuxième
section. La théorie cinétique linéaire associée à ces modes a été en partie étudiée dans le
cas d’ondes de choc résultant de l’entrée du vent solaire dans la magnétosphère terrestre.
Le travail bibliographique réalisé à ce sujet dans le cadre de cette thèse est présenté dans
la dernière section de ce chapitre.

1.1 Résultats des simulations particulaires

Nous l’avons vu dans le chapitre d’introduction, il est nécessaire de comprendre le
transport anormal des électrons à travers les lignes de champ magnétique pour pouvoir
créer des modèles prédictifs capables de reproduire le comportement d’un propulseur à
effet Hall. A ces fins, des codes PIC ont été écrits dans l’espoir de déterminer les lois
physiques qui régissent ce transport. Dans l’idéal, la simulation devrait être en trois di-
mensions de l’espace. Cependant, le temps de calcul avec ces codes étant considérable
(même pour des ordinateurs actuels) des modèles simplifiés en deux dimensions ont alors
été étudiés.

Morozov ayant suggéré que les collisions entre les électrons et les parois étaient le
principal mécanisme transportant les électrons de manière anormale vers l’anode [56, 55,
2], les premiers modèles se sont reposés sur des codes PIC 2D (R,Z) où R représente
la direction radiale et Z la direction axiale du propulseur. Pourtant, ces modèles sont
incapables de reproduire le transport anormal observé expérimentalement et l’ajout d’une
conductivité de Bohm anormale est nécessaire [6, 5, 32]. Un autre phénomène prend donc
part à ce transport : la turbulence. Comme il est attendu que la dérive électronique dans
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1.1. Résultats des simulations particulaires

Figure 1.1: Evolution du potentiel moyen en fonction du temps t (abscisse en µs) et de la
direction azimutale y (ordonnée en mm). La moyenne est prise selon la direction
axiale x pour 2, 5 ≤ x ≤ 3, 5, où x = 2, 5 mm correspond au plan de sortie du
propulseur. La simulation a été réalisée pour une tension de décharge de 300 V et
un débit de xénon de 5 mg/s. Solution obtenue avec une simulation PIC implicite
(Z, θ) par Anne Héron, CPHT, école Polytechnique.

la direction azimutale θ excite des modes du plasma, la géométrie adéquate pour les
simulations est donc la géométrie 2D (Z,θ).

Un tel code a été développé par Adam et al. [2, 3] en géométrie cartésienne, un rec-
tangle servant de bôıte de simulation. La bôıte est ouverte sur deux côtés dans la direction
x, qui représentera la direction axiale, aux bornes de laquelle une différence de potentiel
est appliquée. Des conditions aux limites périodiques sont considérées pour les deux autres
côtés (direction y), pour simuler la direction azimutale du propulseur. Le champ magné-
tique est quant à lui dans la direction z, perpendiculaire au plan de la bôıte, son intensité
variant avec la position par rapport à l’anode. Il est important de noter que seuls les
ions ionisés une seule fois sont pris en compte dans cette simulation et que les collisions
entre les électrons et les parois ne peuvent être décrites que par temps de vol 4, puisque la
simulation est en 2D. Ces collisions sont de toute façon très rares dans le code, la valeur
de la gaine de répulsion coulombienne étant fixée à 20 eV dans cette direction.

Les simulations ont alors prédit que des oscillations du plasma à des fréquences de
l’ordre du MHz et à des échelles millimétriques dans la direction azimutale pouvaient être
responsables du transport anormal des électrons. La figure 1.1 illustre ce point.

L’évolution du potentiel plasma en fonction du temps et de la direction azimutale laisse
apparâıtre clairement deux types d’oscillations se propageant à des vitesses différentes

4. Les vitesses dans la direction radiale vz des particules sont calculées, puis on en déduit leurs positions
z le long du champ magnétique.
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Chapitre 1. Etat de l’art

et qui forment comme un quadrillage sur la Fig. 1.1. La première a une forte vitesse de
propagation de l’ordre de la vitesse de dérive Vd et forme une ligne presque verticale. Cette
perturbation correspond aux modes globaux du plasma, tournant à la vitesse de dérive
des électrons. La deuxième a une vitesse de propagation beaucoup plus lente, proche de la
vitesse du son cs, et correspond à la ligne presque horizontale sur la figure. Le transport
électronique anormal calculé par la simulation semble résulter de l’interaction des électrons
avec ce dernier mode.

Ces observations PIC sont la première évidence de l’existence de fluctuations, en sortie
du propulseur, se développant à des échelles proche du rayon de Larmor électronique et
se propageant dans la direction azimutale. En conséquence, il était nécessaire de vérifier
ces constatations théoriques du point de vue expérimental.

1.2 Résultats expérimentaux

Les échelles des modes observés dans les simulations PIC sont de l’ordre du millimètre
pour des fréquences de l’ordre du MHz. Mesurer des fluctuations à de telles échelles
spatiales avec des sondes, de Langmuir ou émissive, est pratiquement irréalisable, car
deux sondes ne peuvent pas être rapprochée aussi près que l’on veut. Par ailleurs, les
mesures par sonde dans le jet du plasma en sortie du canal sont difficiles à réaliser et peu
fiables, en raison de la grande énergie cinétique des ions (∼ 300 eV) dans le référentiel
du laboratoire. Une sonde placée dans le jet subit alors une forte érosions, conduisant à
sa destruction ou, à tous le moins, à une forte perturbation du plasma environnant. Par
ailleurs, les ions, arrivant sur le collecteur de la sonde à une vitesse bien supérieure à la
vitesse de Bohm, rendent la gaine autour de celle-ci instable et l’interprétation des signaux
mesurés est alors complexe. De plus, comme l’amplitude des fluctuations de température
n’est pas négligeable devant celle des autres fluctuations, les fluctuations de densité ne
peuvent pas être estimées à partir des mesures du courant de saturation ionique, ni les
fluctuations de potentiel plasma à partir de la mesure du potentiel d’une sonde flottante.
Les diagnostics optiques non invasifs sont alors plus adaptés à l’observation du plasma du
propulseur en sortie de canal.

C’est dans ce contexte que le diagnostic de la diffusion collective de la lumière [69, 70]
a été mis en œuvre pour mesurer les fluctuations de densité en sortie du propulseur à effet
Hall X000 développé par la Snecma. Une description plus détaillée de ce diagnostic sera
donnée au chapitre 3 mais nous en rappelons ici les principaux éléments. Le croisement de
deux faisceaux lasers définit le volume de mesure (noté V et symbolisé par le losange grisé
sur la Fig. 1.2a). L’angle θ, que forment leurs deux directions, définit l’échelle sondée,
exprimée plus généralement en termes de nombre d’onde k [33]. L’observable mesurée par
le diagnostic est le facteur de forme dynamique, défini par

S(k, f) =

〈
|ñ (k, f)|2

〉
n0V T

, (1.1)

où n0V est le nombre de particules observées, T le temps sur lequel est mesuré le signal
et 〈〉 est la moyenne d’ensemble.
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Figure 1.2: a) Croisement des deux faisceaux définissant le volume de mesure (losange grisé) de
la diffusion collective devant le propulseur à effet Hall. L’angle θ entre les directions
des deux faisceaux définit l’échelle sondée k. Il est varié sur le banc optique entre
7 et 20 mrad et il est donc exagéré sur la figure pour plus de lisibilité. Lorsque l’on
fait face au jet du propulseur, le canal gauche est appelé canal 09h et le canal droit
canal 03h.
b) Représentation 3D du volume de mesure en gris de la diffusion collective devant
le propulseur à effet Hall. La longueur du volume dans la direction z est de l’ordre
du diamètre du propulseur. L’angle α, entre la direction axiale et le vecteur d’onde
k, est modifiable sur le banc optique. Dans tout cet ouvrage, le champ magnétique
B0 sera orienté de l’intérieur vers l’extérieur du propulseur.
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Le spectre du signal de diffusion collective est alors proportionnel au module au carré
de la transformée de Fourier spatiale et temporelle des fluctuations de densité, notée
ñ (k, f), même si cela n’est vrai qu’à une phase près à cause de l’électronique. Il permet
ainsi d’étudier la dynamique temporelle de la turbulence aux différentes échelles spatiales.
Dans la plupart des cas, les facteurs de forme dynamiques mesurés sur un propulseur à
effet Hall sont des spectres gaussiens. On peut alors définir la fréquence caractéristique
des fluctuations, observées au nombre d’onde k, comme la fréquence correspondant au
maximum du signal à cette échelle, c’est-à-dire au maximum de S (k, f). Le diagnostic
de diffusion collective permet ainsi d’accéder à la variation de la fréquence du mode en
fonction du nombre d’onde k ou de son orientation. On parle alors de dispersion et la
courbe de la fréquence en fonction de k traduit cette relation de dispersion. Enfin, le
facteur de forme statique S (k) ne rend compte que du spectre spatial et est lié à S (k, f)
par la formule suivante

S (k) =

∫
S(k, f)df. (1.2)

Le banc optique PRAXIS [74] conçu pour mesurer des fréquences de l’ordre du MHz
permet de sonder des nombres d’onde allant de 4000 à 12 000 rad/m et de réaliser des
explorations dans l’espace en tournant l’angle α (voir Fig. 1.2b), défini comme l’angle
entre la direction axiale x du champ électrique et le vecteur d’onde k. Lorsque l’angle
α vaut 90̊ , le vecteur d’onde k est alors dans le sens −y. Le volume de mesure est de
taille comparable au diamètre du propulseur (' 15 cm) dans la direction z. Lorsque les
deux faisceaux lasers se croisent devant le centre O’ du propulseur (comme représenté en
Fig. 1.2b), le volume de mesure croise alors le canal gauche, appelé canal 09h, et le canal
droit, appelé canal 03h, pour une observation faisant face au jet du propulseur.

Le diagnostic intègre donc les fluctuations provenant des deux canaux, tandis qu’aucun
signal ne peut provenir du centre du propulseur, puisque la densité de plasma est très
faible à cette distance (' 10 cm) du plan de sortie. Par conséquent, lorsque la direction
principale du volume de mesure est suivant le diamètre du propulseur, la direction α = 90̊
du vecteur d’onde k est considérée être le long de la direction azimutale de la vitesse de
dérive E0×B0. Dans ce même cas, la direction z de propagation des faisceaux lumineux
est supposée être selon la direction du champ magnétiqueB0, qui sera orienté de l’intérieur
vers l’extérieur du propulseur dans tout le mémoire. Déplacer le volume de mesure vers le
haut (ou vers le bas) permet alors de modifier la contribution du vecteur d’onde le long
du champ magnétique et déplacer le volume de mesure suivant l’axe x permet de mesurer
les fluctuations à différentes distances du plan de sortie du propulseur.

Principalement, deux modes ont été découverts [71, 75, 73, 72] lors de ces explorations
en trois dimensions dans l’espace de Fourier et leurs propriétés sont résumées ci-dessous.

1.2.1 Mode azimutal

En accord avec les prédictions PIC présentées dans la section précédente, un mode
a d’abord été observé autour de la direction α = 90̊ dans le plan de sortie du propul-
seur. Deux pics du facteur de forme dynamique, de fréquences temporelles symétriques
par rapport à 0, sont observés pour cette direction. Ils correspondent à deux modes se
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propageant dans des directions opposées de l’espace. Comme le signal peut provenir des
deux canaux 09h et 03h, en raison de la longueur du volume de mesure, la question de la
localisation du signal se pose alors.

Pour répondre à cette question, le volume de mesure a été déplacé le long du diamètre
du propulseur [73] (direction z). Bien que la résolution spatiale soit mauvaise dans cette
direction, le résultat de l’expérience conduit à penser que le signal proviendrait plutôt du
bord extérieur du canal. De plus, cette exploration a permis d’établir que les deux pics
du facteur de forme dynamique proviennent principalement des canaux opposés. Le mode
est alors observé comme étant instable lorsque le vecteur d’onde est de même sens que la
vitesse de dérive, donnant lieu à une fréquence positive d’un côté du propulseur et à une
fréquence négative de l’autre pour une direction de k donnée. Pour cette raison, le mode
a alors été appelé instabilité de dérive électronique E×B. Sa fréquence et son facteur de
forme statique sont présentés, respectivement, en Figs. 1.3a et 1.3b en fonction du nombre
d’onde k.

La relation de dispersion de ce mode est continue et affine avec une pente de l’ordre
de la vitesse du son cs (3000 m/s) et les fréquences sont proches de la valeur estimée de la
fréquence plasma ionique. Le mode possède donc des caractéristiques similaires à celles de
l’onde acoustique ionique bien que la direction considérée soit orthogonale aux lignes de
champ magnétique. Son facteur de forme (Fig. 1.3b) décrôıt exponentiellement avec k et
a pour longueur caractéristique de décroissance une longueur proche du rayon de Larmor
électronique, laissant penser qu’il n’y a plus de source d’instabilité en-dessous de l’échelle
cyclotronique électronique.

Le facteur de forme statique de ce mode a aussi été mesuré en fonction de la distance
au plan de sortie du propulseur (Fig. 1.4). Les fluctuations de densité ne sont observables
que sur une petite distance (environ 10 cm), probablement parce que la vitesse de dérive
des électrons décrôıt fortement sur cette distance. Leur amplitude augmente jusqu’à une
distance de 13,5 mm du plan de sortie, prouvant que le mode est excité jusqu’à cette région,
pour être ensuite atténué rapidement avec une distance d’atténuation caractéristique égale
à 12,85 mm.

Pour compléter la caractérisation du mode dans l’espace de Fourier, son extension
angulaire en fonction de la direction α a également été étudiée (Fig. 1.5). Le facteur
de forme semble suivre une loi gaussienne en α centrée sur α '110̊ (pour les fréquences
positives en rouge) avec un écart type de l’ordre de 6̊ . Le mode est donc très piqué autour
de 110̊ , avec une composante du vecteur d’onde dirigée vers l’intérieur du propulseur.

Enfin, une étude dans le plan orthogonal au champ électrique, en déplaçant le volume
de mesure vers le haut ou vers le bas (Fig. 1.2), montre que le mode a aussi une petite
composante kz non nulle du vecteur d’onde le long du champ magnétique. Sa valeur est
environ de 500 rad/m (page 116 de la Réf. [71]), proche de la largeur de la fonction de
transfert du diagnostic définie par

∆k =

√
2

w0

, (1.3)

où w0 est la taille du pincement des faisceaux laser au niveau du volume de mesure.
Pour cette expérience, elle valait w0 =2,9 mm conduisant à ∆k = 487 rad/m [71].
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Figure 1.3: a) Relation de dispersion et b) logarithme népérien du facteur de forme de l’in-
stabilité de dérive électronique E ×B observée dans le propulseur, en fonction du
nombre d’onde k. Les cercles bleus représentent les données expérimentales obte-
nues avec le diagnostic et les traits bleus des ajustements affines sur ces points.
L’angle d’observation α est 90̊ , le débit massique vaut 18 mg/s et les faisceaux se
situent à une distance de 12 mm du plan de sortie du propulseur. Figures repro-
duites à partir de [71].
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Figure 1.4: Variation du logarithme en base 10 du facteur de forme statique en fonction de
la distance au plan de sortie du propulseur pour l’instabilité de dérive électronique
E ×B. Les cercles bleus correspondent aux données expérimentales obtenues avec
le diagnostic et le trait bleu est un ajustement affine sur une partie de ces points.
Le nombre d’onde est fixe et vaut 6200 rad/m, la direction d’observation est α=90̊ .
Figure reproduite à partir de [71].
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Figure 1.5: Facteur de forme statique du mode azimutal en fonction de l’angle α. Les cercles
bleus correspondent au pic du facteur de forme du côté des fréquences positives
(signal provenant du canal 03h avec nos conventions) alors que les cercles rouges
correspondent au pic du côté des fréquences négatives (signal provenant du canal
09h). Les traits pleins bleu et rouge sont des ajustements gaussiens aux données
expérimentales. Le nombre d’onde k est fixe et vaut 5928 rad/m. Figure reproduite
à partir de [71].
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Figure 1.6: Variation du logarithme en base 10 du facteur de forme dans la direction α = 0̊
avec la distance axiale par rapport au plan de sortie du propulseur. Le nombre
d’onde k est fixe et vaut 6200 rad/m. Figure reproduite à partir de [71].

Le mode a donc une propagation en trois dimensions et la direction radiale, celle du
champ magnétique B0, ne doit pas être négligée. L’exploration angulaire en α a également
permis de découvrir un mode autour de la direction axiale α = 0̊ . Ses caractéristiques
sont décrites dans la partie suivante.

1.2.2 Mode axial

L’autre mode ayant été observé à l’aide du diagnostic est appelé mode axial car son
facteur de forme est maximum dans la direction de l’axe, α ∼ 0̊ . Comme pour le mode
azimutal, sa relation de dispersion est affine, mais avec des fréquences d’un ordre de
grandeur supérieur à celles trouvées précédemment. La vitesse de groupe de ce mode est
proche de la vitesse d’éjection des ions vp, laissant supposer que l’effet Doppler est la
composante majoritaire de la pulsation de l’instabilité. Les fluctuations de densité sont
observées sur une longue distance par rapport au plan de sortie du propulseur comme le
résume la Fig. 1.6. Deux maxima locaux (à ∼ 3 et à 18 cm) sont visibles, prouvant que le
mode redevient instable plus loin dans le faisceau.

La variation de la fréquence et du facteur de forme statique du mode en fonction de
l’angle α sont présentées sur la Fig. 1.7. Ce mode a une extension angulaire bien plus
importante que le mode azimutal comme le montre la Fig. 1.7a. Son facteur de forme
semble suivre une loi gaussienne avec α et est visible sur plus de 100̊ , avec un écart type
de l’ordre de 25̊ . Sa fréquence évolue comme une arche de cosinus dont l’origine principale
pourrait être l’effet Doppler k.vp, où vp est le vecteur vitesse du faisceau d’ions. Pour
s’en convaincre, deux lois, l’une en A cos (α + φ) (courbe rouge) et l’autre en cos (nα + φ)
(courbe bleue), sont ajustées sur ces fréquences (Fig. 1.7b). La loi en cos (nα + φ) avec
n = 0, 75 est en meilleur accord, ce qui laisse penser que l’effet Doppler n’est pas le seul
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Figure 1.7: Etude dans le plan (E0,E0 ×B0) du a) facteur de forme statique et b) de la
fréquence en fonction de α pour le mode axial. Le nombre d’onde k est fixe et
vaut 5928 rad/m. a) Un ajustement gaussien (courbe bleue) sur le facteur de forme
(cercles bleus) est aussi présenté. b) Une loi en cosinus cos (α+ φ) (courbe rouge)
et une loi en cosinus cos (nα+ φ) (courbe bleue) sont appliquées sur la fréquence
(cercles bleus). Figure reproduite à partir de [71].
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mécanisme en jeu et que la fréquence du mode n’est pas complètement isotrope dans le
référentiel des ions.

Afin de comprendre de façon plus approfondie la nature physique des deux modes
décrits précédemment, il est nécessaire de développer une approche cinétique appliquée au
propulseur à effet Hall et d’étudier la relation de dispersion qui en découle. Les recherches
antérieures sur ce sujet sont présentées dans la section suivante.

1.3 Mode azimutal identifié comme étant l’instabilité

de dérive électronique E×B

Comme expliqué précédemment, la micro-turbulence est l’un des mécanismes possibles
responsable du transport anormal des électrons à travers les lignes de champ magnétique.
Les résultats de simulations particulaires implicites de géométrie (Z, θ) et les expériences
de diffusion collective ont montré l’existence d’un mode azimutal de longueur d’onde
proche du rayon de Larmor électronique et de fréquences proches de la fréquence plasma
ionique. Une approche cinétique permet de comprendre certains des phénomènes physiques
caractérisant cette instabilité. Nous nous proposons dans cette section de faire une revue
de l’étude de la relation de dispersion de ces modes.

Nous présenterons d’abord le cadre théorique pour lequel la relation de dispersion est
établie. Nous écrirons ensuite cette équation, sa dérivation étant reportée dans l’annexe A,
et nous exposerons enfin les principaux résultats obtenus lors de l’étude de cette relation
de dispersion dans le cadre d’ondes de choc se propageant perpendiculairement au champ
magnétique de la magnétosphère.

1.3.1 Modèle simplifié de propulseur

Avant de procéder aux calculs permettant l’obtention de la relation de dispersion, il est
nécessaire de modéliser le propulseur à effet Hall afin de se donner le contexte théorique
de l’étude des instabilités. La dérivation de l’équation par Tsikata [71] s’est faite avec les
hypothèses suivantes :

• Les calculs s’effectueront dans le référentiel du laboratoire.

• Comme la longueur d’onde typique du mode est petite comparée au rayon du propul-
seur (quelques millimètres pour un rayon de l’ordre de dix centimètres), l’instabilité
est étudiée dans le repère cartésien local défini en Fig. 1.8 : l’axe x̂ est orienté sui-
vant le champ électrique E0, supposé parallèle à l’axe du propulseur, l’axe ẑ est
localement orienté selon les lignes de champ magnétique B0 dans la direction ra-
diale et l’axe ŷ est localement orienté suivant l’opposé de la vitesse de dérive V d

(c’est-à-dire selon la direction azimutale −θ̂). L’étude se fait dans le canal 03h. La
direction α=90̊ (voir Fig. 1.2) correspond alors à un vecteur d’onde k le long de la
vitesse de dérive V d.

• En raison de l’efficacité des processus d’ionisation 5, la densité de neutres est suf-
fisamment faible pour considérer le plasma comme non collisionnel. De plus, nous

5. Nous rappelons que 80% des atomes de xénon sont convertis en ions en sortie du propulseur [14].
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Figure 1.8: Vue de face du propulseur à effet Hall (dessin non à l’échelle). Le plasma est
supposé confiné entre la paroi intérieure et la paroi extérieure. On place notre étude
dans le canal à 03h. Les flèches rouges représentent le repère cartésien local. Le
champ électrique E0 est parallèle à l’axe x, dirigé vers l’extérieur de la feuille,
le champ magnétique B0 est parallèle à l’axe z, dirigé du mur intérieur vers le
mur extérieur, et la vitesse de dérive V d est parallèle et de sens opposé à l’axe y,
c’est-à-dire tournant dans le sens inverse des aiguilles d’une montre.

supposerons que le plasma est uniforme dans les trois directions de l’espace et nous
négligerons donc les gradients de densité, de température et de champ magnétique,
et notamment ceux dans la direction axiale. Nous reviendrons par la suite sur cette
hypothèse.

• Le champ magnétique statique B0 = B0ẑ ainsi que le champ électrique statique
E0 = E0x̂ sont supposés uniformes. Par conséquent, les électrons magnétisés dé-
rivent dans la direction azimutale à la vitesse de dérive V d = Vdŷ = −E0/B0ŷ.

• Les ions seront considérés comme non magnétisés puisque leur rayon de Larmor
typique serait de l’ordre de 64 m s’ils étaient magnétisés et atteignaient la vitesse de
dérive Vd ≈7.105 m/s, bien supérieur à la longueur du canal qui est de l’ordre de 3 cm
pour le propulseur X000. Nous supposerons également que la population ionique a
une vitesse moyenne constante le long du champ électrique, que l’on notera vp = vpx̂
et que l’on identifiera à la vitesse du faisceau d’ions. Une condition nécessaire (mais
non suffisante) pour remplir cette hypothèse est de placer l’étude immédiatement
après la zone d’accélération. Nous utiliserons la description cinétique pour décrire la
population ionique, afin de tenir compte de l’effet Landau apporté par la température
non nulle des ions et leur distribution en vitesse sera supposée maxwellienne et
isotrope dans un premier temps.

• Les électrons sont quant à eux magnétisés puisque leur rayon de Larmor est de
l’ordre du millimètre pour une température typique de 25 eV [2, 32]. Ces électrons
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dériveront donc à la vitesse moyenne et uniforme V d dans la direction azimutale. De
même que pour les ions, leur dynamique sera décrite à l’aide de la théorie cinétique
et nous considèrerons leur distribution en vitesse comme étant maxwellienne et
isotrope, elle aussi.

• L’onde sera supposée électrostatique puisque la vitesse de phase du mode est faible
(∼3000 m/s) comparé à la vitesse de la lumière dans le vide c.

• Enfin, pour l’obtention de la relation de dispersion, les transformées de Fourier
spatiale et temporelle se feront sur la base exp [i (k · r − ωt)]. Le mode se propagera
suivant la direction du vecteur d’onde k lorsque la partie réelle de ω (la pulsation
ωr) sera positive. On qualifiera le mode d’instable lorsque la partie imaginaire de ω
(le taux d’instabilité γ) sera positive et le mode sera stabilisé ou amorti lorsque γ
est négatif.

Les hypothèses étant posées, nous pouvons écrire la relation de dispersion de ces modes,
dérivée par les chercheurs du Laboratoire de Physique des Plasmas (LPP) de l’Ecole
Polytechnique.

1.3.2 Relation de dispersion du propulseur à effet Hall

Sous les hypothèses énoncées précédemment, la densité perturbée des électrons ñe1 est
donnée par l’Eq. A.39 et la densité perturbée des ions ñi1 non magnétisés est donnée par
l’Eq. A.58 (avec vthi,plan = vthi,axial), obtenues dans l’annexe A. Ces deux densités satisfont
l’équation de Poisson, que l’on peut écrire en terme de susceptibilité, c’est-à-dire

1 + χe + χi = 0, (1.4)

où la susceptibilité χ, pour l’espèce considérée, est définie par

χ = − qñ1

ε0k2φ̃1

, (1.5)

où q, ñ1 et φ̃1 sont respectivement la charge, la densité d’ordre 1 et le potentiel perturbé
de l’espèce considérée.

Dans ce cas, la relation de dispersion s’écrit

1 +
1

k2λ2
De

[
1 + g

(
ω − kyVd
ωce

, k2
⊥ρ

2
ce, k

2
zρ

2
ce

)]
− 1

2k2λ2
Di

Z′
(
ω − kxvp√

2kvthi

)
= 0. (1.6)

Les différents paramètres de cette équation sont définis dans la liste des grandeurs en
début de mémoire dans le glossaire. Il est cependant important de rappeler que la vitesse
thermique (en m/s) est définie par

vth =

√
eT

m
, (1.7)

où e est la charge élémentaire (en coulomb), T la température (en électron-volt) et m
la masse (en kg) de l’espèce considérée. Avec cette définition, le facteur

√
2 apparâıt dans

la dérivée de la fonction de dispersion plasma Z ′ pour le terme ionique.
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La fonction g (Ω, X, Y ) est la fonction de Gordeev [30] définie par

g (Ω, X, Y ) =
Ω√
2Y

e−X
+∞∑

m=−∞

Z

(
Ω−m√

2Y

)
Im (X) , (1.8)

où les Im sont les fonctions de Bessel modifiées de première espèce.
L’Eq. 1.6 est en fait identique à celle obtenue dans les années 1970 dans le cadre d’ondes

de choc pénétrant le champ magnétique de la magnétosphère [26]. Les principaux résultats
de cette époque, ainsi que les études plus récentes de Ducrocq [17] et de Tsikata [71], sont
présentés dans la partie suivante.

1.3.3 Instabilité de dérive électronique E×B

L’Eq. 1.6 a donc été étudiée dans les années 1970, dans le cadre d’ondes de choc non
collisionnelles se propageant orthogonalement (ou presque) par rapport au champ magné-
tique de la magnétosphère. En l’absence de champ électrique permanent dans l’espace, la
vitesse des ions vp n’était pas considérée dans ces études (kx était alors considéré comme
nul) et le champ électrique intervenant dans la vitesse de dérive E0 ×B0 était celui créé
par la séparation de charge due à l’entrée du plasma dans la magnétosphère.

Propagation orthogonale aux lignes de champ magnétique

A cette époque, de nombreux auteurs ont d’abord considéré la limite pour une pro-
pagation strictement orthogonale au champ magnétique B0 (kz = 0) [20, 77, 49], cette
équation 2D ayant également été étudiée par Ducrocq dans le cas du propulseur [18, 17].
Krall et Book [41, 40] et Krall et Liewer [42] simplifient alors l’équation en considérant
que dans la fonction de Gordeev, seul le terme m=0 de la série est non négligeable devant
un. Cette hypothèse est remise en cause par l’étude menée par Gary dans sa série de 4
articles [26, 23, 24, 25], qui montrera que cette approximation n’est jamais vraie, même si
elle ne porte pas à conséquence lorsque la fonction de Gordeev est négligeable devant un.

Dans ses articles, Gary explique que le mécanisme de l’instabilité est la dérive des
électrons à la vitesse Vd par rapport aux ions. Les ondes de Berstein électroniques 6 sont
alors ramenées vers les basses fréquences par effet Doppler k.V d et interagissent avec un
mode de type acoustique ionique, caractérisé par une pulsation ωac,m. Lors de l’interaction
du mode de Berstein avec le mode acoustique, c’est-à-dire lorsque ωm,Berstein = ωac,m, ces
deux modes stables fusionnent et donnent naissance à un troisième mode, cette fois-ci
instable. Gary lui donnera le nom d’onde de dérive électronique E ×B, en raison de la
nature de l’instabilité. La figure 1.9 illustre ce phénomène dans le cas d’ions froids.

Pour une observation strictement orthogonale (c’est-à-dire kz = 0 dans l’Eq. 1.6), cette
interaction ne donne lieu à des instabilités que lorsque la condition

ωm,Berstein − k.Vd = ωac,m (1.9)

6. Nous rappelons que les ondes de Berstein électroniques sont caractérisées par leurs pulsations
ωm,Berstein ' mωce (avec m ∈ Z), lors d’une propagation strictement orthogonale au champ magnétique.
Ces ondes sont par ailleurs amorties à toutes les échelles spatiales.
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Figure 1.9: Fréquences normalisées à la fréquence cyclotronique électronique ωce en fonction du
nombre d’onde normalisé à la longueur de Debye λDe obtenue à partir de l’Eq. 1.6
pour kz = 0, Ti = 0 et Vd � vthe. Les ondes de Berstein électroniques (étiquetées
+1, -1, -2 et -3 en référence au nombre m de l’harmonique) subissent un effet
Doppler ramenant les fréquences négatives vers les fréquences positives. Proches de
la fréquence acoustique ionique classique (cercles pleins noirs, Eq. 1.11 avec Ti=0),
ces modes de Berstein interagissent avec un mode de type acoustique ionique (trait
plein, presque superposé à l’onde acoustique ionique). Ces deux modes se couplent
alors, donnant naissance à l’onde électronique de dérive E×B (courbe rouge proche
de k/ke=1). C’est à l’interaction des deux modes que l’instabilité a lieu. Image
reproduite à partir de [26].
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est satisfaite. Lorsque la fréquence ωac,m est faible devant la fréquence cyclotron électro-
nique ωce, la condition devient en première approximation

ky,m = m
ωce
Vd
. (1.10)

On retrouve le résultat de Gary [26], de Lampe [44] ou de Ducrocq [17] pour lequel une
instabilité existe lorsque l’effet Doppler ky,mVd, due à la vitesse de dérive, est proche d’un
harmonique de la pulsation cyclotronique. Cette condition donne lieu à une relation de
dispersion discontinue puisqu’il y a uniquement instabilité lorsque ky,m vérifie l’Eq. 1.10.
Ceci ne correspond pas aux résultats expérimentaux obtenus par diffusion collective, pour
lesquels une relation de dispersion continue a été observée. De plus, nulle trace de ré-
sonances aux ky,m n’a été observée expérimentalement, alors que deux ou trois de ses
résonances devraient être visibles sur la Fig. 1.3a, par exemple. Le cas d’une propagation
strictement orthogonale aux lignes de champ magnétique est alors incapable de reproduire
les constatations expérimentales.

Propagation oblique

Cette discontinuité de la relation de dispersion peut être comprise par le fait que les
électrons ne sont pas libres de bouger le long du champ magnétique dans ce cas. Le seul
mouvement cyclotronique des électrons ramené à basse fréquence interagit avec le mode de
type acoustique ionique. Rajouter une petite composante kz au nombre d’onde k permet
aux électrons de se mouvoir selon le champ magnétique B0, favorisant le couplage entre
les deux modes pour des valeurs de ky différentes de celles données par l’Eq. 1.10. En
résolvant numériquement l’Eq. 1.6 sous la condition Vd � vthe

7, Gary montre que, pour
un nombre d’onde kz suffisamment grand, la dispersion du mode électronique de dérive
E ×B est continue. Sous ces conditions, la pulsation du mode est très similaire à la celle
du mode acoustique ionique fluide d’un plasma non magnétisé donnée par l’équation

ωac = kcs

√
3Ti
Te

+
1

1 + k2λ2
De

, (1.11)

où cs = ωpiλDe est la vitesse du son.
De plus, en utilisant la méthode de la phase stationnaire dans la limite d’un champ

magnétique nul lors de la dérivation de la relation de dispersion générale, il démontre que
lorsque les deux conditions

k2
y

ω2
ce

v2
the ≥ 10 (1.12)

et

k2
z

ω2
ce

v2
the ≥

1

2
(1.13)

7. Il n’étudiera pas le cas Vd ≥ vthe qui pourrait correspondre au cas du propulseur à effet Hall
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sont satisfaites, la fonction de Gordeev dans l’Eq. 1.6 peut être remplacée par ξZ (ξ)
avec

ξ =
ω − kyVd
kvthe

√
2
. (1.14)

Cette limite serait la courbe vers laquelle le mode de dérive électronique E ×B tend
lorsque l’on passe d’une observation strictement orthogonale au champ magnétique à
une observation oblique, c’est-à-dire lorsque l’on augmente progressivement le nombre
d’onde kz. Nous nommerons par la suite cette courbe limite, instabilité acoustique ionique
modifiée.

Effet de la température ionique et des gradients

Pour parfaire son examen de la relation de dispersion, il étudia également l’influence
de la température ionique sur la relation de dispersion. Il constate principalement une
diminution du taux d’instabilité quand le rapport Ti/Te crôıt, car l’effet Landau dû aux
ions devient alors plus fort. Pour une valeur suffisamment grande de ce rapport, le mode
peut même être amorti.

Enfin, Gary s’intéressera à l’effet des gradients et montre que l’action du gradient
de champ magnétique est négligeable sur l’instabilité. Dans son étude, il ne considérera
pas les gradients de densité et de température. Priest et Sanderson considèrent ces trois
gradients réunis dans leur article [61] et montrent que le gradient de densité à une influence
négligeable sur le taux de croissance de l’instabilité, comme retrouvé par Ducrocq [18].
Le gradient de champ magnétique réduit, lui, le taux d’instabilité de quelques pourcents
lorsqu’il est associé aux autres gradients. L’effet du gradient de température est le plus
important et conduit à une vitesse de dérive effective des électrons dans la relation de
dispersion, donnée par

Vd,eff = Vd +
3

2
v∇T , (1.15)

où Vd est la vitesse de dériveE×B et v∇T est la vitesse due au gradient de température.
Ainsi, ils concluent que l’étude de la relation de dispersion peut se faire en négligeant

les gradients tout en gardant à l’esprit que le paramètre Vd ne correspond pas tout à fait
à la vitesse de dérive mais doit être remplacé par Vd,eff dont l’expression est donnée par
l’Eq. 1.15.

1.4 Conclusions

Le diagnostic de diffusion collective appliqué au propulseur à effet Hall a confirmé la
présence des modes azimutaux observés dans les codes PIC. Pour comprendre les méca-
nismes physiques caractérisants ces instabilités, la relation de dispersion (Eq. 2.7) décri-
vant le plasma du propulseur a été dérivée. Celle-ci a fait l’objet d’étude dans les années
1970 dans le cadre d’ondes de choc rentrant dans la magnétosphère de la terre. Ce chapitre
présente la revue réalisée durant cette thèse des principaux résultats sur le sujet.
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1.4. Conclusions

Dans les années 1970, la solution de la relation de dispersion 2.7 a porté plusieurs noms,
comme résumé par Gary dans la Ref. [24], telle que l’instabilité de dérive électronique
E×B, l’instabilité de dérive électronique cyclotron ou l’instabilité cyclotron de faisceau.
Ces noms correspondent aux différentes directions de propagation de l’onde.

Dans le cas d’une onde se propageant strictement orthogonalement aux lignes de champ
magnétique, c’est bien le mouvement cyclotronique des électrons qui, ramené à basses fré-
quences par l’effet Doppler, excite une onde de type acoustique. Les noms d’instabilité
de dérive électronique cyclotron ou d’instabilité cyclotron de faisceau décrivent alors par-
faitement le mécanisme de l’instabilité. C’est d’ailleurs cette terminologie (instabilité de
dérive électronique cyclotron plus particulièrement) que Ducrocq [17] a adopté dans sa
thèse lors de l’étude de la relation de dispersion en 2D (kz = 0) appliquée au propulseur.

Suite au travail de thèse de Ducrocq, des expériences de diffusion collective réalisées
par Tsikata [71] ont montré que le mode azimutal se propage avec une composante non
nulle du vecteur d’onde le long des lignes de champ magnétique (kz 6= 0). Dans ce cas, la
dérive des électrons suffit, à elle seule, à exciter le mode acoustique ionique et l’instabilité
est appelée instabilité de dérive électronique E×B. Dans ce cas, la relation de dispersion
3D doit être considérée pour expliquer la continuité de la dispersion expérimentale et
l’absence de résonances aux ky,m donnés par l’Eq. 1.10. Par conséquent, nous adopterons
la nomenclature de Gary, instabilité de dérive électroniqueE×B, pour décrire les solutions
instables de la relation de dispersion 2.7.

De plus, Gary montre que si les conditions 1.12 et 1.13 sont vérifiées et que Vd � vthe,
ce mode est très proche de l’onde acoustique ionique, expliquant la linéarité de la relation
de dispersion expérimentale. Dans ce cas, la relation de dispersion peut être décrite en
remplaçant la fonction de Gordeev par ξZ (ξ) et le mode tend vers une courbe limite,
appelée instabilité acoustique ionique modifiée.

Pourtant, plusieurs questions restent non résolues :
• Que donne l’étude paramétrique de cette instabilité dans le cas particulier du pro-

pulseur et que se passe-t-il lorsque Vd est de l’ordre de vthe ?
• Les conditions 1.12 et 1.13 sont elles vérifiées pour le plasma du propulseur et quel

est l’effet sur la fréquence lorsque l’on remplace la fonction de Gordeev par ξZ (ξ) ?
• Peut-on utiliser cette limite asymptotique pour exploiter des relations de dispersion

expérimentales et en déduire des paramètres du plasma dans le jet en sortie de
moteur ?
• Que se passe-t-il lorsque l’on fait varier l’angle α dans la relation de dispersion et

qu’une vitesse moyenne vp pour les ions est considérée dans la direction axiale ?
• Ce mode décrivant les fluctuations de densité observées dans la direction azimutale

peut il être connecté aux fluctuations observées dans la direction axiale ?
• Le mode axial est-il lié à la même instabilité ?
La suite du mémoire montre que la réponse à ces questions apporte de nouvelles

informations à la compréhension des phénomènes turbulents en sortie du propulseur.

27



Chapitre 1. Etat de l’art

28



Chapitre 2
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Chapitre 2. Modèlisation de l’instabilité de dérive électronique E ×B

Le mode azimutal découvert expérimentalement avec le diagnostic de diffusion collec-
tive a été identifié comme étant l’instabilité de dérive électronique E×B dans le chapitre
précédent. La relation de dispersion expérimentale étant continue, ce mode est décrit par
la relation de dispersion 3D donnée en Eq. 1.6. Dans ce chapitre, nous étudions cette
équation appliquée au plasma du propulseur.

Dans un premier temps, l’approximation ions froids est considérée puisque la tem-
pérature ionique observée dans la direction azimutale est très petite par rapport à la
température électronique. Le cas d’une température ionique non nulle sera détaille dans
le chapitre 4. La limite d’un champ magnétique nul proposée par Gary est ensuite étudiée
et on démontre qu’elle est applicable dans le cas du propulseur. Un modèle analytique
de relation de dispersion expérimentale en est alors déduit. Il servira dans le chapitre 3
à ajuster des courbes expérimentales, dans le but d’estimer des paramètres du plasma
peu accessible par d’autres diagnostics plus conventionnels. Enfin, l’effet sur la relation de
dispersion de la vitesse vp d’éjection des ions est analysé en explorant le plan (E,E ×B).

2.1 Equation ions froids, normalisation et méthode

de résolution numérique

2.1.1 Limite ions froids

L’expérience montre que la température des ions dans la direction azimutale est de
l’ordre de 0,3 eV [10], valeur bien plus faible que celle de la température électronique,
qui est de l’ordre de 30 eV [2]. Il est alors commode de prendre la limite ions froids
Ti → 0 pour simplifier la relation de dispersion (Eq. 1.6) et également pour s’affranchir
d’un paramètre. Dans le cas Ti → 0, l’argument z de la fonction Z′ (z) de la susceptibilité
ionique de l’Eq. 1.6 tend vers +∞. Comme la dérivée de la fonction de dispersion plasma
s’écrit

Z′ (z) = −2 [1 + zZ (z)] , (2.1)

on peut utiliser un développement asymptotique de la fonction erreur complémentaire
erfc puisque

Z (z) = i
√
πe−z

2

erfc (−iz) . (2.2)

Le détail du développement asymptotique en +∞ de la fonction erfc (z) est donné en
annexe C et conduit à

erfc (z) =
e−z

2

√
π

+∞∑
n=0

an
zn
, (2.3)
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2.1. Equation ions froids, normalisation et méthode de résolution numérique

avec 
a1 = 1

∀m ∈ N, a2m = 0

∀m ∈ N?, a2m+1 = (−1)m 1
2m

m−1∏
p=0

(2p+ 1)
. (2.4)

Ainsi, à l’ordre 2, le développement asymptotique en +∞ de Z′ (z) donne

Z′ (z) ∼
+∞

1

z2
+ o

(
1

z4

)
. (2.5)

La relation de dispersion ions froids s’écrit alors

1 +
1

k2λ2
De

[
1 + g

(
ω − kyVd
ωce

, k2
⊥ρ

2, k2
zρ

2

)]
− 1

(ω − kxvp)2 = 0. (2.6)

Notons que dans la limite d’une température ionique nulle, on retrouve (au deuxième
ordre) le résultat fluide pour la susceptibilité ionique et la relation de dispersion se ramène
à celle précédemment étudiée par Ducrocq [17] et Tsikata [71]

2.1.2 Normalisation

Afin de simplifier la représentation paramétrique, la relation de dispersion sera norma-
lisée. Expérimentalement, le diagnostic de diffusion collective a montré que la vitesse de
phase du mode observé dans la direction azimutale du propulseur est proche de la vitesse
du son, pour des pulsations ω proches de la pulsation plasma ionique. De plus, l’étude
de l’instabilité dans les années 1970 a montré que la dispersion est proche de celle de
l’onde acoustique ionique. Pour ces raisons, nous normaliserons les longueurs par λDe, les
pulsations par ωpi et, par conséquent, les vitesses seront normalisées à cs. Les grandeurs
normalisées seront notées avec un chapeau telle que ω̂ par exemple.

L’Eq. 2.6 avec des ions froids devient alors

(
ω̂ − k̂xv̂p

)2

=
k̂2

1 + k̂2 + g
(
ω̂−k̂yV̂d
ω̂ce

,
(
k̂2
x + k̂2

y

)
M̂
ω̂2
ce
, k̂2

z
M̂
ω̂2
ce

) , (2.7)

où M̂ est le rapport des masses entre la masse des ions xénon et la masse des électrons.

On remarque déjà que cette relation de dispersion ressemble à celle des ondes acous-
tiques ioniques dans la théorie fluide, avec un terme supplémentaire au dénominateur (la
fonction de Gordeev) et un effet Doppler introduit par le terme k̂xv̂p, du fait de la vitesse
moyenne des ions vp dans la direction axiale.

Nous rappelons ici que la fonction g est la fonction de Gordeev [30], qui peut se mettre
sous les deux formes suivantes
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Chapitre 2. Modèlisation de l’instabilité de dérive électronique E ×B

g (Ω, X, Y ) =
Ω√
2Y

e−X
+∞∑

m=−∞

Z

(
Ω−m√

2Y

)
Im (X) (2.8)

= iΩ

∫ +∞

0

e−X[1−cos(ϕ)]− 1
2
Y ϕ2+iΩϕdϕ. (2.9)

L’équivalence entre le développement en série de fonctions de Bessel Im et la forme
intégrale est donnée en annexe B. Pour le calcul numérique, le développement en série de
Bessel est le plus adéquat puisqu’il permet d’éliminer le problème associé à la partie oscil-
lante de l’intégrant iΩϕ dans la forme intégrale [58, 35, 53]. Pourtant, la forme intégrale
reste utile, notamment pour l’étude analytique de cette fonction et nous l’utiliserons pour
développer un modèle analytique de relation de dispersion à la fin de ce chapitre.

2.1.3 Paramètres typiques du propulseur X000

La relation de dispersion (Eq. 2.7) présentée dans la partie précédente est transcen-
dante en ω̂ et ne peut donc pas être résolue analytiquement. Pour l’étudier, il faudra alors
la résoudre numériquement. Le schéma numérique que nous avons adopté sera décrit dans
la partie suivante. Son originalité tient au fait qu’il ne se base pas sur une méthode de
résolution du type méthode de l’argument [4] mais sur une méthode itérative s’appuyant
sur les ordres de grandeur des termes de l’équation, rendant la convergence plus certaine
et plus rapide pour la branche de la relation de dispersion étudiée. Avant de présenter
cette méthode, il est donc nécessaire d’estimer les différentes grandeurs intervenant dans
la relation de dispersion.

Les paramètres typiques du propulseur 5kW PPS-X000 R© développé par la Snecma
seront considérés comme point de départ de l’étude paramétrique de la relation de dis-
persion. Ces paramètres sont présentés dans le Tab. 2.1. Notons que les valeurs pour la
température et la densité électronique sont estimées à partir des résultats de codes numé-
riques [2, 32]. La vitesse vp = 16000 m/s est la valeur typique mesurée à 10 mm du plan
de sortie du propulseur pour une tension, un courant de décharge et un débit massique
de 300 V, 4,5 A et 5 mg/s, respectivement (voir la page 85 de la Ref. [27]).

A l’aide de ces paramètres, nous pouvons estimer les différentes grandeurs normalisées
mises en jeu dans l’Eq. 2.7. Elles sont collectées dans le Tab. 2.3 et le Tab. 2.2 résume
les valeurs des trois paramètres de normalisation. Les valeurs sont arrondies aux valeurs
supérieures ou inférieures puisqu’elles seront variées sur une large gamme lors de l’étude
paramétrique. Les valeurs typiques non normalisées de Vd et ωce sont respectivement
6,4×105 m/s et 2, 6× 109 rad/s.

Le paramètre V̂d est négatif avec nos conventions puisque que la direction du vecteur
vitesse V̂d est antiparallèle à y (Fig. 1.8). En accord avec les observations expérimentales
présentées dans le chapitre précédent, la résolution numérique donne alors un mode in-
stable lorsque le vecteur d’onde k̂ est de même sens que la vitesse V̂d, c’est-à-dire lorsque le
nombre d’onde k̂y est négatif pour une pulsation ω̂ positive. Le produit k̂yV̂d étant positif

dans ce cas, nous considérons k̂y et V̂d tous les deux positifs pour plus de commodité.
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2.1. Equation ions froids, normalisation et méthode de résolution numérique

Table 2.1: Paramètres typiques dans le plan de sortie du propulseur à effet Hall X000 [71],
pour une tension de décharge de 300 V, un courant de décharge de l’ordre de 4,5 A,
un débit de xénon égal à 5 mg/s et un courant dans les bobines valant 17 A. Les
grandeurs sont estimées à une distance de 10 mm du plan de sortie du propulseur.

Paramètres Valeurs Unités

Mi 2,2.10−25 kg
E0 1.104 V/m
B0 15.10−3 T
ne 2.1017 m−3

Te 25 eV
vp 16000 m/s

Table 2.2: Valeurs des trois paramètres de normalisation, calculées à partir du Tab. 2.1.
Grandeurs Valeurs Unités

λDe 8,3.10−5 m
ωpi 5, 1.107 rad/s
cs 4270 m/s

Pour tracer la relation de dispersion, il reste à évaluer les différentes composantes
du vecteur d’onde. Comme nous l’avons dit dans le chapitre précédent, le diagnostic de
diffusion collective a montré que le mode a une certaine extension dans le plan orthogonal
au champ magnétique. Nous appellerons k⊥ la projection du vecteur d’onde sur ce plan,
de norme k⊥ =

√
k2
x + k2

y et de direction donnée par l’angle α entre la direction axiale
et k⊥. Afin de tracer la dispersion du mode, on pourra faire varier l’angle α entre 0 et
360̊ et k⊥ entre 0 et 24.000 rad/m, qui sont des intervalles étendus par rapport à ceux
explorés par le diagnostic de diffusion collective. La valeur de référence pour le paramètre
kz dans la direction du champ magnétique B0 correspond à la valeur de kz pour laquelle
le signal de diffusion est maximum, comme présenté dans la section VI de la Ref. [73], et
vaut environ 500 rad/m.

Les effets de chacun de ces paramètres sur la pulsation et le taux de croissance autour
des valeurs données dans le Tab. 2.3 seront présentés dans les sections suivantes.

Table 2.3: Paramètres normalisés typiques, utilisés pour résoudre les relations de dispersion.
Grandeurs normalisées Valeurs

α 0̊ -360̊

k̂⊥ 0-2

k̂z 0,045
v̂p 3

V̂d 150
v̂the 491
ω̂ce 50

M̂ 2,4.105
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Chapitre 2. Modèlisation de l’instabilité de dérive électronique E ×B

2.1.4 Résolution numérique

La méthode numérique originale que nous avons adopté pour résoudre cette relation
de dispersion est explicitée dans cette partie. Nous n’utiliserons pas ici de méthodes d’in-
tégration dans le plan complexe (type méthode de l’argument) mais une méthode itérative
basée sur l’observation des ordres de grandeur des différents termes et, particulièrement,
nous prouvons que la première variable de la fonction de Gordeev Ω peut se simplifier.

Les mesures de diffusion collective ont montré que la pulsation du mode observé dans
la direction azimutale vaut ωmax =6.107 rad/s au maximum, pour un nombre d’onde dans
la direction azimutale correspondant ky = 12.103 rad/m. La vitesse de dérive Vd est quant
à elle estimée à 6.105 m/s, pour le propulseur X000, ce qui conduit à kyVd � ωmax. Ainsi,

la première variable de la fonction de Gordeev devient simplement égale à Ω = −k̂yV̂d/ω̂ce
et il est alors possible de déterminer la pulsation ω par itération. Le schéma itératif à
l’étape n + 1 pour la relation de dispersion avec ions froids est donné par la formule
suivante

(
ω̂n+1 − k̂xv̂p

)2

=
k̂2

1 + k̂2 + g
(
ω̂n−k̂yV̂d

ω̂ce
,
(
k̂2
x + k̂2

y

)
M̂
ω̂2
ce
, k̂2

z
M̂
ω̂2
ce

) . (2.10)

En première étape (n = 0), ω̂0 est supposée nulle dans la fonction de Gordeev, ce qui
permet de calculer ω̂1. Une fois calculée numériquement, ω̂1 est réinjectée dans la fonction
de Gordeev afin de calculer ω̂2. Résoudre cette équation complexe du type ω̂2 = cste à
chaque étape conduit à deux solutions pour la pulsation complexe. A l’étape (n+ 1), elles
sont données par {

ω̂+,n+1 = k̂xv̂p + ω̂r,n+1 + iεγ̂n+1

ω̂−,n+1 = k̂xv̂p − ω̂r,n+1 − iεγ̂n+1

, (2.11)

avec ω̂r,n+1 et γ̂n+1 définies par
ω̂r,n+1 = 1√

2
k̂√

h2
n+g2

i n

(
hn +

√
h2
n + g2

i,n

) 1
2

γ̂n+1 = 1√
2

k̂√
h2
n+g2

i n

(
−hn +

√
h2
n + g2

i,n

) 1
2
, (2.12)

où hn = 1 + k̂2 + gr,n. On note g2
r,n la partie réelle et g2

i,n la partie imaginaire de la

fonction de Gordeev g
(
ω̂n − k̂yV̂d/ω̂2

ce,
(
k̂2
x + k̂2

y

)
M̂/ω̂2

ce, k̂
2
zM̂/ω̂2

ce

)
et ε est le signe de

−gi,n.

Le processus est répété jusqu’à ce que l’erreur soit faible, de l’ordre de grandeur de la
précision machine. Celle-ci est déterminée en réinjectant ω̂+,n+1 ou ω̂−,n+1 dans l’Eq. 2.7,
puis normalisée au plus grand terme de l’équation (le plus souvent la partie droite dans
l’Eq. 2.7) et comparée à 1. Précisons également que la fonction de Gordeev est calculée
en utilisant la somme définie en Eq. 1.8. Le nombre de termes N de cette somme est
augmenté jusqu’à ce que le reste de la quantité |∆gr,n + i∆gi,n| (calculé avec les 20 termes
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2.2. Influence des différents paramètres pour une propagation azimutale

en dessous de −N additionnés au 20 termes au dessus de N) soit plus petit que les deux
quantités suivantes {

∆gr,n = |2hn∆ω̂|
∆gi,n =

∣∣gi,n∆ω̂
∣∣ , (2.13)

où ∆ω̂ est la précision requise sur ω̂ généralement fixée à 1.10−5 pour la partie réelle et
imaginaire. Les deux Eqs. 2.13 ont été obtenues en différenciant les Eqs. 2.12 par rapport à
gr,n et à gi,n et en résolvant le système ainsi obtenu. Enfin, notons que lorsque la deuxième
variable de la fonction de Gordeev est grande devant 1 8, un grand nombre de termes N
doit être considéré pour l’évaluation de cette fonction [58].

La relation de dispersion pouvant être résolue numériquement, l’influence des différents
paramètres qui la composent est étudiée dans la section suivante.

2.2 Influence des différents paramètres pour une pro-

pagation azimutale

Dans cette section, on fera varier les différents paramètres constituants la relation
de dispersion pour une direction de propagation azimutale (α = 90̊ ). Dans ce cas, le
nombre d’onde k̂⊥ est égal à k̂y et seule la solution ω̂+ de l’Eq. 2.11 sera proposée car
elle correspond au seul mode susceptible d’être instable. On retrouve alors le résultat
expérimental énoncé dans le chapitre 1 : le mode de pulsation positive est instable lorsque
le vecteur d’onde de l’instabilité est selon la vitesse de dérive V d.

2.2.1 Influence de k̂z sur le mode de dérive E ×B
L’influence du paramètre k̂z sur la relation de dispersion (Eq. 2.7) est présentée en

Fig. 2.1a pour la pulsation et en Fig. 2.1b pour le taux de croissance en fonction du
nombre d’onde k̂y pour une propagation selon la direction azimutale. Pour la plus petite

valeur de k̂z (courbe noire), de fortes résonances sont visibles. Le taux de croissance est
nul presque partout, excepté lorsque k̂yV̂d est proche d’un harmonique de la pulsation
cyclotronique. De plus, six pics sont visibles sur la courbe de dispersion de la pulsation.
La position en k̂y de ces résonances est cohérente avec les observations de Gary, comme
expliqué dans le chapitre précédent (Eq. 1.10) : un lobe instable existe à l’intérieur d’un

intervalle défini par
[
k̂y,m, k̂y,m+1

]
. Pour les faibles nombre d’onde k̂z, on retrouve donc

les caractéristiques de la relation de dispersion 2D étudiée par Ducrocq [18, 17] ou par
Lampe [44]. L’amplitude des pics augmente avec k̂y jusqu’à ce que k̂y atteigne une valeur
proche de 1, pour ensuite décrôıtre.

Lorsque la valeur du nombre d’onde k̂z est augmentée, les courbes deviennent plus lisses
et les résonances sont moins visibles. Pour la plus grande valeur de k̂z (courbe rouge), les
résonances ne sont plus détectables à l’échelle du graphe et les deux courbes de la pulsation

8. C’est souvent le cas pour les paramètres du propulseur puisque pour k̂⊥ = 0, 5 et ω̂ce = 50, elle
vaut X = k̂2⊥M̂/ω̂2

ce=24.
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Figure 2.1: Influence de k̂z sur a) la pulsation et sur b) le taux de croissance calculés nu-
mériquement à partir des Eqs. 2.11, les paramètres étant ceux définis dans le
Tab. 2.3 pour α=90̊ . Les valeurs de k̂z normalisées sont respectivement 0,01
(courbe noire), 0,03 (courbe bleue) et 0,09 (courbe rouge) et correspondent à 120,
360 et 1080 rad/m. Les courbes correspondant au cas typique k̂z=0,045 ne sont pas
reproduites car la pulsation apparâıtrait confondue avec la courbe rouge à l’échelle
du graphe et le taux de croissance présenterait de très faibles oscillations autour de
la courbe rouge.
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et du taux de croissance semblent être des courbes moyennes de celles obtenues pour des
plus petites valeurs de k̂z. Si nous augmentions encore sa valeur, les courbes ne seraient
plus modifiées et apparâıtraient toutes confondues avec la courbe rouge des Figs. 2.1, à
l’échelle des graphes. Enfin, pour toutes les valeurs de k̂z, la relation de dispersion ne tend
pas vers 0 lorsque k̂y tend vers 0, mais vers k̂z puisque ce paramètre reste constant. Pour

les grandes valeurs de k̂y, la pulsation normalisée se rapproche de 1, c’est-à-dire de ωpi en
grandeurs physiques.

2.2.2 Influence de ω̂ce sur le mode de dérive E ×B
Similairement à la partie précédente, nous étudions ici l’action du paramètre ω̂ce. Son

effet sur la pulsation et le taux de croissance est présenté sur les Figs. 2.2a et 2.2b, respec-
tivement. Les résonances sont visibles pour les grandes valeurs de ω̂ce et sont également
liées au critère mentionné précédemment. Les valeurs k̂y,m variant avec la valeur de ω̂ce,

l’intervalle
[
k̂y,m, k̂y,m+1

]
entre chaque résonance grandit comme ω̂ce augmente, comme

l’indique la courbe bleue (ω̂ce=75) présentant plus de résonances que la courbe rouge
(ω̂ce=150) pour un intervalle en k̂y fixe.

Diminuer la valeur de la pulsation ω̂ce a le même effet qu’augmenter celle du nombre
d’onde k̂z : les courbes deviennent plus lisses car les amplitudes des résonances diminuent.
Pour des valeurs de ω̂ce inférieures à 25, les relations de dispersion seraient toutes super-
posées sur les courbes noires des Figs. 2.2a et 2.2b à l’échelle des graphes. Plus aucune
trace des résonances ne serait alors détectable. De la même façon que pour l’étude du
paramètre k̂z, les courbes noires de la pulsation et du taux de croissance semblent être
des courbes moyennes de celles obtenues pour des valeurs plus importantes du paramètre
ω̂ce.

2.2.3 Influence de V̂d sur le mode de dérive E ×B
Nous étudions dans cette partie l’effet du paramètre V̂d sur la relation de dispersion.

Nous considèrons un intervalle de valeurs plus étendu que dans les études antérieures [23],
car le cas V̂d ≥ v̂the peut correspondre aux valeurs de la vitesse de dérive et de la vitesse
thermique dans le plasma du propulseur. Les Figs. 2.3a et 2.3b présentent les variations
de la pulsation et du taux de croissance pour différents V̂d.

Pour les petites valeurs de ce paramètre, le taux de croissance est faible et les réso-
nances ne sont pas visibles. Augmenter la valeur de V̂d ne modifie pas la pulsation du
mode à l’échelle du graphe tant que la vitesse de dérive V̂d reste bien inférieure à la
vitesse thermique v̂the, même si le taux de croissance augmente. Lorsque V̂d atteint la
valeur de v̂the (environ 500 pour le gaz xénon), le taux de croissance devient très im-
portant et des résonances commencent à apparâıtre sur la courbe de la pulsation. Pour
que celles-ci disparaissent, il suffirait de diminuer le rapport ω̂ce/k̂z et on obtiendrait une
courbe moyenne passant par le milieu des oscillations. Pour des valeurs bien plus grandes
que v̂the, la pulsation peut dépasser la pulsation plasma ionique et le taux de croissance
présente un maximum pour une valeur de k̂y plus petite que 1, comme le montrent les
courbes vertes. Dans ce cas, la limite asymptotique aux faibles champs magnétiques du
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Figure 2.2: Influence de ω̂ce sur a) la pulsation et sur b) le taux de croissance calculés nu-
mériquement à partir des Eqs. 2.11, les paramètres étant ceux définis dans le
Tab. 2.3 pour α=90̊ . Les valeurs de ω̂ce normalisées sont 25 (courbe noire), 75
(courbe bleue) et 150 (courbe rouge) et correspondent respectivement à 1,3, 3,8 et
7,7.109 rad/s. Les courbes correspondant au cas typique ω̂ce=50 ne sont pas repro-
duites car la pulsation apparaitrâıt confondue avec la courbe noire à l’échelle du
graphe et le taux de croissance présenterait de très faibles oscillations autour de la
courbe noire.
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mode dévie de l’onde acoustique ionique conventionnelle qui serait superposée à la courbe
noire en Fig. 2.3a. Pour les grandes valeurs du nombre d’onde k̂y, toutes les relations de
dispersion tendent vers 1, comme observé dans les parties précédentes.

2.2.4 Conclusions de l’étude paramétrique

L’étude paramétrique du mode de dérive électronique E×B effectuée pour les valeurs
pertinentes des paramètres du propulseur conduit aux mêmes types de conclusions que
dans les travaux antérieurs. Les résonances, mémoires de la relation de dispersion 2D,
disparaissent lorsque le paramètre ω̂ce/k̂z est suffisamment petit pour un nombre d’onde
k̂y fixé. Dans ce cas, la relation de dispersion atteint une courbe asymptotique, que Gary
appelle instabilité acoustique ionique [23] et que nous appellerons instabilité acoustique
ionique modifiée pour plus de clarté. Elle correspondrait à la limite d’un champ magné-
tique nul (voir le chapitre précédent), dont l’expression analytique sera redérivée dans la
section suivante. Une représentation de cette limite est par exemple donnée par la courbe
rouge sur la Fig. 2.1 ou la courbe noire tiretée sur la Fig. 2.2. Le taux de croissance de
ce mode est plus faible que pour une propagation perpendiculaire (k̂z=0) mais est quand
même important. D’ailleurs, Lampe et al. [44] démontrent que le taux de croissance inté-
gré sur k̂y reste le même quelle que soit la valeur du rapport ω̂ce/k̂z. L’énergie est alors

mieux répartie sur les différentes échelles quand le nombre d’onde k̂z est grand.
Malheureusement, ils ne donnent pas de conclusion sur le comportement de la pulsation

avec ce rapport. On observe pourtant que même lorsque des résonances sont visibles, la
pulsation (et le taux de croissance) de l’instabilité électronique de dérive E ×B oscille
autour de celle de l’onde acoustique ionique modifiée. Cette dernière semble alors être une
courbe moyenne de la première, comme le montre les oscillations de la courbe noire sur
la Fig. 2.1 autour de la courbe rouge par exemple.

La limite de cette instabilité acoustique ionique modifiée pour k̂y � 1 est ω̂ = 1 (ou ωpi
en grandeurs physiques) et sa relation de dispersion est très proche du mode acoustique
ionique classique lorsque V̂d est inférieure à v̂the. Pour des valeurs très faible du rapport
V̂d/v̂the, l’instabilité acoustique ionique modifiée est stabilisée et devient identique à l’onde
acoustique ionique. Au contraire, lorsque ce rapport est grand, le taux de croissance et
la pulsation de l’instabilité diffèrent du mode acoustique, justifiant le terme “modifiée”.
Par exemple, les courbes correspondant à l’onde acoustique ionique classique se superpo-
seraient à celle correspondant à la plus grande valeur de k̂z sur la Fig. 2.1a, la plus petite
valeur de ω̂ce sur la Fig. 2.2a et la plus petite valeur de V̂d sur la Fig. 2.3a.

2.3 Modèle analytique

La limite asymptotique de la relation de dispersion que nous avons appelé instabilité
acoustique ionique modifiée correspond à la limite asymptotique de la fonction de Gordeev
lorsque le champ magnétique tend vers 0. En utilisant cette limite asymptotique et une
approximation basée sur les ordres de grandeur, nous obtenons un modèle analytique pour
la relation de dispersion. Celui-ci permettra par la suite d’obtenir des informations quan-
titatives sur le plasma du propulseur en ajustant le modèle sur les relations de dispersion
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Figure 2.3: Influence de V̂d sur a) la pulsation et sur b) le taux de croissance calculés numéri-
quement à partir des Eqs. 2.11, les paramètres étant ceux définis dans le Tab. 2.3
pour α=90̊ . Les valeurs de V̂d normalisées sont respectivement 50 (courbe noire),
150 (courbe bleue), 500 (courbe rouge) et 900 (courbe verte) et correspondent à 2,1,
6,4, 21,4 et 38,4 .105 m/s. La valeur V̂d=500 est proche de la valeur de la vitesse
thermique v̂the (491) pour le xénon.
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expérimentales obtenues avec le diagnostic de diffusion collective. Nous présentons ici ce
modèle et son domaine de validité.

2.3.1 Limite en champ magnétique nul

Le développement asymptotique de l’intégrale de Gordeev peut être obtenu par dif-
férentes méthodes : la méthode du point col utilisée par Paris [58] ou la méthode de la
phase stationnaire utilisée par Gary [23]. Pour parvenir à ce résultat, nous utiliserons
plutôt une méthode basée sur le développement de Hadamard de la fonction de Gordeev,
similairement à ce que fait Schmitt dans son article [65] et dans sa thèse [64]. Dans ce
cas, la limite ω̂ce → 0 est considérée tandis que V̂d est gardée constante puisque B0 et
Vd forment un jeu de paramètres indépendants. Mathématiquement, cette limite implique
que les variables Ω, X et Y de l’intégrale de Gordeev (Eq. 2.9) tendent toutes vers l’infini
tandis que le rapport

ξ =
Ω√

2 (X + Y )
=
ω̂ − k̂yV̂d
k̂
√

2M̂
(2.14)

reste constant.

Pour procéder au développement de Hadamard, il faut développer l’intégrant de l’in-
tégrale de Gordeev. Un développement de Taylor en ϕ=0 de cet intégrant conduit à

exp [−X (1− cos (ϕ))] = exp

[
−Xϕ2

2

] +∞∑
n=0

S1
n (X)

ϕ2n

(2n)!
, (2.15)

où les S1
n (X) sont des polynômes de degré donné par la partie entière de n/2 et définis

par

S1
n (X) =

[
∂2n

∂ϕ2n
exp

[
−X

(
1− cos (ϕ)− 1

2
ϕ2

)]]
ϕ=0

, (2.16)

et ayant les propriétés suivantes

S1
0 (X) = 1

S1
1 (X) = 0

∀p ∈ N∗, S1
2p (X) = X + ...+ (4p)!Xp

(4!)pp!

∀p ∈ N∗, S1
2p+1 (X) = −X + ...− (4p+2)!Xp

6!(4!)p−1(p−1)!

∀p ≥ 2, S1
p (X) = X

p−2∑
q=0

(−1)p−q C2q
2p−1S1

q (X)

, (2.17)

où les Ck
n sont les coefficients binomiaux.

L’équation 2.15 est obtenue en remarquant que les dérivées impaires de
exp

[
−X

(
1− cos (ϕ)− 1

2
ϕ2
)]

sont nulles en ϕ=0. En remplaçant l’Eq. 2.15 dans l’inté-
grale de Gordeev, on obtient
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g (Ω, X, Y ) = iΩ

∫ +∞

0

e−X[1−cos(ϕ)]− 1
2
Y ϕ2+iΩϕdϕ (2.18)

= iΩ
+∞∑
n=0

S1
n (X)

(2n)!

∫ +∞

0

ϕ2ne−
1
2

(X+Y )ϕ2+iΩϕdϕ, (2.19)

en supposant la commutation somme discrète/intégrale possible. Cette commutation
n’est pas évidente dans le cas général car rien n’assure la convergence de l’intégrale dans
l’Eq. 2.19. Elle se justifie pourtant lorsque X et Y sont infinis, c’est à dire lorsque le champ
magnétique tend vers 0. Dans ce cas, le terme exp [− (X + Y )ϕ2/2] décrôıt plus vite que
le terme ϕ2n ne tend vers l’infini, lorsque ϕ→ +∞. L’intégrale peut alors se mettre sous
la forme

g (Ω, X, Y ) = iΩ
+∞∑
n=0

S1
n (X)

(2n)!

∫ +∞

0

ϕ2ne−( Ω
2ξ
ϕ−iξ)

2

e−ξ
2

dϕ, (2.20)

où ξ est définie par l’Eq. 2.14.
Nous allons maintenant faire apparâıtre les dérivées n-ième de la fonction de dispersion

plasma en utilisant la formule C.12, démontrée dans l’annexe C

∀n≥0, Z(n) (z) = 2n+1in+1e−z
2

∫
C

(t+ iz)n e−t
2

dt, (2.21)

où C est le contour d’intégration défini dans l’annexe.
En faisant le changement de variable suivant

t =
Ω

2ξ
ϕ− iξ (2.22)

dans l’Eq. 2.20, on montre facilement que le développement de Hadamard de la fonction
de Gordeev est

g (Ω, X, Y ) = ξ

+∞∑
n=0

(−1)n
S1
n (X)

[2 (X + Y )]n
Z(2n) (ξ)

(2n)!
. (2.23)

Cette expression est asymptotique et est seulement vraie dans la limite du champ B0

tendant vers 0, comme expliqué lors du passage de l’Eq. 2.18 à l’Eq. 2.19. Dans le cas d’un
champ magnétique strictement nul, la partie droite de l’Eq. 2.23 se réduit à ξZ (ξ). Comme
chaque terme devant Z(2n) (ξ) décrôıt avec le champ magnétique de la façon suivante ∀n = 2p,

[
X

(X+Y )2

]p
1

p!25p×3pp

∀n = 2p+ 1,
[

X
(X+Y )2

]p
1

X+Y
1

(p−1)!25p+2×3p+1×5

, (2.24)

ne garder que le premier terme quand le champ magnétique est faible est une bonne
approximation. Même lorsque X ∼ 1 et Y ∼ 1, le terme n = 2 est deux ordres de grandeur
inférieur au terme n = 0 (le terme n = 1 s’annule). Ainsi, la fonction de Gordeev peut
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2.3. Modèle analytique

être remplacée par ξZ (ξ) et nous retrouvons le résultat de Paris [58] et de Gary [23].
Nous allons à présent utiliser les résultats de diffusion collective pour obtenir un modèle
analytique que nous pourrons ajuster sur les données expérimentales.

2.3.2 Définition du modèle analytique

Dans la partie 2.1.4, nous avons expliqué que le diagnostic de diffusion collective a
prouvé que la pulsation ω̂ des modes observés est bien inférieure à la quantité k̂yV̂d. Il est
alors possible de négliger ω̂ dans l’Eq. 2.14. Nous obtenons ainsi un modèle analytique
pour la solution de la relation de dispersion dans la limite du champ magnétique nul. Son
expression est donnée par

(
ω̂modèle − k̂xv̂p

)2

=
k̂2

1 + k̂2 + ξZ (ξ)
, (2.25)

où ξ est à présent défini par

ξ ' − k̂yV̂d

k̂
√

2M̂
. (2.26)

L’équation 2.25 fournit une expression analytique de la relation de dispersion de l’in-
stabilité acoustique ionique modifiée que nous avons décrite dans la section précédente
(du moins, tant que l’approximation k̂yV̂d � ω̂ est valable). Cette équation est bien évi-
demment incapable de reproduire les résonances propres à l’instabilité électronique de
dérive E × B puisqu’elle ne dépend pas de la pulsation ω̂ce. Dans la section suivante,
nous comparons la pulsation donnée par le modèle (Eq. 2.25) et la pulsation obtenue à
partir de la relation de dispersion générale (Eq. 2.7). Nous obtenons alors des critères sur
les paramètres du plasma pour lesquels les deux pulsations restent très proches en erreur
relative.

2.3.3 Comparaison du modèle avec la résolution numérique des
ions froids

Tant que l’approximation utilisée pour simplifier ξ dans l’Eq. 2.26 est valable 9, l’écart
entre le modèle et la solution exacte de la relation de dispersion est principalement dû
à la différence entre la fonction de Gordeev et sa limite asymptotique. Gary donne dans
son article [23] deux critères à satisfaire pour assurer la validité du modèle asymptotique,
énoncés dans le chapitre précédent, en Eqs. 1.12 et 1.13.

Cependant, il ne précise pas l’erreur relative maximale commise en remplaçant la
fonction de Gordeev par sa limite asymptotique lorsque ces deux conditions sont valides.
De plus, la fonction de Gordeev est seulement l’un des termes de la relation de dispersion,
dont les parties réelle et imaginaire peuvent être petites comparées à 1, surtout lorsque

9. Nous avons vu que dans le cas du propulseur cette approximation est valable pour une large gamme
de paramètres
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V̂d est bien inférieure à v̂the. Lorsque V̂d � v̂the, un développement limité en zéro sur les
parties réelles et imaginaire de la fonction de Gordeev dans les Eqs. 2.12 pour n=0 montre
que cette fonction affecte peu la pulsation du mode, qui est par conséquent proche de la
pulsation du mode acoustique ionique. En revanche, elle modifie le taux de croissance,
puisque le terme d’ordre zéro dans le développement limité s’annule. Ainsi, si le module
de la fonction de Gordeev est petit par rapport à 1, une erreur significative sur sa valeur
résultera en une erreur significative sur le taux de croissance du mode mais pas sur sa
pulsation. En effet, nous pouvons voir sur les Figs 2.1 et 2.2 que la différence entre la
limite asymptotique (grande valeur de k̂z ou petite valeur de ω̂ce) et les autres courbes
est plus importante pour la partie imaginaire que pour la partie réelle de la pulsation du
mode.

Notre but étant d’ajuster un modèle analytique sur les relations de dispersion expéri-
mentales, nous cherchons uniquement un modèle qui décrive la partie réelle de la pulsation
complexe du mode. Par conséquent, les conditions données par Gary sont trop strictes.
Par exemple, pour les valeurs typiques données dans le Tab. 2.3, le critère donné par
l’Eq. 1.13 de Gary n’est pas satisfait : le rapport dans la partie de gauche est égal à 0,2
alors qu’il devrait être supérieur à 0,5. Cependant, la courbe en pulsation correspondante
est superposable à la limite asymptotique (ω̂ce = 25) à l’échelle du graphe sur la Fig. 2.2.
Nous allons donc, dans cette partie, établir un critère qui assure la validité du modèle
analytique, au moins pour la pulsation du mode.

Comparaison numérique

Pour ce faire, la pulsation du modèle et la partie réelle de la solution numérique seront
comparées à l’aide de deux quantités définies par

N∞ = Max
k̂y

∣∣∣∣∣∣
ω̂r,num

(
k̂y

)
− ω̂r,modèle

(
k̂y

)
ω̂r,num

(
k̂y

)
∣∣∣∣∣∣
 (2.27)

et

Nrelative =
1

N

N∑
k̂y

 ω̂r,num

(
k̂y

)
− ω̂r,modèle

(
k̂y

)
ω̂r,num

(
k̂y

)
 , (2.28)

où ω̂r,num et ω̂r,modèle sont respectivement les parties réelles des solutions des Eqs. 2.7

et 2.25, résolues pour un nombre discret de valeurs de k̂y.
La première quantité (N∞) représente le maximum de la valeur absolue de l’erreur

relative. Elle donne une information sur l’amplitude maximum de l’erreur entre le modèle
et l’expression théorique, pour un intervalle de nombre d’onde k̂y donné. Obtenir des
faibles valeurs de N∞ est alors un critère fort, montrant que le modèle correspond à la
relation de dispersion en chaque point.

Comme le modèle ne dépend pas de la pulsation ω̂ce, on peut prédire que quand ce
paramètre sera grand (c’est-à-dire lorsque les résonances deviennent importantes) des
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différences importantes seront constatées entre le modèle et la résolution numérique. Ceci
correspondra alors à de grandes valeurs de N∞. Cependant, même pour de grandes valeurs
de ω̂ce, il semble que la relation de dispersion oscille autour de la courbe correspondant
à une plus petite valeur de ω̂ce (Fig. 2.2a). Pour vérifier ce point, la deuxième quantité
(Nrelative) est introduite, donnant l’écart relatif moyen sur l’intervalle en k̂y considéré. Une
faible valeur de Nrelative indique que le modèle correspond à la courbe moyenne de la
solution numérique, même lorsque la quantité N∞ est grande.

Ces deux quantités sont présentés en Fig. 2.4 pour différentes valeurs de la vitesse V̂d
et de la pulsation ω̂ce. La solution du modèle et celle de la résolution numérique ont été
calculée pour une propagation orthogonale au champ électrique, c’est-à-dire pour k̂x=0.
La somme pour la quantité Nrelative et le maximum pour la quantité N∞ sur le nombre
d’onde k̂y ont été évalués pour k̂y variant entre 0,2 et 1,5 par pas de 0,01, correspondant
à 2400 et 18000 rad/m, intervalle proche de celui exploré par le diagnostic de diffusion
collective. Le paramètre k̂z est fixé à 0,045 correspondant à 540 rad/m, environ la valeur
du nombre d’onde kz observée expérimentalement.

Comme attendu, le modèle est en bonne adéquation avec la résolution numérique
lorsque la vitesse V̂d et la pulsation ω̂ce sont faibles (Fig. 2.4a). On peut par ailleurs
remarquer que la pulsation du modèle correspond bien à celle de la résolution numérique
pour de plus grandes valeurs de V̂d lorsque la pulsation ω̂ce est plus faible. Pour la gamme
de ω̂ce pertinente au cas du propulseur à effet Hall (inférieur à 85), la quantité N∞ reste
inférieure à 18%. Cependant, la valeur de Nrelative, représentée sur la Fig. 2.4b, est comprise
entre ±3% pour toute la gamme de paramètre, prouvant que le modèle suit, en moyenne, la
résolution numérique de la relation de dispersion ions froids. Par conséquent, la relation
de dispersion de l’instabilité acoustique ionique modifiée représentée par l’Eq. 2.25 ne
dévie pas, en moyenne, de la relation théorique, son effet étant simplement de lisser les
résonances quand celles-ci sont présentes.

Nouveaux critères

Pour compléter cette étude, il reste à déterminer des critères pour que l’erreur entre la
pulsation du modèle et de la solution numérique soit inférieure à l’erreur sur la détermi-
nation de la pulsation expérimentale. Une étude paramétrique a alors été réalisée sur les
paramètres V̂d et k̂z, V̂d variant de 55 à v̂the par pas de 5 et k̂z valant 0,02, 0,045 et 0,09.
Pour chaque couple de ces paramètres, on cherche la valeur de ω̂ce, notée ω̂ce,max telle que

N∞=5% pour des valeurs de k̂y allant de 0,2 à 1,5 par pas de 0,01. Les autres paramètres
nécessaires à la résolution sont fixés comme énoncé précédemment. On trouve alors une
loi de puissance pour ω̂ce,max en fonction de V̂d de la forme

ω̂ce,max ' 4, 9.10−12V̂
− 1

5
d . (2.29)

Lorsque la pulsation ω̂ce est inférieure à la valeur donnée par cette relation pour une
vitesse V̂d fixée, cela veut dire que la quantité N∞ est inférieure à 5%. Cette loi de puissance
donne ainsi de nouvelles conditions, qui remplacent celles de Gary,
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Figure 2.4: Comparaison du modèle et de la résolution numérique à l’aide des quantités a) N∞
et b) Nrelative définies en Eqs. 2.27 et 2.28. Ces quantités sont calculées pour un
nombre d’onde k̂x fixé à 0 (propagation azimutale) et la somme et le maximum sur
le nombre d’onde k̂y sont calculés pour k̂y variant entre 0,2 et 1,5 par pas de 0,01.
Cet intervalle est proche de celui exploré par le diagnostic de diffusion collective.
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k̂2
y

ω̂2
ce

M̂ ≥ 0, 3× V̂
2
5
d (2.30)

et

k̂2
z

ω̂2
ce

M̂ ≥ 0, 02× V̂
2
5
d . (2.31)

On peut désormais vérifier si le cas standard vérifie ces deux inégalités. Pour les valeurs
du Tab. 2.3, la partie droite de l’Eq. 1.13 doit être remplacée par 0,15 (avec V̂d = 150) en
utilisant notre critère. Le critère sur le nombre d’onde k̂z donné par l’Eq. 2.31 est dans ce
cas vérifié, alors que ce n’était pas le cas avec la condition précédente.

A cette étude, nous pouvons rajouter que dans son article [44] Lampe propose que,
dans un milieu turbulent, l’agitation aléatoire des électrons à travers le champ magnétique,
caractérisée par un coefficient de diffusion turbulente, conduit à l’apparition d’un terme
supplémentaire dans le dénominateur résonnant de la fonction de Gordeev. Dans ce cas,
il démontre que ce terme réduit l’amplitude des résonances ce qui pourrait assouplir la
condition 2.31 ou même la condition 1.13 donnée par Gary.

En conclusion, comme aucune résonance n’est visible sur les relations de dispersion
expérimentales, le modèle peut certainement s’appliquer dans ce cas et être utilisé pour
ajuster des paramètres du plasma sur des données expérimentales obtenues dans la direc-
tion α=90̊ . Il est d’ailleurs possible a posteriori de vérifier que les paramètres respectent
les deux conditions 2.30 et 2.31, le champ magnétique étant connu à l’aide d’autres diag-
nostics. Avant d’exploiter les résultats expérimentaux, nous étudierons la dispersion dans
le plan (E0,E0 ×B0) pour compléter notre étude.

2.4 Variation de la pulsation et du taux de croissance

dans le plan (E0,E0 ×B0)

Dans les sections précédentes, les propriétés dispersives de l’instabilité de dérive ont été
caractérisées dans la direction de propagation purement azimutale (α=90̊ ). Cependant,
avec le diagnostic de diffusion collective, il est possible d’explorer une partie du plan
(E0,E0 ×B0). Les directions axiale x et azimutale y n’étant pas équivalentes, en raison
de l’effet Doppler dû à la vitesse des ions pour la première et de celui dû à la vitesse de
dérive des électrons pour la deuxième, il est intéressant d’étudier le comportement de la
solution de la relation de dispersion avec des ions froids dans ce plan. Pour étudier cette
anisotropie, l’angle α sera alors varié de telle manière que k̂x = k̂⊥ cos (α) et k̂y = k̂⊥ sin (α)
soient non nuls.

2.4.1 Effet de la vitesse d’éjection v̂p sur la relation de dispersion

Dans cette partie, nous étudions l’effet d’une vitesse d’éjection v̂p non nulle sur la
relation de dispersion dans le plan (E0,E0 ×B0). En fait, il est possible de se ramener
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Figure 2.5: Champ électrique et vitesse de dérive ressentis par les particules dans le référentiel
du laboratoire (en noir) et dans le référentiel du faisceau (en bleu).

à une situation pour laquelle le paramètre v̂p est nul, en se plaçant dans le référentiel
des ions, c’est-à-dire dans le référentiel du jet du plasma. Dans ce référentiel, le champ
électriqueE0 et la vitesse de dérive V d sont modifiés par la transformée galiléenne suivante

E′ = E0 + vp ×B0 = E ′ cos (ϕ) êx + E ′ sin (ϕ) êy
V ′d = −Vdêy − vpêx = −V ′d sin (ϕ) êx − V ′d cos (ϕ) êy

, (2.32)

avec l’angle ϕ défini par tan (ϕ) = −vp/Vd (voir Fig. 2.5). Comme vp � Vd, on peut
écrire que tan (ϕ) ∼ ϕ, E ′ ' E0 et V ′d ' Vd de telle sorte que les amplitudes du champ
électrique et de la vitesse de dérive ne sont pas significativement modifiées. En retournant
dans le référentiel du laboratoire, un effet Doppler k⊥vp cos (α) s’ajoute à la pulsation
du mode tandis que le taux d’instabilité reste inchangé si l’on considère l’onde comme
étant monochromatique. Par conséquent, le cas v̂p 6= 0 peut être déduit facilement du cas
v̂p = 0 :

• On résout l’équation de dispersion pour v̂p = 0, ce qui revient à la résoudre dans le
référentiel des ions.
• On retourne dans le référentiel du laboratoire en faisant tourner les axes x̂ et ŷ de

l’angle ϕ = −vp/Vd. L’angle α doit être remplacé par l’angle α′ = α− ϕ et on trace
la pulsation et le taux d’instabilité trouvés pour v̂p = 0 en fonction de ce nouvel
angle α′.
• Enfin, on doit ajouter l’effet Doppler k⊥vp cos (α′) à la pulsation du mode.

Dans les faits, le programme de résolution de la relation de dispersion par méthode
itérative est tout à fait capable de résoudre le cas v̂p = 0 comme le cas v̂p 6= 0. Les
solutions complexes obtenues dans ces deux cas sont alors en parfait accord lorsque l’on
applique la méthode précédente pour le cas v̂p = 0.
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2.4.2 Evolution de la relation de dispersion dans le plan (E0,E0×
B0)

Référentiel du laboratoire

La représentation de la relation de dispersion dans le plan (E0,E0 × B0) se fait en
fonction de l’angle α. Sur la Fig. 2.6, les deux solutions de la relation de dispersion avec
ions froids (ω̂+ et ω̂−) sont tracées en fonction de cet angle. La Fig. 2.6a représente la
partie réelle (la pulsation) de ces solutions et Fig. 2.6b leur partie imaginaire (le taux
d’instabilité). Les valeurs utilisées pour résoudre l’Eq. 2.7 sont celles définies dans le
Tab. 2.3 et k̂⊥ est fixé à 0,5 qui correspond à 6000 rad/m. Le paramètre v̂p est quand à
lui fixé à 3 de façon à voir sa contribution sur la pulsation du mode.

Il est clair à partir de la Fig. 2.6a que l’effet Doppler k̂⊥v̂p cos (α) est l’effet dominant
sur les pulsations. Si l’on retire sa contribution, les deux pulsations sont opposées et
presque constantes avec α, leur valeur absolue moyenne valant 0,45 ωpi pour un écart-
type valant 1, 7.10−3ωpi. Ce comportement est typique d’un mode ionique isotrope dans
le référentiel des ions. En retournant dans le référentiel du laboratoire, les axes tournent
d’environ 1̊ , sans conséquence sur la pulsation puisqu’elle est presque constante avec α
et l’effet Doppler s’ajoute sur les deux pulsations donnant lieu à un mode rapide ou haut
et un mode lent ou bas, comme nous pouvons le voir sur la Fig. 2.6a. Pour une valeur de
la vitesse vp compatible avec les valeurs observées expérimentalement (ici vp = 3), le taux
d’instabilité n’est, lui, presque pas modifié lors du changement de référentiel, car l’angle
ϕ est faible. Le mode instable alterne entre le mode haut et le bas comme le montre la
Fig. 2.6b. Autour de 0 ou de 180̊ , les deux modes sont marginalement stables.

Référentiel du jet d’ions

Il convient à présent d’étudier le comportement de la pulsation et du taux d’instabilité
dans le référentiel du jet d’ions. Dans ce référentiel, leur variation peut être comprise en
s’appuyant sur les résultats de l’étude paramétrique réalisée dans la section 2.2. Pour une
vitesse v̂p nulle dans l’Eq. 2.7, la rotation du vecteur d’onde k dans le plan (E0,E0×B0)
correspond seulement à une variation de la première variable de la fonction de Gordeev

Ω =
(
ω̂ − k̂⊥V̂d sin (α)

)
/ω̂ce. Les deux autres variables de la fonction, X = k̂⊥M̂/ω̂ce et

Y = k̂zM̂/ω̂ce, restent, elles, constantes. Par conséquent, la rotation d’angle α peut être
interprétée comme la variation du paramètre V̂d,modif = V̂d sin (α) à k̂⊥ constant. Ainsi,

se déplacer de α=90̊ revient à réduire le paramètre V̂d,modif et deux cas de figure sont à
envisager :
• Si la relation de dispersion ne présente pas de résonances en α=90̊ et pour une vi-

tesse V̂d donnée bien inférieure à la vitesse v̂the, alors la pulsation ne varie pas dans le
référentiel des ions lorsque Vd,modif décrôıt à partir de Vd, sa valeur maximum lorsque
α=90̊ (voir Fig. 2.3a). La pulsation est donc constante avec α. Le taux d’instabi-
lité, lui, diminue lorsque la vitesse V̂d diminue, comme expliqué sur la Fig. 2.3b. Par
conséquent, en s’écartant de 90̊ , V̂d,modif diminuant, le taux d’instabilité diminue
également, comme nous pouvons le voir sur la Fig. 2.6b.
• A présent, si la relation de dispersion à α=90̊ possède des résonances ou si V̂d & v̂the,
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Figure 2.6: Variation a) des pulsations et b) des taux d’instabilité de la relation de dispersion
avec ions froids (Eq. 2.7) en fonction de l’angle α. Les paramètres de résolution
sont ceux définis dans le Tab. 2.3 et k̂⊥ est fixé à 0,5. La courbe rouge en trait plein
correspond à la pulsation ω̂+ et la courbe bleue tiretés à la pulsation ω̂−.
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relation de dispersion avec ions froids (Eq. 2.7) en fonction de α, pour différentes
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varier V̂d,modif affecte la pulsation et le taux d’instabilité. Dans ce cas, la pulsation
n’est plus isotrope dans le référentiel des ions et le taux d’instabilité présente des
maxima pour des positions différentes de α=90̊ . Les positions de ces maxima dé-
pendent de la valeur de k̂⊥ puisque les résonances sont liées à la condition définie
en Eq. 1.10. Un exemple de ce phénomène est donné en Fig. 2.7 pour différentes
valeurs de ω̂ce, k̂⊥ étant fixé à 0,5 et les valeurs des autres paramètres étant celles
définies en Tab. 2.3, hormis la vitesse v̂p qui est nulle.

2.5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons vu que dans la limite d’un champ magnétique nul, le
mode de dérive électronique E × B obtenu en résolvant la relation de dispersion tend
vers une courbe asymptotique. A partir de cette observation, le modèle 2.25 a été défini
et nous avons montré que pour une large gamme de paramètres correspondant au cas du
propulseur, la pulsation donnée par ce modèle est en bon accord avec celle donnée par
la solution numérique de la relation de dispersion 4.1. Nous avons en particulier montré
que la solution exacte oscillait avec k̂y autour du modèle mais que ce dernier ne dévie
pas en moyenne de cette solution. Pour les paramètres typiques des régimes moteurs
étudiés, l’amplitude des fluctuations de la partie réelle de la pulsation est inférieure aux
incertitudes expérimentales sur la mesure de la pulsation (N∞<5%). Le modèle peut donc
être ajusté sur des relations de dispersion expérimentales, afin d’en déduire des paramètres
du plasma. C’est ce que nous ferons dans le chapitre suivant, après avoir corrigé un effet
d’appareil inhérent au diagnostic de la diffusion collective.

Enfin, nous avons montré que la pulsation du mode azimutal observée par diffusion
collective de la lumière est probablement isotrope dans le référentiel des ions puisqu’aucune
résonance n’est visible sur la relation de dispersion expérimentale.
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3.1.6 Caractéristiques du banc optique PRAXIS utilisé sur le moyen
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Chapitre 3. Observations expérimentales à l’aide de la diffusion collective de la lumière

La diffusion collective de la lumière est un diagnostic non intrusif utilisé pour observer
les fluctuations de densité du plasma à des échelles plus grandes que la longueur de Debye.
La densité spectrale du signal mesuré grâce à ce diagnostic est le produit de convolution
entre la fonction de transfert du diagnostic et le facteur de forme dynamique S (k, f).
L’effet de cette convolution sur le facteur de forme est généralement négligeable puisque
la largeur spectrale (dans le domaine spatial) des fluctuations de densité est souvent bien
supérieure à celle de la fonction de transfert. Dans le cas du propulseur à effet Hall,
le mode azimutal n’existe que dans un angle solide très étroit, ce qui ne permet pas
de négliger l’effet d’appareil. Nous étudions dans ce chapitre l’effet de la convolution et
proposons une méthode pour corriger cet effet, en s’appuyant sur les résultats de l’étude
de la relation de dispersion présentés au chapitre précédent. Une fois obtenue, la relation
de dispersion expérimentale déconvoluée sera utilisée pour estimer la température et la
densité électronique à partir du modèle analytique que nous avons développé dans le
chapitre précédent.

3.1 Le diagnostic de diffusion collective

3.1.1 Principe de la diffusion Thomson de la lumière

Soumises à une onde électromagnétique, les particules chargées d’un plasma oscillent
sous l’influence du champ électrique de cette onde. Ces particules accélérées (ou décélérées)
émettent un rayonnement électromagnétique et on parle alors de diffusion de la lumière
incidente [22, 76]. L’amplitude du champ diffusé étant inversement proportionnel à la
masse de la particule, c’est principalement les électrons qui participent à cette diffusion.
Lorsque les électrons sont libres (comme dans un plasma), on parle de diffusion Thomson
et le processus est alors élastique, puisque la quantité de mouvement et l’énergie cinétique
des particules sont conservées sur une période de l’onde. L’onde peut également être
diffusée de façon élastique par le nuage électronique entourant les atomes ou les molécules
et on parle de diffusion Rayleigh. Enfin, l’onde incidente peut induire des rotations ou
des vibrations des molécules et on nomme cette diffusion inélastique, la diffusion Raman.
La gamme de fréquence étudiée ici correspond à la gamme pour laquelle seule la diffusion
Thomson contribue significativement au spectre.

3.1.2 Les différentes échelles de diffusion de la lumière

Si l’on considère à présent une collection ou un ensemble d’électrons libres, la question
se pose de savoir si les ondes diffusées par ces particules sont cohérentes ou non, c’est-à-
dire s’il existe une relation de phase constante dans le temps entre les ondes diffusées. On
distingue alors trois régimes en fonction de la fréquence spatiale λ de l’onde incidente.

• λ � λDe : Pour des fluctuations aléatoires de la densité électronique, les ondes
diffusées par les différents électrons du milieu ne sont pas cohérentes 10 et la puissance
totale diffusée est la somme des puissances diffusées par chaque particule. C’est le

10. On parle de diffusion incohérente selon la nomenclature de Hutchinson [34].
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3.1. Le diagnostic de diffusion collective

cas notamment lorsque l’on regarde à des échelles bien plus petites que la longueur
de Debye λDe. Le spectre de la lumière est alors une image du mouvement thermique
des électrons.
• λ ∼ λDe : Lorsque les échelles sondées se rapprochent de λDe, des effets collectifs

entre électrons et ions apparaissent et la diffusion est appelée diffusion cohérente.
• λ � λDe : Pour des échelles sondées bien supérieures à λDe, les trajectoires des

électrons sont corrélées et les mouvements collectifs sont dominants. La diffusion
est appelée diffusion Thomson collective ou plus simplement diffusion collective.
Dans ce régime, on doit faire la somme des champs électriques des ondes rayonnées
par chaque particule, avant de calculer la puissance totale diffusée. En conséquence
des effets collectifs, le spectre de cette diffusion contient des informations sur la
distribution en énergie des ions et des électrons.

3.1.3 Phénomène de diffusion collective en champ lointain

Par la suite, nous placerons notre étude à des échelles supérieures à λDe et, puisque la
distance est grande devant la distance interparticulaire, nous considérerons la limite des
milieux continus de telle manière que la somme des champs électriques diffusées par un
grand nombre de particules individuelles puisse être remplacée par une intégrale.

Dans ce cas, pour une onde incidente plane, monochromatique et linéairement pola-
risée, le champ électrique lointain (r′ � r, voir Fig. 3.1), diffusé par les électrons libres
d’un plasma et mesuré dans la direction r′, est donné par [34]

Etotal (r′, t) =

∫
V

d3rn (r, t) e−ik.rEd (r, r′, t) . (3.1)

Notons que pour obtenir cette expression, les collisions entre les photons et les parti-
cules (l’effet Compton) sont négligées, ceci étant justifié tant que l’énergie du photon hν
est négligeable devant l’énergie au repos d’un électron mec

2, et que les effets relativistes
ne seront pas considérés puisque la vitesse des électrons est bien inférieure à celle de la
lumière c.

Le champ lointain donné par l’Eq. 3.1 est alors proportionnel au champ électrique
Ed (r, r′, t) , diffusé dans la direction r′ par un seul électron situé à la distance r de la
source émettrice modulé par la transformée de Fourier spatiale de la densité n (r, t). Si
l’on note Ei,0 (r) l’amplitude de l’onde incidente, ωi sa pulsation et ki son vecteur d’onde,
alors le champ électrique Ed (r, r′, t) s’écrit

Ed (r, r′, t) =
r0

r′

[
k̂d ×

(
k̂d ×Ei,0 (r)

)]
ei(kd.r

′−ωit), (3.2)

où kd est le vecteur d’onde de l’onde diffusée (Fig. 3.1), k̂d le vecteur unitaire associé,
r′ est la position d’observation et r0 le rayon classique de l’électron défini par

r0 =
e2

4πε0mec2
. (3.3)

Le vecteur d’onde sondé ou observé k est lui défini par k = kd − ki.
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Source / laser
(origine)

Ei kd
k

Détecteur
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kir
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Figure 3.1: Schéma de principe de la diffusion d’une onde plane monochromatique, linéaire-
ment polarisée, par un électron. L’onde incidente de champ électrique Ei est dif-
fusée par l’électron se trouvant à la position r par rapport à la source émettrice.
Le champ électrique Ed de l’onde diffusée dans la direction n′ est mesuré par le
détecteur à la position r′ par rapport à la position de l’électron. L’angle θ formé
entre la direction de l’onde incidente et la direction de mesure est appelé angle de
diffusion et le vecteur d’onde d’observation k est défini comme la différence entre
le vecteur d’onde de l’onde diffusée kd et de l’onde incidente ki.

C’est le champ électrique de l’Eq. 3.1 que le diagnostic de diffusion collective se propose
de mesurer pour pouvoir observer les fluctuations de densité.

3.1.4 Détection du champ électrique total diffusé

Une mesure directe du champ total présenté dans la partie précédente ne permettrait
pas d’accéder à toutes les informations sur la transformée de Fourier de la densité. En effet,
la phase du signal serait perdue puisque la puissance sur le détecteur serait proportionnelle
au carré du module du champ électrique diffusé. De plus, l’amplitude de ce champ étant
faible, le signal mesuré serait proche du bruit et presque indétectable. Pour augmenter
le rapport signal sur bruit, il est alors courant d’utiliser la méthode de détection super
hétérodyne [66].

L’idée est de faire battre, devant le propulseur, deux faisceaux laser (voir Fig. 3.2),
légèrement décalés d’une fréquence fdec, bien inférieure à la fréquence des lasers mais bien
supérieure aux fréquences caractéristiques des fluctuations de densité. L’un des faisceaux,
le faisceau dit primaire, le plus puissant des deux, sera principalement diffusé par les
particules, tandis que l’autre, appelé Oscillateur Local (OL), servira de porteuse et sera
focalisé sur le détecteur. La puissance sur le détecteur est alors proportionnelle au carré
du module de la somme du champ diffusé total dans la direction du faisceau, noté Etotal,
et du champ de la porteuse EOL, c’est-à-dire

Pdétecteur ∝
〈
|Etotal (r′, t) +EOL (r′, t)|

2
〉
Tdétecteur

, (3.4)
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Oscillateur Local (OL)
fOL= fp- fdec

Faisceau primaire
fp

Détecteur

Ecran

θ
k

Canal 09h Canal 03h

z

y
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Figure 3.2: Principe de la détection hétérodyne appliquée au propulseur à effet Hall. On fait
battre deux faisceaux devant le plan de sortie du propulseur, leur croisement (zone
grisée) défini alors le volume de mesure du diagnostic. Le faisceau primaire (bleu
foncé, de fréquence fp) est diffusé par les électrons du plasma et le faisceau oscil-
lateur local (bleu clair, de fréquence fOL = fp − fdec) sert de porteuse au signal
diffusé. Grâce au décalage en fréquence de l’OL, la puissance spectrale sur le dé-
tecteur est translatée de la fréquence fdec par rapport à la fréquence du laser fp et
permet de conserver l’information de phase du signal.

où 〈〉Tdétecteur
représente la moyenne temporelle sur le temps caractéristique d’intégra-

tion du détecteur Tdétecteur.

Avec une électronique adaptée, on peut ne garder que le terme croisé de cette expres-
sion et on démontre [50] qu’on obtient un signal, centré sur la fréquence fdec. Celui-ci est
alors proportionnel à la partie réelle de la transformée de Fourier de la densité, modulée
par le produit de l’amplitude EOL (r) de l’oscillateur local et du champ diffusé par une
particule seule Ed (r). En séparant le signal hétérodyne en deux voies et en multipliant
chacune d’elles par un signal de pulsation fdec, l’un en cosinus, l’autre en sinus, on obtient
le signal complexe proportionnel à la transformée de Fourier des fluctuations de densité,
pondérée par la fonction profil U (r). Cette dernière est définie par le croisement des deux
faisceaux et est donnée par l’expression

U (r) =
Ei,0 (r)EOL (r)

Ei,0EOL
, (3.5)

où Ei,0 et EOL sont, respectivement, les amplitudes maximales du champ électrique
des deux faisceaux lasers, primaire et OL.

La transformée de Fourier d’un produit de deux fonctions étant le produit de convo-
lution des transformées de Fourier de chaque fonction, le densité de puissance spectrale
normalisée peut donc se mettre sous la forme

Ī (k, f) =
I (k, f)

Iph (f)
= R0

∫∫∫
d3k′ |W (k − k′)|2 S (k′, f) . (3.6)
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Pour obtenir cette expression, il est nécessaire de considérer que les modes spatiaux ne
sont pas corrélés dans le milieu turbulent comme le fait Holzhauer et al. [33]. Rappelons
que S (k, f) est le facteur de forme dynamique défini par

S(k, f) =

〈
|ñ (k, f)|2

〉
n0V T

. (3.7)

La grandeur I (k, f) est la densité de puissance spectrale du signal électrique détecté et
la grandeur Iph (f) la densité de puissance spectrale du bruit photonique dû à l’oscillateur
local. L’amplitude R0 est définie par

R0 = 2
ηPi
hωi

λ2
i r

2
0

w2
0

n0L, (3.8)

où λi, w0 et Pi désignent respectivement, la longueur d’onde du laser, le pincement et
la puissance du faisceau, n0 et L sont respectivement la densité moyenne et la longueur
du volume de mesure dans la direction z, η l’efficacité quantique du détecteur et h est la
constante de Planck. La fonction |W (k)|2 représente, quant à elle, le carré de la transfor-
mée de Fourier de la fonction profil U (r). Dans le cas de faisceaux gaussiens et dans le
cas de la diffusion collective vers l’avant 11, cette fonction peut s’écrire sous la forme

|W (k)|2 =
e−
‖k⊥‖2
2∆k2(√

2π∆k2
)2 δ (kz) , (3.9)

où ∆k =
√

2/w0 est l’écart-type du faisceau gaussien dans l’espace k de Fourier [33].
Le vecteur k⊥ est le vecteur d’onde dans le plan orthogonal à la direction kz du faisceau
laser principal et δ est la distribution de Dirac.

Notons enfin que la puissance spectrale I (k, f) est proportionnelle à l’intensité de l’OL
par construction du montage de détection hétérodyne. Il est alors possible d’augmenter
la puissance du signal en gardant tous les bruits constants, hormis le bruit photonique de
l’OL, Iph (f), qui augmente dans les mêmes proportions. Cette technique permet d’amé-
liorer le rapport signal sur bruit jusqu’à ce que le bruit photonique soit le seul bruit non
négligeable. Le rapport signal sur bruit est alors optimal. En particulier, il est inutile de
refroidir toute la châıne de mesure pour diminuer le rayonnement du corps noir bien que
celui-ci présente son maximum dans la gamme de fréquence du laser CO2 utilisé, à tem-
pérature ambiante. Le bruit photonique de l’OL étant alors le bruit dominant, le rapport
Ī (k, f) est bien le rapport signal sur bruit.

Ainsi, le signal (Eq. 3.6) est proportionnel à la convolution entre |W (k)|2 et le facteur
de forme dynamique S (k, f). Si la largeur du spectre des fluctuations de densité est grande
comparée à celle de |W (k)|, le facteur de forme dynamique peut être considéré constant
sur l’intervalle en k pour lequel |W (k)| est non nul et la densité de puissance spectrale
peut se récrire plus simplement

Ī (k, f) = R0S (k, f) . (3.10)

11. C’est à dire que l’angle de diffusion θ défini en Fig. 3.1 est faible
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3.1. Le diagnostic de diffusion collective

Sous cette condition, le signal mesuré par la diffusion collective est proportionnel
au facteur de forme dynamique pour un vecteur d’onde k donné. Pour la plupart des
expériences de diffusion collective, l’hypothèse émise pour écrire l’Eq. 3.10 est considérée
valide. Tout au plus, un élargissement du spectre en k est pris en compte [66], mais aucun
effet sur le facteur de forme dynamique n’est considéré. Nous montrerons par la suite
que cet effet est sensible dans le cas de la diffusion collective appliquée au propulseur à
effet Hall et que la fréquence moyenne du facteur de forme dynamique est modifiée par la
fonction de transfert du diagnostic.

Dans la partie suivante, nous allons rechercher la condition sur l’amplitude du spectre
des fluctuations de densité pour détecter un signal avec ce diagnostic.

3.1.5 Conditions d’obtention d’un rapport signal sur bruit su-
périeur à un

L’expression 3.10 est également utile pour déterminer un critère sur la valeur moyenne
des fluctuations de densité

〈
|ñ (k, f)|2

〉
et sur les paramètres laser tels qu’un signal puisse

être détecté à l’aide de la diffusion collective. Le signal peut être mesuré quand le rapport
signal sur bruit Ī (k, f) est de l’ordre de 1. En utilisant les Eqs. 3.8, 3.7 et 3.10, le critère
sur le spectre des fluctuations de densité est donné par〈

|ñ (k, f)|2
〉

T
&

V hωiw
2
0

2ηPiλ2
i r

2
0L
, (3.11)

qui est indépendant de la densité moyenne n0, a priori inconnue. Un autre critère, fai-
sant intervenir la densité n0, peut être obtenu en utilisant le facteur de forme dynamique,
c’est-à-dire

S (k, f) &
1

n0

hωiw
2
0

2ηPiλ2
i r

2
0L
. (3.12)

L’amplitude du spectre des fluctuations de densité doit donc vérifier l’inégalité 3.11 si
l’on veut pouvoir détecter un signal suffisant avec le diagnostic.

3.1.6 Caractéristiques du banc optique PRAXIS utilisé sur le
moyen d’essai PIVOINE

De façon à mesurer la densité de puissance spectrale définie en Eq. 3.6, le banc optique
PRAXIS a été conçu [72, 75, 71] et utilisé sur le moyen d’essai PIVOINE [48]. Un laser
CO2 monomode émettant dans l’infrarouge (λi=10,6 µm), de puissance moyenne 40 W,
est utilisé pour générer le faisceau primaire et l’OL. La lumière diffusée est mesurée par un
détecteur à haute efficacité quantique (η=0,6), utilisé par le montage de la détection super
hétérodyne décrit précédemment. La fréquence de l’oscillateur local est réduite de fdec =40
MHz par rapport à celle du faisceau principal. Les deux faisceaux se croisent au foyer d’une
lentille de focale flentille= 2 m. La taille des pincements lasers a été augmentée à w0=3,4
mm par rapport aux campagnes décrites dans la thèse de Tsikata [71], de façon à observer
des fluctuations à des longueurs d’onde plus grandes. En général, les observations sont
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Figure 3.3: a) Vue de profil du propulseur et du volume de mesure (cercle gris). L’angle α est
l’angle entre la direction axiale x du champ électrique E0 et le vecteur d’onde k.
b) Vue de face du côté 03h du propulseur. Le volume de mesure forme un triangle
gris sur la figure. De ce côté du propulseur, le champ magnétique radial est dans la
direction z et la direction y est anti-parallèle à la vitesse de dérive Vd. La fréquence
de l’instabilité de dérive E×B est positive lorsque le vecteur d’onde est dans le sens
de la vitesse V d [71], c’est-à-dire lorsque α vaut 90̊ , de ce côté du propulseur et avec
nos conventions. Pour ce même angle d’observation, la fréquence est négative du
côté 09h du propulseur (non représenté) puisque la vitesse de dérive serait orientées
suivant y.

réalisées à une distance de 11 mm par rapport au plan de sortie du propulseur. On peut
faire varier l’angle de diffusion θ (voir la Fig. 3.1) entre 7 et 20 mrad, ce qui correspond
à un vecteur d’onde d’observation k = kd − ki variant de 4000 à 12 000 rad/m.

Nous rappelons ici certaines caractéristiques importantes du diagnostic qui ont déjà
été présentées dans le chapitre 1. Un translateur-rotateur sur le banc optique permet
de faire varier la norme et la direction α du vecteur k. L’angle α est l’angle entre la
direction axiale x et k, comme défini sur la Fig. 3.3. Le volume de mesure est typiquement
aussi large que le diamètre du propulseur (sa longueur varie avec l’angle de diffusion θ).
Le signal correspond donc à l’intégration des fluctuations provenant des deux canaux,
alors qu’aucun signal ne provient du milieu du propulseur puisque la densité du plasma
dans cette région est très faible à la distance 11 mm par rapport au plan de sortie. Par
conséquent, lorsque α=90̊ , le vecteur d’onde peut être considéré le long de la direction
azimutale. Nous considèrerons également que l’axe (O,z), c’est-à-dire l’axe du faisceau
laser, est parallèle au champ magnétique local. Comme expliqué dans le chapitre 1, les
signaux provenant de canaux opposés ont des fréquences opposées.

A l’aide de tous ces paramètres, il est alors possible de calculer le minimum de la
densité de puissance spectrale des fluctuations de densité pour que le signal de diffusion
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soit détectable, en utilisant l’Eq. 3.11. L’application numérique donne〈
|ñ (k, f)|2

〉
T

& 1, 2× 108s. (3.13)

Si nous supposons à présent que la densité moyenne en sortie du propulseur est de
l’ordre de 5 × 1017 m−3 (estimation donnée par les codes PIC [1]), la condition sur le
facteur de forme dynamique pour un angle de diffusion θ=13,5 mrad est

S (k, f) & 1, 7× 10−4s.

3.2 Effet d’appareil dans le cas du mode azimutal

Lorsque la largeur caractéristique du spectre spatial des fluctuations de densité est
du même ordre de grandeur que la résolution du diagnostic ∆k, le signal mesuré par la
diffusion collective doit être déconvolué pour pouvoir estimer le facteur de forme dyna-
mique correctement. Il est alors nécessaire de vérifier si la convolution est négligeable ou
non pour les modes décrits dans le chapitre 1 : le mode axial et le mode azimutal. Pour
le mode axial, nous avons vu que sa largeur angulaire (avec l’angle α) était très grande
et que l’écart-type de la gaussienne ajustée à son facteur de forme statique est de l’ordre
de 25̊ , bien supérieure à l’ouverture de l’angle solide correspondant à la résolution du
diagnostic ∆k/k ∼5̊ (au maximum). Par contre, la largeur des fluctuations en α pour le
mode azimutal est de l’ordre de 6̊ et l’effet de la convolution ne peut pas être négligé.
Dans cette section, cet effet sera tout d’abord calculé, puis nous présenterons la méthode
utilisée pour le corriger.

3.2.1 Convolution pour une petite ouverture angulaire du fais-
ceau laser

La récriture de l’Eq. 3.6 dans le système de coordonnées cylindriques (A, δk, β, kz),
défini sur la Fig. 3.4, donne

Ī (k, α, kz, f) = R0

∫
R+

δkd (δk)
e−

δk2

2∆k2(√
2π∆k2

)2

×
∫

[−π,π]

dβS (‖k − δk‖ , α− δα, kz, f) , (3.14)

où l’on a considéré un profil de laser gaussien tel que |W (k)|2 soit comme défini en
Eq. 3.9.

La quantité ‖k − δk‖ est donnée par

‖k − δk‖ = k

√
1 +

δk2 − 2kδk cos (β − α)

k2
(3.15)
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Figure 3.4: Systèmes de coordonnées cartésiens (A, kx, ky, kz) et polaires (A, δk, β, kz) dans
l’espace de Fourier k. Les axes (O, kz) et (O, kx) sont, respectivement, la direction
du faisceau laser et l’axe du propulseur.

et δα par

δα =
δk

k
sin (β − α) . (3.16)

Afin de simplifier l’Eq. 3.14, nous allons changer les variables δk et β en δkl = k −
‖k − δk‖ et δα. Puisque la gaussienne décrôıt très vite avec δk, seules les valeurs de δk
comprises entre [0, 3∆k] contribuent à l’intégrale. Par conséquent, nous pouvons considérer
que le paramètre δk/k est très petit dans les Eqs. 3.15 et 3.16 puisque k � ∆k. Avec
cette approximation, le Jacobien de la transformation (δk, β) en (δkl, δα) vaut simplement
J = k/δk au premier ordre. Ainsi, la puissance spectrale devient

Ī (k, α, f) = R0

∫
R
d (δkl)

e−
δk2
l

2∆k2(√
2π∆k2

)2

×
∫
R
d (δα)S (k − δkl, α− δα, f)

e−
k2δα2

2∆k2√
2π∆k2

k2

. (3.17)

Les variables δkl et δα devraient être comprises, respectivement, entre [−∞, k] et
[−π, π], mais les intervalles sont étendus à R2 puisque les deux fonctions gaussiennes
tendent rapidement vers zéro après avoir dépassé trois fois leurs écarts-types.

Cette expression de la puissance spectrale sera utilisée pour calculer l’effet de la fonc-
tion de transfert du diagnostic. Pour ce faire, il faudra se donner une forme a priori pour
le facteur de forme dynamique.
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3.2.2 Facteur de forme statique

Avant de calculer la convolution de la fonction d’appareil avec le facteur de forme
dynamique, nous allons d’abord regarder comment le facteur de forme statique est modifié.
Il faut alors se donner une forme analytique pour pouvoir calculer la puissance spectrale.
Nous rappelons ici que le facteur de forme statique convolué ou expérimental décrôıt
exponentiellement avec le nombre d’onde k et est une fonction gaussienne de l’angle α
avec un maximum en α 6=90̊ . Comme le produit de convolution de deux gaussiennes
redonne une gaussienne et comme la convolution d’une exponentielle avec une gaussienne
redonne une exponentielle, nous prendrons une expression similaire pour le facteur de
forme avant convolution et celui observé expérimentalement, c’est-à-dire

S (k, α) = Ae−ρke−
(α−αmax)2

2∆α2 , (3.18)

où A est l’amplitude, ρ la longueur caractéristique de décroissance de l’exponentielle,
αmax l’angle central de la gaussienne et ∆α son écart-type. Ce sont ces quantités que nous
allons chercher en fonction de celles mesurées expérimentalement.

Le calcul de la convolution avec l’expression 3.18 pour le facteur de forme statique
donne un signal de même forme mais avec une amplitude A0 modifiée, un écart-type ∆α0

modifié et un nombre d’onde k0 également modifié. Ces trois quantités observables sont
données par les formules ci-dessous

A0 = A

√
∆α2

∆α2 + ∆k2

k2

∆α0 =

√
∆α2 +

∆k2

k2
. (3.19)

k0 = k − ∆k2

2
ρ

La longueur ρ reste pour sa part inchangée. On remarque que lorsque ∆k tend vers zéro,
c’est-à-dire lorsque le profil gaussien du faisceau laser tend vers une distribution de Dirac
dans l’espace de Fourier, l’amplitude, l’écart-type et le nombre d’onde convolués tendent
vers les valeurs physiques. Comme la valeur de ρ n’est pas modifiée par la convolution, il
est possible d’estimer la quantité ∆k2ρ/2 à partir des observations par diffusion collective.
Dans le chapitre 1, nous avons rappelé que ρ vaut environ 0,36 mm. Dans ce cas, le nombre
d’onde k0 diffère de k par seulement 31 rad/m, ce qui modifie l’amplitude du facteur de
forme statique par un facteur 1,01. Par conséquent, nous considérerons que le nombre
d’onde n’est pas affecté par la convolution et que seuls l’amplitude et l’écart-type doivent
être corrigés.

3.2.3 Facteur de forme dynamique

Similairement à ce que nous avons fait pour le facteur de forme statique, nous devons
nous donner une expression analytique pour le facteur de forme dynamique. Les données
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brutes montrent que le signal est une fonction gaussienne de la fréquence f . Nous suppo-
serons donc que c’est aussi le cas pour le facteur de forme dynamique avant convolution
et S (k, α, f) est alors le produit du facteur de forme statique et de cette gaussienne en f ,
c’est-à-dire

S (k, α, f) = S (k, α)
e
− (f−fD(α,k))2

2∆f2(√
2π∆f 2

)2 , (3.20)

où ∆f est l’écart-type de la gaussienne et fD (α, k) la relation de dispersion du mode
azimutal. Lorsqu’il n’y a pas de résonance visible sur la relation de dispersion (et lorsque
Vd � vthe), nous avons vu dans le chapitre 2 que la fréquence ne dépend pas de α dans le
référentiel des ions. Il faut simplement ajouter un effet Doppler lorsque l’on retourne dans
le référentiel du laboratoire et on peut donc écrire la relation de dispersion sous la forme

fD (α, k) =
kvp
2π

cos (α) + f0 (k) ,

où kvp cos (α) est l’effet Doppler et f0 (k) la fréquence isotrope dans le référentiel des
ions. Cette fréquence est supposée varier de manière affine avec le nombre d’onde puisque le
mode est proche de l’onde acoustique ionique et que la courbure n’est pas très importante
sur l’intervalle de nombre d’onde étudié. Ainsi, la fréquence dans le référentiel des ions
s’écrit

f0 (k) =
kvg
2π

+ fcst, (3.21)

où vg est la vitesse de groupe et la fréquence fcst est l’ordonnée à l’origine.
Avec ces expressions, le calcul de la puissance spectrale donnée par l’Eq. 3.17 se fait

en deux étapes. La convolution en δkl donne

Cδkl (k, α, f) = S (k0, α)
e
− (f−fD(α,2k0−k))2

2∆f ′2(√
2π∆f ′2

)2 , (3.22)

avec ∆f ′ définie par

∆f ′ =
√

∆f 2 + ∆f 2
kl (3.23)

et ∆fkl par

∆fkl (α) =
∆k

2π
(vg + vp cos (α)) . (3.24)

La convolution en δkl modifie le nombre d’onde k du facteur de forme statique et de
la relation de dispersion. Comme nous l’avons expliqué précédemment, cette modification
est négligeable puisque ρk0 ∼ ρk et le facteur de forme dynamique est très peu modifié,
sa fréquence moyenne restant identique. Seule la largeur de la gaussienne est légèrement
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modifiée, comme considéré dans la section VII de la Ref. [75]. Cependant, nous suppose-
rons que, pour les valeurs de α qui contribuent à la convolution en δα, cet élargissement
en fréquence est négligeable

∆f 2 � ∆f 2
kl (α) , (3.25)

de sorte que ∆f ′ ' ∆f . Cette hypothèse sera vérifiée dans la section suivante, lorsque
les paramètres vg et vp seront estimés à partir des données expérimentales.

Malgré la simplification introduite par cette approximation, le calcul de la convolution
en δα n’est pas évident en raison de la dépendance en cosinus dans la gaussienne. Néan-
moins, ce cosinus peut être linéarisé en notant que les valeurs de δα qui contribuent à
l’intégrale sont comprises entre [αmax − 3∆α, αmax + 3∆α], avec ∆α de l’ordre de quelques
degrés. Un développement limité du cosinus en αmax donne alors

cos (α) = cos (αmax)− sin (αmax) (α− αmax) . (3.26)

Avec cette dernière hypothèse, le spectre en puissance est calculé et on trouve

Ī (k, α, f) = R0
A0√

2π∆f 2
0

e−ρke
− (α−αmax)2

2∆α2
0 e

− (f−fD(α0,k))2

2∆f2
0 , (3.27)

où A0 et ∆α0 sont données par les Eqs. 3.19 et ∆f0 et α0 par

∆f0 =
√

∆f 2 + ∆f 2
α, (3.28)

avec

∆fα =
∆k∆α√

k2∆α2 + ∆k2

kvp
2π

sin (αmax) (3.29)

et

α0 =
α∆α2 + αmax

∆k2

k2

∆α2 + ∆k2

k2

. (3.30)

A partir de l’Eq. 3.28, il est alors possible d’estimer l’écart-type physique ∆f du mode.
Comme il est nécessaire de connâıtre vp, ∆α et αmax, cette quantité sera évaluée dans la
section suivante afin de vérifier que l’approximation 3.25 est valide. L’équation 3.30 donne
l’angle réel pour lequel le diagnostic de diffusion collective mesure la relation de dispersion.
L’angle expérimental α étant fixé sur le banc optique, on mesure en fait la relation de
dispersion dans la direction α0 qui est ramenée vers αmax, correspondant au maximum du
signal de diffusion. La mesure correspondant à l’angle αmax est donc la seule mesure qui
n’est pas affectée par la convolution. Notons également que l’on trouve la même formule
pour l’angle α0 si l’on suppose que le facteur de forme dynamique est une fonction de
Dirac avec la fréquence f . Cette correction n’est alors probablement pas trop sensible à
la forme de la dépendance du facteur de forme dynamique en f .

L’effet de la convolution sur le facteur de forme statique et dynamique ayant été calculé,
nous pouvons appliquer ces résultats aux données expérimentales pour le mode azimutal.
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Chapitre 3. Observations expérimentales à l’aide de la diffusion collective de la lumière

3.3 Déconvolution du signal de diffusion collective

pour le mode azimutal

3.3.1 Paramètres du propulseur

Dans toute cette section, nous présenterons les données expérimentales obtenues pour
le propulseur 5kW PPS-X000 R© développé par la Snecma. Les principaux paramètres
d’opération de ce propulseur sont les suivants : du xénon est injecté à l’anode à l’in-
térieur du canal du propulseur de largeur 5 mm à un débit massique de 16 mg/s. La
tension d’accélération vaut 300 V et le courant de décharge environ 17 A. Le volume de
mesure croise le jet de plasma 11 mm en avant du plan de sortie du propulseur. Le champ
magnétique au niveau du volume de mesure est environ égal à 15 mT.

3.3.2 Données brutes

Nous présentons dans cette partie les données brutes (avant déconvolution) obtenues
à l’aide du diagnostic de diffusion collective pour les paramètres du propulseur présentés
ci-avant. La figure 3.5a présente le facteur de forme statique en fonction de l’angle α pour
différentes valeurs du nombre d’onde k. Comme expliqué dans le chapitre 1, sa forme
semble gaussienne et on observe que son amplitude décrôıt à mesure que l’on augmente
k. L’erreur normalisée (Normalised Root Mean Square Error en anglais) définie par

NRMSE =
1

Sexp,max − Sexp,min

(
1

N

N∑
n=0

(Sn,fit − Sn,exp)2

) 1
2

(3.31)

comme l’erreur entre l’ajustement gaussien Sfit (courbes en pointillés noirs) et les
données expérimentales Sexp (croix bleues) est inférieure à 4%, prouvant qu’une gaussienne
correspond bien aux points expérimentaux. Malheureusement, l’intervalle exploré en α
n’est pas assez grand pour décrire complètement la gaussienne, résultant en une incertitude
sur la détermination de l’écart-type ∆α0. Pourtant, nous utiliserons cette valeur de ∆α0

pour déconvoluer le facteur de forme statique et la relation de dispersion dans la section
suivante.

La figure 3.5b montre les relations de dispersion obtenues pour les mêmes séries que
celle de la Fig. 3.5a en fonction de α et pour différents k. La fréquence décrôıt avec α mais
augmente avec k, comme observé antérieurement [71]. Comme nous l’avons déjà dit, la
fréquence est supposée être isotrope une fois l’effet Doppler dû au paramètre vp soustrait.
Nous pouvons alors ajuster l’expression

ffit = f0 (k) +
kvp
2π

cos (α) (3.32)

sur la variation en α de la fréquence (courbes en pointillés noirs). Le résultat de ces
ajustements donne les paramètres vp et f0 qui évoluent avec le nombre d’onde k. L’effet
de la convolution sur ces deux paramètres sera étudié dans les parties suivantes.
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Figure 3.5: a) Facteur de forme statique (croix bleues) en fonction de α et son ajustement gaus-
sien (pointillés noirs). b) Fréquence moyenne (croix bleues) du facteur de forme
dynamique en fonction de α et son ajustement (pointillés noirs) avec la fonction
donnée à l’Eq. 3.32, les paramètres ajustables étant f0 et vp.
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Figure 3.6: Facteurs de forme statiques convolués et déconvolués en fonction de l’angle α. Les
croix bleues représentent les points expérimentaux déjà présentés en Fig. 3.5a, les
lignes en pointillé sont les ajustements gaussiens correspondant et les courbes rouges
sont les facteurs de forme déconvolués à l’aide des Eq. 3.19.

3.3.3 Facteur de forme statique déconvolué

En utilisant les résultats présentés précédemment, nous allons corriger le signal de
la diffusion collective de la convolution. Comme il est nécessaire de connâıtre ∆α pour
obtenir la relation de dispersion avec l’Eq. 3.30, nous déconvoluerons d’abord le facteur
de forme statique. Sur la Fig. 3.6, les facteurs de forme bruts (croix bleues déjà présentées
en Fig. 3.5a) et leur déconvolution (courbes rouges) sont présentés en fonction de l’angle
α. Le résultat de la déconvolution se traduit par une sous-estimation de l’amplitude des
fluctuations par le diagnostic de diffusion collective alors que l’écart-type est lui surestimé.
Par conséquent, les fluctuations sont concentrées dans des régions plus resserrées dans
l’espace de Fourier qu’observées antérieurement [73]. Le centre αmax de la gaussienne
n’est pas modifié par la convolution et est presque constant avec le nombre d’onde k. Sa
valeur est d’environ 100̊ , ce qui est cohérent avec la direction de propagation principale
déjà observée en Réf. [73].

Les écarts-types obtenus par ajustement de gaussiennes et avec la formule 3.19 sont
présentés sur la Fig. 3.7a en fonction de k. Comme mentionné dans la partie précédente,
l’intervalle exploré en α n’est pas assez large pour décrire totalement la gaussienne. L’écart-
type est parfois aussi large que cet intervalle, ce qui conduit à des incertitudes d’autant
plus grandes que ∆α0 est grand. Comme l’écart-type décrôıt avec k, l’erreur sur le premier
écart-type corrigé ∆α (pour k =4600 rad/m) est plus importante que pour le dernier
(pour k =10400 rad/m) . Ainsi, si nous considérons que l’ajustement gaussien est moins
précis pour k=4600 rad/m, le premier point ∆α= 111 mrad est moins pertinent. Si nous
omettons ce point, ∆α semble être constant, compris entre 63 et 82 mrad avec une valeur
moyenne et un écart-type valant respectivement 74 et 6,3 mrad.

Sur la Fig. 3.7b, les amplitudes convoluées et corrigées sont présentées. Les deux dé-
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Figure 3.7: Variations a) des écarts-types et b) des amplitudes des facteurs de forme bruts et
déconvolués. Les croix bleues représentent les paramètres obtenus par ajustement de
gaussiennes sur les données expérimentales tandis que les paramètres représentés
par les cercles rouges ont été calculés à l’aide des Eqs. 3.19.
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Figure 3.8: Variation de la fréquence avec l’angle pour différents nombres d’onde k. Les croix
bleues représentent les données expérimentales en fonction de l’angle α défini sur
le banc optique et les cercles rouges représentent ces mêmes données en fonction
de l’angle α0. Les courbes en pointillés noirs et en traits plein rouges sont les
ajustements de la loi en cosinus définie en Eq. 3.32 sur les fréquences.

croissent avec k mais l’amplitude corrigée (cercles rouges) décrôıt plus rapidement jusqu’à
tendre vers les valeurs de l’amplitude convoluée (les croix bleues) puisque ∆k/k diminue.
En résumé, après déconvolution l’écart-type de la gaussienne voit sa valeur réduite et
devient indépendant du nombre d’onde k, sur l’intervalle exploré, alors que l’amplitude
est sous évaluée par mesure directe, spécialement pour les petits nombres d’onde.

Notons que les erreurs sur ∆α0 et A0 sont données par les erreurs statistiques de
l’ajustement gaussien, avec un intervalle de confiance de 95%, alors que les barres d’erreur
sur ∆α et A sont calculées par propagation d’erreur à l’aide des deux formules suivantes

{
d (∆α) = ∆α0

∆α
d (∆α0) + 2

w2
0k

3∆α
dk + 2

w3
0k

2∆α
dw0

dA = A0

A

(
1 + 2

w2
0k

2∆α2

)
dA0 +

A2
0

A
2

k2w2
0∆α2

[
dk
k

+ dw0

w0
+ d∆α

∆α

] , (3.33)

où d (∆α0) et dA0 sont les erreurs statistiques sur l’écart-type et l’amplitude expéri-
mentaux. L’erreur dk sur le nombre d’onde k est donnée par

dk =
2πrs

λiflentille

, (3.34)

avec rs la taille de la tache que fait le primaire lors de la détermination de k (voir
Réf. [71]) et estimée à 1,5 mm,. Enfin, l’erreur sur le pincement dw0 vaut environ 10% de
w0 soit 0,34 mm.
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3.3. Déconvolution du signal de diffusion collective pour le mode azimutal

3.3.4 Relations de dispersion déconvoluées

En utilisant les résultats de la partie précédente ainsi que l’Eq. 3.30, il est possible
de corriger les relations de dispersion expérimentales. La figure 3.8 montre les fréquences
expérimentales (déjà présentées en Fig. 3.5b) en fonction de l’angle α (l’angle expéri-
mental, fixé par réglage du banc optique) et en fonction de α0 (l’angle corrigé après la
déconvolution, Eq. 3.30). Comme nous pouvons le voir, l’intervalle exploré en α est réduit
après correction (cercles rouges). Les fréquences sont alors plus resserrées autour de αmax,
augmentant la pente des relations de dispersion pour chaque courbe en k. Similairement
à ce qui a été observé pour le facteur de forme, la correction est plus importante pour les
petits nombres d’onde.

On ajuste sur les courbes une loi en cosinus définie en Eq. 3.32 et on obtient les deux
paramètres vp et f0. La variation du paramètre vp avec k est présentée en Fig. 3.9a. Dans le
cas des relations de dispersion expérimentales, le paramètre vp non corrigé (croix bleues)
augmente de 2600 à 4050 m/s avec une valeur moyenne valant 3400 m/s et un écart-
type égal à 480 m/s. Cette évolution n’est pas en accord avec la forme de la relation de
dispersion déduite de l’étude cinétique, pour laquelle le paramètre vp doit être indépendant
du nombre d’onde k. Le paramètre vp corrigé (cercles rouges) lui est bien constant avec
le nombre d’onde, si on met de côté le premier point (k= 4600 rad/m). En se rappelant
que l’erreur sur l’écart-type corrigé ∆α est plus importante pour les petits k, on peut
considérer que ce point est moins fiable que les autres. Si on l’omet, vp corrigé est compris
entre 5400 et 5740 m/s avec une valeur moyenne de 5510 m/s et un écart-type de 115 m/s.
Ce résultat est en accord avec la forme de la relation de dispersion théorique, c’est-à-dire
le fait que la fréquence du mode est isotrope dans le référentiel des ions.

Le paramètre f0 est présenté sur la Fig. 3.9b pour les relations de dispersion expéri-
mentales et corrigées. Il correspond à la relation de dispersion dans la direction purement
azimutale (α =90̊ ). La fréquence après correction est décalée d’environ 0,4 MHz vers le
haut comparée à celle obtenue avant déconvolution. Les deux courbes (croix bleues et
cercles rouges) peuvent être considérées comme des droites sur l’intervalle en k exploré
puisque l’erreur normalisée d’un ajustement affine sur ces points est respectivement de
0,4% et de 2,6% pour la courbe expérimentale et corrigée. La pente et l’ordonnée à l’ori-
gine de la courbe noire sont respectivement de 2700 m/s et de 0,8 MHz tandis qu’elles
valent 2800 m/s et 1,1 MHz pour la courbe en pointillés bleus.

Il est important de préciser que les erreurs statistiques (les barres d’erreur) sont plus
grandes pour les paramètres obtenus à partir des relations de dispersion corrigées. Cet effet
est principalement dû à l’erreur supplémentaire lors de l’ajustement de la gaussienne sur le
facteur de forme statique. La détermination de l’angle α0 est alors moins précise et conduit
à des incertitudes plus grandes sur les paramètres vp et f0. Enfin, comme l’amplitude
du facteur de forme dynamique diminue avec le nombre d’onde k, la détermination des
fréquences, lors de l’analyse des données de la diffusion collective, est plus ardue pour les
grands nombres d’onde. Par conséquent, l’erreur statistique augmente, elle aussi, avec k.
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Figure 3.9: Variations des deux paramètres a) vp et b) f0 en fonction de k obtenues à par-
tir de l’ajustement d’une loi en cosinus définies par l’Eq. 3.32 sur les relations de
dispersion présentées sur la Fig. 3.8. Les croix bleues représentent les paramètres
obtenus à partir des relations de dispersion non corrigées et les cercles rouges à
partir de celles corrigées. Les barres d’erreur correspondent aux erreurs statistiques
sur l’ajustement, données dans un intervalle de confiance égal à 95%. Un ajuste-
ment affine est appliqué au paramètre f0 non corrigé (trait tireté noir) et à celui
corrigé (trait plein rouge).
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Figure 3.10: Comparaisons des écart-types ∆fkl et ∆fα à l’écart-type expérimental ∆f0. Les
cercles bleus sont le rapport entre ∆f2
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∆f2
kl et ∆f2

0 . L’écart-type ∆fkl est calculé pour un angle α valant αmax−3∆α de
façon à maximiser sa valeur.

3.3.5 Vérification des hypothèses

Nous avons réalisé la déconvolution en supposant que l’Eq. 3.25 est valide, de façon
à négliger l’effet de la convolution en δkl. Pour vérifier cette hypothèse, il est nécessaire
de connâıtre un certain nombre de grandeurs. Celles-ci ont pu être estimées à partir des
données expérimentales après déconvolution du facteur de forme statique et de la relation
de dispersion. Avec les valeurs de vp, vg, ∆α et αmax obtenues dans la section précédente,
il est possible de comparer l’écart-type expérimental ∆f0 à l’écart-type ∆fkl dû à la
convolution en kl et l’écart-type ∆fα dû à la convolution en α. Cette comparaison est
présentée en Fig. 3.10. La grandeur ∆fkl est calculée pour l’angle α égal à αmax−3∆α, qui
est le dernier angle contribuant significativement à la convolution, de façon à maximiser
le cosinus et donc ∆fkl. On peut déjà remarquer que l’écart-type en fréquence ∆f est
surestimé de moins de 5% en le considérant égal à l’écart-type expérimental ∆f0, comme
le montrent les cercles bleus. De plus, la condition 3.25 est satisfaite puisque dans le pire
des cas (α = αmax − 3∆α et ∆f = ∆f0), l’erreur est inférieure à 2,5%. L’effet de la
convolution en δkl est donc bien négligeable.

3.4 Discussions et conclusions

La convolution (Eq. 3.6) entre la transformée de Fourier de la fonction profil du volume
de mesure et le facteur de forme dynamique affecte le mode azimutal car sa largeur
angulaire en α est de l’ordre de la résolution du diagnostic. Le mode axial n’est lui pas
modifié, étant beaucoup plus large en α. Les effets principaux de la convolution sur le mode
azimutal sont d’aplatir le facteur de forme en k, réduisant le rapport signal sur bruit, et
de donner une mesure correspondant à un angle α0 sensiblement différent de l’angle α
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Figure 3.11: a) Vue de face du propulseur. Le volume de mesure du diagnostic forme un losange
gris qui traverse toute la longueur du propulseur dans la direction z. Le cercle bleu
représente la localisation possible du signal de diffusion collective dans le canal 03h
(celle du canal 09h n’est pas représentée) [75]. Le cercle vert désigne le centre du
canal 09h. b) Vue de haut du propulseur. La divergence non nulle du faisceau
d’ions (appelée plume) est schématisée. A la position du cercle vert, la vitesse
vp,centre des ions est pratiquement alignée avec la direction axiale alors qu’en bord
de canal, à la position du cercle bleu, la vitesse vp,ext forme un angle θext avec
la direction x. Cette ouverture angulaire s’explique par la courbure des lignes de
champ magnétique (courbe rouge) en sortie du propulseur [68].

réglé sur le banc optique. Ce dernier effet est d’autant plus grand que l’angle α est éloigné
de αmax (l’angle pour lequel le signal est maximum). D’importantes observations peuvent
ainsi être déduites de l’ajustement d’une loi en cosinus (Eq. 3.32) sur les relations de
dispersion déconvoluées.

Premièrement, le paramètre vp est trouvé rester constant avec k comme nous l’avions
supposé initialement. Par conséquent, les résultats expérimentaux sont compatibles avec
l’idée que le mode est isotrope dans le référentiel des ions, au moins dans l’angle solide
de l’espace de Fourier où le mode existe. Cependant, la valeur moyenne de vp est de 5510
m/s, environ deux ou trois fois inférieure à la vitesse du faisceau d’ions pour ces conditions
de plasma. La raison n’est pas encore claire mais la localisation du signal diffusé devant le
propulseur pourrait être l’explication. Comme déjà expliqué, le volume de mesure traverse
toute la largeur du plasma et le signal détecté est une intégration le long de ce volume.
Dans la Réf. [73], il est expliqué que le signal provient certainement des bords extérieurs
du propulseur. Comme le faisceau d’ions a une certaine divergence, la vitesse d’éjection
n’est pas parfaitement alignée selon l’axe du propulseur et pourrait avoir une composante
non nulle le long de la direction radiale (Fig. 3.11).

Selon des mesures de vitesses des ions en 3 dimensions réalisées par FIL et présentées
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dans la référence [68], l’angle de la vitesse des ions avec la direction axiale du propulseur
peut être supérieur à 50̊ , en bord de plasma à la sortie du propulseur. Dans ce cas,
la vitesse des ions le long de l’axe du propulseur serait diminuée par un facteur valant
0,6. Pour une valeur égale à 10400 m/s, l’ouverture angulaire devrait être de 60̊ pour
expliquer la valeur de 5510 m/s obtenue précédemment. Il est nécessaire de recueillir plus
d’informations sur ce sujet, qui pourraient être obtenues en mesurant la divergence et la
vitesse du faisceau, à l’aide de sondes et de la FIL pour les mêmes conditions de plasma.

Par ailleurs, on observe que le paramètre f0, qui représente la relation de dispersion
dans la direction azimutale, varie de façon affine avec le nombre d’onde k sur l’intervalle
considéré. Sa pente est proche de la vitesse estimée du son cs et l’ordonnée à l’origine
ne passe pas par zéro, laissant la possibilité d’une légère courbure sur un intervalle en k
allant de 0 à 12000 rad/m. Encore une fois, ces observations sont en bon accord avec les
résultats de l’étude cinétique présentée au chapitre 2.

L’obtention de la relation de dispersion à 90̊ est également utile pour l’ajustement du
modèle présenté au chapitre 2 par l’Eq. 2.25. Elle permet de s’affranchir du paramètre vp
puisque la contribution kxvp est nulle et le modèle ne dépend plus que de 3 paramètres
Te, ne et Vd. Dans la section suivante, nous appliquons ce modèle à f0 (k), ce qui nous
permettra d’obtenir une estimation de Te et ne dans le jet du plasma du propulseur.

3.5 Ajustement du modèle analytique sur la relation

de dispersion expérimentale

3.5.1 Estimation de Te et ne

Le but de cette section est d’ajuster le modèle analytique (Eq. 2.25) sur une relation
de dispersion expérimentale. Le modèle doit donc être écrit en grandeurs physiques. Dans
ce cas, son expression est donnée par

(ωmodèle − kxvp)2 =
k2λ2

D (ne, Te)

1 + k2λ2
D (ne, Te) + ξZ (ξ)

, (3.35)

avec

ξ =
ky
k

Vd
vthe (Te)

. (3.36)

Hormis la vitesse du faisceau vp, ce modèle analytique dépend seulement de la tem-
pérature et de la densité électronique et de la vitesse de dérive E × B. Nous pouvons
ainsi nous en servir pour estimer ces paramètres du plasma. Afin de réduire le nombre de
paramètres inconnus, nous utiliserons les mesures à 90̊ pour que la contribution kxvp soit
nulle.

Comme nous l’avons vu précédemment, à cause de l’effet d’appareil, une mesure directe
à α=90̊ donnerait une relation de dispersion correspondant à un angle α0 compris entre
90̊ et αmax=100̊ . Une petite contribution de l’effet Doppler viendrait alors fausser la
mesure. Cependant, nous avons montré qu’il est possible de corriger cet effet d’appareil et
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d’utiliser le paramètre f0 qui représente la fréquence isotrope dans le référentiel des ions
et donc la fréquence à 90̊ . Dans ce cas, le modèle peut être utilisé pour déterminer les
trois paramètres Te, ne et Vd en minimisant le χ2 entre les données expérimentales et le
modèle, par la méthode des moindres carrés .

Le paramètre Te détermine la pente de la relation de dispersion pour les petits ky,
similairement au cas de l’onde acoustique ionique, et sera déterminé assez précisément
puisque la dispersion est globalement affine. Les paramètres ne et Vd sont impliqués dans
la courbure de la relation de dispersion pour les ky plus grands, puisqu’ils apparaissent
principalement au dénominateur. Lorsque kyλD est bien plus grand que 1, ne détermine
la fréquence limite ωpi. Malheureusement, cette limite n’est pas atteinte avec le diagnostic
de diffusion collective et la courbure n’est pas très marquée. Par conséquent, l’ajustement
du modèle ne permet pas de distinguer la contribution de ne et de Vd et le résultat de
l’ajustement ne donne pas satisfaction. Afin de réduire le nombre de paramètre, on décide
alors de fixer la valeur de Vd, qui peut être déduite par mesure expérimentale avec d’autres
diagnostics. On ajuste ensuite les points expérimentaux avec l’Eq. 3.35 pour différentes
valeurs de Vd (fixe) allant de 1.105 m/s à 30.105 m/s, les paramètres Te et ne restant libres.
Quatre de ces ajustements sont présentés sur la Fig. 3.12a. L’erreur normalisée (NRMSE,
Eq. 3.31) obtenue pour les différents ajustements est présentée sur la Fig. 3.12b.

Le modèle est en bonne adéquation avec la relation de dispersion expérimentale lorsque
les valeurs de Vd sont inférieures à 15.105 m/s. Les NRMSE correspondantes sont infé-
rieures à 5% et les courbes du modèle se superposent. Pour ces valeurs, la température Te
est constante avec Vd comme le montre la Fig. 3.13a, avec une valeur moyenne de 26,8 eV
pour un écart-type égal à 0,23 eV. De son côté, la densité ne décrôıt légèrement avec Vd
sur la Fig. 3.13b, sa valeur moyenne étant de 1,91.1017 m−3 et son écart-type de 2, 94.1016

m−3. Pour des valeurs de Vd plus importantes, l’erreur normalisée augmente rapidement
et le modèle n’ajuste plus correctement la relation de dispersion (courbe brune sur la
Fig. 3.13a). Néanmoins, toutes les valeurs de Vd présentées ici ne correspondent pas à la
réalité physique du propulseur.

Dans le cas du propulseur PPS-X000 et pour une tension de décharge de 300 V, la
vitesse de dérive est estimée être de l’ordre de 5.105 m/s. Cependant, il est important
de rappeler que l’effet du gradient de température affecte la relation de dispersion en
augmentant effectivement le paramètre Vd d’une quantité (3/2) v∇T comme rappelé dans
le chapitre 1 et démontré dans la Réf. [61]. Une rapide estimation, en utilisant Te ∼30 eV
et une longueur de gradient δx de l’ordre de 2 cm, conduit à une vitesse v∇T = v2

theδx/ωce,
produite par le gradient de température, de l’ordre de 1,5.105 m/s. Par conséquent, la
valeur effective de Vd pourrait valoir jusqu’à 7.105 m/s. Si l’on étend cet intervalle des
valeurs possibles de Vd jusqu’à 10.105 m/s, la température et la densité électronique sont
estimées être 26,8±0,2 eV et (2, 1± 0, 2) .1017 m−3 dans le volume de mesure. Comme la
longueur de ce volume de mesure est de l’ordre du diamètre du propulseur, Te et ne sont
des valeurs moyennes le long de cette ligne, même si le signal du mode E ×B provient
principalement des bords extérieurs du propulseur. Enfin, ces valeurs de Te et ne sont en
accord avec les résultats numériques [2, 32] et avec les rares mesures expérimentales de Te
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Figure 3.12: a) Les cercles noirs représentent le paramètre f0 (soit la fréquence à 90̊ après
correction de l’effet d’appareil) en fonction du nombre d’onde. Les courbes de
différentes couleurs correspondent aux meilleurs ajustements sur le modèle, le
paramètre Vd étant fixé aux différentes valeurs indiquées dans la légende de la fi-
gure. b) Evolution de l’erreur normalisée (donnée par l’Eq. 3.31) entre le meilleur
ajustement et les points expérimentaux pour différentes valeurs de Vd. A partir de
Vd=1,5.106 m/s, l’erreur crôıt fortement.
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réalisées avec des sondes de Langmuir sur un propulseur similaire [62].

3.5.2 Discussion

Ces valeurs de Te et ne ont été estimées en considérant que le modèle 3.35 représentait
bien la fréquence du mode E × B observée expérimentalement. Nous avons vu dans le
chapitre 2 sur l’étude théorique de l’instabilité électronique de dérive que cela est vrai si
les conditions 2.30 et 2.31 sont vérifiées. Dans ce cas, la fréquence donnée par le modèle
correspond à la fréquence donnée par la relation de dispersion complète (Eq. 2.7) avec
une erreur N∞ inférieure à 5% et une erreur Nrelative très faible comparée à 1. Rappelons
qu’une erreur de 5% sur la fréquence est plus faible que l’incertitude sur l’obtention de ces
fréquences avec le diagnostic. On doit alors s’assurer que les conditions sont satisfaites, ce
qu’il est possible de faire puisque tous les paramètres sont désormais connus.

Avec le diagnostic de la diffusion collective, on peut faire varier le nombre d’onde ky
entre 4 000 et 12 000 rad/m. De plus, le nombre d’onde kz est supposé être de l’ordre
de 500 rad/m. Si l’on prend une valeur de la pulsation ωce = 2, 6.109 rad/s et une valeur
de la vitesse Vd comprise entre 1 et 10.105 m/s, on observe que les deux conditions 2.30
et 2.31 sont vérifiées. La fréquence du modèle est donc très proche de celle donnée par la
résolution numérique de l’équation théorique, ce qui permet d’estimer Te et ne dans le jet
du plasma du propulseur, à l’aide d’un diagnostic non intrusif.

Il est utile à présent de discuter des barres d’erreur sur ces deux quantités. Les erreurs,
0,2 eV pour la température et 0, 2.1017 m−3 pour la densité, données jusqu’à présent, sont
les erreurs statistiques obtenues après ajustement du modèle. Il reste à considérer les
erreurs systématiques. Notamment, l’angle α est connu avec une précision de ±1,5̊ et
l’incertitude sur la calibration du banc optique résulte en un décalage (constant pour une
configuration de banc donnée) de k par δk ∼450 rad/m au maximum. Cette dernière erreur
est la plus importante et pourrait conduire à une erreur systématique sur la température
Te aussi grande que 4,8 eV et sur la densité ne aussi grande que 0, 3.1017 m−3. Ces erreurs
sont constantes tant que la configuration du banc n’est pas changée et il est alors possible
de mesurer des variations de Te aussi petites que 0,2 eV et de variation de ne aussi petite
que 0, 2.1017 m−3.

Une autre source d’erreur est l’approximation ions froids faite pour la dérivation de
la relation de dispersion et du modèle. Dans le cas de faible V̂d par rapport à v̂the, le
mode de dérive est très similaire à l’onde acoustique ionique. Sa fréquence ne sature alors
probablement plus pour les grands nombres d’onde, lorsqu’une température ionique non
nulle est considérée. Cet effet est d’autant plus marqué que la température est grande et
peut conduire à une erreur significative sur l’estimation de Te et ne.

Le taux de croissance du mode est, lui, attendu décrôıtre à mesure que la température
ionique augmente, en raison de l’effet Landau qu’introduit la distribution ionique. Dans
le propulseur, la température étant anisotrope entre la direction axiale et la direction
azimutale, l’amortissement sera sans doute disparate selon la direction observée.

Le chapitre suivant répond à ces deux interrogations, en décrivant la population ionique
de manière cinétique.
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électronique E ×B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4.3.1 Cas d’une température isotrope . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4.3.2 Erreur résultant de l’approximation ions froids . . . . . . . . . 91

4.3.3 Température anisotrope . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4.4 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

81



Chapitre 4. Effet d’une température ionique non nulle sur le mode de dérive électronique

Dans les précédents chapitres, la susceptibilité ionique a été dérivée dans l’approxima-
tion d’ions supposés froids. Cette hypothèse a été justifiée par les mesures par Fluorescence
Induite par Laser (FIL) dans la direction azimutale [10], qui ont montré que la tempé-
rature ionique dans cette direction est de l’ordre de 0,3 eV, valeur bien inférieure à celle
de la température électronique, estimée à 27 eV dans le chapitre 3. Cependant, même
une basse température ionique peut avoir des effets sur la dispersion et le taux de crois-
sance, ce qui pourrait conduire à une erreur sensible sur l’estimation de Te et ne présentée
précédemment. Il est alors important de vérifier que cet effet est négligeable.

De plus, dans le propulseur, la distribution en énergie des ions est loin d’être isotrope.
Dans la direction axiale, près du plan de sortie (∼ 10 mm) et pour une tension de décharge
de 300 V, les mesures par FIL ont montré que la température Taxial est de l’ordre de
5 eV [28]. Cette température n’est plus du tout négligeable comparée à la température Te
et peut induire de fortes modifications sur la relation de dispersion du mode et notamment
au niveau de son taux d’instabilité, lors de l’exploration dans le plan (E0,E0 ×B0).

Avant de présenter l’influence de la température ionique, nous expliquerons la méthode
originale que nous avons adoptée pour résoudre la relation de dispersion avec ions chauds.

4.1 Equation de dispersion pour une température io-

nique isotrope

Lorsque la température ionique Ti est non nulle et isotrope, la relation de dispersion
pour des ions chauds est la même que celle présentée dans le chapitre 1, c’est-à-dire
l’Eq. 1.6. Sa dérivation est présentée dans l’annexe A où il faut considérer que Ti,axial =
Ti,plan = Ti et donc que vthi,axial = vthi,plan. Une fois encore, les longueurs seront normalisées
à λDe, les pulsations à ωpi et les vitesses à cs. Avec ces conventions, la relation de dispersion
s’écrit

Z′

(
ω̂ − k̂xv̂p√

2T̂ k̂

)
= 2T̂

[
1 + k̂2 + g

(
ω̂ − k̂yV̂d
ω̂ce

,
(
k̂2
x + k̂2

y

) M̂
ω̂2
ce

, k̂2
z

M̂

ω̂2
ce

)]
, (4.1)

où T̂ = Ti/Te et M̂ = Mi/Me sont les rapports de la température ionique (isotrope)
et électronique d’une part et de la masse ionique (du xénon) et électronique d’autre part.

La résolution numérique de l’Eq. 4.1 se fait de la même manière que dans le cas des
ions froids (voir chapitre 2), c’est-à-dire en négligeant tout d’abord le terme en ω̂ dans
la fonction de Gordeev, puisqu’il est bien inférieur à k̂yV̂d et en procédant ensuite par
itération pour trouver plus précisément la pulsation du mode. Dans ce cas, il reste à
inverser Z′(z) et on peut écrire le schéma itératif sous la forme suivante

ω̂n+1 = k̂xv̂p +
√

2T̂ k̂InvZ′ {var (ω̂n)} , (4.2)

avec

var (ω̂n) = 2T̂

[
1 + k̂2 + g

(
ω̂n − k̂yV̂d

ω̂ce
,
(
k̂2
x + k̂2

y

) M̂
ω̂2
ce

, k̂2
z

M̂

ω̂2
ce

)]
. (4.3)
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La fonction InvZ′(y) est la fonction réciproque de la dérivée de la fonction de disper-
sion plasma dont le développement en série en un point quelconque y0 est donné dans la
section suivante. Afin de trouver les deux branches de la relation de dispersion (la pul-
sation positive et la pulsation négative), on choisit ω̂0 positive ou négative comme valeur
de départ et pour accrôıtre la rapidité des calculs, on peut même choisir les solutions
ions froids (Eqs. 2.11). Ainsi, seul un petit nombre d’itérations est nécessaire et l’erreur
normalisée pour les ions chauds est de l’ordre de grandeur de la précision machine.

4.2 Réciproque de la dérivée de la fonction de dis-

persion plasma

Nous venons de le voir, la résolution de la relation de dispersion nécessite d’inverser
la dérivée de la fonction de dispersion plasma. Cette opération n’est pas triviale et nous
présentons dans cette section une méthode permettant d’obtenir un développement en
série de la bijection de Z′ (ainsi que pour tous les Z(n) successifs) en un point y0, complexe.

La fonction de dispersion plasma (transformée de Hilbert de la fonction gaussienne)

Z (z) =

∫ ∞
−∞

e−t
2

t− z
dt (4.4)

est une fonction que l’on rencontre fréquemment lors de l’étude des relations de dis-
persion décrivant un plasma chaud en théorie cinétique. La recherche des zéros avec des
méthodes de plan complexe (méthode de Müller, méthodes utilisant le théorème de l’argu-
ment...) nécessite de la calculer numériquement sur un large domaine du plan complexe.
La résolution de l’équation de dispersion par une de ces méthodes peut s’avérer longue
(selon la taille du domaine complexe sur lequel on cherche les solutions) et la convergence
n’est pas toujours assurée. Dans le cadre de la relation de dispersion avec ions chauds pré-
sentée précédemment, nous proposons une résolution par itération faisant appel au calcul
de la bijection de la fonction Z′. Cette méthode nous permet de ne calculer les fonctions
que sur un petit nombre de points (environ 4 ou 5 itérations), raccourcissant fortement le
temps de calcul, et permettant d’augmenter les chances de convergence. Nous ne présen-
terons ici que la démonstration pour obtenir le développement de la bijection de la dérivée
première de la fonction Z, puisque nous utilisons celle-ci pour la méthode itérative, mais
le raisonnement est identique pour toutes les autres dérivées d’ordres supérieurs

4.2.1 Développement en série en un point y0 quelconque

Avant de commencer les calculs, nous supposerons que Z′ (z) est bijective sur le do-
maine considéré. D’après Fried et Conte [21], ceci est vrai dans tout le demi-plan complexe
supérieur à l’axe réél. Lorsque la partie imaginaire est négative, la fonction peut être bi-
jective à condition que |Im (z)| � |Re (z)|. Pour |Im (z)| & |Re (z)|, de fortes oscillations
apparaissent et les fonctions Z et Z′ ne sont alors plus bijectives. Nous restreindrons donc
notre étude au plan supérieur compris entre l’angle ϕ = arctan (Im (z) /Re (z)) = −45̊ et
l’angle ϕ = 225̊ .
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Nous allons à présent utiliser une propriété générale sur la dérivée de la bijection d’une
fonction pour déterminer une équation différentielle vérifiée par InvZ′. Soit une fonction f ,
dérivable et bijective sur un domaine I, et soit J le domaine image de I par f . Si la dérivée
de f ne s’annule pas sur I, alors la bijection réciproque de f , notée f−1, est dérivable sur
le domaine J et vérifie l’équation suivante(

f−1
)′

(y) =
1

f ′of−1 (y)
, (4.5)

où o représente la composée de fonctions.
Pour plus de concision, on posera g (y) = InvZ′ (y). Ainsi, la bijection réciproque de

la fonction Z′ et sa dérivée, soit g (y) et g′ (y), vérifient l’Eq. 4.5.

g′ (y) =
1

Z(2) [g (y)]
. (4.6)

La dérivée seconde Z(2) apparâıt alors au dénominateur et on peut la substituer en
l’exprimant en fonction de Z ′ grâce à l’Eq. C.2 et à l’Eq. C.3 (pour n=2) de l’annexe C
telle que

Z(2) (z) =
Z′ (z) + 2

z
− 2zZ′ (z) . (4.7)

On en déduit que la fonction InvZ′ vérifie l’équation différentielle suivante[
y + 2− 2yg2 (y)

] dg
dy

(y) = g (y) . (4.8)

Cette équation ne correspond à aucune équation différentielle couramment rencon-
trée [43] et la solution générale n’est pas évidente. Cependant, on peut faire un dévelop-
pement en série au point y0 de la fonction g en espérant que le rayon de convergence soit
non nul. Pour cela, on suppose que la fonction s’écrit

g (y) =
+∞∑
n=0

an (y − y0)n . (4.9)

Comme il est plus aisé de faire un développement en série en 0, nous poserons x = y−y0.
La fonction devient alors

g̃ (x) = g (x+ y0) =
+∞∑
n=0

anx
n (4.10)

et vérifie la nouvelle équation différentielle suivante[
x− y0 + 2− 2 (x− y0) g̃2 (x)

] dg̃
dx

(x) = g̃ (x) . (4.11)

En utilisant la propriété sur le carré d’une somme(
+∞∑
k=0

akx
k

)2

=
+∞∑
k=0

a2
kx

2k + 2

(
+∞∑
k=0

akx
k

+∞∑
j=k+1

ajx
j

)
, (4.12)
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on trouve que

+∞∑
n=0

[an (1− n)− (2− y0) (n+1) an+1]xn = −

[
+∞∑
k=0

a2
kx

2k + 2
+∞∑
k=0

ak

+∞∑
j=k+1

ajx
k+j

]

×2 (x− y0)
+∞∑
n=0

(n+1) an+1x
n. (4.13)

Une identification terme à terme en puissance de xn permet de montrer que pour tout
n ≥ 2, on a la relation de récurrence suivante sur les coefficients an

0 = −an (1− n) + (2− y0) (n+1) an+1

+2y0

E(n2 )∑
p=0

a2
p (n+ 1− 2p) an+1−2p + 2

n∑
p=1

pap

E(n−p2 )∑
k=0

akan+1−p−k


−2

E(n2 )∑
p=0

a2
p (n− 2p) an−2p + 2

n−1∑
p=1

pap

E(n−p−1
2 )∑

k=0

akan−p−k

 , (4.14)

où E (n) représente la partie entière de n.
Pour x0 et x1, on trouve les deux égalités suivantes{

a1 = a0

2−y0+2y0a2
0

a2 =
a2

0a1−y0a2
1a0

2−y0+2y0a2
0

. (4.15)

Avec les Eqs. 4.14 et 4.15, on obtient ainsi un développement en série au point y0

de InvZ′ donné par l’Eq. 4.9, à condition de connâıtre a0. La partie suivante explique
comment calculer ces coefficients au point y0 le plus adapté.

4.2.2 Calcul du premier coefficient a0 du développement en série

Nous avons trouvé un développement en série permettant de calculer InvZ′ au voisinage
de y0. Chaque coefficient du développement en série est complètement déterminé dès lors
que le coefficient a0 est connu. Or, ce coefficient peut être trouvé grâce à l’Eq. 4.9 qui
donne en y0

a0 = g (y0) = InvZ′ (y0) . (4.16)

Autrement dit, écrire le développement limité de la fonction InvZ′ au voisinage du
point y0 nécessite de connâıtre la valeur de InvZ′ (y0). Malheureusement, on ne peut pas
se permettre de choisir arbitrairement a0 (c’est à dire d’écrire un développement en série
en n’importe quel point y0) car le rayon de convergence d’un tel développement n’est
pas infini. Pour assurer un calcul précis, il importe de trouver une valeur de a0 telle que
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y0 soit assez proche de la valeur de y où l’on veut estimer InvZ′. Dans le cas qui nous
intéresse, la résolution de la relation de dispersion avec ions chauds, on peut choisir a0 qui
correspond à la solution de la relation de dispersion ions froids. On prendra alors cette
solution comme valeur initiale ω̂0, de façon à initier l’itération définie à l’Eq. 4.2. De cette
façon, l’argument de Z′ dans l’Eq. 4.1 avant la première itération peut être identifié à a0,
c’est-à-dire

a0 (ω̂0) =
ω̂0 − k̂xv̂p
k̂
√

2T̂
. (4.17)

Tous les coefficients du développement en série de InvZ′ au point y0 = Z′ (a0) peuvent
désormais être calculés. Ce développement est alors utilisé pour estimer InvZ′ dans l’Eq. 4.2,
pour n=0. Généralement, seul un très petit nombre N de termes dans le développement
en série est considéré (entre 5 et 10) car les coefficients successifs croissent rapidement.
Notons enfin que l’on aurait pu partir de ω̂0 = 0, de façon à ne pas avoir besoin de la
solution de l’équation avec ions froids, mais la convergence est, dans ce cas, moins certaine.

Pour les itérations suivantes, en l’absence d’informations sur le rayon de convergence
de la série, les coefficients du développement en série sont recalculés en choisissant comme
nouveau point a0, le point

a0 (ω̂n) =
ω̂n − k̂xv̂p
k̂
√

2T̂
, (4.18)

pour calculer ω̂n+1.
Il reste à prouver que le développement en série donne une approximation suffisante

de la fonction réciproque pour que la méthode itérative converge.

4.2.3 Précision de l’estimation de la fonction InvZ′

Nous montrons à présent que le développement en série, tronqué à l’ordre N , donne
une approximation suffisamment précise de InvZ′ pour calculer ω̂n+1 en fonction de ω̂n.
Nous commençons d’abord par évaluer la largeur de l’intervalle dans lequel varie var (ω̂),
argument de la bijection de Z′ dans l’Eq. 4.2, puis nous évaluons le rayon de convergence
de la série tronquée, pour les paramètres typiques du propulseur.

Evolution de la variable var (ω̂n)

En premier lieu, il faut étudier le comportement de la variable var (ω̂n) de la bijection
de Z′. Une variation trop importante de cette quantité pourrait se traduire en une perte
rapide de la convergence de la méthode itérative, puisque la valeur du point y0 deviendrait
éloignée de la valeur de var (ω̂n). Par contre, si cette variable ne varie pas, ou pas trop, la
méthode convergera à coup sûr si, à l’étape n=0, le rayon de convergence de la série est
suffisamment large pour contenir la valeur de var (ω̂0).

On remarque tout d’abord que la fonction var (ω̂n) dépend uniquement de la pulsation
ω̂n à travers la fonction de Gordeev g (Ω, X, Y ), et plus particulièrement à travers sa
première variable Ω. Sur la Fig. 4.1, la variation de la fonction de Gordeev avec Ω réelle
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Figure 4.1: Variation de la fonction de Gordeev (Eq. 1.8) en fonction de sa première variable
Ω, pour des valeurs réelles. Les autres variables, X et Y , sont fixées respectivement
à 24 et 0,2, valeurs correspondant aux paramètres fixés dans le Tab. 2.3 pour une
propagation dans la direction azimutale, k̂y étant fixé à 0,5. La courbe noire en trait
plein représente la partie réelle de cette fonction et la courbe bleue en pointillés la
partie imaginaire.

est présentée sur un très large intervalle. Sur les courbes, des oscillations caractéristiques
sont reconnaissables, mémoires des résonances de la limite en 2 dimensions et la fonction
varie fortement sur l’intervalle en Ω considéré. Pour la méthode itérative, il est intéressant
de regarder comment varie la fonction au cours des différentes étapes nécessaires pour
résoudre l’équation de dispersion.

Dans le pire des cas, on peut choisir de fixer la pulsation ω̂0 à 0 (le minimum) dans
l’espoir de trouver une solution ω̂f finale ayant une valeur maximum de l’ordre de 1,5 12.
Avec ces valeurs, la variable Ω varie entre -1,5 et -1,47, intervalle si restreint que les parties
réelle et imaginaire de la fonction de Gordeev sont quasiment constantes sur ce domaine.
Précisons que si l’on considère une petite partie imaginaire de la variable Ω (c’est le cas,
notamment, lorsque le taux de croissance est non nul), le résultat reste identique. La
variable var (ω̂n) de la fonction InvZ′ ne dépend donc presque pas de ω̂n au cours des
itérations et sera notée plus simplement var par la suite. La méthode itérative a alors
toutes les chances de converger, si le rayon de convergence à l’itération initiale (n=0) est
suffisamment large. Cette condition est vérifiée dans le point suivant.

Convergence du développement en série tronqué

Il reste ensuite à vérifier que le développement en série fait en y0 est valide jusqu’au
point var, puisque c’est en ce point qu’on applique la fonction InvZ′ (Eq. 4.2). Il suffit pour
se faire de comparer InvZ′ (Z′ (a0 (ω̂0) + ∆a0)) à a0 (ω̂0) + ∆a0 pour différentes valeurs de
∆a0. Si l’erreur entre ces deux quantités reste petite pour une valeur de ∆a0 telle que

12. La pulsation du mode ne sature pas à ωpi pour les ions chauds
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Figure 4.2: Erreur relative entre InvZ′ (Z′ (x)) et x pour un développement en série de InvZ′

réalisé en y0 = Z′ (a0 (ω̂0)). La valeur typique du paramètre a0 (ω̂0) est 7, calculée
avec les données du Tab. 2.3 pour une propagation dans la direction azimutale.
Les paramètres k̂y et T̂ sont respectivement fixés à 0,5 et 0,02. On considère pour
la partie réelle de la pulsation ω̂0 une valeur valant 0,7 et on néglige sa partie
imaginaire. Seuls 5 termes dans la somme 4.9 sont considérés. On remarque que
la convergence du développement en série tronqué est meilleure à droite de 7 qu’à
gauche.

a0 (ω̂f ) = a0 (ω̂0) + ∆a0,

où ω̂f est solution de la relation de dispersion, alors la série tronquée est proche de la
valeur de la bijection de la fonction Z′ en var = Z′ (a0 (ω̂f )).

La comparaison de InvZ′ (Z′ (a0 (ω̂0) + ∆a0)) et de son argument est réalisée sur la
Fig. 4.2 pour des valeurs typiques des paramètres intervenants dans la relation de disper-
sion. L’erreur relative entre ces deux grandeurs reste inférieure à 5% sur toute la plage
explorée et le développement de la bijection de la fonction Z′ est donc bon sur l’inter-
valle de valeurs considéré. On constate alors que celui-ci est plus large du côté droit de
la valeur a0 (ω̂0) = 7 que du côté gauche. Afin de maximiser les chances de convergence,
nous utilisons la solution ions froids comme valeur initiale pour la fréquence complexe. La
solution ions chauds étant toujours supérieure à cette solution, l’écart maximal à a0 (ω̂0)
pour que le développement en série soit correct à 5% près est ∆a0+=3, sur notre exemple.
On peut alors calculer l’écart ∆ω̂ entre la solution initiale ω̂0 et la solution finale ω̂f en
différenciant l’Eq. 4.18 et on obtient

∆ω̂ = k̂
√

2T̂∆a0+, (4.19)

qui vaut 30 % pour nos valeurs.
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Conclusions

Dans la pratique, la différence ∆ω̂ est inférieure à cette valeur. Le domaine sur lequel
le développement en série tronqué donne une erreur inférieure à 5% est donc suffisamment
grand pour que la méthode converge. Comme nous l’avons déjà précisé, à chaque itération,
les coefficients du développement en série sont recalculés en estimant a0 à partir de la
formule 4.18, de façon à ce que la méthode itérative converge précisément. Similairement
à ce qui est fait pour les ions froids, a chaque étape n la solution ω̂n est réinjectée dans
l’Eq. 4.1 générale. On normalise ensuite au plus grand terme et on compare le résultat à
un. Après quelques itérations, 4 ou 5 au maximum, l’erreur est de l’ordre de la précision
machine.

Comme nous l’avons précisé, cette méthode itérative est bien plus rapide qu’une re-
cherche des zéros de la relation de dispersion dans le plan complexe. De plus, la convergence
est toujours assurée pourvu que la fonction de dispersion soit bijective. Cela suppose que
le taux d’instabilité ne soit pas trop négatif et donc que la température ionique ne soit
pas trop grande. Dans les faits, tant qu’elle n’approche pas la température électronique,
la méthode converge correctement.

La relation de dispersion avec ions chauds étant résolue numériquement à l’aide de
cette méthode itérative, le comportement de la pulsation et du taux de croissance avec le
rapport des températures ioniques et électronique T̂ peut être étudié.

4.3 Influence de la température ionique sur le mode

de dérive électronique E ×B

4.3.1 Cas d’une température isotrope

Nous considérons dans cette section une température ionique isotrope Ti,axial = Ti,plan =
Ti. La relation de dispersion associée est alors donnée par l’Eq. 4.1, présentée en début de
chapitre. Elle diffère de la relation de dispersion avec ions froids (Eq. 2.7) de par le terme
ionique en Z′, qui découle de la théorie cinétique. L’effet Landau dû au ions est alors pris
en compte et on s’attend à ce que le taux de croissance du mode de dérive électronique
soit plus faible que dans l’hypothèse d’ions froids.

Effet du rapport T̂ sur la dispersion

Pour s’en convaincre, la solution de pulsation positive de la relation de dispersion ions
chauds est représentée sur la Fig. 4.3, pour différents rapports des températures ionique
et électronique T̂ . Comme suggéré, le taux d’instabilité (Fig. 4.3b) chute avec le rapport
des température T̂ et ceci, même pour des valeurs très faibles de la température ionique.
La différence avec le cas ions froids (T̂ = 0, courbe noire en trait plein) est d’autant plus
marquée que le nombre d’onde k̂y est grand. Ceci s’explique par le fait que la vitesse de

phase de l’onde décrôıt à mesure que le nombre d’onde k̂y augmente, comme le montre
la Fig. 4.3a, accentuant l’effet Landau sur la distribution des ions. Pour les plus grands
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Figure 4.3: Influence de T̂ sur a) la pulsation et sur b) le taux d’instabilité, calculés numéri-
quement à partir de l’Eq. 4.1. Les paramètres sont ceux définis dans le Tab. 2.3
pour une direction de propagation azimutale. Les valeurs de T̂ normalisées sont
0 (courbe noire), 0,01 (courbe bleue) et 0,05 (courbe rouge) et correspondent à Ti
égal à 0, 0,25 et 1,25 eV lorsque Te vaut 25 eV.
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nombres d’onde, la valeur du taux d’instabilité peut même devenir négative et l’onde est
alors amortie (courbe rouge tiretée).

De son côté, la pulsation du mode ne sature plus à 1 (ou à ωpi en unités naturelles)

pour les grands nombres d’onde k̂y, lorsque le rapport des températures T̂ est non nul.
La pente de la relation de dispersion (la vitesse de groupe) est alors supérieure à celle
du cas ions froids. Ce comportement est similaire à celui de l’onde acoustique ionique, de
pulsation définie par

ω̂ac = k̂

√
3T̂ +

1

1 + k̂2
, (4.20)

qui possède une vitesse de groupe proportionnelle à la racine de la température, lorsque
le nombre d’onde k̂ devient grand. Par analogie avec les ondes acoustiques ioniques, on
compare alors la solution ω̂froid de la relation de dispersion ions froids à l’expression√

ω̂2
chaud − 3T̂ k̂2, (4.21)

où ω̂chaud est la solution ions chauds. Pour les valeurs données dans le Tab. 2.3 et un
rapport de température T̂ valant 0,02, on montre que l’erreur relative entre les deux for-
mules est inférieure à 1%. Nous rappelons que nous avons démontré dans l’approximation
ions froids que lorsque V̂d � v̂the et que les conditions 2.30 et 2.31 sont remplies, la pulsa-
tion du mode de dérive électronique E ×B est très similaire à celle de l’onde acoustique
ionique (Eq. 4.20 avec T̂ = 0). Sous les mêmes conditions, le mode en ions chauds est
alors semblable à l’onde acoustique ionique, dont la pulsation est donnée par l’Eq. 4.20
pour un rapport des températures T̂ non nul.

Etude dans le plan (E0,E0 ×B0)

Lorsque les conditions précédentes sont valides, le mode de dérive électronique E×B
en considérant les ions chauds est isotrope avec l’angle α dans le référentiel des ions,
tout comme l’était le mode dans le cas des ions froids. Revenir dans le référentiel du
laboratoire a alors les mêmes conséquences (voir la section 2.4 du chapitre 2) : les axes
tournent d’un angle ϕ ' −vp/Vd et l’effet Doppler s’ajoute à la pulsation. Le cas des
ions chauds ne présente que deux différences par rapport au cas d’ions froids : lors de
l’exploration angulaire, toute la courbe du taux d’instabilité doit être décalée vers le bas,
en raison de l’effet Landau, et la pulsation avec des ions chauds est légèrement plus grande
que la pulsation avec des ions froids. Notons que le taux d’instabilité du mode est positif
sur un domaine beaucoup plus restreint autour de la direction azimutale que dans le cas
des ions froids et que le mode est fortement amorti autour de α = 0̊ . Ces différences ne
sont pas sans implications et la partie suivante étudie les conséquences de l’approximation
ions froids.

4.3.2 Erreur résultant de l’approximation ions froids

Dans le chapitre 2, nous avons développé un modèle analytique de relation de dis-
persion décrivant le plasma du propulseur. L’ajustement de sa fréquence sur les données
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expérimentales du diagnostic de diffusion collective permet alors d’estimer la température
et la densité électronique, comme nous l’avons montré dans le chapitre 3. Les sources
d’erreur inhérentes à la résolution du diagnostic ont été considérées et conduisent à des
incertitudes sur la mesure de la température Te et de la densité ne. Pour compléter cette
étude, on se propose ici d’estimer l’erreur induite par l’approximation des ions froids, lors
de la dérivation du modèle.

Comme nous venons de le dire, le modèle se base sur la relation de dispersion écrite
dans l’hypothèse d’ions froids et ne dépend donc pas de la température ionique. Cette
hypothèse s’appuie sur des mesures de FIL donnant Ti de l’ordre de 0,3 eV dans la
direction azimutale. Cependant, l’ajout d’une température ionique, même faible, dans
les paramètres de la relation de dispersion conduit à une modification de la pente de la
pulsation, comme le montre la partie précédente. Pour les faibles valeurs de ky, la pente est
augmentée par rapport aux ions froids et, pour des ky plus grands, la pulsation ne sature
plus à ωpi. Les valeurs de la température et de la densité électronique pourraient alors être
mal estimées lors de l’ajustement du modèle sur les relations de dispersion expérimentales.

Pour vérifier ce point, la relation de dispersion théorique avec ions chauds donnée par
l’Eq. 4.1 est réexprimée en grandeurs physiques. On la résout ensuite pour une direction de
propagation azimutale (α = 90̊ ), en utilisant la température et la densité électronique du
propulseur trouvées dans le chapitre précédent, soit Te = 26, 8 eV et ne = 2, 1.1017 m−3. On
fixe la température ionique à 0,3 eV, valeur estimée lors des mesures de FIL [28]. La valeur
de kz est fixé à 500 rad/m, comme observé par le diagnostic de diffusion collective [75] et
on fait varier ky de 4000 à 12 000 rad/m, intervalle similaire à celui présenté en Fig. 3.12a.
Tous les paramètres de l’équation sont alors estimés à partir de mesures expérimentales.

On ajuste ensuite la fréquence du modèle (Eq. 3.35) sur la solution de la relation
de dispersion ions chauds, pour différentes valeurs de la vitesse Vd comprises entre 1 et
10.105 m/s. Les paramètres Te et ne du modèle sont les paramètres libres d’ajustement.
Le résultat de cette simulation donne une température électronique qui s’écarte de 1 eV
au maximum de la valeur utilisée (26,8 eV), pour calculer la relation de dispersion ions
chauds. Pour sa part, l’effet est négligeable sur la valeur de la densité.

Ainsi, l’approximation des ions froids conduit à une légère surestimation de la tem-
pérature électronique avec le modèle, mais l’effet de la température Ti reste malgré tout
modeste dans la direction azimutale. Cependant, la température ionique n’est pas isotrope
dans le propulseur et, dans la direction axiale, elle peut même être 10 fois supérieure à
celle de la direction azimutale [28]. Cet anisotropie a des conséquences qui sont étudiées
dans la partie suivante.

4.3.3 Température anisotrope

Dans le propulseur, la température ionique dans la direction axiale du champ élec-
trique, notée Ti,axial, est bien supérieure à la température azimutale, notée Ti,azi, et à la
température radiale du champ magnétique, notée Ti,radial [28, 27, 10, 9]. La raison prin-
cipale de cette anisotropie est que la fonction de distribution en vitesses des ions dans
la direction axiale est élargie par le recouvrement de la zone d’ionisation et de la zone
d’accélération. Ainsi, les ions créés en amont de la zone d’accélération voient une chute de
potentiel plus grande, et acquièrent donc des vitesses plus larges, que ceux créés en fin de
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zone d’ionisation. La température ionique peut alors être grande dans cette direction, de
l’ordre de 5 eV [27]. La largeur de la distribution en vitesse des ions dans le plan orthogo-
nal au champ électrique serait, quant à elle, liée aux collisions des neutres avec les parois.
Celles-ci ayant une température de l’ordre de 1000̊ C à l’extrémité extérieure du canal
de décharge [54], on mesure une température ionique dans la direction azimutale [10] et
radiale [27] un peu supérieure, valant environ 0,5 eV. Pour cette raison, nous considérons
que la température des ions est isotrope dans le plan orthogonal à la direction axiale et
l’on note Ti,azi = Ti,radial = Ti,plan.

Pour étudier l’effet de l’anisotropie de la température ionique sur le mode de dérive
E × B, la susceptibilité ionique dans la relation de dispersion présentée en début de
chapitre doit être modifiée. Sa dérivation est réalisée dans l’annexe A et la relation de
dispersion normalisée correspondante se met alors sous la forme

Z′

(
ω̂ − k̂xv̂p

K̂

)
= K̂2

[
1 +

1

k̂2
+

1

k̂2
g

(
ω̂ − k̂yV̂d
ω̂ce

,
(
k̂2
x + k̂2

y

) M̂
ω̂2
ce

, k̂2
z

M̂

ω̂2
ce

)]
, (4.22)

avec

K̂ =

√
2
[
T̂plan

(
k̂2
y + k̂2

z

)
+ T̂axialk̂2

x

]
, (4.23)

où l’on a posé T̂plan = Ti,plan/Te et T̂axial = Ti,axial/Te.
Cette équation est très similaire à la relation de dispersion dans le cas d’une tempé-

rature isotrope et est donc résolue de la même manière. La modification entre ces deux
équations se fait à travers le terme K̂ qui remplace le nombre d’onde k̂ dans la suscep-
tibilité ionique du cas isotrope. On comprend alors qu’une rotation des axes changera
graduellement l’importance des paramètres T̂plan et T̂axial, l’effet Landau se faisant plus

important à mesure que k̂x augmente puisque T̂axial > T̂plan.

Exploration angulaire dans le référentiel du laboratoire

La figure 4.4 présente la variation angulaire en α de la dispersion et de son taux
d’instabilité associé, pour deux valeurs du rapport des températures T̂axial. En traits noirs,
la relation de dispersion est résolue pour une température ionique isotrope, où l’on a choisi
de fixer T̂axial = T̂plan à 0,02, correspondant à la température ionique mesurée dans la
direction azimutale. En traits bleus, la température ionique est anisotrope et le rapport
T̂axial = 10× T̂plan vaut 0,2.

Lorsque la température ionique est anisotrope, le mode de dérive électronique est alors
instable sur un domaine angulaire en α beaucoup plus restreint que pour le cas isotrope
(Fig. 4.4b). En s’écartant de α = 90̊ , le taux d’instabilité décrôıt très rapidement à
mesure que k̂x = k̂⊥ cos (α) augmente et que k̂y = k̂⊥ sin (α) diminue. Par conséquent,
les deux modes représentés par les courbes bleues sont fortement amortis sur un large
domaine angulaire autour de α = 0̊ . Ceci rend probablement indétectable le mode de
dérive électronique E×B par la diffusion collective dans la direction axiale.

La variation des pulsations est présentée sur la Fig. 4.4a pour les deux rapports de
température considérés précédemment. Autour de α = 90̊ , les courbes noires, du cas iso-
trope, et bleues, du cas anisotrope, se superposent puisque leurs rapports de température
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Figure 4.4: Variation des solutions de l’Eq. 4.22 en fonction de l’angle α. Les paramètres de
résolution sont ceux définis dans le Tab. 2.3 pour un nombre d’onde k̂⊥ valant 0,5.
Le rapport de température T̂plan est fixée à 0,02. Les courbes noires correspondent

à une température isotrope, c’est-à-dire T̂axial = T̂plan alors que les courbes bleues

correspondent au cas anisotrope plus réaliste, avec T̂axial = 10× T̂plan.
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Figure 4.5: Pulsations présentées en Fig. 4.4a soustraites de l’effet Doppler k̂xv̂p et tournées
de l’angle −ϕ = vp/Vd . Les courbes noires représentent les solutions de la relation
de dispersion obtenues pour T̂axial = T̂plan = 0, 02 et les courbes bleues pour T̂axial =

10× T̂plan = 0, 2.

sont proches dans cette direction. A l’échelle du graphe, les deux courbes concordent sur
un intervalle large de 30̊ de part et d’autre de 90̊ . Pour mieux distinguer la concordance
entre les pulsations, on se place alors dans le référentiel des ions.

Exploration angulaire dans le référentiel du jet d’ions

On se place dans le référentiel du jet d’ions en soustrayant l’effet Doppler aux pul-
sations présentées précédemment. Les axes doivent être légèrement tournés de l’angle
−ϕ = vp/Vd et on obtient alors les pulsations présentées sur la Fig. 4.5. Lorsqu’une tem-
pérature ionique isotrope est considérée pour résoudre la relation de dispersion (courbes
noires), les pulsations sont alors isotropes. Ce n’est plus le cas lorsque un rapport T̂axial

différant du rapport T̂plan est considéré, comme le montrent les courbes bleues. En α = 0̊
et 180̊ , la pulsation est maximale, puisque la température ionique est maximale dans
cette direction, et elle diffère du cas isotrope. Autour de α = 90̊ , la pulsation des courbes
bleues se superpose à celles des courbes noires et le mode semble être isotrope au voisinage
de ce point. La question se pose à présent de savoir si cette variation de la pulsation avec
l’angle à des implications sur les résultats présentés précédemment.

Dans le chapitre 3, nous avons corrigé le signal expérimental du mode azimutal de la
fonction d’appareil. Pour ce faire, nous avons supposé que le mode était isotrope dans le
référentiel des ions, du moins pour l’intervalle en α sur lequel le rapport signal sur bruit est
suffisant (c’est-à-dire entre 80̊ et 110̊ au plus large). Lorsque la température ionique est
anisotrope, comme c’est le cas dans le propulseur, cette hypothèse n’est valide que sur un
domaine restreint autour de 90̊ . On se propose ici de démontrer que la pulsation du mode
varie faiblement sur le domaine angulaire exploré expérimentalement et que l’hypothèse
reste alors correcte.
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Chapitre 4. Effet d’une température ionique non nulle sur le mode de dérive électronique

Validité de l’hypothèse d’un mode isotrope dans le référentiel des ions autour
de α=90̊

Pour vérifier que le mode est bien isotrope dans le référentiel des ions autour de la
direction azimutale, nous allons comparer sa pulsation en α=90̊ à la pulsation en α=110̊
pour laquelle le signal expérimental est tout juste détectable. Cependant, la dépendance
de la pulsation à l’angle α n’est pas évidente lorsque l’on considère la relation de dispersion
générale (Eq. 4.22). On peut pourtant se donner une forme analytique approchée pour la
variation de la pulsation avec l’angle d’observation en rappelant des résultats précédents.
Lorsque les conditions 2.30 et 2.31 sont vérifiées et que V̂d � v̂the , nous avons démontré
que le mode de dérive E × B est très proche de l’onde acoustique ionique. On peut
alors simplifier la représentation du mode en écrivant sa pulsation sous la forme de l’onde
acoustique ionique dans le cas d’une température anisotrope, c’est-à-dire

ω̂2
ac,anisotrope = k̂2

⊥

(
T̂axial cos2 (α) + T̂plan sin2 (α)

)
+

k̂2

1 + k̂2
. (4.24)

Bien que ne donnant qu’une forme approchée de la pulsation du mode de dérive E×B,
cette équation montre la dépendance principale de sa pulsation avec l’angle α, notamment
à travers les fonctions cosinus et sinus. Il est alors possible de faire un développement limité
autour de α = 90̊ de ces deux fonctions et celui-ci donne en δα{

cos2
(
π
2

+ δα
)

= δα2 + o(δα4)
sin2

(
π
2

+ δα
)

= 1 + o(δα2)
. (4.25)

Le mode reste donc isotrope tant que le terme T̂axialδα
2 est de l’ordre de grandeur du

rapport T̂plan ou si le terme le plus à gauche dans l’expression 4.24 est le terme dominant

de l’équation. Si l’on pose k̂ = k̂⊥ = 0, 5 et T̂axial = 10 × T̂plan = 0, 02 alors l’erreur
relative entre la pulsation en α = 90̊ et celle donnée en α = 110̊ est seulement de 1%. Le
même résultat est trouvé si l’on calcule les pulsations à partir de la relation de dispersion
générale et des paramètres définis dans le Tab. 2.3.

La variation de la pulsation sur le domaine considéré est donc inférieure à l’incertitude
sur les fréquences obtenues expérimentalement avec le diagnostic de diffusion collective et
sur l’indétermination du rapport des températures ionique et électronique. Sur l’intervalle
en α pour lequel le mode de dérive électronique est visible, le mode peut donc être considéré
comme isotrope dans le référentiel des ions. L’hypothèse faite dans le chapitre 3 pour
corriger le signal du mode azimutal est alors justifiée.

4.4 Conclusions

L’étude de la température ionique sur la relation de dispersion décrivant le mode de
dérive électronique E ×B conduit à plusieurs conclusions importantes :
• Lorsque les conditions 2.30 et 2.31 sont vérifiées et que Vd � vthe, on montre que

la pulsation du mode est proche de celle de l’onde acoustique ionique donnée par
l’Eq. 4.24. Pour les grands nombres d’onde, la relation de dispersion est sensiblement
modifiée par rapport au cas ion froids, ce qui ajoute aux incertitudes de mesure une
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erreur liée au modèle utilisé (Eq. 3.35), pour lequel la température ionique a été
négligée. L’indétermination sur la température Te est estimée être de l’ordre de 1 eV
alors que la densité électronique ne n’est pas affectée.
• Le taux d’instabilité du mode est plus faible que lorsque les ions sont froids en raison

de l’effet Landau sur la distribution ionique. L’amortissement est d’autant plus fort
que le nombre d’onde est grand.
• La température ionique étant anisotrope dans le cas du propulseur à effet Hall,

l’amortissement Landau est différent selon la direction de propagation du mode.
Comme la température ionique axiale est nettement supérieure à celle de la direction
azimutale, le mode est fortement amorti autour de la direction du champ électrique.
Il est alors instable sur un domaine angulaire très resserré autour de la direction
de la vitesse de dérive E ×B, conformément aux observations expérimentales. Le
mode de dérive électronique E ×B n’est donc probablement pas celui observé avec
le diagnostic de diffusion collective de la lumière dans la direction axiale. Enfin, la
fréquence n’est plus isotrope dans le référentiel du jet d’ions, même si sa variation
est faible autour de 90̊ . Le signal expérimental du mode azimutal s’éteignant lorsque
l’on s’écarte de plus de 20̊ de 90̊ , on montre que le mode peut être considéré comme
isotrope sur ce domaine.

La relation de dispersion (Eq. 4.22) est donc incapable de reproduire le comportement
du mode axial observé expérimentalement. La vitesse de dérive n’est probablement pas le
mécanisme de l’instabilité et un autre phénomène physique doit alors exciter ce mode. Ce
point est développé dans le chapitre suivant.
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Chapitre 5
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Chapitre 5. Effet d’une deuxième population d’ions sur la relation de dispersion

Le mode azimutal, découvert numériquement par les codes PIC et expérimentalement
avec le diagnostic de la diffusion collective, a été caractérisé comme étant l’instabilité de
dérive électronique E × B, lors de l’étude de l’équation de dispersion 2.7 dans le cha-
pitre 2. Pourtant, cette instabilité ne permet pas d’expliquer l’observation d’un mode se
propageant dans la direction axiale, puisque le mode de dérive est fortement amorti dans
cette direction en raison de la grande température des ions. De plus, le mode axial reste
instable sur une distance assez longue par rapport au plan de sortie du propulseur à effet
Hall (voir Fig. 1.6 du chapitre 1), distance sur laquelle la vitesse de dérive décrôıt forte-
ment. Un autre mécanisme doit alors prendre part au développement de cette instabilité
et on se propose dans ce chapitre de l’identifier.

Nous présenterons tout d’abord l’influence de la variation de la tension d’accélération
expérimentale sur le mode axial. Les conclusions de cette étude laissent à penser qu’une
population d’ions plus rapides que les ions xénon simplement chargés porte le mode. Des
mesures expérimentales avec des sondes E × B ayant montré que des ions doublement
chargés sont présents dans le plasma du propulseur, nous ajouterons une susceptibilité
due à ces ions dans notre étude cinétique. Le mode axial est alors caractérisé comme
l’instabilité double faisceau et nous montrerons l’influence des moments de la fonction
de distribution des ions ionisés deux fois sur cette instabilité. Nous vérifierons ensuite
que la croissance linéaire du mode se produit dans un large angle solide autour de la
direction du champ électrique, similairement à ce qui est observé pour le facteur de forme
du mode axial. Enfin, nous présenterons l’expérience originale consistant à ajouter de
l’hydrogène moléculaire dans le plasma de xénon du propulseur. Nous montrerons alors
l’effet de l’injection de ce gaz sur le facteur de forme du mode axial et azimutal et sur les
performances du moteur.

5.1 Résultats expérimentaux

Les résultats antérieurs de la diffusion collective ont montré que la vitesse de groupe
du mode axial est de l’ordre de la vitesse d’éjection des ions vp [71]. Pour cette raison, le
mode est supposé être porté par les ions et l’effet Doppler serait la contribution dominante
de la dispersion du mode axial. Le moyen expérimental le plus aisé pour rendre compte
de l’influence du paramètre vp sur la fréquence de l’instabilité est de varier la tension
d’accélération appliquée aux bornes du propulseur. On peut alors étudier la relation de
dispersion et la variation angulaire du mode avec le diagnostic, en fonction de cette tension.

5.1.1 Relations de dispersion

La détermination de la relation de dispersion expérimentale du mode axial en fonction
de la tension de décharge Uac est présentée sur la Fig. 5.1. Différents enregistrements
ont été réalisés pour des tensions allant de 200 à 700 V par pas de 100 V. Les fréquences
correspondant aux deux plus hautes tensions (600 et 700 V) ne sont pas représentées car la
plupart d’entre elles dépassaient la limite détectable par le diagnostic (environ -35 MHz).

Pour toutes les tensions, la fréquence semble varier affinement avec le nombre d’onde
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Figure 5.1: Relations de dispersion expérimentales du mode axial (α = 180̊ ) en fonction de
la tension de décharge. Le débit massique pour cette expérience est de 6 mg/s et
le courant dans les bobines est de 17 A. Le volume de mesure est situé à 11 mm
devant le plan de sortie du propulseur. Les traits pleins représentent les meilleurs
ajustements de l’Eq. 5.1 sur les données expérimentales.

k, selon la loi

f (k, α = 180̊ ) = f0 −
vg
2π
k, (5.1)

où f0 représente l’ordonnée à l’origine et vg la vitesse de groupe du mode.

Pour chaque série en tension, on ajuste l’Eq. 5.1 (traits pleins) aux points expérimen-
taux et on obtient des NRMSE (Eq. 3.31) inférieures à 5% dans tous les cas. Les vitesses
de groupe vg déduites de ces ajustements sont de l’ordre de la vitesse du faisceau d’ions
pour ces paramètres de décharge, c’est-à-dire la dizaine de km/s, et l’ordonnée à l’origine
f0 vaut quelques MHz. Le tableau 5.1 résume la valeur de ces deux paramètres en fonction
de la tension d’accélération Uac. Le paramètre vg augmente avec la tension, ce qui confirme
l’importance de la vitesse d’éjection des ions sur la dispersion du mode. Notons également
que l’ordonnée à l’origine f0 augmente (en valeur absolue) avec la tension appliquée.

Malheureusement, il n’est pas possible d’obtenir d’autres informations à partir de ces
relations de dispersion car l’absence de courbure ne permet pas d’ajuster un modèle à
plus de deux paramètres. Il est, par exemple, impossible de distinguer la contribution de
l’effet Doppler, de la contribution de la vitesse de phase du mode dans le référentiel des
ions, sur le paramètre vg. Le comportement de l’instabilité autour de la direction axiale
permet d’obtenir plus de détails sur la nature de ce mode. C’est ce que nous étudions
dans la partie suivante
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Table 5.1: Valeurs de l’ordonnée à l’origine f0 et de la vitesse de groupe vg, obtenues par
ajustement de l’Eq. 5.1 sur les données expérimentales de la Fig. 5.1, en fonction
de la tension d’accélération. Pour les tensions 600 et 700 V, la plupart des fréquences
dépassaient la limite détectable par le diagnostic et les paramètres f0 et vg n’ont pas
pu être estimés.

Uac f0 vg

200 V -3,6 MHz 13,3 km/s
300 V -4,1 MHz 16,8 km/s
400 V -4,6 MHz 20,5 km/s
500 V -4,8 MHz 23,4 km/s
600 V Pas de données Pas de données
700 V Pas de données Pas de données
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Figure 5.2: Explorations angulaires de la fréquence du mode axial pour différentes valeurs de
la tension d’accélération. Le débit massique pour cette expérience est de 6 mg/s, le
courant dans les bobines est de 17 A et le nombre d’onde k est fixé à 7113 rad/m.
Le volume de mesure est situé à 11 mm devant le plan de sortie du propulseur.
Les traits pleins représentent les meilleurs ajustements de l’Eq. 5.2 sur les données
expérimentales.
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5.1.2 Exploration angulaire

La variation angulaire de la fréquence du mode axial en fonction de la tension de
décharge est présentée sur la Fig. 5.2. Nous l’avons déjà vu dans le chapitre 1, la fréquence
présente une large arche de cosinus en α. Celle-ci est majoritairement attribuée à l’effet
Doppler, même si la dépendance de la fréquence avec l’angle α ne s’ajuste pas parfaitement
avec une fonction cosinus (voir Fig. 1.7). Nous considérerons pourtant dans un premier
temps que c’est le cas, la variation de la fréquence du mode en fonction de α étant inconnue
dans le référentiel des ions. Il est alors possible de construire un modèle analytique de
fréquence en fonction des différents paramètres. Son expression est de la forme

f (k, α) = f0 +
1

2π
[vi cos (α− α0)− vs] k, (5.2)

où vi est un paramètre dont la valeur est attendue être proche de celle de la vitesse
vp, kvs représente la pulsation isotrope dans le référentiel des ions se déplaçant dans la
direction de la vitesse vi, f0 est l’ordonnée à l’origine et α0 est un paramètre tenant compte
de l’écart à l’axe des arches de cosinus. Notons également que cette expression est un cas
général de l’Eq. 5.1, pour laquelle il faudrait remplacer vg par vi cos (α− α0)− vs.

Dans l’Eq 5.2, il est impossible de discerner les contributions de f0 et de vs, l’équa-
tion étant de la forme A cos (α− α0) + B. On peut pourtant s’affranchir de l’ordonnée à
l’origine f0, celle-ci ayant été estimée à partir des relations de dispersion dans la partie
précédente. Pour les deux plus hautes tensions (600 et 700 V), il n’existe pas de relation
de dispersion expérimentale et donc pas de fréquence f0. On peut pourtant estimer ces
valeurs en extrapolant les valeurs obtenues pour des tensions plus basses à partir d’une
loi de puissance du type

f0 = A× Un
ac. (5.3)

En utilisant les valeurs du Tab.5.1, on trouve que les paramètres A et n valent res-
pectivement 0,6582 et 0,32145. On en déduit alors que pour la tension Uac=600 V, le
paramètre f0 vaut approximativement -5,14 MHz et qu’il vaut environ -5,4 MHz pour la
tension Uac=700 V. Une fois la fréquence f0 fixée, l’Eq. 5.2 est ajustée sur les données
expérimentales, α0, vs et vi étant les paramètres ajustables. Les meilleurs ajustements
(traits pleins) sont en bon accord avec les fréquences données par le diagnostic, comme le
montre la Fig. 5.2, et l’erreur normalisée NRMSE est faible, inférieure à 3% dans tous les
cas. Les valeurs des deux paramètres vs et vi sont présentées dans le Tab. 5.2 en fonction
de la tension d’accélération.

La vitesse vi augmente significativement avec la tension d’accélération. Ce compor-
tement est cohérent avec l’idée que cette vitesse est liée à la vitesse d’éjection des ions
vp. Les barres d’erreur statistiques peuvent être importantes, notamment pour la série en
tension 700 V pour laquelle le nombre de points est très réduit. Elles sont représentées
dans la partie suivante sur la Fig. 5.3. Le résultat sur le deuxième paramètre vs est quant
à lui décevant. Les barres d’erreur sont souvent plus grandes que la valeur elle-même et la
variation de cette valeur avec la tension n’apporte pas d’information sur la vitesse de pro-
pagation du mode dans le référentiel se déplaçant à la vitesse vi. L’expression analytique
que nous avons considérée est alors probablement trop simple pour décrire la fréquence
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Table 5.2: Valeurs des paramètres vs et vi, obtenues en ajustant l’Eq. 5.2 sur les données ex-
périmentales de la Fig. 5.2, en fonction de la tension de décharge. Les valeurs de la
vitesse de phase vϕ dans la direction α = 180̊ (k=7113 rad/m) sont aussi données.

Uac vs vi vϕ

200 V 0,26 km/s 12,84 km/s 16,42 km/s
300 V -3,39 km/s 20,14 km/s 20,25 km/s
400 V -0,35 km/s 21,01 km/s 24,61 km/s
500 V -1,20 km/s 24,66 km/s 27,75 km/s
600 V -0,25 km/s 25,49 km/s 29,87 km/s
700 V -3,08 km/s 29,18 km/s 30,84 km/s

dans ce référentiel. Pourtant, la vitesse vi et la vitesse de groupe vg (obtenue dans la partie
précédente) semblent connectées à la tension d’accélération et donc à un mode porté par
les ions. Dans la partie suivante, on compare ces vitesses à la vitesse vp expérimentale,
mesurée par Fluorescence Induite par Laser (FIL) dans les mêmes conditions de décharge.

5.1.3 Comparaison avec les données de FIL

Pour les conditions de décharge énoncées précédemment, des mesures par FIL ont
été réalisées et permettent d’accéder à la variation de la vitesse d’éjection vp des ions en
fonction de la tension de décharge [27]. Sur la Fig. 5.3, les vitesses vi et vg ainsi que la
vitesse de phase vϕ = ω/k (obtenues pour α = 180̊ et k=7113 rad/m) sont comparées à
ces mesures. Pour toutes les tensions, ces trois vitesses sont supérieures à celles estimées
par FIL. La vitesse de groupe vg est légèrement inférieure aux vitesses vi et vϕ mais
reste plus de 10% supérieure à la vitesse vp, la différence de vitesse étant de plusieurs
kilomètres par seconde. Les barres d’erreur ne sont pas suffisantes pour justifier cette
différence systématique : pour les tensions 400, 500 et 600 V, les barres d’erreur sur les
paramètres vi et vg sont faibles et l’indétermination sur la vitesse mesurée par FIL ne
permet pas, elle non plus, de justifier un tel écart entre les vitesses. Le mode se propage
alors certainement à une vitesse supérieure à la vitesse du jet d’ions dans le référentiel du
laboratoire.

En bougeant le volume de mesure du diagnostic de diffusion collective le long de l’axe
du propulseur, on peut également comparer ces vitesses pour différentes positions devant
le moteur. Aucune relation de dispersion n’ayant été enregistrée, seuls la vitesse de phase
vϕ et le paramètre vi sont estimés à partir d’explorations angulaires réalisées pour les
différentes positions.

Le comportement de ces vitesses avec la distance au plan de sortie du propulseur
est présenté sur la Fig. 5.4. La vitesse de phase vϕ reste globalement constante avec la
distance au propulseur et sa valeur est bien supérieure à la vitesse vp mesurée par FIL. La
vitesse vi est, elle, proche de la vitesse vp pour les deux premières positions (11 et 15 mm),
puis augmente progressivement. Pour les trois dernières positions (20, 25 et 30 mm) pour
lesquelles un signal a été mesuré, elle excède la vitesse du faisceau de plusieurs km/s.
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Figure 5.3: Comparaisons pour différentes tensions de décharge des paramètres vi (courbe bleue
tiretée) et vg (courbe verte point-tiretée) obtenus à partir des données de la diffusion
collective présentées sur les Fig. 5.1 et 5.2, avec la vitesse des ions vp (courbe rouge
en trait plein) obtenue à partir des mesures de FIL dans les mêmes conditions de
plasma. La vitesse de phase de l’onde (obtenues pour α = 180̊ et k=7113 rad/m)
est aussi représentée (courbe violette point-tiretée).

Si l’on émet l’hypothèse que la vitesse vi est la vitesse des ions portant le mode, on
constate que ceux-ci sont progressivement accélérés. Ils passent alors dans ce cas d’une
vitesse proche de la vitesse mesurée par FIL à une vitesse supérieure à celle-ci, à mesure
que l’on s’éloigne du plan de sortie du propulseur.

5.1.4 Conclusion de l’étude en tension de décharge

La vitesse de groupe vg du mode axial, obtenue à partir des relations de dispersion
expérimentales, crôıt avec la tension d’accélération. De plus, sa valeur est du même ordre
de grandeur que celle de la vitesse d’éjection vp des ions. Ce comportement est caracté-
ristique d’un mode porté par les ions du plasma. Pourtant, la vitesse vg est généralement
supérieure à cette vitesse vp, comme le montrent les comparaisons avec la vitesse des ions
mesurée par FIL. Un ajustement de l’Eq. 5.2 sur les données expérimentales de diffusion
collective permet d’estimer une vitesse, notée vi, supposée être la vitesse des ions portant
le mode. Sa valeur augmente lorsque l’on s’éloigne du propulseur. Elle est proche de celle
mesurée par FIL jusqu’à 15 cm du plan de sortie et devient supérieure à cette dernière
au-delà.

Ces caractéristiques ne sont pas sans rappeler celles de l’instabilité de faisceau [31, 11,
15, 16], qui se développe lorsqu’une population dérive par rapport à une autre. Cependant,
le mode instable pour ce genre d’instabilités possède une vitesse de phase inférieure à la
vitesse du faisceau d’ions principal. Or, dans le cas du propulseur, la vitesse de phase du
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Figure 5.4: Variations du paramètre vi (courbe bleue tiretée) et de la vitesse de phase vϕ (courbe
violette point-tiretée), obtenues à partir des données de la diffusion collective pour
un nombre d’onde k fixé à 7113 rad/m, et de la vitesse vp du faisceau d’ions (courbe
rouge en trait plein), obtenue à partir des mesures de FIL dans les mêmes condi-
tions de plasma. Pour cette expérience, le débit massique est de 9 mg/s, le courant
dans les bobines vaut 17 A et la tension d’accélération est de 500 V.

mode axial dépasse la vitesse vp. De plus, il est peu probable qu’un plasma immobile de
densité suffisante existe dans le plan de sortie du propulseur, même si la présence d’un
plasma résiduel dans le caisson PIVOINE [48, 27] peut être invoquée.

Toutes ces raisons portent à croire qu’une autre population d’ions, plus rapide que les
ions simplement chargés Xe+, doit être considérée. Des mesures par sondes E×B [38] sur
un propulseur similaire au X000 et des simulations [37] ayant montré que la densité d’ions
xénon Xe2+ ionisés deux fois pouvait atteindre jusqu’à 11% de la densité totale d’ions,
nous considérons dans la section suivante cette population additionnelle dans notre étude
cinétique.

5.2 Relations de dispersion : ions doublement char-

gés

5.2.1 Expression générale : électrons magnétisés

Si on considère une population d’ions xénon Xe+ ionisés une fois et une population
d’ions xénon Xe2+ ionisés deux fois, l’Eq. 4.1 doit être modifiée pour prendre en compte la
nouvelle susceptibilité des ions doublement chargés. Dans le cas général, la susceptibilité
d’une population d’ions A (voir l’annexe A), de densité nA, de degré d’ionisation ZA, de
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masse MA et de vitesse de faisceau vpA, peut se mettre sous la forme

χA = −
ω2
pA

K2
A

Z′
(
ω − kxvpA

KA

)
, (5.4)

où

KA =
√

2
√
k2
xv

2
thA,axial +

(
k2
y + k2

z

)
v2
thA,plan, (5.5)

et où vthA,axial et vthA,plan sont respectivement les vitesses thermiques dans la direction
axiale et dans le plan perpendiculaire au champ électrique. Celles-ci sont a priori diffé-
rentes puisque la fonction de distribution est anisotrope dans le propulseur. Rappelons
que l’expression de la pulsation ωpA est donnée par

ωpA =

√
e2Z2

AnA
ε0MA

. (5.6)

Si l’on note par un indice Xe+ les quantités relatives à la population d’ions ionisés
une seule fois et par un indice Xe2+ celles relatives aux ions ionisés deux fois, la relation
de dispersion prenant en compte la nouvelle susceptibilité s’écrit donc

0 = 1 +
1

k2λ2
De

[
1 + g

(
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ωce
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2
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2
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2
ce

)]
−
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−
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, (5.7)

avec  KXe+ =
√

2
√
k2
xv

2
th,Xe+,axial +

(
k2
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z

)
v2
th,Xe+,plan

KXe2+ =
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2
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v2
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(5.8)

et  ωXe+ =
√

e2nXe+
ε0MXe+

ωXe2+ =
√

4e2nXe2+

ε0MXe+

. (5.9)

Pour faciliter l’étude paramétrique de cette équation, il convient alors de la normaliser.

5.2.2 Normalisation de l’équation pour des électrons magnétisés

Les modes de cette équation étant de nature acoustique ionique, nous normalisons les
longueurs à la longueur de Debye électronique λDe et les pulsations à la pulsation totale

ωp,tot =

√
e2n0

ε0MXe

, (5.10)
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où n0 représente la densité totale des électrons du plasma. Par conséquent, les vitesses
sont normalisées à la vitesse du son définie par

cs,tot =

√
eTe
MXe

. (5.11)

De plus, il nous faut introduire un nouveau paramètre pour tenir compte du fait que
l’équation de quasineutralité s’écrit maintenant

n0 = nXe+ + 2nXe2+ . (5.12)

Nous poserons alors le paramètre η comme le rapport de 2nXe2+ , la densité d’électrons
neutralisant les ions Xe2+, à la densité n0, c’est-à-dire

η =
2nXe2+

n0

. (5.13)

Avec ces conventions, l’Eq. 5.7 normalisée se met sous la forme

0 = 1 +
1

k̂2

[
1 + g

(
ω̂ − k̂yV̂d
ω̂ce

,
(
k̂2
x + k̂2

y

) M̂
ω̂2
ce

, k̂2
z

M̂

ω̂2
ce

)]

− 1− η
K̂2
Xe+

Z′

(
ω̂ − k̂xv̂p,Xe+

K̂Xe+

)

− 2η

K̂2
Xe2+

Z′

(
ω̂ − k̂xv̂p,Xe2+

K̂Xe2+

)
, (5.14)

où K̂Xe+ et K̂Xe2+ s’écrivent respectivement K̂Xe+ =
√

2
√
k̂2
xT̂Xe+,axial +

(
k2
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. (5.15)

De la même manière que dans le chapitre précédent, les paramètres T̂axial et T̂plan repré-
sentent respectivement les rapports des températures entre la température ionique dans
la direction axiale ou dans le plan perpendiculaire au champ électrique et la température
électronique.

Le champ magnétique ayant probablement peu d’influence sur les solutions de la re-
lation de dispersion 5.14, nous écrivons la relation de dispersion pour des électrons non
magnétisés dans la partie suivante.

5.2.3 Equation pour des électrons non magnétisés

Les mesures de la diffusion collective ont montré que le signal associé au mode axial
était supérieur au bruit jusqu’à 40 cm après le plan de sortie du propulseur (Fig. 1.6).
A cette distance, l’amplitude du champ magnétique a chuté fortement et les électrons ne
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sont probablement plus magnétisés. Le rôle du champ magnétique dans le développement
de cette instabilité n’est alors probablement pas trop important. Nous pouvons alors
considérer les électrons comme non magnétisés lors de la dérivation de la susceptibilité
électronique. Dans ce cas, il n’y a pas de vitesse de dérive moyenne dans la direction
azimutale et le calcul est très similaire à la dérivation de la susceptibilité ionique (voir
annexe A).

Ainsi, l’équation de dispersion pour des électrons non magnétisés s’écrit

0 = 1− 1

2k̂2
Z′

(
ω̂

√
2k̂
√
M̂

)
− 1− η
K̂2
Xe+

Z′

(
ω̂ − k̂xv̂p,Xe+

K̂Xe+

)

− 2η

K̂2
Xe2+

Z′

(
ω̂ − k̂xv̂p,Xe2+

K̂Xe2+

)
, (5.16)

où les grandeurs K̂Xe+ et K̂Xe2+ sont définies par les Eqs. 5.15.

Par la suite, nous comparerons les solutions de cette équation à celles de la relation
de dispersion avec électrons magnétisés, pour voir l’influence du champ magnétique sur le
mode axial.

Il reste à présent à résoudre numériquement ces deux relations de dispersion.

5.2.4 Résolution numérique

Pour résoudre les Eqs. 5.14 et 5.16, il n’est pas possible d’utiliser la méthode itérative
que nous avons présenté dans les chapitres précédents, puisque la dérivée de la fonction
de dispersion plasma apparâıt dans deux termes séparés. Il est alors nécessaire de les
résoudre par une méthode de recherche des zéros dans le plan complexe, s’appuyant sur
le théorème de l’argument [4]. Pour ce faire, un programme de résolution en FORTRAN
90 a été développé par Coulette [13, 12]. Les principales caractéristiques de la méthode
de résolution utilisée dans ce programme sont détaillées ici.

Théorème de l’argument

La méthode se base donc sur le théorème de l’argument qui peut se formuler sous la
forme suivante : si f (z) est une fonction analytique sur un domaine du plan complexe
et si (C) est une courbe fermée de ce domaine ne passant pas par un zéro de la fonction
f (z), alors on peut écrire

Ik =
1

2iπ

∫
(C)

zk
f ′ (z)

f (z)
dz =

ν∑
j=1

zkj , (5.17)

où les (zj)1≤j≤ν sont tous les zéros de la fonction f (z) contenus dans le domaine limité
par la courbe (C).
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En faisant varier k de 0 à ν, il est donc possible d’écrire les ν + 1 relations suivantes
I0 = ν
I1 = z1 + z2 + ...+ zν
I2 = z2

1 + z2
2 + ...+ z2

ν

... ... ...
Iν = zν1 + zν2 + ...+ zνν

. (5.18)

On en déduit immédiatement que les solutions zj sont les zéros du polynôme

Pν (z) =
ν∑
j=0

ajz
j, (5.19)

où les coefficients (aj)0≤j≤ν sont reliés aux intégrales Ik par les formules de Newton
suivante

∀k ∈ [1, ν] ,
k−1∑
j=0

aν−jIk−j + kak = 0. (5.20)

Le calcul des zéros de la fonction f (z) est donc remplacé par le calcul des ν+1 intégrale
(Ik)0≤k≤ν et par le calcul des zéros identiques du polynôme 5.19. Cette méthode est très
utile pour estimer les solutions de la relation de dispersion, le raffinement des solutions
finales se faisant par une méthode de Newton ou de la sécante.

Structure du programme

Pour la résolution numérique qui nous intéresse, il n’est pas nécessaire de calculer les
ν + 1 intégrales. Même sur un large domaine complexe, le nombre de solutions est faible
et la méthode serait assez coûteuse en temps de calcul. Le programme se contente alors
de calculer l’intégrale d’ordre 0, I0, pour obtenir le nombre de solutions. La recherche
des solutions se fait ensuite par la méthode de Newton ou de la sécante. La structure du
programme est la suivante :
• On définit un domaine complexe (appelé fenêtre de résolution) assez large pour

englober les solutions intéressantes pour le problème étudié. Le programme estime
le nombre de solutions ν dans ce domaine en calculant l’intégrale I0 de manière
discrète.
• Les méthodes de Newton ou de la sécante sont alors utilisées pour estimer les solu-

tions contenues dans le domaine. Si celles-ci obtiennent un nombre de solutions égal
à ν, le programme s’arrête. Si le nombre de solutions est inférieur à ν, le domaine de
l’espace est subdivisé en deux parties égales et on réitère la procédure pour chaque
nouveau domaine.

La fonction étant analytique, sa connaissance sur un contour (C) fermé du domaine
étudié est suffisante pour connâıtre ses propriétés, et notamment le nombre de ses zéros,
dans le domaine défini par ce contour (C). Dans la pratique, l’intégrale donnant I0 est
discrétisée et le nombre de solutions peut être sous-évalué. Il convient alors d’estimer

110



5.3. Mode double faisceau dans la direction axiale

l’intégrale sur un grand nombre de points, pour augmenter la probabilité de convergence.
C’est cette densité de points qui rend le programme coûteux en calculs et qui explique
la différence de temps pour estimer les solutions de la relation de dispersion entre cette
méthode et la méthode itérative présentée précédemment. Notons enfin que, dans les cas
où la méthode itérative s’applique (lors de l’étude de la relation de dispersion 5.14 pour
η=0 par exemple), les deux méthodes convergent vers les mêmes solutions.

5.3 Mode double faisceau dans la direction axiale

Lorsque deux populations de particules dérivent l’une par rapport à l’autre, un type
d’instabilité nommé instabilité de faisceau peut se développer [31, 11, 15, 16]. L’explication
de principe des mécanismes de cette instabilité est la suivante.

Supposons tout d’abord qu’un faisceau d’ions, se déplaçant à la vitesse vp, traverse un
plasma immobile (si l’on se place dans le référentiel de ce dernier). En raison de l’effet
Doppler, le faisceau porte deux modes acoustiques ioniques de vitesses de phase différentes
dans la direction du faisceau. Le premier est appelé mode rapide car il se propage dans le
sens du jet à la vitesse de phase vp + cs alors que le deuxième est appelé mode lent car il
possède une vitesse plus faible qui vaut vp − cs. C’est l’interaction du mode lent avec le
mode acoustique ionique du plasma immobile se propageant dans le sens du jet d’ions qui
donne lieu à l’instabilité de faisceau. Le taux de croissance du mode est maximal lorsque la
vitesse de phase du mode lent est de l’ordre de grandeur de la vitesse du son cs du plasma
au repos. C’est donc un mode de vitesse de phase inférieure à la vitesse du faisceau d’ions
qui se développe. Précisons par ailleurs que ce comportement dépend de la densité relative
d’ions dans le faisceau par rapport aux ions du plasma et de la température de chaque
espèce. Dans notre cas, les deux populations d’ions Xe+et Xe2+ sont en mouvement et
on parle plutôt d’instabilité de double faisceau [11]. Dans la direction axiale, le principe
est pourtant le même puisque la population d’électrons ne contribue pas significativement
à l’instabilité.

Le mode faisceau résultant de l’interaction de deux populations de vitesse moyenne
bien distinctes, les caractéristiques des fonctions de distribution de chaque espèce jouent
donc un rôle prédominant dans le développement de l’instabilité. Dans le cas d’une fonc-
tion de distribution Maxwellienne, les trois paramètres qui peuvent alors influencer le
mode sont la vitesse moyenne, la vitesse thermique et la densité. Après avoir donné une
estimation de ces paramètres pour la population des ions doublement chargés, nous pré-
sentons dans cette section leur influence sur le mode faisceau dans la direction axiale.

5.3.1 Estimations des moments de la fonction de distribution
des ions doublement chargés

Bornes de la vitesse moyenne des ions doublement chargés

Avant d’étudier l’influence de la vitesse v̂p,Xe2+ sur l’instabilité de faisceau, il convient
de borner sa valeur et donc de rappeler comment sont formés les ions Xe2+. Les deux
processus les plus probables pour la création d’ions xénon doublement chargés sont l’ioni-
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sation d’un ions Xe+ par un électron ou l’échange de charge entre deux ions Xe2+ définis
par les équations suivantes{

e− +Xe+ → 2e− +Xe2+

Xe+ +Xe+ → Xe+Xe2+ . (5.21)

Dans les deux cas, l’ion Xe+ initial possède la vitesse moyenne v̂p,Xe+ dans la direc-
tion axiale. Si l’on néglige les changements de direction lors des collisions, les ions Xe2+

possèdent alors une vitesse moyenne au moins aussi grande que celle des ions Xe+. A
présent, si l’on suppose que les zones de première et de deuxième ionisation se recouvre,
les ions doublement chargés seront alors soumis à la même chute de potentiel que les ions
simplement chargés. L’énergie cinétique d’un ion Xe2+ sera donc deux fois supérieure à
celle d’un ion Xe+ créé au même endroit et il acquerra une vitesse

√
2 fois supérieure

à v̂p,Xe+ . Nous obtenons ainsi une borne supérieure et inférieure pour la vitesse des ions
Xe2+ et nous pouvons écrire

v̂p,Xe2+ ∈
[
v̂p,Xe+ ,

√
2v̂p,Xe+

]
. (5.22)

C’est donc bien le jet d’ions Xe2+, plus rapide, qui vient exciter l’un des modes acous-
tiques du faisceau d’ions Xe+, plus lent. L’étude de l’influence de la vitesse v̂p,Xe2+ est
reportée dans la prochaine partie de cette section.

Températures de la fonction de distribution des ions doublement chargés

La zone de création des ions doublement chargés n’est pas connue, mais est a priori
découplée de celle des ions Xe+, comme le sugèrent les processus d’ionisation 5.21. Par
conséquent, les températures ioniques des deux espèces dans la direction axiale sont pro-
bablement différentes. Nous étudierons alors plus tard dans cette section l’influence de la
température ionique TXe2+,axial.

La température des ions Xe2+ dans le plan perpendiculaire au champ électrique est par
contre certainement très similaire à celle des ions Xe+. Pour plus de simplicité par la suite,
nous supposerons ces deux températures ioniques égales, soit TXe2+,plan = TXe+,plan = T̂plan.

Densité des ions doublement chargés

Nous l’avons dit, des mesures par sondes E ×B [38] sur un propulseur similaire au
X000 et des simulations [37] ont montré que la densité d’ions xénon Xe2+ ionisés deux fois
pouvait valoir entre 6 et 11% de la densité totale d’ions. Ceci donne une idée de la valeur
du paramètre η qui est par conséquent compris entre 11 et 20%. Lorsque le paramètre η
est fixe, nous choisissons la valeur intermédiaire de 14% pour notre démonstration. Nous
présentons également en fin de section l’étude paramétrique de ce paramètre, de façon à
voir son influence sur la pulsation et le taux de croissance de l’instabilité de faisceau.

5.3.2 Variation avec v̂p,Xe2+ dans la direction axiale

Nous présentons sur la Fig. 5.5 la variation des pulsations et des taux de croissance,
obtenus à partir de l’Eq. 5.14, en fonction de la vitesse v̂p,Xe2+ . La vitesse v̂p,Xe+ du
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faisceau d’ions Xe+ est fixée à 3. On fait alors varier la vitesse des ions Xe2+ sur un
intervalle plus grand que l’intervalle de l’Eq. 5.22, pour voir le comportement asymptotique
des pulsations avec ce paramètre. Le rapport des températures (identique pour les deux
populations d’ions) est fixé à 0,02 dans les trois directions. Ce rapport est bien plus faible
que celui observé dans la direction axiale pour les ions Xe+ mais permet d’obtenir un taux
d’instabilité positif pour le mode faiceau, comme le montre la partie sur la température
TXe2+,axial.

Le comportement des pulsations et des taux de croissance est identique à ce qui a déjà
été observé dans les études antérieures sur l’instabilité de faisceau (voir Ref. [31] ou la
page 243 de la Ref. [11]) :

• v̂p,Xe2+ � v̂p,Xe+ (Fig. 5.6a) : Pour les grandes valeurs de la vitesse v̂p,Xe2+ , quatre
modes stables sont visibles. Deux (les cercles pleins bleus et les carrés pleins rouges)
sont les modes acoustiques du faisceau d’ions Xe+ et deux (les cercles pleins verts et
les carrés pleins bruns) ceux du faisceau d’ions Xe2+. Chaque faisceau porte alors un
mode lent (représenté par des carrés) et un mode rapide (représenté par des cercles)
symétriques par rapport à la contribution Doppler k̂xv̂p, où v̂p représente la vitesse
moyenne du faisceau considéré. L’écart vertical entre la pulsation du mode rapide et
la pulsation du mode lent dépend du rapport η comme nous le verrons par la suite.

• v̂p,Xe2+ ≥ v̂p,Xe+ (Fig. 5.6b) : Lorsque la vitesse v̂p,Xe2+ décrôıt à environ 4,75,
les modes lent du faisceau d’ions doublement chargés (carrés bruns) et rapide du
faisceau d’ions simplement chargés (cercles rouges) se couplent. Le mode (croix
noires), né de la fusion des deux précédents, est instable et son taux de croissance
augmente jusqu’à un maximum à mesure que la vitesse des ions Xe2+ diminue.
Pour des vitesses trop basses, le taux d’instabilité chute et le mode redevient stable
lorsque l’on approche la vitesse des ions Xe+.

• v̂p,Xe2+ = v̂p,Xe+ (Fig. 5.6c) : Au point v̂p,Xe2+ = v̂p,Xe+ = 3, seuls deux modes acous-
tiques stables sont visibles puisque les deux faisceaux dérivent à la même vitesse.
Ainsi, les deux modes lents et les deux modes rapides se couplent pour donner un
seul de chaque côté de la fonction de distribution. Dans ce cas, la fréquence du mode
rapide est légèrement plus haute que la fréquence du mode rapide pour un faisceau
d’ions Xe+ seuls (courbe rouge légèrement plus basse). L’inverse est valable pour
les modes lents puisqu’ils sont symétriques par rapport à la contribution Doppler.
Cet effet est lié au rapport η et donc indirectement à la charge des ions doublement
chargés comme le montre les parties suivantes.

Ce phénomène se comprend aussi en terme d’effet Landau. Lorsque les fonctions de
distribution F0 (vx) (intégrées suivant dvy et dvz) des deux faisceaux sont séparées en
vitesses (Fig. 5.6a), les modes acoustiques relatifs à chaque distribution se trouvent sur des
pentes négatives (par rapport à leurs directions de propagation) et subissent alors un effet
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Figure 5.5: Influence du paramètre v̂p,Xe2+ sur a) les pulsations et b) les taux d’instabilité
obtenus à partir de la relation de dispersion 5.14. Celle-ci est résolue pour les
paramètres définis dans le Tab. 2.3. Le rapport des températures est fixé à 0,02
pour les deux populations d’ions et dans les trois directions de l’espace, le nombre
d’onde dans la direction axiale est fixé à 0,5 et la vitesse des ions simplement
chargés à 3. Les traits pleins brun et vert représentent les modes lent et rapide
du faisceau d’ions Xe2+ et les traits pleins bleu et rouge ceux du faisceau d’ions
Xe+(Eqs. 5.27). Les traits noirs tiretés représentent la contribution Doppler des
ions Xe2+ (la courbe la plus en haut) et la contribution des ions Xe+ (la courbe
plus basse).
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Figure 5.6: Effet Landau inverse sur l’instabilité double faisceau. Le paramètre η vaut 14%. Les
points correspondent à ceux de la Fig. 5.5. pour les vitesses : a) vp,Xe2+ = 5, 5, b)
vp,Xe2+ = 4, 25 et c) vp,Xe2+ = 3.
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Chapitre 5. Effet d’une deuxième population d’ions sur la relation de dispersion

Landau qui les amortit. Quand les fonctions de distribution se rapprochent (Fig. 5.6b),
le mode lent du faisceau d’ions Xe2+ vient se coupler avec le mode rapide du faisceau
Xe+, donnant lieu à l’instabilité de faisceau. Ce mode est donc instable puisqu’il se situe
sur une partie de pente positive par rapport à son sens de propagation. Enfin, pour
des vitesses similaires des deux faisceaux (Fig. 5.6c), les deux fonctions de distribution
deviennent indiscernables et les modes lents et rapides de chaque population se confondent.
Notons enfin que ce type d’instabilité de faisceau porte le nom de CBI (pour Cold Beam
Instability) dans la limite fluide selon la nomenclature de Lapuerta et al. [47].

Dans la partie suivante, nous montrons comment obtenir les pulsations des modes dans
les cas particuliers v̂p,Xe2+ � v̂p,Xe+ et v̂p,Xe2+ = v̂p,Xe+.

5.3.3 Expressions analytiques des pulsations dans des cas limites

L’introduction de la nouvelle susceptibilité des ions doublement chargés dans la rela-
tion de dispersion 5.14 fait apparâıtre un facteur 1 − η dans le terme des ions Xe+ et
un facteur 2η dans le terme des ions Xe2+. Le paramètre η modifie alors la forme des
solutions de l’équation par rapport à la pulsation de l’onde de dérive électronique E ×B
que nous avons décrite dans les chapitres précédents. Pourtant, sous certaines conditions,
il est possible de retrouver une situation pour laquelle les solutions se comportent comme
la pulsation de l’onde de dérive électronique E × B. C’est le cas notamment lorsque
les vitesses moyennes des deux faisceaux sont très éloignées ou lorsqu’elles sont stricte-
ment égales. Pour plus de simplicité dans les notations, nous réaliserons l’étude suivante
dans le cas d’une température ionique isotrope mais le raisonnement est identique lorsque
l’anisotropie est prise en compte.

Dans le cas général, on peut écrire les deux susceptibilités ioniques sous la forme

χA = − A

2k̂2T̂A
Z′

(
ω̂ − k̂xv̂A
k̂
√

2T̂A

)
, (5.23)

où A est le facteur lié à la densité de l’espèce A (1 − η ou 2η) et où la normalisation
fait intervenir la masse MA.

Pour faire apparâıtre une forme plus courante, il est alors possible de poser un rapport
de températures effectif T̂A,eff = T̂A/A tel que l’expression 5.23 s’écrive

χA = − 1

2k̂2T̂A,eff
Z′

 ω̂ − k̂xv̂A

k̂
√

2T̂A,eff
√
A

 . (5.24)

Cette susceptibilité est la susceptibilité d’une espèce ionique A, de masse MA,eff =

MA/A, possédant un rapport des températures T̂A,eff = T̂A/A et de vitesse moyenne v̂A
non modifiée.

Cas asymptotique : v̂p,Xe2+ � v̂p,Xe+

Dans le cas d’un faisceau d’ions se propageant bien plus rapidement que le second,
les fonctions de distribution sont complètement disjointes, comme le montre la Fig. 5.6a.
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5.3. Mode double faisceau dans la direction axiale

Pour une vitesse de phase proche de la vitesse moyenne du faisceau le plus rapide, la
contribution de la fonction de distribution de l’autre population est alors négligeable.
En d’autres termes, la susceptibilité des ions lents est négligeable dans l’expression de la
relation de dispersion 5.14. On se retrouve par conséquent dans un cas où l’expression de
la relation de dispersion est identique à celle que nous avons étudiée auparavant (Eq. 4.1),
mais pour une population de masse MA,eff à la température T̂A,eff . On obtient donc deux
solutions de vitesses de phase proches de celles d’ondes acoustiques ioniques, symétriques
par rapport à la vitesse moyenne du faisceau rapide. Lorsque la vitesse de phase est voisine
de la vitesse moyenne du faisceau d’ions le moins rapide, c’est la susceptibilité des ions
rapides qui devient négligeable dans l’équation et la relation de dispersion donne deux
autres modes.

Pour le cas qui nous intéresse, la quantité A doit être remplacée par 1 − η pour les
ions Xe+ ou par 2η pour les ions Xe2+ et on obtient alors deux populations de masses{

MXe+,eff = MXe

1−η
MXe2+,eff = MXe

2η

, (5.25)

possédant des rapports de températures{
T̂Xe+,eff = T̂

1−η

T̂Xe2+,eff = T̂
2η

. (5.26)

Si l’on considère les conditions 2.30 et 2.31 valides et si V̂d � v̂the, les pulsations des
modes de dérive électronique associées à chaque population sont très similaires à celles de
l’onde acoustique ionique. Dans le référentiel du laboratoire et pour v̂p,Xe2+ � v̂p,Xe+ , les
pulsations des modes lent et rapide des deux populations sont donc données par ω̂Xe+,± = k̂xv̂p,Xe+ ± k̂

√
3T̂ + 1−η

1+k̂2

ω̂Xe2+,± = k̂xv̂p,Xe2+ ± k̂
√

3T̂ + 2η

1+k̂2

. (5.27)

Ces expressions sont représentées par les traits pleins sur la Fig. 5.5b et sont les
pulsations limites vers lesquelles les modes des deux faisceaux tendent lorsqu’on augmente
la vitesse v̂p,Xe2+ par rapport à la vitesse v̂p,Xe+ . Notons que pour chacune des populations,
la largeur des fonctions de distribution n’est pas affectée par le paramètre η, puisque la
masse et la température ionique sont modifiées par un même facteur (Eqs. 5.25 et 5.26).
L’effet Landau sur les différents modes est alors le même que lorsque l’on considère une
unique population d’ions.

Pour des vitesses de faisceaux proches (Fig. 5.6b), l’expression analytique des pulsa-
tions n’est pas évidente. Les deux fonctions de distribution ne sont plus disjointes et, pour
une vitesse de phase proche de la vitesse moyenne des faisceaux, les susceptibilités des
deux populations ioniques sont du même ordre de grandeur. Il est pourtant possible d’ob-
tenir la pulsation pour des vitesses de faisceaux strictement égales, comme nous allons le
démontrer.
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Chapitre 5. Effet d’une deuxième population d’ions sur la relation de dispersion

Cas particulier vp,Xe2+ = vp,Xe+ ou α = 90̊

Lorsque les vitesses des deux faisceaux sont identiques ou que la direction de propaga-
tion est orthogonale aux jets, l’argument de la dérivée de la fonction de dispersion plasma
Z′ est le même dans les deux termes ioniques. Dans ce cas, il est possible de mettre la
fonction Z′ en facteur et les deux susceptibilités des ions Xe+ et Xe2+ sont remplacées
par une unique susceptibilité donnée par

χ = −1 + η

2k̂2T̂
Z′

(
ω̂ − k̂xv̂p
k̂
√

2T̂

)
. (5.28)

En appliquant la même méthode que pour le cas précédent, on obtient une suscepti-
bilité représentative d’une population de masse MXe/ (1 + η), possédant un rapport de
températures T/ (1 + η) et dont les fréquences acoustiques caractéristiques dans le réfé-
rentiel du laboratoire sont données par

ω̂90,± = k̂xv̂p,Xe+ ± k̂

√
3T̂ +

1 + η

1 + k̂2
. (5.29)

5.3.4 Variation avec η dans la direction axiale

Pour le propulseur X000 sur lequel les expériences de diffusion collective ont été réali-
sées, la valeur du paramètre η n’a pas été mesurée. En s’appuyant sur les résultats expéri-
mentaux [39] et les simulations [37] réalisées pour un propulseur similaire, nous avons fixé
ce paramètre à 14%. Cette valeur est arbitraire et peut être légèrement différente pour
le propulseur X000. Par conséquent, nous présentons dans cette section la variation des
solutions de la relation de dispersion 5.14 en fonction du paramètre η.

On fait varier celui-ci sur tout l’intervalle de valeurs possibles qu’il peut prendre (soit
de 0 à 1), même si la proportion d’ions doublement chargés est probablement de l’ordre de
la dizaine ou de la vingtaine de pourcent. Les autres paramètres de résolution sont ceux
fixés dans le Tab. 1. Le nombre d’onde kx est fixé à 0,5. La figure 5.7 montre l’évolution
des pulsations des différents modes avec le paramètre η, ainsi que leurs taux de croissance
associés, pour une propagation des instabilités dans la direction axiale α = 0̊ .
• η = 0 : Lorsque la proportion d’ions Xe2+ est nulle, deux modes marginalement

stables sont trouvés. Ils correspondent aux modes lent (carré bleu) et rapide (cercle
rouge) de l’instabilité de dérive électronique que nous avons présentés dans le cha-
pitre 4.
• 0 < η < 1 : Pour des valeurs intermédiaires du paramètre η, on observe deux

modes stables (Eqs. 5.27) et un mode instable, pour le jeu de paramètre que nous
avons choisi. Les cercles verts correspondent au mode rapide du faisceau d’ions
Xe2+. Sa pulsation augmente avec le paramètre η puisque la pulsation plasma pour
cette population augmente elle aussi avec ce paramètre. Son taux de croissance est
toujours proche de zéro sauf lorsque le paramètre η tend vers 0 où il tend vers
−∞, puisqu’en η=0 ce mode n’existe plus. Les carrés bleus correspondent au mode
lent du faisceau d’ions Xe+. La pulsation du mode augmente également avec η
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Figure 5.7: Influence du paramètre η sur les solutions de la relation de dispersion 5.14. Les
paramètres de résolution sont ceux du Tab. 1 pour une propagation dans la direction
axiale. Le nombre d’onde kx est fixé à 0,5. Le rapport des températures T̂ est
fixé à 0,02 pour les deux espèces et dans les trois directions. La vitesse des ions
simplement chargés vp,Xe+ vaut 3 et celle des ions doublement chargés vp,Xe2+ vaut
4,25.
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Chapitre 5. Effet d’une deuxième population d’ions sur la relation de dispersion

alors que la pulsation de la population d’ions Xe+ diminue avec ce paramètre.
Ceci s’explique par le fait que la vitesse de phase du mode est négative dans le
référentiel du faisceau. On se rapproche donc de la contribution Doppler à mesure
que le paramètre η augmente. Son taux de croissance est lui aussi proche de zéro,
sauf lorsque η tend vers 1 où il tend vers −∞, puisqu’en η=1 ce mode n’existe plus.
Le mode instable (croix noires) est le mode faisceau, produit du couplage entre le
mode lent du faisceau d’ions Xe2+ et du mode rapide du faisceau d’ions Xe+. Son
taux de croissance augmente avec η et atteint un maximum autour de η = 0, 45,
pour ensuite diminuer. Ce maximum dépend du rapport des températures des deux
populations, ainsi que de leurs vitesses moyennes. La pulsation de ce mode relie la
pulsation du mode rapide des ions Xe+ lorsque η = 0 (cercle rouge) et à celle du
mode lent des ions Xe2+ lorsque η = 1 (carré brun).
• η = 1 : On observe deux modes marginalement stables. Ceux-ci correspondent aux

modes lent (carré brun) et rapide (cercle vert) de l’instabilité de dérive dans le cas
d’une population d’ions xénon doublement chargés.

5.3.5 Variation de T̂Xe2+,axial

La température ionique des ions doublement chargés n’a jamais été mesurée, que ce soit
dans la direction du champ électrique ou dans le plan perpendiculaire à ce dernier. Nous
supposerons pourtant que la température ionique perpendiculaire est identique à celle des
ions simplement chargés, les ions Xe2+ étant créés à partir des ions Xe+. Dans la direction
axiale, ce n’est pas aussi simple car l’élargissement de la fonction de distribution dépend
du recouvrement entre la zone de création des ions et la zone d’accélération. En l’absence
d’informations à ce sujet, le paramètre T̂Xe2+,axial est un paramètre inconnu. Son influence
sur le mode faisceau est résumée sur la Fig. 5.8.

Pour les plus petites valeurs du rapport T̂Xe2+,axial, trois modes sont trouvés par le
programme de résolution : deux modes amortis, le mode lent du faisceau d’ionsXe+ (carrés
bleus) et le mode rapide du faisceau d’ions Xe2+(cercles verts), et un mode instable, le
mode faisceau (croix noires). Lorsque l’on augmente le rapport des températures dans
la direction axiale, les taux de croissance du mode faisceau et du mode rapide Xe2+

décroissent rapidement. A partir de T̂Xe2+,axial=0,1, le mode faisceau devient même amorti.
Le mode rapide des ions doublement chargés sort de la fenêtre de résolution pour des trop
grandes valeurs du rapport des températures. Le taux de croissance du mode lent des ions
Xe+ n’est lui presque pas modifié, l’effet Landau dû à la population d’ions doublement
chargés étant négligeable sur ce mode. L’influence du rapport T̂Xe2+,axial est très faible sur
les pulsations du mode faisceau et du mode lent des ions Xe+ : la première augmente
très légèrement alors que la deuxième n’est pas du tout modifiée. La pulsation du mode
rapide des ions Xe2+ quand à elle augmente avec le rapport des températures, comme
peut l’indiquer l’Eq. 5.27.

5.3.6 Conclusions

Le mode faisceau est le résultat de la superposition de deux fonctions de distribution en
vitesses distinctes. Par conséquent, les moments de chaque fonction jouent un rôle essentiel
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Figure 5.8: Influence du rapport des températures T̂Xe2+,axial sur le mode faisceau. a) Pulsations
et b) taux de croissance des modes de l’Eq. 5.14. Les paramètres de résolution sont
ceux définis dans le Tab. 2.3, le nombre d’onde k̂x étant fixé à 0,5. Les rapports
des températures T̂plan et T̂Xe+,axial valent respectivement 0,02 et 0,2. Les vitesses
vp,Xe+ et vp,Xe2+ sont elles fixées à 3 et 4,25. Le paramètre η est fixé à 14%.
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Chapitre 5. Effet d’une deuxième population d’ions sur la relation de dispersion

dans le développement de cette instabilité. Les moments de la fonction de distribution des
ions simplement chargés ont été mesurés expérimentalement et sont connus dans une
certaine mesure. Ceux de la fonction de distribution des ions doublement chargés ne sont,
par contre, pas caractérisés pour le moteur X000. Il est alors nécessaire de comprendre
l’influence de chacun de ces paramètres sur le mode faisceau.

• L’instabilité ne se développe qu’à condition que les vitesses relatives des ions Xe+ et
Xe2+ soient différentes, mais pas trop éloignées l’une de l’autre, par rapport à leur
vitesse thermique respective. Si la différence est trop grande, les deux fonctions de
distribution sont disjointes et aucun effet Landau inverse ne vient exciter les modes
propres de chaque faisceau. Si les vitesses sont trop proches, les fonctions de distri-
bution sont confondues et le mode instable n’existe plus. Une condition nécessaire
et suffisante pour que l’instabilité de faisceau se développe peut certainement être
obtenue en étudiant le critère de Penrose (voir le chapitre 11 de la Ref. [16]).
• Le maximum du taux de croissance avec le paramètre η (rapport de la densité d’élec-

trons libres produits par les ions Xe2+ et de la densité d’électrons totale du plasma)
dépend fortement des autres moments des fonctions de distribution de chaque fais-
ceau. Pour les valeurs considérées dans cette section, ce maximum n’est pas atteint
alors que nous avons choisi de fixer la vitesse moyenne des ions doublement char-
gés à la vitesse maximale qu’ils peuvent atteindre. Le mode faisceau du propulseur
ne crôıt donc certainement pas avec un taux de croissance maximum, le paramètre
η étant estimé à 14% dans celui-ci. Notons également que la pulsation diminue à
mesure que l’on augmente le paramètre η.
• Le dernier paramètre influençant l’instabilité de faisceau que nous avons étudié

est le rapport des températures dans la direction axiale pour la population d’ions
Xe2+. Le mode est observé être instable seulement pour des faibles valeurs de ce
rapport, avoisinant toutefois la valeur de celui des ions simplement chargés. On
comprend par ailleurs que diminuer la valeur de la vitesse moyenne des ions Xe2+

doit s’accompagner d’une diminution du rapport des températures pour que le mode
faisceau reste instable. Dans le cas contraire, les fonctions de distribution de chaque
espèce deviendraient de moins en moins discernables, à mesure que l’on réduit cette
vitesse, et le mode disparâıtrait. Ceci n’est pas incompatible avec la production
d’ions doublement chargés dans le propulseur. S’ils sont créés vers le plan de sortie
du moteur, leur vitesse moyenne sera maximale puisqu’ils verront une grande chute
de potentiel. Par ailleurs, les zones d’accélération et de création de ces particules
se recouvrant certainement dans ce cas, la température ionique axiale sera grande,
elle aussi, les deux effets se compensant. Si par contre, les ions doublement chargés
sont créés plus loin après le plan de sortie, leur vitesse moyenne sera proche de celle
des ions Xe+ et leur température axiale sera faible, la zone de création de ces ions
étant découplée de la zone d’accélération. Précisons enfin que la pulsation du mode
est très peu affectée par le rapport des températures dans la direction axiale.
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5.4 Exploration dans le plan (E0,E0 ×B0)

Nous l’avons présenté dans le chapitre 1, le mode axial possède une large extension
spatiale dans le plan (E0,E0 ×B0) orthogonal aux lignes de champ magnétique. Le but
de cette section est de montrer que la faible proportion d’ions xénon doublement ionisés
suffit à expliquer les observations par diffusion collective de la lumière.

5.4.1 Comparaison avec le cas η = 0

Pour ce faire, nous résolvons la relation de dispersion 5.14 pour différents angles α. La
portion d’ions doublement chargés est fixée à η=14%, en accord avec les mesures réalisées
sur un propulseur similaire au X000. La vitesse des ions chargés une seule fois est fixée à
v̂p,Xe+ = 3 et nous choisirons arbitrairement de fixer la vitesse des ions chargés deux fois
à v̂p,Xe2+ = 4, 25. Pour prendre en compte l’anisotropie des fonctions de distribution de
chaque espèce, nous considèrerons des températures anisotropes entre la direction axiale
du propulseur et le plan perpendiculaire à cette direction. Nous choisissons de fixer la
température dans le plan orthogonal à T̂plan = 0, 02 pour les deux espèces ioniques. Les

températures axiales seront considérées être différentes et nous poserons T̂Xe+,axial = 0, 15

pour la population d’ions Xe+ et T̂Xe2+,axial = 0, 1 pour la population d’ions Xe2+. Les
autres paramètres de résolution sont ceux définis dans le Tab. 2.3, le nombre d’onde
k̂⊥ étant fixé à 0,5. Les solutions de la relation de dispersion obtenues pour ces valeurs
sont présentées sur la Fig. 5.9. A titre de comparaison, les solutions de la relation de
dispersion 4.22 (η = 0) sont aussi représentées (traits rouges plein et tireté). Pour chaque
angle α, on trouve trois modes qui changent de nature selon les directions considérées :

Mode faisceau : croix noires

Autour de la direction axiale (α = 0̊ ou 180̊ ), on trouve le mode faisceau, produit de
l’interaction du mode lent des ions Xe2+ et du mode rapide des ions Xe+.

• Celui-ci possède un taux d’instabilité positif sur un large domaine angulaire s’éten-
dant sur plus de 120̊ autour de α =0̊ (ou 180̊ ). Autour de 90̊ (ou de 270̊ ), le
taux d’instabilité chute rapidement et le mode devient très vite amorti. Pour des
angles proches de 90̊ (ou de 270̊ ), le taux d’instabilité est si négatif qu’il sort de la
fenêtre de résolution et la solution n’est plus obtenue par le programme de résolu-
tion. En α = 0̊ , la valeur de la pulsation du mode est légèrement inférieure à celle
du mode rapide pour η=0 (trait plein rouge) et elle décrôıt bien plus rapidement
lorsque l’angle α s’écarte de 0̊ .
• On peut comprendre la variation de la pulsation et du taux d’instabilité du mode

faisceau grâce aux Figs. 5.5 et 5.8. A mesure que l’angle α s’éloigne de 0̊ , les contribu-
tions Doppler k̂xv̂p,Xe+ et k̂xv̂p,Xe2+ diminuent et se rapprochent l’une de l’autre pour

finalement être égales en α=90̊ . Dans le même temps, la contribution k̂xT̂Xe2+,axial

diminue également, au profit de k̂yT̂plan. Ces deux effets sur la vitesse et la tempé-

rature sont antagonistes pour le taux d’instabilité : lorsque k̂xv̂p,Xe2+ se rapproche

de k̂xv̂p,Xe+ , le taux diminue (Fig. 5.5b) alors que lorsque la température ionique
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Figure 5.9: Variation a) des pulsations et b) des taux d’instabilité en fonction de l’angle α, ob-
tenus en résolvant l’Eq. 5.14 pour une proportion d’ions xénon doublement chargés
égale à η=14%. Les paramètres de résolution sont ceux établis dans le Tab. 2.3,
le nombre d’onde k̂⊥ étant fixé à 0,5. On choisit également T̂Xe+,axial = 0, 15 et

v̂p,Xe+ = 3 pour la population d’ions simplement chargés et T̂Xe2+,axial = 0, 1 et
v̂p,Xe2+ = 4, 25 pour celle des ions doublement chargés. La température dans le

plan orthogonal à l’axe du propulseur vaut T̂plan = 0, 02 pour les deux espèces. Les
solutions de l’équation pour η=0 sont aussi représentées (traits rouges plein ω̂+ et
tireté ω̂−).
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décrôıt, l’effet Landau est moins fort puisque T̂plan < T̂Xe2+,axial et le taux d’insta-
bilité augmente (Fig. 5.8b). Pour cette raison, le taux d’instabilité est relativement
constant avec l’angle α tant que les deux effets se compensent. La pulsation, quant
à elle, diminue avec l’angle α car les contributions Doppler diminuent (Fig. 5.8).
On remarque également une légère dissymétrie entre le taux d’instabilité à droite
de 180̊ et à gauche. Celle-ci est à attribuer à la magnétisation des électrons et plus
particulièrement à leur dérive à la vitesse Vd, comme nous l’expliquerons dans la
partie suivante.

Mode haut

On désigne par mode haut le mode dont les pulsations se situent au dessus des pulsa-
tions des autres modes sur la Fig. 5.9.
• Entre 0̊ ≤ α ≤ 90̊ , ce mode s’identifie au mode rapide des ions doublement chargés

(cercles verts). Sa pulsation varie avec l’effet Doppler k̂xv̂p,Xe2+ et le taux d’instabilité
associé augmente progressivement avec l’angle α. Cette dernière variation est la
conséquence de l’effet Landau inverse de la distribution des électrons sur le mode
rapide des ions Xe2+. Lorsque l’angle α est proche de 90̊ , la pulsation est très proche
de celle trouvée pour η = 0 (trait plein rouge), puisque v̂p,Xe2+ ≈ v̂p,Xe+ pour ces
angles.
• Lorsque l’angle α dépasse 90̊ , ce mode change de nature. Il se comporte alors comme

le mode lent des ions simplement chargés (carrés bleus) jusqu’à la direction de pro-
pagation α=270̊ . Sa pulsation varie alors avec l’effet Doppler k̂xv̂p,Xe+ et est presque
parfaitement superposée à la pulsation du mode de dérive électronique E×B obte-
nue pour η=0 (trait plein rouge). Expérimentalement, le mode azimutal est observé
pour des angles compris entre 90̊ et 120̊ et l’ajout d’une population d’ions dou-
blement chargés ne modifie donc pas la pulsation du mode sur cet intervalle. Le
modèle 2.25 décrit alors toujours correctement la pulsation expérimentale. Cepen-
dant, le taux d’instabilité est plus resserré autour de 90̊ , rendant le mode de dérive
instable sur un domaine angulaire plus étroit que pour un plasma pur d’ions ionisés
une seule fois.
• A partir de l’angle α=270̊ , il y a réinversion de mode et le mode haut se conduit

comme le mode rapide des ions doublement chargés. Les propriétés de la pulsation
et du taux d’instabilité de l’onde sont alors similaire à la description que nous avons
faite dans le premier point.

Mode bas

On appelle mode bas le mode dont les pulsations se trouvent en dessous des pulsations
des autres modes sur la Fig. 5.9.
• Son comportement est intimement lié à celui du mode haut. Lorsque le mode haut

s’identifie au mode rapide des ions doublement ionisés (cercles verts), le mode bas se
comporte comme le mode lent des ions simplement ionisés (carrés bleus). A l’inverse,
lorsque le mode haut possède les caractéristiques du mode lent des ions chargés une
seule fois, le mode bas devient le mode rapide des ions chargés deux fois. La courbe
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du taux d’instabilité du mode bas peut se retrouver à partir de celle du mode haut
en la translatant de 180̊ .
• Pour retrouver la pulsation du mode bas à partir de celle du mode haut, il suffit

de translater la courbe de 180̊ et de prendre l’opposé de la valeur de la pulsation.
Par conséquent, la variation des modes sur un intervalle de 180̊ est suffisante pour
décrire le comportement des pulsations et des taux d’instabilité des modes.

5.4.2 Comparaison à l’expérience

Dans la partie précédente, nous avons montré que l’instabilité de faisceau reste instable
dans un large domaine angulaire autour de l’axe du propulseur. Autour de 90̊ , la pulsation
de l’instabilité de dérive électronique E ×B est peu modifiée par l’ajout d’une nouvelle
susceptibilité ionique dans la relation de dispersion. Ces résultats correspondent bien à
ce qui est observé avec le diagnostic de la diffusion collective. La figure 5.10 présente la
variation des pulsations expérimentales du mode axial et du mode azimutal en fonction de
l’angle α sur un intervalle de 180̊ . Les deux pulsations autour de l’angle 90̊ correspondent
aux modes azimutaux de chaque canal : les cercles rouges correspondent aux pulsations
des fluctuations du canal 03h et les carrés bleus à celles du canal 09h, le champ magnétique
étant orienté de l’intérieur vers l’extérieur du propulseur. Notons également que le signal
de ces modes n’est pas corrigé de la convolution, l’ajustement d’une gaussienne sur le
facteur de forme statique ne donnant pas entière satisfaction.

On remarque sur cette figure l’absence de continuité entre le mode axial (croix noires)
et le mode azimutal (cercles rouges et carrés bleus), grâce à l’ajustement d’une loi en
cosinus de la forme

f = A cos (nα + ϕ) (5.30)

sur les pulsations du mode axial. La correction de l’effet d’appareil modifiant principa-
lement la pente de la relation de dispersion autour de la direction azimutale, la convolution
ne permet pas d’expliquer le décalage entre ces pulsations et la courbe noire en trait plein.
Il faut se tourner vers les résultats théoriques pour comprendre cette discontinuité.

Si l’on suppose de manière simpliste que le diagnostic mesure le facteur de forme
dynamique correspondant au mode ayant le taux de croissance linéaire le plus instable,
on peut tracer la pulsation théorique associée pour chaque angle. La variation du taux
de croissance maximal et de la pulsation correspondante est présentée en fonction de
l’angle α sur la Fig. 5.11. Tout comme sur la Fig. 5.10, la pulsation (croix noires) présente
une discontinuité entre l’instabilité de faisceau, observée autour de la direction axiale,
et l’instabilité de dérive électronique E × B. La dissociation des deux modes dans le
propulseur ne fait donc aucun doute. Le taux de croissance (croix noires) dans la direction
azimutale est plus important que dans la direction axiale, similairement à ce qui est observé
expérimentalement pour les facteurs de forme du mode azimutal et axial (voir les Figs. 1.3b
et 1.7a du chapitre 1).

De plus, sur la Fig. 5.11, nous comparons la solution la plus instable de l’Eq. 5.16,
correspondant à des électrons non magnétisés (cercles rouges), à la solution de l’Eq. 5.14,
correspondant à des électrons magnétisés (croix noires). Le but de cette comparaison est
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5.4. Exploration dans le plan (E0,E0 ×B0)
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Figure 5.10: Pulsations expérimentales du mode axial (croix noires) et du mode azimutal
(cercles rouges et carrés bleus). Le trait plein noir représente l’ajustement de
l’Eq. 5.30 sur les pulsations du mode axial. Pour cette expérience, le volume de
mesure est situé à une distance de 11 mm par rapport au plan de sortie du pro-
pulseur et le nombre d’onde est fixé à 5331 rad/m. La tension de décharge vaut
300 V, le débit massique est de 12 mg/s et on fait passer un courant de 20 A dans
les bobines.

de montrer que l’instabilité de faisceau est très peu influencée par le champ magnétique
et qu’elle peut se développer même lorsque celui-ci est nul.

Lorsque l’on considère des électrons non magnétisés, les modes acoustiques des fais-
ceaux ne peuvent pas être excités par la dérive des électrons et aucune instabilité ne se
propage dans la direction azimutale, comme le montre la Fig. 5.11. Dans la direction
axiale, les pulsations du mode faisceau sont identiques, que les électrons soient magnétisés
ou non (cercles rouges superposés aux croix noires). Comme nous l’avons déjà fait remar-
quer, le taux de croissance dans le cas magnétisé présente une légère asymétrie entre la
partie gauche et la partie droite de la courbe autour de l’angle α =180̊ (mais aussi autour
de l’angle α=0̊ ). Celle-ci n’est plus observée lorsque les électrons ne sont plus soumis au
champ magnétique. Cette dissymétrie est liée à la contribution ω̂ − k̂yV̂d dans la fonction
de Gordeev qui, pour une valeur de ω̂ donnée, n’est pas symétrique autour de zéro sui-
vant que l’effet Doppler k̂yV̂d est positif (α <180̊ ) ou négatif (α >180̊ ). Enfin, le taux
de croissance étant toujours important dans le cas non magnétisé, on comprend mieux
que le mode soit observable sur une longue distance après le plan de sortie du propulseur
(Fig. 1.6), bien que la vitesse de dérive soit probablement nulle à cet endroit.

5.4.3 Conclusions

La résolution de la relation de dispersion 5.14 dans le plan orthogonal aux lignes de
champ livre de plus amples informations sur le mode axial observé par diffusion collective
de la lumière.

De manières similaires aux observations expérimentales, le mode faisceau reste instable
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Figure 5.11: Les croix noires représentent la variation de a) la pulsation et b) du taux de crois-
sance correspondant au mode le plus instable de l’Eq. 5.14 en fonction de l’angle
α. Les cercles rouges correspondent à la solution la plus instable de l’Eq. 5.16 pour
des électrons non magnétisés. Les paramètres de résolution sont les mêmes que
ceux de la Fig. 5.9.
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sur un large domaine angulaire autour de la direction axiale. La dépendance de sa pulsation
avec les vitesses v̂p,Xe+ et v̂p,Xe2+ n’est pas linéaire, rendant l’ajustement d’une simple loi
en cosinus sur les fréquences expérimentales inadapté pour estimer ces vitesses. De son
côté, la pulsation du mode de dérive électronique E×B est très peu modifiée par l’ajout
de la nouvelle population ionique sur la plage angulaire pour laquelle un signal de diffusion
collective est mesuré pour le mode azimutal. Son taux de croissance est légèrement plus
fort et resserré autour de la direction azimutale. Ainsi, la discontinuité expérimentale entre
le mode axial et le mode azimutal s’explique par la nature différente des deux instabilités.

De plus, l’instabilité de faisceau est très peu influencée par le champ magnétique
permanent dans le propulseur. Par conséquent, le mode se propage autour de la direction
axiale même si les électrons ne dérivent plus à la vitesse de dérive V̂d. Ces résultats
concordent avec les observations expérimentales du signal du mode axial à des distances
éloignées du plan de sortie du propulseur, alors que la vitesse de dérive est probablement
nulle à cet endroit.

5.5 Expériences avec de l’hydrogène

Dans le but de comprendre l’influence d’une nouvelle population d’ions sur le com-
portement du mode axial et du mode azimutal, nous avons étudié l’effet de l’ajout d’une
fraction d’hydrogène dans le plasma de xénon du propulseur. Deux enregistrements ont
été effectués pour les mêmes conditions moteurs : le premier sans ajout d’hydrogène molé-
culaire et le deuxième avec l’injection d’une faible quantité, environ 0,024 mg/s, à l’anode.
Les facteurs de forme des deux modes pour chaque enregistrement sont présentés sur la
Fig. 5.12.

Le maximum du facteur de forme du mode axial est bien supérieur après l’ajout d’hy-
drogène (cercles noirs) qu’avant (carrés rouges), comme le montre la Fig. 5.12a. Les ions
hydrogènes étant plus légers que les ions xénons, ceux-ci acquièrent une vitesse bien plus
élevée, favorisant probablement l’excitation du mode faisceau. D’un autre côté, le mode
azimutal voit le maximum de son facteur de forme diminuer avec l’ajout d’hydrogène
(Fig. 5.12b). Encore une fois, cet effet est à attribuer à la masse plus faible de l’hydrogène
comparée à celle du xénon. La population de protons contribue alors à stabiliser le mode
de dérive électronique E ×B, en raison de l’amortissement Landau sur leur fonction de
distribution.

Avec l’ajout d’une portion d’hydrogène moléculaire, la puissance de fonctionnement
du propulseur augmente significativement. Cet accroissement est par ailleurs non-linéaire
avec l’injection d’hydrogène et ne peut, par conséquent, pas être entièrement attribué au
courant additionnel porté par les protons. Il faut alors se tourner vers des mécanismes
plus rafinés pour expliquer ce phénomène. Un transport accru des électrons de la cathode
vers l’anode pourrait expliquer cette non-linéarité. Si l’on suppose que le transport est
porté par les deux modes découverts par diffusion de la lumière, le transport associé aux
fluctuations axiales serait dominant par rapport au transport dû aux fluctuations azimu-
tales, comme le résume la Fig. 5.12. Cette supposition n’est pourtant pas vérifiée puisque
l’accroissement de l’émission secondaire sur les parois du propulseur pourrait participer
à l’augmentation de puissance et que d’autres modes du plasma peuvent contribuer au
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Figure 5.12: Amortissement du facteur de forme a) du mode axial et b) du mode azimutal avec
l’ajout d’hydrogène moléculaire. Les carrés rouges correspondent à l’expérience
réalisée sans hydrogène et les cercles noirs à l’expérience réalisée avec un débit
massique d’hydrogène de 0,024 mg/s. Le débit massique de xénon est de 12 mg/s
dans les deux expériences. Le volume de mesure se trouve à une position de 11
mm devant le plan de sortie du propulseur, le courant dans les bobines est de 17 A
et la tension de décharge vaut 250 V. Le nombre d’onde k est fixé à 9200 rad/m.
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transport électronique anormal.

5.6 Conclusions

Les données expérimentales obtenues par diffusion collective de la lumière montrent
que le mode axial est porté par les ions du plasma à une vitesse supérieure de celle mesurée
par FIL. Par conséquent, nous avons étudié l’ajout d’une population d’ions xénon ionisés
deux fois dans la relation de dispersion décrivant le plasma du propulseur. Le mode axial
a ainsi été caractérisé comme étant l’instabilité double faisceau entre les ions xénon ionisés
une seule fois et ceux ionisés deux fois.

Une étude paramétrique des trois moments de la fonction de distribution des ions Xe2+

montre que l’instabilité ne se développe qu’à condition que leur température ionique dans
la direction axiale ne soit pas trop importante et que les vitesses de chacun des faisceaux
ne soient pas être trop éloignées l’une de l’autre. La zone de création des ions Xe2+ est
donc probablement plus découplée de la zone d’accélération que ne l’est la zone de création
des ions Xe+. De plus, la proportion d’ions xénon Xe2+ dans le plasma du propulseur
est certainement inférieure à celle favorisant la croissance maximale de l’instabilité de
faisceau.

Nous prouvons également que le mode faisceau reste instable sur un large domaine
angulaire autour de la direction du champ électrique. Ces résultats correspondent aux
observations expérimentales et confirment la nature du mode axial. Les mécanismes phy-
siques excitant les modes axial et azimutal étant différents, nous concluons qu’aucune
continuité n’existe entre ces deux modes.
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Conclusions et perspectives

La modélisation numérique des propulseurs à effet Hall passe par la compréhension
du transport anormal des électrons à travers les lignes de champ magnétique. Des in-
stabilités découvertes à des échelles spatiales proches du rayon de Larmor électronique
et des fréquences de l’ordre de la pulsation plasma ionique pourraient être responsables
de ce transport. Cet ouvrage se consacre à la caractérisation de ces instabilités de façon
théorique, par une étude cinétique appliquée au propulseur, et de façon expérimentale, à
l’aide du diagnostic de diffusion collective.

Des travaux numériques, théoriques et expérimentaux antérieurs ont d’abord mis en
évidence l’existence d’un mode se propageant dans la direction azimutale. Les travaux
numériques et théoriques n’avaient traité que le cas où le vecteur d’onde est strictement
orthogonal au champ magnétique et ils montrèrent que, dans ce cas, l’instabilité n’exis-
terait que pour des intervalles étroits autour des valeurs du nombre d’onde égales à un
multiple de l’inverse du rayon de Larmor qu’aurait un électron se mouvant à la vitesse de
dérive. Les études expérimentales par diffusion collective confirmèrent alors l’existence de
ce mode aux échelles du rayon de Larmor électronique et de la fréquence plasma ionique,
mais mirent en évidence une relation de dispersion continue ainsi qu’une amplitude des
fluctuations maximales lorsque le vecteur d’onde à une composante non-nulle le long du
champ magnétique B.

Dans ce mémoire, nous avons repris l’étude de la relation de dispersion 3D théorique et
montré que l’instabilité s’identifie à l’instabilité de dérive électronique E×B. Nous avons
ensuite modélisée cette dernière dans la limite asymptotique d’un champ magnétique nul.
Une étude paramétrique complète, nous permet de montrer que l’utilisation du modèle
asymptotique pour décrire les fréquences expérimentales est justifiée, bien que la zone
d’observation se trouve dans une zone de forts gradients.

Lors de l’ajustement de ce modèle sur les relations de dispersion obtenues par diffusion
collective, nous avons découvert qu’un effet d’appareil modifie le signal des fluctuations
azimutales. Celles-ci ne sont visibles que sur un domaine très étroit dans l’espace de Fourier
et la puissance spectrale mesurée est alors un produit de convolution entre les fluctuations
de densité et la fonction de transfert du diagnostic. Nous avons calculé et corrigé cet effet
d’appareil, à la lumière des résultats de la théorie cinétique.

Le modèle est ensuite appliqué à une relation de dispersion expérimentale corrigée.
Nous estimons ainsi de manière originale la température et la densité électronique dans le
jet du faisceau, ces grandeurs étant difficiles à mesurer à cet endroit avec les diagnostics
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conventionnels (tels que les sondes par exemple).

Des études expérimentales antérieures à ce travail de thèse avaient également mis en
évidence un autre mode se propageant dans un large angle solide autour de la direction
axiale et à des fréquences plus élevées que celles du mode azimutale. Nous avons complété
cette étude expérimentale, notamment grâce à une nouvelle électronique de détection
qui permet de mesurer des fréquences plus grandes. D’un point de vue théorique, nous
montrons, par l’étude de la relation de dispersion théorique dans le plan orthogonal aux
lignes de champ magnétique, que l’instabilité électronique de dérive E ×B est incapable
de se propager dans cette direction. En effet, la source de l’instabilité, la vitesse de dérive
électronique, possède une projection nulle selon l’axe du propulseur et l’effet Landau est
important dans cette direction.

En accord avec les résultats expérimentaux, nous prouvons que la présence d’ions
xénon doublement ionisés dans le plasma du propulseur permet d’expliquer la croissance
d’un mode selon cet axe. Cette instabilité est alors identifiée comme étant une instabilité
double faisceau. De manière comparable à ce qui est observé par diffusion collective, nous
démontrons que ce mode est instable sur un large domaine angulaire autour de la direction
du champ électrique.

Pourtant, la question du transport électronique associé aux deux modes évoqués pré-
cédemment reste ouverte. Les fréquences des ondes étant de l’ordre de grandeur des fré-
quences caractéristiques du plasma, et plus particulièrement de la fréquence plasma io-
nique, la théorie des dérives adiabatiques est inadaptée. Comme le plasma du jet en sortie
de canal est très peu collisionnel, le formalisme adapté est le formalisme hamiltonien [63].
Ce dernier est particulièrement approprié pour la description de la dynamique des élec-
trons dans la configuration de champs électrique et magnétique croisés du propulseur et
du champ électrique associé aux instabilités décrites précédemment, car le temps de par-
cours estimé pour un électron allant de la cathode à l’anode est au moins d’un ordre de
grandeur supérieur à ceux associés aux autres phénomènes oscillants.

Le formalisme hamiltonien, complété par l’hypothèse des phases aléatoires, permettrait
alors d’estimer le flux électronique axial à l’aide d’un intégrateur numérique de trajectoires
ou de la théorie quasi-linéaire et en s’appuyant sur les mesures expérimentales (relation de
dispersion et spectre en nombre d’onde). Pour estimer le transport lié au mode axial, une
modélisation de sa relation de dispersion serait utile. Cette modélisation permettrait en
outre d’accéder à des paramètres du plasma, de façon complémentaire au mode azimutal.

D’un point de vue expérimental, la méthode que nous avons établi pour estimer la
température et la densité électronique mériterait d’être appliquée pour obtenir ces deux
paramètres en fonction de la position au plan de sortie du propulseur et de la tension
d’accélération. Enfin, la direction pour laquelle le mode azimutal est observé être le plus
instable (un peu décalé par rapport à la direction purement azimutale) pourrait être
déterminée par la position de la cathode. Nous nous attendons à ce que cette direction,
qui dépendrait de la direction propre de la vitesse de dérive, change avec le sens du champ
magnétique et il conviendrait donc de le vérifier.
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Annexe A

Calcul de la densité électronique et
ionique perturbées
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Annexe A. Calcul de la densité électronique et ionique perturbées

Cette annexe est consacrée à l’obtention de l’expression analytique des densités électro-
nique et ionique perturbées par une petite perturbation électrostatique, dans le but de
dériver la relation de dispersion propre au plasma du propulseur à effet Hall. Dans bien
des cas, les équations fluides sont suffisantes pour décrire de manière adéquate le compor-
tement de ce plasma. Cependant, le modèle fluide ne permet pas de garder l’information
sur la distribution des vitesses à l’intérieur de l’élément de volume fluide. Lorsque cette in-
formation est nécessaire, on utilise le modèle cinétique pour lequel on définit une fonction
de distribution f (r,v, t) qui représente la densité de particules dans l’espace des positions
et des vitesses (r,v) au temps t [7]. C’est ce modèle que nous considèrerons pour décrire
la population électronique et aussi ionique afin de prendre en compte les interactions entre
particules du même type et les interactions ondes/particules.

Lorsque le plasma est non collisionnel, la fonction de distribution satisfait à l’équation
de Vlasov qui s’écrit (dans le cas d’un repère cartésien)

∂f

∂t
(r,v, t) + v · ∂f

∂r
(r,v, t) +

F (r,v, t)

m
· ∂f
∂v

(r,v, t) = 0, (A.1)

où F (r,v, t) est la résultante des forces extérieures s’appliquant à la particule de
masse m situé au point (r,v) dans l’espace des phases et au temps t.

Pour la dérivation des densités perturbés à partir de cette équation, les hypothèses
modélisant le plasma seront celles définies dans le chapitre 1 en section 1.3. Nous rappelons
simplement que nous étudions le problème dans un repère cartésien. Par conséquent, nous
supposons le champ électrique statique E0 dans la direction de x, le champ magnétique
statique B0 dans la direction de z et la vitesse de dérive V d dans la direction de −y. De
plus, le référentiel d’étude est le référentiel du laboratoire.

A.1 Evolution de la distribution électronique

A.1.1 Linéarisation de l’équation de Vlasov

Pour un électron de masse me et de charge −e soumis au champ électrique E et au
champ magnétique B, l’Eq. A.1 devient

∂fe
∂t

(r,v, t) + v · ∂fe
∂r

(r,v, t)− e

me

(E + v ×B) · ∂fe
∂v

(r,v, t) = 0. (A.2)

Cette équation est fortement non linéaire, il n’est donc pas aisé de la résoudre dans le
cas général. Pour trouver la relation de dispersion, on utilise alors la méthode des pertur-
bations qui consiste à introduire une petite perturbation fe1 (r,v, t) à la fonction de dis-
tribution d’un plasma uniforme et stationnaire fe0(v) et une petite perturbation Ee1 (r, t)
au champ électrique constant et uniforme E0 imposé par l’extérieur. La perturbation sur
le champ magnétique B0 sera négligée, l’onde étant considérée comme électrostatique. On
écrit alors, à l’ordre 1,

fe (r,v, t) = fe0 (v) + fe1 (r,v, t) + o (fe2 (r,v, t)) (A.3)
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et

E (r, t) = E0 +Ee1 (r, t) + o (Ee2 (r, t)) , (A.4)

avec |fe0 (v)| � |fe1 (r,v, t)| et ‖E0‖ � ‖Ee1 (r, t)‖.
En injectant ces deux relations dans l’équation de Vlasov, qui doit être satisfaite à

chaque ordre, on trouve les deux équations

(E0 + v ×B0) · ∂fe0
∂v

(v) = 0 (A.5)

et

e

me

Ee1 (r, t) · ∂fe0
∂v

(v) =
∂fe1
∂t

(r,v, t) + v · ∂fe1
∂r

(r,v, t)

− e

me

(E0 + v ×B0) · ∂fe1
∂v

(r,v, t) . (A.6)

Avant de résoudre ces deux équations, il est nécessaire de rappeler quelques propriétés
générales sur l’équation de Vlasov et la fonction de distribution. On montre [11] de manière
formelle l’équivalence entre l’Eq. A.1 et le principe fondamental de la dynamique appliqué
à chaque particule,

m
dv

dt
= F , (A.7)

les champs étant donnés par les équations de Maxwell, et on montre également que
la solution générale de l’équation de Vlasov est une fonction arbitraire des intégrales du
mouvement obtenues à partir de l’Eq. A.7 (théorème de Jeans). On comprend alors que
la fonction de distribution est constante sur la courbe (appelée ligne caractéristique en
mathématique) décrite par les trajectoires des particules. C’est cette dernière propriété
qui donne une méthode pour résoudre l’équation cinétique, méthode dite des caractéris-
tiques. Ainsi, décrivons d’abord le mouvement des particules dans un champ magnétique
et électrique uniforme et constant avec le temps.

A.1.2 Trajectoires des électrons en champ magnétique et élec-
trique uniformes et stationnaires

Les électrons d’un plasma soumis seulement à un champ magnétique uniforme et sta-
tionnaire ont pour trajectoires des spirales, composées d’un déplacement parallèle aux
lignes de champ à la vitesse constante u‖ = uz et d’un mouvement circulaire de pulsation
ωce autour de ces mêmes lignes à la vitesse constante u⊥ =

√
u2
x + u2

y. Alors, pour un
électron dont la vitesse perpendiculaire forme un angle quelconque ψ avec l’axe Ox au
temps t (voir Fig. A.1), on peut écrire au temps t′ ≤ t

u (t′) =


u⊥ cos [ωce (t′ − t) + ψ]
u⊥ sin [ωce (t′ − t) + ψ]

uz

, (A.8)
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B0=B0 ez 

ex 

ey 

t’=t 

t’=0 

t’<t 

ψ 

ey 

ex 

O(0,0,0) 
A(0,0,z) 

B(x,0,z) 

C(0,y,z) 

Figure A.1: Trajetoire d’un électron soumis à un champ magnétique uniforme et stationnaire
selon l’axe 0z entre le temps t′=0 et t′ = t. Au temps t, la projection du vecteur
position de la particule dans le plan orthogonal à B0 = B0ez forme un angle ψ
avec l’axe Ox.

pour la vitesse de l’électron, et pour sa trajectoire

r (t′) =


u⊥
ωce
{sin [ωc (t′ − t) + ψ]− sin (ψ)}+ x

u⊥
ωce
{cos (ψ)− cos [ωce (t′ − t) + ψ]}+ y

uz (t′ − t) + z

, (A.9)

où (x,y,z) sont les coordonnées de l’électron au temps t′ = t.
Lorsque l’on ajoute un champ électrique extérieur E0 = E0ex, lui aussi uniforme et

stationnaire, se rajoute au mouvement précédent, un mouvement de dérive à la vitesse
constante Vd = −E0/B0, perpendiculaire aux deux champs, magnétique et électrique. La

vitesse perpendiculaire devient alors v⊥ =
√
v2
x + (vy − Vd)2 car l’Eq. A.8 se récrit

v (t′) =


v⊥ cos [ωce (t′ − t) + ψ]

v⊥ sin [ωce (t′ − t) + ψ] + Vd
vz

. (A.10)

L’intégration de cette équation nous donne la trajectoire des électrons dans la confi-
guration de champ E0 et B0 croisés, c’est-à-dire

r (t′) =


v⊥
ωce
{sin [ωce (t′ − t) + ψ]− sin (ψ)}+ x

v⊥
ωce
{cos (ψ)− cos [ωce (t′ − t) + ψ]}+ Vd (t′ − t) + y

vz (t′ − t) + z

. (A.11)

Ce sont ces trajectoires non perturbées par les variations de champ électrique E1
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qui vont nous permettre d’intégrer l’Eq. A.6 et d’en déduire la fonction de distribution
perturbée fe1 (r,v, t). Avant cela, il convient de résoudre l’Eq. A.5 puis de se donner une
forme a priori pour la fonction de distribution fe0 (v) à l’ordre 0 puisque l’équation de
Vlasov d’ordre 1 en dépend.

A.1.3 Equation de Vlasov d’ordre 0 : distribution maxwellienne

Dans le cas d’un plasma uniforme et stationnaire, la fonction de distribution ne dépend
ni de la position ni du temps [7]. On peut alors écrire fe0 (r,v, t) = fe0 (v). C’est d’ailleurs
dans ce contexte que les Eqs. A.5 et A.6 ont été développées. La trajectoire des électrons
étant donnée par les Eqs. A.11, les invariants du mouvement sont donc la vitesse parallèle
à B0, v‖ = vz, et la vitesse perpendiculaire, v⊥. Or, nous avons énoncé que toute fonc-
tion ne dépendant que des invariants du mouvement est solution de l’équation de Vlasov
(théorème de Jeans), c’est-à-dire que toute fonction de la forme fe0

(
v‖, v⊥

)
est solution

de l’équation de Vlasov d’ordre 0. Pour pouvoir continuer les calculs analytiquement, il
est alors nécessaire de se donner une forme a priori de la fonction de distribution. Nous
choisirons ici la distribution maxwelienne, correspondant à un plasma à l’équilibre ayant
des électrons uniformément répartis, se déplaçant à la vitesse globale |Vd| dans la direction
−ey. On pose alors

fe0
(
v‖, v⊥

)
= n0

(
1

2πv2
the

) 3
2

exp

(
−v

2
x + (vy − Vd)2 + v2

z

2v2
the

)
, (A.12)

où vthe =
√
eTe/me représente la vitesse thermique des électrons (Te est en eV, e en

C et me en kg) et n0 la densité électronique. Notons que la fonction de distribution est
normalisée telle que

n0 =

∫
v

fe0 (v) dv. (A.13)

On vérifie aisément que fe0 (v) est solution de l’Eq. A.5 sur les orbites non perturbées
en utilisant la propriété suivante

∂fe0
∂v

(v) = −v − Vd

v2
the

fe0 (v) . (A.14)

A.1.4 Equation de Vlasov d’ordre 1 : intégration sur les orbites
non perturbées

Comme expliqué précédemment, nous allons utiliser la méthode des caractéristiques
pour résoudre l’équation de Vlasov d’ordre 1. Le long d’une trajectoire non perturbée
décrite par les Eqs. A.10 et A.11, on paramètre l’espace (r,v, t) par la variable t′ et
la fonction de distribution s’écrit alors fe1 (r(t′),v(t′), t(t′)) = f1(t′). La partie gauche
(équation homogène) de l’Eq. A.6 peut alors se mettre sous la forme d’une différentielle
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exacte et on obtient

dfe1
dt′

(t′) =
dfe1
dt′

(r(t′),v(t′), t(t′)) =
e

me

Ee1 (r(t′), t′) · ∂fe0
∂v(t′)

(v(t′)) . (A.15)

Il reste à intégrer cette équation entre −∞ et t, en considérant que la fonction de
distribution perturbée est nulle à l’origine des temps, et on trouve

fe1 (r,v, t) =

∫ t

−∞

e

me

Ee1 (r(t′), t′) · ∂fe0
∂v(t′)

(v(t′)) dt′, (A.16)

où r et v représentent la trajectoire et la vitesse de l’électron au temps t.
Le but de notre calcul est d’exprimer la densité électronique pour l’injecter dans l’équa-

tion de Poisson. Nous exprimons donc le champ électrique E1 en fonction du potentiel
scalaire φ1 de la manière suivante

Ee1 (r, t) = −∇φe1 (r, t) , (A.17)

l’onde étant supposée électrostatique.
Alors, en utilisant la propriété A.14 donnant la dérivée de fe0 (v) par rapport à la

vitesse et

dφe1
dt

(r, t) =
∂φe1
∂t

(r, t) + v ·∇φe1 (r, t) , (A.18)

l’intégrale A.16 s’exprime

fe1 (r,v, t) =
e

mev2
the

∫ t

−∞
fe0 (v(t′)) dt′

×
(
dφe1
dt

(r(t′), t′)− ∂φe1
∂t

(r(t′), t′)− Vd ·∇φe1 (r(t′), t′)

)
. (A.19)

Enfin, pour aller plus loin dans les calculs, il est indispensable de se donner une base
sur laquelle exprimer nos différentes grandeurs. La transformée la plus adaptée est bien
évidemment celle de Laplace, comme l’a expliqué Landau en 1946 [45, 46], mais elle ap-
porte de la lourdeur aux calculs. Cependant, il peut être démontré [11] que la transformée
de Fourier dans le temps et l’espace de la forme exp i (k · r − ωt) conduit au même résul-
tat si l’on suppose que la partie imaginaire de ω est positive. C’est donc dans ce contexte
que nous placerons notre étude 13. Alors en développant φe1 (r, t) et fe1 (r,v, t) sur la base
de Fourier définie par {

φe1 (r, t) = φ̃e1 (k, ω) ei(k·r−ωt)

fe1 (r,v, t) = f̃e1 (k,v, ω) ei(k·r−ωt)
(A.20)

13. En fait, c’est déjà ce que nous avons fait en intégrant entre −∞ et t et en supposant la fonction
de distribution d’ordre 1 nulle à l’origine des temps. Pour obtenir les solutions ω de partie imaginaire
négative, il suffirait de procéder aux mêmes calculs en intégrant entre t et +∞ et en supposant la fonction
de distribution d’ordre 1 nulle à la fin des temps. Dans les deux cas, la formule de la densité perturbée
est la même.
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et où on écrira φ̃e1 (k, ω) = φ̃e1 et f̃e1 (k,v, ω) = f̃e1 pour plus de lisibilité, l’Eq. A.19
devient

f̃e1 =
1

Te
fe0
(
v‖, v⊥

)
φ̃1

{
1 + i (ω − kyVd)

∫ t

−∞
ei[k·(r(t′)−r(t))−ω(t′−t)]dt′

}
, (A.21)

où on a utilisé le fait que fe0
(
v‖, v⊥

)
ne dépend que des constantes du mouvement,

que la vitesse de dérive Vd est suivant −ey et que k = kxex+kyey +kzez. On a également
supposé que la perturbation du potentiel φe1 (r, t) tend vers 0 lorsque t tend vers −∞
puisque le plasma est non perturbé à l’origine des temps.

Finalement, il reste à calculer l’intégrale

I =

∫ t

−∞
ei[k·(r(t′)−r(t))−ω(t′−t)]dt′ (A.22)

dans l’Eq. A.21 pour trouver la fonction électronique d’ordre un.

A.1.5 Fonction électronique d’ordre un

Remplaçons r(t′) par son expression (donnée en Eqs. A.11) pour poursuivre le calcul.
Pour plus de commodité, nous exprimerons le vecteur d’onde k en coordonnées polaires
de telle sorte que 

kx = k⊥ cos (θ)
ky = k⊥ sin (θ)
kz = kz

. (A.23)

L’intégrale A.22 s’écrit alors

I =

∫ t

−∞
dt′ exp i [(t′ − t)× (kyVd + kzvz − ω)]

× exp i

{
k⊥v⊥
ωce

[(sin (ωce (t′ − t) + ψ) + sin (ψ)) cos (θ)]

}
× exp−i

{
k⊥v⊥
ωce

[(cos (ωce (t′ − t) + ψ) + cos (ψ)) sin (θ)]

}
. (A.24)

En utilisant la propriété trigonométrique sin (a− b) = sin (a) cos (b) − cos (a) sin (b)
et en faisant le changement de variable τ = t′ − t, l’intégrale se met sous la forme plus
concise suivante

I =

∫ 0

−∞
exp i

{
k⊥v⊥
ωce

[(sin (ωceτ + ψ − θ) + sin (ψ − θ))]
}

× exp i

{
k⊥v⊥
ωce

× τ × (kyVd + kzvz − ω)

}
dτ. (A.25)
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Cette intégrale est difficilement calculable du fait du terme oscillant en sinus dans
l’exponentielle. Pour faire face à cette difficulté, il est courant d’utiliser un développement
en série de fonctions de Bessel de la forme

eiz sin(Φ) =
+∞∑

m=−∞

eimΦJm (z) , (A.26)

où les Jm représentent les fonctions de Bessel d’ordre m de première espèce.
Il est alors facile de poursuivre le calcul et l’intégration donne

I =
+∞∑
l=−∞

+∞∑
m=−∞

ei(m−l)(ψ−θ)Jl

(
k⊥v⊥
ωce

)
Jm

(
k⊥v⊥
ωce

)
mωce + kyVd + kzvz − ω

. (A.27)

Notons que nous avons pu prendre la limite en −∞ car nous avons supposé que la
partie imaginaire de ω est positive.

Finalement, on trouve la fonction de distribution électronique d’ordre un

f̃e1 =
1

Te
fe0
(
v‖, v⊥

)
φ̃e1

×

1 + (ω − kyVd)
+∞∑
l=−∞

+∞∑
m=−∞

ei(m−l)(ψ−θ)Jl

(
k⊥v⊥
ωce

)
Jm

(
k⊥v⊥
ωce

)
mωce + kyVd + kzvz − ω

 . (A.28)

Négligeant les gradients, nous retrouvons le résultat de Krall et Book [41] et celui de
Gary et Sanderson [26] obtenu pour une onde de choc se propageant dans un plasma
magnétisé non collisionnel.

A.1.6 Densité électronique perturbée

La densité électronique d’ordre un est obtenue par intégration sur les vitesses de la
fonction de distribution obtenue précédemment

ñe1 =

∫ +∞

−∞
dvz

∫ +∞

0

v⊥dv⊥

∫ 2π

0

dψf̃e1. (A.29)

L’intégration du premier terme dans le membre de droite de l’Eq. A.28 (le terme
en facteur du 1) correspond au premier ordre du développement limité du facteur de
Boltzmann pour un plasma soumis à un champ électrostatique, c’est-à-dire

ne = n0 exp

[
φ

Te

]
∼ n0

(
1 +

φ

Te

)
= n0 + nBoltzmann. (A.30)

Le deuxième terme (la double somme) est la déviation à la forme classique de Boltz-
mann. Ainsi, nous pouvons écrire

ñe1 = ñBoltzmann [1 + g (Ω, X, Y )] , (A.31)
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où g (Ω, X, Y ) est la fonction de Gordeev [30], que nous allons expliciter, et qui dépend
des trois paramètres  Ω = ω−kyVd

ωce

X =
(
k2
x + k2

y

)
ρ2
ce = k2

⊥ρ
2
ce

Y = k2
zρ

2

, (A.32)

avec ρce = vth,e/ωce le rayon de Larmor moyen des électrons à la vitesse vthe.
Procédons à l’intégration de la double somme. L’intégration sur l’angle ψ est nulle

tout le temps sauf pour les termes diagonaux (l = m), d’où

g (Ω, X, Y ) = 2π

(
1

2πv2
the

) 3
2

(ω − kyVd)
∫ +∞

−∞
dvz

×
∫ +∞

0

v⊥dv⊥

 +∞∑
m=−∞

J2
m

(
k⊥v⊥
ωce

)
exp

(
−v2

z+v2
⊥

2v2
the

)
mωce + kyVd + kzvz − ω

 , (A.33)

où l’on a remplacé fe0
(
v‖, v⊥

)
par son expression (Eq. A.12).

Pour poursuivre l’intégration sur la vitesse perpendiculaire, on utilisera la propriété
reliant les fonctions de Bessel de première espèce Jm et les fonctions de Bessel modifiées
In suivante [60] ∫ +∞

0

xe−ax
2

J2
m (bx) dx =

1

2a
e−

b2

2a In

(
b2

2a

)
, (A.34)

ce qui conduit à

g (Ω, X, Y ) =
(ω − kyVd)√

2πvthe

+∞∑
m=−∞

Im
(
k2
⊥ρ

2
ce

)
e−k

2
⊥ρ

2

×
∫ +∞

−∞
dvz

exp
(
− v2

z

2v2
the

)
mωce + kyVd + kzvz − ω

. (A.35)

On poursuit le calcul en reconnaissant que la dernière intégrale est de la forme de la
fonction de dispersion plasma

Z (z) =
1√
π

∫ +∞

−∞

e−x
2

x− z
dx (A.36)

et nous pouvons alors écrire

g (Ω, X, Y ) =
Ω√
2Y

e−X
+∞∑

m=−∞

Z

(
Ω−m√

2Y

)
Im (X) (A.37)

= −iΩ
∫ +∞

0

e−X(1−cos(ϕ)− 1
2
Y ϕ2+iΩϕ)dϕ, (A.38)
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avec Ω, X et Y définis en Eqs. A.32. L’équivalence entre le développement en série de
fonctions de Bessel et la forme intégrale est donnée en annexe B.

La densité électronique d’ordre un en fonction du potentiel perturbé est alors

ñe1 = n0
φ̃e1
Te

(
1 +

ω − kyVd√
2k2

zρ
2
ce

e−k
2
⊥ρ

2
ce

+∞∑
m=−∞

Z

(
ω − kyVd − ωcem√

2k2
zρ

2
ce

)
Im
(
k2
⊥ρ

2
ce

))
. (A.39)

Cette expression pourra être injectée par la suite dans l’équation de Poisson. Nous
allons à présent calculer la densité ionique d’ordre un.

A.2 Evolution de la distribution ionique

A.2.1 Fonction ionique d’ordre un

De la même manière que pour le calcul de la fonction de distribution électronique
d’ordre un, nous partirons de l’équation de Vlasov pour une population d’ions xénons de
charge qi = Zie. Comme expliqué dans le chapitre 1 en section 1.3, leur rayon de Larmor
typique est bien supérieur aux longueurs caractéristiques du propulseur à effet Hall et nous
les considérerons comme non magnétisés. A l’ordre premier, la fonction de distribution
ionique d’ordre un, fi1 (r,v, t), vérifie l’équation de Vlasov suivante

∂fi1
∂t

(r,v, t)+v·∂fi1
∂r

(r,v, t)+
qi
MXe

E0·
∂fi1
∂v

(r,v, t) = − qi
MXe

Ei1 (r, t)·∂fi0
∂v

(v) . (A.40)

Pour résoudre cette équation, il convient de l’intégrer sur les orbites non perturbées
calculées à l’aide de l’Eq. A.7. Cependant, le calcul est compliqué par le fait que le champ
électrique dans le propulseur est une fonction de la position x. Heureusement, la zone d’ac-
célération est très courte dans le propulseur (∼1 cm pour le propulseur X000) permettant
de supposer une vitesse vp = vpex constante pour les ions, si l’on place notre étude im-
médiatement après cette zone. Ainsi, les vitesses décrivant les orbites non perturbées des
ions s’écrivent

vi (t′) = vi =


∫ t′

0
qiE(x(t))
MXe

dt ' vx = vx0 + vp
vy = vy0

vz = vz0

, (A.41)

où vx0, vy0 et vz0 sont les vitesses initiales et vp la vitesse due à l’accélération produire
par le champ électrique. Par intégration, on trouve que le vecteur position est

ri (t′) =


vx (t′ − t) + x
vy (t′ − t) + y
vz (t′ − t) + z

, (A.42)

avec x, y et z les coordonnées de l’ion au temps t′ = t.
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Pour poursuivre le calcul, il faut se donner une forme pour la fonction de distribu-
tion ionique d’ordre 0, similairement à ce que nous avons effectué pour la population
électronique. Comme le champ électrique du propulseur induit une anisotropie entre la
direction axiale et le plan perpendiculaire à cette direction, nous supposerons une fonction
de distribution de la forme

fi0 (vx0, vy0, vz0) = ni0

(
1

2πv2
thi,plan

)
exp

(
−
v2
y + v2

z

2v2
thi,plan

)

×
√

1

2πv2
thi,axial

exp

(
−(vx − vp)2

2v2
thi,axial

)
, (A.43)

où vthi,axial =
√
eTi,axial/MXe et vthi,plan =

√
eTi,plan/MXe représentent respectivement

les vitesses thermiques des ions dans la direction axiale et dans le plan perpendiculaire.
Notons que vx0 = vx − vp est bien la constante du mouvement dans la direction x. La
dérivée de cette fonction par rapport aux vitesses s’écrit alors

∂fi0
∂v

(v) = −v − veff

v2
thi,plan

fi0 (v) , (A.44)

pour retrouver une formule comparable à la propriété A.14, avec la vitesse veff définie
par

veff = [vx (1− a) + avp] ex, (A.45)

où a est le carré du rapport des vitesses plan et axiale

a =
v2
thi,plan

v2
thi,axial

. (A.46)

Par analogie avec le calcul sur la fonction de distribution électronique (Eq. A.21 avec la
vitesse veff remplaçant la vitesse Vd), on montre que, pour une perturbation électrostatique
et avec les conventions de l’Eq. A.20, l’intégration sur les orbites non perturbées donne

f̃i1 = − qi
MXev2

thi,plan

fi0 (v − vp) φ̃i1

[
1− ω − kxveff

ω − k · v

]
. (A.47)

A.2.2 Densité ionique perturbée

Intégrons l’équation précédente sur les vitesses afin de déterminer la densité ionique
d’ordre un. On a alors

ñi1 = − qiφ̃i1ni0
MXev2

thi,plan

[
1−

√
1

2πv2
thi,axial

(
1

2πv2
thi,plan

)

×
∫
dv
ω − kx [vx (1− a) + avp]

ω − kxvx − kyvy − kzvz
e
− (vx−vp)2

2v2
thi,axial e

−
v2
y+v2

z

2v2
thi,plan

]
. (A.48)
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En faisant le changement de variable suivant

V̂ =
vx − vp√
2vthi,axial

ex +
vy√

2vthi,plan

ey +
vz√

2vthi,plan

ez (A.49)

et en notant Ωi = ω − kxvp la pulsation soustraite de l’effet Doppler kxvp, l’intégrale
devient

ñi1 = − qiφ̃1ni0
MXev2

thi,plan

[
1− 1

π
3
2

∫
dVx

∫
dVy

∫
dVz

× Ωi −
√

2kxVxvthi,axial (1− a)

Ωi −
√

2kxVxvthi,axial −
√

2kyVyvthi,plan −
√

2kzVzvthi,plan

×e−(V 2
x +V 2

y +V 2
z )
]
. (A.50)

On peut alors définir un vecteur K tel que

K =
√

2kxvthi,axialex +
√

2kyvthi,planey +
√

2kzvthi,planez, (A.51)

conduisant à

ñi1 = − qiφ̃i1ni0
MXev2

thi,plan

[
1− 1

π
3
2

∫
dVx

∫
dVy

∫
dVz

Ωi − (1− a)Kx · V
Ωi −K · V

e−‖V ‖
2

]
, (A.52)

où V = Vxex + Vyey + Vzez et Kx =
√

2kxvthi,axialex.
Pour faire apparâıtre la dérivé de la fonction de dispersion plasma, qui peut se mettre

sous les deux formes utiles suivantes (voir annexe C)

Z′ (z) =
1√
π

∫ +∞

−∞

1

(x− z)2 e
−x2

dx (A.53)

= − 2√
π

∫ +∞

−∞

x

x− z
e−x

2

dx, (A.54)

on ajoute −K · V +K · V au numérateur de l’Eq. A.52 et il vient

ñi1 =
qiφ̃i1ni0

MXev2
thi,plan

1

π
3
2

[K − (1− a)Kx]

·
(∫

dVx

∫
dVy

∫
dVz

V

Ωi −K · V
e−‖V ‖

2

)
. (A.55)

En faisant le changement d’axes V = UXeX + UY eY + UZeZ où (eX , eY , eZ) est le
repère orthonormé dont la direction eX est parallèle et de même sens à K, l’intégrale
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devant K donne facilement +π
3
2/ (2K)× Z′ (Ωi/K) grâce à l’Eq. A.54 . Dans l’intégrale

devant (1− a)Kx, on procède à une intégration par partie en Vx de sorte que

∫
dVy

∫
dVz

∫
dVx

Vx
Ωi −K · V

e−‖V ‖
2

= 0 +
1

2

∫
dVz

∫
dVy∫

dVx
Kx

(Ωi −K · V )2 e
−‖V ‖2 (A.56)

=
π

3
2

2

Kx

K2
Z′
(

Ωi

K

)
, (A.57)

où l’on a utilisé le même changement de variable que pour la première intégrale pour
passer de l’Eq. A.56 à l’Eq. A.57 et où l’on a utilisé l’Eq. A.54.

La densité ionique d’ordre 1 s’écrit alors simplement

ñi1 = ni0
qiφ̃i1
MXe

k2

K2
Z′
(
ω − kxvp

K

)
, (A.58)

avec K =
√

2
√
k2
xv

2
thi,axial + k2

yv
2
thi,plan + k2

zv
2
thi,plan.

Cette densité et la densité électronique perturbée peuvent être injectées dans l’équation
de Poisson pour obtenir la relation de dispersion du plasma du propulseur à effet Hall.
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Annexe B

Equivalence entre le développement
en série et la forme intégrale de la

fonction de Gordeev

La fonction de Gordeev est une fonction rencontrée lorsque l’on étudie la propaga-
tion d’ondes électrostatiques dans un plasma chaud magnétisé. Elle apparâıt notamment
lorsque l’on commence l’intégration de l’équation de Vlasov sur les vitesses avant de l’inté-
grer sur les orbites non perturbées. Γop∂eeβ (en caractères latin Gordeev) a été le premier
à en proposer une étude en 1952 [30] et par la suite plusieurs auteurs [35, 53, 58] en ont
étudié les propriétés et les limites asymptotiques. Cette fonction est généralement définie
par l’intégrale suivante

g (Ω, X, Y ) = iΩ

∫ +∞

0

e−X[1−cos(ϕ)]− 1
2
Y ϕ2+iΩϕdϕ. (B.1)

Dans le cas de l’instabilité de dérive électronique présentée aux chapitres 1, 2 et 4, la
partie réelle ω et la partie imaginaire γ de Ω représentent respectivement la pulsation et
le taux de croissance du mode normalisés à fréquence cyclotron de l’espèce considérée (les
électrons dans notre cas). Les paramètres X et Y sont respectivement égaux à la racine
carré de la composante perpendiculaire et parallèle du nombre d’onde, normalisés au rayon
de Larmor de l’espèce considérée. Nous supposerons ces deux dernières quantités, réelles.
La variable ϕ est alors le temps normalisé à la pulsation cyclotron de l’espèce considérée.

Avec ces conventions, la partie imaginaire de Ω (γ) doit être positive si l’on veut que
l’intégrale soit définie. Dans le cas où le paramètre γ est négatif, l’intégration sur le temps
doit alors se faire sur l’intervalle ]−∞, 0], ce qui revient à changer le signe devant les deux
iΩ. Unn raisonnement similaire à ce qui est présenté ci-dessous peut alors être appliqué.
Nous considérons dans notre exemple le paramètre γ comme positif.

La forme intégrale est un outil indispensable pour l’étude analytique mais n’est pas
toujours adéquate lorsque l’on veut calculer la fonction numériquement et ceci particu-
lièrement lorsque l’intégrant iΩϕ oscille rapidement. Pour éviter ce problème, une repré-
sentation sous forme de série peut être obtenue en développant l’intégrant exp (X cos (ϕ))
en fonction de fonctions de Bessel. C’est ce que nous nous proposons de faire dans cette
annexe.
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Pour ce faire, nous allons utiliser la propriété suivante

eX cos(ϕ) =
+∞∑

m=−∞

(−i)m eimϕJm (iX) , (B.2)

où les Jm sont les fonctions de Bessel de première espèce. Utilisant la relation entre
les fonctions de Bessel de première espèce et les fonctions de Bessel de première espèce
modifiées

Im(X) = (−i)m Jm (iX) , (B.3)

la fonction de Gordeev s’écrit alors

g (Ω, X, Y ) = iΩe−X
∫ +∞

0

+∞∑
m=−∞

Im (X) ei(m+Ω)ϕe−
1
2
Y ϕ2

dϕ. (B.4)

En supposant l’inversion intégrale série possible 14, la fonction se met sous la forme

g (Ω, X, Y ) = iΩe−X
+∞∑

m=−∞

e

(
Ω+m√

2Y

)2

Im (X)

∫ +∞

0

e
−
(√

Y
2
ϕ−iΩ+m√

2Y

)2

dϕ. (B.5)

Ainsi, nous pouvons faire le changement de variable suivant

ψ =

√
Y

2
ϕ− iΩ +m√

2Y
. (B.6)

L’intégration se fait à présent dans le plan complexe sur la droite C1 définie en Fig. B.1
pour ω +m ≥ 0 et γ ≥ 0 et la fonction devient

g (Ω, X, Y ) = iΩ

√
2

Y
e−X

+∞∑
m=−∞

e

(
Ω+m√

2Y

)2

Im (X)

∫
C1

e−ψ
2

dψ. (B.7)

On reconnâıt alors la fonction erreur complémentaire

erfc (z) =
2√
π

∫ +∞

z

e−t
2

dt (B.8)

et en se rappelant que la fonction de dispersion plasma Z(z) s’exprime en fonction de
erfc (z) de la façon suivante

Z(z) = i
√
πe−z

2

erfc (−iz) , (B.9)

alors l’Eq. B.1 s’écrit finalement

g (Ω, X, Y ) =
Ω√
2Y

e−X
+∞∑

m=−∞

Z

(
Ω−m√

2Y

)
Im (X) , (B.10)

14. Avec nos conventions, cette inversion est possible puisque le taux de croissance γ est positif, de tel
façon à ce que exp (−γϕ) tend vers 0 quand ϕ tend vers +∞.
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Re(ψ)

Im(ψ)

0

C1

γ/(2Y)0,5

-(ω+m)/(2Y)0,5

Figure B.1: Contour d’intégration dans le plan complexe lorsque ω+m ≥ 0 et γ ≥ 0. Le contour

C1 est la droite allant de
(
γ/
√

2Y ,− (ω +m) /
√

2Y
)

à
(

+∞,− (ω +m) /
√

2Y
)

.

où l’on a utilisé le fait que Im (X) = I−m (X) pour obtenir la même forme que dans les
chapitres 1, 2 et 4.

Cette forme permet de calculer la fonction numériquement même si un grand nombre
de termes dans la série est parfois nécessaire, surtout lorsque le paramètre X est grand.
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Annexe C

Propriétés de la fonction de
dispersion plasma

L’étude de la théorie cinétique d’un plasma fait généralement apparâıtre la fonction Z
définie par

Z (z) =

∫ ∞
−∞

e−t
2

t− z
dt (C.1)

dans les relations de dispersion qui en découlent. Pour cette raison, elle est communé-
ment appelée fonction de dispersion plasma. Dans cette annexe, nous démontrons quelques
propriétés générales sur cette fonction, qui seront utiles tout au long de l’ouvrage.

C.1 Dérivée première, dérivée n-ième et fonction er-

reur

Une simple intégration par partie sur la dérivée selon z de l’Eq. C.1 permet de démon-
trer que la dérivée première de la fonction de dispersion plasma est égale à

Z′ (z) = −2 [1 + zZ (z)] . (C.2)

C’est cette fonction qui apparâıt lors du calcul de la susceptibilité ionique dans l’an-
nexe A. Sa partie réelle et sa partie imaginaire sont représentées sur la Fig. C.1 ainsi que
celles de la fonction Z (z), pour z réel.

Il est ensuite facile de démontrer par récurrence que la dérivée n-ième de la fonction
de dispersion plasma est reliée aux dérivées (n− 2)ième et (n− 1)ième par la relation
suivante

∀n ≥ 2, Z(n) (z) = −2 (n− 1) Z(n−2) (z)− 2zZ(n−1) (z) . (C.3)

On peut également prouver par un calcul sur le plan complexe que Z(z) s’écrit en
fonction du prolongement analytique de la fonction erreur complémentaire de la façon
suivante

Z (z) = i
√
πe−z

2

erfc (−iz) , (C.4)
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Figure C.1: a) Parties réelles et b) parties imaginaires de Z (z) (ligne solide noire) et Z′ (z)
(tirets bleus) en fonction de z ∈ R.
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C.2. Développement asymptotique de la fonction erfc

Re(t)

Im(t)

0

C

b

-a

Figure C.2: Contour d’intégration dans le plan complexe de la fonction erfc (−iz) définie par
l’Eq. C.5 pour z = a+ ib avec (a, b) ∈ R+ × R+.

avec la fonction erfc(−iz) définie par

erfc (−iz) =
2√
π

∫
C

e−t
2

dt, (C.5)

où C est le contour d’intégration défini en Fig. C.2 pour z = a+ib avec (a, b) ∈ R+×R+.

C.2 Développement asymptotique de la fonction erfc

Le terme ionique obtenu à partir de la théorie cinétique en ions chauds dans l’annexe A
fait intervenir la dérivée de la fonction de dispersion plasma. Dans la limite ions froids,
nous cherchons un développement asymptotique de cette dernière en +∞. Ceci revient à
chercher un développement asymptotique de la fonction Z puisque la dérivée en dépend
(Eq. C.2) et donc un développement asymptotique de la fonction erreur complémentaire
(Eq. C.4). Nous allons donc procéder au développement en série en puissance de 1/x de la
fonction erfc(x), avec x un réel. Pour x ∈ R, on définie la fonction erreur complémentaire
par

erfc (x) =
2√
π

∫ +∞

x

e−t
2

dt. (C.6)

En utilisant la formule de Leibniz

d

dx

∫ z(x)

y(x)

f(t, x)dt =

∫ z(x)

y(x)

∂f

∂x
(t, x)dt+ f(z(x), x)

dz

dx
(x)− f(y(x), x)

dy

dx
(x) , (C.7)

où y et z sont des fonctions complexe de x et f une fonction intégrable sur le domaine
[y(x), z(x)], on montre que la fonction erreur complémentaire vérifie l’équation différen-
tielle suivante

df

dx
(x) = − 2√

π
e−x

2

. (C.8)
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En supposant que f (x) est de la forme

f (x) =
e−x

2

√
π

+∞∑
m=0

am
xm

, (C.9)

on démontre, en identifiant terme à terme par puissance de 1/x, que les coefficients
am vérifient 

a1 = 1
∀m ∈ N, a2m = 0

∀m ∈ N∗, a2m+1 = −2m−1
2
a2m−1

(C.10)

et donc que

∀m ∈ N?, a2m+1 = (−1)m
1

2m

m−1∏
p=0

(2p+ 1) . (C.11)

C.3 Expression intégrale de Z(n) (z)

Dans ce paragraphe, nous allons montrer une propriété sur la dérivée n-ième de la
fonction Z, utile pour le développement d’Hadamard de la fonction de Gordeev réalisé
dans le chapitre 2. On montre par récurrence que

∀n≥0, Z(n) (z) = 2n+1in+1e−z
2

∫
C

(t+ iz)n e−t
2

dt, (C.12)

où C est la droite définie en Fig. C.2.

• Initialisation : n=0 et n=1

On montre trivialement que la formule C.12 est vraie pour n=0, c’est à dire pour Z,
d’après les Eqs. C.4 et C.5. Alors, pour n=1, on a

Z′ (z) =
dZ

dz
(z) = −4

[∫
C

ize−t
2

dt+
ez

2

2

]
. (C.13)

Nous avons fait apparâıtre le terme en iz exp (−t2), il nous reste à faire apparâıtre
celui en t exp (−t2). Pour ce faire, on peut calculer son intégrale sur le contour C. Celle-ci
donne ∫

C

te−t
2

dt =

∫
C

−1

2

(
e−t

2
)′
dt =

ez
2

2
, (C.14)

qui nous permet de retrouver l’Eq. C.12 pour n=1.

• Généralisation : Dans cette partie, on suppose que Z(n) (z) vérifie l’Eq. C.12 et on
montre que Z(n+1) (z) la vérifie aussi.
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En utilisant l’hypothèse de récurrence, on peut écrire pour la dérivée (n+ 1)ième que

Z(n+1) (z) =
dZ(n)

dz
(z)

= 2n+2in+2e−z
2

[
iz

∫
C

(t+ iz)n e−t
2

dt+
n

2

∫
C

(t+ iz)n−1 e−t
2

dt

]
,(C.15)

où l’on doit considérer n ≥ 1.
En faisant une intégration par partie dans la deuxième intégrale avec u = exp (−t2) et

v′ = (t+ iz)n−1, on démontre facilement que

Z(n+1) (z) = 2n+2in+2e−z
2

∫
C

(t+ iz)n+1 e−t
2

dt, (C.16)

qui est l’expression que l’on voulait trouver.
• Conclusion : La formule est vraie au rang 0 et au rang 1 et si ∀n ≥ 1, Z(n) (z) la

vérifie alors Z(n+1) (z) aussi, donc la formule est vraie pour tout n ∈ N.
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[2] J.C. Adam, A. Héron, and G. Laval. Study of stationary plasma thrusters using
two-dimensional fully kinetic simulations. Phys. Plasmas, 11(1) :295, 2004.

[3] J.C. Adam, Boeuf J.P., N. Dubuit, M. Dudeck, L. Garrigues, D. Grésillon, A. Héron,
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Résumé
L’étude des phénomènes turbulents se développant en sortie du propulseur de Hall

est nécessaire pour pouvoir modéliser le transport anormal (par opposition au transport
diffusif) des électrons à travers les lignes de champ magnétique. Les relations de dispersion
de deux instabilités pouvant être responsables de ce transport ont été mesurées à des
échelles millimétriques à l’aide du diagnostic de diffusion collective de la lumière. Ce travail
de thèse s’attache à en donner une description aussi bien théorique qu’expérimentale,
pierre à l’édifice de la compréhension du transport dans le propulseur.

Une instabilité se propageant majoritairement dans la direction azimutale du pro-
pulseur y est caractérisée comme étant l’instabilité de dérive électronique E ×B et un
modèle analytique décrivant la fréquence expérimentale y est dérivé et validé. De plus,
le manuscrit présente une méthode de déconvolution du signal de la diffusion collective
de la fonction d’appareil pour ce mode. Une fois déconvoluées, les relations de dispersion
expérimentales peuvent être ajustées par la fréquence du modèle analytique, ce qui per-
met de mesurer expérimentalement et de manière originale la température et la densité
électronique dans le jet d’ions énergétiques du plasma du propulseur.

Enfin, la seconde instabilité, se développant autour de la direction axiale du propul-
seur, est caractérisée comme l’instabilité double faisceau entre les ions simplement et
doublement chargés du plasma.

Mots-clés : Plasma magnétisé, propulseur de Hall, turbulence, transport électro-
nique anormal, diffusion collective, modélisation cinétique, instabilité de dérive électro-
nique, instabilité de faisceau.

Abstract
The study of turbulent phenomena that grow at the exit plane of the Hall thruster is

required to modelize the anomalous transport (in contrast to the diffusion transport) of
electrons across the magnetic field lines. The dispersion relations of two instabilities that
can be responsible for this transport have been mesured at millimetric scales by mean
of the collective light scattering diagnostic. The aim of the thesis is to describe them
theoretically as well as experimentally, improving the understanding of the Hall thruster
transport.

In the thesis, an instability that propagates principally azimuthally is caracterized as
the E×B electron drift instability and an analytical model that describes the experimen-
tal frequency is derived and validated. In addition, the manuscript presents an original
method to unfold the signal of the collective scattering diagnostic from the instrumental
function of this mode. Once corrected, the experimental dispersion relations can be adjus-
ted by the frequency given by the analytical model, allowing to measure experimentally
and in an original way the electron temperature and density in the energetic ion jet of the
Hall thruster plasma.

The second instability that is mainly propagating in the axial direction is caracterized
as the two-stream instability between the simply and doubly charged ions of the plasma.

Keywords : Magnetised plasma, Hall thruster, turbulence, anomalous electron
transport, collective scattering, Kinetic model, electron drift instability, beam instability.
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