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Chapitre 1

Introduction

1.1 Les systémes formels et fonctionnels pédagogiques . . . . . . .. 3
1.2 Organisationdurapport . . . . . . ... ... ... .00, 4
1.3 Présentation du travail effectué . ... . ... ... ........ 4

1.1 Les systémes formels et fonctionnels pédagogiques

Les systémes pédagogiques sont apparus récemment a propos des calculs propositionnels
(jusqu’a l'ordre supérieur), et consistent & donner systématiquement des exemples des notions
(hypothéses) introduites. Formellement, cela revient & contraindre la régle d’hypothése (Hyp) en
déduction naturelle en une régle (P-Hyp) de la fagon suivante :

FeA FeA Fo- A

H P-H
AFF(yp) N (P-Hyp)

oll o est une substitution qui remplace les variables propositionnelles des formules de A par des
exemples (i.e. des formules), et = o - A dénote les dérivations des formules ainsi substituées.
Autrement dit pour mettre un ensemble I' de formules en hypothése, il est requis de donner une
substitution o telle que l'instance o(I") soit démontrable.

Cette nécessité d’exemplification ayant été pointée du doigt par Poincaré (1913) comme
relevant du bon sens : une définition d’un objet par postulat n’ayant d’intérét que si un tel
objet existe. Cette restriction appliquée a des systémes formels intuitionnistes rejoint 1'idée des
mathématiques sans négation défendues par Griss (1946) au milieu du siécle dernier, et présen-
tées comme une version radicale de Iintuitionnisme. A travers I'isomorphisme de Curry-Howard
(1980), la contrepartie calculatoire est 'utilité des programmes définis dans les systémes fonc-
tionnels correspondant : toute fonction peut étre appliquée & un argument clos.

Les premiers résultats concernant les calculs propositionnels jusqu’au second ordre ont été
publiés récemment par Colson et Michel (2007, 2008, 2009).

Nous exposons dans ce rapport une tentative d’uniformisation et d’extension au Calcul des
Constructions (CC) des précédents résultats. Tout d’abord une définition formelle et précise de
sous-systeme pédagogique du Calcul des Constructions est introduite, puis différents tels sous-
systémes sont déclinés en exemple.
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1.2 Organisation du rapport

Ce rapport est organisé en deux parties : une présentation informelle (part. I) et une étude
formelle (part. II). L’étude formelle contient les définitions, les théorémes et les preuves mathé-
matiques. Dans la partie informelle, en plus de la présente introduction (ch. 1), on trouve un
rapide état du domaine (ch. 2), suivi d’une description de I’étude formelle (ch. 3), et enfin une
conclusion accompagnée de perspectives d’extensions ou d’améliorations de ces travaux (ch. 4).
En annexe (part. IIT) nous avons souhaité donner quelques résultats d’intérét, bien qu’inutilisés
dans I'étude formelle.

Les titres des sections de la description informelle (ch. 3) correspondent aux titres des cha-
pitres de I'étude formelle (part. II) : ainsi, a la lecture de la description informelle, le lecteur
intéressé n’aura aucune difficulté a retrouver les définitions précises qui, pour des raisons de
clarté et de concision, y seraient omises.

1.3 Présentation du travail effectué

Une définition formelle Aprés avoir rappelé et formalisé le critére de Poincaré (i.e. la néces-
sité d’exemplification) pour le Calcul des Constructions, nous commengons brutalement ’étude
en proposant un systéme (supposé) pédagogique du Calcul des Constructions, que nous nom-
mons CC;. Ce systéme est stable par réduction et satisfait le critére de Poincaré, caractérisation
initialement supposée suffisante pour qualifier un systéme formel de pédagogique. Bien que son
pouvoir calculatoire soit non négligeable (au moins comparable au systéme T de Godel (1958)),
son pouvoir expressif logique semble faible. Ce constat présuppose un manque dans la définition
entendue d'un systéme pédagogique, et met en lumiére une attente supplémentaire pour qu’'un
systéme puisse étre qualifié de «pédagogique» : non seulement le critére de Poincaré doit étre
satisfait —c’est-a-dire que toute définition par postulat doit étre exemplifiable— mais l'inverse
aussi est souhaité. De cette analyse découle une définition formelle de sous-systéme pédagogique
du Calcul des Constructions.

Des sous-systémes pédagogiques du second ordre Pour illustrer cette définition, nous
donnons trois formalismes différents d’un sous-systéme pédagogique du Calcul des Constructions,
correspondant exactement au A-calcul du second-ordre de Colson et Michel (2009).

Tout d’abord nous commengons par intégrer de fagon explicite les exemples (aussi nommés
motivations) dans le formalisme (systéme A2) : les jugements de typage sont alors de la forme
' u : A ot o est une substitution contenant les exemples des variables de l'environnement
de typage I'. Toutefois ce systéme ne satisfait pas exactement notre définition de sous-systéme
pédagogique, non seulement a cause de la forme différente des jugements, mais aussi car une
proposition T et son exemple o doivent étre ajoutés aux A-termes, accompagnés d’une régle
d’axiome idoine afin de pouvoir débuter une dérivation.

Nous proposons alors dans un premier temps une version relachée (A7), ot les motivations
deviennent implicites mais restent totales : il est nécessaire de fournir des exemples pour toutes
les variables des environnements I'. Encore une fois, ce systéme n’est pas exactement un sous-
systéme pédagogique, cette fois-ci uniquement & cause des constantes T et o.

Enfin, nous proposons un systéme avec motivations implicites et partielles : il suffit alors
de motiver certaines variables de ’environnement. Dans ce cas les constantes T et o ne sont
plus nécessaires, et le systéme résultant ()\123) satisfait pleinement la définition de sous-systéme
pédagogique du Calcul des Constructions.
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Pour terminer, nous établissons I’équivalence des divers formalismes proposés (A2, A? et )\22,),
ainsi que du formalisme de Colson et Michel (2009). Nos systémes sont ainsi des sous-systémes
pédagogiques correspondant & un A-calcul du second ordre pédagogique. La définition de sous-
systemes pédagogique du Calcul des Constructions est ainsi éprouvée, et s’avére étre un bon
candidat pour I'obtention de systémes pédagogiques plus expressifs.

Vérification du typage Malgré I'introduction explicite des exemples dans le formalisme de
A2 la vérification du typage y reste indécidable. La résolution de ce probléme est pourtant
indispensable & une implémentation sur machine des systémes pédagogiques. C’est pourquoi,
dans cette éventualité, il sera nécessaire d’adopter un formalisme plus précis, que nous proposons
comme perspective en fin de ce rapport.

Un sous-systéme pédagogique d’ordre supérieur Puis, nous proposons un sous-systéme
pédagogique du Calcul des Constructions (AY) correspondant a l'ordre supérieur. Ce systéme
tente de tirer parti non seulement du formalisme de CC, mais aussi des notions obtenues au
second ordre : nous réutilisons le concept d’utilité des fonctions pour définir la motivabilité d’un
prédicat d’ordre supérieur (ou fonction propositionnelle). Nous choisissons de ne présenter qu’'une
version avec motivations explicites : celles-ci semblent plus naturelles et le formalisme associé
autorise une analyse plus fine.

Dans ce systéme, le lemme de substitution permettant d’établir la stabilité par réduction
(subject reduction) n’est plus valide et nous en conjecturons une version affaiblie. Nous montrons
que cette version affaiblie est suffisante pour établir la stabilité par réduction.

Vers un calcul des constructions pédagogique Pour conclure, nous poursuivons nos idées
conceptuelles vers un Calcul des Constructions pédagogique, dont nous exposons les régles de
typage dans la conclusion. Ici aussi le lemme usuel de substitution n’est plus valide, et la réci-
proque du critére de Poincaré semble plus délicate a établir. C’est pourquoi nous laissons son
étude totalement ouverte.
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2.1 Bref historique

Traditionnellement, on fait remonter la logique a Aristote (=~ -400) et sa syllogistique : « Tous
les hommes sont mortels, or Socrate est un homme, donc Socrate est mortel.» On voit déja
I’émergence d’une étude formelle des raisonnements : c¢’est aux principes de raisonnements dont
on s’intéresse, a I'étude des régularités. Ainsi « Tous les hommes sont des tortues, or Socrate est
un homme, donc Socrate est une tortue.» est un raisonnement valide dont on peut abstraire les
composants a I'aide de symboles pour lire « Tous les A sont B, or C est A, donc C est B.». A
cette époque l'activité du logicien consiste alors a recenser les raisonnements admis : il s’agit
plutét d’'une démarche descriptive.

Il faudra attendre Leibniz, Frege et Peano (~ 1900) pour voir apparaitre des langages pu-
rement symboliques exprimant des théories mathématiques en codifiant, par des agencements
rigoureux de symboles, les énoncés mathématiques mais aussi les raisonnements admissibles &
I'intérieur de ces théories : la logique peut se prévaloir d’'une dimension normative de 'activité
mathématique. Refonder les mathématiques sur des concepts logiques primitifs, le logicisme,
peut alors étre pris au sérieux, et semble inévitable pour se prémunir des défauts d’une intui-
tion submergée par un degré d’abstraction toujours grandissant en mathématiques. Méler au
formalisme, le logicisme peut étre percu comme une doctrine visant & traiter tout raisonnement
mathématique comme un assemblage de symboles vidés de leur sens.

C’est d’ailleurs a ce formalisme auquel Brouwer s’oppose (~ 1920) en proposant de refon-
der les mathématiques sur une nouvelle conception des objets et des preuves mathématiques :

7



8 Chapitre 2. Etat du domaine

I’intuitionnisme. Dans la philosophie intuitionniste, les preuves sont des constructions mentales,
introduisant par 14 une notion de subjectivité (le mathématicien) et liant sujet et objet, et par
conséquent une notion de temporalité. C’est d’ailleurs sur cette notion de temporalité qu’il base
nombre de ses contre-exemples faibles (weak counter-examples) justifiant son rejet du tiers-exclu
(pour tout énoncé A, « A ounon A» est vrai), dont 'interprétation intuitionniste serait que toute
propriété est décidable. Effectivement, la sémantique intuitionniste d’une preuve d’une formule
disjonctive « A ou B» est une preuve de A ou bien une preuve de B associée & une information
indiquant de laquelle il s’agit. Mais pour Brouwer, opposé au formalisme, le langage ne peut
traduire qu’imparfaitement sa philosophie et il ne développera pas une version formelle de son
intuitionnisme. C’est Heyting (~ 1930), éléve de Brouwer, qui suggéra une formalisation de la
logique intuitionniste, autorisant alors une étude méta-mathématique de ses conséquences.

Les preuves intuitionnistes, vues comme constructions mentales, sont résumées dans ce que
I’'on appelle 'interprétation de Brouwer-Heyting-Kolmogorov : par exemple une preuve d’une
implication mathématique « A implique B » est une construction transformant toute preuve de
A en une preuve de B; une preuve d’'une formule « A et B» est composée d'une preuve de
A et d’une preuve de B; une preuve d’une formule existentielle «il existe x tel que A(x)»
est composée d’'un objet témoin ¢ et d’une preuve de A(t); une preuve de «non A» est une
construction transformant toute preuve de A en une preuve de I'absurde ; etc.

2.2 Les mathématiques sans négation

C’est d’ailleurs ce dernier point, 'interprétation intuitionniste d’une preuve de «non Ay,
que Griss (~ 1940) récuse en particulier : I'hypothése A menant a ’absurde ne peut que cor-
respondre & une construction impossible. Or, pour Griss, les mathématiques intuitionnistes dé-
fendues par Brouwer ne font références qu’a des constructions mentales donc effectives. L’une
des conséquences principale est I’abandon de la négation en mathématique : c’est le programme
de mathématiques sans négation défendu par Griss et percu alors comme une vision radicale de
I’'intuitionnisme de Brouwer.

Travaux informels Les travaux de Griss (1946, 1950, 1951a,b) constituent une ébauche in-
formelle d’une géométrie, d’une arithmétique, d’une théorie des ensembles et d’une analyse sans
négation. Griss substitua au concept négatif de différence celui, positif, de discernabilité (apart-
ness), et nota une sémantique de I'implication différente dans les mathématiques sans négation :
« A implique B» impose, en plus du sens intuitionniste, & A d’étre réalisée par au moins un
objet. Heyting (1955); Franchella (1994) résument les divergences de points de vue concernant
I'intuitionnisme de Brouwer et de Griss, et les origines de la conception de Griss.

Travaux formels S’ensuivent plusieurs développements formels des desiderata de Griss, dont
on peut citer les travaux de Vredenduin (1953); Gilmore (1953); Valpola (1955); Nelson (1966,
1973); Minichiello (1969); Lopez-Escobar (1972, 1974); Mezhlumbekova (1975) et plus récem-
ment de Krivtsov (2000a,b), traitant de logique des prédicats (et parfois d’une arithmétique)
sans négation formalisée dans des systémes de déduction naturelle pour certains, dans des cal-
culs des séquents pour d’autres. Les idées principales a retenir sont : 'introduction d’un sym-
bole d’implication quantifié¢e A(Z¥) —z B(Z) dont l'inteprétation en logique intuitionniste est
VZ.A(Z) — B(Z) A 3Z.A(Z) ; la non-nullité des implications ot A — B est nulle si A est fausse
pour toutes les instances; la possibilité de démontrer la cléture existentielle des sous-formules
d’une formule démontrable dans un systéme sans négation; la traduction des systémes usuels
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dans les systémes de base. Souvent les formalisations sont lourdes, et aucun n’étudie leur prati-
cabilité. Mints (2006) propose un survol de ces travaux.

A T'instar des arguments de Brouwer pour défendre I’intuitionnisme face au classicisme, ceux
de Griss sont paradoxalement emprunt de négativité : 1a ou Brouwer justifiait le retrait du tiers-
exclu, Griss veut légitimer la suppression de la négation.

Récemment une autre conception est apparue, basée sur la nécessité de fournir des exemples
des notions manipulées. Appliquée aux formalismes de logique intuitionniste, cela rejoint les
arguments de Griss : les exemples ont pour role de réaliser toute sous-formule, et toute forme de
négation disparait nécessairement.

2.3 Les mathématiques pédagogiques

2.3.1 Le critére de Poincaré informel

Dans Poincaré (1913), alors que l'auteur disserte des divergences entre les mathématiciens
Pragmatistes et les Cantoriens, il en vient & formuler un principe d’utilité évidente & propos des
définitions par postulats :

« Mais nous avons encore une autre sorte de définitions, les définitions par pos-
tulats ; généralement nous saurons que l'objet a définir appartient & un genre, mais
quand il s’agira d’énoncer la différence spécifique, on ne ’énoncera pas directement,
mais o l'atde d’un «postulaty auquel l'objet défini devra satisfaire. C’est ainsi que les
mathématiciens peuvent définir une quantité x par une équation explicite x = f(y),
ou par une équation implicite F(x,y) = 0.

La définition par postulat n’a de valeur que quand on a démontré ’exis-
tence de ’objet défini; dans le langage mathématique, cela veut dire que le postulat
n’implique pas contradiction; on n’a pas le droit de négliger cette condition ; il faut
ou bien admettre l’absence de contradiction comme une vérité intuitive, comme un
axiome, par une sorte d’acte de foi; mais alors il faut se rendre compte de ce qu’on
fait et savoir qu’on a allongé la liste des axiomes indémontrables; ou bien il faut
construire une démonstration en régle, soit par exemple, soit par l’emplot du rai-
sonnement par récurrence. Ce n’est pas que cette démonstration soit moins nécessaire
quand il s’agit d’une définition directe, mais elle est généralement plus facile. »

On en retiendra ce qu’on désignera sous le nom de critére de Poincaré :

St une définition par postulat est utilisée, alors il doit exister un exemple d’objet
la satisfaisant.

C’est la caractérisation originelle de la pédagogie employée dans les précédents travaux sur
les systémes formels et fonctionnels pédagogiques!. Ces systémes sont développés dans la thése
de Michel (2008) et leur étude est publiée par Colson et Michel (2007, 2008, 2009).

1. Dans les travaux précédents, le critére de Poincaré est appelé non-nullité syntaxique des jugements en
référence a la non-nullité syntaxique des implications des travaux de Nelson (1966) sur la formalisation des
mathématiques sans négation de Griss.
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2.3.2 Reésumé des précédents travaux sur la pédagogie
La contrainte pédagogique formelle

Dans les calculs propositionnels, un ensemble de formules A peut étre vu comme un ensemble
de définitions par postulats des variables libres de A. Par exemple A := {(a — a) = «, T — 5}
définit deux propositions «a et § (ici T est une constante) dont la premiére satisfait la propriété
(¢ —» a) — « tandis que la seconde satisfait la propriété T — (. On dira alors que A est
exemplifiable si on peut trouver un exemple de formule A pour « et un exemple de formule B
pour 3 : c’est-a-dire telles que (A — A) — A et T — B soient «validées ».

Les travaux précédents concernant les systémes formels pédagogiques systématisent la néces-
sité du critére de Poincaré : tous les ensembles d’hypothéses (contextes) utilisés dans les démons-
trations sont vus comme des définitions par postulats et devront alors étre exemplifiables. Pour y
parvenir, une contrainte pédagogique est introduite dans ces systémes propositionnels de dé-
duction naturelle : tout contexte utilisé doit étre exemplifié a priori, nous dirons qu’il est motivé.
Par exemple la régle usuelle d’utilisation d’une hypothése (Hyp) est contrainte en (P-Hyp) :

FeA FeA Fo- A

H P-H
AFF(yp) N (P-Hyp)

ol o est une substitution qui remplace les variables propositionnelles des formules de A par des
exemples (i.e. des formules), et - o - A dénote les dérivations des formules ainsi substituées. De
plus, et afin de démarrer une dérivation, il convient d’ajouter une régle sans prémisse (P-Ax)
ainsi qu’un exemple canonique T :

Fo-A

AFT

Une telle contrainte impose a un ensemble d’hypothéses A d’étre motivable (par la substitution o)
avant de pouvoir étre utilisé. Le critére de Poincaré est alors directement satisfait : tout contexte
A utilisable (i.e. A F F) peut étre exemplifié (i.e. F o - A). Comme illustration, reprenons
I'ensemble de formules A précédent : A := {(a« — a) — a, T — [} est motivable par la
substitution o := [a, 8 <= T, T| puisqu’on peut dériver - o - A, c’est-a-dire - (T — T) — T et
FT—T.

Remarquons que la motivation est effectuée a l'intérieur méme du systéme formel, ce qui a
pour conséquence d’introduire une dépendance de la morphologie envers la syntaxe (voir sec. 2.4).
Insistons aussi sur ’aspect global, ou homogéne, de ’exemplification : il s’agit de motiver toutes
les formules de A par un méme jeu d’exemples représenté par la substitution (ou motivation)
o. En effet I’énoncé informel du critére de Poincaré ne donne aucune indication concernant ces
deux points : rien n’est dit sur le lieu de la démonstration d’«existence de 'objet défini» ; ni sur
le traitement de multiples définitions par postulats simultanées.

(P-Ax)

D’un point de vue général, la contrainte pédagogique est la contrepartie formelle a la pra-
tique informelle courante d’enseignement des mathématiques qui consiste a donner des exemples
des objets manipulés, permettant ainsi & 1’éléve d’appréhender de fagon concréte de nouveaux
concepts. C’est ce qui explique la terminologie de pédagogie employée.

Le calcul propositionnel pédagogique minimal

Dans Colson et Michel (2007) le calcul propositionnel minimal sur les connecteurs —, V et A
(MPC) est restreint par la contrainte pédagogique : la régle usuelle (Hyp) est remplacée par (P-
Hyp) et la régle (P-Ax) est ajoutée (voir ci-avant). Il est prouvé que le calcul résultant (P-MPC)
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est équivalent au calcul originel MPC : un jugement I' = F est dérivable dans le calcul usuel
MPC si et seulement si il est dérivable dans sa version pédagogique P-MPC. Notons qu’aucune
traduction des formules de MPC vers P-MPC n’intervient : le calcul propositionnel minimal peut
étre qualifié d’intrinséquement pédagogique.

L’ajout d’une constante représentant I’absurde L avec sa régle associée, intuitionniste (L;)
ou classique (L.), n'augmente pas le pouvoir expressif du calcul. La constante L se comporte
alors comme une variable propositionnelle, en particulier aucune des régles (_L;) ou (_L.) ne peut
étre déclenchée (tout contexte est cohérent). Par une analyse plus précise, on constate que la
constante | peut apparaitre dans les dérivations mais uniquement dans des sous-formules de
la forme L V A ou AV L a cause des régles d’introduction de la disjonction V qui ne sont pas
contraintes dans P-MPC et autorisent I'introduction de formules non motivables.

Le calcul propositionnel pédagogique du second ordre

Le cas du calcul propositionnel du second ordre Prop? est étudié¢ dans Colson et Michel
(2008). Avec (P-Ax) et (P-Hyp) pour seules régles contraintes, on aboutit a un calcul du second
ordre faiblement pédagogique Ps-Prop?, dans lequel les régles régissant la quantification du second
ordre sont inchangées :

AFF agV(F) AFVa.F

srvar W Erraeo] )

Ce calcul vérifie le critére de Poincaré : si A - F alors - o - A. En revanche, il n’est pas stable
par normalisation. En effet, 1 — | est dérivable dans Ps-Prop? (ot L := Va.a est la définition
usuelle de 'absurde dans Prop?) :

1./ (8 est motivable par T)

2.8 =24 (—i 1)

3. V8.8 = B (¥: 2)
(

Ak L1 (Ve3)

Or une forme normale de cette preuve doit terminer par une régle d’introduction (—;) avec L
dans le contexte, ce qui est impossible par le critére de Poincaré puisque L n’est pas motivable.
La forme normale de cette preuve n’est donc pas une preuve de Ps-Prop?.

La formule non motivable L est introduite dans la dérivation & I'étape 4, lors de 1'utilisation
de la régle non contrainte (V.). Ce constat motive la définition d’un systéme restreint P-Prop?
par l'addition d’une contrainte supplémentaire sur la régle (V) qui devient (P-V.) :

AFVYaF Fo-U
A+ Fla«+ U]

(P've)

P-Prop? est stable par normalisation des preuves. Aussi, le codage imprédicatif usuel des connec-
teurs V et A est possible, a ceci prés que les régles dérivées d’introduction de la disjonction (p. ex.
a droite) font apparaitre la nécessité d’une contrainte :

AFA Fo-B
AFAVB

Le résultat principal concernant P-Prop? est la construction d’une traduction F + F7 inspirée
de la A-traduction de Friedman (1978) — dans laquelle les formules atomiques ¢ sont remplacées
par ¢ VA — telle que : I' - F est dérivable dans Prop? si et seulement si I'? = F7 est dérivable
dans P-Prop?.

(\/iv')
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Le A-calcul pédagogique du second-ordre

La correspondance de Curry-Howard (1980) permet de transférer les résultats précédents a
propos du calcul propositionnel pédagogique du second-ordre P-Prop? a un A-calcul pédagogique
polymorphe étudié par Colson et Michel (2009) : motiver une formule revient alors a habiter
Iinstance du type correspondant. Le systéme obtenu est stable par réduction : si A F¢: A et
t~gt alors At A

Une notion importante pour un A-calcul est alors révélée : V'utilité des fonctions. Cest la
contrepartie calculatoire du critére de Poincaré. Cela signifie que toute fonction typable dans ce
A-calcul pédagogique peut étre appliquée & un argument : si - f : A — B avec A clos, alors A est
habité. Autrement dit, toute fonction décrit un algorithme pouvant étre effectivement déclenché.

Le calcul propositionnel pédagogique d’ordre supérieur

Dans sa thése Michel (2008) propose une version pédagogique du calcul propositionnel d’ordre
supérieur, dont une description et une analyse approfondie se trouvent en section 3.4 de ce
rapport. L’introduction d’objets d’ordre supérieur nécessite en effet une attention particuliére,
et les choix de contraintes pédagogiques que nous faisons ici différent de ceux précédemment
effectués.

La pédagogie formelle

Ces travaux éclaircissent 1'idée de systémes formels et fonctionnels pédagogiques : on constate
que le critére de Poincaré, point de départ, est la caractéristique principale d’un systéme formel
pédagogique. Mais ce n’est le seul : au second ordre, un systéme satisfaisant le critére de Poincaré
mais non stable par normalisation des preuves est proposé. Il est alors qualifié de faiblement
pédagogique et est jugé insatisfaisant, a raison puisque sa version fonctionnelle n’est pas stable
par réduction. Pourtant & ce stade de l'investigation, aucune définition formelle et rigoureuse
d’un systéme pédagogique n’est encore clairement mise au jour.

Néanmoins, d’importantes notions sont dégagées : le critére de Poincaré s’applique systéma-
tiquement & tout contexte ; ’exemplification est effectuée & I'intérieur méme du systéme formel ;
les programmes fonctionnels construits sont utiles; et enfin il apparait possible de définir une
traduction du systéme usuel dans sa version pédagogique.

Les deux premiéres de ces notions —a savoir I’exemplification interne et systématique aux
systémes formels pédagogiques— introduisent une dépendance de la morphologie de ces systémes
envers leur syntaze. Cette dépendance apparait déja dans certains formalismes, sur lesquels nous
avons décidé de nous appuyer en vue d’homogénéiser et d’étendre ’étude de cette expression
formelle de la pédagogie : les pure type systems.

2.4 Morphologie et syntaxe des systémes formels

2.4.1 Le cas usuel

Par analogie linguistique, Andler et Martin (1984) distinguent différents constituants d’un
systéme formel :

— la morphologie : les régles de formation des mots/formules du systéme ;

— la sémantique : l'interprétation des mots/formules du systéme (non développée ici) ;

— la syntaxe : les régles de formation des phrases autorisées/preuves du systéme.
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Immeédiatement, on anticipe une dépendance nécessaire de la syntaxe envers la morpholo-
gie puisque toute phrase/preuve est composée de mots/formules. Confirmons cette intuition et
concrétisons ces différents constituants a travers ’exemple de 1’ arithmétique de Peano que 'on
formalise traditionnellement de la facon suivante :

Morphologie

Termes

— 0 est un terme;

— si t est un terme, alors S(t) est un terme;

— les variables z,v, z, ... sont des termes;

— si t et u sont des termes, alors ¢t +u et t X u sont des termes.

Formules

— si t et u sont des termes, alors t = u est une formule (formule atomique) ;
— si A et B sont des formules, alors A — B est une formule;

— si A est une formule, alors Vz A est une formule;

— 81 A est une formule, alors —A est une formule.

Syntaxe

Axiomes
r=2x r=y—y==x r=y—syYy=z—-r=2=2

r=y—> 8@ =50 S@=Sw o=y ~(5E)=0)
r=1 —sy=y sz+y=2+y O+y=y Sx)+y=58x+y)

r=1 —sy=9y srxy=2" xy Oxx=0 Sz)xy=y+xxy

-—A— A
Reégles d’inférence
ar hyp INA+B '-A— B 'rA
—— % —re
T'HA IArFA I'FA— B T+ B
r-A x ¢ V() I'-VvzA

Vi o

I't-VvzA ' Az «t]

'k Plx <+ 0] T'FVa(P — Plz<+ S(z)])
I' =VzP

Notons que les définitions de substitution et d’occurrences libres/liées utilisées dans les régles
d’inférences (p. ex. V) et omises ici, font partie de la morphologie.

rec

Les ensembles d’hypothéses I' des régles d’inférence sont des ensembles de formules quel-
conques. Cela signifie que toute formule peut y apparaitre. On n’observe donc aucune dé-
pendance de la morphologie envers la syntaxe : la morphologie peut étre définie indépen-
damment de la syntaxe.

2.4.2 Le cas des A-calculs typés

Dans les A-calculs typés, les types jouent le role de formules, les A-termes celui de preuves,
et les régles d’inférence sont des regles de typage : c’est la correspondance dite de Curry-Howard
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(1980). Les notions de morphologie et de syntaxe s’y étendent alors immédiatement : ainsi, en
tant que preuves, les A-termes relévent de la syntaxe.

Le A-calcul simplement typé

Les présentations habituelles (a la Church) du A-calcul simplement typé font apparaitre une
notion de pré-syntare : on commence par définir les types (la morphologie), puis des A-termes
typés primitifs (la pré-syntaxe), et enfin les régles de typage (la syntaxe). Les régles de typage
ont alors pour role de sélectionner un sous-ensemble des termes typés primitifs : les A-termes
typés bien formés.

Remarquons qu’introduire une notion de pré-syntaxe n’est en fait utile qu’a la définition
opératoire ([-réduction) des A-termes en tant que dénotation d’un processus de calcul. On peut
tout a fait s’en dispenser : il est possible de définir les A-termes typés bien formés en méme
temps que les régles de typage de la syntaxe, puis a posteriori les régles de calcul associées a ces
A-termes.

Dans tous les cas, la définition des types (formules) préceéde la définition des A-termes typés
bien formés (preuves).

Le A-calcul typé d’ordre supérieur

L’utilisation d’objets d’ordre supérieur nécessite 'introduction de types d’ordre supérieur.
Dans ces types, on retrouve les notions d’abstraction, d’application et de calcul, et leur définition
requiert alors des régles de typage. Le systéme formel est ainsi défini par deux ensembles distincts
de régles de typage : celles intervenant dans la formation des types, et celles intervenant dans
la construction des A-termes typés d’ordre supérieur. Les régles de typage régissant la formation
des types (la morphologie) ne dépendent pas de celles régissant la construction des A-termes (la
syntaxe).

Pour résumer, chez les A-calculs typant des logiques propositionnelles (jusqu’a l'ordre supé-
rieur), on n’observe toujours aucune dépendance de la morphologie envers la syntaxe.

Le cas des \-calculs avec types dépendants

Les A-calculs avec types dépendants sont plus intéressants : les types dépendent de A-termes
représentant des preuves. La définition des types (ou formules) dépend ainsi de la définition des
preuves qui reléve de la syntaxe. La morphologie n’est alors plus définissable en tant qu’entité
autonome : il y a dépendance de la morphologie envers la syntaxe.

Notons que si la notion de substitution n’est pas internalisée dans la syntaxe, il est nécessaire
de définir une pré-morphologie englobant une pré-syntaxe. En effet la définition de la substitution,
qui intervient dans les régles de typage de la syntaxe, exige alors une notion de pré-termes : les
termes bruts. Ces termes bruts contiennent les types et les A-termes et constituent ainsi & la fois
une pré-morphologie et une pré-syntaxe (pour un exemple voir sec. 1.1).

2.4.3 Le cas des systémes pédagogiques

Cette interdépendance morphologie-syntaxe peut aussi étre observée dans les systémes pé-
dagogiques. En effet, toute formule apparaissant dans une dérivation doit étre préalablement
motivée :

FeA Fo-A

P-H
N (P-Hyp)
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Or cette motivation o des formules de A est controlée par les dérivations - o - A qui se font
dans le systéme formel lui-méme et selon les régles d’inférence de la syntaxe. Les formules bien
formées (la morphologie) —celles qui peuvent apparaitre dans les dérivations— dépendent alors
des régles d’inférence du systéme formel (la syntaxe).

En général tout systéme pédagogique, évitant les formules vides, doit nécessairement faire
dépendre sa morphologie de sa syntaxe.

2.4.4 Les pure type systems

Les A-calculs typés associés aux logiques propositionnelles jusqu’a l'ordre supérieur (systéme
F*“ de Girard (1972)) et les A-calculs avec types dépendants peuvent étre décrits uniformément
par une famille de systémes fonctionnels que sont les pure type systems (PTS) (voir Barendregt
(1992)).

Dans les PTS, la définition des types bien formés est internalisée dans la syntaxe (présentée
ci-aprés?) en particulier par la régle (prod) de construction des types :

I'FA:s x ¢ dom()

(envy)

[] wf Lz Awf (emv2)
Fwf  (s1,s2) € A [o: AT wf
(ax) (var)
T'ksy:so Nz:ATFx: A

N'FA:s; T,x:Atu:B T,x:AFB:sy (s1,82,8) € R

abs
T e Vot B (3}

'FA:s; Tyoz:AFB:sy (s1,82,83) € R

- (prod)
I'HvVz®.B : s3
Thu:Vzd.B Trou:A Thu:A A=, A TFHA :s
(app) (conv)
I'rFuv: Blx + v] Chu: A

ou $1, S2, S3 et s désignent des sortes quelconques d’un ensemble donné S, A (les axiomes) est
une relation binaire sur S, et R est une relation ternaire sur S. Ce sont les ensembles S, A et
R qui déterminent l'instance du systéme formel généré par ces régles. Par exemple avec deux
sortes possibles § := {x,[0} et une seule régle d’axiome A := {(x,00)}, on obtient les calculs
importants du A-cube de Barendregt (1991) en faisant varier la relation R :

(81, S92, 83) A= [N M| AC
(%, %, %) v (V| VY
(O, , %) |V v
(x,0,0) |V
(0,0,0) v v

2. La formalisation proposée ici est similaire a celle effectuée dans Dowek (1991) et diverge légérement de celle
de Barendregt (1992) : ici il n’y a pas de régle d’affaiblissement, et deux types de jugements sont présents (T wf
et 'FA: B).
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En particulier le systéme fonctionnel AC, qui correspond au calcul des constructions (CC) de
Coquand (1985), contient toutes les régles R des autres calculs A — (A-calcul simplement typé),
A2 (systéme F), A (systéme F*) et AII (un A-calcul simple avec types dépendants).

La définition des PTS fait apparaitre une dépendance de la morphologie envers la syntaxe, et
ceci de fagon uniforme pour tous les calculs qu’elle permet de décrire. Ainsi & travers une syntaxe
moins libérale, le systéme A? correspond au systéme F de Girard (1972) (voir aussi Girard et al.
(1990)).

2.4.5 Les pure type systems et la pédagogie

La pédagogisation du systéme F a déja été étudiée par Colson et Michel (2009), mais les
contraintes pédagogiques sont nombreuses :

Fo-A z:FelA Fo-A AFt:Va.F bFo-U
—— (P-Ax) (P-Hyp) (P-¥e)
AFo:T ArFz:F AFtU: Fla<+ U]

Pourtant ces contraintes se résument simplement : tout type introduit doit étre motivé.

Dans A? on peut profiter de Iinterdépendance morphologie-syntaxe du symbolisme des PTS
pour exprimer de facon plus concise toutes ces contraintes pédagogiques en restreignant unique-
ment la régle (prod) de formation des types :

I'z: AP*B:x o mot, Vot.B
T2 vzt B«

(p-prod)

oll o mot, Vz2.B signifie que o motive partiellement le type Y. B sous I'environnement de
typage I' (voir les explications détaillées en ssec. 3.3.3 ci-aprés).
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3.1 Présentation liminaire du formalisme

3.1.1 Origines

Automath

17

Le calcul des constructions CC (o CoC pour Calculus of Constructions) est un systéme
fonctionnel introduit par Coquand (1985) dans sa thése. Il est présenté par son auteur comme
une synthése des systémes du projet Automath de de Bruijn (1970) et des calculs propositionnels
d’ordre supérieurs de Girard (1972).

Automath est I'une des premiéres implémentations sur machine de vérification de mathéma-
tiques formalisées, apparue & la fin des années 1960. Il s’agit d’un langage de définition d’éléments
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mathématiques —axiomes, énoncés de théorémes, preuves— ainsi que d’un programme vérifiant
la bonne interaction de ceux-ci.

Dans Automath, la formalisation d’une théorie est représentée par un livre (book) qui est
composé d’une succession de lignes. Chaque ligne définit ou introduit un nouvel élément (ou objet)
d’un certain type. Toute définition est établie & partir d’'un ensemble d’objets précédemment
définis : un contexte. Les définitions peuvent étre des notions primitives —axiome, hypothése,
nouveau type d’objets (p. ex. entiers, réels, etc) ou simple variable— ou I’application d’un élément
& d’autres. Quand le contexte d’un objet comporte des notions primitives, elles agissent comme
des objets indéfinis qui peuvent étre remplacés par des objets concrets de méme type. De tels
objets a trous se comportent et sont utilisés comme des fonctions.

Automath traite de fagon uniforme des conceptions jusqu’alors distinguées : 'implication
comme cas particulier de quantification universelle ; les objets mathématiques (entiers, réels, etc.)
et les preuves; et l'identification des types et des formules. De fait, Automath constitue I'une
des premiéres utilisations concréte et effective de la correspondance de Curry-Howard. Cette
correspondance y est d’ailleurs étendue par la notion de types dépendants : des objets-preuves
pouvant apparaitre dans les types.

Pour plus de détails, nous suggérons de se référer & de Bruijn (1980) qui propose une vue
d’ensemble (survey) du projet Automath, et van Daalen (1994) qui donne une définition formelle
du représentant nommé AUT-QE de la famille des systémes Automath, et établit quelques méta-
théorémes usuels & son sujet. Aussi Serensen et Urzyczyn (2006) donnent des indications plus
précises sur les origines de la correspondance de Curry-(De Bruijn)-Howard et la contribution
apportée par les idées présentes dans Automath.

Calculs d’ordre supérieur

Les A-calculs typés d’ordre supérieurs ont été développés par Girard (1972) afin d’établir
des interprétations fonctionnelles des arithmétiques d’ordre supérieur. A Iorigine introduite par
Godel (1958), l'interprétation fonctionnelle de 'arithmétique (intuitionniste) de Heyting HA (ou
interprétation Dialectica) consiste a assigner & une formule de l'arithmétique A une formule
ABVYAp(Z,7), ot Ap est une formule sans quantificateur d'un systéme de fonctionnelles de type
fininommé T : si A est prouvable dans HA, son interprétation 1’est dans T. Ce systéme T peut
étre vu comme une extension des fonctions primitives récursives par I’ajout de fonctionnelles (voir
sec. 2.2.2), et ainsi comme une extension du point de vue finitiste développé par Hilbert dans
I’espoir de donner un fondement définitif, minimal et intuitif aux mathématiques. En particulier
la cohérence de 'arithmétique est ramenée & une propriété calculatoire du systéme T. Avigad et
Feferman (1998) dressent un éventail des conséquences de ce théoréme d’aspect technique, dont
les extensions de Girard menant aux calculs d’ordre supérieur.

3.1.2 Le calcul des constructions — CC

Notons que notre présentation est quelque peu anachronique : le calcul des constructions
apparait historiquement avant les pure type systems présentés précédemment (voir ssec. 2.4.4).
Cependant le symbolisme contemporain utilisé pour décrire CC est plutdt celui des PTS, et c’est
pourquoi nous avons préféré opter pour une présentation de CC en tant que membre de la famille
des PTS. Toutefois, nous avons supprimé les prémisses redondantes de certains régles, p. ex. pour
la regle (prod) des PTS :

'FA:s; Toz:AFB:sy (s1,82,83) € R
FI—VJ:A.B:53

(prod)
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dans le Calcul des Constructions CC la prémisse I'FA : s1 est inutile et donc supprimée.

Dans la suite nous utilisons les conventions mentionnées dans la premiére définition de la
section 1.4, en particulier sur les jugements de la forme I'FA : B : C, qu’ils se trouvent en
prémisse de régles de typage ou en conclusion.

Régles du calcul des constructions

l'“A:x 2 ¢dom(I)

(c-envy) .
i Coawe
I wf® Iz AT wf€
c (c-ax) s (c-var)
I'E Prop : Type Fx:AT'Fz: A
Iz:AFu:B:k [€u: V2 .B FlE'U:A( )
_abs c-app
FEXsd V24 B (c-abs) I'Fuv: Bz + 0]
I,o:AFB & FFu:A A=, A TFEA:x
(c-prod) (c-conv)

IeEved Bk [y A
ol k dénote I'une des constantes Prop ou Type.

Exemples d’utilisations du calcul des constructions

En fonction des types de A et B dans les régles (c-abs) et (c-prod) on parcourt le spectre
allant du A-calcul simplement typé & ’ordre supérieur en passant par les types dépendants, qu’il
est alors possible de combiner.

Le A-calcul simplement typé Quand A et B sont de type Prop dans (c-prod) et que = n’est
pas libre dans B, alors Vz*.B dénote en fait 'implication A — B du A-calcul simplement typé.
Par exemple, on peut exprimer et prouver la transitivité de 'implication :

A B C :Prop EAfAPB NP7 N g (f2): (A= B) = (B—C) = A— C : Prop

On voit que Prop est le type des propositions, et que tout est explicité dans CC : A, B et C
sont des variables propositionnelles qui doivent étre déclarées dans I’environnement avec le type
Prop.
Prenons comme autre exemple la loi de Pierce dont on peut former le type correspondant
dans CC :
A B :Prop (A — B) = A) — A : Prop

Ce type ne posséde aucun habitant avec cet environnement dans CC.

Le A-calcul du second ordre : polymorphisme et imprédicativisme Dans le A-calcul
simplement typé, pour chaque type A il existe une fonction identité Az?.2 de type A — A. Or le
traitement effectué, I’algorithme, est indépendant du type de 'argument de la fonction identité.
Reynolds (1974) propose alors un A-calcul typé autorisant les fonctions polymorphes (quand A
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et k sont Prop), et qui permet par exemple d’exprimer une unique fonction identité polymorphe
et son type :
EXAPTP \pA 2 : VAT™P A — A : Prop

Le polymorphisme correspond en logique a la quantification sur les propositions et introduit
donc une notion d’imprédicativité sur les types du systéme. Cela autorise, entre autres choses,
I'expression de types vides : par exemple la loi de Pierce quantifiée universellement peut étre
exprimée mais n’est pas habitée dans I’environnement vide :

€y APToP Y BPTOP (A — B) — A) — A : Prop
Ou plus simplement, Pabsurde L peut étre définie par VAP™P. A4 dans CC :

<L : Prop avec EABY™P \gt 2 B :VBY™P | — B : Prop

D’autre part, Bohm et Berarducci (1985) constatent que le polymorphisme autorise le codage
des types inductifs. Par exemple le type des entiers N, défini par les constructeurs 0 : N et
S : N — N, peut étre représenté par les termes :

N:=VXProP X & (X - X) = X : Prop
0 := AXProP \gX N\ X=X o : N
S = ANAXPP N X ANfX2X f (n X 2 f) :N—= N

ol un entier de type N agit comme un destructeur, ¢’est-a~-dire un itérateur (voir sec. 2.2.2).
Enfin, il est possible de définir des abréviations pour les formules produites par les connecteurs
logiques usuels, par exemple :

“A=A— 1
AANB :=VXP"P (A B - X)— X
AVB:=VXP"P (A5 X)) (B—=X)—> X
JAPP B = yXTProP (yAPTOP B X)) - X

L’ordre supérieur A l'ordre supérieur (quand A est de type Type et x est Prop), on peut
définir des relations entre propositions. En particulier, les connecteurs logiques deviennent défi-
nissables en tant qu’objets du systéme :

= AAPP A | : Prop — Prop

A = MAPToP \BProp yxProp (4 B X) - X : Prop — Prop — Prop

V = \APToP \BProp yxProp (4 X) 5 (B — X) — X : Prop — Prop — Prop
3o := ACFrop=Prop y xProp (yAProp 0 A 5 X) — X : (Prop — Prop) — Prop

ol do est un quantificateur existentiel propositionnel avec dn (AAPrOp.B) se réduit en JAP™P B,

Les types dépendants A l'instar de la logique du premier ordre, il est parfois nécessaire de
disposer de symboles de prédicats : par exemple si U : Prop est le domaine de quantification,
alors on peut introduire un symbole P de type U — U — Prop (quand A est de type Prop et
k est Prop) afin d’écrire P = y avec x : U et y : U. Le type P x y est un type qui dépend des
termes x et y, et peut étre formé dans CC. Par exemple dans I'environnement I' = U : Prop, P :
U — U — Prop, on peut prouver la commutativité de la quantification universelle :

IOV AR A YU eV H oy x: (VaV Wyl Pz y) = vyl val P oy
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Le calcul des constructions Toutes ces conceptions prises ensemble autorisent 1’expression
de nouveaux objets, comme par exemple la quantification existentielle du premier ordre sur un
domaine U : Prop donné en argument :

3, = AUPP \CU=Prop y xProp (woU 0 g — X) — X : YUP™P (U — Prop) — Prop
et 'on peut par exemple prouver :
U :Prop,u:U,P:U — U — Prop p: (VxU.‘v’yU.P Ty) — YU P22

U U
ot p = AHy® P @y \xProp \p¥a” P a a=X f, o (Hy uu)et 32U P 2 2 est une abréviation
pour 3, U (A\2V.P z 2).

Coquand et Huet (1985) proposent des exemples plus conséquents d’utilisation du calcul
des constructions pour formaliser diverses théories ou conceptions usuelles : 'idée simple est de
postuler I'existence d’objets du bon type dans l'environnement (p. ex. les axiomes). L’utilisation
du systéme est alors trés proche de celle d’Automath et de ses motions primitives servant &
postuler I’axiomatique d’une théorie formelle.

3.2 Pédagogisme dans le calcul des constructions

3.2.1 Critére de Poincaré formel

Rappelons le critére de Poincaré :

« Si une définition par postulat est utilisée, alors il doit exister un exemple d’objet
la satisfaisant. »

De facon similaire aux travaux précédents sur la pédagogie formelle, dans CC une définition par
postulat d’un objet x peut étre vue comme un environnement contenant z suivi d’hypothéses a
propos de x. Par exemple, la définition par postulat informelle

« Soit x un entier naturel vérifiant les propriétés P(x) et Q(x). »

est formellement représentée dans CC par I'environnement suivant
z:N,H; : P(z),Hy : Q(x)

ou N est la définition imprédicative usuelle du type des entiers de Church dans CC (voir ci-avant).

Poincaré affirme qu’un tel ensemble d’hypothéses est une définition par postulat admissible
de z seulement si nous sommes en mesure d’exhiber un entier naturel satisfaisant les deux
propriétés P et (). Autrement dit, les types P(n) et Q(n) doivent étre habités pour un entier n
donné. C’est-a-dire qu’il doit étre possible de dériver :

Fn:N It1 : P(n) €ts : Q(n)
Si cela s’avére impossible (i.e. I'un des termes n, t; ou t3 ne peut étre construit) alors la définition
est dénuée de sens et doit étre évitée.

Inversement tout environnement d’un sous-systéme CC, de CC peut étre vu comme un
ensemble de définitions par postulats et doit alors étre exemplifiable :
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Exemplification d’un environnement

o L’environnement xq1 : Ai,...,x, : A, est erxemplifiable dans CC, ¢§’il existe des termes

t1,...,t, tels que :

litltAl 'itQZAQ[l‘l(*tl] 'itniAn[Cﬂl,...,l‘n,l %tl,...,tnfl]

Le critére de Poincaré concerne toutes les définitions par postulats, donc tous les environne-
ments utilisables. Dans CC un environnement I" est utilisable dés qu'’il est bien formé (I wf€). Le
critére de Poincaré pour un sous-systéme CC, de CC s’énonce alors formellement par :

Critére de Poincaré

o Un sous-systéme CC, de CC satisfait le critére de Poincaré si tous les environnements bien
formés (i.e. T wf*) sont exemplifiables dans CCy.

Nous cherchons alors une version contrainte de CC satisfaisant le critére de Poincaré, et stable
par réduction.

3.2.2 Extension naive des résultats précédents a CC

Dans les travaux précédents sur la pédagogisation de systémes formels usuels, chaque envi-
ronnement est motivé avant d’étre utilisé :

FeA Fo-A
AFF

(P-Hyp)

I est alors immeédiat que tous les environnements utilisés sont exemplifiables, et donc le systéme
satisfait trivialement le critére de Poincaré. Rappelons que la motivation précéde 'introduction
d’une définition par postulat, tandis que I’ezemplification lui succeéde.

Malheureusement, un tel ajustement ne fonctionne pas dans CC : prenons le systéme naif
CC, suivant dans lequel on remplace la notion d’environnement bien formé I'wf" par le simple
fait qu’il soit motivable.

Définition de CC,,

Fo-T Fo-(T,z: AT

- (n-ax)
I'Fo: T :Prop: Type

Iz:AFu:B:k
Az vzt B

(n-abs)

Iz:AFB: &

——— X  (n-prod
I°Vz4.B : k ( )

ou
- lﬂa~(x1:A1,...

(n-var)

Iz:AT'Fz: A

'y :vzd.B Thvy: A

n-app
I'"uv: Blr + v] ( )

I'fu:A A=, A TFA:x

(n-conv)

Ml A

,Tn © Ap) dénote les dérivations o (z;) : 0(A;);

— o et T sont deux constantes ajoutées au calcul.
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L’approche naive est trop naive

Ces modifications sont en tous points comparables a celles que Colson et Michel (2009)
ont effectuées pour le calcul du second ordre faiblement pédagogique Ps-Prop?. On y retrouve
d’ailleurs le méme défaut de non-stabilité de la réduction puisque

POATP A ) Ls L — 1
y est dérivable (avec L := VAP™P A) mais pas
Pazte: L — L

Cet exemple précis d’instabilité peut étre évité en plagant une contrainte sur la régle (n-app),
similaire & celle introduite sur (V.) pour passer de Ps-Prop? a P-Prop? et qui empéche I'instan-
ciation de l'identité polymorphe sur L (et donc la dérivation de L — L).

Mais méme ainsi, CC,, n’est pas un sous-systéme de CC. En effet, les jugements suivants sont
dérivables dans CC,, mais pas dans CC :

(a) z1 : Type " Prop : Type
(b) @1 : Prop,zs : (AHT7%1.T) (Ay'.y)I* Prop : Type
(¢) x1:N,zg : AH==0.T) (APN=Prop A\HP O )12 Prop : Type
(d) 1 : 22,79 : Prop I* Prop : Type
Les dérivations correspondantes utilisent la régle (n-ax) avec les motivations suivantes :
(a) o1 := [z1 — Prop]
(b) o9 :=[x1 — T;29 — 0]
(¢) o3:=[z1+— 0;22 — 0]
(d) o4 :=[x1 — 022 — T]
Ces jugements ne sont pas dérivables dans CC pour les raisons suivantes :
(a) Type ne peut pas apparaitre dans un environnement (lem. 1.4.2);

(b) AHT7*1.T) (A\y".y) est mal formé puisque la fonction attend un argument de
type T — x; mais un terme de type T — T lui est donné a la place;

(c) méme raison que précédemment : la fonction attend une preuve de x; = 0 alors
qu’une preuve de 0 = 0 lui est donnée;;

(d) la «définition» de z1 dépend de celle de x9 qui se situe aprés z1 dans I'environ-
nement, ce qui n’est pas autorisé (lem. 1.4.1).

Notons qu’en imposant des contraintes sur les substitutions et les environnements pendant les
motivations, on peut éliminer les cas pathologiques (a) et (d). Les deux autres cas relévent d’une
difficulté plus fondamentale, 'interdépendance morphologie-syntaxe (nécessaire) des systémes de
types dépendants, qui se voit court-circuitée dans CC,, par les régles modifiées (n-ax) et (n-var).

Changement de stratégie

Partant de ce constat, on peut vouloir réintroduire la notion d’environnement bien formé, i.e.
les régles (c-envy) et (c-envg), parallélement a la motivabilité des environnements :

Pwf® fo.T Lo AT W oo (D AT
(n-ax’) (n-var’)

I'fo: T :Prop: Type Iz:AT'Fz: A
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Cette variante n’empéche pas la production de types non-habités comme [*VAP™P A : Prop. Si
de tels types vides étaient tolérés, il faudrait en plus veiller a restreindre ou éviter leur utilisation
afin de respecter la stabilité par réduction, et contraindre toutes les régles du calcul. En général,
leur simple présence en tant que sous-terme est rapidement problématique. Notons aussi que
dans un tel systéme mizte, la définition formelle du critére de Poincaré devrait étre adaptée a
cause de la distinction entre environnement bien formé et environnement motivable qui y serait
introduite.

C’est pourquoi nous préférons adopter une autre stratégie : éviter la formation des types
vides au plus tot. CC posséde cet avantage que tous les types bien formés sont construits dans
le systéme en passant par la régle (c-prod) : c¢’est sur cette derniére que nous concentrons nos
prochains efforts d’investigation.

3.2.3 Un calcul des constructions Poincaréien — CC,

Dans CC, les régles d’inférence construisent des A-termes avec leur type associé. La seule
exception est la régle (c-prod) qui se contente de construire des types. Nous décidons de la
neutraliser en remplagant (c-prod) par (r-prod) :

F,.%':A'EBZH( ) Iz:AFu:B:k
———  (c-prod
IEvzA.B: k Ltz Bk

(r-prod)

On peut alors condenser la régle de formation de 'abstraction (r-abs) et de formation du produit
(r-prod) :
Iz:AFu:B:k

TEMNA o :V2d Bk

(r-abs + r-prod)

C’est pourquoi nous considérons qu’il s’agit d’une neutralisation de la régle (c-prod) : (r-prod)
ne peut plus étre déclenchée indépendamment de (r-abs).

Par cette simple contrainte additionnelle, nous obtenons un calcul CC, qui satisfait le critére
de Poincaré et qui est stable par réduction. Nous pouvons ainsi affirmer que (c-prod) est la régle
principale responsable de la vacuité dans CC.

Remarquons que dans CC,; la syntaxe subsume la morphologie, autrement dit les types
émergent de I'objet qui leur donne une signification : si ¢ est de type A alors A est un type.
Cela contraint évidemment tous les types & étre habités. Ce phénoméne a été anticipé par Michel
(2008) a propos des réflexions menées par Colson (1986) qui sont a origine de 'étude de la
pédagogie formelle.

Résultats majeurs concernant CC,

La stabilité par réduction du calcul résultant CC, se montre de fagon usuelle (voir sec. 1.4) :
la formalisation dans l'assistant & la preuve Coq des méta-théorémes usuels de CC par Barras
(1996) a été adaptée pour CC, 3. En pratique il suffit de modifier la définition de 'une des régles
d’inférence du systéme (représentées par un type inductif), et d’adapter quelques démonstrations
de lemmes intermédiaires pour que la preuve de stabilité par réduction pour CC, aboutisse en
Coq.

3. Le code pour Coq 8.3pl2 est disponible & I’adresse http://www.lita.sciences.univ-metz.fr/~demange/
publications/sources/CoqR.tar.gz (2012).


http://www.lita.sciences.univ-metz.fr/~demange/publications/sources/CoqR.tar.gz
http://www.lita.sciences.univ-metz.fr/~demange/publications/sources/CoqR.tar.gz
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Le fait que CC,; vérifie le critére de Poincaré repose sur la normalisation forte de CC : dans CC,
et donc dans CC,, tout type clos se réduit en un produit de la forme V24.B (lem. 2.2.17). Or dans
CC, la régle (r-prod) impose que tout produit soit habité, ce qui implique que tout type clos

est habité (cor. 2.2.19). Finalement, puisque tout environnement bien formé z; : Ay, ...,z :
A, wf’ commence par un type clos A;, ce dernier est habité par un terme ¢; que l'on peut
substituer & x; dans U'environnement précédent pour obtenir zg : Ag[xy + t1],..., 2y : Ap[z)

ty ] wf ' etc. On construit ainsi la suite de termes nécessaire pour montrer que I’environnement
est exemplifiable. L’environnement étant quelconque, on en déduit que CC, vérifie le critére de
Poincaré (prop. 2.2.20).

Comme conséquence importante, on montre que toute fonction de CC; est utile (thm. 2.2.21) :
si I-f : V2. B alors il existe un terme u tel que Fu : A.

Pouvoir logique et calculatoire de CC,

Ainsi CC, semble étre un bon candidat pour un calcul des constructions pédagogique. Mal-
heureusement son expressivité logique parait faible : il ne contient méme pas «nativement» le
A-calcul simplement typé (thm. 2.2.30). Il n’autorise pas non plus la démonstration de la symétrie
de T’égalité de Leibniz : on n’a pas de terme u tel que Fu : VAP™P VoA Vyd e =4y >y =4z
(lem. 2.2.31).

D’un point de vue calculatoire, on peut interpréter les termes du systéme T de Godel (1958)
dans CC, (voir sec. 2.2.2). On s’appuie pour cela sur la méthode développée initialement par
Kleene (1935) pour représenter la fonction prédécesseur sur les entiers de Church (1933). On
représente alors les termes, les types, et la récursion primitive (depuis l'itération) d’'une fagon
similaire a ce que proposent Girard et al. (1990) pour interpréter les termes du systéme T dans
le systéme F. L’expression de la récursion primitive depuis l'itération constitue 1’étape délicate
de Vinterprétation du systéme T dans CC, puisque ce dernier n’autorise pas le codage usuel et
général des couples.

L’itération satisfait les régles de réduction suivantes

it7(0, b, step) ~5 b
itr(S(n),b, (y")step) ~4 steply « itr(n,b, (y")step)]
tandis que la récursion primitive satisfait
D)step') ~5 b

recy(0, b, (2N,
b, (2N, yT)step’) ~4 step[z,y < S™(0),recr(S™(0), b, (2N, yT)step’) |

Yy
reCT(Sn+1(O)7 ’ ( Y
c’est-a-dire que 'étape de la récursion step’ «connait» en plus la profondeur de la récurrence
représentée par 'entier de Church S™(0).

La définition usuelle de la récursion primitive depuis l'itération consiste alors & construire en
méme temps deux suites g, et d,, ol g, conserve la profondeur de la récurrence, et d,, le résultat

de la récurrence, formellement :

do =B b
dni1 =5 step' [z, y  gn,dy ]

go =5 0

et
gn+1 =5 S(gn)

En «encapsulant» ces deux suites dans un couple v, =5 (gn, dy), il devient possible d’exprimer
vp+1 en fonction de v, uniquement, c’est-a-dire que 'on est en droit d’utiliser l'itération afin
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d’exprimer v, :
vo =5 (g0, do) =5 (0, b>
Unt1 =5 (In+1,dn+1)
=5 (S(gn), step'[z,y < gn,dn])
=5 (S(m1(vn)), step[z,y < m1(vp), m2(vn) ])

ou 7; représente la i projection. Aprés avoir calculé v, par I'itération, le résultat de la récurrence
est alors o (vy,).

Les couples utilisés possédent une composante entiére (de type N) et l'autre du type du
résultat : ils sont hétérogénes. Or dans CC; il n’est pas possible d’utiliser le codage usuel des
couples hétérogénes car le type suivant n’est pas dérivable : A x B := VCP™P (A — B —
C) — C. En revanche, les produits cartésiens homogénes T x T sont autorisés pourvu que
T soit un type dans CC,. En particulier, si T est un type simple sur N (i.e. formé & partir
de N et —), on peut coder un entier de type N dans T par une fonctionnelle ency de type
N — T, et donc représenter des pseudos-couples hétérogénes : Nx T := (T —T — T) — T ou
(n,t)T .= \fT=T=T f (ency n) t. Ces couples ont le comportement attendu, et permettent ainsi
de représenter effectivement la récursion primitive depuis l'itération dans CC, par la technique
exposée ci-avant.

3.2.4 Définition d’un sous-systéme pédagogique de CC

Les limitations logiques de CC,; suggérent une définition plus précise d’un calcul des construc-
tions pédagogique. Il semble en effet surprenant de ne pouvoir prouver la symétrie de I’égalité de
Leibniz dans un calcul pédagogique. En effet, la non-vacuité du type x =4 y peut étre justifiée
par la substitution qui & A associe N et & x et y associe 0. Cela signifie que non seulement nous
attendons que les environnements utilisés soient exemplifiables, mais que I'inverse aussi doit étre
vérifié.

Cependant, on a vu que la réciproque immédiate «tout environnement motivable est bien
formé» peut poser des difficultés (ssec. 3.2.2) : les environnements I' motivables ne sont pas né-
cessairement des environnements bien formés I' wf® de CC. La définition formelle de la réciproque
du critére de Poincaré que nous proposons en tient compte :

Réciproque du critére de Poincaré

o Un sous-systéme CC, de CC vérifie la réciproque du critére de Poincaré si dés que
litliAl fitQZAg[xl %tl] Iitn:An[xl,...,l‘nfl(—tl,...,tnfl]

et
10 AL, s Ay wES

alors
*
1:A1,...,xn:Aan

Nous en venons alors & une définition formelle d’un sous-systéme pédagogique de CC. Un
tel systéme doit : (a) étre un sous-systéme de CC; (b) étre stable par réduction; (c) vérifier le
critére de Poincaré; (d) vérifier la réciproque du critére de Poincaré.

Ces conditions sont en effet nécessaires : le calcul propositionnel du second-ordre faiblement
pédagogique satisfait les conditions (a), (c), (d) mais pas (b); CC, satisfait (a), (b), (c) mais
pas (d); (c) est la caractéristique fondamentale d’un systéme pédagogique; (b) est un attribut
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essentiel de tout systéme fonctionnel. On aboutit alors a la premiére définition formelle d’un
sous-systéme pédagogique de CC :

Sous-systéme pédagogique de CC
o Un systéme CC, est un sous-systeme pédagogique de CC'si :
(i) CCy est un sous-systéme de CC : si T wf* alors Twf"; et si [P w : C alors T'Ffw : C.
(ii) CC, est stable par réduction : si [Ft: C et t ~, t', alors TFt : C;

(iii) @1 : A1,..., 2, : A, wf” si et seulement si z; : Ay,..., 2, : A, wf et il existe des termes
t1,...,tn tels que

|—*t1:A1 |it22A2[x1<—t1] |—*tn:An[l’h...,ajn_l(—tl,...,tn_l]

Il est possible de construire un sous-systéme de A? pédagogique au sens de cette définition et
équivalent au A-calcul pédagogique du second-ordre de Colson et Michel (2009). Cette construc-
tion, que nous décrivons dans la section suivante, est un exemple de sous-systéme pédagogique
de CC et constitue par 1a une justification (pédagogique) de cette définition formelle.

3.3 Sous-systémes pédagogiques du second-ordre

Dans cette section, nous construisons un sous-systéme pédagogique de A2, et donc de CC,
que nous nommons )\}2,. Nous passons par l'intermédiaire de deux autres systémes : A2 ot les
motivations utilisées sont explicites et totales, et A? ot les motivations sont seulement totales.
Ces trois systémes se révélent équivalents, et P-Prop? de Colson et Michel (2009) peut étre plongé
dans 'un quelconque d’entre eux et vice-versa.

Le passage du systéme A2 au systéme \? s’effectue en relachant une contrainte sur les régles
a plusieurs prémisses : dans )\g une méme motivation est nécessaire pour toutes les prémisses, ce
qui n’est plus le cas dans A\? qui rend les motivations implicites. Ce relachement est suggéré par
le fait que les motivations de A\? sont interchangeables (lem. 3.2.24).

Dans les systémes A2 et A\? les motivations sont totales : toutes les hypothéses de environne-
ment sont motivées par des termes clos. Le systéme )\12) relache cette contrainte : les motivations
peuvent agir sur une partie (éventuellement vide) de ’environnement & motiver, et associer des
termes non clos. Il n’est ainsi plus nécessaire d’introduire un exemple de formule canonique T
et son habitant o que I’on peut alors identifier 4 l'identité polymorphe : T := VAP™P A — A et
0 1= AAP™P g4 1.

3.3.1 Avec motivations totales explicites — \2
Idées conceptuelles de base

Pour représenter un état courant d’une preuve, on utilise un séquent I' =t : A qui signifie «t
est une preuve de A sous les hypothéses I'». Dans la pratique pédagogique, on a besoin en plus
d’exemples des hypothéses de I', ce qu’on peut formaliser en utilisant des séquents augmentés
d’une exemplification de la forme I'; ¢ : A signifiant «t est une preuve de A sous les hypothéses
I' qui sont exemplifiées par o». L’idée intuitive est que lorsque I' = x1 : Ay,...,xn : Ap,
alors o est une substitution [z1 +— t1,...,2, — t,] ou les ¢; sont des exemples des A;, i.e.
I i : Ai[z1,..., i1 + t1,...,t;_1]. On dira alors que ¢ motive/exemplifie I' *. De méme on
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passe des jugements de la forme I'wf & des jugements augmentés I'wf,. Ces motivations que
I’on explicite, sont totales dans le sens ou toutes les hypothéses de I' sont exemplifiées.

Rendre les motivations explicites posséde deux avantages. D’une part, cela permet de rendre
compte plus fidélement de la pratique des mathématiques pédagogiques durant laquelle on
conserve mentalement un méme exemple tout au long de la preuve. D’autre part, cela sim-
plifie et précise les méta-théorémes du formalisme associé : on peut agir sur les motivations, et
ainsi mieux apprécier les contraintes qu’elles subissent ou imposent.

Définition du systéme

Nous appliquons cette idée & A2 (voir sec. 3.1), qui est une restriction de CC correspondant
au systéme F, pour obtenir un systéme que nous nommons A? et défini par les régles suivantes :

TEA:k %‘ a:o(A) x¢&dom(T)

(e-envy) o -
[]Wf[] I x: AWfi?:(a:Ha) ( ?
waie Iz: AT chzre
2 (e-ax) 5 (e-var)
I'fo: T :Prop: Type Io: ATE2z: A
F,x:Al%f:(mHa)u:B:Prop FI%.eu:VxA.B F%eU:A
2, A A (e-abs) P (e-app)
e e Vo . B TEuv: Blx + v]
I x: A%‘?:(m s q) B : Prop %f . o(Vz?.B)
(e-prod)

e vz B : Prop

Discussion sur les contraintes introduites

La régle (prod) de A\? est contrainte en (e-prod) dans A2 afin d’éviter la création de types
vides au plus tot : p. ex. L := VAP™P A qui représente 'absurde dans A\? n’est pas motivable
(car close et non habitée). La contrainte impose alors que le type formé soit compatible avec la
motivation courante o, c’est-a-dire que I'instance o(Vz?.B) du type formé soit habitée.

Afin de conserver la bonne correspondance environnement-motivation lorsque ’environne-
ment est augmenté d’une hypothése A, il est nécessaire d’introduire une pseudo-contrainte sur la
régle (envy) : F%f a: o(A). Cette prémisse supplémentaire ne doit pas étre considérée comme une

réelle contrainte puisque la dérivation I I%e A : k contient la construction de I'exemple a nécessaire
(lem. 3.2.12). Ce fait est important pour les systémes & motivations explicites : si I't; A : Kk ne
permet pas la construction d’un exemple a de o(A), cela signifie que la motivabilité de A n’a
pas été vérifiée suffisamment tot par le systéme, et que A est potentiellement dangereuse (pour
la stabilité par réduction) voire inutilisable.

Enfin, les motivations étant totales, il est indispensable d’introduire une formule de base T
qui représente la formule toujours prouvable et qui est habitée par un exemple canonique o. Ces

e

constantes sont nécessaires puisque sans elles les deux seules dérivations possibles seraient [] W'F[z]
et Fﬁe Prop : Type.

4. 1l devient difficile de distinguer entre exemplification et motivation dans un systéme avec séquents augmen-
tés : o agit d’abord comme motivation, puis est conservée en tant qu’exemplification.
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Résultats majeurs concernant )\

La correspondance environnement-motivation impose immédiatement au systéme de satisfaire
le critére de Poincaré (prop. 3.2.11) :

Sixzyg:A1,...,xn: Ay Wff,e alors I-%]e o(x;) : o(A).

Inversement, \? vérifie la réciproque du critére de Poincaré (lem. 3.2.15) :

Si
F%]etlel FﬁetQ:Ag[xletl] ?—ﬁetn:An[zl,...,xn_l b1,y tn_1]
et
1 A, xo Aoy xy s Ay WES
alors
T1: A1, 10 1 Aoy 1t A Wf%;l e t1): (> t2)st . i o )

Notons que la preuve de ce résultat n’utilise pas fondamentalement 'hypothése x1 : Ay, z9 :
Ao, .oy o A, wfS il suffit que les A; soient différents de Type. Autrement dit, sous cette
hypothése, on peut affirmer que tout environnement motivable est bien formé dans A2. C’est
pourquoi la nécessité de la réciproque de Poincaré n’apparait pas dans les travaux précédents
sur la pédagogisation du systéme F ou Type n’est pas présent dans le formalisme utilisé.

Et enfin, A\ est stable par réduction (prop. 3.2.26) :

SiTEt:C et t~gyt, alors TE : C.

Ce résultat s’obtient de facon usuelle en établissant un lemme de substitution d’un terme dans
I'environnement (lem. 3.2.25). L’énoncé de ce lemme est plus précis dans un systéme avec moti-
vations explicites, et constitue 'un des résultats intermédiaires d’intérét a propos de A2.

Résultats intermédiaires d’intérét sur \?

Le lemme de substitution On peut vouloir formuler le lemme de substitution pour A\? par :
Sily:C, I wf%,e::(yﬁc)::(,/ et F%ew : O, alors T, TV[y + w] Wfﬁfzar.
ou la motivation o::(y > ¢):: ¢’ est simplement «contractée» d’une position en o::0”.

Lorsque w est un terme, y étant une variable de terme, elle n’apparait pas dans les types du
reste de Uenvironnement IV. Dans ce cas ¢’ motive aussi ['[y «+ w] =T".

Mais lorsque w est un type, y étant une variable de type, elle peut apparaitre dans les
types du reste de l'environnement. Et donc substituer w pour y force une remise en question
de I'exemplification o’ qui était utilisée pour motiver I, et qui est éventuellement incompatible
avec Iy + w].

Par exemple, avec I' := [|, C :=Prop, [V :=z:yetw:=T — T on a

2
y : Prop, 2 : ny(yH T):(z — o)

mais on n’a pas
z: T — waﬁ;w})

puisque sinon le critére de Poincaré pour A2 (prop. 3.2.11) nous donnerait
Fﬁe o: T =T

Il faut alors préciser la contrainte que subit la motivation par la formulation suivante :
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Sil,y:C, T wfi’?:(y — o) ot et I‘I%ew : C, alors il existe p telle que I', TV[y «+ w] Wfif:p.

On voit ainsi comment ’explicitation des motivations précise un comportement intuitif : si I'on
décide de fixer une hypothése dans une démonstration, alors les exemples associés aux autres
hypothéses qui en dépendent doivent étre réévalués.

La transmission des motivations en conclusion Pour tout séquent la motivation se trans-
met a la conclusion (lem. 3.2.17), ce qui est déja le cas dans (Colson et Michel, 2009, lem. 17) :

SiTEw : C alors Fﬁe o(w):o(C).

Bien siir cela est souhaité : un raisonnement hypothétique valide sur des objets abstraits doit le
rester sur nos exemples concrets. C’est d’ailleurs le role de ces exemples.

Echange des motivations Pour passer de A2 & A?, on relache les contraintes sur les régles
(e-abs) et (e-app) en autorisant a ce que les prémisses soient motivées par des substitutions
différentes. L’équivalence de ces deux systémes repose sur le résultat d’échange des motivations
(lem. 3.2.24) suivant :

SiTE w: C et Twf, alors TES w: C.

En effet, dans A\? les formules en exemple dans o sont closes, de méme que celles de o’. Or les
formules closes sont toutes équivalentes, et peuvent alors étre substituées les unes aux autres.

3.3.2 Avec motivations totales — \?

A2 n’est pas un sous-systéme pédagogique de CC au sens de la définition formelle précédente,
en particulier & cause des motivations explicites. Ce point est résolu avec A7 défini par :

I A:x a¢dom()

— (t-envy) tonv
[Jw T,z: Awf™ ( 2)
I wf? T,z: AT wf*
2 (t-ax) 5 (t-var)
' o: T :Prop: Type Frz:ATF2: A
I,2: AP w: B : Prop I u:vedB TEwv: A
(t-abs) (t-app)

Iy v: Bz < v]

Ia: AP B Prop o mot, V. B
TP V248 : Prop

(t-prod)

La contrainte o moty. V2. B signifie d'une part que o motive I' (noté o mot I'), et d’autre part
qu’il existe un terme ¢ tel que 2t o(VzA.B). Rappelons que [x1 + ti,..., T, — t,] motive
x1: A1, ..., zp : Ay, signifie simplement que 2t ti s Ajlxy, .., xim 1, timn .
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Equivalence des systémes A2 et \?

L’équivalence des systémes A? et A\? est immédiate (thm. 3.3.6 et 3.3.7) :

— omoty VB si et seulement si Dwf= et il existe un terme ¢ tel que F[th . o(Vz4.B),
c’est-a-dire que (t-prod) simule (e-prod) et vice-versa;

— les régles a deux prémisses (t-abs) ou (t-app) dans A\? sont équivalentes & leur homologues
(e-abs) et (e-app) dans A2 : pour simuler (t-app) par (e-app), il suffit de récupérer une
motivation de I'une des prémisses et de l'utiliser pour motiver 'autre par échange de
motivations dans \2.

En conséquence, \? vérifie le critére de Poincaré et sa réciproque ainsi que la stabilité par
réduction. Mais ce n’est toujours pas un sous-systéme pédagogique de CC & cause des constantes
o et T. Encore une fois, ces constantes sont nécessaires : autrement les seuls éléments de type
Prop seraient des variables ou la constante T.

Dans la régle (t-prod), la motivation systématique de tout l’environnement pour construire
un élément de type Prop oblige la construction préalable d’un élément de type Prop, qui lui-
méme nécessite la construction préalable d’un élément de type Prop, etc. Pour sortir de cette
impasse, dans A2 et AZ, on doit fixer des éléments initiaux (arbitraires) o et T avec o: T : Prop.

Pourtant dans CC, le probléme ne se pose pas et ces constantes sont définissables par o :=
AAPTP A\zA 2 et T :=VAP™P A — A. Cela est rendu possible par la régle (r-prod) qui nécessite
d’habiter le produit construit, mais sans avoir & motiver tout ’environnement.

Dans )\]% nous autorisons une motiwation partielle de I’environnement lors de la formation des
produits par la régle (p-prod). Quand la motivation est vide le comportement est celui de CC;,
quand elle est totale le comportement est celui de A?. Ainsi, a I'instar de CCy, les constantes o
et T deviennent définissables.

3.3.3 Avec motivations partielles — )\123

Les motivations partielles

Introduisons I'idée sur un exemple : nous allons motiver 'environnement I' := x1 : Aq,..., 25 :
As par la substitution o := [zg > ta, x4 — t4] dont le domaine {x3, x4} est un sous-ensemble
strict de {z1,...,z5}.

Commengons par appliquer la substitution ¢ & I’environnement I :

— x1 n’est pas motivée par o, et son type A; ne contient pas d’occurrence de xs ni de
x4 : Penvironnement résultant de I'application de la motivation partielle o contient alors
I . Al ;

— 9 est motivée par ¢ donc n’apparait pas dans l’environnement résultant ;

— x3 n’est pas motivée par o, mais son type peut contenir des occurrences de xo qui sont
motivées par ¢y : 'environnement résultant contient alors z3 : As[zg < to];

— ete.

A la fin de la procédure, 'environnement résultant est :

O'(P) = : Al,xg : Ag[xg — tg],x5 : A5[x2,x4 — tQ,t4]

Il est nécessaire de controler que la substitution o associe aux variables x; des termes correc-
tement typés t; (possiblement ouverts). En reprenant ’exemple précédent, il faut vérifier que to
est bien typé dans la partie de 'environnement résultant qui déclare la variable z;. De méme ¢4
doit étre bien typé dans la partie de 'environnement déclarant x1 et x3. Au final, on doit avoir
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les dérivations suivantes :
I . A1 |2p7f2 : A2 I Al,l‘g : Ag[l‘Q — tg]lgptz; : A4[.’E2 — tg]

A ce stade, on dit que la substitution o motive partiellement I’environnement I', ce qu’on
abrége par o mot I'. Il faut alors m dérivations pour établir ce fait, avec m le nombre de variables
motivées par o.

Puis nous définissons la notion de motivation partielle o d’un type C par rapport & un envi-
ronnement ', abrégée en o mot, C : o doit motiver partiellement I'; et il doit exister un terme ¢
tel que o(T)¥* ¢ : 0(C). Pour établir o moty C il faut alors m -+ 1 dérivations, avec m le nombre
de variables motivées par o.

Définition du systéme

¥ Ak 2 ¢ dom(I")

— (p-envy) i
[Jwh™ T,z: Awf? (p-emva)
T wf? (p-ax) Iz: AT wf2» ( )
p-ax p-var
FlgpProp:Type F,:U:A,F'lgpa::A
T,z: A% u: B: Prop I u:va B TPw: A
(p-abs) (p-app)

T2 Az Vat.B TE uv: Bz + v]
To: A B Prop o mot, Va2 B

T Va4 B . Prop

(p-prod)

Résultats majeurs concernant )\]23

Les constantes o et T des calculs précédents sont définissables dans )‘122 par 0 := AAP™P \z4 z
et T :=VAP™P. A - A (lem. 3.4.1) :

T wf
I o:T: Prop : Type

Ainsi, en identifiant o et T de A? par leur définition dans )\12), on démontre immédiatement que
A? est un sous-systéme de )\12) (thm. 3.4.3) : toute motivation totale est effectivement un cas
particulier de motivation partielle.

Pour montrer que )\% est un sous-systéme de A\? (thm. 3.4.4), il suffit que o mot, C implique
p ® o motr C' pour une certaine substitution p, c’est-a-dire qu’il faut pouvoir compléter une mo-
tivation partielle o en une motivation totale p ® . Un résultat similaire est déja établi pour le
systéme pédagogique du second ordre P-Prop? par (Colson et Michel, 2009, prop. 9).

Finalement )\g, A7 et A2 étant tous équivalents, )\12, vérifie les critéres nécessaires lui permettant
d’étre qualifié de sous-systéme pédagogique de CC :

(i) A2 est un sous-systéme de CC;

(ii) SiITEPt: C et t ~p t/, alors TRt : C;
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(iii) z1: A1, ..., zn : Ay wf?® si et seulement si x1: A1, ..., @, s Ay WES et il existe des termes
t1,...,t, tels que

Eptl :Al gthZAQ[[El(—tl] gptn:An[xly--,wn—l<_t1;--,tn—1]

3.3.4 Systéme F pédagogique — P-Prop?

Pour établir le lien avec les travaux précédents, nous montrons que le systéme fonctionnel
du second ordre pédagogique P-Prop? de Colson et Michel (2009) et A? sont équivalents : P-
Prop?, A2, \? et )\12) sont alors des formalismes différents du méme systéme. On récupére alors
indirectement un plongement du calcul propositionnel du second ordre Prop?, et par suite de A?,
dans 1'un quelconque des systémes A2, \? ou )\12,.

Définition du systéme P-Prop?

o A . r:FeA o A
—— (P- P-H
AIEfO:T( %) Alffx:F ( yP)

Az APy B APy AB ARy A
(=) (—e)

AR A zA 0w AB NG

APy B a g V(A) APy Vo B Po v (
v
AP Aqu: Va.B NGRS [« V] -B

P-Y,)

Correspondance des formalismes de P-Prop? et de \?

La correspondance entre les termes et types de P-Prop? et ceux de A\? est immédiate : les
deux abstractions Az4.t et Aa.t sont traduites respectivement en AzIAl.[t] et AaF™P.[t] ou [A]
est la traduction de A et [t] celle de ¢; de méme pour I'implication A— B et la quantification
Va.B qui sont unifiées dans le formalisme de A\? en les produits, respectivement, V:UHA].[[B]] et
valror [B].

Les contextes de P-Prop? sont des ensembles A = {z1 : Ay,...,zy = Ay} ol les z; sont
des variables de termes et les A; des types, tandis que les environnements de \? sont des listes
I'=wy1: B1,...,yn : By ot les y; sont des variables de terme quand B; # Prop ou de type
quand B; = Prop. On montre alors que les environnements de A\? peuvent se comporter comme
les contextes de P-Prop? : on peut se passer de mentionner les variables de type, et l'ordre
d’apparence des variables de terme dans I' n’importe pas. On peut alors étendre simplement
la traduction en interprétant un contexte A = {x; : Aj,...,x, : Ay} comme Uenvironnement
[A] = 21 : [A1]l, ..., @y : [An], dont la partie contenant les variables libres (de type Prop) des
A; est cachée.

Les motivations o de P-Prop? sont des substitutions associant a des variables de type des types
de P-Prop? : o A signifie que le type A est motivable par o dans P-Prop?, c’est-a-dire qu’il
existe un terme ¢ tel que f4 . 0. A. Par extension pour un contexte A = {zy: A1,...,zn: An},
o A signifie que tous les A; sont motivables par o, i.e. LS A;. Il n’y a aucune restriction sur
o : 0(A;) peut ne pas étre clos et méme introduire de nouvelles variables libres absentes de A;.
Les motivations de A\? semblent plus contraintes : o motr A impose & o d’associer des termes clos
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a toutes les variables de I’environnement I'. Nous allons voir que cette souplesse de P-Prop? n’est
en fait qu’apparente puisque tout type A de P-Prop? motivable par une substitution o (lEfO' - A)
I’est par 7 (IEfT - A) qui est la substitution constante qui associe T a toute variable de type.
C’est d’ailleurs aussi le cas pour A? (lem. A.1.1), et donc pour \? et )‘123' Ces motivations 7 sont
appelées des motivations triviales.

Plongements mutuels entre P-Prop? et \?

On montre que P-Prop? peut étre plongé dans A? (thm. 3.5.13), i.e. :
AB Yy : C si et seulement si [A] 2 [w] : [C].

L’implication de gauche a droite s’établit de la fagon suivante : on part d’une dérivation
quelconque de A B C qu’on transforme en une dérivation n’utilisant que la motivation triviale
T; ce qui nous permet de passer de LLPNE [A] wf? par la réciproque du critére de Poincaré
puisque 7 est totale et close. Il suffit alors de faire correspondre les régles de A? et de P-Prop? :
(=) et (V¥;) de P-Prop? correspondent & la régle (t-abs) de A7, et (—¢) et (V) correspondent
a la régle (t-app).

Dans D'autre sens : de [A]wf?, avec A = {z1 : Ay,..., 2, : An}, le critére de Poincaré nous
donne des termes ¢; tels que 2 [Ai][x1,. .., @i—1 < t1,...,ti—1]. Or il s’avére que ces t; sont
images de termes ¢; de P-Prop? par [], donc aussi 2 [0 - TAillzr, - -y @izt <= [0, - -, [0,
d’out on en déduit par récurrence que FBft; s Aj[my, .y < 1, .t ], Cest-a~dire Rfo . A,

avec o(x;) = t,. Finalement, on parvient a passer de [A] w2 a 5. A et il suffit encore une
fois de faire correspondre les régles de A? et de P-Prop?.

La construction d’antécédents des termes des dérivations de A? (sauf Prop et Type) par [-]
est unique et permet de montrer immédiatement le plongement inverse de A? vers P-Prop? :

T w: C avec C # Prop, Type si et seulement si [I] ! (ef [w]~t: [C]L.

3.3.5 Indécidabilité de la vérification du typage
Le probléme de la vérification du typage

L’utilisation effective de systémes formels pédagogiques passe nécessairement par une implé-
mentation sur machine. Au minimum l'ordinateur doit étre capable de vérifier qu’une démons-
tration donnée d’un certain énoncé mathématique en est bien une. A travers l'isomorphisme
de Curry-Howard, cela revient a décider si un terme ¢ (la démonstration) est bien de type A
(I’énoncé) dans un environnement I' (les hypothéses), c’est-a-dire si I'F¢ : A ou bien si '/t : A :
c’est le probléme de la vérification du typage (type-checking). Dans CC la vérification du typage
est décidable, ce qui rend possible 'implémentation sur machine (voir Huet (1989)).

Malheureusement, aucun des formalismes P-Prop?, A\? ou /\12, n’admet de tel algorithme :
la vérification du typage y est indécidable. Le terme de preuve ¢ ne contient pas suffisamment
d’information : il ne contient pas les exemples de I', ni les preuves que ces exemples satisfont les
contraintes imposées par ’environnement I'.

Avec ses motivations explicites, le formalisme de A2 est porteur d’informations supplémen-
taires. La vérification du typage pour un tel formalisme consiste & construire un algorithme qui
étant donnés un environnement I'; une substitution o, un terme ¢ et un type A décide si I't; ¢ : A
oul'F£ t: A. Malgré cette information supplémentaire, la vérification du typage reste indécidable
pour A\2.
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Le cas des formalismes proposés pour le second ordre pédagogique

La démonstration d’indécidabilité de la vérification du typage pour ces formalismes s’établit
par réduction au probléme d’habitation de type. Ce probléme consiste & construire un terme ¢ (une
preuve) habitant un type A (une formule) donné(e) sous un environnement I' (les hypothéses)
donné. Urzyczyn (1997) montre que ce probléme est indécidable pour Prop? et donc aussi pour
P-Prop? et par suite pour A\?, )\12, et finalement 2.

On constate en effet qu'une dérivation de 2 A Prop contient la construction préalable
d’un habitant du type A (lem. 3.2.12). De fagon générale, une dérivation T’ 2ty : A nécessite la
création d’une exemplification de I' ainsi que de tous les sous-types apparaissant dans u ou A.
On montre ainsi que vérifier le typage pour A\? est au moins aussi difficile qu’habiter un type dans
A\?. L’habitation étant indécidable pour A\?, il s’ensuit que la vérification du typage 1’est aussi.

Enfin on établit que l'existence d'un algorithme pour décider la vérification du typage pour A2
permet la construction d'un algorithme pour la vérification du typage pour A\2. L’idée principale
repose sur le constat suivant : vérifier le typage de F%f"u : A revient a vérifier le typage de
Fﬁe Al : VT.A ou l'information contenue dans o est perdue. De méme pour A2, et il suffit alors

pour vérifier I' 2ty s A de vérifier si Fﬁe Al : VI'. A puisque A? et A\? sont équivalents. On est donc
forcé de conclure qu’un tel algorithme de vérification du typage pour A\? n’existe pas, c’est-a-dire
que le probléme est indécidable, et ce malgré I’explicitation des motivations.

3.3.6 Remarques d’ordre général

Les formalismes P-Prop?, A2, \? et )\123 sont tous équivalents et représentent des conceptions
différentes de la méme pratique de la pédagogie :

— A2 explicite et nécessite la conservation d’une méme exemplification en cours de démons-

tration ;

— )\? est plus libéral et autorise le changement d’exemplification en cours de démonstration ;

— /\g et P-Prop? acceptent une pratique trés souple avec I'utilisation d’exemplifications par-

tielles mais qu’il est toujours possible de compléter.

L’équivalence de P-Prop? avec les nouveaux formalismes A2, \? et )\120 donne un poids sup-
plémentaire & la définition formelle de sous-systéme pédagogique de CC : non seulement cette
définition est sensée (puisque exemplifiée), mais en plus elle caractérise précisément les précé-
dents travaux d’investigation sur la pédagogie formelle. De plus par 'utilisation du formalisme
de CC, la définition ouvre sur une étude rigoureuse de la pédagogisation des systémes du A-cube
de Barendregt (1991).

La plupart des résultats au second ordre sont obtenus d’abord dans A2 : le formalisme est plus
précis et convient mieux & une étude formelle rigoureuse. D’autre part, le systéme A2 transcrit
plus fidélement la pratique de mathématiques pédagogiques puisque ’exemple est conservé tout
au long d’une dérivation. Aussi, il semblerait que les relachements menant de A2 & \? puis a
)\12) soient assez généraux pour pouvoir étre effectués de facon similaire dans des systémes plus
expressifs du A-cube (quitte 4 complexifier 'expression des contraintes). Enfin les régles de A? ont
un nombre constant de prémisses, ce qui facilite leur présentation. C’est pourquoi nous suggérons
de poursuivre les investigations ultérieures sur la pédagogie dans CC en utilisant des systémes &
motivations explicites, ainsi que la définition de pseudo sous-systéme pédagogique associée (faisant
apparaitre les motivations et les constantes o et T).
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3.4 Sous-systéme pédagogique d’ordre supérieur

A Tordre supérieur, Iintroduction de fonctions propositionnelles ou encore constructeurs (ou
opérateurs ou prédicats d’ordre supérieur) augmente le pouvoir expressif du calcul proposition-
nel du second ordre. Dans CC la conjonction est un exemple de telle fonction propositionnelle
définissable par

A == AAPToP \BFToP yOProP (4 5 B — C) — C

Dans un calcul pédagogique ou les types doivent étre exemplifiables et donc non vides, ces
fonctions propositionnelles peuvent mal interagir les unes avec les autres. Par exemple les fonc-
tions P et () suivantes

P = \fPropmProp yAPR £ 4 Q= ABT"P.B
générent par application une formule P () qui se réduit sur un type vide
P Q ~5, VAP™P A

Remarquons en plus que, en tant que fonctions, ces deux constructeurs sont utiles : P peut étre
appliqué & ACT™P. T pour produire le type habité VAP™P T : et Q peut étre appliqué a T.

Il convient donc d’accorder une attention toute particuliére & ces nouveaux objets d’ordre
supérieur.

3.4.1 Un calcul propositionnel d’ordre supérieur pédagogique — P-CP¥

Dans sa thése Michel (2008) traite le cas du calcul propositionnel d’ordre supérieur de Girard
(1972). La syntaxe de ce systéme est aussi libérale que celle de Prop? ou P-Prop? : il n’y a pas
de régle de formation des types et la régle de S-conversion des constructeurs est non contrainte.

Le calcul propositionnel d’ordre supérieur

Les régles du calcul propositionnel d’ordre supérieur CP¥ sont les suivantes :

A — ™
A@T(@ AF@F(W)
AA™B A AB A4
% () fw (=)
A A B Al B
AR B ot ¢ V(A) y A Vo' B v
Afvan Y At « V] B ©
A A A=,B

Alp

ol o est une variable de prédicat de genre v; et dans la régle (V) V est un prédicat de genre ¢.
Les genres sont les types simples sur x ol * est le genre des formules. Les prédicats et leur
genre associé sont définis par récurrence® : les formules o*, Vat.B et A—B, oil A et B sont des
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formules, sont des prédicats de genre % ; Aa‘.u est de genre « = v si u est de genre v; et u v est
de genre ¢ si u est de genre v = ¢ et v de genre v.

La motivabilité d’un prédicat

En vue de pédagogiser CP¥, 'auteur réintroduit les contraintes mises en ceuvre au second
ordre, pour éventuellement en ajouter d’autres par la suite. Les contraintes sur les régles (Hyp),
(Ax) et (V) de P-Prop? sont réintroduites :

o A . FeA 5. A At B o1 -~
—F— (P-Ax P-Hyp T -Ve
AT NG Aot V]-B

Il est alors nécessaire d’étendre la motivabilité d'une formule et de définir la motivabilité I o -V
d’un prédicat V' de genre quelconque ¢.

Comme précédemment, une formule F' est motivable s’il existe une substitution o associant
a toute variable o' un prédicat de genre ¢ telle que 5 . F. Dans sa thése, I'auteur définit

la motivabilité d'un prédicat P de genre v1 = ... = v, = * comme la motivation de sa
fermeture universelle Vai*..... Vol .P aj ... ap. Ainsi le prédicat Aa*.av n’est pas motivable

car sa fermeture universelle V5*.(Aa*.«) 8 se réduit en V5*.3 qui n’est motivable.

Cette définition de la motivation d'un prédicat est encouragée par '’exemple pathologique
suivant :

‘v’a 'yal— Ya*.y a (P-Ax)
V= (Vo y a)— (Var.y a) (=) et (V)

™ (Var.(AB*.8) a)—(Va*.(AB*.B) @) (Ve)

Iiw(‘v’a*.a) —(Va*.a) (=5)

C’est-a-dire qu’avec une régle (V.) non contrainte on peut dériver L — 1, or L := Va*.« n’est
pas motivable. La contrainte sur (P-V,) empéche ce cas puisque AS*.3 n’est pas motivable, donc
le passage de la ligne 2 a la ligne 3 n’est plus autorisé.

Ll

La ($-expansion

La régle de -conversion autorise l'introduction de types vides par S-expansion :

1. T (P-Ax)
2. A T) L (=)

L’auteur propose de contraindre la relation de S-conversion de fagon & ce que deux prédicats
solent (-égaux si en plus tous les sous-prédicats dont ils sont composés sont motivables. Cette
nouvelle relation d’équivalence est nommée '-conversion, et la régle (=) I'utilisant remplace
I'ancienne régle (=4). La ’-conversion dépend alors de la syntaxe du calcul.

5. Les relations entre morphologie et syntaxe se complexifient : la définition de prédicats, objets de la morpho-
logie, nécessite l'introduction de régles de typages similaires & celles formant la syntaxe du calcul propositionnel
minimal sur 'implication.
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L’extensionnalité sur les prédicats

L’auteur exhibe une formule G non motivable et telle que " G—G. Mais plutét que de
contraindre davantage le systéme afin de rendre G—G non dérivable, il décide d’étendre son
pouvoir expressif pour permettre & G d’étre motivée en introduisant une régle d’égalité exten-
sionnelle sur les prédicats :

A0t A F A A= B
A™ (ot « B]-F

(Ext)

ou A =, B est I’égalité extensionnelle sur les prédicats A et B en tant que fonctions. Par exemple
quand t = v; = ... = v, = % alors A =, B dénote la formule

YVait..... Voyr (Aot .. apr) < (B o' ... apr)

Quelques résultats d’intérét

Le systéme résultant de ces modification, nommé P-CP“ par I'auteur, satisfait le critére de
Poincaré puisque toute les sous-formules et sous-prédicats apparaissant dans les dérivations sont
motivables de fagon uniforme par une méme substitution (voir (Michel, 2008, prop. 3.4.19)). De
plus les régles (P-Ax) et (P-Hyp) imposent naturellement au systéme de vérifier la réciproque
du critére de Poincaré.

D’autre part, 'auteur construit un plongement du calcul propositionnel d’ordre supérieur
classique (avec régle d’extensionnalité) dans P-CP%. La traduction est & base de double négation
(double negation translation) ou le symbole d’absurdité est remplacé par une variable proposi-
tionnelle fraiche ~.

Cependant, il n’est pas indiqué si P-CP% est stable par normalisation des preuves. D’autre
part, P-CP%“ n’étant pas un sous-systéme du calcul propositionnel d’ordre supérieur usuel CP¥
a cause de la régle d’extensionnalité (Ext), il n’hérite pas simplement de sa cohérence : celle-ci
est assurée par I'existence d’un plongement du calcul propositionnel d’ordre supérieur classique
(cohérent) dans P-CP¥.

Il n’est pas non plus évident d’exprimer le systéme fonctionnel associé a P-CP% : le statut a
donner a la régle d’extensionnalité (Ext) n’est pas immédiat.

3.4.2 Avec motivations totales explicites — \¢

On peut restreindre le formalisme de CC pour obtenir le calcul A représentant la version
fonctionnelle du calcul propositionnel d’ordre supérieur CP¥ (voir sec. 4.1), et qui de fait est
un sous-systéme de CC. Dans ce formalisme, les genres de CP“ sont appelés des ordres®, et
sont des types simples sur Prop. Par exemple le prédicat du début de cette section exprimant la
conjonction A est d’ordre Prop — Prop — Prop.

Nous allons expliquer les idées menant & la construction de AY. A Tinstant de la rédaction
de cette thése, il n’est pas connu s’il s’agit effectivement d’une version pédagogique de A\¥ avec
motivations explicites : la stabilité par réduction n’est pas complétement prouvée et repose sur
une conjecture.

6. En référence au travail initial de Girard (1972).
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L’absence de p-expansion sauvage

Dans le formalisme de A\“ la [-expansion sauvage (=) du formalisme libéral de CP“ n’est
pas autorisée. Dans la régle (w-conv) suivante, le type A’ remplacant par S-conversion le type A
doit étre dérivable dans le systéme :

'u:A A=, A TFA:Prop
My A

(w-conv)

Ainsi si 'on parvient & empécher la formation de types vides suffisamment tot, il ne devrait pas
étre possible d’en introduire par S-expansion en utilisant la régle (w-conv). Il n’apparait donc
pas nécessaire de redéfinir la S-conversion pour obtenir une version pédagogique de A“.

Redéfinition de la motivabilité d’un prédicat

P-CP¥ n’autorise pas l'apparition d’occurrences du prédicat Aa*.c. Pourtant ce prédicat
n’est pas dangereux en lui-méme, c’est son utilisation qui peut I'étre. Cette idée de dangerosité
peut étre exprimée formellement comme 'opposé du concept d’utilité des fonctions dégagé au
second ordre : un prédicat est dangereux s’il est inutile. Les prédicats dangereux devant étre
évités, seuls les prédicats utiles doivent étre autorisés, constat servant de base a la définition de
la motivabilité d’un prédicat d’ordre supérieur.

Formellement un prédicat P d’ordre O = O; — ... — O, — Prop est motivable par une
substitution o, abrégé en amotO(P), g’il existe des termes uq, ..., u,, un terme t et un terme R
tels que

ﬁet 'R avec o(P)uy ... up ~4 R et Fﬁeui : O;

Autrement dit, un prédicat P est motivable par o si o(P) peut étre totalement appliqué a des
termes u; (d’autres prédicats) pour former une proposition R habitée (par t).

Remarquons que ¢ habite un réduit R de o(P) u; ... u, et non o(P) uy ... u, directe-
ment. En effet dans le cas inverse, la construction du terme ¢ dont le type est une application
o(P) uy ... uy, nécessite de passer par une régle de conversion ot K°o(P) uy ... uy : Prop en

serait une sous-dérivation. Ce type étant clos, dans un systéme pédagogique il est attendu qu’'un
habitant ait été construit et dérivé a priori. Or un tel habitant est exactement ce qui est recher-
ché, nous entrainant dans un cercle vicieux. Pour briser cette circularité, il convient d’habiter un
type Q =5 0(P) uy ... uy, c’est-a-dire tel que Fﬁet : Q. Mais dans ce cas tout réduit R de Q)
devrait convenir, a supposer que le systéme soit stable par réduction (ce que nous souhaitons).
Il parait donc suffisant d’habiter un réduit R de o(P) uy ... up.

Remarquons aussi que les contraintes de A2 de la forme Fﬁe t: o(A) sont un cas particulier de
motivabilité lorsque le prédicat A est d’ordre Prop.

Non nécessité d’un principe d’extensionnalité

Le principe d’extensionnalité (Ext) proposé pour P-CP“ n’est pas repris ici : la formule G
non motivable sans extensionnalité et telle que G—G soit dérivable n’est déja pas dérivable dans
CP¥, donc a fortiori ne I'est pas non plus dans A“.

Ainsi nous cherchons uniquement & contraindre le formalisme A“ : la S-conversion est inchan-
gée, et aucune regle n’est ajoutée. Le systéme résultant ¥ est alors naturellement un sous-systeme
de CC, et hérite directement de la cohérence de CC et de la normalisation forte de ses A-termes.



40 Chapitre 3. Description de I'étude formelle

Définition du systéme \¥

(we-envy)
e

[]wff

TRCA:k Ha: A o(A)~, A" & ¢dom(T)

o

we-en
Ia: AWfZ'J:e:(z}—)a) ( v

I wf,° [z AT wfye
(we-ax) (we-var)

[0 : T :Prop : Type Io: AT Ex: A

I'a: A%Jf:(mHa) u: B : Prop
FI%’ex\xA.u vz . B
I Al%:ﬁ(xHa) u:B:Type TI2°A: Type
T xzdu:A— B
CEu:VeA B :Prop TEw:A omot ™ (Blr« v])

(we-absy)

(we-absp)

we-appy
Clu v : B[z + v] ( )
IEu:A— B:Type TEw:A omot”(uw)
Tuwv: B {we-2ppo)
p :
T,x: ARS (o q) B:Prop o mot?™P (Vz. B)
vzl B - Prop (we-prod.)
p .B:
Ix: Al%:f:(x —a) B : Type A : Type
(we-prodp)

I'°A — B : Type
ifu:A A=, A T A : Prop
Cleu . A’

(we-conv)

Discussion sur les contraintes introduites

Les régles (we-enva) et (we-prod,) reprennent les contraintes déja présentes dans A2. Deux
nouvelles contraintes sont introduites sur les régles (we-appy) et (we-appp), chacune justifiée par
I’'un des contre-exemples suivants.

En 'absence de contrainte sur la régle (we-appy), on a la dérivation suivante :

1. ey : VAPIPPIoPD (YBPIoD A B) s (VBPIP A B) : Prop
2. i ACFroP ' Prop — Prop
3. u (ACT™P.C) : (VBP™P (ACT™P.C) B) — (VBY™P.(ACT™P.C) B)

avec u := NAProp=Prop \VBP.A B [1 Or Je sous-type VBPP (A\CT™P.C) B ne doit pas étre
motivable puisqu’il se réduit en VBY™P. B qui n’est pas motivable. Autoriser une telle dérivation
est certainement problématique pour la propriété de stabilité par réduction.

De méme, sans contrainte sur la régle (we-appp) on aurait :

1. Fﬁc AAProp=Prop yBProp A B . (Prop — Prop) — Prop : Type
2. Fﬁe ACPTP ¢ Prop — Prop
3. Fﬁe (AAFrop=Prop ypProp A By (A\CF™P () : Prop
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Or le type produit ne doit pas étre motivable car il se réduit sur VBY™P. B qui n’est pas motivable.
Notons que tous les prédicats et sous-prédicats apparaissant dans les contre-exemples ci-
dessus sont motivables jusqu’a I’application de la régle non contrainte fautive en ligne 3.

Remarquons enfin qu’il n’est pas nécessaire d’introduire de contrainte sur la régle (we-prodpn).
En effet, tous les types de type Type sont des ordres de la forme O — ... — O,, — Prop et
sont trivialement habités par )\x?l ..... /\xg".—l—. Autrement dit, les types formés par (we-prod,)
sont tous motivables.

Résultats majeurs concernant \Y

Complexification du lemme de substitution De méme que A2, \* vérifie le critére de
Poincaré et sa réciproque. Cependant il n’est pas encore établit si A est stable par réduction : la
démonstration usuelle repose sur un lemme de substitution, qui se complexifie encore par rapport
a celui de \2.

En effet, & 'inverse de A2, on n’a pas dans A\ :

Sil,y:C, TV l%’?:(y s e)nor diDet D lz°w : C, alors il existe une substitution p telle que
I Iy « w]is?, dly < w]: D]y + w].

Il suffit pour s’en convaincre d’adapter le contre-exemple justifiant la contrainte sur la régle
(we-appy) :

1. A:Prop — Prop I¥5 ., y.peop 1) AH"P7"4 B . (YBP™P A B) — (VB"™P.A B) : Prop
2. i ACFroP ¢ : Prop — Prop
3. IEAHTETOCTRO) BT ¢ (YBPoP (ACT™P.C) B) — (VBYTP.(ACT™P.C) B)

L’étape 3 est interdite car sinon par génération (lem. 4.2.7) on aurait le type VBY™P (A\CT™P.C) B
dans I’environnement, ce qui n’est pas possible par le critére de Poincaré puisque ce type est vide
donc non motivable.

De la méme fagon le contre-exemple justifiant la contrainte sur la régle (we-appn) peut étre
adapté ici.

Un lemme de substitution pour )Y En étudiant la démonstration de stabilité par réduction
(prop. 4.2.22), on peut extraire un lemme de substitution (lem. 4.2.21) adapté & A\¥ et suffisant.
L’énoncé de ce lemme est le suivant :

i) siTyy : OISy D 2 O, Thw:C , T,y « wlwf, et
o::pmot®(Dly <~ w]) alors T,y <« wlfzs, D[y + w]: O;

(ii) si I,y : C’,I"I%Jﬁ(y,_,c):g/ d:D:Prop , THEHw:C , T,IVy+« w]wf;}ﬁp et
o::pmot®(D[y + w])  alors D, Vy < wlkss, dly < w]: D[y < w].

La différence notable est I'hypothése o:: pmot®(D[y + w]) : dans le cas (i) elle correspond a la
contrainte de la régle (we-appn), tandis que dans le cas (ii) elle correspond a la contrainte de la
régle (we-appy).

Si ce lemme de substitution pour A\Y est vérifié, alors \¥ est stable par réduction et est alors
un sous-systéme pédagogique de CC avec motivations explicites. Dans ’attente, nous n’avons
pas étudié le pouvoir expressif de A\Y en comparaison avec celui de son parent \“.



42

Chapitre 3. Description de I'étude formelle



Chapitre 4

Conclusion et perspectives

4.1 Synthése du travaileffectuée . . . ... ... ... ... .. .. ... 43
4.2 Perspectives . . . . . . . e e e e e e e e e 44
4.2.1 Vers un Calcul des Constructions pédagogique . . . . . . . . .. .. 44
4.2.2  Sur la décidabilité du typage . . . . . . .. ..o 47
4.3 Reéflexions générales . . . ... . ... .. o oo 48
4.3.1 D’ordre technique . . . . . . . . ... ... 48
4.3.2 D’ordre conceptuel . . . . .. ... 48

4.1 Synthése du travail effectué

Ce rapport décrit le cheminement effectué dans ’exploration vers un Calcul des Constructions
pédagogique. Le travail est d’ordre conceptuel et nous nous sommes efforcés de motiver chacun
des choix effectués.

Nous avons apporté un éclairage nouveau sur les systémes formels et fonctionnels pédago-
giques : tout d’abord est établie une définition formelle d’un sous-systéme pédagogique du Calcul
des Constructions ; puis des exemples de tels systémes du second ordre sont exposés, et enfin nous
avons proposé un systéme pédagogique d’ordre supérieur.

Au second ordre, nous avons montré que notre définition s’applique trés exactement au sys-
téme de Colson et Michel (2009). De plus le formalisme des pure type systems utilisé autorise la
description de nombreux systémes d’une fagon homogéne : p. ex. les contraintes pédagogiques
introduites au second ordre sont nécessairement répercutées a ’ordre supérieur; inversement,
une fois un Calcul des Constructions pédagogique établi, les versions pédagogiques des systémes
du A-cube doivent apparaitre par suppression de certaines régles et simplification des contraintes
associées. C’est pourquoi il nous semble que notre objectif de traitement uniforme de I’étude de
la pédagogie formelle est en partie atteint.

Lors de cette exploration, nous avons mis au jour un formalisme rendant les motivations
explicites, en faisant apparaitre les exemples des hypothéses dans les jugements. Ce type de
formalisme nous semble tout a fait naturel pour I'expression des systémes pédagogiques. D’autre
part il autorise la formulation d’énoncés méta-mathématiques plus précis et intuitifs sur ces
systémes. Toutefois, nous avons montré qu’il n’était pas porteur de I'information nécessaire pour
d’envisager directement une implémentation sur machine, en particulier car la vérification du
typage y est indécidable.

43
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Nous proposons de conclure ce rapport en indiquant quelques pistes pour guider d’éventuels
travaux futurs sur ’étude de la pédagogie vers des systémes plus forts, et éventuellement pour
pallier les insuffisances constatées. Puis nous terminons sur quelques réflexions informelles et
personnelles.

4.2 Perspectives

4.2.1 Vers un Calcul des Constructions pédagogique

La propriété de préservation du type d’'un terme lors du calcul, que nous avons appelée
propriété de stabilité par réduction (subject reduction), est une caractéristique fondamentale d’un
systéme fonctionnel. Nous avons vu que son obtention dans les systémes pédagogiques nécessite
d’empécher la formation de types vides au plus tot.

Dans le formalisme des PTS utilisé, de nouveaux types (éventuellement vides) peuvent étre
créés par la régle de formation des types (prod), ou celle d’application (app). Pour ces deux
régles, nous proposons d’établir un résumé des contraintes nécessaires afin d’éviter la création
de tels types vides, d’abord pour les systémes A% et A“, puis nous étendons I’étude au cas de
AC'. Par suite, nous sommes alors en mesure de proposer une version pédagogique du Calcul des
Constructions.

Contraintes nécessaires pour la régle (prod)
Rappelons la régle de formation des types dans les PTS pour les systémes du A-cube :

'FA:s; Tyz:AFB:sy (s1,82,82) € R
vz B : S9

(prod)

Ci-aprés un tableau résumant les contraintes nécessaires : v signifie que U'instance (s1, s2, $2)
de cette régle ne produit pas de type vide; Xsignifie que l'instance (s1, s2, $2) peut produire un
type vide et qu’il faut donc contraindre cette régle ; ’absence de marque signifie que l'instance
de la régle n’appartient pas au systéme; enfin les nombres en exposant indiquent le numéro de
I’'une des explications qui suit.

(81,82) /\2 A AC
(%) |V x4

(D’*) X2 X2 X2
(x,00) Vo
(0,0) vilvs3

1. x n’apparait pas dans B : dans ce cas si B est motivable par b, alors Vz“.B est motivable
par A\z?.b, et I'éventuelle vacuité de Va“.B n’est pas dii & cette régle (i.e. aucun nouveau
type n’est produit ici).

2. Si la régle n’est pas contrainte on peut dériver le type vide YAF™P A de type Prop.
3. Les éléments de type Type sont de la forme vz, Prop et sont habités par AZC T

4. Sans contrainte on pourrait dériver Va.z =y 0 de type Prop. Notons que toutes les sous-
formules sont motivables.
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Contraintes nécessaires pour la régle (app)

Pour la régle (app) il convient d’étudier les sortes s1 et so des types de la fonction u et de
son argument v :

Itv:A:sy Trhu:Vzd.B:sy
I'Fuwv: Blx < v]

(app)

Avec les cas suivants :

(51,82) )\2 AL AC
(%) | VI [/E]X?
(D,*) /1,2 XG X6
(x0)

1. Ce sont des preuves qui sont produites. D’autre part les types n’étant pas dépendants, x
est remplacé par un terme qui n’apparait pas dans B (i.e. B[z <— v] = B) : aucun nouveau
type n’est produit ici.

2. Dans A2, nécessairement A = Prop et donc v est motivable, d’ott B[z < v] puisque B est
motivable. Autrement dit le fait de typer v de type Prop dans un systéme pédagogique
évite le probléme de non stabilité par réduction du calcul du second ordre faiblement
pédagogique.

3. Sans contrainte on aurait :
F(AAPToP=Prop y gProp 4 By (A\CP™P.C) : Prop ~%,; FVBY™P.B: Prop

Notons que tous les sous-prédicats sont motivables.

4. Sans contrainte on aurait :
F(AzN.z =y 0) 1:Prop ~5; k1 =y0:Prop

Notons que tous les sous-prédicats sont motivables.

5. Sans contrainte on aurait :
F1:N: Prop FANAH= ;N 2 =y 0 — 2 =5 0 : Prop

FOZNAHT=O H)1:1=50—=1=N0 <%, FAHTYH:1=30—-1=x0

Notons que tous les sous-prédicats sont motivables.

6. Sans contrainte on aurait :
FACT™P.C : Prop — Prop : Type
FAAPToP—=Prop \ppVB™PA B .y AProp=Prop (ypProp 4 By _ (YBFT°P A B): Prop
F(AAPTop—=Prop A\[p¥BYPA By (\CProP () : (YBFTP (ACP™P.C) B) — (VBF™P.(ACT™P.C) B)
Sy FAHYETUB L (YBYTP B) 5 (VBTP.B)

Notons que tous les sous-prédicats sont motivables.
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Expression d’un Calcul des Constructions pédagogique

Dés lors que l'on sait ou placer les contraintes dans AC, on est en mesure de proposer une
version pédagogique du Calcul des Constructions. Il convient tout d’abord d’étendre la définition
de motivabilité d’un prédicat au cas des types dépendants :

Définition : motivation d’un prédicat avec types dépendants

o Le fait que la substitution o motive le prédicat P de type E, noté o mot”(P), est défini par :

o motP™P(P) := il existe un terme ¢ et un type R tels que i t:Reto(P)~s R
o mot”* P (P). := il existe un terme u tel que It w: o(C) et o::(z = u) mot” (P z).

tels que Fﬁ* t: R avec o(P) i ~4 R et }ﬁ* w2 o(Cilz1, .oy zic1 < ULy .o, U1 ).

Cette déﬁni‘gion est sensée puisque dans CC tout prédicat posséde un type F syntaxiquement
de la forme VZ¢. Prop. De plus il est facile de vérifier que la motivation d’un prédicat de AY en
est un cas particulier.

Nous proposons enfin comme expression d’un Calcul des Constructions pédagogique avec
motivations explicites le systéme AC, suivant :

e (ce-envy)

TiEA:k fa: A o(A)~, A" zgdom(T)

(e

ce-env
F,[I} Awfge (z — a) ( 2)

I wfse
I'Eo: T :Prop: Type
Iz AT wfee
Fo: AT Ez: A
Iz Alﬁf:(xHa) u:B:K
1N et vzt B
T w:Vzd.B:Prop TEv:A omot™P(Blr+ v])

(ce-ax)

(ce-var)

(ce-abs)

ce-appy
It uv: Bz + v] ( )
Tl wu:VeA B:Type Tiv: A omot? ()
c (ce-appg)
I'fuv: Bz« v]
Ix: AIE;::(I — a) B : Prop o mot" P (Vx4 B)
(ce-prody)

I vz?.B : Prop
I ot AlZ e o) B : Type
N vzl B Type
Fifu:A A=, A TIFA :k
Cieu: A

(ce-prodp)

(ce-conv)
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Remarquons qu’il doit étre possible de contracter 'expression des régles (ce-prod,) et (ce-
prodm) en une régle (ce-prod) avec une contrainte :

Do ARy s o) Bik o mot”®(Vz". B)
T vet.B:k

(ce-prod)

en étendant la définition de o mot? (P) au cas ou E = Type, produisant une contrainte triviale-
ment réalisée.

En revanche, il semble plus délicat de condenser ’expression des contraintes sur les régles
(ce-appy) et (ce-appp) : dans un cas on agit sur le terme B[z < v] tandis que dans l'autre on
agit sur u v. Une formulation pédagogique générale reprenant exactement les (méta-)régles des
PTS apparait alors compromise.

4.2.2 Sur la décidabilité du typage

Comme nous 'avons montré, la vérification du typage pour les systémes propositionnels pé-
dagogiques du second ordre P-Prop?, A2, A\? et A2 est indécidable : le symbolisme utilisé n’intégre
pas dans les termes de preuve 'information nécessaire a la reconstruction d’une dérivation.

En analysant le systéme avec motivations explicites de A2, on peut voir les régles responsables
de cette perte d’informations : la régle (e-abs) oublie le a motivant A; et la régle (e-prod) ne
conserve pas la motivation ¢ du type formé.

F,w:AI%f:(xHa) u:B:Prop( bs) F,x:Al%f:(zHa) B : Prop F%ft:o(V:pA.B)
e-abs
Fl;zf et vzt B FI%erA.B : Prop

(e-prod)

C’est la raison pour laquelle la régle (e-envy) nécessite une pseudo-contrainte pour récupérer la
motivation a construite a prior: lors de la dérivation de I' I%eA TR

FI%QA DK % a:o(A) x ¢ dom(T)

e-en
Ia: AWftzje::(x»—)a) | v

C’est pourquoi nous proposons, a 'instar du A-calcul typé qui décore les A-termes purs par
des types pour contréler leur normalisation, d’annoter les types par des termes pour controdler
leur motivabilité. Par exemple au second ordre, on peut imaginer des régles avec de tels termes :

Lo,z Agtu : By : Prop (abs) Ty, x: AgFBy : Prop bt o(Ve'e By)
abs

Iy FAzfe (vaa'Bb)a()\an.u) s l_<ve73Aa-Bb)t : Prop

(prod)

et aussi

I'yFA, :k x ¢ dom(T)
Iy,x: Agwf

(envy)

ou les exemples sont annotés en indice et sont clos, et ou I', est une abréviation pour x7 :
Alap eyt Ana"~

Dans un tel formalisme, les termes devraient contenir I'information nécessaire afin de per-
mettre la reconstruction d’une dérivation et ainsi autoriser la vérification du typage. Cependant &
I’ordre supérieur, ’annotation d’un constructeur reste a établir : nous rappelons qu’un construc-
teur est motivable s’il est utile, et qu’il faut donc fournir des termes & appliquer a ce constructeur
pour vérifier ce fait, termes qu’il convient de conserver dans ’annotation.
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4.3 Reéflexions générales

Les réflexions présentées dans cette derniére section sont trés générales et ont été peu appro-
fondies par 'auteur de ce rapport. Cependant elles apparaissent légitimes et peuvent servir de
guide & des développements ultérieurs.

4.3.1 D’ordre technique

Sur les contraintes La contrainte nécessaire sur la régle d’application (ce-appy) pour 'ob-
tention d’un Calcul des Constructions pédagogiques parait assez forte :

T wu:VzA.B:Prop TEwv:A omot"P(Blr« v])

Cfuv: B[z + v]

(ce-appy)

En effet, V2. B représente 'énoncé d’un théoréme général que I’on souhaiterait utiliser en 1’ap-
pliquant a v : A. Et il faut pour cela vérifier la motivabilité de Bz < v], ce qui, si B[z < v]
est clos, revient & ’habiter. Or il est possible que ce soit justement ce que ’on souhaite obtenir.
I1 semble alors qu’il soit nécessaire d’effectuer une preuve directe (sans détour), potentiellement
trés longue : 'application du général au particulier apparait délicate.

En ’absence d’une implémentation, nous n’avons pas été en mesure de vérifier si cela pouvait
entraver 'utilisation effective d’un systéme pédagogique ou non.

Sur une éventuelle implémentation Au-dela du probléme de la vérification du typage au-
quel nous proposons une solution, pour étre utilisable une implémentation nécessiterait une étude
théorique approfondie de la forme des preuves d’'un systéme formel pédagogique. Par exemple,
on peut imaginer que 'utilisateur effectue une preuve d’abord dans le systéme initial (non péda-
gogique), puis que celle-ci soit complétée, si possible, en une preuve pédagogique en demandant
des exemples a l'utilisateur. Ces demandes d’interactions supplémentaires doivent étre réduites
au maximum : il convient alors d’étudier quel est I’ensemble minimal d’exemples nécessaires a
cette reconstruction, et selon quels procédés, éventuellement automatiques.

4.3.2 D’ordre conceptuel

L’extension a4 des systémes forts Dans ’éventualité ot notre proposition de Calcul des
Constructions pédagogique se révélerait correcte, la question de 'extension des résultats a des
systémes plus forts se pose naturellement. Si un Calcul des Constructions avec une hiérarchie
d’univers prédicatifs CC* ne semble pas apporter a priori de difficultés conceptuelles nouvelles, il
n’en va pas de méme des types inductifs. En effet, I’ajout d’un mécanisme de définition de types
inductifs nécessite de contraindre les types produits a étre non vide d’une part, mais aussi a éviter
les éventuels constructeurs inutiles d’autre part, ce qu’il convient de formaliser judicieusement.

En poussant la spéculation plus loin, on pourrait envisager 1’étude de versions pédagogiques
de systémes inconsistants. Nous pensons en particulier au systéme Type : Type de Martin-Lof
(1971) : il s’agit d’une instance particuliére des pure type systems et les contraintes établies pour
CC devraient pouvoir s’y transposer directement. Le résultat serait d’un intérét philosophique
particulier, que I'inconsistance persiste ou non.
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Vers un développement autonome de la pédagogie formelle Jusqu’a présent, I’étude
de la pédagogie formelle fait référence & un systéme de base. Notre définition de sous-systéme
pédagogique du Calcul des Constructions n’y échappe pas. Cela comporte des avantages, comme
le fait d’hériter de la cohérence du systéme initial, mais aussi des inconvénients, comme celui de
ne pouvoir s’échapper des idées implicites liées au formalisme du systéme d’origine. Par exemple
dans CC les environnements de typage sont implicitement universellement quantifiés, ce qui est
traduit par le lemme usuel de substitution. Or dans les systémes pédagogiques, les environnements
de typages sont aussi existentiellement implicitement quantifiés, ce que le formalisme hérité ne
représente pas, ce qui nous contraint a avoir recours a des énoncés méta-mathématiques plus
techniques.

Il serait certainement utile de parvenir a dégager une notion de pédagogie indépendante de
tout systéme actuel, autorisant une évolution complétement autonome de la pédagogie formelle,
et débouchant potentiellement sur un formalisme tout & fait original.
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Dérivation, sous-dérivation (stricte)
o Les définitions inductives induisent une structure arborescente : une dérivation.
o Une sous-dérivation d’une dérivation est alors un sous-arbre de la dérivation.

o Une sous-dérivation stricte d'une dérivation est une sous-dérivation qui n’est pas la dérivation
elle-méme.

Remarque

Dans la suite, les notations liées aux définitions inductives (p. ex. les relations de typage) pourront désigner a
la fois une dérivation ou bien le fait qu'un objet satisfait ladite définition inductive.

1.1 La pré-morphologie

Nous travaillons dans le formalisme des pure type systems de Barendregt (1992), a quelques
différences prés, décelables dans la suite.

Pour plus de clarté, nous utilisons une syntaxe usuelle faisant apparaitre explicitement les
variables en tant qu’identificateurs (p. ex. )\xA.u) et non pas, comme c’est le cas dans la syntaxe
de De Bruijn de Bruijn (1972), comme position. On travaillera alors modulo renommage de
variables liées (a-conversion) de fagon implicite. Les résultats liminaires ci-aprés justifient et
valident ce choix.

Termes bruts :
o les constantes Prop et Type sont des termes bruts;
o les variables x, ¥, ... sont des termes bruts;
o si u et v sont des termes bruts, alors u v est un terme brut ;

o siu et A sont des termes bruts et z une variable, alors Az .u et Vz?.u sont des termes bruts.

93
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Variables libres/liées/fraiches

o L’ensemble fini des variables libres d’un terme brut t, noté V(t) est défini par :

V(c) := () ou ¢ est une des constantes
V(z) = {x}
V(uv) == V(u) UV(v)
V(ahu) = V(A) U (V(u)\{z})
V(vz.B) := V(A) U (V(B)\{z})

o Un terme sans variable libre est dit clos.

o L’ensemble fini des variables liées d’un terme brut ¢, noté B(t) est défini par :

B(c) := () o ¢ est une constante
B(z):=0
B(u v) := B(u) U B(v)
B(AzA.u) := {2} UB(A) UB(u)
B(VzA4.B) := {x} UB(A) UB(B)

o L’ensemble (infini) des variables fraiches pour un terme brut ¢, noté F(t) est défini par :
x € F(t) > x & V() UB(t)

o On étend ces notations au cas d’un ensemble fini de termes bruts T :

— V) et BI):=|JBt) et F(T)=()F()

teT teT teT

Substitution

o Une substitution o est une liste finie de couples [(z1 — u1), ..., (T, — uy,)] ol les x; sont des
variables et les u; des termes bruts. La substitution vide est notée [].

o Le domaine de la substitution o, noté dom(o), est 'ensemble fini de variables {x1,...,z,}.

o On note o, la substitution o dans laquelle tous les couples de la forme (y +— v) sont supprimés
(v un terme brut quelconque). On étend la notation au cas d’un ensemble fini Y de variables
dont on supprime les couples associés : o\y.

o :: est opérateur de concaténation entre deux substitutions. Lors des concaténations, on pourra
confondre un couple (y — v) avec la substitution contenant uniquement ce couple [(y — v)].

o L’ensemble fini des variables libres d’une substitution est :

V(o) = U V(v

(z—v)€c

Application d’une substitution & un terme
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o L’application d’une substitution o & un terme ¢, notée o(t) est définie par :

o(c) := c o c est une constante
() =y
(x—=u)io(x) =u
(&~ w):0(y) = o(y)
o(uv) :=o(u) o(v)
oAzt ) == Az o\, (u)
)

o(Vz4.B) == V"W .o\, (B)
o On pourra aussi noter t[1, ..., Ty < U1,..., U, | pour o(t) sio = [(x1 = u1), ..., (zn — t,)].
a-conversion
o L’a-conversion = est une relation entre deux termes bruts définie par les régles suivantes :

c est une constante u=w v=t

c=c (a-co) r=2

A=B ufz<+ z|=vly<+ z] z€ F(u,v)
)\xA.uE/\yB.v

A=C Blzx+ z|=Dly«+ 2] ze€ F(B,D)
V:UA.BEVyC.D

(a-abs)

(a-prod)

B-réduction

o La [-réduction ~»; est une relation entre deux termes bruts définie par les régles suivantes :

B-red
Az ) v~ ufz — o] ( :
u WB U, v v 'U,
—— (B-appg) ~ ——— (B-appa)
UV~ U U UV~ UV
I A
-abs 7 -abst
Az ~g Az Az ~g Az
B ~~,; B A~y A
(B-prod) (B-prodt)

VzA B~y Vot B V24 B ~, Yz B

oy . + e L, .
o La fermeture transitive de ~~; est notée ~~4; la fermeture transitive et réflexive (selon =)
est notée ~v4; et la fermeture transitive, réflexive et symétrique (selon =) est notée =4. Les

. L + *
relations symétriques correspondantes sont «~g, ¢~g et e~g.
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Forme normale/réductibilité /normalisation forte
o Un terme u est réductible s’il existe un terme u’ avec u ~5 u’.

o Un terme u est irréductible ou en forme normale s’il n’est pas réductible.

o Une séquence de réductions d’un terme brut ¢ est une suite de termes bruts (u;)o<i<n telle
que ug =t et u; ~>5 Ujy1.

o Un terme brut t est normalisable s'il existe une séquence de réductions finie (u;)o<i<n de t
avec u, en forme normale.

o Un terme brut t est fortement normalisable s’il existe un entier k tel que pour toute séquence
de réductions (u;)o<i<n de t, n < k.

1.2 Reésultats sur la pré-morphologie

Lemme 1.2.1. La relation = entre deux termes bruts est une relation d’équivalence.

Preuve laissée au lecteur :
— la réflexivité utilise une récurrence sur le nombre de symboles utilisés pour écrire le terme
brut considéré, puis par cas sur le terme brut;
— transitivité et symétrie se montrent par récurrence sur les dérivations (u = v et v = w).O

Remarques

Dans la suite, on identifiera des termes bruts a-convertibles : on quotiente I'ensemble des termes par cette
relation d'équivalence.

Ainsi, et par abus de notation, on pourra considérer = comme une égalité syntaxique.
Lemme 1.2.2.

Si Blx <+ v] = Vy1D1 ..... yPr.c, o c est une constante, alors un des deux cas swivants se

produit :
(i) B=vy. . ... yZEZ:c etvEVyi[)_ﬁfl ..... yDn ¢ avec Eplz «v] =Dy (0<k <i<n);

(i) B=Vyl. . ... yEn ¢ avec B[z < v] =Dy (0 <k <n).

Preuve par récurrence sur n. O

Substitution adaptée & un terme

o Une substitution o est dite adaptée & un terme brut ¢ si
V()N B(t) =10
Lemme 1.2.3. Pour toute substitution o et tout terme brut t, il existe un terme brut t' tel que

t =t et o adaptée at'.

Preuve par récurrence sur le terme brut t. ]

Lemme 1.2.4. Sit =1, et o adaptée a t et t’, alors o(t) = o(t').

Preuve par récurrence sur la dérivation de t = ¢'. O

Remarque (importante)
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On ne mentionnera plus le fait qu'une substitution est adaptée ou non : on effectuera des a-conversions sur
les termes a la volée si nécessaire avant d'appliquer des substitutions.

Composition de substitutions

o On note o ©® p la substitution composition des deux substitutions o et p définie par :

o © p = p7::0\dom(p)

ol

Lemme 1.2.5.

Pour tout terme brut t, pour toutes substitutions o et p,

o ® plt) = o (p(t))
De plus, dom(c ® p) = dom(c) U dom(p).

Preuve immédiate par récurrence sur le terme brut t et la définition de o ® p (similaire
a (Colson et Michel, 2009, lem. 6)). O

Lemme 1.2.6. Pour toutes substitutions o et p, si dom(p) N V(o) =0 et dom (o) Ndom(p) = 0,
alors
Vit o ©p(t) = p° ©o(t)

avec p° défini comme précédemment.

Preuve par récurrence sur le terme brut ¢. [l

Remarque Le lemme précédent est une généralisation du résultat usuel suivant :
Alx + ully «+ v] = Aly < v[z < u]][x + u] avec y € V(u) est x £ y.

Théoréme 1.2.7 (Church-Rosser).

Siu =g v alors il existe un terme w tel que U~z W ~~5 V.

Preuve similaire a celle de (Barendregt, 1992, cor. 2.3.8). O

Lemme 1.2.8. Si u =4 v, alors pour toute substitution o on a o(u) =5 o(v).
Preuve On montre le résultat intermédiaire suivant
Si u ~~4 v, alors pour toute substitution o on a o(u) ~4 o(v).
par récurrence sur le terme brut w puis par cas sur u ~», v (utilise le lem. 1.2.6).
Par Church-Rosser (thm.1.2.7) on a un terme w tel que u ~>; w <~z v, A0l o(u) ~+4
o(w) e~ o(v), donc o(u) =5 o(v). O

B-équivalence de substitutions

o On notera o =4 o’ si
Vz € dom(o) o(x) =4 o'(x)

Lemme 1.2.9. Si o =; o', alors pour tout terme brut t on a o(t) =5 o' (t).



58 Chapitre 1. Présentation liminaire du formalisme

Preuve par récurrence structurelle sur le terme brut t. O

Lemme 1.2.10.

(i) VaA.B =, Va2©.D si et seulement si A =5 C et B=; D ;
(ii) Az =4 Az si et seulement si A =45 C et u=4v.

Preuve immédiate par Church-Rosser (thm. 1.2.7) et la définition de ~»4 et =;. g

Plus long chemin vers la forme normale

o Pour tout terme fortement normalisable, on peut définir la longueur de la plus longue séquence
de réductions vers sa forme normale || - || par :

|lc]] :== 0 oul ¢ est une constante
]| := 0

M ul| = [|A] + [lul

IVz4.B| = || A]l + |1 B]

1 + max( max |Ju' v, max ||u v'||, |wlz < v]||) siu= xtw
u~gu/ v gv!

1 + max( max ||u/ v|, max |lu v|) sinon
u~gu/ v~ gv’

Remarques Pour que cette définition soit correcte, il faut que :

— ~, soit & branchement fini, c'est-a-dire que pour tout terme brut w, il doit exister un nombre fini de
termes v’ tels que u ~», u’ (c'est le cas plus généralement pour le lambda-calcul pur);
— que le terme considéré soit fortement normalisable.

La définition revient a considérer toutes les réductions possibles, et calculer la plus grande des longueurs.
Lemme 1.2.11. Siu est fortement normalisable alors tout t € S(u) est fortement normalisable.
Preuve

Tout séquence de réductions de ¢t implique une séquence de réductions de u de méme longueur.
Or toutes les séquences de réductions de u sont de longueur bornée. ([l

Lemme 1.2.12. Pour tout terme brut u fortement normalisable, si u ~4 u' alors ||u| > ||u/]].

Preuve par récurrence sur u ~4 u'. O

Lemme 1.2.13. Pour tous termes bruts u et v fortement normalisables, ||u v|| > ||u| + ||v]|.

Preuve

Soit u ~5 Uy ~45 ... ~5 Uy une plus longue séquence de réductions de u de longueur n, et
UV ~9g U1~ ...~ Uy une plus longue séquence de réductions de v de longueur m. Alors
UV A5 ULV~ ... v Uy U ~g Uy UL~ ...~ Uy Uy est une séquence de réductions de

u v de longueur n 4+ m, et donc la plus longue séquence de réductions de u v est au moins de
longueur n + m. g
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1.3 Définitions pré-syntaxiques

Environnement

o Un environnement I' est une liste finie de couples z1 : A1,...,z, : A, ol les z; sont des
variables et les A; des termes bruts. L’environnement vide s’écrit [] ou ne s’écrit pas.

o On note dom(I") 'ensemble fini des variables {z1,...,z,}.

Sous-environnement initial
o Sil'=x1 : Aq,..., 2, : A, est un environnement, on note par I'; le sous-environnement
x1: A1, ..., xi—1 + Ai—1. De méme on note I'<; pour le sous-environnement 1 : Ay, ..., z; : A;.
o Lorsque seul le fait d’étre un sous-environnement importe, on note I < T" si IV = I'<; pour
un certain ¢ < n.

Inclusion d’environnement

o On notera I' C I" si tous les couples de 'environnement I' sont dans I (et pas nécessairement
dans le méme ordre).

Sous-substitution initiale

o Sio = [(x1 — u1),...,(Tn — up)] est une substitution, on note o-; la sous-substitution
[(z1 = w1),...,(zi=1 — u;—1)]. De méme on note o<; pour la sous-substitution [(x;
ul)a ) (331 = ul)}

o Lorsque seul le fait d’étre une sous-substitution initiale importe, on note o’ < o si 0/ = o<;
pour un certain ¢ < n.

Inclusion de substitution

o On notera o C ¢’ si tous les couples de la substitution o sont dans ¢’ (et pas nécessairement
dans le méme ordre).

Sous-termes

o L’ensemble des sous-termes S(t) d’un terme ¢ est défini par :

—-teS(t);

~sit e S(w)alors:t € S(ww), t € Sw),tecSHhtw), teSHavu),tc S(Veiw),

t € S(Vz".B).
o On étend la notation & un ensemble de termes 7', noté S(7") par :
s = s
teT

o On étend aussi la notation & un environnement I' = x1 : Ay,..., 2, : A, par :

sm= | s

1<i<n
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1.4 Le calcul des constructions — CC

Conventions d’écriture générales

o On notera k,K/,..., K1, Ks,... pour désigner I'une des deux constantes Prop ou Type.

o Dans Vz4.B, lorsque = ¢ V(B), on pourra noter A — B.

o Les lieurs V et \ ont la priorité la plus faible; p. ex. Vo4.VyB.C représente Va4, (VyP.(0)), et
A — B — C représente A — (B — C).

o L’application est associative a droite, c’est-a-dire que u v w représente (u v) w.

o On notera Vz4. B pour fo ! .V:z:g‘ S VaAn B en considérant que Z représente implicitement
les n variables 1, ...,z et A les n termes Ay, ..., A, dans cet ordre. Sin = 0, alors VZ4.B =
B.

o On notera A[Z < @] pour Alzy,...,x, < u1,...,U,] en considérant que & représente impli-
citement les n variables x1,...,z, et ¢ les n termes uy,...,u, dans cet ordre. Si n = 0, alors
AlZ + u] = A.

o On notera A u pour A uq uo ... u, en considérant que @ représente implicitement les n
termes uq, ..., u, dans cet ordre. Sin =0, alors A 4@ = A.

o On écrira Twf* et T'Fw : C pour désigner de facon générique les relations d’un quelconque
sous-systéme de CC étudié dans la suite (i.e. ¥ désigne a la fois I, Ige, etc.).

o Onnotera 'F Ay : Ay :...: A, pour désigner TF Ay : Ay, ..., et TFA,_1:A,.
o Une régle de typage de la forme

désigne ’ensemble des régles

P P
F'iA]_:AQ F'iAnfliAn

oll P dénote la liste des prémisses de la régle.
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1.4.1 Définition du systéme

Reégles d’inférence de CC
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2 . . o} . . . .
o On définit la relation F entre un environnement et deux termes bruts, ainsi que la relation
C . N .
wf" sur les environnements par les régles suivantes :

e (c-envy)

I wf€
'€ Prop : Type

(c-ax)

Iz:AFu:B:k
I e u: Vot . B

(c-abs)

Ix:AFEB: &

TEvzA.B: K (e-prod)

I'A:x z¢&dom(T)
Iz : Awfe

(c-envs)

[a: AT wf€

(c-var)

Iz:AT'Ez: A

IF'Cu:Ved B TEv: A

c-app
I'fuv: Bz + v] ( )

fu:A A=z A TFEA: &

(c-conv)

MiEwu: A

Remarque En toute rigueur, il serait nécessaire de donner une régle pour I'a-conversion :

F'Cu:A A=A

(c-a-conv)

TEwu: A

D’aprés les remarques précédentes (ch. 1), puisqu'on identifie deux termes a-convertibles, on utilisera cette

régle de facon implicite.

1.4.2 Reésultats sur la syntaxe

Les résultats suivants sont bien connus et se trouvent pour la plupart dans 'ouvrage intro-
ductif du calcul des constructions de Coquand (1985), et généralisés aux pure type systems par

Barendregt (1992).

Lemme 1.4.1.
(i) Si T Al,...
i

(ii) Sizy: Ay, ...
tout i # j et V(w,C) C {x1,..., x5}

,Tn + ApWES, alors pour tout i, V(A1) C {x1,..

Ty 2 Apffw 2 C, alors pour tout i, V(A1) C {x1,..

., xi} et x; # x; pour tout

L, xi} et xy F x; pour

Preuve usuelle par récurrence structurelle sur la dérivation (similaire & (Barendregt, 1992,

lem. 5.2.8)). O
Lemme 1.4.2. Si Twf ou T'Fw : C, alors Type ¢ S(T') et Type ¢ S(w).
Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation. O

Lemme 1.4.3 (validité des environnements).

. . C - C P -
(i) si T'wf®, alors pour tout environnement I" T, T'wf" en est une sous-dérivation ;
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(ii) si T w : C, alors pour tout environnement I' < T, T wf® en est une sous-dérivation stricte.

Preuve usuelle par récurrence structurelle sur la dérivation (similaire a (Coquand, 1985,
prop. 1)). O
Lemme 1.4.4 (validité des types des environnements).

Sixy: AL, ... 2y Ay wES, alors pour tout i il eviste k tel que x1 : A1,..., x5t A Ajf1 K en
est une sous-dérivation stricte.

Preuve usuelle par récurrence sur la taille de I'environnement (utilise lem. 1.4.3, similaire
a (Coquand, 1985, cor. de prop. 1)). O

Lemme 1.4.5 (affaiblissement). SiT'Fw : C, T'wf et T C TV, alors I'Fw : C.

Preuve usuelle par récurrence structurelle sur la dérivation de T'F*w : C (similaire & celle
de (Coquand, 1985, prop. 3)) :

Iz:AFu:B:k
TENeA V2t B

(c-abs)

DeTl,z: AFFu: B,onal,z: Awf® comme sous-dérivation stricte (lem. 1.4.3), puis TF A :
comme sous-dérivation (lem. 1.4.4). D’ou 'on peut appliquer I’hypothése de récurrence pour
obtenir IV € A : x, puis par (c-envy) on obtient I, z : Awf".

On peut alors appliquer I'’hypothése de récurrence sur I',x : AFFu : B : k pour obtenir
I,z : Alfu: B : K, et finalement le résultat par la régle (c-abs). O

Lemme 1.4.6 (unicité du type). SiTfcw : C et T'iFw : C’, alors C =, C'.

Preuve usuelle par récurrence structurelle sur les deux dérivations (similaire a celles de (Co-
quand, 1985, prop. 2) ou de (Barendregt, 1992, lem. 5.2.21)).

Ffw:A A=,C" TFEC :k
[fEw:C’

Par hypothése de récurrence, on a C' =4 A et donc par transitivitée C' =4 C”.

(*, c-conv) avec I'f*w : C obtenu par ailleurs.

(c-var, c-var) Ce cas utilise le lemme 1.4.1.

F€u:Vad.B I'ffv: A [u:v2Y.D TEv:C
(c-app, c-app) - , -
IF'Fuv: Bz + v] I'Fuv: Dz + v]

Par hypothése de récurrence Va4.B =, V2. D, d’ott B =; D (lem. 1.2.10) puis B[z <+ v] =4
Dz + v] (lem.1.2.8). O

Lemme 1.4.7 (de substitution).

(i) siT,y:C,I'wf® et TFFw : C, alors T,T'[y < w]wf®;

(i) siT,y: C, Tt : D et TFFw: C, alors T, T [y < w] Ity < w]: D]y + w].
Preuve usuelle par récurrence structurelle sur la dérivation (similaire a (Coquand, 1985,
prop. 4) ou (Barendregt, 1992, lem. 5.2.11)).

(c-var) Ily a trois cas a considérer selon que 'on extrait de ’environnement une variable située
avant y, qui est y, ou aprés y. Le dernier cas se traite par simple application de ’hypothése
de récurrence sur la prémisse. Les deux autres sont :
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Iz: AT y:C,T"wfe
[ )
Fz: AT y:CI"Fz: A
Par hypothése de récurrence on a I',z : A, T/, T"[y + w]wf", puis par (c-var) on obtient
bien le résultat T,z : A, T", T"[y + w]Fx : A (puisque y & V(A) par lem. 1.4.1).

I,y:C,T'wf€
Iy:C,I'Fy:C
L’hypothése de récurrence donne I', [y < w]wf, et par affaiblissement (lem. 1.4.5) sur

I'w : C, on obtient bien I',T'[y + w]Fw : C (comme y ¢ V(C) par lem. 1.4.1 alors
C=Cly<«+w]).

F,y:C,F/IEu:VxA.B Iy:C.I"Fv: A
D,y:C,T'Fuwv: B[z + v]

Par hypothése de récurrence sur les deux prémisses et utilisation de la régle (c-app) on a
[,y + w]F(uv)y + w]: Bly + w]r + v[y < w]]. Or comme z € V(w) (z désigne une
variable liée), alors Bly < w ][z < v[y + w]] = B[z < v][y + w] (lem. 1.2.6).

(c-app)

(c-conv) utilise le lemme 1.2.8. O

Lemme 1.4.8 (génération). Soit 15t : T, un de ces cas se présente :
(i) sit=Prop, alors T =5 Type;

(ii) sit=x, alors il existe (x : A) €T avec T =4 A;

(iii) si t = Az, alors il eviste B et k tels que T,z : Afu : B : K est une sous-dérivation
stricte avec T =5 Vo B ;

(i) sit=wuwv, alors il eviste A et B tels que TFu: VoA B et Tv : A sont des sous-dérivations
strictes avec T =5 Blx < v];

(v) sit= VA B, alors il existe k tel que T,z : AIEB : k est une sous-dérivation stricte avec
T :B K.

Preuve usuelle par récurrence structurelle sur la dérivation (similaire a (Barendregt, 1992,
lem. 5.2.13)). O
Lemme 1.4.9 (correction des types).
SiTFEw: C, alors C = Type ou bien il existe k tel que TEC : k.

Preuve usuelle par récurrence structurelle sur la dérivation (similaire & (Coquand, 1985,
prop. 5) ou (Barendregt, 1992, cor. 5.2.14)).

[z: AT wf€
Fx: AT Ez: A
De ' A : k (lem. 1.4.4) par affaiblissement (lem. 1.4.5) on a bien I',x : A, T"F A : k.

(c-var)

I'Cu:Vaed B Tv: A

(c-app)
'y v: Bz + v]

Par hypothése de récurrence, I'fVz4. B : &/, et par génération (lem. 1.4.8) onal',z: AEB : &,
et enfin par substitution (lem. 1.4.7) on obtient bien T'f* B[z < v] : &.
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Iz:AFEB:k
LEVZAB : &k
Comme I'wf® (lem. 1.4.3), le résultat s’obtient par la régle (c-ax) quand x = Prop. O

(c-prod)

Réduction dans I’environnement

o Solent I' = &y : Ay,...,2 t Ay ooyt Ay et TV = 0 Ay, oooyx 0 Al oy, 0 Ay deux
environnements. On étend la relation de S-réduction aux environnements : I' ~5 IV si A; ~, A}
pour un certain 4.

A 2 . e + * + *
o De méme, on étend les définitions de =4, ~»p5, ~2p, ovg, g €t e~p.

Lemme 1.4.10. SiTFw : C avec T ~, IV et TV wf®, alors T'IFw : C.

Preuve usuelle par récurrence structurelle sur la dérivation de T'f*w : C (similaire & & (Co-
quand, 1985, prop. 7) ou (Barendregt, 1992, thm. 5.2.15)).

Fl,x : A,FQ ch
(c-var) Seul le cas ot A ~»; A’ est non immédiat.
I',z: ATz A
Par hypothése I'y,z : A, Towf® et par (c-var) I'y,z: A/, Taffz: A
Or I'1 €A : k (lem. 1.4.4), d’ott par affaiblissement (lem. 1.4.5) T'y,z : A/, Tl A : k. Comme
de plus A’ =, A, alors par (c-conv) on a bien I'y,x : A", Ts €z : A. O

Théoréme 1.4.11 (stabilité par réduction). Si 15t : C et t ~,t', alors Tt : C.

Preuve usuelle par récurrence structurelle sur la dérivation puis par cas sur la définition de
~~4 (similaire & (Coquand, 1985, prop. 7) ou (Barendregt, 1992, thm. 5.2.15)).

Iz:AFu:B:k

N4 u:Vod.B
On a deux cas :

(c-abs)

e u -~y : il suffit d’appliquer ’hypothése de récurrence sur les prémisses.

e A~y A comme I'I* A : k est une sous-dérivation stricte (lem. 1.4.4) alors par hypothése
de récurrence T'IF A’ : k, et donc ',z : A’ wf® (c-envy) d'ott T,z : A'ffu: B : k (lem. 1.4.10),
et finalement (c-abs) permet de conclure.

F't€u:Vet B Tiv: A
'y v: Bz + v]

On a trois cas :

(c-app)

e u ~4 v : il suffit d’appliquer 'hypothése de récurrence sur la premiére prémisse puis
(c-app).

e v ~, v : par hypothése de récurrence sur la seconde prémisse et (c-app) on a I'Ifu v’ :
Blz + v'].
Or comme I'VzA.B : &' (lem. 1.4.9), par génération (lem. 1.4.8) T,z : A B : k puis par
substitution (lem. 1.4.7) T Blx + v] : k. Et puisque B[z <+ v'] =4 Blz + v] (lem. 1.2.9)
alors par (c-conv) on a bien I'*u v : B[z < v].
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e u= M zCwet uv~,wr—v]:

Par génération (lem. 1.4.8) sur la premiére prémisse on a
Iz:CFw:D

avec Vo.B =, V2¢.D, d'ott A =, C et B =4 D (lem. 1.2.10).
On a ainsi ' C : £ (lem. 1.4.3 puis lem. 1.4.4) et donc par (c-conv) sur I'tSv : A aussi

[v:C
Par substitution (lem. 1.4.7) on obtient alors
I'fwlr + v]: D[z + v]

Or comme B =, D alors Blx < v] =5 D[z + v] (lem. 1.2.9). De plus I'*Vz?4.B : &/
(lem. 1.4.9), d’ott par génération ',z : AI° B : k" (lem. 1.4.8) et par substitution (lem. 1.4.7)

LBz < v]: K"
Finalement par (c-conv) on a bien I'tfw[z < v] : B[z + v]. O

Théoréme 1.4.12 (CC est fortement normalisant).

SiTt: C alorst et C sont fortement normalisables.
Preuve dans (Barendregt, 1992, sec. 5.3). [l

Lemme 1.4.13. SiT'I<C : Type alors C = ngﬁ. Prop.
Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation.
(c-var) Cas impossible (lem. 1.4.2).
I'Cu:vz? B T'fv: A
I'Fuv: Bz <+ v]
On a deux cas (lem. 1.2.2) :
e B =ux et v=Type ce qui est impossible puisque I'*v : A (lem. 1.4.2).

(c-app)

e B = Type, et alors I'Vz4. Type : & (lem. 1.4.9) ce qui est impossible (lem. 1.4.2).
(c-prod) Il suffit d’appliquer 'hypothése de récurrence sur la prémisse.

(c-conv) Cas impossible a cause de la troisiéme prémisse (lem. 1.4.2). O

Lemme 1.4.14. Si FIEVyfl ..... ySn. Prop : T alors T = Type.
Preuve par récurrence sur n.
Par génération (lem. 1.4.8) I',y; : C; IEVyQC2 ..... ySn. Prop : k avec T =; K, et alors par
hypothése de récurrence x = Type.
Par Church-Rosser (thm. 1.2.7) et la définition de ~», on a forcément T' ~~, Type. On a
alors deux cas (lem. 1.4.9) :
o T'= Type et tout va bien;

e T'I°T : K’ et par réduction (thm. 1.4.11) T'I* Type : k" ce qui n’est pas possible. U
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2.1 Critére de Poincaré et utilité

Critére de Poincaré

o L’environnement x1 : Aq,...,x, : A, satisfait le critére de Poincaré dans CC, s’il existe des
termes tq,...,t, tels que :
'itltAl 'itQ:AQ[:Cl(_t]_] 'itnSAn[l‘l,...,SCnfl <—t1,...,tn,1]

o Un sous-systéme de CC satisfait le critére de Poincaré si tout environnement bien formé de
ce systéme (i.e. ['wf”) satisfait le critére de Poincaré.

Utilité
o Sixy: A, ..., xn: ApFEf:V2B.C, on dit que f est utile il existe des termes t; tels que
Pty : Ay Pty Ag[zy < t1] Pty s A2ty .. Tt ¢ty ty1]
et un terme u tel que
Fo(f): vz B o(C) et PFu:o(B)

avec 0 1= [x1 = b1, ..., Tp > ty).

Remarque

Autrement dit, une fonction f est utile si I'une de ses instances o(f) peut é&tre appliquée a un argument.

67
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2.2 Un calcul des constructions Poincaréien — CC,

Reégles d’inférence de CC,

2 . . r . . . .
o On définit la relation I~ entre un environnement et deux termes bruts, ainsi que la relation
r . N .
wf" sur les environnements par les régles suivantes :

'FA:k z¢&dom()

(r-envy)

i oot
I wf’ [x: AT wf
. (r-ax) p (r-var)
I'FProp : Type z:AT'Fz: A
Iz:AFu:B:k [ : V4B F'LU:A( )
-abs r-app
Lzt v : Vot B (r-abe) [Fuwv: Bz + v]
D,z: AFu:B:k MFu:A A=, A TFA :x
(r-prod) (r-conv)
I'ivzA Bk T A
2.2.1 Reésultats sur la syntaxe de CC,
Théoréme 2.2.1 (CC, est un sous-systéme de CC).
(i) si T'wf', alors T wf®;
(ii) si TFw: C, alors TFw: C.
Preuve immédiate : CC, est plus contraint que CC. U

Les résultats précédents pour CC (sec. 1.4.2) restent valides : ils sont mentionnés ici pour
CC,; pour des raisons de complétude et leur preuve est omise.
Lemme 2.2.2 (voir lem. 1.4.1).

(i) Six1: A1, .o, 0 Ay wf', alors pour tout i, V(Aiy1) C {z1,..., 2} et x; # xj pour tout
iF T

(ii) Sixy: Ar,...,xn 2 Aptw @ C, alors pour tout i, V(Air1) C {x1,...,2;} et x; # x;j pour
touti # j et V(w,C) C{xy1,...,zn}.

Lemme 2.2.3 (voir lem. 1.4.2). SiTwf" ou T'fw : C, alors Type ¢ S(T') et Type ¢ S(w).

Lemme 2.2.4 (validité des environnements, voir lem. 1.4.3).

(i) si T'wf', alors pour tout environnement I' < T, I'wf" en est une sous-dérivation ;

(ii) si TFw : C, alors pour tout environnement I < T, TV wf' en est une sous-dérivation stricte.
Lemme 2.2.5 (validité des types des environnements, voir lem. 1.4.4).

Sixzy i Ay, ...,z 2 Ay wE', alors pour tout i il existe K tel que x1 : Ay, ..., x5t AjFAiL1 K en
est une sous-dérivation stricte.

Lemme 2.2.6 (affaiblissement, voir lem. 1.4.5). SiTFw: C, TVwf" etT' C TV, alors T’ Fw :
C.
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Lemme 2.2.7 (unicité du type, voir lem. 1.4.6). SiTFw:C et T'Fw: C’, alors C =, C'.
Lemme 2.2.8 (de substitution, voir lem. 1.4.7).

(i) siT,y:C,I"wf" et T'Fw: C, alors T',T'[y < w]wf";

(i) si T,y : C,T'Ft: D et TFw:C, alors T,T'[y + w]Ft[y + w]: D[y < w].

Lemme 2.2.9 (génération, voir lem. 1.4.8).

Soit TVt : T, un de ces cas se présente :

(i) sit = Prop, alors T =; Type;

(i1) sit=x, alors il existe (x : A) €T avec T =4 A;

(iii) sit = Az, alors il existe B et k tels que T,z : Af*u : B : k est une sous-dérivation stricte
avec T =4 Vo .B;

(iv) sit=wu v, alors il existe A et B tels que TFu : VoA B et T'Fv : A sont des sous-dérivations
strictes avec T =5 Blx < v];

(v) sit = VA B, alors il existe u et k tels que T,z : AFu : B : k sont des sous-dérivations
strictes avec T' =4 K.

Lemme 2.2.10 (correction des types, voir lem. 1.4.9).

SiTHFw : C, alors C = Type ou bien il existe k tel que T'F-C' : k.

Théoréme 2.2.11 (stabilité par réduction, voir thm. 1.4.11).
SiTHEt:C ett~gzt, alors TFt : C.

Théoréme 2.2.12 (CC, est fortement normalisant, voir thm. 1.4.12).

Si Tt : C alors t est fortement normalisable.

Preuve immédiate car CC; est un sous-systéme de CC (thm. 2.2.1). O

Lemme 2.2.13 (voir lem. 1.4.13). SiT'FC : Type alors C = Vg’ﬁ.Prop.

Preuve immédiate car CC; est un sous-systéme de CC (thm. 2.2.1). 0

Lemme 2.2.14 (voir lem. 1.4.14). Si FILVyfl ..... ySn. Prop : T alors T = Type.

Preuve immédiate car CC, est un sous-systéme de CC (thm. 2.2.1). O

Lemme 2.2.15. Dans CC,, on a les régles dérivées suivantes :
I wf'
I'fo:T:Prop: Type

avec 0 .= NAFTP \gA 1 et T :=VAP™P A 5 A,

Preuve

1. Twf (hypotheése)
2. T'FProp: Type (r-ax 1)
3. T,A:Prop wf' (r-envy 2)
4. T,A:Prop A : Prop (r-var 3)
5. T',A:Prop,z: Awf (r-envy 4)
6. I',A:Prop,z: Afx:A:Prop (r-var 5)
7. T,A:PropFlzdz:A— A (r-abs 6)
8. TI,A:PropFA— A:Prop (r-prod 6 et 7)
9. TENAPIP AzA 31 YAPIOP A 5 A (r-abs 7 8)

10. TFvVAP™©P. A — A Prop (r-prod 7 et 8)
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0

Lemme 2.2.16. Si I'F-C : Type alors il existe un terme t tel que Tt : C.
Preuve
Puisque C = Vlel ..... yPn . Prop (lem. 2.2.13), on a deux cas :
e n=0:comme I'wf® (lem. 2.2.4), alors ¢ := T convient (lem. 2.2.15);

e n=m+ 1 : par génération (lem. 2.2.9) on a I',y; : D1 Fu : Vyé)Z ..... yDn

(r-abs) t := \yP’'.u convient. O

: k et donc par

Lemme 2.2.17.

SiTEC : Vlel .VyZDQ ..... YybPn . Prop avec C clos, alors pour tous termes clos w, . . ., wy, vérifiant
IEw : Dy T ws @ Dalyy < w1 ] CEwy : Dolyt, -y Yn1 < Wi,y .-y Wy 1]
1l existe des termes bruts E et F tels que
C W~y V2P F
Preuve par récurrence sur 'ordre lexicographique de ||C' | et de la hauteur de la dérivation

deTEC : V@’B. Prop. En effet I'I*C 4 : Prop donc C 7 est fortement normalisable (thm. 1.4.12)
et ||C | est bien définie.

T,y1: Dy Fu:Vyb2 YyPr Prop : K
r IE)\yf)l.u : Vlel .VyQDQ ..... Vy,?". Prop
De T,y : D1 Fu: VyQDQ ..... VyPn Prop : k et I'fw; : Dy, par substitution on a (lem. 1.4.7)

(c-abs)

DEuly; < wi]: VyQDQ[y“_wl] ..... VyPnlviewi] prop
avec u[y; < w | clos puisque V(u) C {y1} et w; est clos. De plus (lem. 1.2.13 et lem. 1.2.12)
ulyr < wi] wa ... wall < |Ay* ) wi wa ... wy
on peut alors appliquer ’hypothése de récurrence avec les termes
T'Fws : Dafyr < wr | TFEwy, : Dufyr < willy2, .. Yno1 & Wa,y ..., W1 ]

car Dj[y1 < w1 |[y2,...,¥i—1 < wa,...,wi—1] = Di[y1,...,Yi—1 < wi,...,w;—1 | puisque les
w; sont clos, pour en déduire finalement que

APl ) wy wy .. wy g ufyr < wi ] wy ... wy ~ep V2ELF

Fu:Vzd B T'ffv: A D
(c-app) - avec Blx «—v]|=Vy '..... Yy, ™. Prop.
I'Fuwv: Bz <+ v]
On a deux cas (lem. 1.2.2) :
Dit1

e B= Vyfh ..... VyZEZx et v =Yy .. YyPn Prop avec Ei[z <+ v] = Dy.
De I''v : A on a alors que A = Type (lem. 1.4.14). Or par génération (lem. 1.4.8) ',z :
A B : Kk ce qui n'est pas possible (lem. 1.4.2).
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e B=VWyl'. ..., Yy, ™. Prop avec Eg[z <— v] = Dy.
La regle se récrit :
Flsu:VxA.VylEl ..... Yy m. Prop T'Fv:A

F}Euvz‘v’y?l ..... Vyg)".Prop

On peut appliquer I’hypothése de récurrence sur la prémisse et les termes
Icov: A TFw: Byl < v] ... TEwy: Bz, 91, Yn1 ¢ U, W1, ..., Wy_1]

puisque comme v est clos

Ei[xayla---ayi—l — w17-~~7wi—1] = Ei[CU FU][yhm,yz‘—l — w17~--7wi—1]
= Di[y1,. ., Yim1 < Wi, ..., Wi—1 ]
pour obtenir finalement
(wv) wy ... wy ~>, V2EF

(c-prod) Cas trivial.

(c-conv)

Par Church-Rosser (thm. 1.2.7) et la définition de ~»4, on a A ~5 VQ’E. Prop «~4 vgﬁ. Prop.
On a alors trois cas possibles (lem. 1.4.9) :

e A = Type n’arrive jamais par définition de ~, car A ~, ngﬁ . Prop;

e I'*A : Prop et donc par réduction (lem. 1.4.11) T ISVQ’E .Prop : Prop ce qui est impossible
(lem. 1.4.14);

e TEA: Type dou A =Vvylh. ... VyEm Prop (lem. 1.4.13) et par définition de ~~ g, néces-
sairement m =n et F; =5 D;.

Pour pouvoir appliquer ’hypothése de récurrence sur la premiére prémisse, il faut que
Flswl:Fl I’IEwg:Fg[y1<—w1] FIEwn:Fn[yl,...,yn_l<—w1,...,wn_1]
ce qu’on prouve par récurrence forte sur n :

Pour tout ¢ (lem. 1.2.8), comme D; =, F; alors
Dily1, .., yim1 < w1, .., wim1 ] =5 Filyi, ... Y1 — wi, ., Wi ]

D’autre part, par génération (lem. 1.4.8) sur TEVyf. ... Yy Prop on a I',y; :
Fi,....yn : F,Prop : ket donc T,y1 : Fi,...,yi—1 : Fi_1F; : K (lem. 1.4.3 et
lem. 1.4.4).

Par hypothése de récurrence sur les (wg)r<; et aprés substitutions (lem. 1.4.7)
on a

TEF Y1,y Yim1 & Wiy Wi | 5 Ky
puis par (c-conv) on obtient bien

Flswi:Fi[yl,...,yi_l <—w1,...,wi_1]

Les w; étant bien typés, on peut appliquer 'hypothése de récurrence sur la premiére prémisse
pour finalement conclure que u wy ... w, se réduit bien en un produit. [l
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Lemme 2.2.18. Si I'I*C : Prop avec C clos, alors il existe un terme t tel que I'\~t : C.

Preuve

Comme I'FC' : Prop alors T'I*C : Prop (thm. 2.2.1), et puisque C est clos alors il se réduit en
un produit Vz¥.F (lem. 2.2.17) d’ott I'FVz¥.F : Prop (thm. 2.2.11).

Par génération on a un terme u tel que I', 2 : Effu : F : k puis par (r-abs) Tt NF o V2E F.
Finalement par (r-conv) on a bien I't"t : C avec t := A\z¥.u. u

Corollaire 2.2.19. SiT'FC : k avec C clos, alors il existe un terme t tel que T'f-t : C.

Preuve immédiate par cas sur £ (lem. 2.2.16 et lem. 2.2.18). O

Proposition 2.2.20 (CC, vérifie le critére de Poincaré).
Sixy: Ar, ...,z ApwE' alors il existe des termes tq,...,t, tels que
ILtltAl lLtQZAQ[mlFtl] lLtn:An[xlv---;mn—l%tly---;tn—l]
Preuve par récurrence sur la taille de I’environnement n.
De w1 : A1,..., 2501 2 Ajprwf', on a2 Ay, ..., 2; : A;wf' (lem. 2.2.4) et par hypothése
de récurrence il existe des termes

|Lt12A1 |Lt22A2[Jn<—t1] Pti:Ai[$1,...,$i_1<—t1,...,ti_1]

Ormx : Ay,..., 2t A;F A1 : k (lem. 2.2.5) et donc par substitutions (lem. 2.2.8)

ILAiJrl[CL‘l,...,LEi — wl,...,wi] 'R
avec Aj11[z1, ..., T < wi,...,w;] clos (lem. 2.2.2), d’ott on a un terme ¢;;1 tel que (cor. 2.2.19)
Ftivt : Aipa[ze, ..o, @ < wi, ..., wi]

Théoréme 2.2.21 (utilité des fonctions de CC;). SiT'I*f : Va2 B alors f est utile.

Preuve

De THEf:VzA.B on a TEVzA.B : k (lem. 2.2.10) puis par génération (lem. 2.2.9) T,z : AEB :
K et donc T,z : Awf? (lem. 2.2.4).

En posant I' = y; : C4,...,y, : Cp, le critére de Poincaré (prop. 2.2.20) nous donne alors
des termes t1,...,t, et u tels que
Etivr: Cigalyr, - 0 ¢ 1, 6] et Fu: Alys, .. yn < 11, tn ]
c'est-a-dire avec o := [y1 > t1,...,Yn — ty] et n substitutions (lem. 2.2.8)

Lo (f) : VoA o (B) et Fu:o(A)
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2.2.2 Fonctions typables de CC,

Termes du systéme T
o On définit les notations suivantes pour les termes du systéme T :
N:=VAP™P 4 —» (A — A) = A
0 := AAPTP \pA N fAA ¢

S(n) := NAPTP \gANfAZA f (n Az f)
itr(n, b, (y7)step) :==n T b (A\y” .step)

Lemme 2.2.22. Dans CC, on a les régles dérivées/admissibles suivantes :

I wf' I'fn:N
I'F0:N: Prop r'S(n): N

FET :Prop T'Fn:N TFEb:T T,y:TFstep:T
L ity(n, b, (y7)step) : T

Preuve immédiate. ]
Lemme 2.2.23. On a les réductions suivantes :

it (0, b, (y")step) ~5 b
itr(S(n), b, (y7)step) ~~4 steply  itr(n,b, (yT)step) ]

Preuve immédiate. ]

Types simples sur un type

o Les types simples sur un terme brut T sont définis par :
— T est un type simple sur T';
— si A et B sont des types simples sur 1" alors A — B est un type simple sur 7.

Lemme 2.2.24.
Si Twf' et T est un type simple sur N, alors il existe un terme t tel que I'Ft : T : Prop.

Preuve par récurrence structurelle sur T en tant que type simple sur N.

e T'=N: alors t := 0 convient ;

e T'=A— B avec A et B des types simples sur N :
Par hypothése de récurrence sur A, on a I'FA : Prop et par (r-envg) 'z : Awf'. Par
hypothése de récurrence sur B, on a I'f*b : B : Prop, et par affaiblissement (lem. 1.4.5)
I'z:Alb: B : Prop.
Finalement par (r-abs) et (r-prod) on a bien I'f*Az4.b: A — B : Prop. O
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Lemme 2.2.25.
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SiTwf' et T est un type simple sur N alors il existe deux termes ency et decr tels que

l'fFency :N—T et

et pour tout terme n on a

decr(ency n) ~zn

I'fdecy: T — N

Preuve par récurrence structurelle sur T' en tant que type simple sur N.

e T =N : il suffit de prendre l'identité A\zN.z pour ency et decy.

e T'=A — B avec A et B des types simples sur N :

ol a est un terme de type A obtenu par le lemme 2.2.24.

En effet :

—_
— O

encap = AN z4 encp =z
deca_,p := A\fA7B decp (f a)

1. Twf"

2. TFN:Prop

3. T,z:Nwf

4. T,z :NFA: Prop

5. T,z :N,z: Awf'

6. I'z:N,z: AFencg:N — B

7. T,2:N,z: AFz: N

8 TI,z:N,z:AlFencyg z:B

9. I'z:N,z: AFB : Prop
I,z :NFXz4. encg z: A — B: Prop
TEXN Az encg 2: N> A > B

1. Twf'

2. TFA— B:Prop

3. I,f:A— Bwf'

4. T,f:A— Bfdecg: B —N

5. I,f:A—=BFf:A— B

6. I',f:A—=Bla:A

7. I'f:A—=BFfa:B

8. T,f:A— Bfdecp (fa):N

9. I',f:A— BFN:Prop

10. THEXfA7B decs (fa): (A — B) =N

hypothése)
lem. 2.2.22 1)

lem. 2.2.24 5)
r-abs+r-prod 8 9)
r-abs 10)

hypothése)
lem. 2.2.24 1)

decsp(encap n) ~»; decg(encap n a)
~5 decg((Az4. encp n) a)

~5 decg(encg n)

W,Bn

(LR
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Définition
o On définit les notations suivantes pour les couples :
NxT:=(T—-T—-T)—>T
(n, )T .= X\fT=T=T f (ency n) t
m1(c) = decr (¢ (AzT . \yT.z))
ma(c) = c Azl \yT.y)

Lemme 2.2.26. Dans CC, on a les régles dérivées/admissibles suivantes :

I wf' F'fn:N TFt:T
I'“N x T : Prop CEm, )T NxT
I'fe:NxT I'fe:NxT
I'Fri(e) : N [Fma(c): T

avec T un type simple sur N.

Preuve immédiate (la premiére régle utilise le lem. 2.2.24). O

Lemme 2.2.27. On a les réductions suivantes :
m((n, t)7) ~5 n
7T2(<n7t>T) Jh}ﬁ t

Preuve
71 ((n,t)T)  ~4 decr((AxT MyT.x) (encr n) t)
g decr((AyT . encr n) t)
~ 4 decp(ency n)
o M (lem. 2.2.25)

Récursion primitive

o On définit la notation suivante pour ’opérateur de récursion primitive rec :
recr(n, b, (x, yT)step) = m [itNxT(n, 0,0)7, (M) step)
ou
step’ := (S(m1(2)), AN Myl .step) m1(2) mo(2))T
Lemme 2.2.28. Dans CC,. on a la régle admissible suivante :

T :Prop T'Fn:N TFb:T T,z:N,y:TFstep:T
T recr(n, b, (N, yT)step) : T

avec T un type simple sur N.
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Preuve immédiate (utilise les lem. 2.2.22, 2.2.24, 2.2.26, ainsi que lem. 2.2.4, 2.2.6). O

Lemme 2.2.29. On a les réductions suivantes :

recy(0,b, (2N, yT)step) ~~4 b
recy(S"TH0), b, (2N, yT)step) ~5 stepla,y < S™(0), recr(S™(0), b, (=N, yT)step) ]

ot S"1(0) := S(S(...(S 0))).
——
n+ 1 fois

Preuve En posant v, := itnx7(S"(0), (0,b)7, (zN*T)step’), avec step’ comme définit préceé-
demment, on montre par récurrence sur n que :

Vo “Lﬁ <0a b>T
Unt1 5 (S"TH(0), steplz, y < S™(0), ma(va)])

e n=0et n=1:cas immédiats (lem. 2.2.23).

en=m-++2:

Umya ~g step[z < Uy ] (lem. 2.2.23)

= (S(m1 (V1)) AN yT step) m1(vimr1) mo(Vmi1))T

5 (S(S™H(0)), steplz, y < S™H(0), mo(vima1) T (H.R. et lem. 2.2.27)

Or recy(S™(0), b, (2N, yT)step) := ma(vy), d’ott

ma(vo) ~5 m2((0,b)7)

~p b (lem. 2.2.27)
m2(vnt1) s m2((S"TH(0), steplz, y « S7(0), m2(va) ])7)
~+g steplr, y = S™(0), m2(vn)] (lem. 2.2.27)

Remarque

On n’a pas en général recr(S(n), b, (zN,yT)step) ~~, step[z,y < n,recr(n, b, (zN,y7)step)] car le premier
argument S(n) doit &tre complétement décomposé par rec jusqu'a I'obtention d'un 0. Ce fait est bien connu
et survient aussi dans le systeme F (voir (Girard et al.,, 1990, ch. 11)).
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2.2.3 Expressivité logique de CC,

Théoréme 2.2.30. Il n’existe aucun terme u tel que
A : Prop, B : Prop,C : Prop fFu: (A — B) = (B — C) = (A — O)

Preuve par contradiction : supposons qu’'un tel terme u existe.
Comme A : Prop, B : Prop,C : Prop (A — B) = (B — C) = (A — C) : k (lem. 2.2.10),
alors par génération (lem. 2.2.9)

A : Prop, B : Prop,C : Prop, f: (A — B)FF(B—C) = (A—=C) :+
d’ou (lem. 2.2.4 et lem. 2.2.5)
A : Prop, B : Prop,C : Prop F(A — B) : &”

et puisque A — B est un produit, par génération (lem. 2.2.9) et (r-abs) il est habité par un

terme t, donc
A : Prop, B : Prop,C : Prop 't : A = B

Or CC, étant un sous-systéme de CC (thm. 2.2.1), on a aussi
A : Prop, B : Prop,C : Prop Ft : A — B

et donc pas substitution (lem. 1.4.7) sur T :=VAP™P. A — A et | := VAP™P A et (r-app) sur
0:= AAP™P \z4 .2 on a
Fto: L

mais il n’existe pas de preuve en forme normale de | dans CC. O

Remarque

CC, ne contient pas nativement le A-calcul simplement typé.

Théoréme 2.2.31. Il n'existe pas de terme u tel que FFu : VAP™P VoA Vyd e =4y -y =4 @
avec
_ N A—Prop
T =4Yy:=V0Q Qr—=>Qy
Preuve par contradiction : supposons qu’'un tel terme u existe.
De méme que précédemment (lem. 2.2.10, 2.2.9, 2.2.4, 2.2.5) on doit avoir

A:Prop,x: Ay AFc=49y:k
et donc un terme ¢ (lem. 2.2.9) tel que
A:Prop,z: Ajy: Aft:o =49y

d’ou aussi (thm. 2.2.1)
A:Prop,x:Ay: AFt:x =4y

et en instanciant sur N, 0 et S(0) (lem. 1.4.7)
¢ 0 =N S(O)

ce qui est impossible dans CC. O
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2.3 Définition d’un sous-systéme pédagogique de CC

Sous-systéme pédagogique de CC
o Un systéme (ici *) est un sous-systéme pédagogique de CC si :
(i) C’est un sous-systéme de CC : si T'wf* alors Twf; et si [ Fw : C alors ['Fw : C.
(i) SiTFt:Cett~yt' alors TFEE : C.
(iii) 21 : A1,..., 2, : A, wf” si et seulement six; : Ay, ..., z, : A, wf et il existe des termes
t1,...,t, tels que

'itllAl 'itQ:AQ[l'l(—tl] ﬁtniAn[l‘l,...,xnfl(—tl,...,tnfl]
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3.1 Lambda-calcul polymorphe — \?
3.1.1 Définition du systéme

Régles d’inférence de \?

o On définit la relation ¥ entre un environnement et deux termes bruts, ainsi que la relation
2 . R .
wf sur les environnements par les régles suivantes :

I2A:x x¢dom(l)

5 (envy)

[Jw Iz: Awf? (env2)
T wf? Ix: A,I"wf2
) (ax) 5 (var)
' Prop : Type Iz:AT'EFx: A
F,x:Algu:B:Prop FPu:ve?.B THRv:A
(abs) (app)

I z4u: V2t B I'Puwv: Bz v]
F,:U:A@B:Prop

revzi.B: Prop

(prod)

79
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Remarques
A? est constitué d'un sous-ensemble des régles de CC, ce qui en fait un sous-systéme (lem. 3.1.1).

La régle de conversion des types (c-conv) n'est pas nécessaire car les types sont tous en forme normale
(cor. 3.1.14).

3.1.2 Reésultats

Théoréme 3.1.1 (A2 est un sous-systéme de CC).
(i) si Twf?, alors T wf®;
(ii) siTPw:C, alors TEw: C.

Preuve immédiate : A2 ne contient pas toutes les régles de CC. O

Les résultats précédents pour CC (sec. 1.4.2) restent valides : ils sont mentionnés ici pour A2
pour des raisons de complétude et leur preuve est omise.
Lemme 3.1.2 (voir lem. 1.4.1).

(i) Sixzy: A,z Ay Wf2, alors pour tout i, V(Aij11) C {x1,...,2;} et x; # x; pour tout
PF

(ii) Sixy: Ary... 2y Anlgw : C, alors pour tout i, V(Ait1) C {x1,...,2;} et z; # x; pour
touti # j et V(w,C) C{xy,...,zn}.

Lemme 3.1.3 (voir lem. 1.4.2). Si Twf? ouTPw: C, alors Type ¢ S(T') et Type ¢ S(w).

Lemme 3.1.4 (validité des environnements, voir lem. 1.4.3).

(i) si waz, alors pour tout environnement I < T, TV wf? en est une sous-dérivation ;

(i) si rw: C, alors pour tout environnement I'" g T, T” wf? en est une sous-dérivation stricte.

Lemme 3.1.5 (validité des types des environnements, voir lem. 1.4.4).

Sixy:Aq,..., Ty Ay sz, alors pour tout i il existe Kk tel que T1 : A1, ..., x; : AilgAiH DK en

est une sous-dérivation stricte.

Lemme 3.1.6 (affaiblissement, voir lem. 1.4.5).

SiTRw: C, T"wf2 et T C T, alors I"Bw:C.

Lemme 3.1.7 (unicité du type, voir lem. 1.4.6). Si TBw:C et TRw: C’, alors C = C".

Remarque Ici les types sont syntaxiquement égaux, et pas seulement (-convertibles comme dans le cas de
CC. En effet, les types de A? sont toujours en forme normale (cor. 3.1.14).

Lemme 3.1.8 (de substitution, voir lem. 1.4.7).

(i) SiT,y: O, T" wf? et TPw: C, alors T, T'[y + w}wfz;
(ii) SiT,y:C,I"Et:D et TRw: C, alors T,T'[y + w]Ftly < w]: D]y < w].

Lemme 3.1.9 (génération, voir lem. 1.4.8). Soit T2t T, un de ces cas se présente :

(i) sit = Prop, alors T = Type;

(it) sit=x, alors il existe (x: A) €T avec T = A;

(i4i) sit = Az, alors il existe B tels que T, x : APu:B: Prop est une sous-dérivation stricte
avec T =V .B ;

(iv) sit=wwv, alors il existe A et B tels que T’ Bu:VaA B et TRv: A sont des sous-dérivations
strictes avec T = Blz + v];

(v) sit=VYrA.B, alors T,z : AEB: Prop est une sous-dérivation stricte avec I' = Prop.
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Remarque
A2 n'ayant pas de régle de conversion des types, ce lemme de génération est plus précis : T’ n'est pas seulement

B-convertible & un type donné mais lui est syntaxiquement égal.

Lemme 3.1.10 (correction des types, voir lem. 1.4.9).
SiTRw: C, alors C' = Type ou bien il existe k tel que TBC: k.
Lemme 3.1.11.
(i) Si r2c: Type alors C = Prop et la derniére régle de la dérivation est (ax);
(i1) Si T#C : Prop alors la derniére régle de la dérivation est (var) ou (prod).
Preuve par cas sur la derniére régle utilisée.
(i) (var) Cas impossible car Type ne peut se trouver dans ’environnement (lem. 3.1.3).
(app) On a deux cas (lem. 1.2.2) :
e B=ux et v="Type: ce qui est impossible (lem. 3.1.3);
e B=Type: don T BvzA. Type : & (lem. 3.1.10), ce qui est impossible (lem. 3.1.3).
TPu:Vz?. B TFu:A
T'Buv: Bz + v]
On a TBVzA B : k (lem. 3.1.10) puis par génération (lem. 3.1.9) T',z : A¥ B : Prop.
De B[z <~ v] = Prop, on a deux cas (lem. 1.2.2) :

(ii) (app)

e B =1 et v =Prop : par génération (lem. 3.1.9) sur la seconde prémisse A = Type, ce
qui est impossible (lem. 3.1.3);

e B = Prop : par génération (lem. 3.1.9) Type = Prop qui est impossible. O

Lemme 3.1.12.

(i) Sixy:A,...,¢y: Ay wf? alors le symbole X\ n’apparait dans aucun A; ;

(i1) Si TERC: k alors le symbole \ n’apparait pas dans C'.
Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation; les cas de (abs) et (app) ne sont pas a
considérer (lem. 3.1.11).

F#A:x z¢dom()

(envy)
Iz: Awf?

Comme I'wf? est une sous-dérivation (lem. 3.1.4) alors les types de I' ne contiennent pas \
par hypothése de récurrence ; de méme pour A.

I x: AEB: Prop
revz?.B: Prop

(prod)

Comme TE A : k est une sous-dérivation, alors par hypothése de récurrence ni A ni B ne
contiennent \, et donc Vz“.B non plus. |

Lemme 3.1.13. Tout terme brut u réductible contient le symbole .

Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation de u ~~4 u'. |
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Corollaire 3.1.14.

(i) SiTBw: C alors C est en forme normale ;

(ii) SiTBC : k alors C est en forme normale ;

(11i) St xy: Ar,...,zn: Ay wf? alors tous les A; sont en forme normale.

Preuve

(i) On a soit T2C : k, soit C = Type (lem. 3.1.10). Dans les deux cas, C' ne contient pas le
symbole A (lem. 3.1.12).

(ii) De méme, C ne contient pas A (lem. 3.1.12).

(iii) Comme z1 : Ay,...,2; : A; }gAiH : K (lem. 3.1.5), alors les A; ne contiennent pas A. [

Lemme 3.1.15. Si ' C : Prop, alors pour tout = € V(C), (x : Prop) € T.

Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation ; seules les régles (var) et (prod) sont a
considérer (lem. 3.1.11). O

Théoréme 3.1.16 (stabilité par réduction, voir thm. 1.4.11).

SiTEBt:C ett~yt', alors TR : C.

Preuve usuelle par récurrence structurelle sur la dérivation puis par cas sur la définition de
~~5 (similaire a celle du thm. 1.4.11).

x: ABu:B: Prop
T Azdu: vzt B

A étant en forme normale (cor. 3.1.14), seul le cas u ~»; ' est a traiter : immédiat par
application de I’hypothése de récurrence sur la premiére prémisse.

(abs)

T2u:VeAB TRu:A
I'uv: Blz+ v]

On a trois cas :

(app)

e u -~y v : immédiat par hypothése de récurrence puis (app).
e v~y 0 :on a trois cas (lem. 3.1.10) :
e A = Type : impossible (lem. 3.1.10 et 3.1.3);
o T#A: Type : alors A = Prop (lem. 3.1.11) donc v est irréductible (cor. 3.1.14) ;

e T A : Prop : alors A # Prop (lem. 3.1.9) et donc ¢ V(B) (lem. 3.1.15) d’ot on a

Bz + V'] = B = Bz + v], et il suffit d’appliquer I'hypothése de récurrence sur la
seconde prémisse puis (app).

o u= A zC.w et u v~y wz  v]: par génération (lem. 3.1.9) on a T,z : APw : B et par
substitution (lem. 3.1.8) on obtient le résultat.

(prod) Un terme de type Prop n’est pas réductible (cor. 3.1.14). O
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3.2 Avec motivations totales explicites — \?

3.2.1 Définition du systéme

Termes bruts

o On ajoute aux termes bruts de A? les constantes suivantes : o et T.

Régles d’inférence de )2

o On définit la relation ° entre un environnement, deux termes bruts et une substitution, ainsi
. 2 . o R .
que la relation wf“® entre un environnement et une substitution par les régles suivantes :

TEA:k F[z]“ a:o0(A) x ¢ dom(T)

o (eenvy) i (e-enva)
[Jwf(] T,z AW, 0 o) ’
wa?,e Iz: AT Wf?,e
3 (e-ax) 3 (e-var)
I'fo: T :Prop : Type Io: ATE z: A
F,x:AI%f:(x,_)a)u:B:Prop T u:vet.B TEwv: A
20\ A A (e-abs) 2 (c-app)
FEs e u: Vo*.B FEuv: Bz« v]
2e 2 £
I w:AES ;) B:Prop (1 o(Va'.B)
(e-prod)

r l%e vz?.B : Prop

Remarques
La prémisse supplémentaire sur (e-envy) n'est pas une contrainte additionnelle : par construction le a est
contenu dans la dérivation de la prémisse FI%GA : k (voir lem. 3.2.12).
. . . . 2 2 . A .
Les substitutions et les environnements en relation par wf“® ou I° se correspondent : ils ont méme taille, et

a chaque variable de I'environnement correspond un terme brut situé en méme position dans la substitution
(voir lem. 3.2.2).

3.2.2 Reésultats

Théoréme 3.2.1 (A? est un sous-systéme de A\?).

(i) si TwfZ alors T wf?
(i1) si Fl%ew . C, alors TRw : C.
Preuve immédiate par récurrence structurelle sur la dérivation : il suffit d’« oublier » les moti-
vations explicites et d’interpréter les constantes o par NAP™P Az .z et T par VAP™P A — A0

Lemme 3.2.2 (voir lem. 3.1.2).
N 2
(i) Siwy: Ar,omn s AgWEG )y s ), @OTS
— pour tout i, V(Aij+1) C{z1,..., 2} ;
— pour tout 1 # j x; F xj;
— pour tout © x; = y; et t; est clos;
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- m=n.
(i) Sixy:Al,...,xn: Ay '%;1 )i (ym o t) W O alors
— pour tout i, V(Aiy1) C{z1,..., 2} ;
— pour tout 1 # j x;  xj;
V(w,C) CA{xy,...,zn};
— pour tout v x; = y; et t; est clos;
- m=n.
Lemme 3.2.3 (voir lem. 3.1.3). 5i T wf ou F%fw : C, alors Type ¢ S(I') et Type ¢ S(w).

Lemme 3.2.4 (validité des environnements, voir lem. 3.1.4).

o 2 , 2 .
(1) siTwfr5 alors pour tout environnement IV T, TV wfy5 en est une sous-dérivation avec o’ 5 o
correspondant a I ;

L2 : 2 L
(it) si TEw : C, alors pour tout environnement I < T, T"wfy5 en est une sous-dérivation
stricte avec o' < o correspondant a I”.

Lemme 3.2.5 (validité des types des environnements, voir lem. 3.1.5).

Sixy: Ay, xy Anwfff, alors pour tout i il existe k tel que x1 : A1, ...,z; : A; %‘; A1 K
en est une sous-dérivation stricte. -

Lemme 3.2.6 (unicité du type, voir lem. 3.1.7). SiTw: C et B w: C’, alors C = C'.

Preuve est une conséquence immédiate que A2 est un sous-systéme de A% (thm. 3.2.1). u
Lemme 3.2.7 (génération, voir lem. 3.1.9). Soit Fl%et : T, un de ces cas se présente :

(i) sit=o0, alorsT =T ;

(ii) sit =T, alors T = Prop;

(#ii) sit = Prop, alors T = Type;

(v) sit =z, alors il existe (x: A) €T avec T = A;

(v) sit = Xxdu, alors il existe B et a tels que T,z : Alt—sz:(xﬁa) u : B : Prop est une sous-
dérivation stricte avec T =Va?.B ;

(vi) sit=wwv, alorsil existe A et B tels que T Bu: Ve B et TPv: A sont des sous-dérivations
strictes avec T = Blx < v];

(vii) sit =Yz B, alors il existe a et t tels que T, x : Al%e::(z —q) B : Prop et Pﬁe t:o(Vzh.B)
sont des sous-dérivations strictes avec T = Prop.

Lemme 3.2.8.

(i) Si I’I(—Z,EC' : Type alors C = Prop et la derniére régle de la dérivation est (e-az);
(11) Si T2 C : Prop alors la derniére régle de la dérivation est (e-az) ou (e-var) ou (e-prod).

Preuve par cas sur la derniére régle utilisée, similaire & celle pour A2 (lem. 3.1.11) : pour
montrer qu'une dérivation est impossible pour A2, il suffit d’utiliser le fait que A2 est un sous-
systéme de A2 (thm. 3.2.1) et de montrer que la dérivation correspondante est déja impossible
dans A2

(i) (e-var) Impossible (lem. 3.2.3).

(e-app) On aurait FI%eu v : Type d’ou TRy v : Type (thm. 3.2.1) puis u v = Prop
(lem. 3.1.11) ce qui est impossible.
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FI%eu:VxA.B Fl;z,ev t A
Ty v: Bz« v]

On a deux cas (lem. 1.2.2) :

(ii) (e-app)

avec B[z < v] = Prop.

e B =1z et v =Prop : par génération (lem. 3.2.7) A = Type et donc (thm. 3.2.1) rPu:
vz T¥Pe B ce qui est impossible.

e B=Prop:or’ 2o VoA, Prop est impossible. [l
Lemme 3.2.9 (voir cor. 3.1.14).

(i) Si I’l%w : C alors C est en forme normale ;
(ii) SiTEC : k alors C est en forme normale ;
(11i) Sixy: Al,...,xpn: Ay wf?,e alors tous les A; sont en forme normale.

Preuve est une conséquence immédiate que A2 est un sous-systéme de A% (thm. 3.2.1). U

Lemme 3.2.10 (voir lem. 3.1.15). SiT#°C : Prop, alors pour tout x € V(C), (z : Prop) € .
Preuve est une conséquence immédiate que A2 est un sous-systéme de A% (thm. 3.2.1). O
Proposition 3.2.11 (A2 vérifie le critére de Poincaré).
Stx1: Al ... Ty Anwf?ﬁ alors
Vi %e o(x;) : o(Ay)
en sont des sous-dérivations strictes.

Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation de z : Aq,.

T Ak Fﬁea c0(A) x & dom(I")

2
ey Ty s Ay wisS

(e-enva) 5

Ia: AWfJe::(:p — a)
De FI%EA : K on a waie en est une sous-dérivation (lem. 3.2.4), d’ou par hypothése de
récurrence, avec I' :=y1 : By,...,yn : Bn

C 2
Vi I o(yi):o(Bi)
sont des sous-dérivations strictes de I' l%eA : k. La seconde prémisse permet de conclure. [

Lemme 3.2.12. Si FI%SC : K, alors il existe un terme t tel que F[zf t:o(C).

Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation. Les seules régles a regarder sont (e-ax),
(e-prod) et (e-var) (lem. 3.2.8), et seul le cas de (e-var) est non immeédiat :

I,z : Prop, I Wfﬁe
(e-var)

I,z : Prop, I I%ea; : Prop

D’aprés le critére de Poincaré (prop. 3.2.11) appliqué a la prémisse, %e o(x) : Prop en est

une sous-dérivation stricte. D’ol, par hypothése de récurrence, il existe un terme ¢ tel que
2
I t:o(x). O
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Remarque

Ce lemme justifie le fait que la prémisse additionnelle de la régle (e-envs) n'est pas une contrainte additionnelle.

Lemme 3.2.13 (affaiblissement). Si T w: C, I'wf2, T C I’ et o C o, alors T2 w: C.
Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation ; similaire & celle du lemme 3.1.6.

Iz: Al%f:(xHa) u: B : Prop

5 Soient I wf% avec I C I et o C o,
TE Azdu: Vel B

(e-abs)

D’une prémisse, on déduit que I’ %EA : Kk en est une sous-dérivation (lem. 3.2.5), sur laquelle
on applique I’hypothése de récurrence pour obtenir

' Ak
et comme aussi (prop. 3.2.11)
%‘3 a:o(A)don Fﬁe a:o'(A)
alors finalement par (e-envs) on obtient
2
Flv €T AWfU’::(a: — a)
L’hypothése de récurrence sur les prémisses donne I,z : AI%‘?::(JC s q) U B :Prop et (e-abs)
le résultat.

(e-prod) On effectue de méme que pour (e-abs) afin de pouvoir appliquer I’hypothése de
récurrence et en déduire le résultat par (e-prod). ]

Lemme 3.2.14.
(i) siT[z + w] wf?,e et F%]C w: C: Kk avec z ¢ dom(T"), alors z : C,waﬁgHw)w;
i1) sil]z < w zwl:k et w:C: kK avec z & dom(T), alors z : C, . K
1) T '%.eD ! 2]6 C d r ! CF}%;*—)’LU)O'D '
Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation.
(i)
(e-envy) De %e w: C: k par (e-envy) on a bien z : C’wf[z(ez — w)]-
T[z « w]|B Az « w] : 5" %‘3 a:0(Alz +w]) z¢dom(I'[z+ w))

T[z ¢« w],z: Alz < w]wf (@~ a)

(e-envy)

Par hypothése de récurrence on a

z:C,I‘I—Z(e yio Ak

zZ—w

et comme de plus (lem. 1.2.5)

F[Zf a:(z— w):o(A)
puisque w clos (lem. 3.2.2), alors par (e-envy) on a bien le résultat.

(ii) Seules les régles (e-ax), (e-var) et (e-prod) sont a considérer (lem. 3.2.8).

Pour toutes les régles suivantes, on peut toujours traiter le cas o D = z de la fagon suivante :
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De I'[z + w]B* D[z + w] : ' on a que
Iz + w]wfZ
en est une sous-dérivation stricte (lem. 3.2.4), puis par hypothése de récurrence
z:C, FWf%; —w) o
et par la régle (e-var) on obtient
z: CI‘i—(sz) ,2:C

Or C = &/ par unicité du type (lem. 3.2.6) puisque :
e onallz + w] I%ew : k' par hypothése ;
e de Fﬁe w:C onal[z+ w]Ew:C par affaiblissement (lem. 3.2.13).

Iz + w]wf®

- avec D[z« w|]=Tet D#z doa D=T.
[z < w]E*T : Prop

(e-ax)

Par hypothése de récurrence z : C,wa%z‘g,_)w)::a et par (e-ax) z : C,I‘}%;Hw)::g T : Prop.
De méme pour I'[z + w] I%e Prop : Type.

INER R T F’[z%w}wf o t)o

(e-var) avec D[z «+ w]| =z et D # z, d'ou
Iz« wlz: s Tz« w] iz t)o! TR
D=z
L’hypotheése de récurrence donne z : C,T',z : &/, 1" Wf%ZeHw)::g::(th)::U/ puis (e-var) le
résultat.
Tz+wlz: Az + w] %‘?.(xﬁa) B[z + w] : Prop Fﬁe t:o(VaAFl Blz « w))
(e-prod) -

[z« w] Va5l Blz « w] : Prop
Par hypothése de récurrence on a

z:CI'x: Ai( s w)iio(z s a) B 1 PTOp
de plus F%]C t: o(VzAlv] Bz « w]) s'écrit aussi (lem. 1.2.5)
Fﬂ (z = w): o(Vzt.B)
d’ou le résultat par (e-prod). ]

Proposition 3.2.15 (Az vérifie la réciproque du critére de Poincaré).
Si

Fﬁetl A1 Ky %etg s Ag[my 1] i R2 ... %etn CAp[T, Tt 1t B
(avec les x; distinctes deux & deux), alors

2
Ty Aot Aoy T Ay Wf(zl = t1)(ze )i (T o )
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Preuve par récurrence sur n.
Par hypothése, Fﬁe Aplz1, .. Tp—1 < t1,.. . tn—1] & Kn , or les x; étant distinctes deux a
deux et les t; clos (lem. 3.2.2), cela s’écrit aussi (lem 1.2.5)

%e An[xl, ey Tp—2 tl, . ,tn,QHIEnfl < tnfl] L Rn

et comme
2
m tn—1: An_l[xl, ey, T2 —t1,. .. ,tn_g] L Rpn—1

alors (lem. 3.2.14) on obtient

2
Tp—1 An,1[$1, ey Tp—2 — tl, R ,tn,Q] 'T-;nfl > tn_1) An[{l)l, ey, T2 tl, e ,tn,Q] L Rn
2
X . Al, ey Tp—1 ¢ An—l }’(;1 ) (T > tp1) An L Rp

puis, comme
2¢
}-ﬂ tn: An[fL'l,...,.CCn_l <—t1,...,tn_1]

alors par (e-envy) on obtient bien

2
Ty Ay, T Aan(;l =) (@ > ty)

Remarque

Dans la preuve précédente, les « :» cachent une récurrence qui peut étre explicitée de la fagon suivante : soit
o:=(x1 = t1):...:(x, — ty), et soit la propriété

Tn—k * 0—<n7k:(An7k:);

Tpopy1: O<n—k(An—ps1), )
P(k):= : bf&[}[nfk,nfu] Ocn—k(An) : En

Tt (h—1) * O<n—k(An—kt(k—1))
avec oy j1 = (@ = b)) i(xy = ty).
La preuve cachée est alors la démonstration par récurrence sur k que la propriété P(k) est correcte pour
1<k<n-1
Lemme 3.2.16.
(i) Siz: C,wa%; s o)io alors Tz« c] wf2e;
(11) Siz: C,F?%;Hc):zg w: D alors T[z « ¢]B wlz < ¢] : D[z + c].
Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation.
2¢
z:C, I‘W‘F(z =)o
2 ]
2: O T S g 2:C

(e-var) Le seul cas non trivial est :

Par hypothése de récurrence, on a I'[z + ¢] wf=
Or iﬁe ¢ : C par le critére de Poincaré (prop. 3.2.11), puis par affaiblissement (lem. 3.2.13) on
obtient bien T'[z < ¢]#°¢: C.
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z:C,F}%EHC)::U w: Yzt B z:C’,F}%;HC)::U viA

z:C,Fi%gﬁc)w uwv: Blr <+ v]

(e-app)
Par hypothése de récurrence on a
T[z « c]Bulz « c]: Vot el Blz « ¢] et T[z + c]B vz < ¢]: Alz  ¢]
d’ou par (e-app)
T[z « c]Bulz « c] v]z « ¢] : Bz + c][z < v[z + ¢]]
or comme c¢ clos (lem. 3.2.2), alors (lem. 1.2.6)
Bz « c|[x + v[z < ¢c]] = B[z + v][z + ¢]

z:C\ T, x: Ai%zeﬁc)::ai:(xﬁa) B : Prop Fﬁet (2 ¢)o(Vz?.B)
z: C,F%;HC)::U vz B : Prop

(e-prod)

Par hypothése de récurrence
Oz + c],x: A[z + ¢] %f:(z ) Blz ¢ c] : Prop
Or comme c clos et z ¢ dom(o) (lem. 3.2.2), alors (lem. 1.2.5)
(z = ¢)::0(V2.B) = o((Vz?.B)[z « ¢])

et donc on a
Fﬁe t:o(VaAFel Blz « ¢])

ce qui permet de conclure en appliquant la régle (e-prod). O
Lemme 3.2.17. SiTEw: C alors %e o(w):o(C).
Preuve par récurrence sur la taille de I’environnement.

SiT:i=um : A, ... zp 2 Ay et 0 := (x1 — t1)...i(zy — t), en substituant n fois les
motivations (lem. 3.2.16), on obtient

B wlzr < t1]... [2n < ta] : D[z1 < t1]. .. [0 < Lo ]

Or puisque les ¢; sont clos et les z; tous différents (lem. 3.2.2), alors (lem. 1.2.5)

wlxy —t1]. . [rn < th] = wlre, . g Ty ]
Dlxy + t1]... [xn + tn) = Dlx1, ..., xn < t1,..., 1y ]
O
Lemme 3.2.18. SiT',z: C,T' I%ew :D etz ¢ V(I w), alors z ¢ V(D).
Preuve immeédiate par récurrence structurelle sur la dérivation. [l

Lemme 3.2.19 (renforcement).

(i) SiT,z:C, T’ Wfif:(zHc)::J/ et z ¢ V(I), alors T, T’ Wf,z;?:g/ ;
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(i) SiT,z: C, T’ l%f:(ZHc)::a/ w:D etz V(I w), alors T,TVE , w: D.

Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation ; similaire a (Luo, 1990, lem. 3.2.9).
Le seul cas non trivial est le suivant :

I'z:C, F/7x : Ab’?:(zﬂc):za'::(w»—)a) u: B: Prop
r,2:C,T l%.‘f:(z o)l Azt Vet . B

(e-abs) avec z ¢ V(I', A\xd.u).

Alors z ¢ V(I', A, u), et donc aussi z € V(B) (lem. 3.2.18). On peut alors appliquer I’hypothése
de récurrence pour obtenir I',I”, z : A2, o':i(z s o) Ut B Prop puis par (e-abs) le résultat. [J

Lemme 3.2.20. Si ',z : A%e::(x s a) U: B:Prop, alors Fll%e Az : Va4 B : Prop.
Preuve

Par (c-abs) sur Phypothése on a T'2° Az.u : Va4 B, d’ott on obtient Fﬁe oc(Axt.u) : o(Vzt.B)
(lem. 3.2.17), ce qui permet d’appliquer (e-prod) pour avoir finalement le résultat. ]

Lemme 3.2.21. S: wa?,e et F[Zf c:0(C): k avec z ¢ dom(I"), alors T, z : wa%,‘?:(z — o)
Preuve

Posons I' = x1 : Ay,...,zp 1 Ay et 0 = (1 = a1):...:(zp = ap). D’aprés le critére de
Poincaré (prop. 3.2.11)

26 2 2
It a1 c Ay i ag : Aslry +—ay] ... i ap @ A1, . Tpo1 < a1, .., Q-1 |
et comme pour tout ¢ (lem. 3.2.5)
2
IE12A1,...,£L',L;12A2',1|_ ,L-Ai:’{i

alors (lem. 3.2.17)
Fﬁe Ailxy, .o @iy < ag, . a1 Ky

Le résultat s’obtient en appliquant la réciproque du critére de Poincaré (prop. 3.2.15) sur :

Fﬁealel:m i—%]eag:Ag[m(—aI]:/ﬁg Fﬁean:An[:vl,...,xn_l<—a1,...,an_1]:mn
%‘*c:C[wl,...,xneal,...,an]:/-i
O

Théoréme 3.2.22 (remplacement d’équivalents).

S1 FI(—wa tElz, ..o, 2, < Ch,...,Cy ] - Prop et il existe des termes (fi)i<i<n €t (gi)1<i<n tels
que pour tout ¢

Flyszz-:Ci—>D,~ Fl%egi:Di%Ci

et
r l%.e Ci:Prop T l%.e D; : Prop
alors il existe un terme w' tel que T'2°w’ : Elz1,...,2n + D1,...,Dy,] : Prop.

Preuve par récurrence sur le terme brut E (généralise (Colson et Michel, 2009, lem. 14)).
Constatons tout d’abord que si E = z;, alors w’ := f; w convient.
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Traitons le cas ou E est différent de tous les z;. Procédons par cas sur la derniére régle
utilisée pour obtenir I‘l%e Elz1,...,2n + Ci,...,Cy] : Prop, ce qui limite analyse a trois
régles (lem. 3.2.8) :

(e-ax) Dans ce cas E =T et alors w’ := w convient.
(e-var) Dans ce cas E = y une variable différente des z; et alors w’ := w convient.

(e-prod) On note F[Z + 6} pour Flz1,...,2zy < C1,...,C, ] afin d’alléger les notations.

T,o: A7 O o BE« C]:Prop B t:o(va’PClB7 C))

Comme T'E° A[Z + '] : & (lem. 3.2.4 et 3.2.5), on distingue deux cas selon la valeur de & :

o = Type : alors A[Z « C] = Prop (lem. 3.2.8).
Si A=z alors T’ I%e C; : Type, ce qui n’est pas possible par unicité du type (lem. 3.2.6).
Nécessairement, A # z; pour tout 7, et donc A = Prop.

La régle s’écrit alors plus simplement ainsi :

I,z : Prop l%e::(w s a) BlZ+ C1]: Prop Fﬁe t:o(VzPP B[Z «+ C])
T2 v B[Z « '] : Prop

Par affaiblissement (lem. 3.2.13) sur T'° w : VPP B[ «— C'] : Prop avec 'environnement
I',z : Prop Wfﬁ‘;‘ (@ — o) (lem. 3.2.4), on obtient

T,z : Prop £ (@ a) W VP B[z« C'] : Prop

puis par (e-var) et (e-app)
I,z : Prop I%e::(x,_)a) w x: B[Z+ C]

et comme aussi

e

I',x : Prop I;Z,::(x,_) o) BlZ+ C'] : Prop

alors par hypothése de récurrence il existe un terme wu tel que

I,z : Prop I%e(m,_m) u: B[Z + D] : Prop

d’out (lem. 3.2.20)
T2 Az : V2P B[Z + D] : Prop

c’est-a-dire que w’ := A\zF™P.u convient.
e 1 =Prop : alors A[Z < C] # Prop (lem. 3.2.7) et donc z & V(B[Z + C]) (lem. 3.2.10).

De la premiére prémisse, on a (prop. 3.2.11)

F[zf a:o(A[Z«+ C]): Prop
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ce qui s’écrit aussi (lem. 1.2.5)
?—%]e a:AlZ 7« o(C),0(7)] : Prop
avec ¥ les variables libres de A[E «~ C]. Or nous avons (lem. 3.2.17)

B o(fi): o(Cy) = o(Di) By olg) : )—>U(C’¢)
Fﬁe G(C’) Prop Fﬂ : Prop

ainsi que (lem. 3.2.10, 3.2.4 et 3.2.17)
Fﬁe o(yi) : Prop %‘3 2270 2o (y;) — o (y;)
et on peut alors appliquer I’hypothése de récurrence pour obtenir un terme a’ tel que
Fﬁe d : AlZ,§ + o(D),o(§)] : Prop

c’est-a-dire (lem. 1.2.5)
Ff A[Z + D]) : Prop

et comme I wf2® (lem. 3.2.4), on en déduit (lem. 3.2.21)
[x: AlZ «+ Jj] chzfg:(x o af)

Ainsi par (e-var) on a

—

Dx: AlZ + ]j]l%e::(x'_}a,) x: AlZ« D]
et donc aussi (lem. 3.2.5, 3.2.8 et 3.2.7)

T,z:A[Z+ D]E, (@ o) AlZ D] : Prop
d’ott par hypothése de récurrence on construit un terme u tel que

T,z:A[Z«+ D]E @) U A[Z « C] : Prop

Par affaiblissement sur I’hypothése (lem. 3.2.13) et (e-app) on a
Iz AlZ + ]lt—z,e(x,_m/)wu:B[ZeC_"]
et de la premiére prémisse
Iz AlZ + C}I%e(xHa) B[z« C]: Prop

alors en supprimant x de l’environnement par renforcement (lem. 3.2.19), puis en ajoutant
x : A[Z <= D] par affaiblissement (lem. 3.2.13) on obtient

T,2: A7+ D)., o) BlZ+ C]: Prop
d’ott par hypothése de récurrence on a un terme v tel que
Iz: A[Z(—D]I%.e(xﬁa/) v: B[Z+ D] : Prop

puis finalement (lem. 3.2.20)

F%e)\xA[ngd].v : A[Z+ D] — B[Z+ D] : Prop
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Lemme 3.2.23.
Si I‘I%QC : Prop, FI%QD : Prop avec C' et D clos, alors il existe deux termes f et g tels que

F%ef:C—>D:Prop FI%"g:D—)C:PrOp
Preuve

Comme C' et D clos, alors par renforcement (lem. 3.2.19)
Fﬁe C : Prop Fﬁe D : Prop
et donc il existe des termes u et v (lem. 3.2.12)
%Cu:C:Prop %Cv:D:Prop

et par (e-envyp)
Z: wangu) Z: Dwf%ﬁtﬁv)

puis par affaiblissement (lem. 3.2.13)

z:C}-z(g,_)u) v:D : Prop Z:D'%;,_}v) u: C: Prop
et par (e-abs) et (e-prod) (lem. 3.2.20)

F[zf)\zc.v:C'%D:Prop %QAZD.UID*)C:PI‘OP
puis finalement en affaiblissant (lem. 3.2.13 et 3.2.4)

F%QAZC.UZC—)D:PI'OP F%GAZD.U:D%CZPI"OP

Lemme 3.2.24 (échange des motivations). Si T w:C et Twf%, alors T w: C.
Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation de I l%e w:C.
Iz: Al%‘f:(x,_)a) u: B : Prop

(e-abs)
r %e et Vet .B

Comme I’ f%.eA : K est une sous-dérivation stricte (lem. 3.2.4 et 3.2.5), alors par hypothése de
récurrence I'% A : k, et donc on a d’ (lem. 3.2.12 et (e-envs)) tel que

Lz Angﬁ::(:): —a')

11 suffit alors d’appliquer ’hypothése de récurrence sur les deux prémisses puis la régle (e-abs)
pour obtenir le résultat.

29 2e A
Loz ARz s q) B Prop I t:o(Va”".B)

(e-prod) 5
res vz*.B : Prop

A - 2 N X )
De méme que précédemment, on a I',z : Awfg5.., ., ) d’olt par hypothése de récurrence

I'a: AI%‘?: (@ — a’) B : Prop



94 Chapitre 3. Sous-systémes pédagogiques du second-ordre

On peut écrire la seconde prémisse ainsi

Bt (Ve B)yr, - ym < o), 0 (Ym) ]

avec les (yi)1<i<m Gtant les variables libres de Va4.B. Comme de plus (y; : Prop) € T
(lem. 3.2.10), alors aussi (prop. 3.2.11)

i o(yi) : Prop I o'(y;) : Prop

Puisque les (0(yi))1<i<m et les (0/(yi))1<i<m sont clos (lem. 3.2.2), alors (lem. 3.2.23) on a
des termes (fi)1<i<m €t (gi)1<i<m tels que

2e 2¢
I fi: o' (yi) = olyi) 1§ gi:o(y) = o' (vi)
d’ou par remplacement d’équivalents (thm. 3.2.22) on a un terme ¢’

'%]C t (VxA.B)[yl, <o Ym Ul(yl)v Tt 70/(ym)]

c’est-a-dire
Fﬁe t': o' (vz*.B) : Prop

On peut alors conclure en appliquant (e-prod). O

Lemme 3.2.25 (de substitution).
(i) Si T,y : C, T’ Wf%,f:(yHc)::gl et F%ew : C, alors il existe une substitution p telle qu’on ait
2
LTy < w]wfg,;
(i) Si T,y : C, T’ |¢_2TC::(y>—>c)::o" d: D et Fl%cw : C, alors il existe une substitution p telle que
LT[y ¢ w]k, dly ¢ w]: Dly < w].
Preuve par récurrence structurelle sur la premiére dérivation (similaire a 3.1.8).
(e-envg) immeédiat en utilisant 'hypothése de récurrence sur la premiére prémisse puis (e-
envsy) (avec lem. 3.2.12).

(e-var) immédiat en utilisant I’hypothése de récurrence sur la prémisse, et en affaiblissant
(lem. 3.2.13) si la variable extraite de ’environnement est y.

Ly: C,Fl,l‘ : A'?zfe::(yHc)::a’::(xHa) u: B : Prop

e-abs
( ) Ly:C T %e::(y R Azt Vet . B

Par hypothése de récurrence sur la premiére prémisse on a

erl[y%w]’l‘ : A[?J(_w]%?:p’::(a;b—)a’) u[?/(_w] : B[y<_w]

et sur la deuxiéme prémisse
F7F/[y — w],x : A[y A w] %?:p”::(aﬂ—)a”) B[y A ’LU] : Prop

d’ott par échange des motivations (lem. 3.2.24 et 3.2.4)

2

Fvl—‘/[y%w]’x:A[y%w]b:p’::(aﬁﬁa/) B[?/(_w] : Prop

et finalement on obtient le résultat par la régle (e-abs) avec p := p'.
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(e-app) De la méme fagon que précédemment, puisque 1’hypothése de récurrence appliquée
aux deux prémisses donnent deux substitutions p’ et p” potentiellement différentes, on en
choisit une et on déduit le résultat par la régle (e-app).

Ly:C T x: Al%e::(y,_> ¢)iioli(a s a) B Prop I-%]e t:o:(y = c)uo’ (Vat.B)
Iy:C, r’ %ﬁ:(yb—) c):o’ vzt B : Prop

(e-prod)

Déja, par hypothése de récurrence, on a une substitution p’ et un terme a’ tels que
2
FaF,[y A w],l’ : A[y A w} '}::p'::(acb—)a’) B[y A ’LU] : Prop
D’autre part en transmettant la motivation en conclusion (lem. 3.2.17)
2¢ 4, .. = A .
T t:ou(y = ¢)io’ (Va©.B) : Prop (%)

Pour toute variable libre z de Vz.B on a (z : Prop) € T,y : C,T" (lem. 3.2.10) et alors :

e z Z y : le critére de Poincaré (prop. 3.2.11) sur les environnements bien formés précédents
(lem. 3.2.4) donne

Fﬁe o:(y = c):o’(2) : Prop Fﬁe o:p/(2) : Prop

e z =y : le critére de Poincaré (prop. 3.2.11), et la transmission de la motivation en conclu-
sion (lem. 3.2.17) donnent

%e o::(y = ¢)0’(2) : Prop %e o(w) : Prop

Tout ces types étant équivalents car clos (lem. 3.2.23), on peut les échanger (thm. 3.2.22)
dans (x) pour obtenir un terme ¢’ tel que

F%]e t':o:(y — o(w)): p (Y. B) : Prop
c’est-a-dire
I—%]e t': o p (V2. B)[y + w]) : Prop

ce qui permet de conclure par (e-prod). O

Proposition 3.2.26 (stabilité par réduction). Si F%et :C ett~zt, alors F%e t:C.
Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation puis par cas sur la définition de ~»,
(similaire au thm. 3.1.16).

On peut passer par A (thm. 3.2.1) pour éliminer certains cas (termes irréductibles, dériva-
tions impossibles, etc.) de la méme facon que dans la preuve pour A? : il suffira alors d’utiliser
le lemme de substitution (lem. 3.2.25) pour le cas oti t = (AzA.w) v ~; wlr < w] =, et
I’hypothése de récurrence pour le reste. O

Lemme 3.2.27 (correction des types, voir lem. 1.4.9).

Si FI(—Z,ew : C alors C = Type ou bien il existe k tel que FI(—ZTQC K.

Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation (similaire a lem. 1.4.9).

(e-abs) Le lemme 3.2.20 donne immédiatement le résultat. O
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Proposition 3.2.28 ()\g est un pseudo sous-systéme pédagogique de CC).

A2 vérifie les propriétés suivantes :
(i) N2 est un sous-systeme de CC;

(ii) SiTEt:C ett~yt, alorsTEL : C.

(1ii) =1 : A1,...,xpn Ay wf%:;l 1) s £) ST €L seulement sty Ay, 0 Ay wf® et
il existe des termes ti,...,t, tels que
2e 2e 2¢
i'ﬂtIZAl thZAQ[xlktl] }T] tn:An[acl,...,xn_letl,...,tn_l]
Preuve

(i) A2 est un sous-systéme de A? (thm. 3.2.1) lui-méme sous-systéme de CC (thm. 3.1.1).
(ii) C’est exactement la proposition 3.2.26.

(iii) C’est exactement la proposition 3.2.11.
b

@

}ﬁeti : Ai[l‘l,...,l‘z;l (—tl,...,tifl]
et comme A; #Z Type puisque x1 : Ay,..., 7, : A, wf® (lem. 1.4.2) ainsi que t; # Type
(lem 3.2.3), on déduit que

2
m Ai[ﬂj‘l,.. L1 tl,.. . ,tz;l] LRy
et on peut alors appliquer la proposition 3.2.15 pour obtenir le résultat. ]

Remarque

Il s'agit en fait d’une définition adaptée d'un sous-systéme pédagogique. En toute rigueur A2 n'est pas un

sous-systéme de CC : il y a deux constantes supplémentaires o et T, et tous les jugements sont indicés par
une motivation explicite.
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3.3 Avec motivations totales — \?

3.3.1 Définition du systéme

Termes bruts

o On ajoute aux termes bruts de A\? les constantes suivantes : o et T.

Motivation d’un environnement

o Une substitution o motive un environnement I' = z1 : Ay, ..., 2z, : A,, noté cmot I, si :
Vi P o(z): o(A)

o Selon le contexte, o mot I' dénote les dérivations précédentes, ou le fait que I’environnement
I" est motivable par o.

Motivation d’un type par rapport a un environnement
o Une substitution o motive un type C sous un environnement I', noté o mot C si :
(i) omotT;
(i) et il existe un terme ¢ tel que Pt : o(C).

o Selon le contexte, o motr C' dénote les dérivations précédentes, ou le fait que C' est motivable
par o dans 'environnement I'.

Remarques
Ces définitions de motivations dépendent du systéme exposé ci-apreés, ce qui peut sembler problématique.

Pour résoudre |I'apparente circularité, on peut découpler chacune des définitions en (a) une abréviation com-
mode a la définition du systéme, (b) une définition effective une fois les régles d'inférence du systéme définies.

Régles d’inférence de \?

o On définit la relation ' entre un environnement et deux termes bruts, ainsi que la relation
2 . A .
wf“* sur les environnements par les régles suivantes :

I A:x ¢dom()

— (t-envy) tonv
[Jw F,:L‘:Awf2t ( 2)
[ wf? [,z: AT wf
2 (t-ax) 5 (t-var)
I'o: T :Prop: Type Fo:ATF2: A
I,2:AP*w: B : Prop I y:vzd B TPwv: A
(t-abs) (t-app)

I Az’ : Vet B Flgtuv:B[aH—v]

Iz: AP B Prop o mot, V. B
L vzA B Prop

(t-prod)
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3.3.2 Reésultats

Théoréme 3.3.1 (A? est un sous-systéme de A\?).

(i) si Twf*, alors T wf” ;

(ii) siTBw: C, alors TRw: C.
Preuve immédiate par récurrence structurelle sur la dérivation : il suffit d’identifier la
constante o avec AAP™P \zA.z et T avec YAP™P. A — A. O

Lemme 3.3.2 (voir lem. 3.1.2).

(i) Sixy:Ay,...,zn: Ay Wf2°, alors pour tout i, V(Aiy1) C {x1,...,2;} et x; # xj pour tout
P45

(i) Sixy: Ay,...,zp Ay 2t C, alors pour tout i, V(Aij11) C {z1,...,z;} et x; # x; pour
tout i # j et V(w,C) C {x1,..., x5}

Lemme 3.3.3 (validité des environnements, voir lem. 3.1.4).

(i) si wazt, alors pour tout environnement I KX T', T wf?* en est une sous-dérivation ;

L2 . 2 e
(ii) si TF w : C, alors pour tout environnement I < T, T'wf™ en est une sous-dérivation
stricte.

Lemme 3.3.4 (validité des types des environnements, voir lem. 3.1.5).
Six1: A1, ..., Ty Ay szt, alors pour tout i il existe k tel que x1 : Aq,...,x; 1 A; 2 Aiv1: Kk en
est une sous-dérwation stricte.
Lemme 3.3.5 (voir lem. 3.2.8).
(1) Si I C : Type alors C = Prop et la derniére régle de la dérivation est (t-ax) ;
(i1) Si I C : Prop alors la derniére régle de la dérivation est (t-ax), (t-var) ou (t-prod).
Théoréme 3.3.6 (A2 est un sous-systéme de A?). Pour toute substitution o :
(i) si Twf2 alors T wf* ;
(ii) siTE w:C, alors TP w: C.
Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation.

Tous les cas sauf (e-prod) sont immédiats : dés lors qu’on oublie la motivation explicite, les
régles sont les mémes ou plus contraintes.

| A%fg:(x —q) B Prop Fﬁe t:o(Ve?.B)

(e-prod) -
TEs vz B : Prop

De la premiére prémisse on a wag,e(lem. 3.2.4), et par le critére de Poincaré (prop. 3.2.11)
Vi ?-[2]6 o(x;) : o(Ay)

sont des sous-dérivations strictes, sur lesquelles on peut appliquer ’hypothése de récurrence
pour obtenir
Vi Po(z;):o(A)

c’est-a~-dire o0 mot I'. De plus, I’hypothése de récurrence appliquée a la seconde prémisse donne
Pt o(Vz.B)

et on a alors o mot Vo, B. Par hypothése de récurrence sur la premiére prémisse et la régle
(t-prod) on obtient bien le résultat. O
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Théoréme 3.3.7 (A? est un sous-systéme de A\?).

(i) si wazt, alors il existe une substitution o telle que wa?,e;
i) si TP w C, alors il existe une substitution o telle que T’ 2w C.
ag

Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation.

(t-envy) Trivial : 0 := [] convient.

T A4k x ¢ dom(T)

(t-enva)
Iz:A wf2t

Par hypothése de récurrence, on a une substitution o’ telle que T'25 A : k, et donc (lem. 3.2.12)

on a un terme a tel que %C a : o/'(A). Dou par (e-envy) on obtient bien le résultat avec
o:=o0":(x— a).

(t-ax) Immédiat par hypothése de récurrence et (e-ax).
(t-var) Immédiat par hypothése de récurrence et (e-var).
Io:AP'w:B: Prop

TP Az : Va2t B
Par hypothése de récurrence, on a o1, 02, a1 et as tels que

(t-abs)

F,a::AI%;::(mHal)u:B et F,a::Alge (x — az) Bt Prop

oo
d’ot, en échangeant les motivations (lem. 3.2.4 et 3.2.24), on a aussi
2¢
Uiz Az o) B+ Prop
et finalement le résultat par (e-abs).
(t-app) On effectue de méme que pour (t-abs).
Iz AP B Prop omotyVz.B

T2 vzA.B . Prop

Dans la suite, (HR) désignera I’hypothése de récurrence, applicable a toute sous-dérivation
stricte de TP V24 B : Prop.

(t-prod)

Soit '=wy; : D1,...,yn : Dy. On va d’abord montrer par récurrence sur ¢ que
. 2e
Vi yl:Dly--'ayi:DingSi

e i =0 : par (e-envy) on a bien [] wf[2f.
e Supposons
y1:D1,...,y; : D; Wf?,; (HRi)

Par définition de o mot V2. B on a F* 0(Yit1) : 0(D;y1) comme sous-dérivation,
sur laquelle on peut appliquer ’hypothése de récurrence (HR) pour obtenir

i o (yir1) s o(Dit1)
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Comme y1 : D1,...,y; : D; 2 D1 : k (lem. 3.3.3 et lem. 3.3.4) est une sous-
dérivation de la premiére prémisse, par hypothése de récurrence (HR) il existe
une substitution p telle que y1 : D1, ...,y; : D; I%eDiH : Kk, et donc par échange
de motivations (lem. 3.2.24) avec (HRi) y1 : D1,...,y; : D; '721'6<1 D;i1 : K, ce qui,
en transmettant la motivation en conclusion (lem. 3.2.17) donne

i o<i(Dis1) : &

Finalement de

2e

ylle,...,yi:DiwaSi (HRi)

et
o (yit1) : 0<i(Dis1) 1 5
on déduit (lem. 3.2.21) que

2
y1:D1,.syi s Disyigr : Digawfgs
ce qui termine cette sous-preuve par récurrence sur %.

. 2
Quand i = n, on a I'wf.S

L’hypothése de récurrence (HR) sur la premiére prémisse donne p et a’ tels que
Ix: Al%i(x o'y B : Prop

On a alors F%A : k (lem. 3.2.4 et 3.2.5), donc F%GA : Kk par échange de motivations
(lem. 3.2.24), d’ou il existe a tel que Fﬁe a:0o(A) (lem. 3.2.12), et par (e-envs)

2
Iz AWfU::(x — a)
Par échange de motivations (lem. 3.2.24) on a alors

I'a: AI%‘?:(QCHG) B : Prop

Or par définition de o mot Vz#.B, il existe un terme ¢ tel que Pt o(VzA.B) en est une
sous-dérivation, sur laquelle on peut appliquer '’hypothése de récurrence (HR) pour obtenir

%e t:o(Vz?.B)
Finalement la régle (e-prod) nous donne bien le résultat. ([l

Proposition 3.3.8 (A? est un pseudo sous-systéme pédagogique de CC).

A7 vérifie les propriétés suivantes :

(i) \? est un sous-systeme de CC;

(i) SiTBt:C et t~st', alors r¢:C.

(111) x1: A1, 20 Ay wf? si et seulement si 1 AL, ..., xn s Ap WES et il existe des termes
t1,...,t, tels que

lgttliAl lgttQ:AQ[1'1<—t1] lgttn2An[$1,...,$n_1(—tl,...,tn_l]
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Preuve
(i) A? est un sous-systéme de A? (thm. 3.3.1) lui-méme sous-systéme de CC (thm. 3.1.1).
(ii) De

r¢:C

on a (thm. 3.3.7) une substitution o telle que

r l%et :C
et comme ¢ ~4 t', alors (prop. 3.2.28)

N
d’ott (thm. 3.3.6)

NS Ye

(i) De

1AL, Ty Anwf2t
on construit (thm. 3.3.7) une substitution o := [(z1 — ¢1)::...::(xy > t,)] telle que
T1: A, T Ay Wf%;l o )i > )
d’ott 'on déduit (prop. 3.2.28)
Vi %‘* tiv1 : Ajpa[z, . @y —tr, .t ]
et finalement (thm. 3.3.6)

. 2
Vi |_ttH_1ZAi+1[$1,...,l‘i<—t1,...,ti]

[=] De

. 2
Vi l_ttz'+12Ai+1[l‘1,...,l’i(*tl,...,ti]

on a (thm. 3.3.7 et lem. 3.2.2)

Vi Bt Aipalon, .zt L]

et comme aussi x1 : Aq,..., 7, 1 Ay wf<, alors (prop. 3.2.28)
2
Xy - A17 vy Ip d An Wf(xl =tz > ta)

et donc (thm.3.3.6)
r1: A1, Ty Anwf2t

Remarque

Comme pour A2, il ne s'agit pas de la vrai définition d'un sous-systéme pédagogique de CC a cause des
constantes o et T ajoutées au calcul.
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3.4 Avec motivations partielles — )\12)

3.4.1 Deéfinition du systéme

Application d’une motivation partielle & un environnement

o L’application de la substitution o a lenvironnement I', dont le résultat est noté o(I'), est
définie par :

o(I) si z € dom(o)

o(I'),z:0(A) sinon

Motivation partielle d’un environnement

o Une substitution o motive partiellement environnement I' = x1 : Ay,..., 2, : Ap, noté
o mot I', si:
Vi a; € dom(o) = o(T <) B o () : o(Ay)

Selon le contexte, o mot I' dénote les dérivations précédentes, ou le fait que Penvironnement
I" est partiellement motivable par o.

Motivation partielle d’un type par rapport a un environnement

o Une substitution o motive partiellement un type C sous un environnement I', noté o mot, C
si:

(i) o mot I';
(ii) et il existe un terme ¢ tel que o(I") 2t a(C).

o Selon le contexte, o mot, C' dénote les dérivations précédentes, ou le fait que C est partielle-
ment motivable par ¢ dans ’environnement T".

Remarques

Encore une fois, les deux définitions suivantes dépendent des régles du systéme exposé ci-aprés. Les mémes
remarques que précédemment (pour A?) valent ici aussi.

Quand dom(T") C dom(c) on retombe sur les définitions précédentes des motivations totales de \?.

Pour tout environnement T', on a toujours [] mot I'. En revanche, pour un type C, on n'a pas toujours
[] mot, C.
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o On définit la relation F? entre un environnement et deux termes bruts, ainsi que la relation

2, . R .
wf“? sur les environnements par les régles suivantes :

I'#*A:k ¢ dom(T)

——— (p-envy) !
[Jwf™ I'z: Awf (p-envz)
T wf?» ) T,x: AT wf o)
p-ax p-var
F}gpProp:Type F,x:A,F'lgpx:A
I,2:AP?u: B : Prop I y:Vz B TP w: A
(p-abs) (p-app)

L Az’ Vot B nguv:B[aﬂ—v]

I'x: AP B Prop o mot; Vo' B
L vzA B - Prop

(p-prod)

Remarques

Si dom(o) = 0 dans la regle (p-prod), alors o mot,. V. B revient a trouver un terme ¢ tel que I 2rt: V24 B,

autrement dit (quasiment) ce qu'il se passait dans CC, (voir sec. 2.2).

Il s'agit ici d'un vrai sous-systéme de CC puisqu'aucune constante n'est ajoutée au calcul.

3.4.2 Reésultats

Dans cette section, on identifiera les constantes o et T des systémes précédents avec leur

définition respective, soit 0 := AAP™P Az z et T := VAP™P A - A,
Lemme 3.4.1. Dans )\120, on a les régles dérivées sutvantes :

T wf?
T¥o:T: Prop : Type

Preuve similaire & celle pour CC; (lem. 2.2.15) en utilisant une substitution vide & chaque

utilisation de la régle (p-prod).

Théoréme 3.4.2 ()\12, est un sous-systéme de A2).
(i) si Twf?, alors T wf”;
(ii) siTEw: C, alors TRw: C.

Preuve immédiate par récurrence structurelle sur la dérivation.

Théoréme 3.4.3 (A? est un sous-systéme de )\12)).

(i) si Twf*, alors T wf? ;
(i) siTPw: C, alors T w: C.

O
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Preuve immédiate par récurrence structurelle sur la dérivation.

Le cas de (t-ax) est le lemme 3.4.1.

Dans le cas de (t-prod), il suffit de remarquer que si o moty Vz“.B, alors o mot, Vz2.B
en appliquant autant de fois que nécessaire I’hypothése de récurrence sur les dérivations de
o moty Vz4.B. ]

Théoréme 3.4.4 (}\127 est un sous-systéme de A\?).
(i) si Twf?, alors T wf ;
(ii) siTPw: C, alors TR w: C.
Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation.
| I AP B Prop o mot, Vz*.B
INCAR R Prop

(p-prod) avec I'=y1 : C1, ..., yn : Cp.

Par définition de o mot V2. B, on a un terme ¢ tel que
o(D) Bt : o(Va.B)
est une sous-dérivation, et donc par hypothése de récurrence
o(D) Bt : o(Va?. B)
d’ou il existe (thm. 3.3.7) une substitution p telle que
o(T) l%et . o(Vz?.B) (%)

On a alors p ® o moty V. B puisque :

e quand y; € dom(c), alors par définition de o moty Vz4.B

o(T<i) B o (i) : 0(Cy)

est une sous-dérivation, et donc par hypothése de récurrence
o(T) 2 o(yi) : o(Cy)

d’ou il existe p’ (thm. 3.3.7) telle que
o(T) I%‘? o(yi): o(Cy)

et donc par échange de motivations (lem. 3.2.24 et lem. 3.2.4)
o(Tai) 2 o(yi) : 0(Cy)

puis en transférant la motivation en conclusion (lem. 3.2.17)

i p(o(y:) : p(o(Cy)
et donc aussi (thm. 3.3.6 et lem. 1.2.5)

P poo(y):pea(Cy)
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e quand y; ¢ dom(o), alors par définition y; € dom(o(I")), et donc de (x) par le critére de
Poincaré (prop. 3.2.11 et lem. 3.2.4)

c’est-a-dire, puisque y; ¢ dom(o),

T plo (i) : pa(CH)
d’ott (thm. 3.3.6 et lem. 1.2.5)

P p@a(y):poa(C)
e De (%), en transmettant la motivation en conclusion (lem. 3.2.17)

2 p(u) : p(o(¥a".B))
d’ott (thm. 3.3.6 et lem. 1.2.5)

B p(u) : p® o(Vz™.B)
Finalement, comme par hypothése de récurrence sur la prémisse on a
I,x: AP B: Prop

alors la régle (t-prod) nous permet de conclure.

Proposition 3.4.5 ()\12) est un sous-systéme pédagogique de CC).
)\12, vérifie les propriétés suivantes :
(1) A2 est un sous-systeme de CC;

(i) SiTBt:C et t~st', alors TRt : C.

2 . .
(11i) x1: A1,...,xn : Ay Wi si et seulement six; : Ay, .

o s Ap WES et il existe des termes
t1,...,t, tels que

@ptliAl lgthZAQ[.’El(—t]_] Eptn:An[ﬂfl,...,xn_l(—tl,...,tn_l]

Preuve

(i) A2 est un sous-systéme de A? (thm. 3.4.2) lui-méme sous-systéme de CC (thm. 3.1.1).
(ii) et (iii) 11 suffit d’utiliser le fait que les deux systémes \? et )\123 sont équivalents

(thm. 3.4.3 et thm. 3.4.4) afin de récupérer les résultats du premier (prop. 3.3.8) dans le
second. O

Remarque

Cette fois-ci, )\12, est un vrai sous-systéme pédagogique de CC (sec 2.1).
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3.5 Systéme F pédagogique — P-Prop?

On commence par rappeler le systéme P-Prop? proposé par Colson et Michel (2009) : le A-
calcul du second ordre pédagogique. On montre qu’il est contenu dans les systémes précédents,
en particulier \?.

3.5.1 Définition du systéme

Types de P-Prop?

o Les types de P-Prop? sont construits selon les régles suivantes :
— T est un type;
— les variables de type «, 3,7, ... sont des types;
— si A et B sont des types, alors A— B est un type;
— si « est une variable de type et A un type, alors Va. A est un type.

o L’ensemble des variables libres d’un type A, noté V(A), est défini de fagon usuelle.

Termes de P-Prop?

o Les termes de P-Prop? sont construits selon les régles suivantes :
— 0 est un terme;
— les variables de terme x,, z, ... sont des termes;
— si « est une variable de terme, A un type et ¢t un terme, alors Az.t est un terme;
— si a est une variable de type et ¢ un terme, alors Aa.t est un terme;
— si t et u sont des termes, alors t u est un terme;
— si t est un terme et U un type, alors ¢t U est un terme.

Substitutions de P-Prop?
o Une substitution de P-Prop? est une application des variables de type dans les types.
o L’application d’une substitution o & un type A, définie de maniére usuelle, est notée o - A.

o Une substitution partout identique sauf en un nombre fini de points aq, ..., a,, associés aux
types Vi,...,V,, est notée [aq,...,an < Vi,..., V,l.

Contextes de P-Prop?

o Un contexte A de P-Prop? est un ensemble fini de couples = : A ol = est une variable de
terme et A un type. De plus, si x : A et 2 : B sont dans A alors A = B.

o Le contexte {z; : Ay,...,z, : Ap} est noté plus simplement x; : Ay,...,x, 1 Ap.

o L’ensemble des variables libres d’un contexte A =z : Aj,...,x, : An, noté V(A), est défini
de facon usuelle comme 'union des V(4;).
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Les définitions de motivation suivantes font référence au systéme défini par la suite.

Motivations de P-Prop?
o Une substitution o de P-Prop?motive un type A, noté LLP A, §’il existe un terme ¢ tel que
R o A
o Par extension, une substitution o motive un contexte A = x1 : A1,..., T, : Ap, nOté B o A,
si pour tout ¢ on a LU A;.

Régles d’inférence de P-Prop?

o La relation I entre un contexte, un terme et un type de P-Prop? est définie par les régles
suivantes :

Bfo. A . t:FeA Po. A
— (P- P-H
AFEfO:T( ~) AR . R ( yP)

A,a::AlEfu:B APy AB ARy A
—>i —>e
AR AzA 0y ASB (=) ARy v B ()
AP B a¢ V(A) APy Va.B oV
Vs (P-Ve)

AP Aq.u:Va.B AP WV o+ V] B

3.5.2 Reésultats

Traduction des termes de P-Prop? vers ceux de \?
o Soit la traduction [-] des types et termes de P-Prop? vers les termes bruts de A? définie par :
[T]:=T
[a] := « on «v est une variable de type
[A—B] := [A] — [B]
[Va.A] := Vat™P [A]
[o] == o
[x] := = ot x est une variable de terme
[AzA.4] == xzlAL[t]
[Aa.t] := AaF™P.[t]
[t u] := [¢] [u]
[t U] == [¢] U]

Remarque

On suppose que les variables des termes bruts de A? contiennent les variables de type et de terme de P-Prop?.
Lemme 3.5.1. Pour tout type A, B et toute variable de type o de P-Prop?
[l <= B] - A] = [A][er < [B] ]
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Preuve par récurrence structurelle sur le type A. O

Notons quelques résultats simplifiant I’extension de la traduction des contexte de P-Prop?
vers les environnements de \Z.
Lemme 3.5.2 (échange dans A\?).

(Z) Si Iy C z: D7F/ Wf%r?:(y»—)c)::(zrﬁ d)::o’ ety ¢ V<D);
alors ',z : D,y : C, I Wf?r?:(z —d)(y—c)iol s

(”) Sirvy:caz:Darll?zre::(y»—)c)::(zr—)d) o’ w:E ety%V(D),

alors T'yz : D,y : C, I I%"?:(zf—)d)::(y»—)c)::a’ w: k.

Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation.

I‘,y:Clt—z,f:(yHc)D:/{ i%fd:a::(y»—>c)(D) z ¢ dom(T',y)
Fay:CVZ:DWf<27C:(y>—>c)::(Zi—>d)

(e-enva)

Comme y ¢ V(D) par renforcement (lem. 3.2.19) sur la premiére prémisse on obtient I' l%a D:k
puis Fﬁe d: o(D) (lem. 3.2.17). Donc par (e-envy) on a T,z : Dwf2 (2= d)-

De la premiére prémisse, on déduit F%EC : Kk (lem. 3.2.5), qu’on affaiblit (lem. 3.2.13) pour
obtenir une dérivation de I', z : D I;Z,‘f:(z —a) C k.

Comme Fﬁe c:0(C) (prop. 3.2.11) et z & V(C) (lem. 3.2.2), alors aussi Fﬁe c:o:(z—d)(C),
et par (e-envy) on obtient finalement le résultat I', z : D,y : wafﬁ (z = d)::(y — ) O

Lemme 3.5.3 (échange dans A\?).

(i) SiT,y:C,z: D, T"wf? ety ZV(D), alorsT,z: D,y : C, I’ wf?
(ii) Si F,y:C,z:D,F’Igtw:E ety € V(D), alors F,z:D,y:C,F’lgtw:E,

Preuve immédiate comme corollaire du lemme 3.5.2 précédent, puisque A? et A\? sont équiva-
lents (thm. 3.3.6 et 3.3.7). O

Lemme 3.5.4. Si TP w : C, alors on peut diviser I' en I'1 et 'y tels que :
— I est une permutation de I'1,T's ;
- I’ljlegtw :C;
— pour touty : D €'y, D =Prop;
— pour tout y : D € 'y, D # Prop.

Preuve
Posons I'=x1: A1,...,2n 1 Ap. Comme on a 1 : Ay, ...,2; 1 A; 2 Ait1: k (lem. 3.3.4) :
e ou bien k = Type et alors A;; = Prop (lem. 3.3.5);
e ou bien x = Prop et alors A;11 # Prop (thm. 3.3.7 et lem. 3.2.7).
On peut alors placer tous les x; : A; avec A; = Prop en début d’environnement (lem. 3.5.3)

pour former la partie I'y, les autres se trouvant a la suite pour constituer I's. ]

Remarques
Les éléments de I'; peuvent apparaitre dans n'importe quel ordre (lem. 3.5.3).

De méme pour I'y car les A; ne dépendent que des variables z; : Prop de I'; (lem. 3.2.10 et thm. 3.3.7).
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Dans la suite, on considére que dés que Twf? ou TP w C, T est en fait composé de deux
parties I'1 et I'y ot I'; contient les variables de type Prop.

On se passe alors de mentionner I'; : on y met toutes les variables libres de I's, w et C. Ceci
est possible par les propriétés de renforcement (lem. 3.2.19) et d’affaiblissement (lem. 3.2.13),
qui nous permettent d’ajouter et de supprimer a loisir des éléments de type Prop dans I';.

Traduction d’un contexte de P-Prop?

o La traduction d’un contexte de P-Prop? dans un environnement de A\? est définie par :

[x1: A1, ..oy s Ap] =y AL, - 2 2 [An]

Lemme 3.5.5 (correction des types dans A?).

SiTHR w: C, alors C = Type ou bien il existe x tel que T2 C: k.

Preuve immédiate par le fait que A\? et A2 sont équivalents (thm. 3.3.6 et 3.3.7) et le
lemme 3.2.27 précédent. O

Lemme 3.5.6. Si [P w : [C], alors N [C] : Prop.
Preuve
De T w : [C] on déduit quil existe & tel que TP [C] : & (lem. 3.5.5). Or si x = Type,
alors [C] = Prop (lem. 3.3.5), ce qui n’est pas possible par définition de [-]. En conséquence
k = Prop. U

Motivation triviale universelle

o La motiwation triviale universelle T est la substitution constante qui a toute variable de type
associe T.

Théoréme 3.5.7. Si AR 4 F, alors pour toute sous-formule G de A, F on a 1Pl
Preuve dans (Colson et Michel, 2009, thm. 19). (Il

Lemme 3.5.8. Si Ay . F, alors il existe une dérivation de ARy F o putilisant que la
motivation T dans les prémisses des régles (P-Ax), (P-Hyp) et (P-V.).

Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation.
Pour chacune de ces trois régles, toutes les formules motivées apparaissent comme sous-
formules dans la conclusion. Par conséquent elles sont toutes motivables aussi par 7 (thm. 3.5.7).

On peut alors remplacer la prémisse PN par Bfr AL O

Lemme 3.5.9.

Si AR w : C est une dérivation nutilisant que T comme motivation, alors [A] B [w] : [C]-

Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation.

e A
(P-Ax) T avec A = {x1 : A1, ..., x5 An}.
AFo:T

Par hypothése on a des termes (t;)1<i<n tels que

}Efti : T'AZ'
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d’ott par hypothése de récurrence
Bt : [ - Al

or [7-A;] = [Ai][g < T] (lem. 3.5.1) avec les ¢ étant les variables libres de A4;. Et comme
aussi (lem. 3.5.6)
2 [T Ai] : Prop

alors par la réciproque du critére de Poincaré (prop. 3.3.8)
2y [A] - : [An] wf?
et donc par (t-ax) on obtient le résultat.
z:FeA Pr.A
AP F

De méme que pour (P-Ax), on montre que [A] wf?. Or comme z : F € A implique que
x : [F] € [A], alors par (t-var) on a bien [A] R z : [F].

(P-Hyp)

A x: APy B
(=) —
AR XzAu: AB
Par hypothése de récurrence on a

[A], : [A]P [u] : [B]
et donc (lem. 3.5.6) aussi
[A], = : [A] 2 [B] : Prop

D’ou par (t-abs) on a bien
[A] B Azl [u] : [A] — [B]

(car comme x ¢ V(B) alors ¢ V([B])).
APy ASB APy 4

(=) -
A% v: B
11 suffit d’appliquer ’hypothése de récurrence sur les deux prémisses pour conclure par (t-app).

AR B agV(A)

(V%) .
AP Aa.u: Va.B
Par hypothése de récurrence on a

[A]P [u] : [B]
On a deux cas selon que @ € V(B) ou non :

e a € V(B) :alors a : Prop se trouve dans ’environnement caché I';, et comme il n’apparait
pas dans V(A), alors il n’apparait pas non plus dans V([A]). On peut alors faire remonter
a : Prop en téte d’environnement par permutations successives (lem. 3.5.3) pour obtenir

[A], o : Prop ¥ [u] : [B]

e a ¢ V(B) : alors o n’apparait pas dans I'environnement caché, et donc on peut ajouter
a : Prop a [A] par affaiblissement (lem. 3.2.13 et thm. 3.3.6 et 3.3.7) pour obtenir

[A],a : Prop 2 [u] : [B]
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Dans ces deux cas, on a aussi (lem. 3.5.6)
[A], « : Prop B [B] : Prop
et (t-abs) permet de conclure.

Afgfu :Ya.B %EfT -V

P-v,
(P-¥e) APV [a+V] B

De méme que pour (P-Ax) et (P-Hyp), de Bf .V on déduit
z: [V]wf?
avec z une variable fraiche pour toutes les formules considérées. On a alors (lem. 3.3.4)
B V] : s
avec k = Prop (sinon [V] = Prop par lem. 3.2.10 et thm. 3.3.6 et 3.3.7).

Par hypothése de récurrence
[A] B [u] : Var™P [B]

et donc [A] wf** (lem. 3.3.3). D’out par affaiblissement on a aussi
[A]# [V] : Prop
et par la régle (t-app) ,
[ATF [ul IVT = [Blla < [VI]
or [B]la < [V]] = [[a < V] - B] (lem. 3.5.1). O

Lemme 3.5.10.

SiTR w:C avec w # Prop alors il existe un terme ou un type w' de P-Prop? tel que [w'] = w.
Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation.

I'z: APy B Prop
T2 e Vol . B

Déja I'hypothése de récurrence nous donne un terme o’ tel que [u'] = w.

(t-abs)

Comme I'P* A : & (lem. 3.3.4) est une sous-dérivation, on a deux cas :
e si kK = Type, alors A = Prop (lem. 3.3.5) et dans ce cas w' := Az.u’ convient;
e si Kk = Prop, alors A # Prop, et on peut appliquer ’hypothése de récurrence pour récupérer
un terme A’ tel que [A'] = A; dou w’ := Az ./ convient.
I AP B Prop omotyVz.B
TP vzt B Prop

L’hypothése de récurrence donne un terme B’ tel que [B'] = B.

(t-prod)

Ici aussi on a deux cas & considérer dans la sous-dérivation I'FF* A : & :

e si k = Type, alors A = Prop (lem. 3.3.5) et dans ce cas w’ := Vx.B’ convient;



112 Chapitre 3. Sous-systémes pédagogiques du second-ordre

e si k = Prop, alors A # Prop et donc z € V(B) (lem. 3.2.10), et ’hypothése de récurrence
donne un terme A’ tel que [A'] = A; d’ou w’ := A’— B’ convient. O

Corollaire 3.5.11. Siyy : D1,...,yn : Dy 2w C alors :
(i) si D; # Prop, alors il existe un terme ou un type D! de P-Prop® tel que [D.] = D; ;
(ii) si w # Prop, alors il existe un terme ou un type w' de P-Prop® tel que [w'] = w ;
(iii) si C # Prop, Type, alors il existe un terme ou un type C' de P-Prop® tel que [C'] = C.
Preuve
(i) De 1 : D1,...,y; : DiP* Diyq : k (lem. 3.3.4) on a deux cas :
e si k = Type, alors D;; = Prop (lem. 3.3.5);
e si k = Prop, alors D;11 # Prop et donc le lemme 3.5.10 permet de conclure.
(ii) C’est exactement le lemme 3.5.10.
(iii) On a trois cas (lem. 3.5.5) :
e (' = Type : alors c’est bon;
e y1:D1,...,yn: Dy RO Type : alors C' = Prop (lem. 3.3.5) et c’est bon;
ey :D1,....yn: Dy RO Prop : alors C' # Prop et le lemme 3.5.10 permet de conclure.
O
Lemme 3.5.12.
(i) Si [A]wf? alors il existe une substitution p telle que PN
(i1) Si [A] 2 [C] : Prop alors il existe une substitution p telle que lEfp “A et lep -C';
(iii) Si [A]R [w] : [C] alors AR w : C.

Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation.
(t-envy) 0] wf® Avec p la substitution vide, on a trivialement 1 p - 0.
[A]BA: k=& dom([A])

[A], @ : Awf*

On a deux cas :

(t-enva)

e si k = Prop, alors A # Prop, et A est 'image d'un A’ par [-] (cor. 3.5.11) ; 'hypotheése de
récurrence sur la prémisse nous donne alors bien une substitution p vérifiant (ef p-(AA);

e si k = Type, alors A = Prop (lem. 3.3.5) et = : A est dans la partie cachée de 1’envi-
ronnement ; or comme [A] wf? (lem. 3.3.3) est une sous-dérivation, alors I'hypothése de
récurrence nous donne bien une substitution p telle que lEfp AN

[A] wf?
[A]# [o] : [T] : Prop

(t-ax)

Par hypothése de récurrence sur la prémisse on a une substitution p telle que pef p- A, on peut
alors dériver A o : T par (P-Ax), et on a aussi By (A, T).
[A,z: A A]wf?

(t-var) [A,z: A AP [] : [A]
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Par hypothése de récurrence on a une substitution p telle que (ef p-(Ayz: A A') et donc par
(P-Hyp) on a bien A,z : A, A’ P

(t-abs) Selon le type de z, on est dans un des deux cas suivants :

[A], 2 : [A] 2 [«] : [B] : Prop [A], 2 : Prop 2 [u] : [B] : Prop
[A] R [Az? ] : [A—B] [A] B [Az.a] : [Vz.B]

Chacun se résout facilement en appliquant 'hypothése de récurrence a la premiére prémisse
et en utilisant respectivement les régles (—;) et (V;).

(t-app) De méme, selon le type de x on se trouve dans I'un des deux cas suivants :

[A] R [u] : [A=B] [A]# [v] : [A] [A]# [u] : [V2.B] [A]# [v] : Prop
[A] P [u ] « [B] [A]P [u ] : [B]z « [v] ]

Chacun se résout facilement en appliquant ’hypothése de récurrence aux prémisses et en
utilisant respectivement les régles (—.) et (Ve).

(t-prod) Encore une fois, selon le type de = on doit traiter deux cas :
[A],z : [A]? [B] : Prop o mot[A— B]
[ ]
[A] 2 [A—B] : Prop

Par définition de o mot,[A—B], on a :

— des termes t; tels que P't; : [D;][@ « E] avec les @ les variables libres des D; et donc
les E; tels que 2 E; : Prop (lem. 3.2.10).
On a alors des termes E} et t; tels que [E}] = Ej et [t;] =t; (cor. 3.5.11), d’ott

avec A=y1: D1,...,Yn: Dy.

2] [Di][a < [ET]]  cest-a-dire (lem. 3.5.1) [/ : [[6 < E'] - Di]
ce qui, par hypothése de récurrence, donne
lEftg [@+« E']-D; autrement dit 1Pf p-D;

avec p = [@ « E'].
— et un terme u tel que
Bu: [AoB][a@ « E]

ce qui par le méme raisonnement nous conduit a
B . (A—B)

. [A],z : Prop # [B] : Prop o mot[Vz.B]
[A] 2 [Vz.B] : Prop

On conclut par le méme raisonnement.

Theéoréme 3.5.13. AP w: C si et seulement si [A] R [w] : [C].



114 Chapitre 3. Sous-systémes pédagogiques du second-ordre

Preuve

f . L, . . .- . .
De AP'w : C, on construit une dérivation n’utilisant que 7 comme motivation

(lem. 3.5.8), et alors [A] 2 [w] : [C] (lem. 3.5.9).
C’est exactement le (iii) du lemme 3.5.12 précédent. O

Traduction des termes de \? vers ceux de P-Prop?

o A une dérivation TP w : C ot C % K, on peut associer un unique antécédent de w et de C
par [-] (cor. 3.5.11). On note cet antécédent par [-] L.

o De méme il existe un unique antécédent de T', qu’on désigne par [I'] 1.

Théoréme 3.5.14. TP w : C avec C % Prop, Type si et seulement si [I] ! ef Jw]~t: [C]7.

Preuve ' w : C se récrit en [[I]']# [[w]~'] : [[C] ] d’out Ton déduit I'équivalence
(thm. 3.5.13) avec [I]~' " [w] ! : [C] . O

Corollaire 3.5.15. On peut plonger le calcul propositionnel du second ordre Prop® et \* dans
les calculs N2, \? et )\12,.

Preuve Le lemme 3.6.1 suivant donne un plongement de Prop? dans P-Prop?, ce qui est
suffisant puisqu’on peut plonger P-Prop? dans A\? (thm. 3.5.13), A\? étant équivalent a \? et )\12,
(thm. 3.3.6, 3.3.7 et 3.4.3, 3.4.4).

D’autre part, A? et Prop? sont deux formalisations (équivalentes) du méme calcul. O
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3.6 Indécidabilité de la vérification du typage

Habitation de type (type inhabitation)
o Pour un systéme fonctionnel donné, le probléme de ’habitation de type est le suivant :
entrée : un contexte (ou environnement) I', et un type A;

sortie : «vrai» s'il existe un terme t tel que I'Ft : A, et «faux» sinon.

Lemme 3.6.1.
L’habitation de type pour Prop? est réductible & Uhabitation de type pour P-Prop?, i.e. quels que
sotent A et A :

il existe t tel que A £t . A si et seulement si il existe un terme t' tel que A7 Rf4 . A

avec 7 une traduction associant toute formule de Prop? a une formule de P-Prop?.

Preuve

Le résultat est prouvé (constructivement) dans Colson et Michel (2008) & propos des systémes
formels correspondant aux systémes fonctionnels Prop? et P-Prop?. La traduction ?, inspirée de
la A-traduction de Friedman (1978), consiste a remplacer partout dans les types les occurences
de variables de type a par Vv ol vy est une variable de type fraiche. O

Lemme 3.6.2. L’habitation de type pour Prop? est indécidable.
Preuve par Urzyczyn (1997). O

Lemme 3.6.3. L’habitation de type pour P-Prop® est indécidable.

Preuve par contradiction.

Supposons que I’habitation de type pour P-Prop? soit décidée par un algorithme D, i.e.
D(A, A) = vrai si et seulement si il existe un terme ¢ tel que A Ry A
On peut alors construire un algorithme D’ capable de décider ’habitation de type pour Prop? :

D'(A, A) := D(A7, A)

En effet :
D'(A,A) =vrai ssi D(A7, A7) = vrai
ssi il existe t' tel que AY Rfyr . AY
ssi il existe ¢ tel que Afft: A (lem. 3.6.1)
Or I’habitation de type pour Prop? est indécidable (lem. 3.6.2). O

Vérification du typage (type checking)
o Pour un systéme fonctionnel donné, le probléme de la vérification du typage est le suivant :
entrée : un contexte (ou environnement) I', un terme ¢ et un type 4;

. . . . L. . * .
sortie : «vrai» §’il existe une dérivation I'Ft : A, et «faux» sinon.
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Lemme 3.6.4. L’habitation de type pour P-Prop® avec un contexte vide est réductible & la véri-
fication du typage pour \? avec un environnement vide, i.e. quel que soit le type A

il existe t tel que 2t : A avec A clos si et seulement si P [4] : Prop

Preuve

De ¢ : A on déduit 2 [t] : [A] (thm. 3.5.13), et par correction des types (lem. 3.5.5)
2 [A] : k. Or k # Type car sinon [A]] = Prop (lem. 3.3.5) ce qui n’est pas possible par
définition de [-], donc k = Prop.

De P*[A] : Prop on peut construire un terme a tel que P'a : [A] (lem. 3.2.12 et
thm. 3.3.6 et 3.3.7). Or a est I'image d'un terme ¢ par [-] (cor. 3.5.11), i.e. [[t] = a, d’on
2t [¢] : [A] et finalement F: A (thm. 3.5.13). O

Lemme 3.6.5. L’habitation de type pour P-Prop? est réductible a l’habitation de type pour P-
Pmpg avec un contexte vide, i.e. pour tout type A

il existe t tel que A 4. A si et seulement si 4l existe ' tel que B va.A— A

ot Va.A— A est clos ; @ sont les variables libres de A et A; et A—A dénote Bi— ... —B,—A
avec A ={y1 : By,...,yn : Bp}.
Preuve
De APt : Aona BPAAL: A—A par (—) puis PPAGAAL 1 VA.A— A par (Vi).
Donc t' := A@.AA.t convient.
Inversement de ¢ : Va.A—A par (V) on a P a . Ao A puisque les @ sont

—

motivables par T, puis par affaiblissement on a A PP & : A— A et finalement par (—)

on obtient AR ¢ & A : A, c’est-a-dire que t := t/ @ A convient.
L’affaiblissement dans P-Prop? est prouvé par (Colson et Michel, 2009, prop. 21) sous ré-
serve de motiver la formule introduite : ici les formules de A sont toutes motivables par la substi-
tution triviale 7 puisqu’elles apparaissent comme sous-formules dans V&.A— A (thm. 3.5.7).0

Théoréme 3.6.6. La vérification du typage pour \? est indécidable.
Preuve par contradiction.

Supposons que la vérification du typage pour A? soit décidée par un algorithme D, i.e.
D(T',t, A) = vrai si et seulement si I’ 2t A
On peut alors construire un algorithme D’ pour décider I'habitation de type pour P-Prop? :
D'(A, A) .= D([],[Va.A— A], Prop)

avec & les variables libres de A et de A.
En effet :

D'(A, A) = vrai ssi D([], [V@.A—A], Prop) = vrai
ssi P'[Va.A—A] : Prop
ssi il existe ¢ tel que Pt : Va.A—A (lem. 3.6.4)
ssi il existe ¢ tel que AP : A (lem. 3.6.5)

Or I’habitation de type pour P-Prop? est indécidable (lem. 3.6.3). O
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Corollaire 3.6.7. La vérification du typage pour /\]2, est indécidable.

Preuve est conséquence immédiate du fait que A7 et A2 sont équivalents (thm. 3.3.6 et 3.3.7).0

Vérification du typage (type checking) pour motivations explicites
o Pour un systéme fonctionnel & motivations explicites donné, le probléeme de la vérification du
typage pour motivations explicites est le suivant :
entrée : un contexte (ou environnement) I', une substitution o, un terme ¢ et un type A;

. . . . P . * .
sortie : «vrai» s’il existe une dérivation I'l; ¢ : A, et «faux» sinon.

Théoréme 3.6.8. La vérification du typage pour N2 est indécidable.
Preuve par contradiction.

Supposons que la vérification du typage pour A? soit décidée par un algorithme D, i.e.
D, o0,t, A) = vrai si et seulement si T I%Ct DA

On peut alors construire un algorithme D’ pour décider la vérification du typage pour A7 :

D([],[],VI'.T, Prop) si A= Type et t = Prop
faux si A = Type et t # Prop

D'(T,t, A) == { faux si A =Prop et t = Prop
D([],[],VI.V2". T, Prop) si A= Prop et t # Prop
D([],[], AL".t,VI".A) sinon

avec A\ILA = /\y{B1 ..... Aygn Asil' =yy : By, ...,yn : By, de méme pour VI'.A.

Tout d’abord on montre que
D([],[],VI.T,Prop) = vrai  ssi il existe o telle que I wf2

De I-%]e VI.T : Prop par génération (lem. 3.2.7) on obtient une substitution o telle que

T T : k, et finalement (lem. 3.2.4) T wf2
De T wf2 par (e-ax) on a I'#0: T : Prop puis par (e-abs) et (e-prod) (lem. 3.2.20)
Fﬁe Al.o : VI.T : Prop et donc D([],[],VI".T, Prop) = vrai.

Nous pouvons maintenant montrer que D’ décide bien la vérification du typage pour A2 :
D'(D,t,A) =vrai ssi TP¢:A
e A= Typeett=Prop:
D'(T,t, A) =vrai ssi D([],[],VI.T,Prop) = vrai

ssi il existe o waﬁe

ssi il existe o T'2° Prop : Type ((e-ax) et lem. 3.2.4)

ssi TH Prop : Type (thm. 3.3.6 et 3.3.7)
e A= TypeettZProp:

D'(T,t, A) = faux ssi T#¢:Type (lem. 3.2.8)
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e A= Propett=Prop:
D'(T,t, A) = faux ssi Fg’“ Prop : Prop (lem. 3.2.7)
e A= PropettzProp:

D'(T,t, A) = vrai ssi D([],[],VI.Vz'.T,Prop) = vrai

ssi il existe c et w I, 2 : twf?,e:;(z — w)

ssi il existe o et w Tt : & (lem. 3.2.5, (e-enva) et 3.2.12)
ssi il existe o et w T'E°¢ : Prop (lem. 3.2.8)
ssi TPt : Prop (thm. 3.3.6 et 3.3.7)

e A#£kK:

D'(T,t, A) = vrai ssi D([],[], \[".t,VI'.A) = vrai
581 FE]Q At :VI.A
581 Fg]e At :VILA: K (lem. 3.2.27)
sst Iy ATt : VI.A : Prop (lem. 3.2.8)
ssi il existe o T2°¢: A: Prop (lem. 3.2.7, lem. 3.2.20)
ssi TR ¢: A (thm. 3.3.6 et 3.3.7)

Or la vérification du typage pour A? est indécidable (thm. 3.6.6). O
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4.1 Lambda-calcul d’ordre supérieur — \“

4.1.1 Définition du systéme

Reégles d’inférence de \¥

A . . w . . . .

o On définit la relation F entre un environnement et deux termes bruts, ainsi que la relation
w . N .

wf® sur les environnements par les régles suivantes :

Tof® (w-envy)

I wf*
— (w-ax)
' Prop : Type
I'z: A¥u: B:Prop

¥ e : vzt .B

(w-absy)

I“u:VzA.B:Prop THFuv:A
(w-app,)

I'?uv: Bz« v]

I'z: AF B : Prop
(w-prod,)

I'“vz4.B : Prop

r“u:A A=, A TF A :Prop

'“A:x x¢dom(l)
Tz: Awf®

(w-envy)

Iz: AT wf?

— (w-var)
z:AT"'Fax: A

[Lx:AFu:B:Type T'FA:Type

(w-absp)
i xe?u:A— B

I'“u:A— B:Type TFov:A

'“wv:B

(w-appn)

I'z:AF B:Type T A:Type

' A — B:Type

(w-prodp)

(w-conv)

INCETRW.Y
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4.1.2 Reésultats

Ordre
o Un ordre est un type simple sur Prop.

o On notera O,0’,...,01,0s, ... pour désigner un ordre.

Lemme 4.1.1 (voir lem. 1.4.1).

(i) Sixy: A1, ... zn 0 Apwf”, alors pour tout i, V(A1) C {x1,..., 2} et & # xj pour tout
P45

(i) Sixy: Ary...,xn 2 A w : C, alors pour tout i, V(Aip1) C {x1,...,2;} et x; # xj pour
tout i # j et V(w,C) C {x1,..., x5}

Lemme 4.1.2 (voir lem. 1.4.2). SiTwf* ou T w: C, alors Type € S(T) et Type € S(w).

Lemme 4.1.3 (validité des environnements, voir lem. 1.4.3).

(i) si Twf®, alors pour tout environnement I’ < T, IV wf* en est une sous-dérivation ;

(i) siTF w: C, alors pour tout environnement I" < T', TV wf“ en est une sous-dérivation stricte.
Lemme 4.1.4 (validité des types des environnements, voir lem. 1.4.4).
Sixy:Ar,...,xy: Ay wf®, alors pour tout i il existe K tel que xq : Ay, ..., x; : Ai¥ Ay i K en
est une sous-dérivation stricte.

Lemme 4.1.5 (affaiblissement, voir lem. 1.4.5).

SiTFw:C, T"wf* et T C T, alors T'Fw : C.

Lemme 4.1.6 (unicité du type, voir lem. 1.4.6). SiT'Fw:C etT'Fw:C’, alors C =, C'.
Lemme 4.1.7 (de substitution, voir lem. 1.4.7).

(i) SiT,y: C,T"wf* et TFw: C, alors T, [y + w]wf”;

(ii) SiT,y: C,\T"Ft:D et TFw:C, alors T,T'[y + w]Ftly < w]: D]y + w].

Lemme 4.1.8 (génération, voir lem. 1.4.8).

Soit Tt : T, un de ces cas se présente :

(i) sit=Prop, alors T =5 Type;

(it) sit=x, alors il existe (x: A) €' avec T =4 A;

(i4i) si t = \x?.u, alors il existe B et k tels que T,z : A u : B : k est une sous-dérivation
stricte avec T =5 Vo B ;

(iv) sit=w v, alors il existe A et B tels que T u:VzA.B et T'¥ v : A sont des sous-dérivations
strictes avec T =4 Blx < v];

(v) sit =Yz B, alors il existe r tel que T,z : A B : k est une sous-dérivation stricte avec
T =4 kK.

Lemme 4.1.9 (correction des types, voir lem. 1.4.9).

Si T w: C, alors C = Type ou bien il existe x tel que T C' : k.

Lemme 4.1.10 (voir lem. 1.4.14). SiT¥ O : C alors C = Type.

Lemme 4.1.11 (voir lem. 1.4.13).

(i) Si TF'C : Type alors C est un ordre et la derniére régle de la dérivation est (w-ax) ou

(w-prodg) ;
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(ii) Si T C : O alors la derniere régle de la dérivation est (w-var), (w-absp), (w-appo) ou
(w-prody ).

Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation (utiliser lem. 4.1.10 pour éliminer des

cas). O
Théoréme 4.1.12 (A est un sous-systéme de CC).
(i) si T wf®, alors T wf®;
(i) siTFw:C, alors TFw: C.

Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation.
I'“u:A— B:Type T'fv:A

I'“uwov:B

B étant un ordre (lem. 4.1.11), il n’a pas de variables libres, et donc Bz < v]| = B avec
A — B=Vz4.B : (c-app) est donc plus générale que (w-appo). O

(w-appn)
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4.2 Avec motivations totales explicites — \Y

4.2.1 Définition du systéme

Termes bruts

o On ajoute aux termes bruts de A\“ les constantes suivantes : o et T.

Motivation d’un prédicat

o Le fait que la substitution o motive le prédicat P d’ordre O, noté o mot®(P), est défini par :

o mot"™P(P) := il existe un terme ¢ et un type R tels que 't : R et o(P) ~»; R
o motP1702(P). := il existe un terme u tel que fou: O et o::(x = u) mot©2(P z).

avec x € F(P) N F(dom(o)) une variable fraiche pour P et o.

Remarques
Les contraintes de \? de la forme Fﬁet : 0(A) sont un cas particulier de motivabilité lorsque le prédicat est
d'ordre Prop (les types sont irréductibles dans \2).

o motO1 7+ On=Prop( Py dénote I'existence de termes (u;)i<i<n, d'un terme t et d'un type R tels que
f°t - R avec o(P) @ ~~5 R et ff°u; - O;.

Reégles d’inférence de )\

, . . w. . . . . .
o On définit la relation F° entre un environnement, deux termes bruts et une substitution, ainsi
que la relation wf“® entre un environnement et une substitution par les régles suivantes :

(we-envy)

[] Wfﬁe

TieA:k Fra: A o(A)~, A" oz gdom(T)

we-env
I x: AWfL;?:(xHa) ( ?
rwfye
— (we-ax)
I'ts°0: T :Prop: Type
Iz AT wfye
— (we-var)
Fz: AT Ex: A
Iz: AI%’?:(JUHG) u: B : Prop
Dz u: Vzd B (we-abe.)
- RTE .
I'a: AI%,J?:(IHG) u:B:Type TI°A: Type
(we-absp)

¥ xz?u:A— B
DKoy : V2t B:Prop TEw:A omot™P(Blr+ v])
CEuv: Bz + v]
FEu:A— B:Type TEw:A omot”(uw)
IFEevov:B

(we-appy)

(we-appn)
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I AF;?:(I — a) B : Prop o mot?™P (Vx4 B)

V24 B Prop (we-prod)
Iz AI%’?:(QJHG) B:Type TE°A: Type
— (we-prodp)
I't;A — B : Type
Ffu:A A=, A TIA : Prop
(we-conv)

Cieu: A

4.2.2 Reésultats

Théoréme 4.2.1 (AY est un sous-systéme de A“).

(i) si Twfgs alors T wf® ;

(ii) siTieew : C, alors TFw : C.
Preuve immédiate par récurrence structurelle sur la dérivation : il suffit d’« oublier » les moti-
vations explicites et d’interpréter les constantes o par AAP™P \zA .z et T par VAP™P A — A.0

Lemme 4.2.2 (voir lem. 4.1.1).

(i) Sixy: A, 0 ApWEGS ) (g o ) GlOTS
— pour tout i, V(Aiy1) C{z1,..., 2} ;
— pour tout 1 # j x; F xj;
— pour tout © x; = y; et t; est clos;
-m=n.

(i) Sixy: Ar,.o @ An ke Sy (g s ) W 2 C alors
— pour tout i, V(Aiy1) C{z1,..., 2} ;

pour tout i # j x; £ Tj;

- V(w,C) C{x1,...,Tn};

— pour tout v x; = y; et t; est clos;

-m=n.

Lemme 4.2.3 (voir lem. 4.1.2). Si Twf.°ou T'lz°w : C, alors Type & S(T) et Type € S(w).

Lemme 4.2.4 (validité des environnements, voir lem. 4.1.3).

. . w . w L. .
(i) si Twfgs alors pour tout environnement TV < T, T wf;f en est une sous-dérivation avec o’ < o
correspondant a I ;

.. . w, . w, L. .
(it) si Ttecw = C, alors pour tout environnement I < T, T wfy# en est une sous-dérivation
stricte avec o' < o correspondant a I”.

Lemme 4.2.5 (validité des types des environnements, voir lem. 4.1.4).

Sixy: Aq, ...,z 0 Ay WSS alors pour tout i il existe K tel que x1 : Aq,...,x; : A; %}22 Aiv1 Rk

en est une sous-dérivation stricte.

Lemme 4.2.6 (unicité du type, voir lem. 4.1.6).
SiTiew: C et Tiw: C', alors C =, C'.



124 Chapitre 4. Sous-systéme pédagogique d’ordre supérieur

Preuve est une conséquence immédiate que \¥ est un sous-systéme de A“ (thm. 4.2.1). O

Lemme 4.2.7 (génération, voir lem. 4.1.8).

Soit Tt : T, un de ces cas se présente :

(i) sit=o, alorsT =5 T ;

(i) sit =T, alors T =4z Prop;

(i1i) sit = Prop, alors T =5 Type;

(v) sit=uwz, alors il existe (x: A) €T avec T =5 A;

(v) sit = Az, alors il existe a, B et k tels que T,z : Ai%)f:(rHa) u: B : K est une sous-
dérivation stricte avec T =4 Va2.B ;

(vi) sit=wuwv, alors il existe A et B tels que T'1£°u : VoA B et T %0 : A sont des sous-dérivations
strictes avec T =4 Blx < v];

(vii) sit =VxzA.B, alors il existe a et k tel que T, x : Al%:ﬁ(x —a) B 1 K est une sous-dériation
stricte avec T' =4 K.

Lemme 4.2.8 (voir lem. 4.1.10). Si T'{;°O : C alors C' = Type.

Preuve est une conséquence immédiate que \¢ est un sous-systéme de A“ (thm. 4.2.1). O

Lemme 4.2.9 (voir lem. 4.1.11).

(i) Si Tl°C : Type alors C est un ordre et la derniére régle de la dérivation est (we-azx) ou
(we-prodn) ;

(ii) SiTI°C : O alors la derniere régle de la dérivation est (we-az), (we-var), (we-absp), (we-
appn) ou (we-prody ).

Lemme 4.2.10 (affaiblissement, voir lem. 3.2.13).

SiTlw:C, T'wfgr, T CTV et 0 C o', alors T'12f w : C.
Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation ; similaire & celle du lemme 3.2.13.

Il suffit de remarquer que si o mot®(C) alors ¢’ mot®(C) avec o C o’ O

Lemme 4.2.11 (voir lem. 2.2.16). SiT'12°C : Type alors il existe un terme t tel que T't;°t : C.
Lemme 4.2.12.

omot®(C[z + w)) si et seulement si (z +— w)::0 mot®(C), avec w clos et z ¢ dom(o).

Preuve par récurrence structurelle sur O comme ordre (utilise lem. 1.2.6 et lem. 4.2.2). [

Lemme 4.2.13 (voir prop. 3.2.11).

Sixzy:Ar, ... T Ay WESS alors
Vi Fﬁea(xi) c AL avee  o(A;) g Al

en sont des sous-dérivations strictes.

Preuve similaire a celle de la proposition 3.2.11. U
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Lemme 4.2.14 (voir lem. 3.2.16).
(i) Siz:C,TW(, 0.0 alors Tz « c]wfys
(i1) Si z: C,FI%;HC)::J w: D alors Tz + ¢]lj*w[z < ¢] : D[z + ¢].

Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation ; similaire a celle du lemme 3.2.16 (utilise
lem. 4.2.12).

(we-var) Le traitement de ce cas est légérement différent de celui effectué pour A\? :

We

z:C,T'w (z—c)uo
z: Cari%);ﬁc)::a z:C

Par hypothése de récurrence, on a I'[z < ¢|wfg®

Aussi ff°c: O" avec C' ~»5 €' (lem. 4.2.13). Or °C : £ (lem. 4.2.5) et on a deux cas :
e k= Type : C est un ordre et est irréductible, donc C' = C’ et ﬁec :C
e K = Prop : on peut appliquer la régle (we-conv) pour obtenir aussi Fﬁec : C.

Enfin par affaiblissement (lem. 4.2.10) on obtient bien I'[z < c]k;°c: C. O

Lemme 4.2.15 (voir lem. 3.2.17). Si T'fZ°w : C alors ﬁea(w) co(C).
Proposition 4.2.16 (A vérifie le critére de Poincaré, voir prop. 3.2.11).
Sixy: Ay, ..., x, 0 Ay wWEsS alors
Vi o(x;):o(A:)
Preuve Pour tout 7, on a (lem.4.2.13) :
o) A avec  o(A;) g Al

Oray:Aq,...,m1: Ajq I%:zkl A; sk (lem. 4.2.5) :

o x = Type : A; est un ordre donc est irréductible et o(4;) = Aj d’ou Ko () : 0(Ai);

e 1 = Prop : alors en transmettant la motivation en conclusion (lem. 4.2.14) on obtient

f°o(A;) : Prop, et finalement par (we-conv) on a bien "o (z;) : 0(4;). 0

Lemme 4.2.17 (voir lem. 3.2.12). Si T'12°C : &, alors il existe un terme t et un type C' tels
que 't : C" avec a(C) ~5 C'.

Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation ; similaire & celle du lemme 3.2.12. Toutes
les régles ne sont pas a considérer (lem. 4.2.9) :

I'Eu:A— B:Type T'Ew:A omot?(uv)
F'euv: B

(we-appn)

Comme B = Prop (lem. 4.2.3) alors par définition de o mot?(u v) on a le résultat.
I'z:AlZ°B: Type TIE°A: Type

I'*A — B : Type
On at tel que Tt : A — B (lem. 4.2.11), et donc H°o(t) : (A — B) (lem. 4.2.15). O

(we-prodn)

Lemme 4.2.18. Si T'wf,? alors pour tout ordre O on a T'12°O : Type.
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Preuve par récurrence structurelle sur O en tant qu’ordre.

Quand O = 01 — Oy, I'hypothése de récurrence donne I't2°O; : Type et T'12°Oy : Type.
On a alors un terme ¢ tel que It : Op (lem. 4.2.11 et 4.2.15) et donc ',z : Oy wfﬁ:?:(th)
par (we-envy). Par affaiblissement (lem. 4.2.10) on a alors T',z : O1f5%, 4y O2 = Type et
finalement par (we-prodg) on a bien T'fE°O; — O : Type. O

Lemme 4.2.19 (voir lem. 3.2.14). Si Fﬁew :C ket z ¢ dom(I) -
(i) si Tz « w]wf alors z : C,T WS ) 5
(i) siT[z < w]ls°D[z <= w]: O alors z : O\ T .o DO
(iii) si Tz < w]lg° D[z < w] : Type alors z : C,FI%J;,_)w)::J D : Type.
Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation ; similaire & celle du lemme 3.2.14.
Pour (ii) on traite le cas ot D = z de la méme facon que pour \?

2, mais en présence de la
régle de conversion (we-conv), on aboutit &

z: C,F%’;Hw)::g z:C avec (C=50

Or comme z : C,TWf(X, .o (lem. 4.2.4) alors z : C,TKE .o O @ Type (lem. 4.2.18) et
(we-conv) donne finalement

z: C,Fi—"(Jij)::g z:0
Remarquons aussi qu’on n’a jamais le cas (iii) avec D = z car sinon w est un ordre
(lem. 4.2.9) et alors C = Type (lem. 4.2.8), ce qui n’est pas possible (lem. 4.2.3).

(we-absn)
Pz wlz: Alz < w]f5iy o e ulz < w]: B:Type Tz w]iFAlz < w]: Type

[[z « w]E Az F v ulz «— w]: Alz + w] — B

avec B un ordre par hypothése.

L’hypothése de récurrence sur les prémisses donne

z:Caraw:A}%zef—)w)::a::(xf—)a)U:B:Type et z:CaF'%zeHw)::aA:Type
et (we-absp) le résultat.

(we-appn)
D[z« w]ulz < w]: A= B:Type Tz w]¥v[z—w]:A omot?((uv)[z « w])

[z« w|E(uv)z +w]: B
Comme A — B est un ordre (lem. 4.2.9), par hypothése de récurrence
z:C’,I‘F‘(J;Hw)::Uu:A—)B:Type et z:C,Fi—“{ij)::gv:A
et comme de plus (lem. 4.2.12)
(z — w):: o mot? (u v)
alors (we-appp) permet de conclure.

(we-prod,, we-prodg) de méme que précédemment. O

Proposition 4.2.20 (AY vérifie la réciproque du critére de Poincaré).
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Si
Fﬁetl ARy Fﬁetg s Ag[xy —t1] iRy ... Fﬁetn CAp[T, Tt 1t ] B
(avec les xz; distinctes deux & deux), alors
x1: A ma s Agy e s A WIS (s ) s s )
Preuve similaire & celle du lemme 3.2.15 pour A\?; utilise le lemme 4.2.19. U

Conjecture 4.2.21 (de substitution).

(i) siTy : CT' o D 2 O, Thew: C , T, Uy« wwfys, et
o:pmot®(Dly < w])  alors  T,IV[y<+ w]ts, Dy« w]:0;

(i) si T,y : C, T’ Ei(y»—)c)::o" d:D:Prop , TEw:C |, T, Iy wlwfes, et
o:pmot™™P(Dly < w])  alors T, I'[y « w]lg: , dly < w]: Dy < w];

Proposition 4.2.22 (stabilité par réduction).
(i) SiTwf et T ~; IV, alors TV wfy®
(ii) SiTEw:C etT ~, IV, alors T/ 2w : C';
(iii) SiTiew : C et w ~5 w', alors Tl w' : C;
(iv) SiTifw: C et C~~y C', alors Tigtw : C7;
(v) SiTEP:O, P~s; P et 0 mot®(P), alors o mot®(P').
Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation ; puis pour (iii) par cas sur la définition

de ~>4 (similaire a celle du lem. 1.4.10); et pour (v) par récurrence structurelle sur O en tant
qu’ordre (non traité ici).

Iz: AT wfie
(we-var) avec A ~5 A'.
Fo: AT Ez: A

r I%,Jf A : k est une sous-dérivation stricte (lem. 4.2.5) avec 01 < o correspondant a I". De plus,
nécessairement kK = Prop sinon A serait un ordre et donc irréductible.
e Par hypothése de récurrence on aT', 2 : A’ T wfo¢ et donc par (we-var) ',z : A, TV Iz : A'.
Par affaiblissement (lem. 4.2.10) T,z : A", T"I;°A : Prop et par (we-conv) I,z : A" Tl x :
A.

e Par hypothése de récurrence T'te¢ A’ : k puis par affaiblissement (lem. 4.2.10) on obtient
[x: AT'E°A : Prop d’ou (we-conv) nous donne ',z : A, Tz : A
DKoy : V2. B:Prop THEw:A omotP™P(Blz + v])

(we-app.)
i CEu v : Blz + v]

On a trois cas :
e u~,u : immédiat par hypothése de récurrence et (we-appy).

e v~ v'. Par hypothése de récurrence on a I'fZ°v : A, puis par génération (lem. 4.2.7) et
substitution (lem. 4.2.21), on a

Bl +v]:k IeBlz ']k

et donc aussi " o(Bz = v']) : & (lem. 4.2.15).
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De plus, comme v =4 v' alors Bz < v] =5 Blx < v'] et o(B[z + v]) =5 o(Blx + v'])
(lem. 1.2.8). D’ou de K°t : Q avec o(B[z < v]) ~5 @ par (we-conv) on a f°t : o(Blz
v']), i.e. 0 motP™P(B[z < v']). On peut alors appliquer (we-apps) pour obtenir
I'Eeuv' : Blx < ']
puis par (we-conv)
TiZeu v @ Blx «+ v]
e u= M x%w et uv~,wr< v]:se traite de facon usuelle (voir thm. 1.4.11) en utilisant
les lemmes de génération (lem. 4.2.7) et de substitution (lem. 4.2.21).
I'Eu:A— B:Type T'Ew:A omot?(uv)

(we-appp) 5
I';*wv:B

avec B un ordre (lem. 4.2.9)

donc irréductible.

Posons B= 07 — ... — O, — Prop avec les O; des ordres.

On a trois cas :
e u -~y u' : comme alors u v ~4 u' v il suffit d’appliquer 'hypothése de récurrence (cas (v)).
e v ~~, v : similaire au cas précédent.

e u=MxCwet uv~zwlr v]:se traite de facon usuelle (voir thm. 1.4.11).

Iz Al%:ﬁ(x — a) B : Prop o mot? P (Vx4 B)

(we-prody,)
i r l%:eV:UA.B : Prop

avec A ~4 A'.

Par hypothése de récurrence I'yz : A’ l%,"ﬁ(x — a) B : Prop, et puisque VA B~ vz B aussi
o mot?™P (Vx4 B) d’ou (we-prod,) permet de conclure.

De méme si B ~; B’.

Fefu: A A=, A" TE°A : Prop

(we-conv)
LEeu: A

avec A~ A”.

Par hypothése de récurrence I'fe°A” : Prop et comme A =, A" alors par (we-conv) sur la
premiére prémisse 'y @ A”. O

Lemme 4.2.23 (correction des types, voir lem. 3.2.27).

Si Tl w : C alors C = Type ou bien il existe k tel que T12°C : k.

Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation (similaire & lem. 4.2.23). u

Proposition 4.2.24 (AY est un pseudo sous-systéme pédagogique de CC).
A vérifie les propriélés suivantes :

(1) N est un sous-systéme de CC';

(ii) SiTIt:C ett~~yt', alors T : C.

(i) @1 : Ar, .o n s AgWEGS i) (e s 1) SE et seulement sioxy : Ar, .. @y 0 Ay wiS et
il existe des termes ty,...,t, tels que

}‘ﬁetltAl }'ﬁetQZAQ[ﬁl(;tl] }'ﬁethAn[l‘l,.‘.,CCn,1(*tl,...,tnfl]
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Preuve

(i) A¥ est un sous-systéme de A (thm. 4.2.1) lui-méme sous-systéme de CC (thm. 4.1.12).
ii) C’est exactement la proposition 4.2.22.
prop
iii) Ce cas est similaire & celui pour A2 (prop. 3.2.28) :
e
C’est exactement la proposition 4.2.16.
=] Similaire & A\? en utilisant la proposition 4.2.20 et le lemme 4.2.23. O
e
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Annexe A

Quelques résultats d’intérét

A.1 Avec motivations totales explicites — \?

Mbotivation triviale

o Une substitution 7 est une motivation triviale pour 'environnement I' si waieet pour tout
(x:Prop)elonart(z)=T.

Lemme A.1.1. Si waie ou I‘I;sz : C, alors il existe une motivation triviale T pour I'.

Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation.

T2 Ak Wa:o(A) o ¢dom(T)

e-env
( 2) Iz Aszzfe::(xHa)

Déja, I’hypothése de récurrence nous donne une motivation triviale 7 de T'.
On doit traiter deux cas, selon la valeur de k.
e 1 = Type : alors A = Prop (lem. 3.2.8) et 7 := 7"::(x — T) convient.
e xk = Prop : alors par échange de motivations Fl%? A: k (lem. 3.2.24) d’on on a a’ tel que

Fﬁe a': 7'(A) et done 7 := 7"::(x — d') convient.

our toutes les autres régles, on a que I' wf °est une sous-dérivation stricte (lem. 3.2.4),
*) Pour toutes les autres régl I wf2 est dérivation stricte (lem. 3.2.4
sur laquelle il suffit d’appliquer ’hypothése de récurrence. Il

Lemme A.1.2.

(i) SiT,z:C T’ Wfie::(z,_) o)ol €l l%f d :o(C), alors il existe une substitution p telle qu’on ait
I,z:C, 1V Wfﬁf:(z )
(i) Si T,z : C, TV I%f:(zﬁc)::a/ d:D et ITz]C d :0(C), alors il existe une substitution p telle que
rz:C1 l%f?:(zﬁcz)::p d:D.

Preuve par récurrence structurelle sur la dérivation (pour (i)).

Le (ii) s’obtient a partir de (i) :ona ',z : C, T’ Wfie::(z s o)’ (lem. 3.2.4) sur laquelle on

applique (i) et par échange des motivations (lem. 3.2.24) on obtient le résultat.

ips

(e-envy) Il faut traiter deux cas selon que I" est vide ou non :
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TC:k %eCIO'(C) z ¢ dom(I")
Iz Cchzfe (z—¢)

Ce cas est immédiat par (e-envy) et I'hypothése.

r,z:C,1" l;z;?:(z,_) oo ALK ?—%]e a:o:(z—c):o’(A) x ¢ dom(T,z,T")

2¢
L,z:01" x: AWfU::(z»—) e)uo’ (x> a)

Comme I',z : C, I Wfi‘?:(z,_}c)ww est uns sous-dérivation stricte (lem. 3.2.4), alors par

hypothése de récurrence on a I',z : C,T” Wfi‘ﬁ:(z,_) )::p buis par échange de motivation

(lem. 3.2.24) I,z : C, T %f:(zﬁcr)::p A : Kk, dou ?—%]e a :ou(zw d)p(A) (lem. 3.2.12) et
finalement le résultat par (e-enva). O

A.2 Avec motivations totales — \?

Hauteur d’une dérivation

o On note par H(T 2 Ty : A) la hauteur de Parbre de dérivation considéré de racine I’ P Tu: A

o On étend cette notation a un ensemble fini de dérivations : la hauteur de ’ensemble vide est
fixé a 0 par convention.

Proposition A.2.1 (A? vérifie le critére de Poincaré).

(i) si Twf? alors il existe une substitution o qui motive T' avec H (o mot T') < H (T wf?).

(ii) si TE'C : k, alors il existe une substitution o qui motive C sous I' avec H (o moty C) <
H(ICEC : k).

Preuve par récurrence forte sur la hauteur de la dérivation puis analyse par cas sur la derniére
régle utilisée.

(t-envy) o :=[] convient.
I A:x z¢ V()
I'z: Awf?

Par hypothése de récurrence on a o telle que o motr A avec

(t-envy)

H(omoty A) < H(T R A : k)
On construit alors ¢’ := o::(z — t) (le t de o moty A) et on a bien o’ motT', 2 : A avec
H(o'motT,z: A) = H(omoty A) < H(TE A: k) < H(T,z: Awf™)
T wf?

TR T Prop

Par hypothése de récurrence on a o telle que o mot I' avec

(t-ax)

H(omotT) < H(I'wf?) < H(T'# T : Prop)
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On construit la dérivation - (t-ax) avec

H(Po:T)<H(IPT: Prop)

donc o et o conviennent pour avoir ¢ mot T.
2
I wf

N Prop : Type

De méme pour

I,z : Prop, I wf?
I,z : Prop, I 2y Prop

Par hypothése de récurrence on a o telle que o mot(T', z : Prop, I"”) avec

(t-var)

H(o mot(T, z : Prop,I")) < H(T,z : Prop,I” szt) < H(T,z : Prop, T’ 2y Prop)
Par définition, on a alors I o(z) : Prop avec
H(P o(z) : Prop) < H(o mot(T, z : Prop,I")) < (T, z : Prop, I’ #* z : Prop)
et on peut appliquer I’hypothése de récurrence pour obtenir un terme ¢ vérifiant 2o o(x) et
H(P't:o(z)) < H(P o(z) : Prop) < H(T, : Prop,I" ¥ z : Prop)
Finalement on a bien ¢ moty ,.p.p,. 7 T avec
H(o moty ,propr ) < H(T, z : Prop, IV 2 Prop)
(t-app) N’arrive jamais (3.3.5).
(t-prod) Cas immédiat par la prémisse. O

Remarque (Note sur la formulation du théoréme)

Dans le cas (t-ax), on construit une motivation o motr T qui n'est pas en général une sous-dérivation de
2 N . ~ L L. .
' T : Prop, d'ou une récurrence sur la hauteur plutét qu'une récurrence structurelle sur la dérivation.

Remarque

A partir de 13 on peut démontrer de facon directe que \? vérifie la réciproque du critére de Poincaré (similaire
a la preuve pour A2 : voir lem. 3.2.14 et prop. 3.2.15).
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