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Résumé

Notre travail vise a étudier le comportement des rendements des actifs financiers et de
mesurer le risque de marché. En utilisant le modéle de Markov caché, nous classifions
les données selon le critére de crise et nous détectons les régimes de crise et de non-crise.
En utilisant les lois puissances pour modéliser la queue de la distribution et en prenant
en compte la classification, nous mesurons la Value-at-Risk (VAR) et nous proposons
un nouvel indicateur pour la gestion de portefeuille.

Mots clés : mesure de risque, Value-at-Risk, lois puissances, modéle de Markov caché,
changement de régime.

Abstract

Our work aims to study the behavior of financial assets’ returns and to measure market
risk. Using the hidden Markov model, we classify the data according to the criteria
of crisis by detecting the crisis and non-crisis regimes. By adopting the power laws to
model the tail of the distribution and by taking into account this classification, we mea-
sure the Value-at-Risk (VAR) and we propose a new indicator for portfolio management.

Keywords : Risk measurement, Value-at-Risk, power laws, hidden Markov model,
regime-switching.
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Chapitre 1

Introduction

Les événements extrémes jouent un réle important dans I’économie mondiale. En fi-
nance, on peut citer les crashs boursiers de 1929 et de 1987. Ces événements ont une
double nature : ce sont tout d’abord des événements rares, c’est a dire dont la probabi-
lité d’ocurrence est trés faible ; ce sont ensuite des événements qui sont particuliérement
coliteux ou dramatiques pour ceux qui les subissent. La modélisation classique ne prend
pas en compte ces catastrophes et sous-estime leurs effets. Néanmoins, dans les derniéres
decennies, on resent une orientation vers I’étude des événements extrémes et la consi-
dération des queues de distribution épaisses.

La gestion de risque est la théorie qui cherche a mesurer les risques financiers et a
développer des outils capables de prévoir et de limiter les grosses pertes. Les études
récentes s’intéressent plutot a la queue de la distribution des pertes d’un portefeuille.
Elles convergent vers la modélisation de cette queue par des lois, dites puissances, d’ol
une meilleure description des événements extrémes.

Une collaboration portant sur la gestion de risque a commencé en 2012 entre 1'équipe
ToscA d’INRIA et 'entreprise ALPHABILITY. Durant cette étude, différentes modélisa-
tions pour des actifs de la bourse de Paris ont été considérées et le choix pour le modéle
des lois puissances a été fait. Ce rapport de stage répresente la continuation de I’étude
mentionnée. L’analyse de sensibilité des paramétres du modéle par rapport a certaines
perturbations représente un premier apport de ce stage. Ensuite, 'apport majeur est
I’étude du changement de régime et la proposition d’une modélisation tenant compte de
I’aspect crise par la définition d’'une nouvelle approche de calcul de I'indicateur de risque.

Ce rapport s’organise de la fagon suivante. Le chapitre 2 décrit le contexte général
du stage, a savoir les différentes parties de la collaboration, ’objectif et la nature des
données utilisées. Dans le chapitre 3, on rappelle la partie loi puissance tirée de I'étude
précedente [8]. On détaille 'estimation des paramétres de la loi, ainsi que I'indicateur de
risque et les tests de validité. Afin de mieux comprendre notre modélisation, on effectue
dans le chapitre 4 une analyse de sensibilité par rapport aux perturbations extérieures.



Le faible nombre de données fourni par ALPHABALITY a limité les conclusions partant
sur 'analyse de sensibilité. Cela nous a amené a rafiner notre modéle et a étudier les
changements de régime afin de caractériser les données par un nouvel critére crise/hors
crise. Ainsi, le chapitre 5 s’intéresse au modeéle de Markov caché qu’on a utilisé pour
détecter les différents régimes. Le chapitre 6 montre I’application de cette classification
sur les données boursiéres, les résultats trouvés et la nouvelle méthode de calcul de
I'indicateur Value-at-Risk en tenant compte du critére crise/non-crise. Nous terminons
par un chapitre de conclusion présentant les questions ouvertes, les limitations et les
perspectives de notre modeéle.



Chapitre 2

Contexte du stage

La gestion de risque est au coeur de la gestion d’actifs. Le dernier krash de l'automne
2008 et la récession, qui a envahi I’économie mondiale depuis cinq ans, montrent que les
techniques usuelles de mesure et de gestion de risque ne sont pas adaptées pour décrire
la réalité financiére, notamment car elles sous-estiment gravement les risques extrémes.
La société ALPHABILITY vise & apporter aux gérants de portefeuilles des solutions
informatiques pour l'ingénerie financiére. Elle propose spécifiquement des solutions a
destination des sociétés de gestion de portefeuilles de petites et moyennes tailles pour
leur permettre une relation personnalisée et une gestion des risques mieux sécurisée.
La société ALPHABILITY inscrit la gestion de risque au coeur de son innovation de
facon a proposer a ses clients des solutions efficaces a travers des indicateurs simples
d’interprétation.

L’équipe ToscA d’INRIA est spécialiste des méthodes numériques probabilistes et de
la modélisation stochastique. Les mathématiques financiéres constituent un des théemes
majeurs d’applications étudiées par TOSCA.

Une collaboration entre ALPHABILITY et TOSCA a mené, en 2012, a une étude dont
I'objectif est de définir et d’étudier des mesures fiables du risque des marchés financiers
dans le but de proposer des stratégies de gestion de portefeuille tenant compte de
critéres de risque. Cette étude consiste a décrire le marché financier via trois modéles, a
savoir le modéle gaussien, le modéle des lois stables et le modeéle des lois puissances. La
comparaison des différentes modélisations a montré que celle des lois puissances s’avére
la plus efficace pour I'estimation des valeurs extrémes.

Ce rapport s’inscrit dans la continuation de I’étude mentionnée. Le but est d’analyser la
sensibilité du modéle choisi aux perturbations externes et aux changements de certaines
valeurs d’entrée dans un premier temps, ainsi que de proposer une nouvelle méthode
de calcul de la Value-at-Risk, notre indicateur de risque, dans un second temps. Cette
méthode repose sur le principe de I'existence de deux régimes crise et hors crise dans le
marché financier et cherche a classifier les données selon ce critére et tenir compte de
cette classification de nos estimateurs.

Les études numériques présentées dans ce rapport ont été réalisées a partir de données
de marché fournies par ALPHABILITY. Il s’agit des cours journaliers des actions de la



bourse de Paris (Euronext Paris), avec notamment les cours a 'ouverture, a la cléture,
les valeurs maximales et minimales de chaque jour de cotation. Dans ce travail, on a
uniquement utilisé les cours de cloture journaliers. Les données couvrent 10 ans, de 2001
a 2011. Chaque année compte environ 252 jours d’ouverture de la bourse, ce qui conduit
a un total d’environ 2520 données pour chaque actif. Notons que ces données sont loin
d’étre uniformes d’une action & une autre, puisque certaines données sont manquantes
soit parce que les actions n’ont pas été cotées certaines jours, soit parce que les données
sont incomplétes. Les actions étudiées dans ce document ont été choisies pour leur grand
nombre de données, soit environ 2520.
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Chapitre 3

Modélisation par les lois puissances

Dans ce chapitre, on définit le modeéle des lois puissances, ainsi que les méthodes d’esti-
mation de ses paramétres. Ce modéle s’interésse a la queue de la distribution et donne
par conséquent plus de poids aux valeurs extrémes. A partir de cette modélisation, on
cherche & construire un indicateur de mesure de risque permettant de prédire la perte
maximale & subir sur un horizon temporel donné et & un niveau de confiance donné.

3.1 Introduction au modéle

Nous commencons par introduire les notions de rendements journaliers et de log-pertes.

Définition 3.1. On consideére un actif financiers de cours (Sy,t € N), ou le temps t
est mesuré par unité de jours. On appelle rendements journaliers ou plus simplement
rendement de l'actif Sy, la suite (R, t € N), o

_ S-S

R
t 3,

On appelle rendements logarithmiques journaliers ou log-rendements la suite (L;,t € N)
ol

Ly = In(S;41) — In(S;) = In (ng“) :
t

Enfin, les log-pertes correspondent auz valeurs —L; lorsque L; < 0.

Dans tout ce rapport, nous allons utiliser ces notions de log-rendements et de log-pertes.
Selon I’étude précedente, la modélisation par la loi normale et les lois a-stables [26]
permet de décrire le comportement de toute la distribution, mais manque de précision
sur I’évaluation des événements rares. En effet, la loi normale sous-estime la VaR alors

que les lois a-stables la sur-estiment. Dans cette perspective, on s’intéresse & un modéle
qui se focalise sur la queue de la distribution. Il s’agit des lois puissance de la forme

1—F(x) ={(x)z™“ (3.1)

11



ol

- la fonction F(x) = P(X < z) est la fonction de répartition de la distribution des
log-pertes des actifs financiers;

- la fonction ¢(z) est une fonction a variation lente;

- le parametre @ > 0 est l'indice caractéristique de la décroissance de la fonction

1 - F(.).

Définition 3.2. Une fonction mesurable ¢ de R, dans R, est dite a variation lente,
au voisinage de l’infini, si pour tout x > 0,

((tr)
oo 0(E)

On note Ry ’ensemble des fonctions a variation lente.

Dans les parties qui suivent, on s’intéresse a l’estimation de l'indice de queue a par
I’estimateur de Hill. Dans un premier temps, on étudie son comportement asymptotique.
Ensuite, on propose une approximation pour la fonction & variations lentes ¢(x). Enfin,
on définit 'indicateur de risque VaR et on I'évalue a ’aide de cet estimateur.

3.2 Estimateur de Hill

Dans cette partie, on cherche & donner une estimation de 'indice de queue de la distri-
bution des rendements financiers sous le modéle de loi puissance

1—F(x) ={(x)x°.

n s’intéressera principalement dans la suite au cas ot £(x) converge vers une constante
On s’int 1 t dans 1 t 14 tant
positive C' quand z tend vers I'infini.

Définition 3.3. Soit X une variable aléatoire réelle. La fonction quantile et la fonction
queue sont définies respectivement par :

Qly)=F'(y), y0,1],

Uz) = Q (1 _ é) 2 e[l,+00),

ou F~1(x) = inf{u, F(u) > x}, noté la fonction pseudo-inverse de F.

Pour tout 0 < y < 1, on a alors

y=Q(1 —y) Q1 —y)). (3.2)

Si on pose v = é, la fonction queue vérifie

12



U(x) =2"0"(x), x>1 (3.3)

et le passage au log nous donne

log(Q(1 —y)) = —vylog(y) + log £* (i)) , O<y<1, (3.4)

ou £* est encore une fonction a variation lente définie sur |1, 00[ et reliée a ¢ via la
conjugaison de Bruyn [6], p.79. On peut par exemple vérifier que ¢* est a variation lente
en utilisant la représentation de Karamata [24].

On considére les données suivantes :
- La série de log-pertes journalieéres observées sur le marché est (X;)1<i<n. Ici, les X;
sont positifs, et les plus grandes valeurs correspondent aux pertes les plus importantes.
- Les statistiques d’ordre de cette série est (X(i))lgign telle que X ;) < X(;11) pour tout
1<:<n—1.
Une propriété classique assure que, pour toute suite 4, telle que i,/n — y, X(;,) est un
estimateur consistant pour (y) lorsque n — oco. Autrement dit, pour i et n fixés, on
peut voir X(;) comme une approximation de Q(nil)
Cette observation permet de vérifier graphiquement a partir de (3.4) la linéarité de la
fonction log-quantile. On trace le graphe de Pareto (Pareto Qantile Plot), construit
comme suit : Pour des valeurs de la série (X(;))i<i<n, on trace log X(, 11— en ordonnée
contre —log(1l —i/(n+ 1)) en abscisse. Si les données suivent une loi puissance, un tel
graphe doit se comporter de facon linéaire.
Le graphe de Pareto, obtenu a partir des log-pertes journaliéres de I’action BNP Paribas
sur la période 2001-2011, est donné par la figure 3.1. On observe sur cette figure que
la fonction log-quantile a ’allure d’une droite sur la queue de distribution, c’est-a-dire
pour les grandes valeurs de —log(1 — i/(n + 1)). Déterminer un estimateur de v (et
donc de «a) revient a déterminer la pente de cette partie approximativement linéaire
correspondant aux valeurs extrémes.
Parmi les estimateurs les plus classiques de cette pente, on trouve celui de Hill introduit
en 1975 [18], qui reste un des plus utilisé sur les marchés financiers vu son efficacité
et sa simplicité. On montre dans ce qui suit qu’il s’agit d’un estimateur consistant qui
converge en probabilité vers a.

Définition 3.4. On définit l’estimateur de Hill par
-1

G = |17 Y 10g(X i) = 10g(Xn-n) | (3.5)
=1

pour un 0 < r <n fixé.

Afin d’alléger les notations, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur le choix de r, on utilisera
la notation &. La consistance de cet estimateur découle du résultat suivant.

13



Graphe de Pareto des Log-peres de BMP du 02/01/2001 au 25/02/2011
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FIGURE 3.1 — Graphe de Pareto des log-pertes de 'actif BNP Paribas sur la période
Jan. 2001-Fév. 2011
Théoréme 3.1. On définit le vecteur aléatoire de log-scaling {Z;;1 < j <r < n} par :
On a, alors :
c
(Zl,...,ZT):’Y(El,...,Er)—I—(gl,...,fr) (37)

on = désigne ’égalité en loi, (Ey,..., E,.) est un vecteur de variables aléatoires i.i.d.
de loi exponentielle de parametre 1 et (&1,...,&,) est un vecteur de termes d’erreur tel
que

Erim) =306, (33

converge en probabilité vers 0 lorsque n,r — +o0 et =~ — 0.

Remarquons que l'estimateur de Hill peut se ré-ecrire sous la forme
Iy
al=- >z, (3.9)
j=1

14



Ainsi, le corollaire suivant du théoréme 3.1 nous donne la consistance.

Corollaire 3.1. Soit (,),>1 une suite d’entiers positifs tels que r, — 400 et = — 0
lorsque n — 4+00. Nous avons la convergence en probabilité

e P 1
(Tnl Z log(X(nfiJrl)) - log(X(nrn))> 7:0 Y= a (310)
=1

Preuve du corollaire 3.1. L’estimateur de Hill donné en (3.9) s’écrit, d’aprés le théoréme
3.1,

1
Al - ‘ .
« _V'TnZEJ +€(T7’L7n)7
Jj=1
avec £(r,;n) — 0 en probabilité lorsque n — +o0. Or, par la loi des grands nombres,

1 &

n < n—+00
Jj=1

presque slirement, donc elle converge en probabilité. Ainsi, @' converge en probabilité

vers 7y lorsque n — +00. O]

Dans la suite, on donnera quelques résultats utiles pour démontrer le théoréme 3.1. Ces
résultats ont été étudiés dans mon projet d’initiation a la recherche du master 2 MFA
[25]. On introduira ’approche de Réyni qui présente une maniére d’écrire ’estimateur
de Hill par I'utilisation de la représentation de Réyni (1953) [23] des statistiques d’ordre
des v.a. de loi exponentielle.

Proposition 3.1. Soit {E;;1 < i < n} un vecteur de variables aléatoires i.i.d. de
loi exponentielle de parametre A, et soient {Ey;);1 < i < n} les statistiques d’ordre
correspondantes.

Alors (Eqy, E@y — Eqy, ..., Eny — En-1)) sont indépendantes et suivent des lois expo-
nentielles de paramétres respectifs n, (n — 1)\, ... A

Preuve. Soit f une fonction bornée. Nous pouvons alors écrire

E(f(Eqy, E@) — Eqy, - - -, By — En-1)))

= n'E[f(El,Eg — E1> .. .,En — En—l);El <By<- - < En]

_ n .
=n! / .. / flz1, 20 — 1, ..., xy — Xp_1)e ALimi i Ny . day,.
O<z1 <2< <Tn

En effectuant le changement de variables

Yyi =x; —x;—g pour 2<1<n ety =1,

15



et en remarquant que || det J||, le déterminant de la Jacobienne de ce changement de
variables, vaut 1, on déduit que

E(f(Eq), B = Eqy, -+ Ew) = En-1)))

(e} [ee] [ee]
=n! / / o / flyi, 99, ... ,yn)e_/\zyzl W=+ 1\, .. dy,,
o Jo 0

=nl! / / s / f(yb Yo, .- 7yn)e_)\Z?:l((n_i—i_l)yi))\ndyl s dyn
0 0 0

:/Om/ooo.../ooof(yl,yz,m,yn)4

2

(n—i+ DXe = DNigy,  dy,.
=1
On conclut que (Ey, Epy — Eqy, ..., En) — Ep-1y) sont indépendantes et suivent des
lois exponentielles de parameétres respectivement n\, (n — 1)\, ..., A
m

Théoréme 3.2 (théoréme de représentation de A. Rényi [23]). Soit {E;;1 <i < n} un
vecteur de variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de parametre 1 et soit {Egy; 1 <
i < n} les statistiques d’ordre correspondantes, alors

T E/
En—ji1) — Emn-r) £ Z —, pourtout 1 <j<r<n, (3.11)
— !
i=j
ot {E};1 < i < n} est encore un vecteur de variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle

de paramétre 1 et £ désigne l’égalité en loi.

Preuve. On commence par remarquer que, pour tout 1 < 7 <r < n,

r

Enjet) = Bnry = ), (Bncisin = Bncin)-
i=3

D’autre part, d’apres la proposition 3.1, Ey, Koy — Eq), . .., En) — E—1) sont indépen-

dantes et suivent des lois exponentielles de paramétres respectivement n, (n —1),..., 1.
D’on,
c B E, E,
Eny, Eoy—FEqy,....Ewy — En_1) = (—, e, —),
(B, Ee) = By, - By = E-ny) = (5 —— )

ot {E};1 < i < n} est encore un vecteur de variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle
de paramétre 1.

16



/

Ainsi, pour tout 1 < j <r <n
T . r E,L
E(n g+ E(”*r) = Z (En—i+17n - En—i,n) = 7
i=j p
O

Ce qui conclut la démonstration

Corollaire 3.2. Pour tout 1 < j <r+1
log(%) + o(1) = +o0,
(3.12)

E(En—j1) =
P (}E(nfjJrl) —E(En-ji1)| > 1Og(?)> — 0,

lorsque n,r — +o0 et - — 0. D’ou, E,_; 1) — +00 en probabilité lorsque n,r — +00
(n—j+1)

et - — 0.
n
Preuve. En utilisant le théoréme de répresentation de Rényi, on obtient

n—1 ’
L Ez
En—jr1) — Eqy = Z = pour tout 1 < j <n
i=j
Or d’aprés la proposition 3.1, on a E(E(;)) = £ et Var(E(;)) = 5. Ainsi, par passage &
I'espérance et a la variance, on obtient, pour tout 1 < j <n
"1
E(En—j+1) = Z ; 10g(j ) +o(1),
i=j
et
"1 72
Var(E(n_j+1)) = 12 <c=—.
i=j
On conclut par I'inégalité de Tchebychev que
n Var(Em-jt1)) c
P En—‘l_EEn—‘l > log—)g po < —p
Nous avons donc prouvé (3.12)
De plus,
n n n n
(Bl < 108(3) — ylon(0) < P ({ By <tou®) = fi ™)}

J J ] J

n n
- 10g(—)})

J

<P

U {E(n —j+1) =~ log( j
n
}E(nfjJrl) - E(E(n—j+1))| > log(;) — 0,

lorsque n,r — 400 et = — 0. Ainsi, E,_;+1) — +00o en probabilité lorsque n,r — +o00
m

et % — 0.
17



Preuve du théoréme 3.1. Soit {E;;1 < i < n} un vecteur de variables aléatoires i.i.d.
de loi exponentielle de paramétre 1. On note Fr(x) = 1 — e, x > 0 sa fonction de
répartition. Soient {F(;);1 <4 < n} les statistiques d’ordre correspondantes.

On commence dans un premier temps par montrer que

(X1 <j<n}E{UE):1<j<n}

Par double utilisation du théoréme des fonctions de répartition inverses, on obtient dans
un premier temps, que pour tout 1 < j <n, Fg(E;) =1—e ¥ est de loi uniforme sur
[0,1]. Puis, dans un deuxiéme temps, on déduit que, pour tout 1 < j < n,

X; EF Y 1—eB) 2 U(E).

Comme la fonction exponentielle et la fonction quantile de queue U sont croissantes,
on obtient, par passage aux statistiques d’ordre,

(Xl <j<n}E{U(L0)1< ) <n). (3.13)

Revenons a la démonstration de 1’égalité (3.7). On a

Xin—j
{Zp1<j<r}={illog {1 <j<r)
(n—=Jj)
U(6E<n—j+1))

L (.
= —_— <
{i(log U(efr-a) 7 1

D’apres le théoréme 3.2 de représentation de Réyni, E,—jp1) — Ep—j) = % ou E; est
une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre 1, indépendante de E,_; par
la proposition 3.2. Ainsi

El
J

U(eTeE(n—j))‘
U(eEm—j)) ’
e

L. ’i; éU(eTe (n—j))

= {j(logl(e )W

(Z;1<j<r} £ {j(log 1<j<r}

1)1 <y <r},

d’aprés ’équation (3.3) définissant notre fonction quantile de queue de loi de type
Pareto. On conclut que
gU(eEw—jH))

. L / .

);1§j§7‘}-

On note, pour tout 1 < j <,

Ein =] (log m) . (3.14)

I (eFo)

18



Montrons ensuite que &(r;n) = % Z;Zl &;n converge en probabilité vers 0 lorsque n, r —
+ooet = — 0. On a

5(7’;71):—291% E(n ]))

eEn- i)

4 e
:—Zl il T

Par suite, la représentation de Karamata [24] des fonctions a variation lente nous donne

1 — c(efn-itm) en= AR
E(ryn) = - Zlog (o) Z/ du
]:

Bln—r)

avec c(x) — ¢ € (0,400) et e(x) — 0 lorsque z — +00.
Alinsi, on obtient

(ePn—s+1)

Z Z log E(n )

[€(rin)] <

1
;Z (n—j+1) (n 'r)) .

+ sup |e(u

uZeE(n—r)

Comme

—z I EE) 3 S 9o/
j=1 i=j j=1
on déduit que

IS rn|<

(efin- g+1>)

=1

I
+ sup |5(u)|‘;ZE]
j=1

uzeE(nf'r)

Ensuite, en passant a la limite lorsque n, k — oo et £ - — 0, on obtient

— par la loi des grands nombres, %Z i1 Ej — E(E; ) = 1 presque stirement, donc en
probabilité,
— d’aprés le corollaire 3.2, ef-m» — +00 en probabilité, donc  sup |e(u)] — 0 en
uZeE(”_’")
probabilité,
— d’aprés le corollaire 3.2, ef-n et eP-i+1) tendent vers +oo en probabilité, donc
c(eFr-it1) et c(efn-n) convergent vers ¢ en probabilité, donc par 'application du
(P n—i+1))
c(e n— r))

D’ou le résultat, £(r;n) converge en probabilité vers 0. n

théoréme de Cesaro, - T Z =1 log converge en probabilité, et sa limite est 0.

Remarque 3.1. On constate qu’une grande latitude est laissée pour le choix du para-
metre r, dans le résultat précédent. En pratique, le choix de ce paramétre doit étre un
compromis entre une petite valeur qui donnerait un nombre insuffisant de données pour
estimer «, et une valeur trop grande qui incluerait dans l’estimateur des valeurs qui ne
sont pas dans la queue de distribution.
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Afin de construire des intervalles de confiance sur I’estimation de «, par I’estimateur de
Hill, le théoréme de la limite centrale suivant est utilisé.

Théoréme 3.3. On considére v, € N tel que r, — oo et r, = o(n) lorsque n — 0.

On pose :
Tn x
I(n,ry,,z) = (E) (1 + W) ,
et
J(F,n,r,x) = rl/? /oo (ya Bl Gl O ]<n’rn’x))y)> dy
1 I(n,ry, ) y
Si J(Fyn,r,,x) — A € R uniformément sur tout ensemble de compact, alors

n—oo

r}l/2(6f1 —a™h) £, N(—=A, a2,

n—oo

ou & est l'estimateur de Hill du parametre a.
La preuve de ce théoréme se trouve dans [16].

Remarque 3.2. Ce théoreme permet d’obtenir ["intervalle de confiance de l’estimateur
de Hill a un niveau de confiance de (1 — f3) :

oz_le{d_l—F(—A—q)(l_Aﬁ/Q)) ! d‘1+<—A+Cb(1_A5/Q)) ! ]

1/2° 1/2
& 17 & 17

ou ® est la fonction quantile de la lot normale centrée réduite.

Remarque 3.3. Lorsque la fonction a variation lente ((x) est égale G une constante
C' > 0 pour x suffisamment grand (et également lorsque £(x) converge vers C' > 0
suffisamment vite), la constante A dans le théoréme 3.3 est nulle [6]. Nous supposerons
implicitement dans la suite que les actifs du marché financier satisfont ces hypothéses.

3.3 Estimation de la fonction a variations lentes et des
quantiles

Nous nous placerons dans cette section sous I’hypothése que la fonction & variation lente
{(x) converge vers une constante C' > 0 lorsque x — +00.

Rappelons la relation (3.2) qui relie la fonction quantile a la fonction a variation lente :
1—p=Q(p)~*¢(Q(p)). Une propriété classique assure que, pour toute suite i,, telle que
in/n — p, X(;,) est un estimateur consistant pour Q(p) lorsque n — co. Autrement dit,

pour 7 et n fixés, on peut voir X(;) comme une approximation de Q(njr ).

Ainsi, pour p proche de 1 tel que ¢(Q(p)) est correctement approchée par sa limite C,
choisissons un entier w,, < n tel que (w, +1)/(n+ 1) &~ 1 — p. Par la suite, en utilisant
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I'approximation de Q(p) par X(,—u,) et celle de o par son estimateur de Hill, nous
obtenons que la constante C' est approchée par

A ; wy, +1

CrXGw)— 7 3.15
(n—wn) n4+1 ( )
On déduit, par conséquent, ’estimateur suivant pour le quantile de niveau p :
-1
. wy, +1 \*™"
Q'I.Un,rn,p — X(n—wn) <m) 9 (316)

ol &,, désigne l'estimateur de Hill obtenu avec le choix r = r,,. Ces estimateurs ont été
proposés initialement par Weissman [27].

Afin de vérifier la consistance de cet estimateur d’un quantile et de construire un inter-
valle de confiance, nous allons utiliser 1’écriture (3.3) de la fonction queue. Remarquons
que Q(1 —p) =U(1/p) = p~7¢*(1/p). Ainsi, par utilisation du théoréme des fonctions
de répartition inverses : X(,_y,) a la méme loi que Q(1 — Uy, 41)) = U(;jlﬂ)ﬁ*(U(;lnH)),
ou Ugy, ..., Up) sont les statistiques d’ordre d'une famille i.i.d de n v.a. uniformes sur
[0, 1]. En utilisant ces deux relations, nous obtenons

-1

(jw”’r”’p n+1 ) A—1 ( wy, + 1 ) £*<U(wn+1))
log —""~ = | —log U —lo +(a,, =) log | ——— | tlog ——————.
Il est connu [6] que

n-+1 r
Vg | —log Uy, 41y — 1 = N(0,1
N < o8 T ngn+1> MO

lorsque n — +o0, w, — 400 et w,/n — 0. Le théoréme 3.3 donne la loi limite de
Vo (d;nl —7). Le seul terme dont on ne peut pas estimer le comportement asymptotique
en toute généralité est le dernier. Cependant, il est nul si *(x) = C' > 0 pour z assez
grand (ou si ¢*(x) converge vers C' > 0 suffisamment rapidement). De nouveau, nous
nous placerons dans ce cadre.

Sous cette hypothése, il est alors possible de construire un intervalle de confiance pour
Q(1—p). Par exemple, si on choisit w,, = r,, en se souvenant que le biais asymptotique
de l'estimateur de Hill (la constante A du théoréme 3.3) est nul sous notre derniére

hypothése, nous obtenons
™+ 1 e (jr T L
T | 1+ log? —) P 1) S N(0,47),
Vre ( (n+1)p Q(L—p)

quand n — 400, 1, = +00 et r,/n — 0. On en déduit I'intervalle de confiance pour
Q(1 — p) de niveau asymptotique 1 —

qA""n sTnyP (jrn sTn,P
_ ant 2 ol _ amt 2 rptl
1+ @711 - B/2)7% /1 +log (n;{)p 1-® 1(1—6/2)\/E,/1+10g (n;{)p
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3.4 La Value-at-Risk et le modéle des lois puissances

La Value-at-Risk est un indicateur popularisé par la banque JP Morgan en 1993 et
utilisé pour mesurer le risque du marché d’un portefeuille d’instruments financiers. Cet
indicateur est défini comme la perte maximale potentielle qui ne devrait étre atteinte
qu’avec une probabilité donnée p sur un horizon temporel donné. Le principal attrait
de cette mesure réside dans le fait de permettre de quantifier le risque et de proposer
une mesure homogeéne, générale et compréhensible par tous.

Définition 3.5. La Value-at-Risk, notée VaR, d’un titre financier de cours (S, t > 0)
sur un horizon temporel T (exprimé en jours) et a un seuil de confiance a est la valeur
absolue du (1 — a)®™® quantile de la distribution de profits et de pertes sur une durée T,
c’est-a-dire

1—a=P[Sr— Sy <—=VaR,(T)]. (3.17)

Lorsque I’horizon de temps T est 1 jour, cette définition s’exprime a 1’aide du rendement
journalier :

1
1_(1:@[31 <_M} 7
So
et a I'aide du log-rendement journalier comme suit :
VaR,(1
1—a:]P’{L1<log (1-%”)]. (3.18)
0

La VaR s’exprime en unité monétaire.
En pratique, on cherche donc la plus grande valeur ¢ (généralement négative) telle que

P[L; < <1—a,

ce qui donne pour £ le (1—a)®™ quantile de Ly, que I'on va estimer & partir des données.
On utilise alors la formule VaR,(1) = So(1 — exp(¢)) pour calculer la VaR.

En pratique, on cherche le montant tel que, 99 fois sur 100, les pertes lui soient infé-
rieures. On parle de VaR & un niveau de confiance de 99%.

Proposition 3.2. Dans le modéle des lois puissances, la VaR au seuil de confiance a
a un horizon t, est donnée par la relation

log (1 — M) — q17a7
So

oU q1_q est le (1 —a)®™ quantile de la loi puissance qui modélise les log-pertes journa-
lieres.

Soit (X;)1<i<n une série de log-pertes journaliéres observées sur le marché. On peut esti-
mer la VaR d’horizon 1 jour a partir de la formule précedente en utilisant les estimateurs
de Weissman (3.15) et (3.16) :

var,t)y . [ ¢ \°
IOg <1 — S—O) = ({1—q — (1 _ a) y (319)




ou & désigne 'estimateur de Hill de I'indice de queue «. Ainsi, un estimateur de la VaR

est donné par :
A1

VaR,(t) =Sy | 1 —exp (1 ¢ > : (3.20)

—a

3.5 Etude numeérique : estimation des parameétres de
la loi puissance, calcul de la VaR

L’étude numérique est basée sur les données de marché fournies par ALPHABILITY. Il
est & mentionner que ces données ne couvrent que dix années, d’otl un faible nombre de
données disponibles pour faire nos estimations. Il est inutile de chercher une méthode
trés fine, puisque les erreurs statistiques seront dans tous les cas importantes. Vu qu’on
cherche un bon compromis entre précision et colit numérique, on va opter pour une
méthode d’estimation simple inspirée de la discussion ci-dessus.

Nous considérons ici 'estimation des paramétres de la loi puissance sur le cours de
I’actif BNP Parisbas, en considérant des fenétres de 252 jours.

L’estimation de I'indice v = 1/« est donnée par le calcul de la pente sur le graphe de
Pareto (figure 3.1) avec une technique de moindres carrés sur un intervalle.

Ainsi, on considére que pour i € [ig, i1],

1
log X)) = —v1 T K+¢

ol ¢; est le terme d’erreur, K une constante,

io = |pon| et iy = [pin] avec py = 0.95 et p; = 0.99.
Comme déja vu, X;;) = Q(i;/n) ~ Q(p;) pour j = 0,1. Ainsi, v et K sont estimés
comme la pente 4% et la constante KELS qui minimisent Zzlzm 2. Nous posons, par
la suite, &% = 1/49. Ce choix ne correspond pas a l'estimateur de Hill. Cependant,
ce dernier représente une version pondérée de l’estimateur moindre carrés, et nous
utilisons simplement une version non pondérée. Comme déja dit, on justifie ce choix
par la ressemblance des résultats des deux méthodes diie aux erreurs statistiques et au
faible nombre de données.
Il est & noter que, sur une fenétre de 252 jours, seule environ la moitié représente les
log-pertes, et donc entre 5 et 10 données seulement sont utilisés pour estimer la queue
de distribution. Ainsi, notre choix de ne pas considérer les quantiles supérieurs a 99%
s’avere pertinent pour éviter que les valeurs les plus grandes perturbent trop I’estimation
de 7.
L’estimation de la constante limite de la fonction & variations lentes est donnée par
I’estimateur de Weissman, en prenant C' = XﬁiiJ)(l —w). Dans ce cas, X(|nuw|) = Q(w)

et done F(z) ~ 1 — C/z%° pour z > Q(w). Nous prenons w = 90%.
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Finalement, comme montré dans la section 3.4, la Value-at-Risk a un jour au niveau de
confiance de 99% estimée a partir de la loi puissance est donnée par la formule 3.20 :

. (dLS)—l
. C
VaR,(t) =5y | 1 —exp (m)

La figure 3.2 représente le prix, la volatilité et la VaR & un jour et un niveau de confiance
de 99% sur le cours de la BNP Paribas. Une dépendance générale de la VaR en fonction
de la volatilité annuelle peut étre observée sur cette figure.

Value-at-Risk 99.0% / BNP du 02/01/2001 au 25/02/2011
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FIGURE 3.2 — VaR a 1% a 99% pour l'action BNP Paribas sur une fenétre glissante de
252 jours avec les estimateurs &% et C.

Les paramétres de la loi puissance évalués sur une fenétre glissante de 252 jours sont
représentés dans la figure 3.3. Nous observons une trés forte fluctuation des valeurs
estimées de a et C' au cours du temps. La méthode est assez instable et imprécise,
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principalement a cause du faible nombre de donées utilisé pour estimer ces paramétres.
On observe néanmoins un phénoméne de compensation entre les grandes valeurs de «
et les petites valeurs de C' (et inversement), qui conduit au final & une amplitude de
fluctuations des valeurs de VaR plus réduite.

Estimation puissance ENPF du 02/01/2001 au 25/02/2011
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FIGURE 3.3 — Prix, écart-type, &*° et C pour 'action BNP Paribas pour une fenétre
glissante de 252 jours

3.6 Backtesting sur la VaR

Le backtesting désigne un ensemble de techniques statistiques de validation permettant
de vérifier 'adéquation des prévisions de la VaR. Il consiste a tester la pertinence de
notre modélisation par les lois puissances dans le calcul de la Value-at-Risk. En effet,
étant donné que la véritable valeur de la VaR n’est pas observable a posteriori, les
techniques usuelles de validation des prévisions (Mean Square Error, Mean Absolute
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Percentage Error...) ne peuvent pas étre utilisées. Par ailleurs, il n’existe pas de proxy
de la VaR auquel nous pouvons comparer nos prévisions. Pour cela, des procédures
de backtesting ont été développées, cherchant toutes a tester I'’hypothése nulle selon
laquelle la séquence de violations des estimations de la VaR est valide. D’o11, en conclu-
sion, le modéle d’évaluation du risque de marché est adéquat.

Comme chaque institution construit son propre modéle pour estimer la VaR, les pro-
cédures de validation sont généralement de type model free afin qu’elles puissent étre
appliquées a n’importe quel modéle interne. Ainsi, en utilisant les estimations de la
VaR et les rendements observés de l'actif ou du portefeuille en général, on construit la
séquence de dépassements suivante :

[a(t) _ { 1 S? St+1 — St < V&Ra(l),
0 sinon.

Cette séquence doit respecter deux conditions afin d’étre validée :

1. L’hypothese de couverture non conditionnelle : chaque jour la probabilité d’avoir
un dépassement doit étre égale au taux de couverture (1 —a) :

P[L,(t) = 1] = E[L,(t)] = a.

2. L’hypothése d’indépendance : les dépassements de la séquence issus d’'un méme
taux de couverture (1 — a) doivent étre indépendamment distribués. Autrement
dit, ce n’est pas parce que l'on observe un dépassement aujourd’hui, qu’il y en
aura un demain.

La littérature des méthodes de backtesting est large et variée. Cela a commencé par
le backtesting binomial proposé par Kupiec [19] et qui cherche & déterminer la consis-
tance de la fréquence de dépassements observés par rapport a la fréquence espérée par
la modélisation de la VaR (le seuil de confiance). Ce test ignore la dépendance entre
les dépassement et se concentre a vérifier la premiére condition. Chatfield [10] et Chris-
toffersen [12]| ont proposé des méthodes pour tester les deux hypothéses du processus
de dépassements simultanément. Un test plus récent qui cherche a vérifier I’hypothése
d’indépendance a été suggéré par Christoffersen et Pelletier en 2004 [11]. L’idée est
la suivante : si les dépassements de la VaR sont complétement indépendants alors les
durées entre les dépassements doivent étre indépendantes de la durée de temps qui s’est
écoulé depuis le dernier dépassement. Néamoins, les auteurs de ces méthodes testant les
deux hypotheéses, ont conclu qu’elles manquent d’efficacité pour détecter les mauvaises
modélisations de la VaR pour des échantillons de petite taille. D’autres auteurs comme
Berkowitz [7] ont développé une deuxiéme catégorie des tests density forecast backtesting
se basant sur la densité des dépassements et non plus sur la féquence. Nous renvoyons
a [9] et [13] pour des études récapitulatives des différentes méthodes de backtesting.

Dans le cadre de ce rapport, vu le nombre limité de données, on opte pour le test de
Kupiec [19]. Ainsi, la probabilité P[Sy — Sy < VaR,(T)] est estimée par la fréquence de
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dépassements de la VaR mesurée par les pertes postérieures, de la fagon suivante : On
considére les prix (S;)i=1,.. n du cours et on pose L; = log(Siy1/5:). On fixe la taille
de la fenétre n (égale a 252 jours dans ce chapitre). Pour t = n,..., N, on considére
I'échantillon Ly = (L;_, ..., Ly_1) des log-rendements sur une fenétre des n jours anté-
rieurs. On calcule alors &5 et C, les parameétres de la loi puissance modélisant L;, ainsi
que G1_4(t) son quantile de niveau 1 — a. Pour t = n + 1,..., N, on compte le nombre
moyen de fois ot L; < §1_,(t) et on compare le résultat a 1 — a.

On applique cette méthode aux log-rendements journaliers de l’action BNP Paribas
entre 2001 et 2011 (méme jeu de données que dans la section 3.5). Les résultats du back-
testing sont présentés dans la figure 3.4. La VaR est calculée & un niveau de confiance
de 99%, c’est-a-dire a = 0.99.
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Backtest puissance - ENP du 02/01/2001 au 25/02/2011
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FIGURE 3.4 — Backtesting a 1% sur 'actif BNP Paribas sur une fenétre glissante de 252
jours avec les estimateurs &*° et C.
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Chapitre 4

Analyse de sensibilité sur le modéle
des lois puissances

Ce chapitre est consacré a l'analyse de sensibilité du calcul de la VaR par rapport
aux variations de différentes entrées du modeéle. Le but est de chercher les meilleures
entrées possibles, comme la taille de la fenétre de l’estimation, et de conclure sur la
robustesse de nos estimateurs des parameétres de la loi puissance. On commence par
tester la sensibilité a la taille de fenétre de calcul de la VaR (prise par défault dans
le chapitre précedent & une année boursiére, soit 252 jours). Ensuite, on teste notre
méthode de calcul de la VaR avec des données bruitées et 1'effet de ce bruitage sur nos
estimateurs.

4.1 Sensibilité par rapport a la taille de la fenétre

Dans I'étude numérique du chapitre précedent, on a opté pour le choix d’une fenétre
de 252 jours pour le calcul de la VaR. Cependant, ce choix est arbitraire et basé sur
les habitudes des financiers. Ainsi, on essayera dans cette section d’évaluer la VaR avec
des différentes valeurs pour I'entrée taille de la fenétre. On considére a chaque fois une
taille fixe des fenétres pour I’estimation des paramétres de la loi puissance, on calcule la
VaR et on effectue un Back-testing pour comparer la performance de notre indicateur
de risque suivant les différentes valeurs. Notre choix a été de travailler avec des fenétres
de 126 jours (une demi-année boursiére), 252 jours (une année), 378 jours (une année
et demi) et 504 jours (deux années).

Le tableau suivant résume les résultats du backtesting a 1 % sur les actifs BNP, CA,
CNP, FGR, SAN, LI, RI, GLE et TEC pour les quatre valeurs de la taille de la fenétre.
Une premiére constatation, qu’on peut tirer de ce tableau, est que globalement la VaR
estimée sur une fenétre glissante de 126 jours donne en global un meilleur backtesting
que celle estimée sur une fenétre de 252 jours. En effet, les proportions de dépassement
sont plus proches de 1 pour des fenétres de taille 126 jours, tandis que les intervalles
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de confiance sont semblables pour les deux cas. On explique ce résultat par le fait que
estimer les paramétres de la loi puissance sur une fenétre d’'une demi-année boursiére
donne suffisamment de données pour obtenir de bons résultats tout en reculant moins

dans le passé et en intégrant moins des crises anciennes dans I’estimation.

’ Titre \ 126 jours 252 jours 378 jours 504 jours

BNP | 0.93 % + 0.497 % | 0.98 % + 0.524 % | 1.04 % £+ 0.553 % | 1.00 % + 0.561 %
CA | 1.01 % £0.518 % | 0.94 % £+ 0.512 % | 0.90 % £ 0.516 % | 0.67 % £ 0.459 %
CNP | 1.05 % £ 0.528 % | 0.77 % + 0.464 % | 0.81 % £ 0.490 % | 0.67 % £ 0.459 %
FGR | 1.09 % + 0.538 % | 0.77 % £ 0.464 % | 0.76 % £ 0.476 % | 0.76 % + 0.490 %
SAN | 1.09 % £ 0.538 % | 0.68 % £ 0.438 % | 0.72 % £+ 0.462 % | 0.90 % =+ 0.534 %
LI | 1.13% £ 0.548 % | 0.81 % £ 0.477 % | 0.72 % + 0.462 % | 0.62 % £ 0.442 %
RI | 0.77 % £+ 0.452 % | 0.72 % £ 0.451 % | 0.67 % £ 0.448 % | 0.76 % + 0.490 %
GLE | 0.85 % £ 0.475 % | 0.85 % £ 0.489 % | 0.81 % £ 0.490 % | 0.86 % £ 0.520 %
TEC | 1.05 % 4+ 0.528 % | 1.07 % £ 0.546 % | 0.90 % £ 0.516 % | 0.76 % + 0.490 %

TABLE 4.1 — Backtesting sur les actions BNP, CA, CNP, FGR, SAN, LI, RI, GLE et
TEC sur une fenétre glissante de 126 jours, 252 jours, 378 jours et 504 jours.

La figure 4.1 montre l'effet du changement de taille de la fenétre sur nos estimateurs
de la loi puissance. En terme de volatilité, plus on augmente la taille de la fenétre,
plus les deux pics de la volatilité s’étalent dans le temps. Par ailleurs, les courbes des
estimateurs de a et de C' posseédent de moins en moins de fluctuation en augmentant
la taille de la fenétre. En effet, avec des fenétres de calcul plus grandes, on utilise plus
de données, donc plus d’événements passés agissent sur notre estimation. Ainsi, une
pic dans les prix de l'actif agira plus longtemps sur la volatilité, d’ou le phénoméne
d’étalement. De méme, ce recul dans le passé assure que les estimations de «a et C
deviennent plus stable, avec moins de fluctuation. En conséquence, pour une taille de
fenétre de 126 jours, méme si ce choix donne un meilleur backtesting, il représente des
estimations trés instables avec beaucoup de fluctuations. Pour ces raisons, on continue
dans ce qui suit & estimer avec des fenétres de 252 jours.
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Estimation puissance BNP du 02/01/2001 au 25/02/2011 Estimation puissance BNP du 02/01/2001 au 25/02/2011
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FIGURE 4.1 — Les parametres de la loi puissances calculés respectivement de gauche a
droite pour une fenétre glissante de 126, 252, 378 et 504 jours.

4.2 Sensibilité par rapport aux données bruitées

Dans cette section, on teste la robustesse de notre méthode d’estimation. On cherche
alors & étudier la capacité de nos estimateurs de ne pas étre modifiés par une petite
perturbation des données. On considére comme données d’entrée le prix de fermeture
des actifs et on le perturbe par l'ajout d’un bruit gaussien de variance 1/10 de sa va-

riance.
Dans la figure 4.2, nous représentons la Value-at-Risk a un jour au niveau de risque

de 1% estimée A la fois a partir des données réelles et a la fois a partir des données
bruitées du prix de fermeture de I'actif BNP. La figure 4.3 montre 'effet de 'ajout de
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bruit par les courbes de différence entre la VaR et la volatilité estimée a partir des
données réelles et celles estimée a partir des données bruitées. On constate que la VaR
des données bruitées est souvent au dessus de celle des données réelles. Cela s’explique
par le fait que les données bruitées sont plus volatiles en raison de 'ajout d’un bruit
normal, donc elles auront une VaR plus elevée. Le back-testing & 1% sur une fenétre
glissante de 252 jours est donné par la figure 4.5 pour 'action BNP Paribas, ainsi que
par le tableau 4.2 résumant les résultat du back-testing pour les action BNP, CA, CNP,
FGR, GLE, LI, RI, SAN et TEC.

Les différentes estimations des paramétres de loi puissance se trouvent dans la figure 4.4.
On remarque une ressemblance générale dans les formes des courbes des parameétres.
La volatilité garde la méme allure avec une courbe plus elévé. Cela s’explique par le fait
que l'ajout d’un bruit normal rend I'actif plus volatile. De méme fagon, on remarque un
comportement semblable pour les estimateurs de « et de la constante de Weissman :
méme allure avec une augmentation.
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Value-at-Risk 99.0% / BNF du 02/01/2001 au 25/02/2011
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FIGURE 4.2 — VaR a 1 jour a 99% pour 'action BNP Paribas estimée une fois a partir
des données réelles et une fois a partir des données bruitées.
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Effet du bruit / BNF du 02/01/2001 au 25/02/2011
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FI1GURE 4.3 — Effet du bruit sur la VaR et sur la volatilité pour 'action BNP Paribas.
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Estimation puissance BNP du 02/01/2001 au 25/02/2011
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FIGURE 4.4 — Prix, écart-type, & et C' pour l'action BNP Paribas pour une fenétre
glissante de 252 jours.
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Backtest puissance - BNP du 02/01/2001 au 25/02/2011

Backtest puissance - BNF du 02/01/2001 au 25/02/2011
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FIGURE 4.5 — Backtesting pour données réelles (gauche) et données bruitées (droite)
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de I'action BNP Paribas pour une fenétre glissante de 252 jours.

’ Titre \

Données réelles

\ Données bruitées ‘

BNP

CA

CNP

FGR

SAN

LI

RI

GLE

TEC

0.98 % + 0.524 %
0.937 % + 0.512 %
0.767 % + 0.464 %
0.767 % + 0.464 %
0.682 % + 0.438 %
0.81 % + 0477 %
0.724 % £ 0.451 %
0.852 % =+ 0.489 %

1.07 % + 0.546 %

0.81 % + 0477 %
0.554 % + 0.395 %
0.767 % + 0.464 %
0.724 % + 0.451 %
1.02 % + 0.535 %
0.682 % + 0.438 %
0.639 % + 0.424 %
0.81 % £+ 0477 %

1.15 % + 0.567 %

TABLE 4.2 — Back-testing pour données réelles et données bruitées des actifs BNP, CA,

CNP, FGR, SAN, LI, RI et LI
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Conclusion

Dans ce chapitre, on a testé la sensibilité du modéle puissance par rapport a certains
éléments soit le changement des paramétres d’entrée comme la taille de la fenétre, soit
les perturbations extérieures. Compte tenu du nombre réduit des données, les résultats
ne sont pas concluants. Cependant, cela nous a permis d’identifier certaines propriétés.
En effet, 'augmentation de la taille de la fenétre conduit & des estimateurs avec moins
de fluctuations. En prenant aussi en considération les résultats du backtesting, ou le
test est validé que pour les tailles de 126 et 252 jours, nous continuons a travailler avec
des fenétres glissantes de 252 jours. D’autre part, nous constatons que nos estimateurs
présentent une sorte de stabilité par rapport a ’ajout de bruit en gardant la méme
allure de courbe avec un changement d’échelle. Ces informations nous ont encouragé a
continuer avec le modéle puissance et a I’améliorer par d’autres approches. C’est ainsi
que 'on va introduire un nouveau critére de crise et qu’on va classifier nos données selon
ce critére par 'application du modeéle de Markov caché. Le chapitre suivant représente
le modeéle de Markov caché, ses problématiques canoniques et les différents algorithmes
de résolution. Ensuite, dans le chapitre 6, nous montrons ’application sur nos données
et définissons une nouvelle méthode de calcul de la VaR intégrant le critére crise.
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Chapitre 5
Modéle de Markov Caché

Les bases des modeéles de Markov cachés ont été publiées dans une série d’articles
a la fin des années 1960 et au début des années 1970, autour de Leonard E. Baum
[1-5]. Ces modeéles supposent, tout en disposant d’une série d’observations, 'existence
d’une variable cachée qui est a l'origine de ces observations, et cherche a expliciter ce
caractére caché. Ce chapitre se divise en trois sections. Nous commencons par présenter
la modélisation et les problémes canoniques liés au modele de Markov caché. Ensuite, on
résout 1'un de ces problémes par I'introduction de I’algorithme de Baum-Welsh [14,22]
qui sert & estimer les parameétres du modéle caché a partir d’une série d’observations.
Une derniére section est consacrée a l'algorithme de Viterbi et a la reproduction de la
chaine cachée.

5.1 Problématique

On considére une chaine de Markov X = (X,,),>¢ & valeurs dans un espace d’état X
fini. On note p sa loi initiale et @ = [Q(x,2')], »rex sa matrice de transition. La chaine
X n’est pas directement observable, elle est dite cachée. On dispose d’une suite d’ob-
servations Y = (Y},),>0 & valeurs dans un espace d’observations ).

Notation : On désigne par Xy, la séquence (X, ..., X)) si k <[ et I'ensemble vide si
k>

Hypothése 5.1 (Canal d’observation sans mémoire). Pour tout n > 1, zg., € X+l et
Yo € yn—H -

n

]P(YO:n = Yo:n ‘ Xon = mO:n) = HP(Yk = Yk ’ Xy = xk)

k=0
Cette hypothése caractérise la facon dont la loi des observations dépend de celle du
processus d’état. En d’autres termes, conditionnellement aux états X, les observations
Y}, sont mutuellement indépendantes et chaque observation ne dépend que de I’état Xj.
On notera ¥(z,y) la vraisemblance associée, que I'on appelle la matrice d’émission.
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Définition 5.1. Une matrice ¢ = [(x,y)|zecx yey est appelée matrice de Markov sur
X x Y lorsque :
(1) Y(z,y) >0 pour tout x € X, y € Y,

(it) 3 ey ¥(x,y) =1 pour tout x € X.
C’est donc une famille de lois de probabilités sur Y, indexée par les éléments de X.

On vérifie aisément que la matrice d’émission ¢ définie par :
w<$ay> :]P)(Yk :y’Xk :.TL'), S X> y e y7

est de Markov. On suppose donc implicitement que la loi de Y, sachant X} ne dépend
pas de I'instant k.
On en déduit le résultat suivant.

Proposition 5.1. La loi jointe du couple (X,Y) est entierement caractérisée par la loi
wmitiale p, la matrice de transition @ de la chaine de Markov X et la matrice d’émaission
Y de la maniére suivante :

IP><)(On = Zo: naybn = Yo: n) - p 330 $0>yo H [L'k 1axk (xkayk)]a (51)
k=1

pour tout n € N, xg,, € X" et yo.,, € Y. En particulier le couple (X,Y) est
markouvien.

Ainsi, un modele de Markov caché (X,Y'), noté généralement (MMC), est entierement
caractérisé par :
(i) la loi initiale p du processus d’état X :

p(x) = P(Xo = 1),z €
(ii) la matrice de transition ) du processus d’état X :
Q(a, ') = P(Xyi1 = 2'| Xy = o), 2,2’ € X;
(iii) la matrice d’émission du processus Y sachant le processus X :
(oY) =PV =y|Xp=2), € X,ye).

On désigne par M = (p, @, ) les paramétres du modeéle de Markov caché.

Les problématiques du modéle de Markov caché peuvent étre résumées dans les trois
problémes canoniques suivants :

1. Probléme d’évaluation : étant donnés les paramétres M = (p, @, ) du mo-
deéle, calculer la vraisemblance d'une séquence d’observations Yj.,, c’est-a-dire la

distribution de probabilité de la séquence en fonctions des paramétres du modéle
M.
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2. Probléme de décodage ou de reconnaissance : étant donnés les parameétres
M = (p,Q,%) du modeéle et une séquence d’observations Yj.,, déterminer la sé-
quence d’états Xj., qui est le plus vraisemblablement & 1’origine de ces observa-
tions Yj.,,.

3. Probléme de ré-estimation ou d’apprentissage : é¢tant donnée une séquence
d’observation Yj.,, déterminer les paramétres M = (p, @, 1) du modéle qui maxi-
mise la vraisemblance d’apparition de cette séquence d’observation.

5.2 Algorithme de Baum-Welsh et probléme de ré-
estimation

De part le caractére caché des états, on peut retrouver des situations ou les paramétres
du modéle sont eux aussi & estimer. Un algorithme particuliérement efficace dans I’es-
timation de ces paramétres est I’algorithme de Baum-Welsh. Cet algorithme représente
une procédure de maximisation locale. Il s’agit d’une dérivé de I'algorithme Expectation-
Maximization (EM) ot on cherche a ajuster les parameétres M = (p, @, ) au critére
d’optimisation "mieux correspondre aux observations". En d’autres termes, on cherche
a déterminer M = (p, @, ) qui maximise localement la fonction de vraisemblance :

ou Py, est la probabilité sous laquelle le modele M est valide et yp., est un vecteur de
ynJrl.

L’algorithme de Baum-Welsh fait appel a ’algorithme "forward" de Baum et a l’al-
gorithme "backward" de Baum qu’on va présenter dans les sections qui suivent. Ces
deux algorithmes cherchent a calculer efficacement la distribution de probabilité de la
séquence d’observation Yj., en fonction des paramétres du modéle.

5.2.1 Algorithme "forward" de Baum
On définit la loi jointe de Y., et X, :

Oé;(y&n) = P(}/E)n = Yo:n, X, = SL’) (52)
pour n € N et yp., € V"™, x € X, ainsi que la variable "forward" :
pa(®) = a; (Youm) (5.3)

pour n € Net x € X.

Théoréme 5.1 (Algorithme "forward" de Baum). La suite (p,)nen des variables for-
ward est solution de [’équation récurrente suivante :

Prir(2) = (2, Yn01) Y Q@ 2)pa(a’), n>0, w € X, (5.4)
po(x) + p(x)¢(z,Yo), v € X. (5.5)
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Preuve. Pour n = 0, on montre aisément que

ay(y) =P(Xo =1z,Ys = y) = P(Yo = y|Xo = 2)P(Xo = z) = ¥(z,y)p(x).

T

Soit n > 1, on a

O-/Zn (yO:n) = ]P)(Ybn = Yo:n, Xn = :L‘n)
= Z ]P)(Ybn = Yo:n, Xon—1 = Lo:n—1, Xy = IL‘n)

To:n—1€EX™

= Z p(20)Q (70, 71) - .. Q(Tn—1,T0)Y(0,Y0) - - - (T, Yn)-

T0:n—1E€EX™

Nous obtenons ainsi

042:411 (yO:n+1) =

= Z p(20)Q (0, 21) - .. Q(@n, Tnt1)¥ (%0, Yo) - - - ¥(Tnt1, Ynt1)

ZTo:n EX”"'l

= 'l/}(xn-‘rla yn+1) Z Q(xm xn-&-l) Z p($o)Q($o, 1'1) s Q(‘rn—lv xn) X

rpn€X xO:n—lEXn

X w(%, yO) e w<xn7 yn)
= ¢($n+17 yn+1) Z Q($n7$n+l)042n (%:n)-

rnE€X
Le résultat découle de cette derniére équation en remplagant yo.,+1 par Yo.,i1. O

La loi des observations Y., peut étre calculée de la fagon suivante :

P(Yon = Yom) = Z oy (Yo:n), (5.6)

reX

pour tout n € N et yo., € Y.

5.2.2 Algorithme "backward" de Baum

Soit n > 1 un instant fixé. Pour tout instant & < n, on introduit la loi conditionnelle
des observations Y} 1., sachant que X =z :

B Wrrrn) = P(YVig1in = Ynt1m| Xi = ) (5.7)

pour z € X, Ypi1m € V", ainsi que la variable "backward" :
Uk(x) = /Bg(yk-l-l:n) (58)

pour z € X.
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Remarque 5.1. Rappelons que, conditionnellement a ’événement { Xy = x}, la suite
(X))i>k est une chaine de Markov de loi initiale :

P( X1 = 2| Xp =2) =Q(z,2'), 2’ € X
et de matrice de transition Q).

Théoréme 5.2 (Algorithme "backward" de Baum). La séquence vy, des variables
"backward" est solution de ’équation récurrente rétrograde suivante :

vp(x) Z Q(z, 2")(x, Y1) vpai(2)), 0 <k <n, € X, (5.9)
x'eX
vp(z) 1, € X. (5.10)

Preuve. Notons d’abord que pour k =n — 1, on a :
B () = P(Y, = y|Xp1 = )
=Y PV, =y, X, =X, =2
'ex

=Y PV, =y|X, =2, X,y = 2)P(X, = /| X,y = 1)
z'eX
= PV, =y|X, =2 )P(X, = 2| X, = )

r’'eX

= 3 B, y) Qo).

'eXx
Ainsi en utilisant (5.10), on obtient (5.9) pour £ = n — 1. D’autre part, il découle de la
Remarque 5.1 et de la Proposition 5.1 que :

63’:1@ (yk—l—l:n) - ]P)(Y;c—&—l:n - yk+1:n|Xk - xk‘)
= Z ]P)(Yk:—i—lzn = Yk+1:n, Xk+1:n = xk—i—l:n'Xk = $k)

xk+1:7LeXn_k

= Z Q(xk, $k+1) Q1 )V (X1, yk+1) .. -¢(l‘m yn)7

$k+1:n€‘)c‘n7}C

pour tout x € X, Ypi1m € YF.

Ainsi

B (hrin) = Y Qakwri) -+ Q@ 1, )@kt Y1) - (0, Yn)

$k+1:nexn7k

= Z Q(Ths Tho 1)V (Thy1s Yrr1) Z Q(Try1, Trs2) - - Q(Tn—1, Tp) X

xk+1€X $k+2;n€X"7k71
X ¢($k+2> yk+2) s %D(ifm yn)
= Z Q(k, Trs 1)V (Tri1, Yrs1) B (Yky2mm)

Tpy1€X
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d’ou le résultat. O

On peut conclure que les deux algorithmes "forward/backward" de Baum permettent
de calculer les quantités a”(yo.,) et B (yri1.,) d’une maniére récurrente non-cotiteuse,
facile & implémenter.

5.2.3 L’algorithme de Baum-Welsh

Considérons une séquence d’observations Yj., et un modéle initial M. La méthode de ré-
estimation de Baum-Welsh présente une procédure de maximisation locale qui cherche
a ré-estimer d’une maniere itérative les parametres du modele M jusqu’a arriver a un
maximum local en termes de mieux correspondre aux observations Yj.,.

Considérons la probabilité de transition x — 2’ sachant le modéle M et les observations
YE)Z?’L = Yo:n -

flg;x’ (yO:n> = ]P)M<Xk =T, XkJrl = $,|Yb:n = yO:n)'

Ce dernier terme peut s’écrire en fonction de ¥ (yo.) et 8% (Yry1m) :

Py ( Xy = 2, Xpy1 = 2/, Yo = Youn)
PM(Ybn = yO:n)
B Pu (X = 2, Xpp1 = 2, Yo = Youn)
C Yrwex Pu(Xi =2, Xin1 = Yo = You)
O‘ZZ(?JO:IC)Q(J;? ") (a, yk+1)6§/+1(yk+2:n)
ZE,E’GX % (Yo:£)Q(T, 7)Y (T, yk+1)ﬁ§fr1(yk+2:n) '

I;,m’ (y()in) =

En effet,
]PM(Xk = T, X1 = Tpt1, Yo = yo:n)

- Z 0. p_1€XF IP)M()(O:n = Zo:n, szn = yO:'rL)

$k+2:nexnikil

=2 sppaext P@0)Q@o,21) - Q(Tn1, n) Y (X0, Yo) - - - Y (n, Yn)

Thpom XN TFTL

= Exo:k,lexkp@o)Q(iUo,%l)---Q(Sﬁkfl,xk)w(%,yo)---w(iﬂk,yk) X Q(Th, Tpy1) X

V(Tpt1, Yrt1) X Zkamexn—k—l Q(@rr1, Trs2) - - Q(@n1, Tn )Y (T2, Ys2) - - V(T Yn)

= O/;k (o) Q(@k o1 )Y (Thg1, yk+1)5£:+11 (Yrt2m)-
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De méme, on peut obtenir

]P)M(Xk =2, chn = yO:n) = Ql;(yo:k)ﬁ;f(yk-i-l:n)' (511)

On pose :

'75(90%) = Z 55,1’(3/0:11)‘

z'eXx

Remarquons que v (yo.,) = Py(Xy = z|Yo.w = Yom). Ainsi, Pexpression (5.11) nous
donne :

0/:; (yozk)ﬁf (Yrkt1:n)
r’'eX O./’;, (yOIk)Bif/ (yk—‘rl:n)

Une sommation en k£ de 0 a n — 1 de cette expression donne :

V(o) = >

n—1 n—1
ZV;{;C(QOM) = Z EDM()(k = x’Yb:n = yO:n)
k=0 k=0
n—1
= ZEM(]-X;C::L"YE)% = yO:n)
k=0
n—1
= ]EM (Z ]-Xk.:a: ’Ybn = yO:n)
k=0

=Ey(#{0 <k <n: Xy =2}Yon = Youn)

Cette somme peut étre interpretée comme 'estimateur du nombre de transitions issues
de x de la séquence Xj., au vu des observations Yj., = vo.n-

De méme :
n—1 n—1
Zflrz,x’ (yO:n) = Z]P)M(Xk =, Xk+1 - x/|}/0:n - yO:n)
k=0 k=0
n—1

- ZEM(I{Xk:J:,Xk+1:x’}|}/E):n - yO:n)

k=0
n—1
=Ky <Z ]-{Xk:x,Xk_H:a;’} Yo = yO:n>
k=0

= ]EM(#{O < k<n: Xk = x7Xk+1 - x/}lybzn - yO:n)

représente l'estimateur du nombre de transitions x — 2’ de la séquence X, au vu des
observations Yy., = Yo.n-
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Ainsi :

n—1 n—1
Z gglcc,x’ (yO:n)a Z 7]; (yO:n)
k=0 k=0

sont des estimateurs respectivement du nombre de transitions x — 2’ et du nombre de
transitions issues de x dans la suite X.,, fondée sur 'observation de Yj., = yo.p-
On peut alors proposer, partant du modeéle M = (p, @, 1)), les "ré-estimateurs" suivants

p(x) =72 (youn), (5.1
9 N — Zz;é ’;,x/<y0:n)
) = S o)
’ ko L= (o)

V) = e ) (5:14)

(5.13)

En effet il est clair que :

p(x) = estimateur du nombre d’état x a 'instant initial k£ = 0,
~ estimateur de nombre de transitions z — 7’

/
Qz,2) = — —
’ estimateur du nombre de transitions issues de x’
- estimateur de nombre de transitions issues de x et émettant y

Y(z,y) =

estimateur du nombre de transitions issues de x

Ainsi, étant donné le modeéle courant M = (p, Q, ), I'utilisation des formules (5.12),
(5.13) et (5.14) permet de ré-estimer le modéle et obtenir M = (p,Q,v). Baum a
montré que :

- soit le modéle initial M est un point critique de la fonction de vraisemblance :

et alors M = M;

- soit le modeéle M est strictement plus vraisemblable au sens oil :

EH(M> = PM(YE)n = yO:ﬂ) > ETL(M) = PM(Ybn = yO:n)'

Itérer cette procédure donne un algorithme EM qui permet de déterminer un maximum
local de la fonction de vraisemblance.

5.3 Algorithme de Viterbi et probléme de reconnais-
sance

Etant donnés les paramétres M = (p, @, ) du modéle et une séquence d’observations
Yo.n, on désigne par le probléeme de reconnaissance la détermination de la séquence
d’état Xo., qui est le plus vraisemblablement a 1’origine de ces observations Yj.,,.
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Quand il s’agit de calculer la loi conditionnelle de I’état a un instant donnée, les algo-
rithmes "forward" et "backward" de Baum sont satifsaisants. En effet,

% () kEk<n

) = ety £
r'eX

pour tout € X, ot qx(z) = pr(z)v(x).

En revanche, lorsqu’il s’agit de calculer des statistiques comme la moyenne condition-
nelle, I'utilisation des lois conditionelles précedentes s’avére sans sens vu que les états
{1,..., N} de la chaine X sont des étiquettes et on ne peut pas effectuer des opérations
algébriques sur ces valeurs. C’est ainsi que les statisticiens ont pensé a calculer des
estimateurs comme [’estimateur local du maximum a posterior: tout en supposant que
le maximum est atteint en un point unique :
XMAP — argmax P(X, = z|Yp.,) = arg max q;(z).
zeX reX

Cependant, un autre obstacle apparait. En effet, il peut arriver que la séquence XEMAP
générée ne soit pas cohérente avec le modéle. Autrement dit, il peut arriver que X FMAP =
x, XFMAP = 2/ alors que la probabilité de transition Q(x,z’) = 0. Pour cette raison,
on opte finalement pour [’estimateur global du maximum a posteriori, défini par :

X(%LAP = arg rgg@c P(Xo.n = 20:n|Youn)- (5.15)

Cet estimateur est calculé & 1’aide d’un algorithme de programmation dynamique, ap-
pelé algorithme de Viterbi.

Tout d’abord, remarquons qu’il est équivalent dans (5.15) de chercher 'argument du
maximum de la loi conditionnelle ou de la loi jointe vu que la maximisation se fait sur
Zo.n- On introduit alors la quantité :

(sg(yOn) = Imax P(onn,1 = Z0:n—1, Xn =1, YE]:n = yO:n)

LO:n—1

pour tout n >0, xg,...,Tp_1,2 € X, Yo, € Y. On définit, par la suite, la fonction
valeur :

wy(z) = 0" (Yom), n >0, z € X.

Théoréme 5.3 (programmation dynamique). La suite (wy,)nen des fonctions valeur
est solution de [’équation non-linéaire récurrente suivante :

Wy i1 () + ¥ (, Ynﬂ)g}gﬁ Q2 2)w, ()], n >0, x € X, (5.16)
wo(x) + p(x)(z,Yy), =€ X. (5.17)
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Preuve. D’apreés la proposition 5.1 :

]P)(XO:n—i—l =Z0:n+15 Yb:n—l—l - yO:n—i-l)
= p(20)Q (20, 21) - . - Q(Xn, Ty 1)V (20, Yo) - - - V(Tns1, Ynt1)
= w(anrla yn+1>Q(xna anrl)P(XO:n = Zo:n, Yz):n = yO:n)

pour tout n > 0, 2ot € X2, Yope1 € Y2, On en déduit que :

maé(Xn]P(XO:n—}—l =T0:n+1, YE):n—Q—l - y():n—i-l) = w(l‘n-i—la yn+1)Q(xna xn-{—l)é;;ln (y()n)
Z0:n—1

La maximisation de cette derniére expression par rapport a z,, nous donne :

1
527—3;1 (yO:n+1) = :):OZTIL%%\?}%+1P(XO:”+1 = T0:n+1, YO:n—i—l = yO:n—i—l)
= max 1Inax ]P(XO:n—i-l = ZL0:n+1, YE):n-l—l - yO:n+l)
TnE€XT0in—1€EXT
= w(xn-i-lv yn-i-l)max [Q(mm mn—l—l)é;}n (yO:n)]
Tn€X
d’ou le résultat. O

Corollaire 5.1 (Algorithme de Viterbi). Soit n un instant fizé, on commence par
calculer la séquence wo.,. On obtient, par la suite, lestimateur XAY par récurrence
rétrograde :

XMAP ¢« arg max wy () (5.18)
TE
puis, pourk=n—1,...,0 :
XMAP « arg max [Q(z, XY17) wi(z)] - (5.19)

Preuve. Par définition, wy(z) représente la probabilité maximale d’avoir I’état x a I'ins-
tant £ en maximisant par rapport a toutes les trajectoires possibles Xo.,_1. Ainsi, parmi
toutes les trajectoires qui aboutissent dans ’état 2’ & l'instant k£ + 1, la trajectoire de
plus grande probabilité est passée dans I'état :

Iy(z') = arg max [Q(z, «')wy ()]

a instant k précedent, tout en supposant comme toujours que ce maximum est atteint
en un point unique. En outre, on a nécessairement :

Q(Ix(x"),2") > 0
ce qui grantit que la transition de I'état I (x') vers I’état ' est possible pour le modéle.

La trajectoire optimale est calculée de la fagon suivante : on remarque d’abord que

max IPD()(O:n = L0:n, YE):n - yO:n) = maxX max ]P)<X01n = Z0:n, }/O:n - yO:n)
-770:77,6-)(”“»1 TnEXT0.p—1EXT

. n
= maxd;, (Youn)-

On en déduit (5.18) et d’une maniére récurrente (5.19). O
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En conclusion, ce chapitre présente le modele du Markov caché et les problémes ca-
noniques liés. En partant d’'une séquence d’observations, une premiére étape consiste
a résoudre le probléme de ré-estimation et a déterminer les parameétres du modéle qui
correspond mieux & nos observations. Ensuite, la deuxiéme étape est la résolution du
probléme de reconnaissance et la détermination par conséquent de la séquence d’états
cachés. Ces deux problémes se résolvent respectivement par 1’algorithme de Baum-Welsh
et I'algorithme de Viterbi. Le chapitre suivant présente ’application de ce modéle sur
nos données. En considérant les log-rendements comme la séquence d’observations, on
détermine les paramétres du modeéle dans un premier temps et la séquence d’états a
valeur crise ou non-crise dans un deuxiéme temps.
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Chapitre 6

Détection des régimes : régime crise /
régime hors crise

Depuis son apparition, le MMC a eu des divers applications en finance. En effet, la
variable cachée représente une information cachée dans un signal donné. Elle est inté-
ressante dans la mesure ou elle fournit un résumé de l'information plus simple et plus
fondamental que les données elles-mémes. Ainsi la chaine d’'un MMC peut avoir une
dynamique plus simple que le signal. Par exemple, 'introduction d’une chaine de Mar-
kov cachée dans les modéles A.R.C.H a permis de capter les soudains retournements
du niveau de volatilité [17].

Comme dans toute approche de classification non supervisée, la question essentielle est
de savoir quelle genre d’information on souhaite extraire des données. Ainsi, parmi les
études récentes appliquant ce concept, on trouve celle de Y. Zhang [28| ou la prédiction
des séries temporelles des rendements d’un portefeuille était I'objet de I’application du
MMC. Nous citons aussi la thése de N. Mayo [21] ou il s’est intéress¢ a la détection
d’arbitrage et la prévision des volumes. Dans ses travaux, il a utilisé les modéles a
variables cachés (MVC), la généralisation des MMC. L’hypothése de markovianité dans
le MMC a pour unique justification le caractére calculatoire. Il est en effet possible de
calculer la vraisemblance en un temps linéaire par rapport au nombre d’observations,
alors qu’il est & priori exponentiel. Ce gain en temps de calcul est souvent vital en
pratique.

Dans notre cas, 'obejctif est toujours de proposer un indicateur de risque optimisé
en termes de performance et de précision. Ainsi, nous choisissons, comme information
a extraire, les changements de régime et nous ajoutons, par conséquent, un nouveau
critére de détection de crise dans notre calcul de la Value-at-Risk. Pour cela, on suppose
I'existence de deux régimes sur le marché financier : un régime qui décrit les périodes
de crise et un deuxiéme pour les périodes normales, dite dans ce rapport périodes de
non-crise. On cherche a classifier les données et a attribuer & chaque jour une étiquette
crise ou non-crise par ’application du modéle de Markov caché.

49



6.1 Classification de données boursiéres

La classification a été appliquée sur les log-rendements journaliers du cours boursier ob-
servé sur le marché. Une premiére étape a utilisé l'algorithme k-means, un algorithme
basique qui cherche & diviser les données en classes tout en minimisant la distance
intra-classe et en maximisant la distance inter-classes. Le résultat n’est pas satisfaisant
et on voit visuellement dans la figure 6.1 I’absence de la notion de période. C’est ainsi
qu’on a eu recours a une modélisation plus sophistiquée et on a opté pour le modeéle de
Markov caché.

Détection des régimes de crise - BNP du 02/01/2001 au 25/02/2011

log-return
- o jourcrise
o
=
= ]
(]
S -
o™
S

! I I ! I I
0 500 1000 1500 2000 2500

FI1GURE 6.1 — Classification et détermination des périodes crise et des périodes non-crise
pour l'actif BNP en utilisant 1’algorithme k-means.

On considére la série des log-rendements Y;.,, = (V;,1 < i < n) comme étant la séquence
d’observations dans notre modéle. On suppose, par la suite, I'existence d’une chaine de
Markov cachée Xy, = (X;,1 < i < n) a valeurs dans X = {¢,n}. Cette chaine
représente la séquence des états de notre modéle et elle indique si I'on est dans un jour
crise (¢) ou dans un jour normal (n).

Notre travail se décompose alors en trois parties : Tout d’abord, on cherche & estimer les
paramétres du modéle M = (p, @, ) qui maximise la vraisemblance d’apparition de Y;.,
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(probléme de ré-estimation). Ensuite, étant donnés les parameétres du modeéle M et les
observations Yi.,, on détermine la série des états X;., qui est le plus vraisemblablement
a l'origine de Y7, (probléme de reconnaissance). Finalement, on propose une nouvelle
méthode de calcul de la Value-at-Risk qui tient compte de cette classification.

6.2 Probléme de ré-estimation

On dispose d’une série de log-rendements Yi.,,. On applique 'algorithme de Baum-
Welsh pour déterminer les parameétres M = (p, @, 1) du modeéle de Markov caché. Les
résultats sont les suivants pour le cas de 'actif BNP :

— La loi initiale p de X :

p(c) =4,97-107%,  p(n) = 0.9999503.

Il est tout a fait logique d’avoir p(n) presque égale a 1. En effet, p(n) = P(X; = n) est
la probabilité que le premier jour de la séquence soit en période normale (hors-crise).
— La matrice de transition ) de X :

Qc,c) Qe,n))  (0.9795115 0.0204885
Q(n.c) Qn,n)) ~ \0.0069161 0.9930839) -

On voit bien que la probabilité de passer d’une période de crise & une période normale
est 3 fois plus élevée que celle de passer d’une période normale & une période crise. En
effet, la premiére quantité s’interpréte par la probabilité Q(c, n) d’étre aujourd’hui en
période normale sachant que la veille on était en crise, alors que la deuxiéme quantité
est définie par la probabilité Q(n,c) d’étre aujourd’hui en crise sachant que la veille
on était en période normale. De I'autre coté, la probabilité de rester en état hors crise
est supérieure a celle de rester en état crise. Ces résultats, en terme de matrice de
transition de X, sont acceptables et conformes avec la réalité du marché financier.
— La moyenne et la variance par ligne de la matrice d’émission v sont :

moy(Y(c,Y)) wvar(¢(c,Y))\ _ (—0.0012500 0.0018043
moy(Y(n,Y)) wvar(¢(n,Y))) — \ 0.0005150 0.0002108 )

La variance de la série des log-rendements ayant 1’état crise est beaucoup plus élevée
que celle des log-rendements ayant I’état hors-crise (normal). Cela s’explique par la
grande variance qui caractérise les périodes de crise dans les marchés financiers.

En terme de performance informatique, le nombre moyen d’itérations, effectuées par
I’algorithme, pour aboutir au résultat (les paramétres du modéle qui présentent un
maximum local en terme de mieux correspondre aux log-rendements) est 15 itérations.
Cette moyenne est calculée en lancant ’algorithme 10 fois sur les log-rendements de
I’actif BNP.
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En conclusion, les parameétres de notre modéle n’ont pas de contradiction avec la réalité
du fonctionnement du marché financier. En plus, des résultats similaires ont été trouvés
lors de I'application du modéle de Markov caché sur d’autres actifs boursiers. On peut
dire alors que la résolution du probléme de ré-estimation a donné des résultats conformes
avec ce qu’on attend. L’étape suivante est la résolution du probléme de reconnaissaance
et la détermination de la série des états, qui fait 'objet de la prochaine section.

6.3 Probléme de reconnaissance

Ayant maintenant une série d’observation Y7., représentant les log-rendements d’un actif
boursier et les parameétres M = (p, @), 1) calculés par I'algorithme de Baum-Welsh, on
cherche a déterminer la série des états Xi., et a attribuer ainsi a chaque jour une
étiquette crise (¢) ou non-crise (n). Ce probléme est connu sous le nom du probléme de
reconnaissance et il est résolu par 'algorithme de Viterbi.

La figure 6.2 montre le résultat de 'application de cet algorithme sur les log-rendements
du BNP. On voit en rouge les périodes de crise et en noir les périodes normales, dite de
non-crise.

Détection des régimes de crise - BNP du 02/01/2001 au 25/02/2011
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FIGURE 6.2 — Classification et détermination des périodes crise et des périodes non-crise
pour 'actif BNP.
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6.4 FEtude des crises

L’un des apports de notre classification est le fait de pouvoir dire si aujourd’hui on est
en crise ou en période normale. Les deux principales informations qu’on peut dégager
sont la durée moyenne d’une crise et la distribution du temps de retour a la crise. En se
basant sur ces informations, on cherche & trouver des classes de comportement d’actifs
boursier.

En étant dans une période de non-crise, le modeéle le plus intuitive pour le temps de
retour en crise 7 est celui d'une loi géométrique de probabilité de succés

p=P(Xi1 =c¢/X;=n) =Q(n,c).
Ainsi, la probabilité que le retour en crise soit dans k jours est :
P(r=k)=(1-p)"'p=Q(n,n)""Q(n,c)

La densité théorique de la distribution de temps de retour en crise pour l'actif BNP
Paribas est donnée par la figure 6.3. Cependant, numériquement on ne dispose que de
8 temps de retour en crise vu que les données ne couvrent qu’'une période de 10 ans.

densité de temps de retour en crise

0.001 n.ooz n.0o3 n.004 0.004 0.006 n.0o7
| | | |

n.0oa
|

I I I l I I
0 200 400 G600 300 1000

FIGURE 6.3 — Densité de temps de retour en crise pour ’actif BNP
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6.5 Calcul de la VaR

L’indicateur VaR est l'objet central de cette étude. Nous proposons dans cette section

une nouvelle méthode de calcul de la VaR. Cette méthode repose sur I'idée de profiter

de l'information crise/non-crise obtenue suite a la classification. D’habitude, on estime

la VaR a l'instant ¢ par les 252 jours qui précédent. Notre méthode repose sur les 252

jours précedents ayant le méme état. Les étapes sont les suivantes :

— On cherche l'instant ¢, tel qu’il existe au moins 252 jours d’état crise et 252 jours
d’état non-crise précedant cet instant. Au dela de cet instant, on est str d’avoir
suffisament de données pour I'estimation.

— Pour t > ty, on calcule la VaR & l'instant ¢ de la fagon suivante : On suppose que
I'état de l'instant ¢ est celui de la veille (instant ¢ — 1), une supposition qui reste
raisonnable vu que les probabilités de changement de régime sont presque nulles.
Ensuite, on estime la VaR a 'aide de 252 jours passés ayant le méme état que le jour
t.

L’avantage de cette méthode réside dans ’estimation avec des données semblables. En
effet, la VaR est définie comme la perte maximale & subir en dehors d’un événement
de probabilité p en un horizon temporel ¢. Il s’avére pertinent de calculer cette perte
maximale avec des données de méme état, ayant par conséquent le méme comporte-
ment. Ainsi, 'estimation des paramétres de la loi puissance, et de la VaR par la suite,
se fait par les 252 données précedentes de méme régime.

Les figures 6.4 et 6.5 montrent les résultats du backtesting qui nous permettent de
comparer la méthode standard et la nouvelle méthode basée sur 1'utilisation de la clas-
sification. On remarque une amélioration du backtesting pour certains actifs. A titre
d’exemple, pour les actifs CNP et GLE, le backtesting avec la méthode de classification,
donne des résultats trés proches de 1% avec des intervalles de confiance acceptables.
Des résultats sont aussi prouvés pour les actifs CA et TEC. D’autre part, pour certains
actifs comme BNP, FGR, LI et RI, le backtesting ne donne pas le résultat attendu, avec
des intervalles de confiance supérieurs a 1%. Cela est dii au fait que pour ces derniers
actifs, la VaR a été calculée avec un nombre limité de mesures. En effet, notre méthode
de calcul de VaR repose sur le fait qu’il existe un instant ¢y & partir duquel on commence
notre estimation. On a aussi remarqué que pour ces derniers actifs cet instant se trouve
dans le dernier tier des données journaliéres, d’oit un nombre de données tres limité. Ce
qui explique le backtesting non-concluant pour ces cas.

Autrement, un effet de recul dans le passé est aussi observable dans les figures 6.4 et 6.5.
En effet, la VaR calculée par la méthode de classification, pour tous les actifs, différe de
la VaR calculée par la méthode standard par 'apparition de nombreuses pics tout au
long de la courbe du seuil de 1%. L’interprétation qu’on donne, est qu’au début d’une
période crise ou une période normale, on n’a pas suffisament de données ayant le méme
état qui précedent directement l'instant de calcul. Ainsi, on recule dans le passé jusqu’a
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rassembler 252 données de méme état. Cela peut provoquer parfois des pics dans la VaR
lorsque les données utilisées pour la calculer ont une variance plus importante. Ces pics
représentent des sur-évaluations ponctuelles de la VaR a certains instants. Donc, elles
ne peuvent pas étre considérées comme un inconvénient. Il s’agit juste de limiter la
liberté des clients de risquer sur I'actif pour les jours en question.
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Backtest puissance - ENP du 02/01/2001 au 25/02/2011 Backtest puissance - CA du 02/01/2001 au 25/02/2011
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FIGURE 6.4 — Comparaison du backtesting & 1% sur la VaR calculée par la méthode
standard et par la méthode de calssification sur les actifs BNP, CA, CNP, FGR, SAN,
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Backtest puissance - Rl du 02/01/2001 au 25/02/2011 Backtest puissance - GLE du 02/01/2001 au 25/02/2011
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Chapitre 7

Conclusion

Ce rapport s’inscrit dans le cadre de la gestion de risque. Il s’agit de proposer un indi-
cateur de risque capable de prédire les pertes sur les actifs financiers. Nous étudions le
marché financier sous un modéle des loi puissances et nous introduisons la VaR, notre
indicateur de risque. Nous définissons, par la suite, notre approche de calcul de la VaR
basée sur une classification des données selon le critére de crise.

La premiére partie de ce manuscrit présente le modéle des lois puissances adopté dans
cette étude pour décrire les pertes logarithmiques. On présente les estimateurs des
parameétres de la loi puissance, ainsi que la VaR sous ce modéle. Une analyse de la
sensibilité de ces estimateurs & certains facteurs extérieurs est expliquée ensuite. La
deuxiéme partie s’intéresse au modeéle de Markov caché, qui permet d’associer a une
série d’observations une série d’état cachés, et a la classification des données selon le
critére de crise. Cette classification nous a permis de proposer une nouvelle méthode de
calcul de la VaR : On estime la VaR a I'instant ¢ en utilisant les données des 252 jours
précédents ayant le méme état que l'instant .

L’application de cette méthode de calcul sur les données boursieéres améliore les résul-
tats du test de validation de la VaR pour plusieurs actifs financier. Par ailleurs, pour
d’autres actifs, les résultats ne sont pas concluantes. En effet, pour intégrer la classifi-
cation dans le calcul de la VaR, on est obligé de commencer a partir d’un certain rang
de données, et pour quelques actifs ce rang est tellement grand que le nombre de don-
nées utilisées ne permettent pas d’obtenir un résultat performant. En conclusion, notre
approche de calcul de la VaR surmonte le nombre limité de données, dans plusieurs cas,
et engendre des améliorations dans le backtesting.

Les perspectives directes de ce travail sont d’explorer mieux les caractéristiques de la
crise, & savoir la durée moyenne de crise et la distribution de temps de retour. On
cherchera, par example, a tester si les temps de retour en crise suivent réellement la
distribution géométrique mentionnée. Le but est de dégager des classes de comporte-
ment d’actifs selon ces critéres afin de mieux comprendre le fonctionnement du marché

o8



financier. En perspectives indirectes, nous trouvons toujours le probléme multidimen-
sionnel et I'application de nos résultats sur un portefeuille composé de plusieurs actifs
financier. Ce probléme peut étre formulé de la fagcon suivante : déterminer une fonction
qui donne & chaque combinaison linéaire d’actifs financiers une Value-at-Risk associée.
Cela revient a étudier les combinaisons des lois puissances et a construire une forme
générale ou asymptotique de la distribution en question.
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