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Introduction

Ce mémoire constitue le rapport du stage que j’ai effectué au second semestre de ma
deuxieme année de Master Mathématiques Fondamentales et Appliquées & 1’Université de
Lorraine, Nancy. Son sujet m’a été proposé par Oussama HIJAZI pour préparer le doctorat
que je débute en septembre 2012 a I'Institut Elie Cartan de Nancy, sous sa direction et celle
conjointe de Benoit DANIEL. Ce document contient ’ensemble des éléments de géométrie
différentielle et d’algebre nécessaires a l'introduction de la notion de variété spinorielle et
de l'opérateur de Dirac. Ces outils spinoriels servent par la suite a donner des propriétés

géométriques de certaines variétés.

Dans le premier chapitre, nous nous appuyons sur [N] pour étudier les différentes notions
de fibré a travers beaucoup d’exemples, et pour voir comment associer un fibré vectoriel a un
fibré principal et réciproquement. Nous utilisons ensuite ces structures et les références [N]
et [Hij| pour y définir les concepts de connexion et de dérivée covariante, que nous mettons
la encore en correspondance. Nous terminons le deuxieme chapitre par le cas de la courbure

associée a une connexion sur un fibré principal.

Nous faisons ensuite une parenthese algébrique pendant laquelle nous étudions 1’algebre
de Clifford d'un espace quadratique au travers de I’étude de [LM] et [Hij]. Dans le troisieme
chapitre, nous en donnons les propriétés de base et introduisons les notions de groupe spinoriel
et de représentation adjointe. Dans le quatrieme chapitre, nous traitons le cas particulier des
algebres de Clifford sur R™ muni de son produit scalaire canonique, et de C™ muni de la forme

gc(z,y) = > 0, xy;, les résultats étant majoritairement issus des 2 références précédentes et
de [Rau].

Si tous les résultats de ce dernier chapitre ne sont pas directement utilisés par la suite, ils
permettent d’introduire la notion de représentation spinorielle, qui est capitale pour définir le
fibré des spineurs d’une variété spinorielle. A la maniere de [Hij] et [Rau], on définit alors la
multiplication de Clifford, qui est une action de I’ensemble des formes différentielles sur une
variété M sur I'ensemble des sections du fibré des spineurs ¥ M (encore appelées simplement
champs de spineurs). Par un jeu de commutativité et de fibrés associés, la connexion de Levi-
Civita riemannienne sur une variété spinorielle M donne naissance a une unique connexion sur
le fibré des spineurs XM, compatible avec la métrique et avec la multiplication de Clifford :
c’est la connexion de Levi-Civita spinorielle. Elle permet a son tour d’introduire I'opérateur
de Dirac, qui agit sur les champs de spineurs. Cet opérateur d’ordre 1, pouvant étre vu comme
la racine carrée du Laplacien, permet d’énoncer la formule de Schrodinger-Lichnerowicz, de
laquelle nous déduirons la premiere application géométrique de la théorie des spineurs : le
théoreme de Lichnerowicz, qui affirme que 'opérateur de Dirac associé a une métrique d’une
variété riemannienne orientée spinorielle compacte a courbure scalaire strictement positive a

un noyau trivial.



Le dernier chapitre de ce mémoire est une étude de l'article [Fril] de Thomas Friedrich sur
la géométrie spinorielle des sous-variétés de R?, souvent avec 1’aide de [Mor]|. Plus précisément,
étant donnée une variété riemannienne spinorielle orientable M? de dimension 2, cette section
propose la démonstration d'un théoréeme faisant le lien entre I’existence de spineurs sur M2
solution de 'équation de Dirac Dy = Hv (o H : M?* — R est une fonction lisse) et
I'existence d’'une immersion isométrique de M? dans R®. On donnera également une formule
pour cette immersion, qui fournit une généralisation de la représentation de Weierstrass pour

les surfaces minimales.

Enfin, deux annexes concluent ce rapport en donnant les connaissances de base sur les
notions de groupe et d’algebre de Lie d'une part, de revétement d’un groupe topologique
et de relevement d’une application d’autre part. En effet, elles sont tres présentes dans le
sujet traité; je me suis néanmoins limité tant que possible aux résultats les plus utiles au

traitement du probleme initial.

De facon générale, j’ai essayé de n’introduire que les éléments nécessaires a 1’étude de
mon sujet, en démontrant systématiquement les résultats étant au coeur de celui-ci, et en
renvoyant a la bibliographie pour les résultats périphériques. J’ai voulu également donner le
plus d’exemples et d’explications possibles pour que ce mémoire puisse profiter a des lecteurs

qui, comme moi, découvriraient la géométrie spinorielle.

Dans tout ce mémoire, les variétés différentielles considérées seront connexes. Nous désignerons
par [’ la différentielle d’'une application différentiable définie entre deux variétés différentielles.
En I'absence de précision, toutes les applications seront supposées de classe C'°. Pour un
champ de vecteur X défini sur une variété M et une application différentiable f : M — R
ou C, on note X (f) l'application de M dans R ou C définie par

X(f)(m € M) = f'(m)(X(m)).

Je remercie ici Oussama HIJAZI pour avoir accepté d’encadrer ce stage, ainsi que pour
sa disponibilité et sa gentillesse. J’ai essayé de mener ce travail de la fagon la plus autonome
possible, mais la clarté, la qualité et la vitesse de ses réponses m’ont souvent permis d’avancer

dans les moments les plus difficiles.



1 Notion de fibré

Pour 'essentiel de cette section, on pourra consulter également [N].

1.1 Fibré

Définition 1.1.1 Un fibré (différentiel) est un 5-uplet (F,m, M, F, G) dont les éléments sont
les suivants :
— Une variété différentielle ' appelée espace total;
— Une variété différentielle M appelée espace de base;
— Une variété différentielle F' appelée fibre;
— Une surjection m : E — M appelée projection telle que pour tout m € M, 'image
réciproque F,, = 7~1(m) soit en bijection avec F'; on appelle F}, la fibre en m;

— Un groupe de Lie G appelé groupe de structure, agissant a gauche sur F :

GxF — F
(aaf) — a'f

— Un recouvrement ouvert (U;);en de M et une famille (¢;);cny de difféomorphismes de
U; x F dans 7~1(U;) vérifiant :

Les applications ¢; sont appelées trivialisations locales;
— Comme pour tout m fixé, I'application ¢;(m, ) := ¢;,, : F' — F,, (pour m € U;) est un

difféomorphisme, on peut considérer, si m € U; N Uj, 'application
t”(m) = ¢z_,717,¢j,m F— F.

On impose que ces applications soient dans G (au sens de I'action de G sur F' définie
précédemment).
Les trivialisations locales sur des ouverts se chevauchant sont donc liées sur leur inter-

section par la relation :

¢j(m, f) = ¢i(m, ti;(m) - f)
pour tous m € U; NU; et f € F.

Les fonctions ¢;; : U;NU; — G sont appelées fonctions de transition. On leur impose

de plus de vérifier les 3 relations suivantes pour tout i, j et k dans N :

(3) tw(m)t]k(m) = tzk(m) (m - UZ N Uj N Uk)



Remarquons que ces 3 propriétés ne sont a priori pas vérifiées d’office.

En pratique, on notera seulement E — M pour désigner le fibré (E, m, M, F,G).

Remarque 1.1.1 : — Cette définition n’est pas intrinseque et dépend du choix du recou-
vrement ouvert et des trivialisations locales. En fait, on peut définir une notion de fibré
intrinseque en utilisant une relation d’équivalence sur les fibrés définis précédemment,
et en considérant les classes d’équivalence, mais ce n’est pas notre propos.

— On adim F =dim M + dim F'.

— Visuellement, ’espace total E est localement trivial, ¢’est a dire localement difféomorphe
a un produit direct M x F'. Par contre, ce n’est pas forcément le cas globalement. Si ca
Pest, le fibré est dit trivial ; ceci équivaut a la possibilité de prendre toutes les fonctions

de transition égales a l'identité.

Exemple 1.1.1 On se donne un fibré £ "+ S* avec pour fibre F' = [~1,1], et le recou-
vrement de S* par les ouverts U; = {e? | § € ]0,2n[} et Uy = {¢? | § € | — m,7[}. On a
UinU,={e? |0 €]0,n[}Uu{e? 0 ¢c]r2r[} = AU B. Les trivialisations sont supposées
étre définies sur A par

o1 (e”)=(0,1) et ¢y (e”) = (0,1) (t € [-1,1]).

Il y a alors deux possibilités évidentes pour ces trivialisations sur B :

o 67 (%) = (6,1) et 631(c) = (6,1),
Les fonctions de transition sont triviales, le fibré ’est donc aussi : E est difféomorphe
au cylindre S* x [—1,1]. Le groupe de structure peut donc étre pris égal au groupe a
un élément.

o 671 (e) = (6,1) et 65 (c) = (6, —1).
Pour e € A, t15(e?) = idp et pour € € B, t15(¢?) = —idp. Le groupe de structure
peut donc étre pris égal a Zs, groupe a deux éléments. On obtient ainsi pour E le ruban
de Mobius.

Remarquons qu’en toute rigueur, Zs est un groupe discret, donc pas un groupe de Lie.

Exemple 1.1.2 Le fibré tangent T'M = U,,ep{m} x T,, M d’une variété différentielle M de
dimension n est un fibré de fibre R de groupe de structure GL,(R) : soit (U;, ;)ien un atlas
de M et soit w: (m,v) € TM —— m € M, qui est clairement surjective et différentiable. On

définit alors les trivialisations locales ¢; par :

¢;1 Z7T_1(UZ‘) — UZ x R"

(m,v) — (m, gi(m)(v)).



1.2 Fibré vectoriel

Dans tout ce rapport, 'entier n désignera la dimension de la variété de base M.

Définition 1.2.1 Un fibré vectoriel est un fibré dont la fibre F' est un espace vectoriel. Les
fonctions de transition sont alors forcément des éléments de GL,(R) (ou de GL,(C) si F est

un espace vectoriel sur C).

Exemple 1.2.1 Le fibré tangent T'M d’une variété différentielle M de dimension n est un
fibré vectoriel de fibre R"™. Soit u € T'M tel que w(u) = m € U; N U;, ot 7 est la fibration
donnée dans I'exemple 1.1.2. On note x* (respectivement y*) les coordonnées issues de la
carte ¢; (respectivement ;). On a des trivialisations locales données par (cf exemple 1.1.2

toujours)

o= (m L) = (),

Les fonctions de transition sont donc bien données par les matrices de changement de

base :

oz

tytim) = (G (m) ) € GLo(R)

Exemple 1.2.2 Le fibré tangent 7'S? de la sphere unité de R3. Un atlas de S? est donné
par (Uy, ¢n) et (Us, ¢s), ou Uy = S?\{Pole Nord} et Us = S?\{Pole Sud} et ¢y, ©s
sont les projections stéréographiques correspondantes. On note (X, Y) les coordonnées de la
projection du point m(z,y,z) € Uy par ¢y et (U, V) les coordonnées de la projection du
point m(x,y, z) € Us par ¢g.
Pour m € Us N Uy, on montre que l'on a
U= _ X V= i
X2 4+Y? X2 4+Y?
Soit u € T'S? tel que 7(u) = m € Us N Uy. On note ¢y et ¢g les trivialisations locales,

notées ainsi :

on' (u) = (m, Vi) o5 (u) = (m, Vs).
Alors

ton(p) oU, V) 1 [ —cos20 —sin26
SN\P) = =
) T sin20  — cos 26

Y

ou X =rcosf, Y =rsinf.



Exemple 1.2.3 Soit M une sous-variété de dimension n de R"**. Pour m € M, on note

N,,M = T,, M+ ~ RF, et on considere le fibré normal

NM = | {m} x N, M.
meM
C’est un fibré vectoriel de fibre R*. Par exemple, visuellement, le fibré normal de S? C R3

est un “hérisson”.

La notion de section existe pour tout fibré; néanmoins, dans le cas d’un fibré vectoriel,

I’ensemble des sections est un espace vectoriel. Rappelons la définition :

Définition 1.2.2 Soit £ —— M un fibré quelconque. Une section de E est une application
(lisse) 0 : M — FE vérifiant 7 o o(m) = m pour tout m € M.

On définit également la notion de section locale sur un ouvert U de M de la méme
facon.

On note I'(M, E) (respectivement 'y (M, E)) Uensemble des sections (respectivement des
sections locales sur U C M) de E.

Exemple 1.2.4 Un champ de vecteurs sur une variété est une section de son fibré tangent.

Si E -+ M est un fibré vectoriel, I'(M, E) a donc une structure d’espace vectoriel, de
méme dimension que la fibre de E. En effet, pour deux sections o et ¢ de E et un réel
A, on définit ponctuellement la section o 4+ Ao ainsi : pour m € M, comme o(m) et o(m)

appartiennent & 7—!(m) = F,,, qui est difféomorphe & 'espace vectoriel F', on peut définir :

(0 4+ X&) (m) = o(m) + A&(m).

On définit bien ainsi une section de E. La multiplication par une fonction de C*°(M,R)

est alors définie ponctuellement par

(fo)(m) = f(m)a(m).
On obtient 1a encore une section de E.

Enfin, remarquons que tout fibré vectoriel admet une section globale, en I'occurrence la

section nulle ¢y définie par ¢; *(o9(m)) = (m,0) indépendamment de la trivialisation.

Exemple 1.2.5 Soient (Ey, m, M) et (Es, w9, M) deux fibrés vectoriels au dessus d’une méme
variété M, de fibres respectives Fi et Fy. On définit £} ® E, par

Ex® By = | {m} x (m"(m) @ 75" (m)).
T i
>~ ~F9



Alors E; ® E5 est un fibré vectoriel au dessus de M, de fibre F} ® F3, et la projection 7
est claire vue la définition.

Remarquons également que si 01 € I'(M, Ey) et 0y € I'(M, E5) sont des sections, alors
01 ® 09 :m € M +— o1(m) ® o2(m) est une section de £} ® Es.

On peut ainsi définir par récurrence le fibré des tenseurs de variance v par

(v) (v)
®TM: U {m} x ®TmM.

meM

Un tenseur de M est une section du fibré des tenseurs de M.

Définition 1.2.3 Soient (Ey, ) et (Ey, m) deux fibrés vectoriels sur une méme variété de
base M. Un morphisme de fibrés vectoriels de E; dans Fy est une application F' : By — F»
telle que m o F' = 7, et que pour tout m € M, F soit une application linéaire de 7y *(m)
dans 7y ! (m).

Un isomorphisme de fibrés vectoriels est un morphisme bijectif.

1.3 Fibré principal

Définition 1.3.1 Un fibré principal est un fibré dont la fibre F' est munie de la structure de
groupe du groupe de structure G. Un fibré principal P —— M est noté P(M,G).

On va définir a présent une action a droite de G sur P, ou plus précisément sur I’ensemble
n~1(m) = F,, pour tout m € M.

Remarquons qu’on a toujours une action de G sur I’ a gauche par définition d’un fibré;
a présent, on a également une action a droite, donnée par la multiplication de groupe x de
G. Soit une trivialisation locale ¢; : U; x G — 7~ *(U;) donnée par ¢; '(u) = (m,a;) pour

u € 7 HU;) et m = m(u). On définit alors l'action par :

7 im)x G — 7 Ym)
(u,a) — ua = ¢;(m,a; xa).

Ceci est bien défini, c¢’est a dire indépendant du choix de la trivialisation locale : en effet,
sim € UZ N Uj,

ua = (ﬁj(ﬂ’l, a; * CL) = ¢j(m, tw(m) . (ai * Cl)) = (bz(m, Qa; * a)
puisque t;;(m) - a; = a; et que les actions & droite et a gauche de G sur F' commutent.
Remarquons ensuite que cette action est transitive, puisque c’est le cas de 'action a

droite de G sur F' (multiplication de groupe), et que Fj, est difféomorphe a F, lui méme

isomorphe & G. Ainsi, pour tout v € 7~ *(m), {ua,a € G} = 771 (m).

10



Elle est également libre : si ua = u pour un u € 7~ !(m) et un a € G, on a
ua = ¢;(m,a; x a) = ¢;(m, a;)a = u = ¢;(m, a;).

Puisque ¢; est bijective, a; x a = a;, c’est a dire a = egq.
Ceci se résume ainsi : Yuy, up € 7~ H(m), a € G tel que u; = usa.

Dans la suite, on omettra systématiquement les symboles - et x pour les actions a gauche
et a droite de G sur F.

On va maintenant définir une famille de trivialisations (¢;);en & partir d’un recouvrement
ouvert (U;);ey de M et d’une famille de sections o; € 'y, (M, E). On définit ¢; ainsi :

o7t TN (U) — Uix @G

uwertm) — (m,a,)

ou a, est tel que u = o;(m)ay,.

a, existe et est uniquement déterminé puisque l'action de G sur 7 !(m) est libre et
transitive et que u et o;(m) appartiennent & 7=1(m).

Ces trivialisations locales sont appelées trivialisations locales canoniques. Remar-

quons que pour tout m € M, g € G, on a
oi(m) = ¢i(m,eq)
¢i(m,a) = ¢;(m,e)a = o;(m)a.

Enfin, si m € U; N Uj, les sections o; et o, sont reliées via les fonctions de transition des

trivialisations précédemment définies :

oi(m) = ¢i(m,e) = ¢;(m, tji(m)e) = ¢;(m, t;i(m)) = ¢;(m, e)t;i(m) = o;(m)t;i(m).

Exemple 1.3.1 Soit P un fibré principal de fibre U(1) = S d’espace de base S?. On pose
Uy I'hémisphere nord de S? et Ug ’hémisphere sud, soit

Un = {(cosfsin p,sin fsin @, cos ¢) tels que 0 < p < T +¢, 0 <0 < 27}
Us = {(cosfsinp,sinfsinp,cosp) tels que § —e < p <7, 0 <6 <27}

Pour simplifier, on peut considérer que Uy N Ug est constitué de I'équateur. Etant donné
des trivialisations locales ¢y et ¢g sur Uy et Ug respectivement, on peut les écrire sous la

forme
On' (1) = (m, e™N) et g’ (u) = (m, e,
avec m = m(u).

11



Les fonctions de transition évaluées en un point m doivent appartenir a U(1), c’est a dire

vm e M, 3, € R ‘ th(m):ei“m.

Le choix p,, = kp(m), o ¢(m) est la longitude de m et k € Z, convient. Choisir k € Z
est nécessaire pour que Tyg soit bien définie quand on fait un tour d’équateur.

On obtient ainsi une suite de fibrés principaux; si & = 0, on a le fibré trivial P = S% x S*.

Exemple 1.3.2 Montrons que S* un fibré U(1)-principal au dessus de S?. On peut voir la

sphere S? comme la sphere unité de R*

S8 = {(z1, T2, 3, 74) € R* | :Ef +x§ —I—:E§+xi =1}

ou comme la sphere unité de C?

S% = {(21,22) € C?| |z1]* + |22)* = 1}.

On considere 'application de Hopf

7.8 — §?
2(1‘11‘3 + $2I4)
(w1, 2, T3, 24) 2(zox3 — x114)

2 2 2 2
ri+ x5 — x5 — )

On peut facilement vérifier qu’elle est bien a valeurs dans S?, et surjective. On considere
a présent les projections stéréographiques de S2. La projection par rapport au pole nord Py

d’un point (&1, &9, &3) = 7(x1, 22, T3, 24) autre que ce pole est (notations complexes)

_€1+’i§2 _l'l—l-'il'g _ﬁ
1—53 ZL’3+'éZL’4 22’

Pn(61,62,63)

avec z; = Ty + 1xy et 2o = w3 + ixy. De méme, la projection par rapport au pole sud Pg

conduit a

Ps(&1,&2,8&3) = ?

1
On note Ug et Uy les hémispheres sud et nord de S? comme & 'exemple 1.3.1. On définit

alors les trivialisations locales

(bElZ?T_l(Us) — USXU(l) (ﬁj_vliﬂ'_l(UN) — UNXU(l)

por () 2 VEARERY
e (77 (2) ). Goa) = (B ) T

12



Ce sont bien des trivialisations (ou plus précisément leurs inverses en sont) d’apres le calcul
précédent qui montrait que m(zy, 22) = Py l(z—;), et elles sont bien définies sur leurs domaines
de définition : en effet, zo = 0 implique x3 = x4 = 0, soit & = & = 0 et u = pdle nord. De
méme pour le pole sud.

Sur Us N Uy, qui est essentiellement I'équateur, on a {3 = 0, donc |21 = 2| = %, d’ou
sur UsN Uy :

22 21

¢;@h@):<a¢<ﬂ),%&a, ¢;@h@):<aﬁ<@),%ko.

D’ou les trivialisations locales pour m € Ug N Uy :

ostm. 1) = (Jspwtm). ). owton. 1) = (L), L),

Sur I'équateur, Py(m) = Ps(m), donc les fonctions de transition y sont donc données par

o \/521
\/52’2

tns(§) =& +i& e U(L).

1.4 Fibré associé

Dans cette section, nous voyons comment construire un fibré associé a un fibré principal
P(M,G).
On suppose que G agit a gauche sur une variété F'; on définit une action de G sur P x F'

par

Gx(PxXF) — PXF
(a,(u, f)) — (ua,a™'f).
On définit alors le fibré associé (E, mg, M, F, G, P), ou E est I'espace quotient (P x F)/G.
On note [u, f] un élément de ce quotient, ou (u, f) € P x I est un représentant de la classe
d’équivalence [u, f]. La projection 7g est donnée par mg([u, f]) = 7(u), bien définie puisque

G agit sur 7~ !(m) pour tout m € M. On définit des trivialisations locales par

wi—l : WEI(UZ) — Uz x F
[, f] +— (7(u),a,f),

ott I'élément a’, € G est défini comme vérifiant ¢; '(u) = (7(u),d’) € U; x G, ou les ¢;
sont les trivialisations locales a partir desquelles est définie ’action de G sur P.

Il faut vérifier que la définition des v; est indépendante du choix du représentant ; soit
donc (v, f') un autre représentant de [u, f] : il existe a; € G tel que v’ = ua; et f' =a;'f.

Alors par définition de I'action de G sur P, ¢; ' (v') = ¢; '(uay) = (7(u), a’,a;), et puisque

m(uay) = w(u), on a ¢; '(u') = (7(u'), ala,), donc a’, = ala; et
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(r(u), @y f') = (7 (u), ayarar f) = (7(u), a,f).
La définition est donc cohérente, et on a bien des trivialisations locales.

Le calcul des fonctions de transition est immédiat par définition de a’, : si m = 7(u)

appartient a U; N Uj;, on pose

Ui ([w, f]) = (m, a,,f) et Vi ([u, f]) = (m, al.f).

Alors af, = t;;(m)al,, et les fonctions de transition sont les ;;.

Dans le cas particulier ou F' est un espace vectoriel V' de dimension finie k, on peut

considérer une représentation de groupe

p:G— GL(V).

Le fibré vectoriel associé P x, V est alors le fibré d’espace total l'espace E égal a
P x V ou sont identifiés les points (u,v) et (ua, p(a)~'v), avec a € G, u € Pet v € V. La

construction précédente s’adapte facilement a ce cas de figure.

Remarque 1.4.1 : 1. Les fonctions de transition valent alors p(t;;), ou les ¢;; sont les
fonctions de transition associées au fibré P sur M. En toute rigueur, le groupe structural

du fibré associé E est ainsi un sous-groupe de GL(V') isomorphe a G.

2. Avec les notations précédentes, la fibre du fibré associé est F', la dimension de (Px F') /G
(respectivement de P x, V') est donc dim M + dim F (respectivement dim M + dim V).

Exemple 1.4.1 Si P = M x G est le fibré G-principal trivial, on a (M x G) x, X ~ M x X
pour toute représentation p : G — GL(X).

Réciproquement, a tout fibré vectoriel £ — M est associé un fibré principal noté GLE,
de fibre GL(KY) (ou K est R ou C selon si la fibre de E est RY ou CV).

Nous allons prouver un fait plus général : étant donnés une variété de base M, un recou-
vrement (U;);en, un groupe G, des fonctions de transition ¢;; (c’est a dire des fonctions telles
que t;j(m) € G pour tout m € M et vérifiant les 3 équations (1), (2) et (3)) et une fibre F
(quelconque), il existe un unique fibré (P, m, M, F, G) ayant ces fonctions de transition.

Il faut donc trouver des uniques m, P et ¢; (trivialisations) qui conviennent.

On pose
X=JuxF

1€EN

et on définit la relation d’équivalence suivante sur X :
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(m,f)eU;x F~(m/,fYeU; x F<=m=m"et f' =t;;(m)f.

On pose alors

P=X/~

ainsi que

7:P— M, [m,fl—m

et

(biZUZ'XF — 7T_1(UZ')
(m, f) +— [m, f].

On vérifie alors sans peine que ces éléments conviennent, et que le fibré obtenu est unique
(& difféomorphisme pres).

Dans le cas qui nous intéressait au départ, il faut vérifier en plus qu’on obtient un fibré
G-principal (avec G C GL(K")) lorsque I'on prend F' = G et les fonctions de transition du

fibré vectoriel de départ F (inclues dans GG) comme fonctions de transition.

Remarque 1.4.2 : Si E est un fibré vectoriel de fibre KV, on considere le fibré principal
associé GLE précédemment construit. Par laction naturelle de GL(KY) sur KV, on peut

associer un fibré vectoriel de fibre KV & GLE. Alors ce fibré vectoriel est difféomorphe & F.

Exemple 1.4.2 On définit le fibré GLM par

GLM = Upen{m} X LM,

ou L,,M est 'ensemble des bases de l'espace tangent 7,,M. On définit la projection
oL 1 GLM — M par mgr(m, B) = m. Soit U; un ouvert de M, et (9/0x") une base de
T,wM sur U;. Une base B = (X7, ..., X,,) de T,,M s’écrit

S,
— K
X0 = EI:Xaaa;u’
/J,:

avec (X#)a, € GL(n,R). On définit les trivialisations locales ainsi :

o7t Y (U) — U; x GL(n,R)
w > (m, (X ap)-

L’action de GL(n,R) sur les bases est claire, et elle est transitive et libre. Enfin, les
fonctions de transition correspondent aux matrices de changement de bases d’une carte a
lautre. En particulier, ce sont les mémes fonctions de transition que celles du fibré tangent ;

GLM est donc le fibré principal associé au fibré vectoriel T'M.
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Remarque 1.4.3 : D’apres la remarque 1.4.2 et ’exemple 1.4.2; on peut voir le fibré tangent
a une variété différentielle comme un fibré vectoriel associé a GLM, c’est a dire que 'on a
™ Y= aLM X, R™ ol p est la représentation qui & une matrice de GL,(R) associe
I’endomorphisme qu’elle représente dans la base canonique.

De méme, on peut définir le fibré SOM par

SOM = Upenm{m} x {bases positives de T, M},

difféo.
et montrer que TM ~ SOM x,R".
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2 Connexions et dérivées covariantes

Cette section s’appuie sur le contenu des références [Hij| et [N] de la bibliographie.

2.1 Connexion sur un fibré principal

Dans toute cette partie, P(M,G) est un fibré G-principal, u est un élément de P, et la
fibre en m = mw(u) € M est G,,. Rappelons que n désigne la dimension de la variété de base
M.

Définition 2.1.1 Soient a € G, u € P; on définit la translation a droite R, : P — P

de a par u par

R,u = ua.

Définition 2.1.2 L’action adjonction de G sur G est 'application

ad : G — G¢
a — ad,:béeG+— aba~t.

La différentielle de ad, en e fournit un automorphisme Ad, de T.G ~ g (algebre de Lie
de G; cf annexe A) défini par A € g — aAa™'.

En effet, si y(t) est une courbe dans G telle que v(0) = e et 7/ (0) = X € g,

d . 1
e _ % - _ -1
tada(c(t)) o 7 ac(t)a o aXa

< 1d0«(“ ( )

On obtient de méme que la différentielle en u de R, appliquée au vecteur X € T, P est
R (u)X = Xa.

Définition 2.1.3 Le sous-espace vertical en u € P, noté V,, P, est le sous-espace vectoriel

de T, P constituant 'espace tangent a G,, en u.

Construisons explicitement V,, P : soit A un élément de 1’algebre de Lie g de G. On définit

une courbe dans P passant par u en t = 0 par la formule :

Rexp tayu = wexp (tA).

1. Par définition, aX est le vecteur de g tel que si v est une courbe dans G admettant X comme vecteur
tangent au point e, la courbe ay admette aX comme vecteur tangent en e; de méme pour la multiplication

a droite.
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Comme 7(u) = w(uexp (tA)) = m (par définition de I'action de G sur les fibres de P),

on a méme une courbe dans G,,.
On définit alors A* € T, P par

Af = %(u exp (tA))

En particulier, pour toute f € C*°(P,R),

=0

AP ) = & Fluexp (14)

Alors A* est tangent a G, en u, et appartient donc & V,,P. On construit ainsi point par

=0

point un champ de vecteurs A* sur P, appelé champ de vecteur fondamental engendré
par A.
On vérifie facilement que pour tout v € P, I'application f : g — V, P, A — Af est un

isomorphisme.

Définition 2.1.4 Le sous-espace horizontal H,P est un supplémentaire de V,P dans

T, P. Noter qu’il n’est donc pas défini de maniére unique en général.

Remarque 2.1.1: 1. Pour X € VP, 7'(u)(X) = 0.
En effet, soit w € P; comme X € V,, P, il existe un unique A € g tel que X = A",
Alors

t=0 t=0 dt

P00 = ') e ()] ) = Grtuesn (4)

2. On a méme que V,, P = ker 7’(u). En effet, on a localement au voisinage de u que mo¢ =
1, ol ¢ est une trivialisation locale et m; est la projection M x G — M. Comme ¢ est
par définition un difféomorphisme, elle induit un isomorphisme entre 15, M x TG ~

TrwyM x VP et T,,P. Le résultat en découle en passant aux différentielles en & Hu).
3. Montrons que pour tout u € P, et pour tout A, B € g, [A*, B¥](u) = [A, B]*(u).
Pour t € R, on pose

Ot (U) = Roxp (tA) (U) = UCXp (tA)

Alors o coincide avec le flot gpAﬁ du champ A* puisque

Clow)| = Suesp ()| = At(u).
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Ainsi, en utilisant la formule

A% B (u) = (B ()] g = (4] )7 () (B ()] o

on obtient

[A* B¥](u) = lim oj(uexp (—tA)) - B*(uexp (—tA)) — B¥(u)

t—0 t
. R 1y (wexp (—tA)) - Bf(uexp (—tA)) — B*(u)
150 t ’

On pose 7,(a) = R,(u) = ua pour u € P, a € G; remarquons que pour tout X € g,

Xu) = Suep (1X))] = Srulexp (1X)| = 7(0)(X),

et de plus

Rfexp (t4) (wexp (—tA)) - B*(uexp (—tA)) = B*(uexp(—tA))-exp (tA)

exp (tA)

= %(uexp(—tA) exp (sB)) o0

= % (uexp (—tA)exp (sB)exp (tA))

s=0

- % (Tu(adexp (—14) (exp (s B))))

= T;(e)AdeXp (—tA) (B)

s=0

D’ou

(A%, B*](u) = lim

Définition 2.1.5 Une connexion sur le fibré G-principal P(M,G) est la donnée d’une

famille (H, P)yep de sous-espaces vectoriels de T, P de dimension n tels que pour tout u € P,
(i) T,P=H,PPV,P;
(ii)) Hye = R, (u)(H,P) pour tout a € G.

2. Pour cette égalité, j’ai utilisé que G était un groupe de matrices, afin qu'on ait G C g et qu’alors
g ) J q g g

exp (—tA) =327, (_Zl)k, d’ot le calcul de la limite. D’apreés [Rod], cela reste vrai pour tout groupe G.
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Remarque 2.1.2 : 1. La propriété (ii) établit que la connaissance d’un espace horizontal
en un point entraine la connaissance de tous les espaces horizontaux sur la fibre de ce
point.

2. D’apres le second point de la remarque 2.1.1, pour tout v € P, 7'(u)| : H, — TryM

est un isomorphisme.

Définition 2.1.6 Une 1-forme de connexion w est une 1-forme a valeurs dans g (c’est a
dire w: u € P+— w(u) € L(T,P,g)) telle que pour tout u € P, w(u) soit une projection de
T.,P sur V,P~g:

roj. -1
wu): T,P =V,P® H,P 2% v,p iy

et qui vérifie les deux propriétés ci-dessous :
(i) w(u)(A) =Aeg (ue P, A* € T,P);
(il) Rrw(w)(X) ™ wua)(R,(u) - X) = Ady-rw = a 'wy(X)a (u€ Pa€ G, X € T,P).

Dorénavant, nous noterons w, au lieu de w(u) pour éviter un exces de parentheses.
En posant, pour tout u € P,

H,P = kerw, = {X € T,,P tels que w,(X) = 0},

la proposition a venir montre qu’on obtient une famille d’espaces horizontaux.

Proposition 1
R (u)(H,P) = H,,P.

Démonstration. Déja, pour X € H,P, wyo(R,(u)(X)) = Riwuw(X) = a'w,(X)a = 0
puisque w,(X) = 0. Donc R, (u)(H,P) C Hy.P.

On conclut en constatant que tous les espaces horizontaux ont méme dimension, en l'oc-
currence dim M, puisque les w, sont des projections de T, P sur V,, P, donc leurs noyaux ont
tous la méme dimension dim P — dim G = dim M, d’ou le résultat.

U

Nous avons donc montré que la donnée d’une connexion est équivalente a la donnée d’une
1-forme de connexion, les espaces horizontaux étant alors les noyaux des w,. La 1-forme de

connexion ainsi définie est appelée connexion de Ehresmann.
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2.2 Dérivée covariante sur un fibré vectoriel
Définition 2.2.1 (F, 7, M) un fibré vectoriel. Une dérivée covariante est une application
linéaire
V:I'M,E) —-T(M,T"M ® E)
vérifiant la regle de Leibniz : Vf € C°(M,R), Vi € T'(M, E),

V() =fov+ V.
Remarquons que T*M & E est bien un fibré vectoriel sur M d’apres 'exemple 1.2.5.

Remarque 2.2.1 : Pour m € M, on peut également voir (Vi)(m) comme un élément de

L(T,,M, 7 1(m)). On retrouvera ce point de vue dans la preuve de la proposition 4.

Etant donné X € I'(M,TM), on peut également définir

Vy:T(M,E) — T(M,E)
b= Vxiom— (V) (m)(X(m), ).
L’élément V xt)(m) appartient ainsi en toute rigueur au bidual 7~ (m)**, que I'on identifie
ar!(m) CE.

L’application Vx est linéaire et vérifie également la regle de Leibniz :

Vx(f)(m) = (V(f))(m)(X(m),.)
= ['(m)(X(m)) x ¢(m) + f(m)(Vep)(m)(X(m),.)
= (['(X)@4v+ fVx¥)(m)

pour toutes f € C*(M,R) et v € I'(M, E).
De plus, si Y est un autre champ de vecteurs sur M, on a, pour toutes f, g € C>*(M,R)

Vixigvh = fVxh + gVy1.

Réciproquement, si pour tout X € I'(M, T M) est donnée une application Vx vérifiant la

regle de Leibniz et la relation précédente, on définit une connexion V par

V:I(M,E) — D(M,T*M® E)
(Vo) (m) : ToM x E* — R
(v,p) +— w(Vyp(m)).

v — VY :mr—

La donnée de V ou de Vy pour tout X € I'(M, T M) est donc équivalente.
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2.3 Lien entre connexion et dérivée covariante

Nous allons maintenant étudier une correspondance entre les connexions sur un fibré

principal P(M,G) et les dérivées covariantes sur le fibré vectoriel associé E.

2.3.1 D’une connexion a une dérivée covariante, premiere version

On suppose que G agit a gauche sur un espace vectoriel ¥ (cf paragraphe 1.4), on se
donne une représentation p : G — GL(X), et on note £ = P x, 3 le fibré vectoriel associé
a P(M,G). On suppose également que P(M,G) est muni d’une connexion w.

Soit 1) € I'(M, E) une section de E ; vue la définition de la projection 7g : E — M, une
telle section est localement de la forme m € M +— [o(m), s(m)] sur un ouvert U de M, ou
o€ ly(M,P)ets:U — ¥ est une fonction.

Comme
TU 75 TP 5 g 7 g1(2) = End(D),
(puisque gl(X) = End(X), cf Annexe A, exemple A.3.1), on définit une dérivée covariante
sur F par

Vx =[o,X(s)+ p'(e) owod'(X)(s)] (X ely(M, TM),

ou X (s) désigne l'action de X sur les fonctions composantes de s. On vérifie facilement
qu’elle vérifie la regle de Leibniz et la C*° (M, R)-linéarité par rapport aux champs de vecteurs,

et qu’elle est donc bien une dérivée covariante.

2.3.2 D’une connexion a une dérivée covariante, seconde version

Nous allons voir maintenant une autre facon d’associer une dérivée covariante sur le
fibré associé a un fibré principal, une connexion sur ce fibré étant donnée. Nous gardons les

notations du paragraphe 2.3.1.

Définition 2.3.1 Soit 7y : [0, 1] — M une courbe dans M. Une courbe 7 : [0,1] — P est
dite relévement horizontal de 7 si m 0% = 7 et que pour tout ¢ € [0, 1], le vecteur tangent

a ¥(t) appartient a Hyq)P.

Théoréme 1 Soit vy : [0,1] — M une courbe dans M et ug € 7= (v(0)). Il existe un unique

relevement horizontal 7 de 7 tel que Y(0) = uy.

Démonstration. Consequence du théoreme de Cauchy-Lipschitz pour les équations différentielles

ordinaires. m
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Corollaire 2.3.1 Soienty ety deux relévements horizontauzr d’une courbe v : [0,1] — M
tels que 7(0) = 5(0)a pour un a € G. Alors Y(t) = 75(t)a pour tout t € [0, 1].

Démonstration. Soit 7 un relevement horizontal de . Alors 7, : t — J(t)a est également
un relevement horizontal de v d’apres la proposition 1. D’apres le théoreme précédent, 7 est

I'unique relevement horizontal ayant pour condition initiale ¥(0)a, d’ou le résultat. O

Exemple 2.3.1 On considere le fibré R-principal trivial P(M,R) sur M = R?\{0}. On note
¢:((x,y),a) — u € P une trivialisation locale. On pose

_ ydx — xdy

+ da.
x? + 92

On peut facilement vérifier que w est une 1-forme de connexion :

— Soit A un élément de l'algebre de Lie de R, c’est a dire A € R; alors par définition de
'action a droite de G sur les fibres de P, si u = ¢((z,y),a) € P, on a

uexp (tA) = ¢((x,y), a + exp (tA)),
d’ou

d
g
A o (uexp (tA)) - 50’

et

=A.

t=0

wu(A¥(u)) = 0+ %(a + exp (tA))

— Row(u)(X) = wue (R (1) (X)) = wua(X) = wy(X) = a tw,(X)a.
En effet, R, est une translation donc sa différentielle en tout point est l'identité, et

Wya = Wy, et R est abélien.

Soit le cercle unité dans M = R*\{0} décrit par v : t € [0,1] — (cos (2t),sin (27t)).
Construisons le relevement horizontal ¥ de v passant par ((1,0),0) : soit
de 0 dy 0 da O
= b b
dt Ox  dt Oy dt da

le vecteur tangent a y(¢). Il est horizontal si et seulement si w5 (X) = 0, soit

dt 22(t) + y2(t)  dt 22(t) +42(t)  dt ~— i
car moy=vy

D’ou a = 27t+ constante, et Y(t) = ((cos (27t), sin (27t)), 27t) : c’est une hélice au dessus

du cercle unité.
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Définition 2.3.2 Soit E le fibré associé a P et ¢ = [o,s] € I'(M, E) une section de E, et
X un champ de vecteurs sur M. On construit point par point la section Vx ainsi : pour
X(m).
Soit également 4 un relévement horizontal de 7, d’origine ug € 7~ 1(m). On a ¥(y(t)) =
[o(7(8)),s(v(t)] et m o a(y(t)) = ~(t) donc o(y(t)) € 7~ (v(t)) > F(t) donc pour tout

t € [0,1], il existe a(t) € G tel que a(y(t)) = Y(t)a(t).
Par définition de la relation d’équivalence sur E, on a donc

m € M fixé, on considere une courbe 7 : [0,1] — M telle que v(0) = m et v/(0)

P(v(#))

Alors par définition,

(Vxi)(m) = 7(0),

Remarque 2.3.1 : 1. 1l y a beaucoup de choses a vérifier dans cette définition, en parti-
culier qu’elle ne dépend pas du choix du chemin 7 (mais cela est clair), ni du choix du
relevement horizontal 7 : soit donc 4 un autre relevement horizontal de v, de condition
initiale 7(0) = vy. Il existe ag € G tel que uy = voay puisque ug et vy sont dans la méme
fibre 7=(m).

D’apres le corollaire 2.3.1, ¥ = 5(t)ay pour tout ¢, d’ou

] = o Seemsto

=0 |

7(0), plag")

dt

olasoo)]_ |

d

7(0), = pla(t)ag)s(v(1))

t=0]
Il faudrait de plus vérifier que la définition définit bien une dérivée covariante.

. Par le calcul, on obtient que cette définition est équivalente a la définition de la section
2.3.1 (ou l'on avait pris en fait le relevement horizontal 7 tel que 7(0) = o(m)).

Cette deuxieme définition ne fait pas apparaitre explicitement la connexion w, mais elle
est “cachée” dans la notion de relevement horizontal, qui demande que soient définis

les espaces horizontaux. On retrouve w en développant le calcul : cf [N], pages 348-349.

2.3.3 D’une dérivée covariante a une connexion

Réciproquement, étant donnés un fibré vectoriel (E,r, M) sur un corps K, de fibre KV,
et une dérivée covariante V, on peut définir une 1-forme de connexion w sur GLE, fibré

GL(KY)-principal associé : on a déja vu que I'ensemble des sections de E formait un espace
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vectoriel de dimension N : on peut donc considérer N sections locales de E linéairement

indépendantes

s= (1, ., bn): U — GLE (U C M).

On définit alors N? 1-formes wg,, par

N
Vxtha = Y waa(X)¥g
B=1

pour tout X € I'y (M, TM).

On utilise maintenant le théoreme suivant pour conclure.

Théoréme 2 Soit P(M,G) un fibré G-principal. Soit (U;)ien un recouvrement ouvert de M,
et o; une section locale définie sur U; pour tout i. Soient des I-formes A; sur chaque U; a
valeurs dans g vérifiant, pour tout 1 # j, m e U;NU; et X € T,, M :

Aj(m)(X) = t35" (m) Ay (m) (X)ti;(m) + £ (m)dts; (m) (X),

ot les t;; sont les fonctions de transition du fibré.

Alors il existe une unique 1-forme de connexion w sur P telle que A; = ofw pour tout 1.

On applique alors ce théoreme & GLE(M, GL(KY)) et a la 1-forme A = (wga)1<as<n 2
valeurs dans g = gl = End(K") sur U, ce qui prouve l'existence et I'unicité de la 1-forme de

connexion w sur GLF.

Remarque 2.3.2 : A priori, la 1-forme de connexion donnée par le théoreme dépend du
choix du recouvrement ouvert et des sections o;. Dans notre cas, on peut vérifier que pour
toute section locale o € I'y (M, GLE), on a 0w = (wga)1<a,p<n ; en effet, le changement de
section va agir sous forme d’un changement de base sur (wga)1<a.s<n, €t la matrice changera

mais pas 'endomorphisme de End(K™Y).

Démonstration du théoréeme 2. La démonstration étant assez longue et technique, je renvoie
a [N], pages 332 a 335.
O

Remarque 2.3.3 : 1. D’apres la remarque 1.4.3, si on a une dérivée covariante sur le
fibré tangent T'M d’une variété M, on obtient donc une unique 1-forme de connexion
sur GLM. De la méme fagon, si (M, g) est une variété riemannienne, la donnée d’une
dérivée covariante sur TM conduit & une 1-forme de connexion sur le fibré SO,,(R)-

principal SOM. Nous reviendrons a cela dans la partie 5.1.
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2. Si le fibré vectoriel E est une variété différentielle munie d’'une métrique g et d'une
dérivée covariante V compatible avec la métrique, c’est a dire telle que Vi), ¢ € T'(M, E)
et X € I'(M,TM), on ait

X(g(, ) = g(Vx,0) + g(¥, Vxo),

alors pour toute base orthonormée s = (¢1,...,¥n) : U — SOE, pour tout m € M,
la matrice de (wga(m))as dans cette base est antisymétrique (c’est donc un élément de
I'algebre de Lie soy ~ Q*(RY) de SOy(R) : cf annexe A, exemple A.3.1).

En effet, soit X € I'(M,TM); pour tout 8, a € {1,..., N},

wpa(X) = g3, wra(X)hy, ¥5)
= Q(VX%MDB)

= _g(wa, VX¢ﬁ)
= —was(X).

2.4 La courbure

M une variété différentielle. On note QF(M) = {n : TM A ... N'TM —s R} P'ensemble

k fois
des k-formes différentielles sur M. On généralise cette définition aux k-formes 1 a valeurs

dans un espace vectoriel V' de dimension finie p, ce que nous notons n € Q¥(M) ® V. Une

telle application 7 s’écrit

p
n= ZUO‘ ® €a;
a=1

oll (€4)1<a<p st une base de V et avec n* € Q%(M) pour tout a.

On note Q* (M) @V = &2 QN M)V = &l_QF(M)® V. Cet ensemble est muni d'une
structure de fibré vectoriel sur M telle que ses sections soient les formes différentielles sur M.

On suppose connue la notion de dérivée extérieure, que 'on notera d (et qui & un
élément de Q7 (M) associe un élément de Q"(M) pour tout r € N).

Définition 2.4.1 Soit P(M,G) un fibré G-principal muni d’une 1-forme de connexion w, et
n € QF(P)® V. La dérivée covariante de 7 est 'élément Dn de Q1 (P) @ V défini par

Dn(Xla >Xk+1) = dT/(Xle >Xl£i-1) (X € F(P, TP))u

oundn=> dn*®e, et X1 est la composante selon H,P du vecteur X € T, P.

Remarque 2.4.1 : On vérifie facilement que 'appellation est justifiée, et qu'on a bien une

dérivée covariante au sens de la définition 2.2.1.
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Définition 2.4.2 Soit P(M,G) un fibré G-principal muni d’une 1-forme de connexion w.

La 2-forme de courbure 2 est la dérivée covariante de w :

Q=DwePP)®g.

Proposition 2 La 2-forme de courbure vérifie, pour tout a € G,

R'Q = a'Qa.

Démonstration. Par définition, pour u € P et X, Y € T,,P, on a

(Ra€2)u(X,Y) = Qua (R (u)(X), By (u)(Y)).

Ainsi,

(Ra)u(X,Y) = dwia((R;(u)(X))", (B (u)(Y)")

— (R () (X, R () (V) (propriété 1)
= d(Riw), (X YH)
= d(a 'wa), (X7 YH) (définition 2.1.6)
= 0 ldw, (X1, Y )
= a'Q,(X,Y)a.

U

On définit le produit extérieur A, associatif, multilinéaire et alterné sur Q*(M) ® V' par

dz" A N datr = Z sign(o)dzt® @ ... @ dztom.
oeB,

En particulier, si R et S sont deux formes différentielles de degré r et s respectivement,
R A S est de degré r + s et on a
RAS=(-1)""S AR.
Remarquons que R A R # 0 en général ; par contre c’est vrai si R est d’ordre 1.

On va maintenant définir le commutateur de deux formes différentielles a valeurs dans g.
Soit donc (7,,) une base de g et

dim g dim g
n:Zﬁ“@TaEQq(M)(X)g, g;ZgC“@TaeQP(M)@g.
a=1 a=1
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On pose

En] = EAn—(=1)PpA¢
= DapTa - Tp* A0’ — (=1)P T - Ton” A E°
= Za,ﬁ[TaaTB] ®£a /\T]B.

Dans le cas ou £ =n, on a

[€,€] =26 N E.

On obtient ainsi une (p + ¢)-forme a valeurs dans g.

Lemme 1 Soitu € P et X,Y € V,P; alors [X,Y] € H,P.

Démonstration. Si -y est une courbe dans G engendrant le champ de vecteurs Y (V, P ~ g),

et u € P, on a (d’apres une formule déja mentionnée a la remarque 2.1.1)

Y, X)(w) = lim ¢~ (R ) (s (6) ) X (wr(8) ) = X ().

D’apres la proposition 1,

R (uy() ™)X (uy(H) ™) € Hunyy-10) = HuP,
donc [Y, X] € H,P.

Ce lemme permet de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 3 Soient X, Y € T, P. Alors Q et w vérifient I’équation de structure de
Cartan
Q(X,Y) = dw(X,Y) + [w(X), w(Y)].

Cette relation s’écrit encore

Q=dw+wAw.

Démonstration. Montrons déja que la deuxieme formule égale bien la premiere : soient
X, YeTl,P,

[w,w](X,Y) aplTe, Talw* AW’ (X,Y)
a5[Te: Tyl [w* (X)wP (V) — w?(X)w (V)]

= [wX),w(Y)] - [w(Y),w(X)] = 2[w(X), w(Y)].

= 2
= 2
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Donc

QX,Y) = (dw + %[w,w]) (X,Y) = (dw +wAw)(X,Y).

Prouvons a présent la premiere formule. On distingue trois cas de figure :

e X, Y € H,P; par définition, w(X) = w(Y) = 0, et Q(X,Y) = dw(X2, V) =
dw(X,Y).

e X € H,P,Y € V,P;alors Y = (0 donc 2(X,Y) = 0. On a également w(X) = 0, donc
il faut montrer que dw(X,Y) = 0. Or la dérivée extérieure d'une 1-forme est donnée

par

dwu(Xv Y) = X(wu(y)) - Y(wu(X>> - wu([X7 Y]),

soit ici

dw,(X,Y) = X(w,(Y)) — wu([X, Y],
ot X (w,(Y)) correspond bien sur a I’action de X sur les composantes réelles du vecteur
w,(Y) € g. Lapplication u € P — w,(Y) est en réalité u € P — w, (Y (u)), on ¥
est le champ constant a valeurs dans VP = U,ep{u} x VP ~ g qui vaut Y.

Comme Y € V,P, il existe (un unique) V € g tel que Y = V¥ et alors d’apres la

définition 2.1.6, w, (Y (u)) = V est constant, donc X (w,(Y)) = 0.
Enfin, d’apres le lemme, [X,Y] € H,P donc w([X,Y]) = 0.
o XY € V,P;alors QX,Y)=0et X(w(Y)) =Y(w(X)) =0 comme précédemment,
d’ou
dw(X,Y) = —w([X,Y]).

D’apres le deuxieme point de la remaque 2.1.1, [X,Y] € VP : il existe A € g tel que
wX,)Y)=Aet A =[X,Y]. Sideplus B =X et C* =Y, on a

w(X), w(Y)] =[B,C]= A
puisque [B, C)* = [B*, C*] = [X,Y] = A*. Donc [w(X),w(Y)] = w([X,Y]) et

0= dw(X,Y) +w([X,Y]) = dw(X,Y) + [w(X),w(Y)].

Par linéarité et antisymétrie de €2, I’'étude de ces 3 cas suffit a prouver le théoreme.
U

Définition 2.4.3 Soit (F,m, M) un fibré vectoriel muni d’une dérivée covariante V compat-

ible avec la métrique. On définit le tenseur de courbure par

R:T(M,E) 5 T(M,T*M ® E) — T'(M,Q*(T*M) ® E),
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ou
Vie®1yp) =da® —aA V.

Proposition 3 Soit (E,m, M) et V comme précédemment. On se donne une section locale
o= (¢Y1,....,0n) € Ty(M, SOE), et on note (Wga)1<a.p<n la connezion définie dans la section
2.3.3. Alors on a

N
:ZQBa@?W

B=1

pour tout o € {1,..., N}, ou Q est la 2-forme de courbure associée d w.

Démonstration.
V(V(a) = Z% ® p) = Z (o ® ©5)
= Z (dea (%9 ’(/)5 — Wga N <Z Wyg & @Dy))
B
= Y (dwpa @) — Z Z Woa A W @ 1y (Fubini)
B
= Z (dwpa ® V3) Z Z Wrya A\ Wy @ g (Changement d’indices)
B
= Z (dwm — wa A wm) ® Y3
B v
= Z (dea + ZW5.Y VAN ww> ® Y3
B Y
= Z Qﬁoc X wﬁ‘
B
O
Proposition 4 On a la relation usuelle
Rxy = [Vx,Vy] = Vixy (X, Y e (M, TM)).

Remarque 2.4.2 : Pour tousm € M, e '(M,E) et X,Y € T,,M,

(Rxy¥)(m) = (Ry)(m)(X,Y,.) € 7~} (m)™ ~ 77" (m).
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Démonstration. Soient X,Y € I'(M,TM) et ¢ € I'y(M, E) une section locale. Avec les 13
comme dans la démonstration précédente, il existe des a; € Ty (M, T*M), i = 1,...,n telles

que

Vip = Zai ® Pg.
1,8

Alors, pour tout m € M et toute section locale ¢ € I'y;(M, E), en considérant (Rv)(m)
comme un élément de Q*(7T,,, M, 7=*(m)) (applications bilinéaires antisymétriques définies sur

(T;,M)? & valeurs dans 7~*(m)), on a

6(V¢)(X= Y) = Z(daz ® wﬁ)(Xv Y) - (ai A Vwﬁ)(Xv Y)
1,8
= Z(X(ai(Y)) = Y(i(X)) — ai([X, Y]) Y5 — i(X)Vyths + i(Y)Vxig

i,
= Y Vx(ai(Y)ts) = Vy(ai(X)hs) — eu([X, Y]))tbg
i,

= (VxVy = VyVx = Vixy)v.
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3 Groupes pinoriel et spinoriel

Dans toute cette partie, V' désignera un espace vectoriel de dimension n sur un corps
K, et ¢ une forme quadratique sur V. On notera indifféremment la forme quadratique q et
la forme bilinéaire symétrique associée. C’est volontairement qu’est choisie la méme lettre n
que pour la dimension de la variété M dans les parties précédentes vue l'utilisation qui sera
faite plus tard de cette section. De plus, il n’y aura aucune ambiguité dans cette section ni
dans la suivante puisqu’il ne sera question que d’algebre, et qu’on ne parlera pas du tout de
variété différentielle.

On pourra également consulter [Hij] et [LM] pour l'essentiel de cette section.

3.1 Algebre de Clifford

Définition 3.1.1 L’algebre de Clifford CI(V,q) associée a l'espace vectoriel V' et a la

forme quadratique ¢ est I'algebre associative unitaire

Cl(V.q) =T(V)/1(V,q),

ou T'(V) est lalgebre des tenseurs sur V, et I(V,q) l'idéal de T'(V) engendré par les
tenseurs de la forme v ® v + ¢(v)1 pour v € V.

Théoréme 4 (Propriété universelle) Soit A une algébre associative unitaire et f:V — A

une application linéaire vérifiant

pour tout v € V.. Alors f s’étend uniquement en un morphisme de K-algébres

f:ClV,q) — A.

De plus, Cl(V,q) est Uunique K-algébre associative ayant cette propriété.

Remarque 3.1.1 : 1. D’apres cette propriété, 'algebre de Clifford de V' est également
I’algébre engendrée par V et la relation v? = —q(v)1, qui définit le produit interne de
I’algebre.

Si la caractéristique de K est différente de 2, c’est également 1’algebre engendrée par V

et la relation x -y +y - = —2¢(z,y)1 pour tous x,y € V.

2. La dimension de 'espace vectoriel sous-jacent de CI(V,q) est 2", et si {ey,...,e,} est

une base de V', une base de CI(V,q) est donnée par la famille

{eilm..-eik\1§i1<...<ik§n, OSI{ZSH}
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3. On a un isomorphisme d’espaces vectoriels entre 'espace Q*V des formes différentielles

sur V et CIl(V,q), donné indépendamment du choix de la base {ey,...,e,} de V par

0:V — Cl(V,q)

i, N Ney, — €06

Exemple 3.1.1 On se place sur V = R" et on prend pour ¢ le produit scalaire canonique et
on note {eq, ..., e, } la base canonique. On note également C1,, I'algebre de Clifford associée.
— Pour n =1, €2 = —1 d’aprés la relation définissant le produit sur I'algébre de Clifford.
Comme on a vu qu’une base de I'algebre de Clifford est donnée par {1, e;}, on en déduit

que

algebre
~Y

Cly =~

— Pour n = 2, de méme €2 = €3 = (e - €3)?> = —1, et e - e = —ey - €1 ; une base de Cly

étant donnée par {1,e1,es,€1 - €2}, on a

algebre
~

Cl, "R,

ou H est 'algebre des quaternions, avec ¢ = ey - eg, j = ey, k = es.
— Pour n = 3, une base de Cl3 est {1,e1,ea,€3,€1 - €a,€5 - €3,€3 - €1,€1 - €5 - e3}. On peut

de méme identifier ces vecteurs avec des éléments du corps des quaternions :

(1,61 -€2,60-€3,e3-€1) ~(1,4,7,k)

et
(e1,€2,€3,€1 €3 €3) ~ (i,7,k,—1).
D’ou
algebre
OlL "~ HoH.

On peut faire le lien entre le produit extérieur dans I’algebre extérieure et la multiplication

de I'algebre de Clifford par la proposition suivante :

Proposition 5 Soient v € R™ et ¢ € QP(R™). Alors

v-0O(p) = @(@_1(21) Ap—071v) 4 gp)
et
6(p) v =O((-1(07 () A e+ 07 (1) 1 ¢)).
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Pour plus de clarté, on identifiera & présent les éléments de Q*(R") et leurs images par

I'isomorphisme ©.

Démonstration. Rappelons d’abord la notion de produit intérieur 1 :si p € QP(R™), on définit
v e P YR par

(’U _ QO)(Ul, ...,up_l) = go(v,ul, ...,Up_l).

Puisque les assertions sont linéaires en v et en ¢, il suffit de les prouver pour v = ¢; et
p=-e; N...\e,.
e S'il existe i tel que j =i, on a v A @ = 0 et pour tout (uy, ..., up_) € R¥1

(v 2 @) (Ut tupa1) = ey A A (€5, U, s Up—1)
= (=1)F e, Ao A€ (Ury e, up_1, €5, Uk, ooy Up_1)

— k—1
= (—1) €1 VANPYRVAN €ip_1 N eik+1 VANPYRAN eip(ul, ey Ug—1, Uk, ...,Up_l).

Donc v 5o = (=1)"e; Ao Aey,  Aey, A Ny, dott

vap = (D) le, e e ey
= (=1)fes, - oov€ip €5y s iyt €
—
= (=1)* teeq vy
= —v-0p
= (=1)Pp-wv.

o Sijé&{ir,....ip},vip=0cet

vAp = ejNey N...N\eg,
et €yt €
= v
= (=1)Pp-v.

Le théoreme de propriété universelle admet le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.1 Si u est une isométrie vectorielle entre les 2 espaces (V,q) et (W, g), elle

s’étend uniquement en un morphisme de K-algebres

u:Cl(V,q) — CUW, g).
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En particulier, I'isométrie —Id de (V, q) se prolonge en 'application

a:ClV,q) — Cl(V,q)

iy i > (=1D)Fe; ey,

Posant Cl(V,q) = {p € Cl(V,q) | alp) = (=1)%p} pour i,j € {1,2}, on obtient une

décomposition en somme directe

Cl(V,q) = ClI°(V,q) & CI'(V,q),

avec de plus C14(V, q) - Cl*(V,q) C CI"(V,q) pour 4, j € Z,. La décomposition en somme
directe d’espaces propres est claire puisque a est une involution, donc diagonalisable (si K
est de caractéristique différente de 2). Ceci muni l’algebre de Clifford CI(V, ¢) d'une structure
d’algebre graduée.

Le sous-espace C1°(V,q) est appelé la partie paire, et CI*(V,q) est appelé partie im-
paire. Notons que CI1°(V, q) est une sous-algebre de C1(V, q), mais CI*(V, q) est seulement un
sous-espace vectoriel. Ces deux espaces vectoriels sont isomorphes : étant choisi ¢ € CI}(V, q)

inversible (par exemple ¢ = e; oll e; est un vecteur unitaire de V'), 'application

fo:C(V,q) — CIY(V.,q)
Vo Qv

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Proposition 6 On note ||.|| le produit scalaire canonique sur R™. Alors Cl, = CI(R™,|].]|)

et CIO, . = CUR"™|.IN° sont isomorphes (isomorphisme d’algébres).

Démonstration. Soit {ey, ..., e,+1} la base canonique de R, et {ey, ..., e,} celle de R" (apres

plongement). On définit une application linéaire f par

€ > € €Entl.
On a f(e;)> = —1 pour tout ¢ donc par la propriété universelle, f se prolonge en un

morphisme d’algebres f de Cl, dans CI9_,. L’application f est injective; en effet, si on

regarde les images des vecteurs de base de Cl,, par f, on obtient :

f(e,-l tat 6i2k) = :l:e,-l Ceet Cgp
flei - €iny) = Feip o €igyy  Cny

(avec i; € {1,...,n} Vj). Ces images constituent clairement une famille libre, d’ott 'injec-
tivité. Comme les deux espaces ont la méme dimension 2", f est un isomorphisme.
O
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Définissons enfin la transposition ; sur 'espace T'(V') des tenseurs sur V, la transposition
()t est 'application linéaire sur T'(V) définie & partir de (z;, ® ... ® ;) = z;, @ ... @ x,.
L’image par ()" de I(V,q) est incluse dans I(V, q) donc on peut définir la transposition sur

le quotient par (z;, « ... -2y, ) = x4, - ...

k * Ly -

3.2 Groupe pinoriel et groupe spinoriel

On note C1*(V, q) le groupe multiplicatif des éléments inversible de I’algebre CI(V, q) :

Cl*(V,q) ={p € CU(V,q) | Jp~" € Cl(V,q) tel que p - "' =o' - p =1}

Ce groupe contient en particulier les éléments v de V' tels que q(v) # 0 : si v? = —q(v) =
A0, vt = 7. Si K =R ou C, c’est un groupe de Lie de dimension 2". De plus, un résultat
concernant les algebres de Lie nous dit que si A est une algebre associative unitaire sur R
ou C, alors le groupe des éléments inversibles A* de A est muni d’'une structure de groupe
de Lie et que son algebre de Lie a* est isomorphe a A. Dans le cas des algebres de Clifford

réelles, on a donc que ¢[* est un groupe de Lie dont I’algébre de Lie est C1,, munie du crochet

de Lie [¢1, 2] = v1 - 02 — @2 - 1.

Définition 3.2.1 La représentation adjointe est le morphisme

Ad: CI*(V,q) — GL(CI(V,q))

x — Ady:pr—z-p- -zt

Remarquons 'analogie avec la définition 2.1.2.

Etudions sa différentielle en 1 : si 7 est un chemin dans C1*(V, q) tel que v(0) = 1 et
7'(0) = o € (V. q),

Ad'(1): cl*(V,q) — gl=L(CL(V,q))

y — (Ad)()(go) : ¢ € CUV, q) — [0, -
En effet, Ad'(1)(40)(p) est le vecteur tangent en 0 & Ad(vy(¢))(p) = ~(t) - ¢ - y(¢) !, soit

Ad' (1) (po)(p) = (0)-¢-v(0) +7(0) - -
= o P — - =po,wp.

(v)'(0)

3. Le produit d’un élément de g par un élément de G est défini comme dans la définition 2.1.2, donc ici
de méme pour le produit d’un élément de c[* (V, ¢) par un élément de CI(V, q).
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Jusqu’a la fin de cette section (et méme du rapport), la caractéristique du

corps de base sera toujours supposée étre différente de 2.

On va s’intéresser maintenant aux éléments de C1*(V,q) dont I'image par Ad envoie V/

sur V. L’ensemble de ces éléments est appelé groupe de Clifford.

Proposition 7 Siv € V C CU(V,q) est tel que q(v) # 0, alors l'image de V' par Ad est

exactement V' ; plus précisément, dans ce cas, —Adv‘v est la réflexion orthogonale par rapport
1.

av
—Ad,(w) =w — 2q(w,v)v (weV).
q(v)
Démonstration. v=! = TZ}) donc pour tout w € V,
—q(v)Ad,(w) = —q)v-w-vl=v-w-v

= —v*w —2q(v,w)v = q(v)w — 2q(v, w)v.

O

Cette propriété montre donc que {v € V | g(v) # 0} est inclus dans 'ensemble des
éléments ¢ de CIl(V,q) tels que Ad,(V) = V. Ceci nous invite a considérer le sous-groupe
P(V,q) de C1*(V, q) engendré par les éléments v de V' vérifiant g(v) # 0.

Proposition 8 On a un morphisme surjectif

Ad‘P(V,q) 1 P(V,q) — O(V. q),
ou O(V,q) = {F € GL(V) | Vv € V. q(F(v)) = q(v) }.

Démonstration. Conséquence du théoreme de Cartan-Dieudonné.

Définition 3.2.2 Le groupe pinoriel Pin(V, q) est le sous-groupe de P(V, q) engendré par
les éléments v de V' vérifiant g(v) = £1 :

Pin(V,q) ={vy-...-v. | r > 1 et Vi,v; € P(V,q) et q(v;) = £1}.
Le groupe spinoriel Spin(V, q) est défini par

Spin(V,q) = Pin(V,q)nCI°(V,q)
= {v1-...-v. | v; € P(V,q) et r pair}.
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Proposition 9 Les morphismes suivants sont surjectifs :

Ad‘Pin(Mq) :Pin(V,q) — O(V,q),
Ad‘Spin(V,q) : Spll’l(‘/, q) — SO(‘/a q)7
ot SO(V,q) ={F € O(V,q) | det F" = 1}.

Démonstration. Conséquence des théoremes de réduction des endomorphismes orthogonaux

sur un espace quadratique.
O

3.3 Cas de ’espace euclidien R"

On s’intéresse dans cette section au cas de R”, muni de son produit scalaire canonique

('7 )
3.3.1 Propriétés de Spin,,

On note Pin,, et Spin,, les groupes pinoriel et spinoriel associés; alors

Pin, ={vy - ... v, | r > 1et Vi,v; € R" et |Jvy]| = 1}.
Spin,, = {v1 ... - vg | Vi,v; € R™ et |luif| = 1}
Remarque 3.3.1 : L’inverse d’un élément a = vy - ... - vy € Spin,, est a’.

Proposition 10 1. Sin > 2, Spin,, est conneze par arcs.

2. 8in >3, Spin,, est simplement conneze.

Démonstration. 1. Soient @ = vy ... Vg, # b= 1wy - ...-wy € Spin,,, avec k, [ € N tels que
k 2 l> et (zla ooy L2ky Y1, "'ay21) S (Sn—1)2(k+l).

Comme n > 2, la sphere unité S"~! de R" est connexe par arcs : soient donc

¢ + 10,1 — Spin,,, 1=1,...,2l

des chemins dans S™~! joignant respectivement v; & w; dans S™~1.

Pour j € {2] +1,...,2k}, on utilise de nouveau la connexité par arcs de S"~! pour
considérer les chemins
d; : [0,1] — Spin,,, j=2l4+1,..,2k

tels que dy,y1 joigne vg,yq a v et dy, joigne vy, & —v; dans Sn—t,
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On obtient ainsi par produit un chemin joignant vy - ... - Vo & Wy - ... - Wy - V1 - (—v1) -

-v1 - (—v1) dans Spin,, c’est a dire joignant a & b dans Spin,,.

2. On admet la simple connexité de Spin,, pour n > 3.

Remarque 3.3.2 : Le premier résultat de la proposition subsiste pour une forme quadra-
tique de signature différente de (1,1) sur un espace quadratique quelconque (de dimension
supérieure ou égale a 2).

Le résultat fondamental de cette partie est le suivant, qui permet d’identifier Spin, au

revétement universel de SO, (R) (cf annexe B pour des rappels sur la notion de revétement).

Théoréme 5 On a la suite exacte suivante :

0 — Zy — Spin,, Ad, SO, (R) — 1.

Ainsi, sin > 2, Ad est un revétement (topologique) non trivial a deux feuillets de SO, (R).

De plus, sin > 3, c¢’est son revétement universel.

Remarque 3.3.3 : Ce résultat se généralise au cas d'une forme quadratique non dégénérée
de signature (r,s) sur un R-espace vectoriel de dimension supérieure ou égale a 2, excepté

pour le cas de la signature (1,1) sur R?.

Démonstration du théoréme 5. Tout élément a € Spin,, C C1° peut s’écrire a = ag+e;-ay, ol
ag € CI2 et a; € CI} sont des combinaisons linéaires de produits d’éléments e; ne contenant
pas eq. Puisque les produits apparaissant dans 1’écriture de ag sont des produits de nombres
pairs de ej, e; - ap = ag - €;.

De meéme, puisque les produits apparaissant dans I’écriture de a; sont des produits de
nombres impairs de e, e; - a; - e; = —ej - €1 - a; = ay.

-1

Supposons de plus que a € ker Ad : en particulier, Vv € R", a-v-a~ = v. Le choix v = e;

amene a

(ag+ey-ar)-ep =e1-(ap+e1).

Soit encore

ap- €1 +a; =e1-ag — aj.

Donc a; = 0, soit a = ag, c’est a dire que a ne contient pas e;. En procédant de méme
pour tous les e;, on obtient ker Ad }Spin C {—1, 1}, et I'inclusion réciproque est triviale ; donc

ker Ad‘Spin = {—1,1}, et on a bien une suite exacte.
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Le morphisme Ad| spin, fournit clairement un revétement a 2 feuillets de SO, (R) d’apres
ce qui précede. Pour montrer qu’il est non trivial, il faut montrer qu’il n’existe pas
d’homéomorphisme entre Spin,, et le revétement trivial SO, (R) x Z,. Le revétement triv-

ial est donné par

p:S0,(R) xZy — SO,(R)
(F k) — F.

Les antécédents de Id sont donc (Id,1) et (Id,—1), qui sont dans deux composantes
connexes distinctes de SO, (R) x Zs.

Les antécédents de Id par le revétement Ad : Spin,, — SO,,(R) sont —1 et 1; si on prouve
qu’ils sont dans la méme composante connexe, il ne pourra pas exister d’homéomorphisme
de revétements entre Spin,, et SO, (R) X Zs.

On choisit e et e5 deux vecteurs unitaires orthogonaux de R™ (possible car n > 2) et on
considere la courbe :

v:[0,5] — Spin,
t —— (ersint + eycost) - (eysint — ey cost).

C’est bien un chemin continu dans Spin,, joignant y(0) =1 a (3) = —1.

D’apres la proposition 10, Spin,, est simplement connexe si n > 3, donc d’apres le
théoreme 18 de I'annexe (avec SO, (R) connexe par arcs), Spin,, est le revétement universel
(topologique) de SO, (R) pour n > 3.

U

Corollaire 3.3.1 Spin,, est compact.

En effet, c’est une conséquence directe de la cinquieme assertion de la proposition 48 de

I'annexe B, puisque SO,,(R) est compact et que les fibres ont deux éléments.

Remarque 3.3.4 : Le groupe CI des éléments inversibles de 1'algebre de Clifford C1,, est
un groupe de Lie (déja vu); Spin, en est un sous-groupe, fermé car compact, donc c’est un
groupe de Lie (cf théoreme 15 de 'annexe A). En particulier, on peut regarder si, mieux
qu'un revétement topologique, Spin,, est un revétement de groupe de Lie de SO, (R). C’est
effectivement le cas, la démonstration est absolument analogue a la précédente en utilisant

le théoreme 20 de I'annexe. D’apres la proposition 50 de 'annexe, les algebres de Lie spin,,
n(n—1)

et s0,, sont isomorphes, donc Spin,, est de méme dimension que $0,, a savoir ——

3.3.2 Spin,, en petite dimension

e Spiny = {—1,1} ~ Z,. En particulier, le revétement de SO;(R) = {1} par Spin; a

encore deux feuillets, mais est evidemment trivial.
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e Spiny ~ S! (isomorphisme de groupes de Lie) ; d’apres 'exemple 3.1.1 et la proposition
6, C19 ~ Cl; ~ C (isomorphismes d’algebres). Spiny est donc un sous-groupe de Lie
connexe de C.

Pour poursuivre, nous allons présenter le groupe Spin, a partir d’'une condition de
normalisation. On définit N : CI9\{0} — R% -1 ~ R* par

N(p=M1+Xe1-e) = p-¢
= (M1+Xser-ea) - (M1 + Aaes - eq)
= (M14Ageg-ea) - (M1 — daeq - e3).
ou A; et Ay sont des réels.

L’application N est bien & valeurs dans R* -1 car pour tout ¢ € CI3, N(p) = (A\j+A3)1.

En particulier, N est un morphisme de groupes puisque pour tout ¢;, @y € C19,

N(<P1'<P2) = ©Y1-P2- (901902)t 2901'<P2'90§'80§ 2901'N(902)'80§
1
=u

= 1 PiN(p2) = N(©1)N(p2).

Montrons que

Spin, =ker N = {p € Cl3 | N(p) = 1}.
Si ¢ € Spiny, N(p) = - o' = ¢ -p~t =1 d’apres la remarque 3.3.1.
Réciproquement, si z = A\;1 + Ageq - eg Eker Ny ona A2 + A3 =1 et

@Y= €1 - (—)\161 + )\262) S Spin2.

7

est €St

Donc Sping = ker N, soit

Spin, ~ S*.

Remarquons que S! n’est pas simplement connexe (son revétement universel est R, voir

I'exemple B.1.1 de 'annexe B), le théoreme 5 est donc en défaut pour n = 2.

e Sping ~ S? (isomorphisme de groupes de Lie), ot S? est la sphere unité de Palgebre H
des quaternions; toujours d’apres 'exemple 3.1.1, on sait que C19 ~ Cl, ~ H.
Rappelons un résultat sur les quaternions; notant Hy le sous-espace de H des quater-
nions purs, cest a dire Hy = {xi + yj + 2k, z,y,2 € R} ~ R3, on a un morphisme de

groupes

A:SP — SO(H()) ~ SOg(R)
1

u — Sy:r€e€Hy—u-x-u .
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Ce morphisme est surjectif, de noyau RN S® = {—1,1}. Il constitue un revétement &
2 feuillets de SO3(RR), qui est universel puisque la spheére unité de H est simplement
connexe. Donc Sping ~ S? par unicité.

e Spiny ~ S% x S? (isomorphisme de groupes de Lie) : le raisonnement est absolument

identique au cas n = 3 en considérant le morphisme de groupes

A:S?P xS — GL(H)
(z,y) — Sy u€H+—z-u-y '

Ce morphisme a pour noyau {—1,1} et pour image SO4(R) : il constitue donc un

revétement de SO4(R), et par simple connexité et unicité, Spiny ~ S% x 3.

Pour terminer, nous allons déterminer ’algebre de Lie du groupe spinoriel Spin,.

/
Théoréme 6 L’application <Ad}spin ) (1) : spin, — s0,(~ Q*(R")) est un isomorphisme

d’espaces vectoriels vérifiant

<Ad}spinn>’ (1)(e; - €)(v) = 2(e; Nej)(v) = 2(ei,v)e; — 2(ej,v)e;

pour tout v € R™, {ey, ..., e,} désignant toujours la base canonique de R™.

Démonstration. Soient i, 7 € {1,...,n}. On considere le chemin dans Spin,,

v :[0,2r] — Spin,,
t — (eicos (L) +ejsin(L)) - (—eicos(L) +e;sin(L)).

Alors v(0) = 1 et %v(t)‘ = ¢; - ¢;. Comme spin, ~ T;Spin,, les éléments e; - ¢,

appartiennent tous & spin, pour i,j € {1,...,n}.

On a, pour v € R" :

(Ad\spm)/ (e e)(v) = e e;,0] (cf définition 3.2.1)
= €€ V—UV-€-¢
= e -e-v—(—e-v—2%0)e;
= e -e-v+te-(—e-v—2(v,e))+ 2e0v)e,

= 2(6i, ’U)ej — 2(€j, v)ei.

Voyant so,, comme Q%(R"), pour v, w € R",

(ei Aej)(v,w) = e;(v)ej(w) —ej(v)ei(w) = (v, e)(w, e5) — (v, e;)(w, e;).
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D’ou

(e: Aej)(v) = (e, v)e; — (ej,v)ei

/
Donc (Ad‘Spin ) (1) est surjective puisqu’elle est linéaire et que Q*(R™) est engendré par
n(n —1)

tout
5 outes

n
les formes e; A e;. Les dimensions de spin,, et Q?(R") étant égales a ( 2) =

/
les deux, | Ad|, . 1) est un isomorphisme.
Spin

43



4 Classification et représentations des algebres de Clif-

ford réelles et complexes

Cette section n’étant pas au coeur du sujet, mais les résultats étant importants, on ne

donnera pas toutes les démonstrations. On pourra consulter également [LM], [Hij] et [Rau].

4.1 Classification
4.1.1 Algebres de Clifford réelles

Dans cette partie, nous considérons les algebres de Clifford C1,, sur R™ muni du produit

scalaire canonique.

algebre

Théoreme 7 Pour toutn € N, Cl,,s ~ Cl, ® Cls.

Remarque 4.1.1 : D’apres ce théoreme, la connaissance des 8 premieres algebres de Clifford

permet de toutes les connaitre. D’apres 'exemple 3.1.1,
Cll 2@, ClQZH, CngH@H

On obtient également que

Cl4 ~ MQ(H) Clg, M4(C)
Clg ~ MlG(R),

12

ot My (K) désigne I'algebre des matrices carrées de taille k x k dont les coefficients sont

dans le corps K.

Démonstration du théoréeme 7. La démonstration étant longue et demandant des résultats
intermédiaires, je renvoie a [Rau].
O

4.1.2 Algebres de Clifford complexes

Dans cette partie, nous considérons les algebres de Clifford Cl,, sur C™ muni de la forme

quadratique

gc v,y € C" — leyl
i=1

Remarquons que c¢’est bien une forme bilinéaire symétrique, et non une forme hermitienne.
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Proposition 11 Ci, est isomorphe a ['algebre complexifiée de ’algebre de Clifford réelle
cl, :

algébre

Cl, ~ Cl,®rC.

Remarque 4.1.2 : Par définition, si A est une algebre réelle, 'algebre complexifiée de A est

Ialgebre A xg C, dont le produit interne est donné par

(a1 ® z)(ay @ w) = (a1a2) @ (zw) (a1,a2 € A, z,w € C).

Démonstration. Comme R™ C C" C Cl,,, on peut définir I'injection canonique i : R" — CI,,.
Par définition de I'algebre Cl,,, ¢ vérifie les conditions du théoreme 4 de propriété universelle,
donc s’étend en un morphisme d’algebres IE cl, — Ci,.

On définit alors le morphisme d’algebres

a®z — i(a)z.

Pour montrer qu’il est bijectif, on cherche son inverse. Soit donc ’application C-linéaire

j:C" — Cl,®rC
v — Ru)@1+3J0w) Q1.

Alors pour tout v € C",

jw)-jv) = RO)RT1+Jv)®1i) (Rv) @1+ 3(v) ®1)
= RW)P?R1-S)’ 21+ R0)S(0) + S0)RW)) @i
= —gc(Re(v)) @ 1+ ge(S(v) @1 = 29c(R(v), S(v)) @1
= —gc(v).
D’apres le théoreme 4 de propriété universelle, j se prolonge en un morphisme d’algebres

4€ de Cl,, dans Cl,, ®r C. Et alors si e; est un vecteur de la base canonique de C”,

iCojCe;) = I*R(e) @1+ 3(e;) ®1)
= i(R(e) - 1+(S(er) -
= R(e) 1+ 3(ey) -
= €.

Puisque i et j© sont des morphismes d’algebres et que les ¢;, - ... - e;, constituent une

k
base de Cl,, (ot {ey,...,e,} est la base canonique de C"), ceci prouve que j* est 'inverse a
droite de i®. On proceéde de méme pour montrer que c’est I'inverse & gauche.

O
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Théoréme 8 (i) On a un morphisme canonique d’algébres entre Cl,,o et Cl,, ® Cls.

(i1) On a des isomorphismes d’algébres entre les algébres suivantes :

algebre algebre

(Clgm ~ MQm (C) et Clgm+1 ~ MQm ((C) @D MQm (C)

Démonstration. (i) On consideére {ej, ..., e,42} la base canonique de C"*2 et on identifie
C™ (respectivement C?) & l'espace vectoriel engendré par {ey,...,e,} (respectivement

par {e,+1,€ni2}). On pose alors

f:C*? — Cl,®Cl,
er ®iepi1-pnia si 1 <k<n

1 ® ey si ke{n+1,n+2}.

e +——

On vérifie facilement par un calcul sur les vecteurs de base que f vérifie les hypothéses
de la propriété universelle du théoreme 4, et se prolonge donc en une application f

définie sur Cl,,o.

Il est clair que fest surjective ; en effet, tous les éléments de la base
B={ei-.-e,@p, 1<k<n, 1<iy<n, j€{0,1}, p € {ens1,nt2,nt1-€nyat}
de Cl,, ® Cly sont atteints; par exemple,

e @ienys = (—1®eps1)- (€ Dienir - €ny2)

= fl=ensr) - flex)

= f(_en—i-l : ek)'
Les deux algebres étant de méme dimension 2”2 sur C, on en déduit que f est un
isomorphisme d’algebres.

(ii) Il suffit de montrer les isomorphismes pour Cl; et Cls ; en effet, si n = 2m par exemple,

le point (7) implique que

Clyy ~Cly® ... @ Cly ~ M3(C) ® ... @ M3(C) ~ Mo (C).
Et de méme pour le cas m = 2n + 1.
e Pourn=1,Cl ~Cl; ® C =~ C®r C ~ M;(C) d M;(C).
e Pourn=2,Cly, ~Cl, ® C ~ H®p C.
Il faut donc montrer que H ®g C ~ My (C). Considérons I'application R-bilinéaire

¢:HxC — Endc(H)

(,2) > ¢y v €EH+—TG 22
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On utilise a présent la propriété universelle du produit tensoriel suivante :

Soient E, F et G trois espaces vectoriels sur un corps K. Si x : E X F — G est
une application bilinéaire, alors x se factorise de maniére unique en une application
linéaire X de E @k F dans G.

En particulier, pour tout représentant a ® b de (a,b) € E x F dans E Qg F, on a
X(a®b) = x(a,b).

On obtient ainsi une application R-linéaire qz : H®g C — End¢(H). On a de plus
que pour tous (¢ ® z), (¢ ® 2') € H®g C et pour tout x € H,

P((g®2)- (¢ @2)(x) = ¢((¢d) ® (22))(x)

= (qq')xz?

= q¢z7z (commutativité de C)

= ¢q®z)oo(qd ®2)(x).

On a donc méme un morphisme de R-algebres. Montrons qu’il est injectif.

Soit ¢ ® 2 € ker (¢) : ¢(q ® z)(z) = 0 pour tout z € H. Choisissant z = ¢, on a

Gqz = N(q)z = 0, d’ou z = 0 ou N(q) = 0, c’est a dire ¢ = 0. Dans tous les cas,

q®z=0et ;5 est injectif.

Comme dim (End¢(H)) = dim (H®g C) = 8, c¢’est un isomorphisme, et on a donc

Cly ~ Endc(H). Enfin, H est un C-espace vectoriel de dimension 2 puisque tout

quaternion a-+bi+cj+dk s’écrit également (a+ib)+(c+id)j, donc Endc(H) ~ My (C).
0

4.2 Représentations
4.2.1 Notion de représentation d’une algebre

Définition 4.2.1 Soit £ C K deux corps. Une K-représentation d’une algebre A sur un
k-espace vectoriel V' est la donnée d’un k-morphisme d’algebres p : A — Endg (W), ou W

est un K-espace vectoriel de dimension finie. L’espace W est appelé un A-module sur K.

Définition 4.2.2 Une K-représentation est dite réductible si W peut s’écrire comme la
somme directe non triviale de sous-espaces vectoriels W et W5 et telle que pour tout a € A,
on ait p(a)(W;) C W; pour j = 1,2. On écrit alors p = p; @ pa, olt p;(a) = p(a)‘wj.

Une K-représentation est dite irréductible si elle n’est pas réductible.

Proposition 12 Toute K-représentation p d’une algébre A se décompose en somme directe

de représentations irréductibles p = p1 @ ... D pn.-
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Définition 4.2.3 Deux K-représentations p; : A — Endg(W;), j = 1,2, sont équivalentes
¢'il existe un isomorphisme K-linéaire F' : W, — W tel que Va € A, Fopi(a)o F~ = py(a).

Théoreme 9 K =R, C ou H. La représentation naturelle p de la R-algébre M,,(K) sur K"
est, a équivalence preés, la seule représentation irréductible de M,,(K). De ce fait, la somme

directe M,,(K) & M,,(K) a exactement deux classes de représentations irréductibles données

par p1(p1, p2) = p(p1) et p2(p1, p2) = p(p2).

Démonstration. Conséquence du fait qu’une algebre simple a une unique représentation
irréductible, a équivalence pres. On rappelle quune algebre (unitaire associative) sur un
corps commutatif est dite simple si son anneau sous-jacent est simple, c’est-a-dire s’il n’ad-
met pas d’idéal bilatere autre que {0} et lui-méme, et si de plus il n’est pas réduit a {0}.
Voir [Lang] pour la preuve.

U

4.2.2 Algebres de Clifford réelles

Dans cette partie, nous considérons de nouveau des algebres de Clifford C'l,, sur R” muni
du produit scalaire canonique.

Par distributivité du produit tensoriel par rapport a la somme directe, le théoreme 7 et
la remarque 4.1.1 nous permettent de montrer par récurrence que les algebres de Clifford de
la forme Clyy43 sont isomorphes a une somme directe du type M, (R) & M, (R). En effet, on
a un isomorphisme d’algebre entre M,,(R) ®@g H et M,,(H), qui découle directement de la

propriété universelle du produit tensoriel appliquée a I’application bilinéaire

Mo(R) x H —s M, (H)
(M,a+bi+cj+dk) —s aM +bMi+ cMj+dMk.

De plus, M,,(H) est lui méme isomorphe a My, (R) puisque H est un R-espace vectoriel

de dimension 4. Ainsi, on a par exemple

Clll ~ Clg@Clg ZMlﬁ(R)®(H@H)
~ (M(R) @ H) & (Ms(R) @ H)
~ Mgs(R) & Megs(R),

et ainsi de suite.

Les autres algebres de Clifford C1,, avec n # 3[4] sont de méme isomorphes a un M,, (R).
D’apres le théoreme 9, il y a donc :

— 2 classes de représentations irréductibles pour les algebres de Clifford C1,, avec n = 3 [4] ;

— 1 classe de représentations irréductibles pour les algebres de Clifford C1,, avec n # 3 [4].

On introduit maintenant un élément de volume qui va permettre d’étudier les équivalences

des représentations précédemment introduites.
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Définition 4.2.4 Etant donnée une base orthonormée {ey, ..., e, } de R™, on définit I’élément

de volume w par

Remarque 4.2.1 : Cette définition est indépendante du choix de la base orthonormée directe
B={ey,....e,};si B = {¢€],...,e,} est une autre base orthonormée directe de R™, et que h est
I'endomorphisme de changement de base de B a B', alors € -...-e,, = det (h)ey-...-e, = e1-...-ep,.
Par contre, w change de signe si on change 1'orientation de la base; ’appelation “élément de

volume” est donc cohérente.

Proposition 13 (1) Onaw?=1sin=0o0u3 [4] etw?=—1sin=1 ou 2 [4];
(2) On av-w = (=1)""'w-v pour tout v € R™. En particulier, si n est impair, w est

central.

Lemme 2 On suppose que n =0 ou 3 [4] et on pose

1 1
7r+:§(1—l—w) et 7r_:§(1—w).
Alors on a :
(1) 7t +71~ =1;
(2) (n*)=atet(n ) =7

(8) ntn” =n"xt =0.

Proposition 14 On suppose que n = 3 [4]. Alors si on pose

Clf =n%t-Cl, et Cl =7 -Cl,

on a une décomposition de Cl, en somme directe de sous-algebres isomorphes :

Cl, =ClI & CI.

De plus, a(ClE) = CIF («a est toujours lapplication définie au corollaire 3.1.1).

Démonstration. On a n = 3 [4] donc n est impair donc w est central donc 7+ et 7~ sont
centraux. De plus, pour tout p € Cl,,, p =1lp = (7t +77)-p=7"-p+7" - p, et la somme
est directe d’apres la deuxieme assertion du lemme précédent.
Enfin, toujours car n est impair, a(w) = —w donc a(r*) = 77 donc a(ClEF) = CIF.
Comme « est un isomorphisme, les deux sous-algebres sont isomorphes.
O
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Proposition 15 On suppose que n = 3 [4]. Soit p : Cl,, — Endg(W) une représentation
irréductible. Alors p(w) = Id ou p(w) = —Id.

De plus, les deux possibilités se réalisent et donnent des représentations non-équivalentes.

Démonstration. p(w)? = p(w?) = p(1) = Id, donc p(w) est une involution, donc diagonalis-
able (la caractéristique de R étant nulle) : W = W+ @ W~ ou W+ et W~ sont les espaces
propres associés aux valeurs propres 1 et —1 de p(w). Montrons qu’ils sont Cl,-invariants.

Soit ¢ € Cl,, et v € WT (et de méme pour W™). Alors p(w)(v) = v et comme w est central,

plp)(v) = p

W™ est donc un sous-Cl,-module de W, et comme W est irréductible, W = W™ ou
W = W™, ce qui prouve la premiere assertion.

Il est alors clair que les représentations p, et p_ définies a valeurs dans Endg(W) et
Endg(W’) respectivement a partir de pL(w) = £Id ne sont pas équivalentes; en effet si
F: W — W’ est un isomorphisme, F o p, (w)o F~1 =1Id # p_(w).

On admet que les 2 possibilités se réalisent.

Proposition 16 On suppose que n =0 [4]. Soit V' un Cl,,-module (cf définition 4.2.1). Alors
V' se décompose en somme directe de sous-espaces vectoriels V.=V @ V™, ot les espaces
VT et V= sont les espaces propres pour lapplication linéaire de multiplication par w, c’est d
dire

Vt=xt.V et Vi=n -V
De plus, pour tout e € R™\{0}, la multiplication par e donne un isomorphisme de V't sur
V-.
Remarque 4.2.2 : 1. Cette proposition ne dit pas que les sous-espaces V' et V'~ sont

Cl,-invariants, ce qui conduirait manifestement a une absurdité en itérant le processus.
Il dit juste que tout Cl,-module peut s’écrire comme somme directe de sous-espaces

propres pour la multiplication par w.

2. On appelle “multiplication par w” l'application p(w), ou p : Cl,, — Endg(V) est la
représentation considérée, et de méme la multiplication par e. Le terme 7+ - V' désigne

également p(7%)(V).
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Démonstration. La décomposition en somme directe d’espaces propres est claire puisque la
multiplication par w est une involution, donc diagonalisable. Puisque w - 7% = £7%, les
espaces VT et V= ont bien la forme annoncée dans 1’énoncé de la proposition, et enfin le
fait que la multiplication par e soit un isomorphisme provient du fait que e - 77 = 7~ - ¢,
e-n-=nt-eete-e=—|e|1.

O

Proposition 17 On suppose que n = 0 [4]. Soit p : Cl,, — Endg(W) une représentation
irréductible, avec W = W* @ W~ d’apreés la proposition précédente. Alors W+ et W~ sont
C1°-invariants. Via l'isomorphisme entre C1° et Cl,_1 (cf proposition 6), ces espaces corre-

spondent aux deux classes de représentations irréductibles de Cl,,_y.

Démonstration. Soit ¢ € CI°, et v € WT (et de méme pour W) : p(w)(v) = v. D’apres la
proposition 13, w (a défaut d’étre central puisque n est pair) commute avec tous les éléments
de C1°, et la preuve donnée pour la proposition 15 reste valable pour des éléments de C1°.
L’isomorphisme f : Cl,_1 — CI° donné dans la démonstration de la proposition 6
envoie 1’élément de volume w’ = e; - ... - €,_1 de Cl,,_; (apres plongement de R™ ! dans R™)

sur w € C1° (vérification calculatoire simple). On en déduit P'existence d’une représentation

P =p|ep © f:Cly_1 —> Endg(W).

La décomposition W = WT @ W™ étant Cl%-invariante, et comme p'(w') = p(w) = Id sur
W et —Id sur W, on déduit de la proposition 15 (puisqu’alors n — 1 = 3 [4]) que p"W+ et
0 }W, sont bien des représentants des deux classes de représentations irréductibles de C'l,,_;.

[

Définition 4.2.5 La représentation spinorielle réelle de Spin,, est le morphisme (de

groupes)

A, : Spin,, — GL(S5)

donné par le choix d’une représentation réelle irréductible de Cl,, — Endg(.S) restreinte
a Spin,, C C1°.

Remarque 4.2.3 : La notion de représentation de groupe est en tout point similaire a celle

de représentation d’algebre. Voir [Pey].
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Théoréeme 10 Sin = 3 [4], la définition de A, est indépendante du choiz de la repré-
sentation irréductible de Cl, (¢a lest aussi évidemment pour n # 3 [4] puisqu’alors Cl,, n’a
qu’une classe de représentations irréductibles). De plus,
o Pourmn # 0 [4], la représentation (de groupe) A,, est irréductible, sauf sin =1 ou 2 [§]
ou elle est somme directe de deux représentations irréductibles équivalentes.
e Pour n =4m, on a une décomposition

Ay = AL DA,

m 4m
ou Ay, et A, sont deux représentations (de groupe) irréductibles et non-équivalentes

de Spin,,,, .

Démonstration. Elle est essentiellement un résumé des résultats de cette section; voir [LM],
page 36.
U

4.2.3 Algebres de Clifford complexes
Nous revenons aux algebres de Clifford Cl,, sur C" muni de la forme quadratique

gc iz, y € C" — Zx,yl
i=1

Les résultats de cette section étant tres similaires a ceux de la partie précédente, je les

donne sans démonstration.

Comme dans la partie précédente, on obtient que les algebres de Clifford Cl,, ont :
— 2 classes de représentations irréductibles si n est impair;

— 1 classe de représentations irréductibles si n est pair.

Définition 4.2.6 Etant donnée une base orthonormée {es, ..., e, } de R™, on définit I’élément

de volume wc par

ou [.] désigne la partie entiere.

Remarque 4.2.4 : Cette définition est évidemment encore indépendante du choix de la base

orthonormée directe.

Proposition 18 (1) On a w2 =1 pour tout n ;
(2) Onav-we=(—1)""we-v pour tout v € R*" ~R" @k 1 C Cl,.
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Lemme 3 On pose

1 1
7T+:§(1—|—(U(c) et ﬁ_:§(1—wc).
Alors on a :
(1) mt+7~ =1;
(2) (mt)? =7t et (n7)?=7";

(3) ntn- =n7n" =0.

Proposition 19 On suppose que n est impair. Soit p : Cl,, — Endc (W) une représentation
irréductible. Alors p(we) = Id ou p(we) = —Id.

De plus, les deux possibilités se réalisent et donnent des représentations non-équivalentes.

Proposition 20 On suppose que n est pair. Soit V' un Cl,-module. Alors V' se décompose
en somme directe de sous-espaces vectoriels V =V @V, ou les espaces VT et V= sont les

espaces propres pour l’application linéaire de multiplication par wc, c¢’est a dire

Vt=xgt.V et Vi=g.V.

De plus, pour tout e € C*\{0}, la multiplication par e donne un isomorphisme de V't sur
V.

Lemme 4 Ci, et CI2,, = CI(C"™, gc)® sont isomorphes (isomorphisme d’algébres).

Démonstration. La démonstration est exactement la méme que celle de la proposition 6.
O

Proposition 21 On suppose que n est pair. Soit p : Cl,, — Endc(W) une représentation
irréductible, avec W = W+ @ W~ d’aprés la proposition précédente. Alors W+ et W~ sont
CI%-invariants. Via lisomorphisme entre CIO et Cl,,_1, ces espaces correspondent aux deur

représentations irréductibles de Cl,,_1.

Définition 4.2.7 La représentation spinorielle complexe de Spin, est le morphisme

(de groupes)

AC : Spin,, — GL¢(9)

donné par le choix d’une représentation complexe irréductible de Cl,, — Endc¢(S) re-

streinte & Spin,, ~ Spin,, ®g 1 C CIC.
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Théoréme 11 Si n est impair, cette définition de AS est indépendante du choiz de la
représentation irréductible de Cl,, et elle donne de plus une représentation (de groupes)
wrréductible.

Sin = 2m est pair, la définition de AS est toujours indépendante du choiz de la représenta-

tion irréductible de Cl,, puisqu’alors Cl, n’a qu’une classe de représentations irréductibles.
De plus, on a une décomposition

N5 = A5, ® A5,

2m >

ott AS T et AS = sont deux représentations complexes irréductibles et non-équivalentes
de Spin,,, dont les Spin, -modules sont donnés respectivement par ST =7n7-S et S =7n"-85
et sont isomorphes via o € S* —— v -0 € ST pour tout v € R"\{0}.

Supposons n pair. On va chercher plus précisément un Cl,-module S = ¥, tel qu’on
obtienne une représentation complexe irréductible comme dans la définition 4.2.7. Mieux;
nous allons exhiber un isomorphisme p de Cl,, dans End¢(%,); p sera alors nécessairement
irréductible (seule la surjectivité est importante) car si ¥, = V @& W avec p(¢)(V) C V pour
tout ¢ € Cl,, cela veut dire que f(V) C V pour tout f € End¢(X,), donc que V = {0} ou
V =3, (immédiat en raisonnant sur une base de V).

Soit donc n = 2m pair et soit {ey, ..., e} la base canonique de R*™. On considere la
famille (z;,7%;);=1,.. m définie par

1 _ _ 1 ,
zjzi(ej®1—ej+m®z) et zj:§(ej®1+ej+m®z).

On voit immédiatement que c’est une base de R?*™ @ C ~ C?™. De plus, pour tous
Jj,ke{l,...m}, ona

gc(2,2) = 9c(75,Z5) =0
1

g(C(Z_j7 Zk) = g(C(Zj7Z_k) = iéjk

Puisque pour tout z,y € C*™ C Clyy, on a z-cy+y-cx = —2gc(z,y), on a

Zj'cx t2k-'czj = 0
(1) ZicZh+t ez = 0
Zj 'CZ_k—i-Zk '(CZ_j = — jkl.

On pose W = Z71 ' ... 'C Zm- On remarque que Zx -c w = 0 pour 1 < k < m d’apres ce qui
précede. Pour tout r-uplet L, = (Iy,...l,) d’éléments croissants 1 < l; < ... < [, < m, on note

ZL, = Rly 'C +++ 'C R+
On définit alors

Yom = Vectc{zr, cw | 1 <l <...<l, <m,0<r <m}.
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On peut vérifier que la famille {z;, c@ ,1 <l < ... <l <m,0 <r < m} est libre;
c’est un peu pénible a écrire mais c’est direct. L’espace Yo, est donc de dimension le cardinal

de cette famille, soit

On définit maintenant

P Clgm — End(c(z2m)
o > plp) s pcq
On voit immédiatement que c’est un morphisme d’algebres a condition qu’il soit bien

a valeurs dans Endc¢(Xs,,). Pour le voir, on remarque que p peut également étre vue comme

I’application linéaire définie par

pZClgm — End(c(ng)

0=z, c2x, — plp):s=2, cWr— 25, cZK, ‘C 2L, 'CW,
ol Jp = (jl, ...jp), 1< <...< jp <met Kq = (k’l, ...k‘q), 1<k <..< k‘q <m.

Ceci définit bien uniquement p car :

1. I'ensemble des éléments de la forme z;, -c Zx, engendre I'espace vectoriel sous-jacent
de Cly,, = CI(R*™ ®g C, gc). En effet, on voit Cly,, comme Cl,,, ®g C et alors (par

exemple) on a

€1y @ri = (€1 €p) Qg (i.1....1)
= (e1®r1%)c(e2®r1)-c... c(em®r1)

= (F—2)c(22+72) c.c(zm+Zm)

On met ensuite ce résultat sous la forme voulue en utilisant les relations (1), et on
procede de méme pour tous les vecteurs de la base
{es e, @, 1<p<2m, {ir,...,ip} € {1,....2m}, j =0,1}.

2. l'ensemble des éléments de la forme z;, -¢c W engendre Y, par définition.

3. 25, 'c ZK, 'C 2L, 'c W est un élément de Xy, (vérification simple mais fastidieuse : on
déplace le terme Zx, a gauche du @ grace aux relations (1) et il reste une combinaison

linéaire d’éléments de la forme zy;, -c ).

Montrons que p est surjectif.
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Soit ¢ = z; -c 21, 1 < j < m. Alors

p(p)(z1cW) =2zcZiczcW
=z c(—nczi—1)cw
=—zj'cA'cZicW—zcW
=0

= —Zj ‘C w.

Et pour 2 <1 <m,

p(p)(z1cW) = zjcZicucW
= zjc(—z-cZ1)cw
= 0.
En itérant ce processus, on montre que l'image par p(¢) d’un vecteur de base de 3, ne
contenant pas z; dans son écriture est nulle, alors que I'image par p(¢) d’un vecteur contenant

21 dans son écriture est le meéme vecteur ol 2; est remplacé par z;.

Ainsi, si on note w = 21 ‘¢ ... ‘¢ Zm €t que 'on pose

Y =25, 'cW-'CcW-'CZK, = %j; "C - "CZjp 'CW 'CW"C Zky 'C - "C Zhgs
on a p(¢)(2k, -c - -c 2k,) = £2j, "C --- "C %j,, et I'image par p(y) de tout autre vecteur de
base de s, est nulle. En combinant les p(¢), on peut donc reconstruire tout endomorphisme

de Y5, donc p est surjectif.
Comme dimg (Cly,,) = dime (Ende(2g,,)) = 22™, p est un isomorphisme d’algebres.

Le cas n impair en découle immédiatement. En effet, étant donné p : Cly,, — Endc(Xa,)

précédemment défini, on utilise le théoreme 8 pour définir un isomorphisme d’algebres

Clomir ™ Clyp ® Clowy 2% Ende(Sam) @ Ende(San).

On note p : Clyy1 — Ende(2a,,) la projection de cet isomorphisme sur la premiere
composante. Une projection étant surjective, ce morphisme d’algebre est surjectif, donc p est

une représentation irréductible.

Définition 4.2.8 On note toujours p : Cl, — Endc(X,) la représentation irréductible
obtenue précédemment. La multiplication de Clifford est définie comme suit :

— Sin = 2m est pair, c’est 'application

m: ClQm X Egm — 22m

eRT > @7 =p(p)(T);
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— Sin =2m+ 1 est impair, c’est I'application

m: Cl2m+1 ® ng — Z2m

eRT > @7 =p(p)(7).

En pratique on notera toujours p la représentation de Cl, dans la multiplication de
Clifford.

Proposition 22 [ existe un produit scalaire hermitien (-,-) sur %, tel que pour tout w € R"
de norme 1 et pour tous ¢, 7 € ¥, on ait

(¢, 7) = (w-s,w-T).

Démonstration. Soit {ey,...,e,} une base orthonormale de R™ et I, le sous-groupe de CI

qu’elle engendre. C’est un groupe défini par générateurs et relations de la maniere suivante :

r,= <el, ey €

(12 =1, =1, eirej=—c;ei, i#)).

Il est fini de cardinal 2 x > (Z) = 2"t On se donne un produit hermitien quelconque
(-,-) sur X, (existe toujours sur un C-espace vectoriel). On définit alors le produit scalaire
hermitien en question par

Alors pour ¢; € ',

1
(6i.§’ei.7‘) = T Z(I/ € -GQ,V-¢€ T)
| n| vel'y
_ |F1 | Z w-sv-7) (changement de variable)
"l yer,

A présent pour un w € R™ unitaire, on écrit w = Y w;e;, avec Y w? = 1, et on obtient

(w-g,x-7) = Zw?(eif,ei'7‘)+Zwiwg‘(€i'§,€j'7')
)

i#]

= Zw?(§,7)+2wiwj((ei-g,ej-7)+(ej-g,ei-T))
= (§,7’).
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En effet, pour 7 < j,

(€i-s,ej-7) = (e;-€ -G, e-€-T)
= —(s€i-e-T)
= —(ej-ce-ei-e-7)
= (ej-s,ei-ej-e-7)

= —(ej-¢,€ 7).

U
Corollaire 4.2.1 Pour tout w € R™, pour tous s, 7 € X, on a
(w ' C,T) = —(g,w ' T)'
Démonstration. C’est clair pour w = 0, et si w € R"\{0}, on a d’aprés la proposition
précédente
(wg’T):(wﬂg7 w 7')’
[w] " Jlw]]
d’ou
(w-67) = (@ w sw-7) = ~(6w-7)
w-e,T) = —=(w-w-c,w-7)=—(5,w- 7).
ol S,
U

o8



5 Structures spinorielles et ’opérateur de Dirac

Dans toute cette section, on notera p : Cl, — GL¢(%,), ou 3, est 'espace vectoriel
défini a la fin de la section précédente. On notera également p sa restriction a Spin,, (c’est a
dire la représentation spinorielle complexe).

On note N = dim X%,, = 22/,

Le fil conducteur de cette section est issu de [Hij] et [Rau].

5.1 Fibré des spineurs et connexions

Définition 5.1.1 On considere une variété riemannienne (M, g) de dimension n. Une struc-
ture spinorielle sur M est un couple (SpinM, 1) ou SpinM est un fibré Spin,,-principal sur
M et n un revétement a deux feuillets du fibré SO,,(R)-principal SOM de M (voir la fin de

la section 1.4) tels que le diagramme suivant commute :

SpinM x Spin,, SpinM
nx Ad n M,
SOM x SO, (R) SOM

les fleches horizontales représentant les actions des groupes Spin,, et SO,,(R) sur les fibrés
principaux SpinM et SOM. En particulier, on a n(ka) = n(x)Ad(a) pour tous k € SpinM et
a € Spin,,.

Une variété riemannienne ne peut a priori pas toujours étre munie d’une structure
spinorielle.
On appelle variété spinorielle une variété munie d’une structure spinorielle (SpinM, 7).

On pourra consulter [LM] pour voir des caractérisations des variétés spinorielles.

Définition 5.1.2 Le fibré des spineurs complexe associé a la structure spinorielle Spin M

sur M est le fibré vectoriel complexe
XM = SpinM x, %,.

Une section ¢ € I'(M, X M) est donnée localement par une classe d’équivalence

b, = 10,5,
avec 0 € I'y(M,SpinM) (U C M) et s: U — ¥, est une fonction.
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Remarque 5.1.1 : D’apres la remarque 1.4.3, le fibré tangent est difféomorphe au fibré
vectoriel SOM x, R" ol g est le morphisme qui & une matrice de SO, (R) associe son

endomorphisme canoniquement associé. Considérons ’application suivante :

SpinM x 44 R* — SOM x,R"
[k,0] — (n(k),v)
ol la barre horizontale désigne la classe d'un élément (B, v) de SOM xR"™ dans SOM x ,R™.
Cette application est bien définie; elle est injective (vérification immédiate) et surjective

(car n lest puisque c’est un revétement de SOM). Elle fournit donc un difféomorphisme

(méme un isomorphisme) entre SpinM X 44 R" et SOM x, R", d’ou :

TM ~ SpinM x 44 R".

Définition 5.1.3 La multiplication de Clifford sur ¥ M est 'application suivante :

m: (M, TM)T'(M,XM) — I'(M,XM)
X®¢: [57X]® [578] — [57X3] :X¢7
ou x - s est la multiplication de Clifford définie a la définition 4.2.8.
On a utilisé TM ~ SpinM x 44R", difféomorphisme mentionné a la remarque précédente.

Un champ de vecteurs X € I'(M,TM) s’écrit donc X = [, ], avec 0 € I'(M, SpinM) et
X € C=(M,R).

Remarque 5.1.2 : On peut généraliser la multiplication de Clifford aux k-formes, de la
méme facon qu’a la définition 4.2.8, puisqu’on a vu dans la troisieme section que l’algebre
de Clifford d’un espace vectoriel V' était isomorphe (en tant qu’espace vectoriel) a I’ensemble
Q*V des formes différentielles sur V. Ainsi, toute k-forme w € QF(M), avec 1 < k < n, agit

sur le fibré des spineurs par la formule :

w’(l): Z w(ell,,Qk)ezl .6Zk "l/)a

1<ii<...<ig<n
ouny € '(M,XM) et {eq,...,e,} € SOM est quelconque.

On donne ainsi par exemple du sens a 'expression (e - e2) - ¢ = e; - (eg - ¥), et caetera.

Définition 5.1.4 On définit un produit hermitien sur ¥M de la fagon suivante :

() : (M, M) x T(M,SM) —s C=(M,C)
(Y1, 12) > (Y1, 2) i m € M — (P1(m), h2(m))s,,

ou (+,-)x, est le produit hermitien sur ¥, défini a la proposition 22.
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Plus précisément ; pour m € M et 1,1 € I'(M,3XM), 11(m) et 1o(m) appartiennent a
w5 (m) par définition d’une section. Comme mxar([k,<]) = mpina () (voir la section 1.4),
il existe des éléments € SpinM et ¢, 7 € X, tels que ¥y (m) = [k, 5] et o(m) = [k, 7]. Alors

(¢1(m)7w2(m))zn = (q? T)En'
Remarque 5.1.3 : 1. Pour tous X € I'(M,TM) et 11,1y € T'(M,XM), on a

(X -1, 19) + (Y1, X - 1hy) = 0.
C’est en effet une conséquence directe du corollaire 4.2.1.

2. 851 X,)Y e (M, TM) et Yy, € I'(M,XM), on a

(X‘¢17Y'¢2) = _(Y‘X‘i/fh%)
= (XY +29(X,Y)) - 91, 10)
= —(Y b1, X - ahg) +29(X, Y ) (1, 902).

Donc si ¥y = 1y, R(X -1, Y - ¢p1) = g(X,Y) ||w1||2, R désignant la partie réelle.

Rappelons que comme (M, g) est une variété riemannienne, il existe une connexion
“privilégiée” sur M, appelée connexion de Levi-Civita. Elle est 'unique dérivée covariante
sur le fibré tangent T'M symétrique et compatible avec la métrique g, c’est a dire que pour
tous X, Y et Z des champs de vecteurs sur M, la dérivée covariante associée V vérifie

[(X,Y] = VxY —-VyX (symétrie);
X(gY.2)) = g(VxY,Z2)+g(Y,VxZ) (compatibilité).

Comme la connexion de Levi-Civita est une dérivée covariante (attention au vocabulaire)
sur T'M, il lui est associé une unique 1-forme de connexion sur le fibré SOM, notée w.
Si U C M est un ouvert simplement connexe, toute section locale o € I'y(M,SOM) se

releve en une section ¢ € 'y (M, SpinM) :

SpinM

UcM z SOM.

En effet, on applique le corollaire B.3.1 de 'annexe B a p =n, £ = SpinM, B = SOM

et X = U puisque U est supposé simplement connexe.
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On définit la 1-forme de connexion @ sur SpinM comme étant I'unique 1-forme de con-

nexion telle que le diagramme suivant commute :

TSpinM —< spin,

/
/
n (Ad‘Spinn) @)

w

TU ¢ TM —Z TSOM

50,

/
L’existence et 'unicité de @ est claire puisque (Ad} Spin ) (1) est un isomorphisme d’es-

paces vectoriels d’apres le théoreme 6. On a donc, pour tout m € U :
~, ! 1 /
@Oy = (Ad‘Spin ) (1) owy 07,

On va expliciter la dérivée covariante V* sur XM associée & @. Cette dérivée covariante
est appelée connexion de Levi-Civita spinorielle, ou juste connexion spinorielle. On fera
attention a ne pas confondre la connexion de Levi-Civita riemannienne V et la connexion de

Levi-Civita spinorielle V?°.
Etant donnée une section o = (ey, ...,e,) € I'y(M,SOM) (U C M), on note

W = a*w:—ziqwijei/\q
Q = U*Q:_Zz(jgijei/\ej?
ou la famille des e; Ae; : (y,2) — ei(y)ej(2) — ei(2)e;j(y) constitue une base de l'espace

vectoriel so,, ~ Q%(R"), Q est la 2-forme de courbure associée & w et oll c*w est la tirée en

arriere de w, c’est a dire
(0" W) (X) = Woimy (' (M) (X))  (me M, X € Ty(M,TM)).
Comme w est une 1-forme définie sur M a valeurs dans so,, ~ Q?(R"), on pourra utiliser
la notation w,,(X)e; pour désigner le vecteur de 7, M associé par le théoreme de Riesz a la

forme linéaire y € T, M — w(e;, y).

Alors pour X € I'(M,TM),

w(X) (e ) == Y wyX)(eine)(en) == > wiy(X)e;().
J=1j# j=1,j#i
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Donc

n

w(X)e; = — Z wij(X)e;j,

J=1j#i

vecteur de T,,M (lorsqu’évaluée au point m € M), de composante nulle selon e;, et donc

—g(w(X)ei ej) = wi(X)
= —g(Vxei,e5) (4)

.. puisque w est la 1-forme de connexion obtenue a partir de V (voir la section 2.3.3, et
en particulier les remarques 2.3.2 et 2.3.3).

Proposition 23 (1) La 1-forme de connexion & vérifie, pour X € I'(M,TM) :

S (X)L o= ——Zwu Jei - e;.

1<J

(2) Soit {r1,..., 75} une base orthonormée de ¥,. On définit une section locale (o)1<a<n
de SUXM)* par

Yo = [5, Ta] c FU(M, EM).

Alors la dérivée spinorielle de 1, est déterminée pour tout o par

1 n
Vit = 1 Z g(Vxei e;)e; - €ej- g, (5)

ij=1

Démonstration. (1) Pour tout X € I'(M,TM), on a

(X)) = (Ad(1)towon od)(X)

= (Ad(1)'owoo )(X ) (cf diagramme précédent)
= — Z ww Ad/ (62‘ A €j)
1<J
1
= -3 Z wij(X)e; - e; (théoréme 6).
i<j

4. De la méme fagon qu’on a construit le fibré SOM, SU(XM) est un fibré SU,,(C)-principal sur XM, ou
SU,,(C) est le groupe spécial unitaire.
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(2) L’application p étant linéaire, elle est égale a sa différentielle en tout point, donc

Vita = [0,X(7a) +p/(€)(@ 00" (X))(7a)]
= |o, —% Z wij(X)p (e - ;) (Ta)] (7o est constant)
L 1<j
= |o, —% Z wij(X)e; - e; - Ta] (multiplication de Clifford)
L 1<j
1 ~
= —3 Y wij(X)ei - e; - 3, 7]
i<j
1
- 75 Zwij(X)ei € Ya
i<j
1 .
= 3 Zg(vxei, ej)ei " € Ya (d’apres (4))
i<j

1
=2 Zg(vxﬁ’i, €j)€i " € Ya-
i

Remarque 5.1.4 : Soit ¢ = [0,s] € I'(M,XM) un champ de spineurs quelconque. La

dérivée spinorielle de v est donnée pour tout champ de vecteurs X sur M par

n

Vi = X(W) 4§ 3 0(Vxene)e ;v (6)

i,j=1

En effet, la preuve du second point de la proposition précédente s’adapte immédiatement

(la différence étant que s n’est plus une fonction constante égale a 7).

Proposition 24 Pour tous X,Y € T'(M, TM) et 1,1y € Tyy(M,EM), on a

X((1,12)) = (Vb ¥2) + (1, Vi) (7)
VR - ¢y) = (VxY) ¢ +Y - Vi, (8)

le produit scalaire étant le produit scalaire hermitien sur XM introduit a la définition
5.1.4.
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Démonstration. On garde (eq, ..., e,) et ¥, comme précédemment.

1. On a
(6)
(Viva,¥s) = 120,;9(Vxeie;)(ei- e Yo, ¥p)

M LS g(Vxei ) (Way ;€ - Up)
_ % Z” 9(Vxej, e:) (Vs ei €5 - 1g) (changement, d’indices)
_ _i Z” 9(Vxei, e;)(Va, € - €5 - 1) (compatibilité de V)
= —(Ya: VXip).

Puisque (¥a,13) = 04p est constant, on en déduit (7) pour 1, et ¥g. Le cas général
s’ensuit puisque pour toute f € C>*(M,C), on a

X((fthr,02)) = (X(f)) % (1, 92) + f x X((1,92))
= (X(f)) x (W1, ) + [ x (Vb1 2) + f x (11, VXh)
= (VX(fr),¥2) + (f, Viaba).

2. Remarquons que

€ €j € =6 (—ek “€j — 25]k> =€ €€ + 25ik€j - 25jkei-

Alors pour Y = ¢ et ¢ = 1),, on a

1
Ve ta) = 7D 0(Veiej)eir ;- (ex - o)
>
1 1
= 12 9(Veieer eirej tat5 ) 9(Verej)e; v
> j
1
~3 Zg(Vei, er)ei * Ya
1
= 12 9(Veiei)ereivej ta+ ) g(Ver e)e; - ta
> j

= €r- VS@DOC + (Vek) : ’gba.

On conclut comme précédemment le cas général de ce cas particulier.

O

La premiere assertion de cette proposition montre que V* est compatible avec la métrique

hermitienne introduite & la définition 5.1.4. On peut donc considérer sa courbure.

65



Proposition 25 Soit R le tenseur de courbure associé a la connexion de Levi-Civita rie-
mannienne. Alors le tenseur de courbure RS associé a la connexion de Levi-Civita spinorielle

est donné par

n

Z Q(RX,Y% €j)€z’ c €5 (0

ij=1

1
Ri,yw = Z

pour tous Y € Ty(M,SM) et X,Y € T'(M,TM). Le tenseur R® est appelée courbure
spinorielle.
Démonstration. D’apres la proposition 4, pour X, Y € I'(M, T M),

Ri,Y@D = [Vi, VXS/W - fo,y}w-

On déduit immédiatement le résultat a partir de (6).

5.2 L’opérateur de Dirac

On considere dans toute cette partie une section o = (eq,...,e,) € I'y(M,SOM), ou U

est un ouvert de M.

Définition 5.2.1 L’opérateur de Dirac est ’application

D=moV®:['(M,xM) — I'(M,~M).

Localement,

D DM, EM) 5 D(M,T*M o xM) ™ TI(M,SM)
Vo= YL eViY — Ye-Viy
d’apres les définitions 2.2.1 et 5.1.3.

Lemme 5 Pour f € C*(M,C) et € '(M,XM), on a

D, fl = f"-.
Démonstration.

D, fly = (Df = fDyp =31 ei-Vi(fv) — fDY
= Yo flle)ei -+ fD — fDy = f' -4
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Lemme 6 On suppose que M est une variété compacte sans bord. Alors l'opérateur de Dirac
est un opérateur différentiel du premier ordre autoadjoint par rapport au produit hermitien
(V2 = [y, (), 0t vy désigne 1'élément de volume sur M.

En particulier, les valeurs propres de D sont réelles.

Démonstration. On se place dans un systeme de coordonnées normales au point m € M, c’est
a dire telles que (Ve;)(m) = 0 pour tous i,j € {1,...,n}. Rappelons qu’il existe toujours
un systeme de coordonnées normales, unique a isométrie linéaire pres. On les obtient sur la
boule ouverte B(m,inj(m)) (inj(m) étant le rayon d’injectivité de M en m) en composant
exp ! avec des coordonnées cartésiennes sur T, M : cf [Pan).

On a alors, pour ¥, s € I'(M,XM) :

<D1/11, ¢2> = <z": € - Vfﬂ/fla wz)
i=1
= _; (viwlaei '%)
= —Z |:€i' <¢1,€i'¢2> - <¢1,Vi(€i'¢2)>]
i=1

d’apres la formule (7) de la proposition 24. Appliquée au point m, en utilisant cette fois

la propriété (8) de la proposition 24, cette formule devient

(Danis)], = (X (e 2) + (0n20) ) |

Montrons que la somme dans le membre de droite est la divergence d’un certain champ de
vecteurs complexe. Pour cela, on définit X; et X, des éléments de I'(M, T M) par la relation

suivante :
g(Xl,Y> + Zg(XQ,Y) = (wl,y . 1/}2) (Y - F(M, TM))

Les champs de vecteurs X; et X5 sont ainsi uniquement définis par unicité des parties
réelles et imaginaires, et car pour tout m € M, Uapplication v € T,, M —— (¢1(m),v-1y(m))
est une forme linéaire sur un espace de dimension finie n, d’ou 'existence d’un unique vecteur

complexe X 4 ¢ Xy vérifiant les hypotheses.

Alors
divXy +idivXy = > g(VeXien) +i Y (Ve Xa 1)
k=1 =1
= Y len-9(Xier) = g(X0, Vo) +i ) e g(Xo ) — g(Xa, Veer)].
h=1 I=1
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Appliquée en m € M, cette formule donne :

(divX, + i divXy)(m) = <Z er - [9(X1, ex) + ig(Xs, ek)]> \m

k=1

= (i e (Y1, ex - %)) ’m
k=1

D’ou

(D¢1, ng) = —diVXl — Z diVXg + (¢1, ,Dlpg)

Cette expression étant indépendante du choix des coordonnées, on intégre sur M (com-

pacte). Par le théoreme de la divergence, avec OM = (), on a :

/(D¢17¢2)Vg:/ (Y1, Do),
M M
]

Définition 5.2.2 D’apres le théoreme 11, on a Xy, = X5 @& X, , ol X et X, sont

stables par p. On définit donc I’ensemble des spineurs positifs (respectivement négatifs) X M

(respectivement >~ M) par

STM = {[k,7], kK € SpinM, T € X3 };
YX"M = {[k, 7], k€ SpinM, 7 €3}

La stabilité par p de X et ¥, = assure I'indépendance du choix des représentants.
Ainsi un champ de spineurs ¢ € I'(M, X M) se décompose en ¢ = T + 1~ avec

Pt e (Y eN(M,EM) |we - =1}
Y- € {Y e (M, EM) |we - =~}

Remarque 5.2.1 : La somme directe est orthogonale. En effet, si ¢y € T'(M, X" M) et
Y~ e (M, X~ M), alors

(¢+>¢_) = (W(C : ’gb—i_,’l?b_) = _(¢+>W(C . w_) = —(CU(C . ¢+>¢_)a
puisque (pour m = 1 par exemple)
(YT der-ex-yp7) = —i(¥ T e1-ex 7)) = —ifez e -7, P7) = (we YT, Y.

Remarque 5.2.2 : SiY € I'(M,TM) et ¢ € T(M,X*M), alors Y - ¢ € T'(M,XFM). En
effet, we - Y -1 = =Y - we - ¥ (proposition 18).

68



Lemme 7 On suppose que n = 2m est pair. Pour tout X € I'(M,TM), on a
V5 (ZEM) = 2E M.

Démonstration. On considere des coordonnées normales. Pour tout ¢,5 € {1,..,n} et tout
v e I'(M,XM),

Ve lej-¥) = Ve(e;) ¥ +e;- Vo =e;- Vo,
=0
En itérant ce processus, on montre que Vfi (we - ) = we - Vfi 1 pour tout 7, et donc
V5 (we - ¥) = we - V5, d’olt lassertion.
O

Proposition 26 On suppose que n = 2m est pair.
1. D:T(M,X*M) — T'(M,XTM) : l'opérateur de Dirac envoie les spineurs positifs sur
les spineurs mégatifs, et réciproquement.

2. Si X\ est valeur propre de D, alors —\ l’est aussi.

Démonstration. 1. On a ¥F = 1(1 £ wc) - B, donc comme wi = 1, B est le sous-espace
propre associé a la valeur propre 1 de ’endomorphisme de 32, de multiplication par we,

et X celui associé a la valeur propre —1. Ainsi, pour ¢ € I'(M, ST M),

we-DY = we Y- Vo =—3" € we- VY
= Y eV (we ) = ~Di,
=9
et de méme pour ¢ € I'(M, X~ M).
2. Soit ¢ € T'(M,XM) et X € R tels que Dy = Mp. On écrit ¢p = T + ~, avec
Yt € EM. Alors d’apres ce qui précede, DY = Dyt + Dy~ = Myt + My~ d'ou
—— ——

€eS-M e3StM
par identification : DYt = M)~ et Dy~ = ™.

Posant ¢ = ¢+ — ™, on a

D) = DY — Dy~ = M~ — Mt =~y

donc 1) est vecteur propre associé a la valeur propre —\.

69



Exemple 5.2.1 Pour M = R", on a XR" = R" x CV. En effet, on a SpinM ~ Spin, x R
puisque SOM ~ SO,,(R) x R", et on utilise 'exemple 1.4.1. Le fibré étant trivial, un champ
de spineurs v € T'(R™, XR") est en fait une application ¢ : R* — C¥, puisque la premiere
composante de I'application & valeurs dans ¥R = R™ x C doit étre 'identité par définition
d’une section.

Comme la connexion de Levi-Civita sur R” muni de son produit scalaire canonique est
(X,Y) — Y'(X) (X et Y étant des applications de C*°(R",R"™)), on a

i=1

() ()

= Zez e; - 0,0,
= —282“—261 ej-aiaj—l—Ze,--ej-ai@j

Ainsi,

1<j 1>]
= —282“—261 ej-aiaj—l—Zej-ei-aj&-
1<j 1<J

= —282“—261 'ej . (828] —8]82)
1<j
= —Zaf.

L’opérateur de Dirac est donc ici la racine carrée du Laplacien.

Dans le cas de la dimension 2, on a Cly = M3(C) et 3y = X5 @& %, = C® C, avec
Y4 = Vectc(ep+iey) et ¥5 = Vecte(1—ie;-ey). Ainsi, tout champ de spineurs ¢ € I'(M, X M)
se décompose sous la forme

b= (ex +ieg)f + (1 —ier - ea)y,

ol f et g sont deux fonctions de R? dans C. Sur R", toutes les coordonnées sont des

coordonnées normales, donc on obtient

Dy = (e1-01+eg-09)((er +iea)f + (1 —iey - e3)g)
= e1-(e1+iex)01f +ex-(e1 +iex)0af +e1- (1 —ier-ex)0ig+es- (1 —ieg-ex)day
= —(01+109)f X (1 —iey-ey) + (01 —ida)g X (e1 + iea)
= —20:f x (1 —ieg - e3) + 20,9 X (e1 + ieq),

avec Os = %(81 +i0y) et 0, = %(81 —i0y).
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On a donc

dans la base (e; + ieg, 1 —ieg - e3) de 39 ; on peut donc voir 'opérateur de Dirac comme

une généralisation de l'opérateur de Cauchy-Riemann.

5.3 La formule de Schrodinger-Lichnerowicz

Définition 5.3.1 (i) On étend le produit scalaire hermitien (-, -) de la définition 5.1.4 &
des sections de I'(M, T*M ® XM) par

() : D(M,T*M @ SM) x D(M, T*M @ SM) —s (M, C)
(a®1, B® ) — g, B) (¥, @),

ou g(a, B) prend son sens grace au théoreme de Riesz.
Remarquons qu’alors pour w,n € I'(M, T*M®XM) et {ey, ..., e, } une base orthonormée
de T,,M (m € M), on a

n

(wv 77) = Z(W(ei>7 7](62))

i=1
(ii) On note V** I’adjoint (formel) de V* pour le produit hermitien canonique sur L>M,

c’est a dire que

V¥ T(M, T*M @ ¥M) — I'(M,~M)

vérifie

(U e T(M, T*M ® £M))

VS, o) o = (T, V50) 12
(v elizan = (1, VEe)iran (¢ € T(M, M),

Lemme 8 Soit m € M et {ey,...,e,} une base orthonormée de T,,M. Alors pour tout
v e (M, EM),

VS*vSw Z VS VS
Démonstration. Soit ¢ € I'(M,XM). Pour tout ¢ € I'(M,$M), on a

<VS*VS¢’$) L2(M) - (sz’vslz) L2(M) - g <kaw,ka$> L2(M)
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Comme dans la preuve du lemme 6, on a

n

S (VEVED) = Y (V50.) - (VEVELD)
k=1 k=1

= divX; +idiviy - ) (VS Vel w)

k=1

En intégrant, et grace au théoreme de la divergence, on obtient :

i( WV )L?(M - Z (vS VS ) L2(M)

k=1

D’ou

(Vs*vsw’ J) ( Z VS VS )LQ(M).

Ceci étant valable pour tout @E € I'(M,XM), on a le résultat.
0

Proposition 27 Soit RS = %szzl ei-ej-Rfivej (M, XM) — T'(M,XM), ou RS désigne

la courbure spinorielle. Alors le carré de l'opérateur de Dirac est donné par
D? = V5'VS 4 RS,

Démonstration. En prenant de nouveau des coordonnées normales en m € M (et {eq,...,e,}

une base orthonormée de 7, M), et en utilisant de nouveau la formule (8), on a au point m :

= —ivivi+ i €i-e;- VoV

',j—l-iaéj
S 78 S S 75
= —Zv v +Ze, e; - (VEV —VIVE)
1<J
= VIV 4+ Zez ej - e“eJ
1,j=1
= VSV + RS

ol on a utilisé que le crochet [e;, ;] était nul.
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O

Donnons a présent quelques rappels de définition avant d’énoncer et de démontrer la
formule de Schrodinger-Lichnerowicz. On ne donne que les définitions et on ne rappelle pas
les propriétés élémentaires de symétrie et d’antisymétrie qui découlent des propriétés du

tenseur de courbure, supposées connues.

Définition 5.3.2 Le tenseur de Ricci Ric de M est le champ de tenseurs sur M défini,
pour m € M et x,y € T,,M, par

Ric,, (z,y) = Tr(v € T,,M — R, ,y).

Si {e1, ..., e, } est une base orthonormée de 7T, M, on a donc :

Ricy,(z,y) = Z G(Re, 2y, €;).
i=1

On note parfois Ric,,(x) = Ric,,(z, x) pour = € T, M.
Remarquons enfin que Ric,,(z,y) = Ric,,(y, z) pour tous x,y € T,, M.

Définition 5.3.3 Soit m € M. La courbure scalaire de M en m est

S(m) = ZRicm(ei) = Tr(Ric,,)

= Z g(Rei,ejeia €j),
2

ou {eq,...,e,} est une base orthonormée de T,, M.

Remarque 5.3.1 : 1. Le signe du tenseur de Ricci peut varier d'un ouvrage a l'autre :
ainsi, on peut lire Ric,,(z,y) = Tr(v € T,,M — R, ,y) dans [DoCa2| ou [GHL], alors
que la définition que nous donnons peut étre vue dans [KN] ou [Paul]. Bien entendu,
le signe de la courbure scalaire varie en conséquence. Le choix que nous avons fait
conduit a un signe “plus” devant la courbure scalaire dans la formule de Schrodinger-

Lichnerowicz a suivre, alors que le choix contraire conduirait a un signe “moins”.

2. Dans certains ouvrages (par exemple [DoCa2]), le tenseur de Ricci et la courbure
scalaire sont définis avec un coefficient multiplicateur supplémentaire par rapport aux
définitions précédentes (en I'occurrence ﬁ et % respectivement). Néanmoins, les con-
ventions que nous avons choisies ont 'avantage de ne pas faire apparaitre la dimension

n dans la formule de Schrodinger-Lichnerowicz que nous allons maintenant donner.
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Théoréme 12 (Formule de Schrodinger-Lichnerowicz) Si S désigne la courbure scalaire de
M, on a

1
D2 = VS*VS ‘l— ZS]dF(M’EM)

Démonstration. D’apres la proposition 27, il suffit de montrer que RS = iSpo(MZ M)-
On a

1
RS = 5262"6]"1’:{26]
i,j

1
= izei'ej Zg ezejekael €k, €
— —— ——
b =Rijr
1
= ] Z Rijme;-ej-ep | - e
l ivjvk
1
= 3 Z Rijrie; - ej - e + Z Rijriei-ej-ep | - e
L \i#i#k {i=jtufi=k}u{j=k}
1 1
= 3 3 Z £Rijkl + Rjra + Rkijzzei €5 ek
! i#jFk

_o (Bianchi)
+ Zg(Rei,ejei, ee;-ej- e+ Zg(Rei,ejej, ee; - e; - ej) - e
0] 0]

= = Z ez ejew 61 €; g(R8i76j6j7 €l>€i) "€

2]1

1
= §<Z —Ric(ej, e1)e; - e — ZRIC ei,e)e -el>

j?l

1
= 1 Z Ric(e;, ej)e; - €;

1
= —7 Z Ric(e;, ej)e; - e; + Z Ric(e;, ej)e; - ej — Z Ric(e;, e,-))

1> i<j
1
T g > Ric(es,¢;)ei-e; — ) Ric(ej,eie; e — ) RiC(@'))
1
] Z Ric(ei, e5)ei - ej — Z Ric(e;, e5)e; - €j — Tr(Ric))
i>j i>j
1
= -S.
4
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Concluons par une application importante de la formule de Schrodinger-Lichnerowicz.

Théoreme 13 Soit (M, g) une variété riemannienne orientée spinorielle compacte de di-
mension n > 2, et soit A une valeur propre (réelle) de opérateur de Dirac D. On pose
également Sy = inf,,cpr S(m), que l'on suppose positif. Alors

)\2 Z SO>

o ] =

St on suppose de plus que Sg > 0, alors

1
>\2 > ZSO

Remarque 5.3.2 : Ce théoreme affirme en particulier que si M est telle que Sy > 0, alors

0 n’est pas valeur propre de 'opérateur de Dirac, c’est a dire que ker D = {0}.

Démonstration. On a donc pour tout ¢ € I'(M, X M) :

1
| @, = [ (7590, + 1 [ S0,
M M M
Soit A une valeur propre de D et ¢ un spineur propre de A. Alors
1
/ (N2[Y|? — =S|y} dv, = / V5|2 dy, > 0.
M 4 M

D’olt A? > = 5.

Ny

1
Si Sg > 0, supposons que ’égalité ait lieu : \? = ZSO’ c’est & dire que [,, [V5|*dy, = 0.
Alors V59 = 0, d’ott Dy = mo Vo = 0, c’est a dire A = 0, soit Sy = 0 : absurde.
I

Remarque 5.3.3 : D’apres le difficile théoreme de I'indice d’Atiyah-Singer, si on note D4
la restriction de D a I'(M, ©* M), la quantité dim D, — dim D_ est un invariant topologique.
Ainsi, d’apres le théoreme précédent, si le noyau de 'opérateur de Dirac est nul, il n’existe
aucune métrique riemannienne sur M telle que I'infimum de ses courbures scalaires soit

strictement positif.
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6 Géométrie spinorielle des sous-variétés de R?

Cette section est une étude de l'article [Fril] de Thomas Friedrich. Certains éléments
de preuves sont issus de [Mor|. Le but est de démontrer le théoréme suivant concernant
les variétés différentielles de dimension 2. Il donne des conditions spinorielles nécessaires et

suffisantes pour qu'une telle variété s'immerge isométriquement dans R3 :

Théoréme 14 (Friedrich) Soit (M, g) une variété riemannienne orientée de dimension 2 et

H : M — R une fonction lisse. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe une immersion isométrique du revétement universel de M dans R3, et H est

alors sa courbure moyenne.
2. Il existe une solution ¢ € I'(M,XM) de longueur constante égale a 1 de l’équation de
Dirac Dy = H.

3. Il existe v € T'(M, M) et E un endomorphisme symétrique de TM tels qu’on ait
Tr(E) = —H et Vxy = E(X) - ¢ pour tout X € I'(M, TM).

6.1 Structure spinorielle sous-jacente d’une hypersurface

Dans ce paragraphe nous voyons comment une hypersurface orientable M d’une variété
riemannienne spinorielle orientée (N, q) de dimension n + 1 hérite d’une structure spinorielle
grace a celle de N. Déja, (M, g} 4) est une variété riemannienne ; on notera g = g} - Comme
M est orientable, on peut choisir un champ de vecteurs normal unitaire global, noté v, et

définir 'application

II:S0M — SON
{e1,..,en} — e, ...,en, v}
IT étant un difféomorphisme sur son image, SOM s’identifie a un sous fibré de la restriction
a M de SON, notée SON}M = Unem{m} x {bases orthonormées directes de T,,N}.
De la méme fagon que dans la preuve de la proposition 6, on considere 1'isomorphisme
d’algebre T de Cl,, sur CI,, défini pour tout w € R"™ par

YT(w)=w-v

(ou v est ici le dernier vecteur de la base canonique de R™). En restreignant T & Spin,,,
on obtient le diagramme commutatif suivant :
Spin, ——— Spin,, .,

Y

Ad™ Ad7l+1

SO, < SO,41
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oll Ad' est la représentation adjointe de Spin;, et I'inclusion de SO,, dans SO,,,; est celle
qui consiste a fixer le dernier vecteur de base sous I'action de SO,,;; sur R"*. Pour plus de
clarté on notera parfois f ce prolongement d’une fonction f € SO,, (donc f = f sur R" et
f(v) =v), qui est clairement bien dans SO, 1.

On vérifie simplement la commutativité du diagramme : pour tout @ = vy - ... - v9, € Spin,,
et tout w € R",

1 _
Adh(w) = T(a)w: Y(a)”
= V1 V.U VW V- Vg ... V-
= V1.V W " Vo ... V1

= Adl(w) = Adi(w).

Et
AdY (V) = W1V Vg VYV VgV
= v
- Zd\g(y)

Donc Ad™1 oY = Ad" et le diagramme commute.

On note Spin N ‘ 12 restriction & M de SpinN et 7 le reveétement & deux feuillets de SON
provenant de la structure spinorielle de N. Lorsqu’il est restreint a Spin/N ‘ v 11 est a valeurs

dans SON‘M, et on pose

SpinM = 5 Y (II(SOM)),

qui est un sous-fibré de Spin/N ‘ Ve
Si on note Tgpiny : Spin N — N la projection du fibré SpinN sur N, on pose

TSpinM = TrSpinN}SpinM
et
/111
= I o n‘SpinM'
Avec ces définitions, on obtient que SpinM est un fibré Spin,-principal sur M et que
n' : SpinM — SOM est un revétement a deux feuillets. Reste a vérifier que le diagramme

suivant commute :

SpinM x Spin,, SpinM
n' x Ad™ n ]\47
e
SOM x SO, SOM
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sachant que ce diagramme ci commute :

Spin/N x Spin,, Spin N
nx Adnt1 Ui M.
SON x SO, 41 SON
e Partie droite : si k € SpinM,
7TSpinM(H) = TSpinN ‘SpinMOi)

o] (105)

= msom (I (n(k)))
car n(k) est de la forme {ey, ..., e,, v} et II71(n(k)) = {eq, ..., en}-

e Partie gauche : Déja, pour tous {ey,...,e,} € SOM et f € SO, on a

I({e1,....entf) = H({er, ... en ) f.

~ ~ ~

En effet, {f(e1),..., f(en), v} ={f(e1), ..., flen), f(¥)}.
Alors pour tout a € Spin,, et k € SpinM,

' (ka) = T (n(ka)) = T (n(k)Adyt) (Spin,, C Spin,, ;)
= I (n(x)Ady(,)
1~ (n(x)) Ady;
' (k)Ady,

ol on a utilisé que Ad?(ral) = Ad*! pour a € Spin,,.

SpinM définit donc bien une structure spinorielle sur M : on peut définir le fibré des
spineurs de M, qui est ¥M = SpinM X, 3, avec p, : Spin,, — GL¢(X,,) la représentation
spinorielle complexe de Spin,,. Ce fibré vectoriel ayant été construit a partir d’une structure
spinorielle de N, on aimerait que les restrictions a M de spineurs de N soient des spineurs
de M, et que les multiplications de Clifford coincident.

Soit U un ouvert de N et ¥ € I'y(N,XN). On a ¥ = [7, 5], avec o € I'y(NN, SpinV) et
s : U — ¥, 41 une fonction, la classe d’équivalence étant prise pour a € Spin,, ;.

Avec les notations précédentes, n(a) est une section locale de SON, et quitte a changer
de représentants pour ¥, on peut supposer qu’elle a ¥ comme dernier vecteur de base. En
effet, si on change o par da pour a € Spin,, 4, alors n(d) devient n(c)Ad?™, et on choisi a

pour que Ad™*! soit la bonne isométrie.
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Alors

\I]‘M - [5‘UOM’8‘UOM]’

ol la classe d’équivalence est prise pour la représentation p,.1 0T et sur les éléments de
Spin, (puisque les éléments a de Spin, . ; tels que Ad"™! préserve v sont exactement les T (b)

pour b € Spin,,).

Définition 6.1.1 Le fibré des spineurs extrinseque S est la restriction a M du fibré des

spineurs complexe de N, c’est a dire S = XN ‘ y = SpinM X, . or Yyp1. On note également
St =%*N|,,-

Définition 6.1.2 Soit X = [o7,x] € T'(M,TM), soit m € M, et soit X = [on,X] une
extension lisse de X sur un voisinage U de m dans N ; soit également i) = [0y, s|] € T'(M,S)
tel que ¢ = \II‘M, avec ¥ = [oy, 5] € I'(IV, £¥N). La multiplication de Clifford de ¢ par X est
un élément de I'yrp (M, S) défini sur M par

Xy = loa, Xl [0, 8] = [001: i (X)) ()] = (X v - 0)| .
gt
XV
Cette définition a du sens car la multiplication de Clifford sur /V ne fait intervenir que les
valeurs ponctuelles de X et ¥ au point voulu.

Dans la suite on confondra toujours X et X, et on notera plus simplement X - v - ¢ au

lieu de (X -v- W), .

Proposition 28 Si n est pair, il existe un isomorphisme entre le fibré des spineurs ex-
trinseque S et XM, qui envoie tout spineur ¥ € S sur un spineur V* € M, qui préserve

les décompositions en parties positive et négative, et qui commute avec la multiplication de
Clifford : pour tous ¢ € S et X € I'(M,TM),

Xt = (X)) = (X -v-9)".

Sin est impair, il existe un isomorphisme entre ST et XM, qui envoie tout spineur ) € ST

sur un spineur Y* € XM et qui commute avec la multiplication de Clifford.

Démonstration. Je renvoie a [Mor], pages 36-37.
[

On aimerait que l'isomorphisme précédent soit méme une isométrie entre (S, (-, -)x N‘ o)
(respectivement (ST, (-, -)EN}M)) et (XM, (-,)sm), c’est a dire que pour tous i, € S, et
avec Uy, Wy € XN tels que \Ifi‘M = 1); on ait

(\111’ \IIZ)ZN}M = (%, ¢2)2N = (@[)’f, ¢§)2M
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Ceci est vérifié si on définit (-, -)sa par

def.

(o1, 02)sm = (W1, Wa)un|,, = (W1, V|, )un

pour tous 1, pe € XM, et avec 11,12 € S tels que ¥ = ;, mais il faut encore voir si
cette définition vérifie bien la remarque 5.1.3; pour X € I'(M,TM) et ¢1,12 €S, on a

(X mvh, ) = (X vy 1), ¥3)em
= (X nv- -, ¢)sen
= —(Y, X nVv-ni2)sN
= =1, X md)su
On a donc bien une isométrie.
A présent on va voir comment se comportent les connexions de Levi-Civita riemannienne

V et spinorielle V° de (M, g) par rapport a celles de (N, g) (notées V et vs).

Dans la suite je ne ferai plus la différence entre un spineur ¥ € S et son image ¥* € X M.

Dans un premier temps, pour pouvoir “comparer” les connexions, il faut donner du sens
a VyY lorsque X,Y € I'(M,TM).

Proposition 29 Soient X etY des champs de vecteurs sur M, et soitm € M. Soient X etY
des extensions lisses de ces champs sur un voisinage U de m dans N. On pose VxY = VY

sur UN M. Alors cette définition est indépendante du choix de [’extension.
Remarque 6.1.1 : On définit ainsi un champ de vecteurs lisse VxY de M sur N.

Démonstration. On se place dans un systeme de coordonnées et on pose Y = > fie;. Alors

Vil = ZY( Fei + Z Fi¥Vx(es).
Or pour pe UN M, Z Z
X)) = (f) )X (@) = (f) )X () = X(f) ).
De plus, V(e;)(p) ne dépend que de X (p) = X (p) (et des valeurs de e; sur un voisinage

de p), ce qui prouve l'indépendance du choix de l'extension.
O

Proposition 30 (Formule de Gauss riemannienne) Pour tous X,Y € I'(M,TM),

VXY = VXY + §(h(X), Y)I/,

ol h = —Vv est le tenseur de Weingarten de M.
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Remarque 6.1.2 : 1. Méme en prenant X,Y € I'(M,TM), il n’y a pas de raison a
priori que VxY soit un champ de vecteurs tangent & M. C’est ce qu’on retrouve dans
la formule de Gauss : il y a une composante VxY tangente a M et une composante
g(h(X),Y)r normale a M.

2. Lapplication (X,Y) € T'(M,TM)* — g(h(X),Y)r est C(M,R)-bilinéaire et

symétrique, appellée seconde forme fondamentale, notée aussi I1.

Démonstration. Je renvoie a [O] pages 99-100.
U

Proposition 31 (Formule de Gauss spinorielle) Pour tous X € T'(M,TM) et ¥ € T'(N,XN),

(VxO)|,, = VS(¥|,,) + %h(X) YR

Remarque 6.1.3 : La encore il faut donner du sens a 7‘;\11; on le définit en fait par la

formule

=S =S
ol X est une extension locale lisse de X & N. L’indépendance du choix de I’extension se

prouve comme pour la connexion riemannienne.

Démonstration. Soit {ey, ..., €., €,y1 = v} un repeére orthonormé direct local de SON. Pour
X e (M, TM), on a (localement)

n+1
—S 1 =
VX\II = X(\D)+EZQ(VX€i,6]’)6Z’ ‘N € -N\I/
i,j=1
1 n
Vi(\P‘M) = X(\I/‘M)—i-iZg(vxei,ej)ei-Mej M\I]‘M

4,j=1
n

1
= X(\II‘M)—l—ZZg(vxei,ej)ei-Ny-Nej~NV~N\II‘M
ij=1
1 n
= X(‘II)‘M_I—ZZg(vxei’ej)ei'Nej.N\II‘M'

1,j=1

81



Alors

J’_
Vi\If = Z VXe,,e] ei-nej NV
1 n+1
= Z VXewej ei'nvej N YA+ — ngXeu vie, nv -y ¥
4,j=1 i=1
n+1
s
_'_Z g(VXV, ej)V-N €; ~N\If
1 - 1 < o
= X(¥)+ 1 Q(Vxeué’j)ei ‘Nvej v Y+ 1 Zg(vxei, Ve, NV N W
i,j=1 i=1
I~ —
T Z g(Vxv.e)v-ye -y V.
i=1

D’apres la formule de Gauss riemannienne, et la proposition 28, on obtient

n

(villl)‘M = X(‘I’)}M + i Z 9(Vxei +g(h(X),e)v, ej)ei N ej-n ‘I’}M

ij=1

e~ — e~ —
1 Z?(VXV, €)e NV N ‘I"M + 1 Z?(VXV, €V N €N ‘I"M
i1 i=1

1 _ 1o
= X(‘I’)}M + 4 E 9(Vxei ej)einej N ‘I"M D) E g(Vxv,ei)e; NV N ‘I’}M
PG i=1
=9(Vxeie;)

1
5h(X) -NV~N@\M

1
5h(X) YR

ij=1
= (VX9)|,, +

= (VRD)|, +

6.2 L’opérateur de Dirac d’une hypersurface

On se donne une variété riemannienne orientée ambiante (M, g) de dimension 3, munie
d’une structure spinorielle, et on considere une surface (M, g = g} ) immergée isométri-
quement dans M. La variété M est donc munie d’une structure spinorielle selon la construc-
tion du paragraphe précédent (et son fibré des spineurs extrinseque est isomorphe au fibré des
spineurs intrinseque). Le but de ce paragraphe est de montrer que 1. = 2. dans le théoreme
de Friedrich.

Le fibré des spineurs complexe de M, noté XM, se décompose en

SM ="M e X M,
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avec

SEM = {¢ € SM |ie; - ey - p = +1p},

ot {e1,es} est une base orthonormale de T'M. Comme dans P'algebre de Clifford de M

on a e - e; = €3, ON a encore, en posant e; - e = ﬁ,

SEM = { € SM | iN -4 = +4).

On considere un champ de spineurs ¥ sur M. D’apres ce qui précede, sa restriction
\If‘ y = ¥ est un champ de spineurs sur M, qui se décompose sous la forme ¢ = YT+,

avec

1

Pr=g@HiNw), g =il )

A présent, on notera V et V les connexions spinorielles de M et M respectivement, et on
ne fera plus de distinction de notation avec les connexions riemanniennes.
D’apres les formules de Gauss précedemment énoncées, 'opérateur de Dirac D de M

s’exprime en fonction de V par

Db = e1 - Veo,th + €9 - Vo, = 1 - Vurth + €3 - Voytb — HN - 1),

ou H est la courbure scalaire moyenne de M. En effet, d’apres la remarque 6.1.2, I'applica-
tion (X,Y) € T(M, TM)?* — g(h(X), Y)ﬁ est symétrique, donc dans une base orthonormée

de diagonalisation on obtient

e hier) -9+ ez - hlea) - = —(g(er, h(er)) + g(ea, hlez))yp = —Tr(1) = —2H.

Voyons quelques cas particuliers.

On suppose que le champ ¥ sur M est un champ de Killing réel, c’est a dire qu'il existe
A € R tel que pour tout T € I'(M,TM),

V¥ = \T - .

Alors on obtient immédiatement

Dip — —2\p — HN - 1),

Proposition 32 Si M est une surface minimale dans M (H = 0), alors la restriction
YV = \II‘M de tout spineur de Killing réel ¥ sur M fournit un spineur propre de longueur

constante de l'opérateur de Dirac :
Dy = =2 1.
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On suppose maintenant de plus que ¥ est parallele sur M, c’est & dire que A = 0. En
utilisant la décomposition ¢ = ¥t + 1~ et la proposition 26, on a le systeme équivalent

suivant :

DYt = —iHi~
Dy~ = iHt
On introduit le spineur ¢* = ™ — it~ ; alors Dy* = Ha)*.

De fagon explicite, le spineur ¢* est donné par

V= S0 (14N

et sa norme au carré est (d’apres les remarques 5.2.1 et 5.2.2)

191" = [l
Comme U est parallele, V¥ = 0, donc

1 —
Vxi = —§h(X) MY = ivxﬁ 'Mﬁ Y
pour tout X € I'(M,TM) d’apres la formule de Gauss spinorielle.

Ainsi,
1
(Vxw¥) = S(VxN-N-w9)
1 _
= (N0, VxNy)
rem. o.l. 1_ ~

212N, VXN (@, v).

Or ﬁ est de norme constante égale a 1 donc pour tout X € I'(M, T M),

X-[N||=0=g(N,VxN) +3(VxN,N).

Donc y(ﬁ,vxﬁ) = 0, et donc (Vxt,9) = 0 pour tout X, c’est a dire que 9 est de
longueur constante; en effet,

Y est de longueur constante <= X (||¢]|*) =0, VX <= (Vx¢,¢) =0, VX,

Proposition 33 Soit U un champ de spineurs paralléle défini sur M. Si = \I/‘M, le champ
de spineurs défini par

1 _ 1 .
P = 5(1 — )+ 5(—1 —I—z)ﬁ-@b
est une solution de l’équation de Dirac Dy* = Hv* de longueur constante, ou H est la

courbure moyenne de M.
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6.3 L’équation de Dirac sur M

Dans cette section (M, g) est une variété riemannienne orientée de dimension 2 munie
d’une structure spinorielle. On considere également une fonction lisse H : M — R. Nous
allons étudier I'implication 2. = 3. du théoreme de Friedrich. Soit donc un champ de spineurs
v sur M solution de I’équation de Dirac

Dy = H.

Toujours en utilisant la décomposition XM = XM@Y~ M du fibré des spineurs complexe

de M, on obtient le systeme équivalent

Dyt = Hy~
Dy~ = Hy+.

On associe a 1) deux formes différentielles sur M définies pour X,Y € I'(M,TM) par

Fo(X,Y)=R(Vxt, Y -97) et F(X,Y)=R(Vxt,Y -4p).

Proposition 34 1. Fy sont des formes bilinéaires symétriques.

2. Tr(Fx) = —H [[¢7]].

Remarque 6.3.1 : La trace d'une forme quadratique est la trace de la matrice de cette forme

dans une base orthonormée pour g. Elle est indépendante du choix de la base orthonormée.

Démonstration. 1. La bilinéarité est évidente. Ensuite, on a

R(Ve,Tea-¢7) = Rler- Ve e eg- 97 ) =RHY™ —ex- Ve, ep e 07)
= H%(w_ael '62'¢_)+%(Ve2¢+762 c €1 '62'w_)
= O+§R(V621/1+,61 1/1_>

D’ou la symétrie.

2. Le calcul de la trace de Fy donne

Te(Fy) = R(Ve, 5, €1 - 0F) + R(Vey 0ot e - 7)) = —R(DY*,07) = —H |07
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Proposition 35 Soit ¢ un champ de spineurs sur M solution de l’équation Dy = H non

nulle et de longueur constante. Alors les formes Fy vérifient

[t ||* 7y = [l |)” P

Démonstration. Soit m € M. Si " ou )~ s’annule en m, la relation est claire. Sinon, il

existe un voisinage V' de m dans M sur lequel )™ et ¢~ ne s’annulent pas.

(61-w‘ 62%‘)
(Ko

constitue une base orthonormée de I'y (M, X" M) pour le produit scalaire euclidien

Le couple de spineurs

R(-,-). En effet on voit immédiatement que ces deux champs sont orthogonaux et normés, et
la dimension du R-espace vectoriel I'(M, XM ) est la dimension réelle de la fibre de XM, soit
dimg 3 = 2 x 23] = 4, donc la dimension de T'(M, S+ M) est 1=2

Ainsi, pour X € I'v(M, TM),

a ¢)¢
* <X¢ T ) T

Vx¢+ _ %(Vxﬁw_,el'@b_)el'@b_

=1/ Nyl

1
= X e+ Fu(X cea}i
De meéme,
1
Vxy~ = W F_(X, er)er + F_(X, ex)ea b

On prend les produits scalaires R(-,-) de ces deux équations, respectivement par " et

¥, puis on somme :

ROV, 0) + ROVxw™,07) = SR |+ [l ]|?)

= X (wl)
= R(A(X) 07,

avec A : TM — T M I'endomorphisme défini par

A — {F+(X, ) F(X, 61)}61 . {F+(X, es) (X, 62)}62‘

ly=11® I+ ly=11® I+

A est symétrique car F le sont, et sa trace est donnée par

1 1
TrAd= ——TrF, - ——TrF_ = —H+ H = 0.
[ [aal
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Comme 1) est de longueur constante, X ([|1[|*) = 0, et donc
R(AX) - =) =0 (X € T(M, TM)).

Le rang de A est au plus 1; en effet s’il était de rang 2, A serait surjectif, et on aurait
donc R(Y - ¢, 1) = 0 pour tout Y € I'(M,TM). En particulier ) serait orthogonal aux
deux spineurs composant la base orthonormée de X1 M présentés plus haut, et on aurait donc
1™ = 0 ce qui est absurde.

De plus, sa trace est nulle, donc A = 0, c’est a dire en identifiant sur les vecteurs de base

que

F,  F
=1 )P

On pose F = F, + F_. D’apres ce qui précede, lorsque ™ # 0 ou ¢~ #0, on a

I’
F F +F <||w+||2+1 = r

FolP ~ AP+ 19 IP P+ 1P P

ainsi que

(1
Fo R+ r )t R
L [ 2t £ R T

On définit alors 'endomorphisme F : TTM — T'M par

F
E = 5 -
[kl

Bien sur il s’agit de ’endomorphisme associé a la forme bilinéaire symétrique F', c’est a

F(X,Y
dire que pour X, Y € I'(M,TM), g(E(X),Y) = W

{F+(X, 61)61 + F_(X, 62)62}

, soit encore

1

E(X):W

pour tout X € ['(M,TM).

Proposition 36 Pour tout X,Y € I'(M,TM), on a

F(X,)Y)=R(Vxy,Y -¢).
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Démonstration.

R(Vx,Y ) = R(VxypT +Vxy™, Y -4 +Y -47)
= R(Vxtt, Y o) +R(Vxprt, Y - 97) + R(Vxy™, Y - oF)

-

=0
+R(Vxy™,Y - 97)
=0

= F (X,Y)+F_(X,Y)=F(X,Y).

Proposition 37 Soit ¢ un champ de spineurs non nul sur M et de longueur constante
solution de l’équation Dy = Hvy, et H : M — R une fonction lisse. On définit un endo-
morphisme E de T'M par

g(E(X),Y) = W%(wa,i/ -1)) (X,Y e I(M, TM)).

Alors E est symétrique et vérifie :
1. Vx’gb—i_ = E(X) . ’QD_ et wa_ = E(X) . w+ ;
2. Tr(E)=—H.

On obtient donc que v est une solution de Vyx1 = E(X) - sur M, ce qui implique
certaines conditions d’intégrabilité :

Proposition 38 Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension 2 munie d’une structure
spinorielle, et soit E: TM — T M un endomorphisme symétrique. On suppose qu’il existe
une solution non triviale de l’équation Vxip = E(X) - 1.

Alors les deuz équations ci-dessous ont lieu :
1. (Equation de Codazzi) Vx(E(Y))—Vy(E(X))— E([X,Y])=0.

2. (Equation de Gauss) — det E=1G,  ou G est la courbure de Gauss de (M, g).

Démonstration. On va calculer le tenseur de courbure spinorielle R° de M. Soient X et YV

deux champs de vecteurs sur M ;

RSy = VxVyth— VyVxth — Vixyth
= Vx(E(Y)-¢) - Vy(E(X) ¢) - E(X,Y]) ¥
= {Vx(E(Y)) - Vy(E(X)) - E(X,Y)+ E(Y)-E(X) - E(X)-E(Y)}-¢

ou on a utilisé la proposition 24. On pose B(X,Y) = Vx(E(Y))—-Vy(E(X))—-E([X,Y]).

Y
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Comme FE est un endomorphisme symétrique, on peut I’écrire (en tout point) sous la
forme d’une matrice

a b
b ¢
Alors

E(es) - E(e1) — E(ey) - E(e2) = (bey + ces) - (aey + beg) — (aey + bes) - (bey + cea)
= (—ab+b%e; - ey — acey - e3 — be)
—(—ab + ace; - e3 — b*e1 - e5 — be)
= (2% — 2ac)e; - ey
= —2det (E)e; - es.

Donc pour le moment on a

RS = {B(ey,e3) — 2det (E)e; - ey},

€1,€2

soit encore

B(el, 62) = RS + 2 det (E)61 + €. (9)

€1,€2

La proposition 25 nous donne une autre expression pour R :

S
€1,e2

- 1
= E G(Rey er€is €5) € €5 = 53121261 - €2.
—— —
1,j=1

=Ri2ij

RN

On décompose ¥ en 1) = T + ™. Avec we = ie; - ey et we - YT = £*, on obtient
e1 - epp™ = Fip*, d’onl en appliquant I'équation (9) en 1)~ et en 9T, on obtient le systéme

suivant :

—B(el,eg)'lp_ = 3
B(el,eg)-lﬁ = 1 ?—l-Qdet(E) 'w_

On fait la multiplication de Clifford de la premiere équation par B(ep,es); comme on a

2oz =— ||zH2 pour tout z € R™, et d’apres la seconde équation, on obtient

2
IB(er,ca)l v = = (2det(B) + 722 )

Si 1~ est constant égal a 0, on peut refaire le calcul en faisant cette fois la multiplication
de Clifford de la seconde équation par B(ej,es), ce qui fait apparaitre )™ dans 1’équation

finale, et ©™ ne peut pas étre toujours nul car v est non trivial. Ceci permet d’affirmer que
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B(el, 62) =0
R1212 -
2det (B) + — = 0,

De plus, pour i = 1,2, B(e;,e;) = 0; en effet, R, ., = 0 et E(e;)- E(e;) —E(e;)- E(e;) =0,
d’ou

B(X,Y) =

0
Ris1o aet. G
det E = — kf. &

¢ 4 4

soit

Vx(E(Y)) - Vy(E(X)) - E([X,Y]) =

0
Ris12 aet. G
det E = — . o

¢ A 4

O

Faisons un petit résumé de ce que 'on a vu; on note K(M, g, E) 'espace des champs
de spineurs 1) sur la variété riemannienne spinorielle M de dimension 2 qui sont solution de
I’équation Vx1) = F(X)-9 pour tout X € I'(M, T M), avec E un endomorphisme symétrique
du fibré tangent. Si on note Tr(E£) = —H, on vient de montrer que tout champ de spineurs
de ker (D — H) de longueur constante était dans un KC(M, g, ) pour un E bien choisi de
trace —H.

Réciproquement, on a K(M, g, E) C ker (D — H) pour tout endomorphisme symétrique
E de trace —H ; en effet, supposons que {ey, €2} soit une base orthonormée de diagonalisation
de E;si Vxy = E(X) -4 pour tout X € I'(M,TM), on a

Dy = e (E(er) ) +ea- (Ele) )
= —Tr(E)Y
— Hy.

6.4 Immersions des variétés spinorielles de dimension 2 dans R?

Dans cette section on va prouver que 3. = 1. dans le théoreme de Friedrich. En fait, on
va faire mieux que cela : on va expliciter une immersion. En effet, I'existence de I'immersion
isométrique est directement due aux équations de Gauss-Codazzi de la proposition 38 (sous
réserve de simple connexité, d’ou le fait qu’on ait une immersion du revétement universel
de M dans R3 (cf corollaire B.1.1)) : pour cela, on pourra consulter par exemple [DoCal].
Avant de se lancer dans le coeur du sujet, je fais quelques rappels sur la notion de structure

quaternionique. On pourra consulter [Fri2] pour plus de détails.
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6.4.1 Structure quaternionique sur I'(M, X M)

On muni Y5 d’une structure quaternionique, c’est a dire d’'un endomorphisme R-linéaire

Qv : Y9 — Yo vérifiant :

a? = —Id
a(it) = —ia(r). (T € 3).
21 —Z2
Il suffit pour cela de considérer (puisque Xy ~ C?) 'application « : —
22 z
On a méme :
a(v-7)=v-a(r) (veR%T€X,).

En effet, d’apres le théoréeme 8, Cly >~ M5 (C). Grace aux relations sur 1’algebre de Clifford

e% = e% = —1let e;-es+eg-e7 =0, on obtient que les images de e; et e; par cet isomorphisme

sont respectivement

g1 = ) g2 =
0 —2 7 0

Et alors on a bien a0 ¢;(7) = g1 o a(7) pour tout 7, et de méme pour gs.

En itérant cette propriété, on voit directement que a(wc - 7) = —we - a(7) (attention «

n’est pas C-linéaire), et donc que a(¥3) = %7

On étend naturellement cette structure quaternionique en un morphisme de fibrés vecto-
riels o : XM — XM, les propriétés restant inchangées, en particulier la commutativité avec
la multiplication de Clifford, et a(X*M) = XFM.

Je donne maintenant deux propriétés de o qui seront utiles pour la suite.

Proposition 39 Soit ¢ € I'(M,XM). Alors on a, pour tout X € T'(M,TM) :

Vx(a(¥)) = a(Vxy).

Démonstration. On applique la propriété 23 :

2
Z (Vxei,e;)e - ej - a(y)

A~ =

Vx(a(y)) =

=

2
Z VXela ej (6 " €j 'l/))

Kk
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2
= (% Z g(VXﬁ’i,ﬁ’j)ei c €5 ¢)

i,j=1

= a(Vx9).

U

Proposition 40 Pour tous 11,v, € T'(M,XM), on a

(Y1, a(tp2)) = —(a(¢hr), 2).
Démonstration. 11 suffit de remarquer que pour (z1, 29,41, y2) € C?,
N | mraktan =2y R2nn=— | |-
22 Y1 <1 Y2

U

Remarque 6.4.1 : La construction de « ainsi que ses propriétés (exceptée a(X3) = X7,
qui n’a du sens qu’en dimension paire) s’adaptent aisément a la dimension 3. En effet, on
sait que I'espace Y3 reste isomorphe & C2, et la multiplication de Clifford est définie sur R?

a partir de

1 0 0 2 0 1
pler) = ], pler) = , o ples) =
0 —1 1 0 -1 0

6.4.2 Immersion de M dans R3

On se donne donc a présent un champ de spineurs ) sur une surface riemannienne (M, g)

vérifiant
Vxy = E(X) - (X € I'(M,TM)),
avec F un endomorphisme symétrique de T'M.

Notons que dans ce cas, d’apres le lemme 7 et la remarque 5.2.2, on a aussi le systeme

équivalent suivant :

Vxy*t = E(X)- -9~
Vxy~ = E(X)- ¢ (X € (M, TM)),

avec Y =T+ e (M, ST M @ X~ M).
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A tout champ de spineurs 1 on associe les 1-formes différentielles suivantes :

X)=2X YT 07), & =(X-vhal?), &=(X v a@))

pour tout X € ['(M,TM).

On décompose également £¥ en parties réelle et imaginaire :

Enfin, on définit

5”’ = w¥ + i,uw.

AV =¢f —¢v.

Proposition 41 (M, g) une surface riemannienne spinorielle, E : TM — TM un en-

domorphisme symétrique de trace —H, et ¢ un champ de spineurs solution de l’équation

Vxt = E(X) - ¢ pour tout X
1. dw¥ =0;

e I'(M,TM). Alors

2. dp? = 2H{||v || — |0t |PYdM, ot dM est le plan hyperbolique, ¢’est o dire la forme
différentielle d’ordre 2 dont la matrice en tout point M € M dans toute base or-

thonormée de T,, M est

3. dAY = 0.

Démonstration. 1. Pour X,

Y e (M, TM), on a

dw’(X,Y) = X(w*(Y)) - Y(w’(X)) - w’([X,Y])
= 2XR(Y 97, ¢7) = 2Y(R(X - 97, ¢7)) = 2R([X, Y] - 7, 47).

Bt

XRY -¢7,07)) =

RVx(Y -7), 7))+ RY -4, Vxp7)

R(VxY -7 )+ RY - Vxo™ 7))+ R(Y -7, Vxy7)
=E(X)¢~

R(VxY 9%, 07) — g(Y, B(X)) [0~ ||* + 9, EQO) [[&F)*
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En remplacant, on obtient

dw’(X,Y) = 2{g(X,E(Y)) = g(Y, E(X))} [~ |"
+2{g(X, E(Y) — g(Y, E(X))} [lo*])*
F2R((VxY = Vy X) - 0F 47) = 2R([X, Y] - 97, ¢7)
=0
puisque E est symétrique, et en utilisant les propriétés de la connexion de Levi-Civita
riemannienne.

. Le calcul précédent nous conduit de méme a

dpt(X,Y) = 23{(Y - B(X) ¢, 97) + (V- 4", B(X) -¥7)}
—3{X- E( )T 07) = (X 9T E(Y) - 9T}
= 23((V-E(X) - X EY)) -y, ¢7)
+23((E(Y ) E(X)-Y)-¢",¢7)

Dans une base orthonormée {e;, es} de diagonalisation de E (ot A; et Ay sont les valeurs

propres réelles associées), on obtient

( du¥ (e, e1) = du¥(ez,es) =0
dp¥(er,e2) = 23((Aea- €1 — Aoeq - e) -7, ¢7)
+23(Ageg - €1 — Ajeg - ea) -t )
= 2Tr(E)S{(es-e1- 0,07 ) + (€2 - €1 - T, )}
L dp?(ez,e1) = —dp¥(er,e).

Or

R(es - €1 - T, %) = —glea, eq) ||* H =0
donc (ey-e;-1%, %) est imaginaire pur, donc sa partie imaginaire est —i(ey-ey-9*, F),

d’out

du¥(er,e0) = 2H{(we -~ ¢7) + (we - T, H)}
2H {||y*|* — |4~ [1*}-

Donc finalement,

0 -1
(I e U Y I ) |
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3. D’apres les propriétés 39 et 40, on a

dEX(X,Y) = (Y-E(X)-¢%a@)) + (Y -4~ a(E(X) - ¢))
a(yT)) - (X~1/f‘ a(E(Y

—(X-E(Y) -4, )-T))
= —(a(Y - E(X)-¢7),¢7) = (E(X) - Y - 47, a(¢7))
Ha(X - EY)-¢t),47) + (BE(Y ) X4, a(yT))
= (Y EX)-a(yr),¢7) = (E(X) - Y -y~ a(yT))
C

+(X-EY) - o), o) + (E(Y ) X 97, a(@h))
= —(B(X)-Y-¢7),a(@?) = (B(X)-Y-¢7, a(y7))
HEY) - X7 a@) + (E(Y) - X - 97, a@@)).

De méme,

dEY(X,Y) = (Y- E(X) ¢7),a@") = (B(X)-Y -4, a(y7))
—~(X - E(Y) -y, a(@?)) + (BY) - X -4, a()).

Et on obtient alors

d(E” — €)(X,Y) = 0

de nouveau par symétrie de F.
O

Rappelons que 1'on cherche actuellement une immersion isométrique du revétement uni-
versel de M dans R3. Comme on sait que cette immersion existe, on va supposer que M est
simplement connexe, et donc isométriquement immergée dans R3.

Soit ¥ un spineur parallele sur R®; en particulier il est de longueur constante. On note
(-,-) le produit hermitien sur I'(R3 XR3). Soit ¢ = ‘II‘M, et ¥* le champ de spineurs déja
introduit défini sur M par

V=gt — i = ( 0|, + ! 1+zﬁ-qf\M.

Alors pour X € I'(M,TM) on a
w’(X) = 2R(X @b**@b 7)
= 2R(X -yT, —iyp7)
(Z(X PF 7))
= 2%(X -ty
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D’un autre coté,

(X-¢) = (X-g797)+(X -9, 97)
= (X 9" 97) = (W7, X -47)
= 23X -7, 97)

Donc

w’(X) = -S(X - 9|, ¥, ).

De méme,

AV (X) = (X -9, a(P],,)

Les 1-formes w* et A¥" sont exactes; en effet, on définit f : R? — Ret h: R? — C

par
flv)==S(v- T, T), h(v) = (v- ¥, a(P)). (v e R3).

Ici on a défini a sur YR? conformément a ce qui avait été annoncé dans la remarque 6.4.1.
Alors on a d(f|,,) = w*" et d(h|,,) = A¥" : pour v € R® et X € T'(R* R?),

(df)o(X(v)) = f'(v)(X(v)) (dh)o(X(v)) = H(v)(X(v))
= f(X(v)) = h(X(v))
= —S(X - ¥, 0)(v) = — (X -V, a(¥))(v)
= wy (X(v)) = AV (X(v),

ou on a utilisé que les applications f et h étaient linéaires. On conclut en utilisant I'i-
sométrie entre (S, (-, -) ‘M) et (XM, (-, )snm)-

On rappelle que dim I'(R?, SR3) = dim X3, donc dimg I'(R3, SR3) = 2x2(2] = 4. L’orthog-
onal Az(¥) du champ de spineurs ¥ dans l'espace vectoriel réel T'(R3 XR3) est donc un

R-espace vectoriel de dimension 3 :

A(0) = {® € D(R?, TR?) | R(®, T) = 0}.

On suppose que la norme constante de ¥ vaut 1; alors (¥, a(¥)) forme une base hilber-
tienne du C-espace vectoriel I'(R?, ¥R?). En effet,

(0, a(0)) 2T Ja(@),¥) = —(V,a(¥)) =0

et

la()|* = (@), a(¥)) = —(a(a(V)), ¥) = —(=0, ¥) = | ¥|* = 1.
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On obtient ainsi immédiatement que l'application ® — (=S (P, ), (P, a(¥))) est une
isométrie de Az(¥) sur R @ C = R3.

Comme M est inclus dans R3, Papplication

me Mr—m-¥ e Ag(V)

est bien définie et fournit une isométrie M — R? en composant avec I'isométrie précédente.
Cette application est plus simplement ’application ( f‘ e h‘ M). On peut également 1’écrire

sous forme intégrale avec la formule

e M s (/ w [TRe), [ %(AW)) R
mo mo mo

oll mg est un point quelconque de M (simplement connexe). Cette expression est appelée
représentation de Weierstrass. Elle généralise la représentation de Weierstrass pour les sur-
faces minimales; en effet, une surface minimale M,;, de R? s’immerge localement de facon

conforme dans R3 par la formule

X : Mmin — Rg

m1_2 m1 2 m
m%?ﬁ/ gu,/i+gu,/9u,
mo 2 mo 2 mo

ol g est une fonction méromorphe et p une 1-forme holomorphe sur My, telles que

tout zéro d’ordre k de p corresponde a un pole d’ordre 2k de g. Le couple (g, 1) peut étre
vu comme un champ de spineurs @ sur M,;, d’apres I'exemple 5.2.1, et les conditions de

Cauchy-Riemann s’écrivent Dy = 0.

Terminons par quelques résultats issus de ’étude des 1-formes précédentes. Soit un champ
de spineurs 1) sur M solution de Vxv¢ = F(X)-1 pour tout champ de vecteurs X sur M. Cette
solution est dite exacte si les 1-formes différentielles associées w? et AY sont exactes. D’apres
ce qui précede, il existe toujours des solutions exactes non triviales dans les (M, g, E).

On rappelle la définition de la Hessienne d’une fonction h : M — R ou C : pour
X, Y e '(M, TM),

Hess()(X, ) = 2 {g(Vxgrad(h), Y) + g(X, Vygrad(h))}.

Proposition 42 Soit ) un champ de spineurs sur M étant une solution exacte de l’équation
Vx = E(X) - ¢ pour tout X € T'(M,TM), et f: M — R et h: M — C telles que
df =w?, dh = A¥. Alors

1. Hess(f) = 2 = [~ ) E.
2. |[grad()|| = 41w I o™
3. Hess(h) = —4(¢~, a(v™))E.

97



— 2
4o ||gradcr)]|” = Qro 1 = 1Py,
Démonstration. 1. Par définition, pour tout X € I'(M,TM), w¥(X) = g(grad(f), X),
donc pour tous X,Y € I'(M,TM),
— -
Y (w’(X)) = g(Vygrad(f), X) + g(grad(f), Vy X).

Ainsi,

2Hess(f)(X,Y) = X (w(Y)) + Y (w’(X)) ~g(grad(f), VxY) — glgrad(f). VyX)

-~
=—w¥(VxY,VyX)

Et comme on I’a vu dans la preuve de la proposition 41,

X(w’(Y)) = 2R(VxY -t ¢7) — 29(Y, E(X)) [~ ||” + 20(Y, E(X)) |-

D’ou

2Hess(f)(X,Y) = 4g(Y, EQO)([0 " = [¢711") + 2R(VxY + Vy X) 47, 97)

=w¥ (VX Y+Vy X)

Soit

Hess(f)(X,Y) = 2([[0*||” = [0 |)g(E(X), V).

2. Ona |[grad(£)|| = a(grad(f), grad(f)) = w* (grad(f)).

s s
Or grad(f)H est également la norme de l'opérateur X — g(grad(f), X). De plus, on
a, pour tout X € I'(M, T M)

g(grad(f), X) = w’(X)
= OR(X g, 00)
< 20X | o
= 21X [l e

s

Ainsi, ngad(f) H < 2||w* ] ||o~||. Pour montrer 1’égalité, il faut montrer qu’il existe un
X € T(M, TM) tel que I’égalité soit réalisée dans (X - T, =) < || X|| ||&F|| ||~ |-
On utilise pour cela ce qui a été dit au début de la section 6.4.1 sur les structures

quaternioniques. Nous avions montré que
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pler) = 1> plez) =
0 —i 1 0
Ainsi on voit que
z
23_ = ! | z1€C
iZl
et
'iZQ
22_ = | 2 € C
22
En posant
v=1o,st+s] et X=][0,xl,
avec

+ 21 iZQ
sT = , sT = , X = ae; + bes,
121 29

on cherche a,b € R tels que
plaey +besy)(sT) = s7,
c’est a dire
ai  bi 21 129
bt —ai 121 29

z
Ainsi on prend a et b tels que a + ib = =2 (si z1 = 0, c’est que Yt = 0, et I'égalité est
z

1
vraie). On a ainsi construit un X vérifiant X -t =1~ d’on

ROX -, 07) = | X[ ¢ ]| ] -

Bt done grad(f)]| = 211w+ I, soit |[grad(r) | = 4 w11 )

3. et 4. se prouvent par des méthodes analogues.

On a immédiatement que
det (Hess(f)) = 4(|[¢* " = [~ [ det (B) = (Jw* " ~ o7 |*yC
puisqu’on a vu que det (E) = % a la proposition 38 (équation de Gauss).
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Corollaire 6.4.1 Soit M une variété riemannienne compacte et spinorielle, et soit 1 un
élément non trivial de K(M, g, E). Alors 1™ ou ¢~ s’annule en au moins un point mqy en

lequel la courbure de Gauss est positive ou nulle.

Démonstration. M est compacte donc f précedemment introduite atteint son maximum en

un point mgy de M en lequel

grad(f)(me) = 0 et det (Hess(f)(mo)) > 0.

D’apres la propriété et la remarque précédente, cela prouve que ¥+ (mg) ou ¥~ (mg) est
nul, et que G(mg) > 0.
U

On admet le résultat suivant :

Proposition 43 Pour toute variété riemannienne (M, g) de dimension 2 et toute fonction
lisse h : M — R, la 2-forme différentielle

2
(2det (Hess(h)) — H grad (h)H GYdM
est exacte, et peut donc s’écrire dy pour une certaine 1-forme p.

On rappelle une version du théoreme de Stokes : si M est une variété orientée compacte

sans bord de dimension n et que o € Q"1(M), alors

/dazO.
M

Utilisant la propriété et le théoreme précédents dans le cas d'une solution exacte v de

K(M,g, E), en supposant M compacte, on obtient

A e T B RE Y T o P e
M M

soit encore :

Proposition 44 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte spinorielle et soit une so-
lution exacte ¢ € K(M, g, E). Alors

[l = 6w e+ )6 <o,

Dans le cas ou la solution exacte est le spineur ¥* défini a partir de la restriction a M

d’un spineur parallele ¥ de R? comme vu précedemment, la formule précédente devient

/MG=3/M(ZW-\11,\11)2G.
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A Groupes de Lie, algebres de Lie

Pour cette section, on se réfere a [Dal], [Mas] et [Paul].

A.1 Groupes de Lie

Définition A.1.1 Un groupe de Lie G est une variété différentielle munie d’une structure

de groupe telle que les opérations de produit et d’inversion soient différentiables.
Le théoreme suivant, difficile, permet de donner beaucoup d’exemples de groupes de Lie.

Théoréme 15 Un sous-groupe fermé d’un groupe de Lie est un groupe de Lie.

Exemple A.1.1 1. (R, x);
2. (St x);

A.2 Algebres de Lie

“won

Dans tout ce paragraphe, G est un groupe de Lie pour la loi ; on omettra néanmoins

“won

d’écrire a chaque fois, et on notera e son élément neutre.

Définition A.2.1 Soient a,g € G ; on définit la translation a gauche L, : G — G de g

par a par
L,g = ag.

Par définition d’un groupe de Lie, L, est un difféfomorphisme de G dans G. Sa différentielle
en g, notée L/ (g), est donc un automorphisme de 7,G dans T,,G.

Définition A.2.2 Soit X un champ de vecteurs sur G'; X est dit invariant a gauche si

L,(9)(X(g)) = X(ag) (a,9 € G).
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Proposition 45 Il existe une correspondance bijective entre les vecteurs de T, G et [’ensemble

g des champs de vecteurs invariants a gauche, donnée par

T.G +—— g
v o— X, g+ L (e)(v)
X(e) «— X

De plus ces applications sont réciproques l'une de [’autre.

En particulier, 'espace g est un espace vectoriel de dimension dim G.

Proposition 46 L’espace g est une partie de l’espace vectoriel x(G) des champs de vecteurs
sur G stables par le crochet de Lie. Ainsi, (g,+,.,[.,.]) est muni d’une structure d’algébre,

appelée algébre de Lie associée au groupe G.

D’apres la proposition 45, 'algebre de Lie de G peut aussi étre vue comme étant
(T.G,+, ., [.,.])-

On notera toujours par des caracteres gothiques 1’algebre de Lie d’un groupe
de Lie.

A.3 Cas d’un groupe de matrice

Le but de cette sous-section et de préciser 1'algebre de Lie de G lorsque G est un sous-
groupe fermé de GL,(K), K = R ou C, sachant que c’est le cas de tous les groupes “clas-
siques”. On pourra en particulier déterminer 'algebre de Lie de SO, (R). Comme ces con-
sidérations ne constituent pas le principal objectif de ce rapport, les résultats sont donnés

sans démonstrations : elles sont néanmoins consultables dans [Da].

Définition A.3.1 G un groupe topologique quelconque. Un sous-groupe a un parametre

de G est un morphisme de groupes topologiques A : (R, +) — G.

Théoréeme 16 Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie et soit A : R — GL(V)
un sous-groupe a un paramétre. Alors il existe un unique endomorphisme x € L(V') tel que
A(t) = exp(tz) (ou lexponentielle est 'exponentielle usuelle, définie sur un espace de Banach)

pour tout t € R. En particulier, \ est C' et déterminé par sa dérivée x = X (0).

Définition A.3.2 Soit V' de dimension finie sur K. Pour u,v € £(V'), on pose [u, v] = uv—ou,
et on 'appelle crochet de Lie de u et v. En notation matricielle, cela donne [X,Y] = XY -Y X
pour X,Y € M, (K).
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Lemme 9 Soient X etY deuz éléments de M,,(K). Alors

. X )"
1. kgrfoo (exp <?) exp (E)) =exp (X +Y),

2 Jim_ (exp (%) exp (%) exp (%) exp (%))k — exp ([X,Y])

Corollaire A.3.1 Soit G un sous-groupe fermé de GL,(K). L’ensemble
g={X eM,(K)|VteR exp(tX)e G}

est un sous-R-espace vectoriel de M,,(K), stable par le crochet de Lie, ce qui le munit d’une

structure d’algebre.

Théoréme 17 Soit G un sous-groupe fermé de GL,(K). L’espace g précédemment défini
est canonique, c’est a dire ne dépend pas du plongement de G dans un GL,(K), puisque
c’est également l’ensemble des sous-groupes a un parameétre de G. Cette définition coincide

également (a isomorphisme pres) avec celle de la partie A.2.

Remarque A.3.1 : Lorsque K = C, g n’est pas nécessairement un K-sous-espace vectoriel

de M,,(K).

Exemple A.3.1 e D’apres cette définition de I'algebre de Lie, on a

50, = {M e M,(R)| exp(tM) € SO,(R), Vt € R}
= {M e M,(R) | exp (tM)exp (tM)" =1,, Vt € R}.
Or comme P'exponentielle vérifie exp (M)" = exp (M*) (vérification simple par passage

a la limite), on a

50, = {Me My(R)| exp(t(M + M) =1, VtecR}
= {Me M, (R)| M+ M =0}
— A, (R) ~ Q2(R™).

e On obtient de méme :

gl,(R) = M,(R);
sl(R) = {M € M,(R) | tr(M) = 0}.
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B Revétements

B.1 Revétements d’espaces topologiques

Dans cette section nous définissons les notions de revétement et de revétement universel,
ainsi que certaines de leurs propriétés, sans démonstration. Les espaces considérés sont tou-
jours supposés séparés et localement connexes par arcs; en particulier, les notions
de connexité et de connexité par arcs coincident. Ce contexte permet d’appliquer tous les
résultats qui suivent a des variétés différentielles, ce qui est le cadre de notre étude. Voir [A],
[Paul] et [Pau2]

Définition B.1.1 Soit B un espace topologique. Un revétement de B est la donnée d’un
espace topologique E et d’une application continue p : E — B tel que pour tout b € B,
il existe un ouvert V;, de b dans B, un espace discret non vide F, et un homéomorphisme
¢ :p (V) — Vi X Fy tels que m(¢p(u)) = b pour tout u € p~1(V}), olt 7, est la projection
de B x Fj, sur Fp.

B est appelée la base, E 'espace total, F' la fibre et ¢ une trivialisation locale du

revétement au dessus de V.

Proposition 47 Soit p : E — B un revétement d’un espace connexe par arcs B. Soient b
et b deux points de B. Il existe une bijection entre les fibres p~1(b) et p~1 (V). En particulier
ces fibres ont le méme cardinal. S’il est fini, ce cardinal est appelé le nombre de feuillets

du revétement.

Cette propriété nous autorise a écrire simplement F' et 7, sans préciser le point b.

Exemple B.1.1 — Le revetement trivial est la projection B x F' — B, ou F' est un
espace discret. La propriété de trivialité locale est ici globale.
— L’application t € R — exp (2int) de R dans S! est un revétement, de fibre Z.

Proposition 48 (1) La projection d’un revétement est une application surjective : en effet,

p~(b) est en bijection avec b x F.

(2) Si E est compact (respectivement connexe, connexe par arcs), alors B est compact

(respectivement conneze, connexe par arcs).
(8) Si B est séparé, alors E est séparé.
(4) Si A C B, alors p‘pfl(A) :p~H(A) — A est un revétement.
(5) Si B est compact, alors E est compact si et seulement si les fibres de p sont finies.

(6) Un revétement est un homéomorphisme local.
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Définition B.1.2 Sip : E — B et p/ : E' — B’ sont deux revétements, on appelle
morphisme de revétements de p dans p’ un couple d’applications continues H : £ — E’

et h: B — B’ telles que le diagramme

E E
4 o’
B LB

commute.
Un isomorphisme de revétements est un morphisme de revetements dans lequel H et h sont
des homéomorphismes. Si £ = E’, B = B’ et h = Id, on dit que H est un automorphisme.

On appelle alors Aut(E) I'ensemble des automorphismes de revétements.

Proposition 49 L’ensemble Aut(FE) est un groupe muni de la composition des applications,

qui opére sur E et sur les fibres p~1(b).

Définition B.1.3 Un revétement p : F — B est galoisien si F est connexe par arcs et si
le groupe Aut(E) opére transitivement sur les fibres de E.
Un revétement p : £ — B est universel s’il est galoisien et si, pour tout revétement

connexe ¢ : D — B, il existe un morphisme de revétements h au dessus de B :

E D

Théoréme 18 (1) S’il existe, un revétement universel est unique a isomorphisme de revétements

pres.

(2) Soit p : E — B un revétement. Si B est localement conneze par arcs et si E est

simplement connexe, alors p est universel.

Définition B.1.4 Un espace B est semi-localement simplement connexe si tout point b € B
possede un voisinage U tel que tout lacet de base b dans U soit homotope dans B au lacet

constant.

Remarque B.1.1 : C’est en particulier le cas des variétés différentielles puisqu’alors chaque

point de la variété est inclus dans un ouvert difféomorphe a un ouvert de R™. Elles sont méme
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localement simplement connexes : si M est une variété différentielle, chaque point m € M
possede un voisinage U tel que tout lacet de base m dans U soit homotope dans U au lacet

constant (puisque c’est le cas de R™).

Théoreme 19 Soit B un espace connexe localement connexe par arcs. Pour qu’il existe un
revétement simplement connexe de B, il faut et il suffit que B soit semi-localement simplement

connexe.

Corollaire B.1.1 Toute variété différentielle M admet un revétement universel M, et on a
dim M = dim M.

Définition B.1.5 Soit G un groupe topologique. Un groupe de revétement de G est un
groupe topologique G qui est un revétement de GG en tant qu’espace topologique et tel que

I’application du revétement 7 : G — G soit un morphisme de groupes.

B.2 Revétements de groupes de Lie

Définition B.2.1 Soient GG et G’ deux groupes de Lie; une application f : G — G’ est un
morphisme de groupes de Lie si ¢’est un morphisme de groupe de classe C* pour les

structures différentielles de groupes de Lie de G et G'.

Définition B.2.2 Considérons G et G’ deux groupes de Lie, d’éléments neutres respectifs e
et ¢/. Un revétement de groupes de Lie de G’ dans G est un morphisme de groupes de
Lie de G’ dans G, qui est un revétement (entre les variétés sous-jacentes).

Un (iso)morphisme (de revétements de groupes de Lie) d'un revétement de groupes de
Lie p : G' — G dans un revétement de groupes de Lie p’ : G” — G est un (iso)morphisme
de groupes de Lie ¢ : G — G” qui est un (iso)morphisme de revétements (c’est-a-dire tel

que p o =p).

Proposition 50 Un morphisme f : G — H de groupes de Lie est un revétement si et

seulement si sa différentielle f': g — b est un isomorphisme d’algébres de Lie.

Théoreme 20 Soit G un groupe de Lie connexe. Il existe un revétement de groupes de Lie
T =Tqg: G — G, unique & unique isomorphisme (de revétements de groupes de Lie) preés,
tel que G soit simplement connexe.

De plus, le sous-groupe I' = 771(e) de G est distingué, discret, central, et le groupe de Lie
G est isomorphe au groupe de Lie quotient F/é

Si H est un groupe de Lie connexe et f : G —> H est un morphisme de groupes de Lie,

alors il existe un et un seul morphisme de groupes de Lie f: G —s H tel que le diagramme
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G i
o Fu
G—71 @

commute.
Une application ™ : G — G comme ci-dessus, et par abus G, est appelée un revétement

universel (de groupes de Lie) de G.

B.3 Relevement d’applications

Dans toute cette section, F et B désignent des espaces topologiques et p : F — B
désigne un revetement.

On suppose connue la notion de groupe fondamental, ainsi que ses propriétés de base (en
particulier sa structure de groupe) : si X est un espace topologique, on note (X, zg) son
groupe fondamental au point de base zo € X (ou simplement 7 (X) si X est connexe par
arcs). Rappelons juste que 71 (X, xg) est 'ensemble des classes d’homotopies de lacets de base

xo dans X ; on note [¢] la classe d’homotopie du lacet ¢ de base .

Proposition 51 Soient X et Y deux espaces topologiques, xg € X et f : X — Y une

application continue. L’application

f*lﬂ'l(X,I'o) — 7T1(Y,f(.§(30))
[c] — [fod]

est bien définie et est un morphisme de groupes.

Définition B.3.1 Soit X un espace topologique, et f : X — B une fonction continue. Un
relevement de f a E est une application continue F' : X — FE telle que po F' = f.

Proposition 52 Pour tout chemin ¢ : [0,1] — B d’origine by et pour tout xo € p~*(by), il
existe un unique chemin v : [0,1] — E tel que v(0) = zg et poy = c.

Lemme 10 Soit X un espace topologique connexe et localement connexe, et f,g: X — E
deux fonctions continues telles que po f =pog.
S’il existe xo € X tel que f(xg) = g(xg), alors f = g.
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Théoreme 21 Soit X un espace topologique et f : X — B une fonction continue. Soit
également xg € X, by = f(xo) et eg € p~1(by).

(1) Si X est conneze et localement connexe par arcs, il existe F': X — E relévement de
f tel que F(xq) = eq si et seulement si fo(m1 (X, x0)) C pu(m1(E, €0)).

(2) Si X est connexe, le relévement précédent, s’il existe, est unique.

Démonstration. Je donne ici une ébauche de preuve car elle est importante pour le corollaire
suivant, qui est le plus utile pour notre travail initial.

Le second point est immédiat grace au lemme 10. Pour le premier point, on vérifie que
le candidat suivant convient : pour x € X, on définit F(x) comme étant 'extrémité du

relevement v d’origine ey du chemin v = f o ¢, ou ¢ est un chemin quelconque de 2y & z :

F(z) = foc(l).
Il faut vérifier que la définition est cohérente (indépendante du choix de ¢), et que F' est
bien un relevement de f.

O

Corollaire B.3.1 E, B et p comme précédemment et sotent X un espace topologique simple-
ment connexe (en particulier conneze par arcs) et q : X — B tels que q soit un revétement
de X, et 0 : X — B une section (continue) de I'(X,B) : qo o = idyx. Alors o se releve en
une section o € I'(X, E) (pour le revétement qop: E — X ) :

X

Démonstration. Puisque X est supposé simplement connexe, o.(m(X)) = e () et I'hy-
pothese du théoreme 21 est vérifiée. La section o se releve bien en o, reste a vérifier que c’est

une section : si z € X,

(gop)od(z) =q(poo(z)) =goo(x)=x

puisque p o g = idx car ¢ est un relevement de o.
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Résumé : Ce mémoire présente les notions nécessaires a l'introduction du concept de la
géométrie spinorielle, ainsi que des premieres utilisations pour 1'étude de la géométrie des
surfaces de R3. A ce titre, on définit et on donne des propriétés des différents types de fibrés
au dessus d'une variété différentielle, ainsi que de nombreux exemples. Les connexions sur
les fibrés principaux et les dérivées covariantes sur les fibrés vectoriels sont ensuite mises en
correspondances.

Une parenthese algebrique vient introduire les algebres de Clifford sur un espace quadra-
tique. Les principales propriétés sont données et démontrées, et les algebres de Clifford sur
R™ et C™ sont ensuite classifiées.

Ces notions permettent alors de définir des structures spinorielles sur une variété. On
présente ensuite 'opérateur de Dirac ainsi que la formule de Schrodinger-Lichnerowicz. La
derniere partie consiste en 1’étude du théoreme de Friedrich, qui donne des conditions spino-

rielles nécessaires et suffisantes pour qu'une variété de dimension 2 s'immerge dans R3.

Mots clés : Fibré principal, fibré vectoriel, connexion, dérivée covariante, algebre de Clif-
ford, représentation spinorielle, structure spinorielle, connexion de Levi-Civita riemannienne,
connexion de Levi-Civita spinorielle, champs de spineurs, multiplication de Clifford, opérateur

de Dirac, formule de Schrédinger-Lichnerowicz, sous-variétés de R3.
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